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Resumen

Mejorar la toma de decisiones a partir de los resultados observados tras la experimentacion es una tarea habitual en muchas
aplicaciones, tanto a nivel de investigacion en laboratorio como en procesos de produccion industriales. Sin embargo, realizar
experimentos suele acarrear un coste no despreciable, por lo que una excesiva exploracion es perjudicial. La optimizacion baye-
siana es una técnica muy utilizada en este contexto, decidiendo la siguiente experimentacion en base a un modelo estadistico.
No obstante, esta técnica no tiene en cuenta explicitamente el coste real de realizar un experimento, ni si existe un presupuesto
(o nimero de experimentos, tiempo, etc.) maximo. El problema de toma de decisiones bajo incertidumbre y presupuesto finito
puede plantear como un Proceso de Decision de Markov Parcialmente Observable (POMDP, por sus siglas en inglés). Este
trabajo aborda el problema de optimizacion experimental sujeta a restricciones de operacion con un enfoque POMDP, donde las
posibles decisiones vienen proporcionadas por heuristicas de la optimizacion bayesiana, o de otra indole definida por el usuario.
La estrategia consiste en construir un arbol de posibles escenarios partir del conocimiento (incierto) acerca del proceso/sistema
aprendido a partir de experimentos previos. Dicho conocimiento se modela mediante procesos Gaussianos, que se actualizan con
cada nueva observacion. La evaluacion sobre la mejor decision a tomar se realiza mediante programacion dindmica. El algoritmo
desarrollado ha sido evaluado mediante comparacién con otras opciones de la literatura en un banco de pruebas sintético, y para
optimizar un proceso quimico de produccion por lotes.
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POMPD non-myopic Bayesian optimisation for processes with operation constraints and a finite budget.
Abstract

Improving decision making from the observed results after experimentation is a usual task in many applications, from the
research laboratory scale to industrial production systems. However, conducting experiments often takes a non-negligible cost.
Consequently, excessive exploration is harmful. Bayesian optimization is a widely used technique in this context, deciding next
experiment based on a statistical model. However, this technique does not explicitly account for the actual cost of the experiment,
nor whether a limited budget (economic, number of experiments, time, etc.) exists. The problem of decision making under un-
certainty and finite sample budget can be cast as a Partially Observable Markov Decision Process (POMDP). This work addresses
the experimental optimization problem with operation constraints by a POMDP approach, where the possible actions to make
are given by well-known Bayesian optimization heuristics, or any other defined by the user. The strategy consists in building a
scenario tree from the (uncertain) knowledge about the system/process, learnt from prior experiments. Such a knowledge is
modelled by Gaussian processes, which are updated with each new available observation. The evaluation on the best action to
make is realized via dynamic programming. The developed algorithm has been evaluated by comparison with other options in
the literature in a synthetic test bench, and to optimize a chemical batch production process.
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1. Introduccion

El ajuste de modelos o la optimizacion a través de la expe-
rimentacion-observacion es una tarea a llevar a cabo en cual-
quier proceso de toma de decisiones donde no se dispone de un
conocimiento perfecto del sistema y/o el entorno, es decir, no
se dispone de un buen modelo de prediccion. Existen diversas
técnicas aplicables en este contexto: las indirectas, basadas en
identificacion de modelos y control adaptativo (Yip y Marlin,
2003; Rodriguez-Blanco et al., 2017); las directas, sin uso de
modelos, basadas en la busqueda y aprendizaje de la politica
de control dptima (Deisenroth et al., 2013).

En problemas donde realizar un excesivo numero de expe-
rimentos reales acarrea un coste importante, se utilizan técni-
cas indirectas que buscan el optimo sobre un modelo subro-
gado, previo paso al experimento real. La optimizacion baye-
siana (OB) es la técnica mas popular en este contexto (Frazier,
2018; Calandra et al., 2016; del Rio Chanona et al., 2021; Mora
et al., 2023), donde el conocimiento (incierto) de la funcion a
optimizar se suele caracterizar de forma probabilistica por un
proceso gaussiano (PG). Los procesos gaussianos son aproxi-
madores no paramétricos basados en datos, aunque también
permiten componentes paramétricos en su modelo, incorpo-
rando en ellos la regresion clasica (Rasmussen y Williams,
2006; Wu y Movellan, 2012). A partir del modelo probabilis-
tico de la funcion objetivo como un PG, la OB se basa en opti-
mizar una cierta funcion de adquisicion, que es una heuristica
con un cierto compromiso entre exploracion y explotacion.
Existen varias funciones de adquisicion disponibles en la lite-
ratura (Frazier, 2018). No obstante, la OB esta pensada para
resolver un problema de optimizacion estatico y, en su formu-
lacién, no considera explicitamente el coste acumulado de ex-
perimentos, ni que pueda existir un limite en numero de estos.

Encontrar las decisiones que arrojen el mejor compromiso
exploracion-explotacion bajo incertidumbre, cuando realizar
un experimento acarrea un coste, pero a su vez puede mejorar
el conocimiento del sistema, convierte el problema de optimi-
zar una funcion estatica en un problema dinamico. Este tipo de
problemas se presentan en la literatura como procesos de deci-
sion de Markov parcialmente observables, POMDP de sus si-
glas en la literatura en lengua inglesa (Spaan, 2012). La OB
aplicada a éstos podria considerarse solo como una heuristica
miope de prediccion a un paso (Astudillo et al., 2021).

Un problema POMDP debe ser resuelto mediante progra-
macion dindmica (PD), de forma que estime las potenciales
consecuencias de tomar decisiones a varios pasos futuros
(Busoniu et al., 2017; Armesto y Sala, 2022). Sin embargo, re-
solver estos problemas de forma oOptima suele ser intratable
computacionalmente y, en especial, cuando las variables de de-
cision pueden tomar infinitos valores en un espacio continuo.

Una idea interesante es combinar OB y el enfoque POMDP
para obtener algoritmos no miopes, i.e. capaces de estimar el
coste (i.e. la funcion de valor) a varios pasos futuros simulando
(y actualizando) el PG con decisiones dadas por una funcion
de adquisicion de OB prefijada (Lam et al., 2016; Astudillo et
al.,2021; Paulson et al., 2022); este tipo de enfoque combinado
se denotara en este trabajo con las siglas OB-POMDP. No obs-
tante, la aplicacion directa de esta idea requiere resolver un
costoso problema de optimizacion anidada. Es por ello que las
propuestas de la literatura que tienen un enfoque mas practico
limitan la busqueda de decisiones en el espacio continuo a la

primera etapa y/o la estimacion del coste a dos pasos tnica-
mente (Wu y Frazier, 2019).

En este trabajo se aborda la optimizacion experimental pura
(i.e., sin disponibilidad de modelos fenomenolégicos) con un
presupuesto finito como un problema de tipo OB-POMDP.
Para ello, proponemos una estrategia no miope, pero mas efi-
ciente computacionalmente que las alternativas que implican
optimizacion anidada en la literatura. La propuesta se inspira
en la idea de Hoffman et al. (2011) sobre poder evaluar de
forma dindmica (i.e., en cada etapa de prediccion elige entre)
varias funciones de adquisicion. El problema en el citado tra-
bajo es que la evaluacion se realiza basada en el coste/ganancia
acumulado en experimentos pasados, mientras que lo correcto
desde el punto de vista de la programacion dinamica es explo-
rar el efecto de decisiones futuras. Esto es precisamente lo que
proponemos en el presente trabajo.

Cabe resaltar que nosotros buscamos la aplicacion de estas
técnicas OB-POMDP a procesos de caracter industrial o expe-
rimental donde el presupuesto disponible representa un factor
critico. Para demostrarlo, aplicamos el algoritmo desarrollado
a resolver un problema de optimizacion experimental en un
reactor quimico de produccion por lotes, donde cada lote pro-
ducido consume recursos y el beneficio econémico total de
produccidn se obtiene una vez se ha cumplido la produccion
de todos los lotes demandados. Una version preliminar de los
resultados aqui presentados aparece en trabajos de conferencia
(Armesto et al., 2023; Pitarch et al., 2023). En el primero, la
estrategia de optimizacion aqui propuesta se tested en un banco
de pruebas con funciones a optimizar generadas de forma sin-
tética, a partir de un PG base. En el segundo se aplico la idea
para optimizar el mencionado problema del reactor quimico,
pero sin existencia de restricciones de proceso, mas alla de me-
ros limites en las variables de decision. Evidentemente, estas
no son las condiciones existentes en un caso de aplicacion real.

Por ello, en este trabajo extendemos la propuesta al caso ge-
neral con restricciones, y lo aplicamos al proceso quimico con
existencia de restricciones duras en los productos generados.
Asimismo, en este articulo se adjunta el pseudocddigo deta-
llado sobre las clases y métodos necesarios para implementar
nuestra propuesta, incluyendo su posible paralelizacion en
multiples niicleos de procesamiento.

El resto del articulo se estructura como sigue. La siguiente
seccion resume los conceptos de regresion con PGs, OB con
restricciones, y formaliza el problema POMDP a resolver. La
Seccion 3 presenta una sintesis del algoritmo OB-POMDP
desarrollado y una evaluacion comparativa frente a algunas
propuestas pertinentes de la literatura. En la Seccion 4 se pre-
sentan y discuten los resultados obtenidos en el caso de estudio
del reactor quimico. Finalmente, el articulo se cierra dando
conclusiones y perspectivas de aplicacion. El pseudocodigo se
presenta en un apéndice al final del trabajo.

2. Conceptos preliminares y problema a resolver

Formalmente, el objetivo de la OB es encontrar el 6ptimo
x* = arg mei;? f(x), f: X = R, donde X denota el conjunto de
X

decisiones validas, sin asumir existencia de dinamica en f. Es
decir, f devuelve el desempefio observado de realizar un expe-
rimento costoso con unos ciertos valores de las variables de
decision x. Para ello, se optimiza alguna heuristica con un mo-
delo probabilistico de f, generalmente un Proceso Gaussiano.
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Procesos Gaussianos. La formalizacion de una “funcion alea-
toria” se suele hacer mediante un PG, que se caracteriza por
una media pu(x) y un generador de covarianza o ‘“kernel”
cov(f(xg), f(xp)) = K (x4, xp), véase Rasmussen y Williams
(2006). Conforme se adquieren datos, el modelo probabilistico
de la funcion objetivo se actualiza. Por ello, diferenciaremos
entre el PG a priori y a posteriori una vez se vayan hayan in-
corporado acciones X y sus correspondientes medidas Y al PG:

X = [xo, %1, Xg, 0, Xl Y = [y (%0), ¥y (1), oo, y ()]s
donde y(x) = f(x) + w, w = N (0,12), siendo A la desvia-
cion tipica del ruido de medida que suponemos asociado a las
observaciones de f.

La media y “kernel” del PG a posteriori se calculan como:

pp (%) = () + k06 X)X, X) + DY —px)) (D

kg (Xg, Xp) = Kk(xg, xp) — K(xg,X)
(X, X) + 22D ke (e, X)T )

Siendo B: = {X, Y}y u(x) y k(x,, x;,) la media y “kernel” del
PG prior (Rasmussen y Williams, 2006). La varianza marginal
de la prediccion de un PG en x es Zz(x): = kg(x, x). Aunque
estrictamente B esta definido como el conjunto de datos para
el calculo del PG posterior, en ocasiones denotaremos a un PG
como B por brevedad en la notacion, si la media y “kernel”
estan claros por el contexto.

Los PGs pueden contener una parte paramétrica, de forma
que su funcioén de correlacion se puede expresar como:

K(xalxb) = ’z(xa:xb) + ¢(x)ze¢(x)T (3)

donde K(x,, x;,) es un generador de covarianza no-paramétrico
y 6 un conjunto de parametros ajustables, tal que ¢(x)0 es la
prediccion de la parte paramétrica y Xg es la matriz de cova-
rianzas a priori de los parametros (Wu y Movellan, 2012). Si
se desea conocer, el valor estimado de los parametros es:

0 =2ep(X)T (k(X,X) + 22171 4)

Este trabajo asume que no se dispone de un modelo de pri-
meros principios del proceso a optimizar, por tanto u(x) = 0.
Ademas, 0 se restringe a estimar una constante o “bias” del
PG, haciendo ¢(x) = 1. Este método, cuando X, — oo, es co-
nocido como ordinary krigging en la literatura cientifica, y es
una técnica ampliamente utilizada para disefio 6ptimo de ex-
perimentos, e.g., en geologia matematica (Cressie, 1990), op-
timizacion automatica de dispositivos de control de flujo (Du-
vigneau y Chandrashekar, 2012), entre otras aplicaciones.

2.1. Optimizacion Bayesiana estandar

Dado un PG, definido por su media (1), generador de con-
varianzas (2), y un conjunto de datos historicos B, los algorit-
mos de OB determinan el mejor experimento en base a una
funcion subrogada F(B, x). Dicha funcion subrogada, cono-
cida en la literatura como funcién de adquisicion, debe tener
un coste de evaluacion despreciable frente al coste de experi-
mentacion, i.e., la evaluacion de la verdadera funcion objetivo
f- Su proposito es guiar la optimizacion en base a una serie de
heuristicas que implican un cierto compromiso explotacion/ex-
ploracion. De entre las funciones de adquisicion mas conoci-
das, podemos encontrar (Frazier, 2018):

e  Valor esperado (EV, Expected Value): ug(x).
e Probabilidad de mejorar (P1, Probability of Improvement):

1 uy(x*)—up(x))

> (1 + erf (—TB )

Siendo x* € X la mejor decision evaluada hasta el mo-
mento y u, la media de las observaciones en dicho punto.

e Mejora esperada (EI, Expected Improvement): E{I (x) |x},
siendo [(x) = max (O,My(x*) - y(x)).

e Limite de confianza inferior/superior (LCB/UCB,
Lower/Upper Confidence Bound):
Fs(B, x) = pg(x) £ n/Z5(x) (5)
_5= n
talque 1 — § = erf («/z)'
El algoritmo basico consiste en inicializar el PG con un his-
torico de datos experimentales B y determinar el punto para
realizar la siguiente experimentacion segun el criterio:
x = argmin F(B, x), o bien, x = argmax F (B, x)
x€X x€X
Seguidamente se debe actualizar el historico de datos con la
observacion experimental obtenida:

BB {x,y(x)}={XuUx,YUy(x)}

Este proceso se repite hasta cumplir cierto criterio de fina-
lizacion, por ejemplo, el nimero de experimentos o tiempo de
ejecucion limite.

2.2. Optimizacion Bayesiana con restricciones

Para el caso de existir restricciones en el sistema a optimi-
zar, ademas de la funcion de desempetio f(x) debemos consi-
derar un conjunto de funciones g(x) < 0. Obviamente, si las
restricciones solo son en el espacio de decisiones, es trivial in-
corporarlas en la definicion del conjunto X, con lo que estaria-
mos en el caso estandar antes mencionado. Sin embargo, si
g (x) son (parcialmente) desconocidas, pero se dispone de me-
didas acerca de ellas, entonces se puede asociar dicha informa-
cion a un segundo PG que, ante la dificultad de inferir la corre-
lacién a priori entre f y g en la practica, supondremos inde-
pendiente del PG que modela la funcion objetivo f.

Por tanto, en OB con restricciones sujetas a incertidumbre,
el conjunto de datos historicos estara compuesto por las deci-
siones x utilizadas en la experimentacion y las observaciones
obtenidas tanto de la funciéon f como de las restricciones g,
manteniendo un conjunto B de datos separados para cada PG:

By = {[x0, %1, - 1, [V (%0), y7 (1), -1}

By = {[x0, %1, 1, [V (o), ¥y (1), -1}
siendo yr(x) = f(x) + wg, y,(x) = f(x) + wy, con wp y wy
dos ruidos independientes Gaussianos de desviacion tipica A¢
y A4, respectivamente. Las medias y funciones de covarianza
a posteriori de los PGs de f y g, se denotaran como: pg £ BBy
Kpps Kp s respectivamente.

Una aproximacion para resolver el problema de optimiza-
cion restringida con incertidumbre es condicionar la mejora de
desempeio esperada a la probabilidad de cumplir las restric-
ciones (Gardner et al., 2014):

F(B,x) = E{I(x)|x} - P(g(x) < 0)

Sin embargo, esto no garantiza el cumplimiento de las res-
tricciones, y por tanto debe aplicarse en aquellos supuestos en
los que esta permitido “fallar”. Por el contrario, si el incumpli-
miento de las restricciones es especialmente lesivo en una apli-
cacion concreta, otra aproximacion mas adecuada consiste en
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garantizar el cumplimiento de las restricciones con probabili-
dad 1 — 6, por ejemplo, restringiendo la optimizacion a cum-
plir el limite de confianza superior/inferior (5) del PG asociado
a las restricciones g (Girbés-Juan et al., 2023). Nétese que, si
la restriccion es incierta con distribucién Gaussiana, no puede
garantizarse al 100% la satisfaccion de restricciones, pero nos
podemos aproximar haciendo & suficientemente pequefio
(Jaiswal et al., 2023). Por ejemplo, un valor de n = 3 desvia-
ciones tipicas implica una probabilidad teérica de violar res-
tricciones del 0.27%, que en la practica se asocia a una certeza
“casi” absoluta de no violar g (un fallo cada 370 pruebas).

En este segundo caso, la OB determina que la siguiente ex-
perimentacion debe realizarse en base al siguiente criterio:

x = argmin F(B, x), o bien, x = argmax F(B, x)
xeX x€X

Gs(Bg.x)<0 G5(Bg.x)<0

Siendo F una funcion de adquisicion dada y Gg (Bg, x) el ade-
cuado limite de confianza superior del PG que modela g (i.e.,

Fsen (5) es lareferida Gg aqui). Este es el enfoque elegido para
introducir restricciones en este trabajo.

2.3. Planteamiento del problema

En el marco de optimizacion de procesos con restricciones,
donde existe un coste de experimentacion y un presupuesto li-
mitado a N experimentos, el problema a resolver en este tra-
bajo es: Con un modelo probabilistico definido por (1)-(3), y
dados los histéricos B y By, encontrar la secuencia de deci-
siones futuras Xy = {xy, x;, ..., Xy} que optimiza

N-1
J=E iy”JN(Yf,N) £k r(Yf,k)} ©
k=1
sobre el conjunto de N observaciones futuras (denotadas por
Yen = {J’f(x1)' 'yf(xN)} yYyn = {Yg (x1), wr » Vg (xN)}) tal
que Gg (Bg,xk) < 0 Vk, es decir, cumpliendo con las restric-
ciones estimadas del proceso con probabilidad 1 — 4.

En la expresion (6), r(+) es una funcioén de coste inmediato y
Jn () una funcidn de coste terminal, a decidir dependiendo de
la aplicacion concreta. Notese que (6) incluye el objetivo de la
OB estandar como caso particular, tomando r(Yf,k) =0y
In (Y}N) = min Y; y como funcion de coste terminal”. De igual
forma, también incluye otros casos de interés en la optimiza-
cion de procesos, como por ejemplo el caso que considera el
coste o0 beneficio de cada experimento mediante (V) =
Vr(xr) y Jy(Yy) = min Yy y, véase (Armesto et al., 2023) para
otras opciones de potencial interés. El factor de descuento y se
utiliza para guiar el proceso de optimizacion, modulando si se
desea asegurar resultados aceptables desde el principio (y >
1) o permitir una mayor exploracion inicial para tener mejores
resultados hacia el final del horizonte (y < 1).

Las heuristicas de OB no tienen en consideracion el coste de
experimentacion ni el limite de experimentos de forma expli-
cita. Son, por tanto, miopes en cuanto a la toma de decision se
refiere. Ademas, segun el problema a optimizar, una heuristica
puede ofrecer mejores resultados que otra, pero esto a priori es
complicado de inferir. Es por ello que la OB estandar no es la
solucion adecuada al problema planteado en este trabajo.

Notese que (6) es en realidad un problema POMDP, porque las
decisiones sobre x;, dependeran no sé6lo del conjunto de datos
historicos, sino también de las observaciones futuras inciertas
Vi» -, Yy (por tratarse de un problema MDP sobre PGs, es de-
cir, sobre el conjunto de datos disponibles). En la siguiente sec-
cion se presenta la solucion propuesta basada en un arbol de
escenarios y programacion dindmica.

3. Estrategia OB-POMDP

La combinacion de un modelo probabilistico, que aparece
debido a la incertidumbre existente en las predicciones, y la
programacion dinamica requiere considerar un arbol de esce-
narios con las posibles acciones y observaciones resultantes.
Dicho arbol se construye a partir de un conocimiento inicial,
cargando los dos procesos gaussianos (By, B, ) con el historico
de observaciones experimentales previas. Cada escenario eva-
ltia un conjunto de decisiones X; € X y observaciones “virtua-
les” de f, denotado 7, € Y, para l: 1, ..., N — k + 1. Es decir,
estima el desempefio de las decisiones que quedan por tomar
hasta agotar el presupuesto u horizonte N. La decision selec-
cionada para la primera etapa, ¥;, sera aquella presuntamente
factible que obtenga el menor coste esperado. Esta serd por
tanto la candidata x; que testar experimentalmente, y sus res-
puestas medidas Y (xy), ¥4 (xi) serviran para actualizar el co-
nocimiento probabilistico adquirido sobre el desempefio real f
y las restricciones g.

Como el problema POMDP con espacio de decisiones y ob-
servaciones continuo es intratable (Paulson et al., 2022), hay
que aproximar su solucion limitando la expansion del arbol. En
nuestra propuesta, la creacién de escenarios se restringira a
evaluar un conjunto de decisiones prometedoras (e.g., las pro-
porcionadas por heuristicas de OB) por medio de posibles ob-
servaciones obtenidas a partir de la cuadratura de Gauss/Her-
mite. La decision optima del nodo raiz sera la candidata a apli-
car experimentalmente, en el contexto de OB. A continuacion,
detallamos la estructura de dicho arbol y en la Seccion 3.3 des-
cribimos el algoritmo OB-POMDP propuesto en su conjunto.

3.1 Arbol de escenarios

El arbol de escenarios mencionado se construird con dos ti-
pos de nodos: nodos V y nodos Q. Los nodos Q son hijos de
los nodos V. De igual manera, los nodos V son a su vez hijos
de los nodos @, a excepcidn del nodo raiz que es del tipo V. El
conjunto Gy denotara los V' hijos de un cierto nodo denotado
por V', mientras que P, denota el nodo padre de V. Los nodos
V estan asociados a decisiones, mientras que los nodos Q son
necesarios para promediar observaciones (asociados a cada de-
cision del nodo padre de tipo V). La Figura 1 ilustra de forma
esquematica el arbol de escenarios descrito, que pasaremos a
esbozar conceptualmente a continuacion. El pseudocéddigo
completo de su funcionalidad se adjunta en el apéndice al final
del articulo, para el lector interesado en el detalle de imple-
mentacion.

Como es habitual en programacion dinamica, cada nodo
tendra asociado un estado, que en un POMDP es el conoci-
miento probabilistico de f, aqui representado por By ¢, y una

* En OB se busca la decision que mejor desempefio obtiene sobre la funcién estatica f, sin tener en cuenta directamente el n°® de experimentos necesarios.
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funcién de valor. Si un nodo, denotado por IV, es de tipo V,
entonces estima la funcion de valor
Vy = NmEigN Qwn/
recursivamente a partir de la de sus hijos”, de tipo Q, generados
por ramificacion con las decisiones candidatas X; € X. Dichas
decisiones candidatas son calculadas mediante optimizacion:
X == argmin o max F; (BN‘f, x)
xex @)
Gs(Bg.x)<0
Siendo F; € F una funcion de adquisicion perteneciente a una
lista de ellas F decidida a priori.

La funcién de valor Q5 de un nodo tipo Q se estima me-
diante la cuadratura de Gauss-Hermite (Abramowitz y Stegun,
1972). En efecto, para limitar la complejidad del arbol, en lugar
de muestrear extensivamente el PG de f para aproximar la fun-
cion de valor, utilizaremos un conjunto de M valores J; (ob-
servaciones virtuales), con sus pesos asociados a;, dados por
la cuadratura de Gauss-Hermite. El valor esperado de Qj se
aproxima, por tanto, con los estimados asociados a cada yj,
analogo a la idea que subyace en el desarrollo del filtro uns-
cented de Kalman (Wan y van der Merwe, 2001). La formula
final es también recursiva, ya que depende de la funcion de
valor de los nodos hijos de tipo V, denotados como N € Cy:

M

QN = Z (l]' (T(j;] U Y:PN) + ]/V]v}r)
j=1
Todas estas ideas forman la base conceptual de dos métodos
asociados a las clases que implementan cada nodo:

1) EXPANDIR, para construir el arbol de escenarios de forma
recursiva, creando otros nodos del tipo que corresponda por
ramificacion; y

2) FUNCIONVALOR, para evaluar cada escenario y estimar la
funcion de valor asociada a cada nodo por propagacién inversa.

Ademas, para evitar un excesivo coste de computo, el arbol
se expande Unicamente hasta alcanzar una profundidad Hj, de-
cidida por el usuario. A partir de esa profundidad, se debe cal-
cular un valor estimado del coste hasta el final del horizonte
que, en general, dependera de r(+) y Jy (). Este valor estimado
se calcula con la funcion COSTEFINALESPERADO (detalles en
el pseudocodigo incluido en el apéndice).

3.2 Opciones de exploracion ampliada

Notese que, en (7), el PG que modela las restricciones es
independiente del nodo, porque se actualiza so6lo con observa-
ciones reales de las restricciones. Por tanto, resolver (7) para
un limite de confianza superior fijo implica asegurar factibili-
dad en la prediccion con probabilidad 1 — §, pero puede dar
lugar a un comportamiento excesivamente conservador, por-
que se mantiene el mismo espacio de biisqueda durante todas
las etapas de prediccion, lo que impide explorar decisiones fu-
turas que probablemente podrian cumplir las restricciones.

Para paliar esta limitacion sin incrementar drasticamente el
coste computacional de la exploracion POMDP, en este trabajo
planteamos relajar los limites de confianza superior que defi-
nen Gg (Bg, x) en (7) a medida que se profundiza en la evalua-
cion del arbol de decision, incrementando el valor de & (i.e.

Br (Xx, Y4)

Limite de confianza Acciones candidatas =
_ o
Gg('Bg,X) «n=3 calculadas por F; (B, x) e
> Q.
(1]
o,
o
o
=}
Nz
o
Q.
o
Cuadratura de 2
; -2
Gauss-Hermite °
<
Q
12 ramificacion &
J 3
V1 Actualizacién de By hd V2 V3

22 ramificacion  Gs(By,x) « 1 =2

H 2 ramificacion

Ga(Bg,x) «n=0

Figura 1: Arbol de escenarios generado por la estrategia propuesta.

disminuyendo 1 como en la Figura 1). También ampliamos el
conjunto de funciones de adquisicion F con dos heuristicas
propias de caracter exploratorio:

e Exploracion de restriccion (CE, Constraint Exploration):
Selecciona la decisién x factible segin Gg (Bg, x) <0
cuya prediccion marginal es de varianza maxima, esto es,
explora el extremo “seguro” de la restriccion que presenta
mayor incertidumbre a priori en By.

e Exploracion local (LE, Local Exploration): Elige la si-
guiente decision entre los vértices de un hipercubo de ta-
maflo predefinido (e.g., la mitad del rango admisible de x)
centrado en la tltima decision tomada en By, f. El vértice
elegido sera el mas alejado del centroide calculado con las
decisiones pasadas que cumpla Gg (Bg, x ) < 0. Si ningin
vértice cumple restricciones o todos ya fueron explorados
previamente, se selecciona un punto factible al azar dentro
del hipercubo planteado.

3.3 Algoritmo maestro OB-POMDP

El objetivo del algoritmo desarrollado es decidir cual sera
la siguiente decision xi, k:1,...,N, a experimentar dado el
historico de datos experimentales By y By, recolectados hasta
k — 1, y sus PGs asociados.

El pseudocddigo del Algoritmo 1 calcula una decision x
dado el conocimiento probabilistico actual sobre f y g, la eje-
cuta experimentalmente, actualiza dicho conocimiento con la
observacion realizada, y repite el procedimiento hasta que el
presupuesto de N decisiones se ha agotado.

* Cuando un nodo V no tiene hijos, su funcién de valor es directamente el coste terminal.
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Algoritmo 1. OB-POMDP
Global:  X,Y;,Y,,N,H
1: Crear Bf{X,Y;}y B,{X,Y,}
2: Para k = 1 hasta N hacer:

% Crear los PG iniciales

3: b = NopoV(Byf) % Crear el nodo V raiz
4. HeN-k+1 % Reducir horizonte de prediccion
5: b.EXPANDIR() % Ramificar el arbol
6: {V,x} « b.FUNCIONVALOR() % Estimar la funcion de

valor por propagacion inversa
7. Aplicar la decisién x % Realizar experimento real
8: yp e f(x);yy < g(x) % Observar la respuesta

9: By « B;®{x,y7}; By « B,®{x,y,}% Actualizar PG

El algoritmo comienza creando PGs con la informacion dis-
ponible a priori del sistema. Con este conocimiento inicial y la
lista de funciones de adquisicién F, la clase NODOV crea el
nodo de decision raiz. Tal y como se ha mencionado anterior-
mente, los nodos creados tienen implementados los métodos:
EXPANDIR y FUNCIONVALOR. Este ultimo debe proporcionar
tanto el valor esperado del coste J a futuro, como la decision
optima asociada que, en el caso del nodo raiz, sera la que se
realice experimentalmente.

Paralelizacion. Evidentemente, la eficiencia computacional
del Algoritmo 1 mejora drasticamente si se paraleliza la eva-
luacion del arbol de decision. La forma mas obvia de hacerlo
es paralelizar la creacion de nodos en el método EXPANDIR,
segun las medidas virtuales dadas por la cuadratura GH y la
lista de funciones de adquisicion F. Esto daria lugar a la crea-
cion de hilos de procesamiento anidados, que puede o no ser
un inconveniente para implementar una paralelizacion efectiva
dependiendo del lenguaje de programacion utilizado. En este
trabajo se utiliz6 MATLAB® para la implementacion, que no
permite anidar bucles parfor. En consecuencia, hemos dise-
flado los métodos EXPANDIR y FUNCIONVALOR para salvar
esta dificultad. Por claridad en la exposicion, los detalles y el
pseudocodigo correspondiente se adjuntan en el apéndice.

3.4 Estudio comparativo sin restricciones

Para evaluar el desempeiio esperado de un algoritmo de op-
timizacion segun la minimizacién de un indice de coste (6) es
necesario generar un conjunto de funciones de test amplio.
Para ello en este trabajo hemos promediado el desempefio de
los algoritmos testados en 250 realizaciones (i.e. funciones f a
optimizar) de un PG de dos variables de decision en el cua-
drado de vértices +1, de media cero, con funcion exponencial
cuadratica como generador de covarianza

_lixp—xqll®
K(xg,xp) =X-e 202
y considerando un ruido blanco de medida definido por A =
0.002. La eleccion de esta funcion y sus parametros ha sido
arbitraria, si bien, consideramos que esta eleccion no es rele-
vante porque es comun a todos los algoritmos evaluados.

El presupuesto maximo ha sido fijado en N = 7, porque en
ese horizonte las estrategias de OB estdndar consiguen una es-
timacion razonable del optimo. En esta evaluacion no se

consider6 la inclusion de restricciones de proceso g por sim-

plicidad. Hemos realizado la comparativa ante dos conjuntos

diferentes de hiperparametros del PG generador (filas en la Ta-
bla 1). Ademas de las 4 opciones de OB miope listadas en la

Seccion 2.1, también se han comparado los siguientes algorit-

mos de la literatura relacionados con la presente propuesta:

e  GP-HEDGE. Algoritmo miope que selecciona la siguiente
accion a tomar de entre la lista de heuristicas de OB pro-
porcionadas, basandose en la probabilidad de obtener me-
jor ganancia/recompensa, calculada a partir del acumu-
lado de ganancias potencialmente obtenidas por cada heu-
ristica en muestras pasadas (Hoffman et al., 2011).

e 2-OPT. OB anticipada a dos pasos. Para ser justos en la
comparativa con el indice de coste (6), esta funcion de ad-
quisicion ha sido modificada para optimizar EV a hori-
zonte N en lugar del EI propuesto en Wu y Frazier (2019).

e ROLL. Algoritmo de OB anticipada a H;, pasos con opti-
mizacion anidada segin Lam et al. (2016). Al igual que en
el caso anterior, hemos modificado la politica por defecto
El propuesta en Lam et al. (2016) por la heuristica EV para
ser coherentes con nuestro indice (6).

Los resultados de la Tabla 1 han sido obtenidos seleccio-
nando H, = 3 tanto para ROLL como para nuestro algoritmo
OB-POMDP*. Como era razonable esperar, el algoritmo
ROLL que selecciona la primera decision en el espacio conti-
nuo X resolviendo una optimizacion anidada, obtiene el menor
coste medio acumulado en ambos test. No obstante, nuestra
propuesta POMDP, que selecciona la primera decision sin op-
timizacion anidada s6lo estimando cual es la heuristica de OB
mas prometedora, es la siguiente que mejor coste medio ob-
tiene: solo un 2.5% peor que ROLL, pero requiriendo menos
de la mitad de carga computacional (12.25s versus 5.42s de
media en el banco de pruebas evaluado).

La funcion de adquisicion de OB con anticipacion a dos
pasos 2-OPT es un caso particular de ROLL fijando H;, = 2,
por lo que era esperable que su desempefio fuera ligeramente
peor. Sin embargo, el coste también es un 5.5% peor que el
obtenido por el nuestro, a pesar de resolver una optimizacion
anidada. Noétese que las necesidades computacionales de los
algoritmos ROLL y 2-OPT van a escalar peor que las del
POMDP con el n° de variables y la adiccion de restricciones,
ya que no requiere resolver una optimizacion anidada.

El algoritmo GP-HEDGE comparte con nuestra propuesta
la seleccion de la siguiente decision entre la cartera de heuris-
ticas disponible (en este caso, las de la Seccion 2.1), pero su
coste medio observado en los test es claramente peor, compa-
rable al obtenido por las opciones de OB estandar en la clase
de problemas que proponemos abordar en este articulo.

Tabla 1: Desempefio medio observado con los algoritmos evaluados en 2 ban-
cos de pruebas consistentes en 250 funciones generadas aleatoriamente.

o | X| EI PI | LCB | EV

05 | 1])745]724| 85 | &1
0352|146 | 134 | 15.6 | 13.6

o 2 | ROLL | POMDP | 2-OPT | HEDGE

0.5 1 5.9 6.05 6.38 7.9
035 | 2| 121 12.4 13.1 13.7
Uso CPU: | 12.25s | 5.42s 2.04s | 0.086s

* Por cuestiones de espacio en las figuras y tablas, el Algoritmo 1 sera denotado simplemente por POMDP cuando no exista posibilidad de confusion.
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4. Aplicacion a un proceso de produccion por lotes:
Reactor de Otto-Williams con restricciones

A continuacion, se evalua la eficacia del algoritmo pro-
puesto en un caso de estudio que emula un proceso industrial.

4.1. Descripcion del proceso a optimizar

El conocido modelo propuesto por Williams y Otto en 1960
es un reactor de tanque continuamente agitado (CSTR por sus
siglas en inglés) donde existen dos entradas de material reac-
tivo: F, que no es controlable pero si conocido, y Fg que es
variable de decision. La temperatura del reactor Ty es la otra
variable de decision que se puede manipular para obtener una
determinada calidad del producto a la salida al final del lote.

En el interior del reactor ocurren tres reacciones quimicas
en paralelo, existiendo en total 6 componentes: 4 productos (C,
E, Gy P) y las partes de A y B que quedan por reaccionar.

k1 _ 6666.7
A+B-C; ky =1.66-10° ¢ 273+Tr
k2 83333
B+C-5>P+E; ky=72177-108 - e 2734TR 3

fe3 _ 11111
C+P->5G; ky=2.6745-1012 . ¢ 273+4TRr

Las ecuaciones que describen este proceso pueden consul-
tarse, por ejemplo, en el trabajo Zhang y Forbes (2000).

Tabla 2: Precios, parametros del proceso y limites de operacion.

Param. Valor  Unidad | Param. Valor Unidad
Ca 76.23 €/kg FgP 3 kg/s
Cg 114.34 €/kg F'ﬁo 6 kg/s
Pp 1143.38 €/kg lep 100 °C
Pg 25.92 €/kg T{{O 70 °C
Fy 1.8275 kg/s Vr 2105 kg

Fa Fe
v v
RA:]_XEJ ____-_
Xe, Xes é Tr
Xeode || =T
. —

Figura 2: Diagrama simplificado del reactor de Otto-Williams.

El objetivo planteado en este trabajo es optimizar la receta
de produccion (i.e., decidir el valor de Fp y Ty dentro de unos
limites de operacion) de lote a lote, de forma que se obtenga el
maximo beneficio econémico acumulado al producir N = 8
lotes de los productos presentes en el caudal de salida Fp:

J=Xp-1v" ((XP,kPP + XE,kPE)FR,k —F,Cy — FB,kCB) 9

En (9), P; son los precios de venta de los productos y C; los
costes de los reactivos. Se decidié un factor de descuento y =
0.98 para favorecer la produccion de lotes de buena calidad ya

* Las variables de decision x han sido normalizadas al rango [-1,1].

desde el principio. Noétese que el beneficio (9) esta definido
directamente sobre caudales, por lo que el coste total necesita-
ria obtenerse multiplicando por la duracion del lote (no in-
cluido en la férmula porque no influye para nada en el resul-
tado de la optimizacion).

No obstante, debe respetarse la siguiente restriccion sobre
la maxima concentracion de producto G presente en cada lote:

Xop <95% kil,...6 (10)

4.2. Configuracion del algoritmo OB-POMDP y resultados

El Algoritmo 1 ha sido configurado de la siguiente manera.
El conocimiento probabilistico acerca del reactor consiste en
dos PGs. El PG asociado a f ha sido definido por

Kp(Xg, Xp) = Kp(Xq, Xp) + ¢f(x)29f¢f(x)T
_||xb—x2a||2
con K (xq, xp) = g, - e 2oy .2, = 64, 0 = V/0.15,

Los valores mostrados han sido elegidos de tal forma que
estiman una desviacion estandar en el beneficio econémico por
lote de 8€ alrededor de su valor medio, y una correlacion de
0.3 al desplazarse un 30% sobre el rango de operacién”. Estos
valores se podrian deducir en base al conocimiento que se
tenga sobre este tipo de procesos, teniendo en cuenta el bene-
ficio registrado de producir lotes de producto similar en el pa-
sado (datos historicos), y de las hojas de caracteristicas de los
analizadores de concentracion y caudalimetros.

Los hiperparametros del PG asociado a g también se han
elegido a priori, con un procedimiento de inferencia analogo':

Kg(Xa) Xp) = Ky (Xa, Xp) + g () Zg, g (X)"
_lrp-xal®

Eg'e 205 ,ng=5,ag=\/m’

Zg, = 100, ¢, (x) = 1y 4, = 0.1.

con kg (Xq, Xp) = Z

Como es usual para dar prioridad a la estimacion del para-
metro de media constante o “bias” 6, su varianza Zg ha sido
fijada a un valor suficientemente grande en comparacion con
la parte no paramétrica.

El algoritmo se iniciaria desde el mejor punto de operacion
que se conociera por el historico de la planta. En este ejemplo
solo se asume la existencia de un Unico punto de operacion
para iniciar los algoritmos

xo = {Fg = 5.6kgs™1, T, = 81°C}
cuyo beneficio es y, = 130.38 €/lote. Sin embargo, el 6ptimo
del proceso sin violar la restriccion (10) se encuentra en
x* = {Fp = 4.89kgs™1, Ty = 87.64°C}
que corresponde con un beneficio (sin considerar ruido de me-
dida) de y* = 188.92 €/lote.

A continuacion, se ha comparado el desempefio del Algo-
ritmo 1 con el que consigue la OB estandar con cada una de las
4 funciones de adquisicion listadas en la Seccion 2.1. También
se compara con nuestra adaptacion de los algoritmos GP-
HEDGE, 2-OPT, y el ROLL de Lam et al., (2017), para que
incluyan restricciones duras segun el criterio de la Seccion 2.2.
Tanto nuestro algoritmo POMDP como el ROLL se ejecutaron

T Nétese que no se asume la disponibilidad de un conjunto de datos iniciales representativos para realizar una estimacion mediante méxima verosimilitud.
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con horizonte de ramificacion H, = 3. Los resultados se resu-
men en los nimeros de la Tabla 3 y la Figura 3.

Tabla 3: Pérdida de beneficio (€) acumulada respecto a producir 8 lotes opti-
mos sin existencia de ruido de medida.

EI PI LCB EV ROLL 2-OPT HEDGE POMDP
122.5 173.1 108.2 135.6 102.8 96.85 91.45 83.46

Todos los algoritmos han partido del mismo conocimiento
inicial acerca del proceso (un unico dato x,,y,) y ninguno ha
tenido acceso al modelo mecanistico del reactor (utilizado
como caja negra actuando de “planta experimental”).

HE EP| @LCB OEV BROLL EPOMDP M 2-OPT M HEDGE

180 —

160

140

120 —‘V
100 X

80 l

60

Figura 3: Estadistica de la pérdida de beneficio (€) acumulada respecto a pro-
ducir 8 lotes Optimos en 18 ensayos independientes de los algoritmos. La mejor
mediana es la observada para nuestro algoritmo POMDP.

La Tabla 3 muestra el desempefio (calculado en pérdida de
beneficio acumulada respecto a haber conocido el 6ptimo ini-
cialmente) de cada algoritmo al producir 8 lotes con un reactor
de sensores perfectos (i.e. sin ruido de medida w). No obstante,
los PGs utilizados en los algoritmos no son conscientes de esto.
Los resultados obtenidos en estas condiciones ideales atipan a
nuestro Algoritmo 1 como el que mejor desempeiio obtiene,
seguido por el GP-HEDGE. Esto refuerza la premisa sobre la
utilidad de elegir una funcion de adquisicion de forma dina-
mica entre experimentos, frente a resolver una mas costosa op-
timizacion anidada. De hecho, ni la OB estandar con LCB (la
mejor de las heuristicas clasicas probadas) obtiene un desem-
pefio comparable al del Algoritmo 1 en este test.

Sin embargo, la existencia de sensores perfectos no es rea-
lista. Por ello se afiadi6 un ruido aleatorio no despreciable en
las medidas que influye en la toma de decisiones en los prime-
ros lotes. Con el fin de presentar una comparativa mas justa en
el caso realista, hemos ejecutado todos los algoritmos en 18
ensayos independientes de 8 lotes cada uno, partiendo todos
desde el mismo punto x,, pero con realizaciones aleatorias del
ruido de medida. Los datos de desempefio obtenidos se resu-
men en el diagrama de cajas y bigotes de la Figura 3.

La primera conclusion que puede extraerse es que la exis-
tencia de ruido de medida influye sustancialmente en este caso
de estudio (se observan importantes variaciones de desempefio
acumulado para un mismo algoritmo) donde el conocimiento
inicial del sistema es ciertamente escaso.

Aunque no se pueden extraer conclusiones estadisticamente
fuertes con pocas ejecuciones, nuestra propuesta OB-POMDP
es la que mejor desempefio medio ha obtenido, y claramente la
que tiene una probabilidad mas elevada de obtener lotes de pro-
ducto con mayores beneficios.

Los algoritmos ROLL y 2-OPT obtuvieron resultados mas
consistentes entre ejecuciones, i.e., demostraron ser mas robus-
tos al ruido que las heuristicas EI y LCB de OB clasica. Sin
embargo, el coste computacional extra que implican no se ha
traducido en un mejor desempefio medio, incluso en compara-
cion con OB-LCB.

Los datos parecen corroborar que la estrategia de seleccion
dinamica de la heuristica de OB mas adecuada es la que pre-
dice hacia adelante en el tiempo estimando la funcion de valor
por programacion dinamica aproximada, en lugar de calcular
la probabilidad de potencial ganancia basandose en las ganan-
cias estimadas a posteriori que realiza GP-HEDGE.

Por ejemplo, para los resultados de la Tabla 3, la secuencia
de decisiones tomadas por el algoritmo OB-POMDP fue:

Limite de confianza inferior (LCB)
Exploracién de restriccion (CE)
Valor esperado (EV)

Valor esperado (EV)

Valor esperado (EV)

Valor esperado (EV)

Probabilidad de mejorar (PI)

Valor esperado (EV)

PRI W=

Mientras que las tomadas por el algoritmo GP-HEDGE fueron:

Valor esperado (EV)

Limite de confianza inferior (LCB)
Limite de confianza inferior (LCB)
Limite de confianza inferior (LCB)
Limite de confianza inferior (LCB)
Limite de confianza inferior (LCB)
Limite de confianza inferior (LCB)
Limite de confianza inferior (LCB)

B S

Véase como nuestro algoritmo OB-POMDP decide usar
heuristicas de caracter exploratorio al inicio, en lugar de ir al
valor esperado (EV) como decide el GP-HEDGE. Este com-
portamiento es mas coherente con la intuicién de que primero
puede valer la pena explorar para adquirir cierto conocimiento
sobre el proceso para seguidamente explotarlo, en lugar de ex-
plotar y luego explorar para tratar de mejorar.

A modo ilustrativo, las figuras 4 y 5 muestran la secuencia
de experimentos realizados por nuestro algoritmo OB-POMDP
correspondientes a la ejecucion sin ruido de medida: la primera
sobre el beneficio por lote y la restriccion real del reactor, y la
segunda sobre el modelo de conocimiento probabilistico ad-
quirido después de realizar dichos experimentos. En la Figura
4 puede apreciarse como en ninglin caso se viold la restriccion,
pese a que con una informacion del proceso tan escasa a priori
y utilizando modelos probabilisticos no existen garantias tota-
les de cumplimiento a la hora de ejecutar el experimento real.
Finalmente, la Figura 6 muestra las secuencias de experimen-
tos realizadas sobre las curvas de nivel reales del reactor por
aquellos algoritmos que obtuvieron los mejores desempefios en
la prueba con sensores sin rudo de medida.
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| Beneficio reactor r(F - ,TR)

Reestriccion XG(FB,TR) <9.5

® Lotes realizados
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4
e FB (kg/s)
TL(°0) 57 s

Figura 4: Desempeiio real del reactor y experimentos ejecutados por el algo-
ritmo OB-POMDP partiendo de x, = [5.6 kgs™*,81°C].
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Figura 5: Conocimiento probabilistico construido después de ejecutar los 6 lo-
tes por el algoritmo OB-POMDP partiendo de x,. La zona segura esta delimi-
tada por el limite de confianza superior (UCB) de la restriccion estimado con
1 = 3 veces la desviacion tipica marginal del PG.
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Figura 6: Secuencias de decisiones tomadas por los algoritmos con mejor
desempefio observado partiendo desde x,, sin medidas contaminadas por ruido.

Es interesante observar como nuestro OB-POMDP toma
como primera decision la proporcionada por OB-LCB, pero
luego una heuristica de exploracion pura (teéricamente mas
suboptima) proporciona un conocimiento valioso que, a la
larga, resulta en un mayor beneficio acumulado. Los algorit-
mos ROLL, 2-OPT, y OB-POMDP son los que mas se aproxi-
man al 6ptimo real en el lote final, a pesar de que el GP-
HEDGE obtuvo un beneficio acumulado mejor que el obtenido
por ROLL y 2-OPT. A la vista de los desempefios obtenidos y
de la similitud de las decisiones tomadas por los algoritmos
ROLL con Hy, = 3 y 2-OPT (equivale a ROLL con H, = 2),
podria deducirse que en este problema no existe una ganancia
adicional significativa que justifique el coste computacional
extra que implica ramificar a horizontes mayores.

5. Conclusiones

La toma 6ptima de decisiones en casos donde existe un li-
mitado presupuesto para experimentacion requiere plantear el
problema como un POMDP para tratar correctamente el dilema
de exploracion—explotacion. El algoritmo OB-POMDP plan-
teado aqui ha demostrado que poder decidir la funciéon de ad-
quisicion mas prometedora a lo largo del horizonte de predic-
cion mejora a las heuristicas miopes de OB, particularmente en
el problema en el que se tiene un coste inmediato asociado a
cada experimento realizado, por lo que se penaliza no sélo el
valor de coste final obtenido, si no también todo el acumulado.

El algoritmo implementado para aproximar el problema
POMDP planteado tiene en consideracion heuristicas bien re-
conocidas de la OB, agrupa ramas del arbol de decision cuando
las funciones de adquisicion proporcionan resultados simila-
res, utiliza una discretizacidon eficiente de las observaciones
mas probables gracias a cuadratura de Gauss-Hermite, e in-
cluye aspectos de paralelizacion para acelerar la evaluacion del
arbol. Todo esto ha demostrado su eficacia, tanto en un amplio
banco de pruebas con funciones sintéticas, como en un pro-
blema académico que aproxima un caso de estudio inspirado
en la industria quimica y de procesos, donde se trata de opti-
mizar un beneficio acumulado de forma segura, i.e., sin violar
restricciones de calidad (lo que conllevaria desechar el lote
producido).

Esta claro que la busqueda de decisiones en el espacio con-
tinuo a la hora de formular el POMDP es lo 6ptimo concep-
tualmente. Sin embargo, los resultados obtenidos comparando
con la propuesta de Lam et al. (2017) prueban que nos pode-
mos aproximar bastante limitandonos a evaluar unas pocas de-
cisiones dadas por unas buenas heuristicas en etapas iniciales.
Esto permite un sustancial ahorro en tiempo de computo, que
podria aprovecharse para ramificar a mas profundidad y apro-
ximar mejor la funcion de valor de cada decision candidata.

En general, todas las estrategias de OB sufren de una alta
dependencia del ruido de medida e hiperparametros del PG;
noétese que las afirmaciones sobre el desempeiio de este tipo de
algoritmos se ofrecen en términos estadisticos (valor espe-
rado). Tener esta idea clara es importante en casos de procesos
reales donde solo hay una unica oportunidad para tomar deci-
siones y evaluar el desempefio (como el ejemplo de producir
unos pocos lotes con el reactor quimico).

Finalmente, aunque nuestra premisa era un planteamiento
de optimizacién puramente basado en datos, en la practica, la
disponibilidad de un modelo mecanistico aproximado del pro-
ceso es clave para el éxito de algoritmos basados en OB.
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Apéndice A. Pseudocodigo de la implementacion

Este apéndice presenta una version de pseudocodigo para
los tipos de nodos V' y Q representado por las clases NODOV y
NODOQ. Ambas usan propiedades y métodos clasicamente
usados en estructuras arboreas de programacion, como son: C,
que representa la lista de nodos “hijos”; P ,el nodo “padre”; y
el método NoposHoOJA, que devuelve una lista de nodos suce-
sores que son “hojas”, es decir, que no tienen hijos.

Se asume que las clases tienen acceso a una serie de ele-
mentos globales seglin se requieran, que forman el conjunto de
pardmetros y funciones necesarias para el algoritmo, y que han
sido detalladas previamente. Concretamente, son elementos
globales: la funcién de coste inmediato r; la funciéon de coste
terminal J; el factor de descuento y; la profundidad de expan-
sion del arbol Hy; las funciones de media y el conjunto de datos
historicos By; la lista F con las funciones de adquisicion a usar
durante el proceso; y la lista G con los limites de confianza su-
perior de g expresando diferentes niveles de relajacion a me-
dida que se profundiza en el arbol (aumenta § conforme el ar-
bol avanza). Ademas, se asumen disponibles dos funciones que
determinan la ramificacion del arbol. Por un lado, la funcion
GHQwm devuelve un punto de la cuadratura Gauss-Hermite (la
tolerancia A, determina el numero de puntos M con los que

queremos estimar el valor de un nodo del tipo Q) y, por otro
lado, la funcion uniqueTol devuelve acciones distanciadas al
menos con una cierta tolerancia A, para evitar duplicar inne-
cesariamente ramas del arbol con decisiones muy parecidas en-
tre ellas, que acabaran produciendo resultados similares.

Noétese que el método EXPANDIR s6lo ramifica como ma-
ximo hasta una profundidad H;, dada. Desde H}, en adelante los
nodos tienen un unico hijo, hasta la profundidad maxima del
arbol H (Figura 1), lo que permite estimar el valor de cada nodo
a profundidad H;, mediante la funcion COSTEFINALESPERADO.
Dicha funcion en general implicara una optimizacion determi-
nista que depende de By, ¢, By, 7'y J-
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No obstante, cuando r y Jy dependen exclusivamente de la
observacion actual, como en (9), se puede evitar resolver opti-
mizaciones innecesarias. En ese caso, la decision X* que mini-
miza (o maximiza) el valor esperado UByy (x), sujeto a

Gs (Bg, x) < 0, se mantiene activa hasta final del horizonte.

Pseudocddigo Nodos V
Global: F,G, Ay, Hy, H, By
1: Clase NoboV (B;)

2: Propiedades Almacenar By, Vy < 0
3: Método EXPANDIR()
4: Parai = 1 hasta min(H,, ) hacer:
5: nodosV < NoDOSHOJA()
6: Para cada IV en nodosV hacer:
7: Para j = 1 hasta longitud(F) hacer:
8: N.c¢[j] « NopoQ(By, F[j1.G1i])
9: nodosQ « NobDosHoJA()
10: Para cada V en nodosQ hacer en paralelo:
11: N.% « arg min v 6(5, x)<0 N F(Bf, X)
% Optimiza las funciones de adquisicion
12: Para cada IV en nodosV hacer:
13: Para j = 1 hasta longitud(F) hacer:
14: X[j] < Nv.c[jl.x
15: [X,1] < uniqueTol(X, V. B;. X, A,)
16: N.C<N.C[l] % Poda acciones similares
17: Para cada V' en V. C hacer:
18: N'".EXPANDIR()

19: Método FUNCIONVALOR()
20:  SiC= 0 entonces:

21: Devuelve Vy,nulo

22:  En otro caso:

23:  SiP= 0 entonces:

24: nodosV < NoDOSHOJA()

25: Para cada V' en nodosV () hacer en paralelo:
26: Vy < COSTEFINALESPERADO(V)

27: Para i = 1 hasta longitud(C) hacer:

28: Q[i] « C[i].FUNCIONVALOR()

29: {V,idx} < min Q
30: Devuelve V, C[idx]. X

La clase NoDOV ha sido disefiada para paralelizar la ejecu-
cion de las funciones de adquisicion F; (Bf, x) por niveles de
profundidad del arbol, en lugar de la creacion anidada de hilos
a la que daria lugar la expansion del arbol de forma recursiva.
Mas concretamente, las lineas 10 y 11 de la clase NODOV per-
miten ejecutar en paralelo optimizaciones de los nodos termi-
nales (hasta esa profundidad, seglin va creciendo el arbol). De
igual forma, las lineas 25 y 26 permiten calcular en paralelo el
coste final esperado cuando el arbol se ha expandido hasta pro-
fundidad H,,.

Pseudocodigo Coste Final Esperado
Global:  r,y,Jy,A,, Hy, H, B,

1: Funcién COSTEFINALESPERADO(V?)

2: X" < arg minx|N.G(Bg,x)so :u]\f.‘Bf(x)
3: V<0

4: Parai= Hy, + 1 hasta H — 2 hacer:
5

VeV4yitr (ﬂN.Bf (5('*)> %Repite la mejor accion

6 VeV Ay Uy (s, )
7: Devuelve V

Pseudocddigo Nodos Q

Global: Y, 4,
: Clase NODOQ (Bf, F, G)

—_

2: Propiedades Almacenar By, F, G; Declarar a, X
3: Método EXPANDIR() % Ramificacion no recursiva
4:  Calcular g, X))y Kp, (%,%) apartirde (1) y (2)
5: Kgf(f,£)<Ay?M<—1:M<—3

% Cuadratura GH adaptativa
6: Paraj = 1 hasta M hacer:
7. {Fpalil} « GHQu(uz, (%), k5, (%, %), )

% Punto de cuadratura GH

8: CUl < NODOV(BfGB{J?, }7f}) %Actualizar PG de f

9: Método FUNCIONVALOR()

10: Paraj = 1 hasta longitud(C) hacer:
11: N« C[j]

12: V< N'.FUNCIONVALOR()

13: QU1 « (r(B.Y) +vV)

14: Devuelve ; a[j] - Q[/]
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