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Resumen de las ideas clave

En este articulo se describe el procedimiento para el célculo de la fuerza resultante (empuje)
gue actua sobre una superficie plana sumergida, asi como la determinacién de su punto de
aplicacion (centro de presiones, o centro de empuje).

Con objeto de simplificar la comprensién y el entendimiento de los contenidos tedricos,
ademas de potenciar la motivacidn y el proceso de aprendizaje, se aborda el caso practico
de una compuerta plana sumergida. Ademas de calcular la fuerza hidrostatica resultante y
el centro de presiones, se estudia el equilibrio de la compuerta.

Se propone finalmente otro caso practico de nivel de dificultad similar con solucion para
facilitar el repaso y aplicacién de los conceptos aqui tratados.

Objetivos

Después de leer detenidamente este documento y de analizar e intentar resolver los casos
propuestos, el estudiante serd capaz de:

= Plantear las expresiones que le permitan calcular la fuerza de empuje y el centro de
presiones en una superficie plana sumergida en un fluido de densidad homogénea.

* Analizar el equilibrio estatico de una compuerta plana sumergida sometida a la
fuerza de empuje y a la accion de su propio peso.

= Utilizar su capacidad de abstraccion para la aplicacion de los conceptos a otros casos
de nivel de dificultad similar.

il
Para abordar con soltura la lectura de este articulo y alcanzar los objetivos propuestos,
son muy recomendables ciertos conocimientos previos. Ademas de nociones bdsicas de
estatica de fluidos (conceptos de presién, densidad, fluido en equilibrio) y estatica del
solido rigido (ecuaciones de equilibrio: fuerzas y momentos), se aconseja revisar
previamente el concepto de centro de gravedad y momento de inercia, asi como la
expresion del momento de inercia de un sistema continuo respecto de un eje definido
en un sistema de referencia.

Conocimientos previos.

Introduccion

La hidrostatica es la parte de la mecanica que estudia los fluidos en reposo, y resulta esencial
en la formacidn en ingenierias por sus numerosas aplicaciones. En el estudio de la estatica
de fluidos se presta especial atencion al analisis de las fuerzas que ejercen fluidos en reposo
sobre superficies planas sumergidas.
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Una superficie plana de area S sumergida en un liquido de densidad uniforme p se encuentra
sometida a un sistema de fuerzas originado por la presidn que actua sobre ella. Sobre cada
uno de los elementos diferenciales de superficie (ds) situados a distintas profundidades (hi)
actua una fuerza elemental (dF) normal a la superficie sumergida, constituyendo un sistema
triangular plano de vectores paralelos (Figura 1).

N

Ol Su perficie libre del liqguido

X

/

Figura 1. Distribucion triangular del sistema de vectores paralelos formado por las fuerzas elementales
que actuan sobre una superficie plana vertical sumergida

La resultante de este sistema de vectores (F) calculada en mddulo como F = fs dF,
constituye el empuje total del liquido sobre la superficie plana y viene dada por la expresion:

F = pghgS (1)

Donde g es la aceleracidn de la gravedad y hg la profundidad a la que se localiza el centro de
gravedad de la superficie sumergida (G).

La direccién de F serd perpendicular a S. Para facilitar la interpretacién de estos resultados,
se ha adoptado un sistema de ejes coordenados en el que el plano de la superficie sumergida
coincide con el plano XY, estando el eje OY definido por la interseccién del plano de S con el
de la superficie libre del liquido. Consecuentemente, la direccién de F serd la del eje OZ. En
el caso representado (Figura 2), la expresion vectorial de la fuerza de empuje seria:

F=Fk= pghGSE

El punto de aplicacidn (C) de la fuerza resultante se denomina centro de empuje o centro de
presiones, y se calcula a partir del momento de cada una de las fuerzas elementales con
respecto al punto O (punto de corte de la superficie sumergida con la superficie libre del
liguido), que debera ser igual al momento de la resultante, obteniéndose la expresién:

Iyg
Xc =X tg X (2)

Donde Iyg es el momento de inercia respecto de un eje paralelo al eje OY que pase por el
centro de gravedad de S, X es la coordenada x del punto de aplicacién de la fuerza
resultante F, y X es la coordenada x del centro de gravedad de la superficie sumergida.
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Figura 2. Fuerza resultante F (empuje) y punto de aplicacion (C) o centro de presiones

El punto de aplicacion de la fuerza resultante estard situado a mayor profundidad que el
centro de gravedad de la superficie plana considerada.

En el caso de que la superficie S sea vertical (como el expuesto en la Figura 2), la coordenada
X¢ coindice con la profundidad a la que se encuentra el centro de presiones (x¢ = h¢).

Para concluir, en el caso de que la superficie S esté inclinada un determinado angulo 6
respecto de la superficie libre del liquido (Figura 3) el valor de X¢ no coincide con el de he.
Se puede calcular entonces la posicidn del centro de presiones respecto a la profundidad a
partir de la ecuacion (3):

hc = xcsenb (3)

Donde h¢ es la profundidad del centro de presiones, punto de aplicacion de F, y 0 es el
angulo de inclinacién de la superficie sumergida respecto de la horizontal.

b O\ Superficie libre del liquido

Figura 3. Empuje y centro de presiones en el caso de que la superficie sumergida esté inclinada

El desarrollo tedrico pormenorizado que conduce a la obtencidn de las expresiones de la
fuerza de empuje y centro de presiones se puede consultar en la bibliografia incluida en este
articulo docente.
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4 Desarrollo

El contenido presentado en este articulo puede ser de gran utilidad, dado que la resolucidn
de un caso practico concreto proporciona la metodologia general para la resolucién de un
gran numero de problemas con planteamientos similares

4.1 Enunciado del problema

La compuerta AB de la Figura 4, de
seccién rectangular 6x4 m?, estd
articulada en el punto D y forma
60° con la base de un depésito de
aceite de densidad p, = 905 kg/m?3.

La compuerta es homogénea y su
masa M = 1300 kg.

Para mantener la compuerta
cerrada cuando el depésito estd
lleno se aplica en B una fuerza
horizontal Fs.

Figura 4. Figura esquemdtica del problema propuesto
Se pide:
= Valor de la profundidad del centro de gravedad de la compuerta (hg) y de su
coordenada x (Xg).

= Fuerza de empuje Fa (vector) que el aceite ejerce sobre la compuerta.

= Valor de la profundidad de C, punto de aplicacion de Fa (h¢) y de su coordenada
respecto al eje x, (xc), sabiendo que el momento de inercia de un rectangulo de base
b y altura a respecto del eje paralelo a la base que pasa por su centro de gravedad es

=22

12

= Dibujar el diagrama de sdlido libre de la compuerta, incluyendo la fuerza horizontal
Fs aplicada en el punto B que mantiene la compuerta cerrada en la posicidon de
equilibrio.

= Calcular el valor de Fg. Dar la expresion vectorial de ﬁB .

= Calcular la reaccién en la articulacion en D (vector).

Suponer g = 9.81 m/s2. Utilizar dos cifras decimales para operar, realizar calculos, y dar los
resultados.
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4.2 Posicion del centro de gravedad de la compuerta

Al ser la longitud del tramo AB de la compuerta de 6 m (das = 6m), la distancia desde el punto
A, al centro de gravedad de la compuerta es dag = 3 m, por lo que la coordenada xg (Figura
5)sera:xg=1+3=4m.

A partir de Xg, se obtiene hg: hg = x¢ sen 60, por lo que hg = 4 \/2—5 = 3.46m

1o

Relaciéon entre la profundidad h y la coordenada x dada por la
inclinacién de la compuerta: h X

sen60=2 h=xsen60 = hzx\/z—§ 2 X =

60°

Figura 5. Posicion del centro de gravedad de la compuerta (xc y hc)

4.3 Fuerza de empuje

La fuerza de empuje es perpendicular a la compuerta (Figura 6), y expresada vectorialmente
en el sistema de referencia dado sera: F, = F,k.

Utilizando la ecuacién (1), se obtendra el moédulo: F, = p,ghgS, donde:
k . . . .
= p, =905 % es la densidad del aceite contenido en el depdsito.

. g= 9.8122 es la aceleracion de la gravedad.
S

* hg = 3.46 m es la profundidad a la que se encuentra el centro de gravedad de la
compuerta.
» S =24m?es el dreade la superficie de la compuerta.

Sustituyendo esto valores resulta:
F, = p.ghgS = 905 C‘% 9.815%- 3.46 m- 24 m? = 737233.27 N

R
Por lo tanto, la fuerza de empuje F, (vector) que el aceite ejerce sobre la compuerta sera:
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F, = F,k = 737233.27 Kk (N)

4.4 Profundidad del centro de presiones (C), punto de aplicacion de
la fuerza de empuje

La coordenada x del centro de presiones, Xc, se obtiene a partir de la expresién (2):

Xc = Xg +
S'XG

Donde, en el caso de estudio:
Xg = 4 m es la coordenada x del centro de gravedad de la compuerta
S = 24 m? es el rea de la superficie de la compuerta

Iyg es el momento de inercia respecto de un eje paralelo al eje Y que pasa por el centro de
gravedad de la compuerta.

1,

Sabiendo que el momento de inercia de un rectdngulo de base b y altura a
. b 3
respecto del eje paralelo a la base que pasa por su centro de gravedad es [ = 1—32,

particularizando a las dimensiones de la compuerta del caso analizado:

463
IYG = T =72 m4
Sustituyendo en (2):
72 (m*)
Xc = 4 (m) +

24 (m?) -4 (m)
De donde la coordenada de C respecto al eje x: xc = 4.75 m

A partir de x¢ se obtiene el valor de la profundidad de C (h¢):

he = xcsen 60 por lo que he = 4.75 g =411m
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Figura 6. Fuerza resultante (Fa) y punto de aplicacion (xcy hc)

4.5 Diagrama de sélido libre de la compuerta

El Diagrama de sélido libre de la compuerta se muestra en la Figura 7.

La expresion vectorial de las
distintas acciones y reacciones
es:

Fp = Fgcos60T— Fgsen60 k
F, = F,k=737233.27Kk

Mg = Mg sen607+ Mg cos60 k

D=-D,i+ D,k

X

Figura 7. Diagrama de sélido libre de la compuerta
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1,

ﬂ' El diagrama del sélido libre se utiliza para analizar el equilibrio de un sistema. En
el caso propuesto sirve para estudiar el equilibrio estatico de la compuerta.

Para ello se representa la compuerta aislada mediante un esquema de su contorno y se
indica el sistema de referencia en el que se va a trabajar.

Al aislar, se suprimen los enlaces, en este caso la articulacién en D, que se sustituye por
las reacciones de enlace (Dx y D,). También se representan todas las acciones: la Fuerza
Fs que mantiene cerrada la compuerta, el empuje F, y el peso Mg. Por ultimo, se
representan distancias y angulos.

Las fuerzas conocidas se dibujan como vectores con su médulo, direccién y sentido. Las
fuerzas desconocidas se dibujan como vectores con la magnitud o direccidon desconocida
indicada como incégnita. Si el sentido del vector es desconocido, se le supone
arbitrariamente. Una magnitud negativa en la resolucién indica que el sentido real es
contrario al supuesto. Los sentidos y signos asignados a las magnitudes hay que
mantenerlos posteriormente cuando se apliquen y resuelvan las ecuaciones de
equilibrio.

4.6 Cdlculo de la fuerza horizontal necesaria para mantener
la compuerta cerrada. Reacciones en la articulacion

1,

'ﬂ" Ecuaciones de equilibrio

La posicion de equilibrio de la compuerta, al estar definida en un plano (planoy =0), y
estar todas las fuerzas (acciones y reacciones) contenidas en este plano, queda
determinada a partir de 3 pardmetros independientes, que se pueden obtener con las 3
ecuaciones de equilibrio, dos ecuaciones de fuerzas en el plano de la Figura 7, y una de

F,=0
momentos: {F, =0
M, = 0

Si las fuerzas que actlan sobre la compuerta son conocidas estas 3 ecuaciones nos
permiten calcular, la posicidn de equilibrio.

Si la posicion de equilibrio se conoce, como en el caso propuesto, estas ecuaciones nos
permiten determinar 3 incdgnitas entre las fuerzas que actlan sobre la compuerta: Dy,
D, Yy Fs.

Se aplicaran las ecuaciones de equilibrio a la compuerta. A partir de la ecuacién de
momentos se obtendra Fg, y a partir de las ecuaciones de fuerzas se obtendra la reaccién en
la articulacion.

Ecuacion de momentos:
Myp= 0; Mp (Mgcos60) + My (F,) + Mp (Fgsen60) = 0
— Mgcos60-1 — Fa-1.75 + Fgsen60-4 = 0
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Mgcos60 + F,1.75 1300- 9.81 - %+ 737233.27 - 1.75

Fg = =
B 4 sen60 \3
L

= 374277.34N

Expresion vectorial de Fg: Fg = Fpcos60 T — Fgsen60 k

Fy = (187138.671— 324133.68 k) N|

Ecuaciones de fuerzas:
Fx = 0; —Dx + Mgsen60 + Fgcos60 =0
—Dx = —Mgsen60 — FBcos60 = —1300-9.81 - sen60 - 187138.67
Dx = 198183.09 N

Fz = 0; Dz + Mgcos60 + Fa- Fgsen60 = 0

Dz = — Mgcos60 — Fa + Fpsen60 = —1300 - 9.81 - cos60 - 737233.27 + 324133.68

Dz = —419476.09 N
Expresién vectorial de D: D = —D, i+ D,k = (—198183.097— 419476.09 k)N

5 Cierre

El contenido de este documento puede resultar muy util y beneficioso para incentivar el
aprendizaje del estudiantado, dado que la resolucion pormenorizada de un problema
concreto acompafiado de los conceptos tedricos necesarios proporciona un enfoque

general para la resolucién de otros casos similares.

Para repasar y afianzar los conceptos trabajados en este documento, se propone a

continuacién un ejercicio con solucion.

La compuerta rectangular de la figura, con una superficie S = 6 m?, cierra un depdsito de
aceite de densidad p = 940 kg/m?3, tiene una masa M = 1200 kg, y esta articulada en el
punto A. La pared del depésito donde se encuentra la compuerta esta inclinada 30° con
respecto al plano horizontal.

Considerando el valor de g = 9.81 m/s?, y expresando los resultados con dos cifras
decimales cuando sea necesario, se pide calcular:

a) Coordenada x del punto A de la compuerta, Xa.

b) Valor de la profundidad de G (hg), y de su coordenada xe.
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c) Fuerza resultante o empuje F que el aceite ejerce sobre la compuerta. Expresarla
vectorialmente.

d) Coordenada xc del punto de aplicacién C de la fuerza resultante F sobre la
compuerta, y su profundidad hc, sabiendo que el Momento de Inercia de un

rectdngulo de base b y altura a respecto del eje paralelo a la base que pasa por su

ba®
centro de gravedad es | = PTR

e) Aislarla compuertay dibujar el diagrama de sdlido libre teniendo en cuenta la fuerza
vertical Fg que se aplica en su extremo B para mantener la compuerta cerrada y en
equilibrio estatico cuando el depdsito esta lleno de aceite.

f) Valor de Fg. Expresarla vectorialmente conforme al sistema de referencia indicado
en la figura.
g) Reacciones en la articulacion en A.

SOLUCION: x5 = 2.8 m; x5 = 4.3 m; hg = 2.15m; F = 118956.06 E(N);
Xc =447 m; he = 2.24m
Diagrama de sélido libre:

oIl

X

)

Fp = —41174.497— 713163k (N); A, = 35288.49N; A, = 61121.45N
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