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RESUMEN

El método de bielas y tirantes se ha convertido en la herramienta preferente para el proyecto
de las regiones D de estructuras de hormigén armado, en las que se producen campos
tensionales complejos y no es valida la hipotesis de Navier-Bernoulli. Se trata de un método
de disefio consistente, racional, simple de aplicar, validado experimentalmente, y
consecuentemente numerosas normas lo han incorporado. Su aplicaciéon a regiones D
bidimensionales esta bastante extendida. Sin embargo, tal y como sefiala el Boletin 61 de la
fib (2011) [23], apenas existen directrices para su uso en regiones D cuyo comportamiento en
rotura es marcadamente tridimensional. Como ejemplo de elementos estructurales que
constituyen regiones D tridimensionales pueden citarse los encepados sobre pilotes, las
zapatas rigidas o los diafragmas para la conexion de elementos en puentes segmentados.

Aunque el método de bielas y tirantes es conceptualmente sencillo, el proyectista puede
encontrar dificultades en la definicion de un modelo adecuado para una determinada region
D, ya que esta eleccion se fundamenta basicamente en la experiencia e intuicion. Existen
herramientas informaticas aplicables a regiones D bidimensionales que facilitan esta tarea,
pero no para regiones D tridimensionales.

En este trabajo fin de master se ha desarrollado un modelo numérico para estructuras de
hormigén armado tridimensionales que es capaz de generar automaticamente el campo
tensional a partir de la configuracion de armado proporcionada por el proyectista. Este
modelo numérico se ha implementado en MATLAB para posteriormente aplicarlo al analisis
de un bloque de anclaje y un encepado de pilotes. De la comparacion de los resultados
obtenidos con los presentados por otros autores se puede concluir que, al menos para los
elementos estudiados, el modelo numérico propuesto es capaz de generar modelos de bielas y
tirantes tridimensionales coherentes y de predecir correctamente la carga ultima. No obstante
existen algunos aspectos del modelo numérico que pueden ser mejorados, siendo el objetivo
ultimo de la investigacion desarrollar una herramienta informatica para el proyecto de
regiones D tridimensionales similares a las que ya existen para 2D.



ABSTRACT

The strut-and-tie method has become the most used tool for the design of D-Regions in
reinforced concrete structures, where there is a complex stress field and Navier-Bernoulli
hypothesis is not valid. It is a consistent, rational, easy to use, experimentally validated
method, and therefore many design codes have included it. Its application to bidimensional
D-Regions is widespread. Nevertheless there is little guidance for D-Regions with a
tridimensional behavior in failure, as remarked by Bulletin 61 fib (2011) [23]. Some
examples of structural elements that belong to the group of three-dimensional D-Regions are
pile caps, pad foundations and diaphragms in segmental bridges.

Although the strut-and-tie method is conceptually simple, finding a suitable model for a
certain D-Region can be tedious, since this choice is based on experience and intuition of the
designer. There are some computer tools that help to overcome these difficulties for
bidimensional D-Regions, but not for 3D.

In this master thesis a numerical model has been developed for three-dimensional reinforced
concrete structures which is capable to generate automatically the stress field based on the
bars location proposed by the designer. Based on this field a 3D strut-and-tie model can be
suggested. This numerical model has been implemented in MATLAB and applied to the
analysis of an anchorage block and a pile cap. Through comparison between the obtained
results and other author’s results it can be stated that at least for the assessed elements the
proposed numerical model is able to generate consistent three-dimensional strut-and-tie
models and predict correctly the ultimate strength. However there are some points of the
numerical model that can be improved, since the final aim of this research program is to
developed a computer-based tool for the design of three-dimensional D-Regions similar to
those available in 2D.
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1 Introduccion

1.1 Motivacion

El método de las bielas y tirantes (en adelante MBT) es un método aplicable para el proyecto
de ciertas zonas de las estructuras de hormigén donde se producen campos tensionales
complejos debido a la presencia de discontinuidades en la geometria o las cargas, mas
comunmente conocidas como regiones D. El MBT proporciona una herramienta de disefio
mas consistente y racional que los métodos empiricos empleados tradicionalmente para este
tipo de regiones y como consecuencia numerosas normas para el proyecto de estructuras de
hormigén han incorporado este método. Algunos ejemplos son la americana ACI 318 (2011)
[2], la canadiense CSA (2004) [16], el eurocodigo EC-2 (2004) [18] y la norma espaiola
EHE-08 (2008) [19]. Ademas, debido a que el MBT se basa en el teorema del limite inferior
de la elasticidad, su utilizacion permite cierta libertad a los proyectistas para disponer la
armadura en la estructura.

La aptitud del MBT para el proyecto de regiones D bidimensionales ha sido verificada
experimentalmente y estd bastante extendida. Existen numerosos ejemplos que pueden
consultarse y algunas herramientas informaticas (Bairan (2012) [9], MEFBT (2002)[32],
Riickert (1991) [38], CAST (2004) [48]) para ayudar al proyectista a la hora de abordar su
disefio. Ménsulas cortas, apoyos a media madera, vigas de gran canto, codos y nudos de
porticos, zonas con cambios bruscos de seccion, paneles sometidos a tension plana con
huecos,... son algunos de los ejemplos de elementos estructurales que pueden ser estudiados
y proyectados con el método.
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Modelo Numérico de Elementos Finitos para el Estudio de
Regiones D Tridimensionales mediante Modelos de Bielas y Tirantes

Sin embargo, la aplicacion del MBT a regiones D cuyo comportamiento en rotura es
marcadamente tridimensional se encuentra escasamente desarrollada. De acuerdo con
Reineck et al. (fib bulletin 61, 2011) [23]:

“Hay muy pocas directrices para la aplicacion de modelos 3D. A menudo se
ha recurrido a la descomposicion de una region 3D en modelos planos para
evitar la complejidad de estos modelos. Pero cuando esta analogia 2D no es
posible, como es el caso de los grandes encepados, la formulacion de un
modelo espacial puede ser bastante compleja, asi como el encontrar
geometrias congruentes para las zonas nodales 3D. Para geometrias
complejas de zonas nodales 3D, los factores de eficacia desarrollados para
estados biaxiales de tensiones pueden ser inapropiados. Por consiguiente,
debe llevarse a cabo una mayor investigacion sobre estos aspectos, asi como
deben ser definidos los criterios adecuados de rotura para la resistencia de
los nodos 3D.”

Como ejemplos de regiones con marcado comportamiento tridimensional pueden citarse los
encepados sobre pilotes, las zapatas rigidas, los célices de cimentacion de soportes
prefabricados, los diafragmas para la conexion de los elementos en puentes segmentados,
entre otros.

En el plano experimental, la mayoria de los ensayos versan fundamentalmente sobre
encepados de pilotes con carga exclusivamente vertical centrada y mondtona. En el ambito de
analisis numérico no se dispone en la actualidad de herramientas informaticas que permitan el
uso del MBT en modelos tridimensionales, aunque si que existen algunos modelos tedricos.

1.2 Descripcion general del trabajo

Debido a la ausencia de una herramienta informatica para el estudio de regiones D
tridimensionales con el MBT, la finalidad de este trabajo fin de master es desarrollar un
modelo numérico en 3D capaz de generar automaticamente modelos de bielas y tirantes (en
adelante modelos de BT) a partir exclusivamente de la configuracion de armado
proporcionada por el proyectista. Posteriormente para comprobar la validez del mismo se
aplicard al estudio de algunas regiones D tridimensionales y se comparara con los resultados
obtenidos por otros autores.

El desarrollo del presente trabajo se enmarca dentro del proyecto de investigacion BIA2009-
11369 con titulo “Estudio Experimental y Numérico de Regiones D Planas y Espaciales en
Estructuras de Hormigon. Aplicacion a Apoyos a Media Madera y Calices” financiado por el
Ministerio de Ciencia e Innovacién de Espaia.
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1.3 Antecedentes

El antecedente directo del modelo numérico que se plantea en este trabajo fin de master es el
programa MEFBT (Método de Elementos Finitos Bielas y Tirantes) (Miguel et al. (2002)
[32], Sola et al. (2011) [42]) desarrollado en la unidad docente de Hormigén del
Departamento de Ingenieria de la Construccion y Proyectos de Ingenieria Civil de la
Universidad Politécnica de Valencia. Se trata de un modelo bidimensional que permite el
dimensionamiento de una region a de partir de la configuracion de armado que se desea
disponer, sin necesidad de tener que definir la geometria completa del modelo de BT.

Existen otros modelos materializados en herramientas informaticas para regiones D
bidimensionales entre los que cabe destacar el programa Computer-Aided Strut-and-Tie
CAST desarrollado en la University of Illinois [36] [48]. Para regiones D tridimensionales
existen algunos modelos teoricos de elementos finitos que generan el modelo de BT
aplicando técnicas de optimizacion topologica (Leu et al. (2006) [27], Liang et al. (2002)

[28]).

1.4 Organizacion del documento
Este documento se ha organizado en los siguientes capitulos:
Capitulo 1 — Introduccion:

Se plantean los aspectos que motivan el presente trabajo fin de master, asi como los objetivos
generales a cubrir. También se hace referencia brevemente a los antecedentes.

Capitulo 2 — Estado del conocimiento

Se revisa el estado actual del conocimiento del MBT. Tras una breve introduccion historica,
se describe el procedimiento de disefio para el proyecto de regiones D segun el MBT. A
continuacion se comentan los aspectos mas relevantes de su aplicacion, ejemplos de
elementos estructurales que pueden ser estudiados con el método y se describen algunas
herramientas informdticas existentes que facilitan el proyecto de estas zonas, tanto para
regiones D bidimensionales como tridimensionales.

Capitulo 3 — Objetivos especificos y alcance

Se establecen los objetivos especificos que se pretenden alcanzar con la investigacion asi
como las limitaciones de la misma.

Capitulo 4 — Descripcion del modelo numérico propuesto

Tras realizar una introducciéon al método de los elementos finitos y a los métodos de
resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales, se exponen los aspectos mas relevantes del
modelo numérico desarrollado. Se describe el elemento finito elegido para la modelizacién y
la manera en la que se ha tratado para considerar la fisuracion del hormigon. Finalmente un
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esquema presenta la estructura de la herramienta informatica desarrollada y se mencionan las
limitaciones del modelo.

Capitulo 5 — Aplicacion del modelo numérico a elementos estructurales

Se estudian varias regiones D tridimensionales mediante la aplicacion del modelo numérico
implementado para comprobar la aptitud del mismo. Algunos de los ejemplos que se
presentan han sido estudiados por otros autores y se realiza una comparaciéon de los
resultados obtenidos.

Capitulo 6 — Conclusiones y futuras lineas de investigacion

Se presentan las conclusiones derivadas de la investigacion realizada y se apuntan futuras
lineas de investigacion que seria interesante estudiar.

Capitulo 7 - Bibliografia

Bibliografia empleada durante la redaccion del presente documento.
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2 Estado del conocimiento

2.1 Introduccion

Desde Marti (1985) [29] y Schlaich et al. (1987) [40], el MBT ha ido ganando aceptacion
como herramienta de andlisis y disefio de estructuras de hormigén armado y pretensado. Asi
lo recogen numerosas normativas como la espafiola EHE-08 [19], el eurocodigo EC-2 (2004)
[18], la americana ACI-318 (2011) [2] y la canadiense CSA (2004) [16], entre otras. Aunque
el método se puede aplicar a cualquier parte de una estructura, en la practica se limita a
aquellas zonas conocidas como regiones de discontinuidad (regiones D). De hecho el método
nace de la necesidad de realizar un disefio racional para estas regiones D, que historicamente
se han proyectado en base a formulas empiricas o semiempiricas, en oposicion al
dimensionamiento s basado en principios bien establecidos del resto de zonas de no
discontinuidad.

El MBT consiste en sustituir una regiéon de una estructura por una estructura sencilla de
barras articuladas que represente su comportamiento. Esta idea de sustituir una estructura de
hormigdn por una equivalente formada por bielas comprimidas de hormigon y tirantes de
acero data de inicios del siglo XX con las ideas de Ritter (1899) [37] y Morsch (1908) [35].
Marti (1985) [29] y sobre todo Schlaich et al. (1987) [40] generalizaron esta idea para su
aplicacion a cualquier region de una estructura y no sélo a vigas.
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El MBT esta basado en el teorema del limite inferior de la plasticidad, segin el cual si para
una estructura se encuentra un campo de tensiones que es estaticamente admisible con la
carga aplicada, y las tensiones que aparecen no superan en ningun punto la resistencia de los
materiales, se puede afirmar que el valor de la carga aplicada es una cota inferior del valor de
la carga ultima de la estructura. Para que esto se cumpla la estructura debe ser lo
suficientemente ductil para permitir la redistribucién de esfuerzos. Asi pues, en contra del
disefio seccional donde la solucidon es unica, con el MBT puede haber varias soluciones
vélidas. Sin embargo, lo que en principio puede resultar una ventaja para el proyectista,
puede llegar a ser un problema para sistemas complejos debido precisamente a esa
flexibilidad que ofrece.

Acciones

: : Cargas de Valores limites de

agotamiento tensiones o deformaciones

Cargas

Modelos de comportamiento en rotura:
comportamiento elasto-plastico, fisurado

Una de las ventajas que presentan los modelos de BT es que ayudan al proyectista a entender
el comportamiento mecanico de estas zonas, lo que deriva en disefios mas eficientes. Sin
embargo su implementacion puede requerir mucho tiempo de calculo, ya que se trata de un
proceso iterativo. Existen herramientas informaticas que ayudan a reducir el tiempo de
calculo, algunas de las cuales se presentan en este capitulo.

También el proyectista debe ser consciente de que el procedimiento se basa en un disefio por
capacidad resistente maxima, pero no tiene en cuenta flechas ni aberturas de fisura, que
pueden ser condicionantes en el estado limite de servicio. Existen algunas recomendaciones
para evitar este tipo de problemas.

2.2 Proyecto de regiones D

Las estructuras de hormigén pueden dividirse en regiones B y regiones D. A las zonas en las
que es valida la hipotesis de distribucion plana de deformaciones de Navier-Bernouilli se les
conoce como regiones B. En estas zonas el estado tensional se puede obtener facilmente a
partir de los esfuerzos en cada seccion. Existen otras zonas, conocidas como regiones de
discontinuidad o regiones D, donde la distribucion de deformaciones es no lineal y no es
valida la teoria de Navier-Bernouilli.

La norma espafiola EHE-08 [19] define las regiones D en el articulo 24.1 como:

“Son regiones D (regiones de discontinuidad) las estructuras o partes de una
estructura en las que no sea valida la teoria general de flexion, es decir, donde
no sean aplicables las hipotesis de Bernouilli-Navier o Kirchhoff”
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Esta discontinuidad puede deberse a tres causas:

(1) Discontinuidad geométrica: se da en aquellas zonas donde existe un cambio
brusco en la geometria.

(i1))  Discontinuidad estatica: zonas donde existen cargas puntuales.

(ii1))  Discontinuidad generalizada: para aquellas zonas donde se dan varios factores que
impiden la aplicacion de la hipdtesis de Navier-Bernouilli. Ejemplos tipicos de
este tipo de discontinuidad son las vigas de gran canto y las zapatas rigidas.

Aunque no existe ninguna limitacién que impida la aplicacion del MBT para regiones B, los
métodos de calculo resistente existentes para estas zonas son mas precisos que el MBT, por lo
que la aplicacion del MBT se limita a las regiones D.

2.3 Partes fundamentales de un modelo de bielas y tirantes

Las partes fundamentales de un modelo de BT son:

2.3.1 Bielas

Son los elementos sometidos a compresion. Se suele materializar con hormigoén debido a su
capacidad resistente a compresion, aunque también se podria disponer armaduras
comprimidas para aumentar su resistencia.

4

Hit

My

(a) Prismatica (b) Abanico (c) En botella

Figura Il. 1: Tipos bdsicos de bielas (Schlaich y Schdfer (2001)[41])
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Existen fundamentalmente tres tipos basicos de bielas (Figura II. 1):

(1) Bielas prismaticas: se producen en zonas donde pueda existir una limitacion bien
fisica o bien mecénica para que se produzca la difusion de las tensiones. El cordon
comprimido de una viga sometida a flexion seria un ejemplo de este tipo de bielas.

(i)  Bielas en abanico: se producen en zonas donde no existe ninguna limitacion para
que se produzca una dispersion del flujo de tensiones. Este tipo de biela se da por
ejemplo en el apoyo extremo de una viga.

(iii))  Bielas en botella: cuando la dispersion de tensiones es posible en todas las
direcciones, como ocurre por ejemplo en las cargas sobre macizos.

2.3.2 Tirantes

Son los elementos resistentes sometidos a traccion. En una estructura de hormigén se
materializan con armadura pasiva o armadura activa. Las armaduras activas unicamente se
pueden considerar cuando sean adherentes.

2.3.3 Nudos

Son las zonas del modelo donde confluye bielas y/o tirantes. A pesar de que se representan en
el modelo por el punto de interseccion entre estos elementos, en realidad son zonas nodales
donde se producira el equilibrio entre las bielas y tirantes y donde se producird un estado de
tensiones biaxial o triaxial, lo que influird en su capacidad de resistente. Més adelante se
comentardn los diferentes tipos de nudos que pueden aparecer en un modelo de BT.

Biela ‘\ Zona nodal
B T -
v 1
/ o _Ig
# 1
7 .
7 rd
£ //
s
ra
s
ra
f/ 4

Tirante

Figura Il. 2: Partes fundamentales de un modelo de BT (Miguel et al. (2009) [31])
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2.4 Procedimiento de diseno

El siguiente diagrama de flujo muestra el procedimiento a seguir para el disefio de un

elemento estructural de hormigén armado mediante el MBT.

Identificacion y delimitacion de las
regiones D de la estructura (2.4.1)

{

Definicion del sistema de fuerzas equivalente
en el contorno de la region D (2.4.2)

!

Definicion del modelo de BT que esté en
equilibrio con las cargas aplicadas (2.4.3)

|

Calculo de las fuerzas resultantes en

las bielas y tirantes (2.4.4)

|

Calculo de la armadura necesaria
en cada tirante (2.4.5)

}

Definicién de un nuevo
modelo BT

Comprobacion de que las
bielas de hormigén y las
zonas nodales no agotan su
capacidad resistente (2.4.6)

Distribucion area calculada en cada tirante
en armadura y disefio del anclaje

Figura Il. 3: Esquema procedimiento de disefio con el MBT
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Previamente a aplicar el MBT, el proyectista debe ser consciente de que existen una serie de
normas que deben cumplirse para garantizar que la estructura proyectada sea segura:

1.

2.

El modelo de BT debe estar en equilibrio con las fuerzas aplicadas mayoradas.

La capacidad resistente de las bielas, tirantes y zonas nodales debe ser igual o superior
a las fuerzas que aparecen en estos elementos.

Para una aproximacion inicial al problema es suficiente considerar Gnicamente los
ejes de las bielas y tirantes para generar el modelo. No obstante, en las etapas
posteriores se deben considerar sus dimensiones.

Dos bielas no pueden solaparse. Como las dimensiones de las bielas se obtienen
considerando la resistencia efectiva del hormigoén, si dos bielas se solaparan se
excederia la capacidad resistente del hormigon.

Se permite que un tirante cruce una biela u otro tirante.
Existen limitaciones sobre los angulos que pueden formar bielas y tirantes (ver

apartado 2.5.2).

2.4.1 Identificacion y delimitacion de las regiones D

Una vez identificadas las regiones D en la estructura, el proyectista debe proceder a

delimitarlas. Segun el principio de St. Venant el efecto localizado de una carga concentrada o

una discontinuidad geométrica muere aproximadamente a una distancia igual al canto del
elemento. Siguiendo este principio se considera que una region D se extiende a ambos lados
de una discontinuidad (de carga o de geometria) una distancia igual al canto del elemento.

(a) Discontinuidad estatica (b) Discontinuidad geométrica

Figura Il. 4. Delimitacion de las regiones D

En regiones D por discontinuidad generalizada la totalidad del elemento estructural debe
considerase como una region (vigas de gran canto, zapatas, ménsulas corta,...).




Capitulo 2
Estado del conocimiento

2.4.2 Definicion del sistema de fuerzas equivalente

Una vez identificada y delimitada la region D es necesario determinar las cargas aplicadas
sobre dicha region, que pueden proceder:

(1)

(ii)

(iii)

Cargas exteriores: cargas que estén directamente aplicadas sobre la region D.
Pueden ser cargas concentradas, distribuidas en superficie o distribuidas en
volumen. Para poder después generar un modelo de BT es necesario que las
cargas distribuidas se simplifiquen a un sistema de fuerzas puntuales equivalente.

Seccion de continuidad entre las regiones B y D: al igual que en cualquier seccion
de una estructura, se va a producir unas tensiones en la seccién que conecta la
region D con el resto de la estructura adyacente. Estas tensiones se deben
considerar como cargas sobre la region D y su distribucién se puede calcular
facilmente de igual manera que se realizaria en cualquier regién B. Del mismo
modo que se ha comentado para las cargas distribuidas, el campo tensional debe
simplificarse a un sistema de fuerzas puntuales equivalente.

Reacciones: en caso de que existan coacciones a los desplazamientos en algin
punto también se producirdn reacciones que tendran que considerarse. Al igual
que las cargas exteriores las reacciones pueden ser concentradas (ejemplo aparato
de apoyo) o distribuidas (ejemplo cimentacion superficial).

Finalmente es necesario comprobar que el sistema de fuerzas equivalente esta en equilibrio.

El grado de simplificacion a la hora de obtener el sistema de fuerzas puntuales equivalente
puede tener una influencia considerable en el modelo de BT resultante asi como en los

resultados finales. El nimero de fuerzas en el que se debe descomponer las cargas
distribuidas dependeré del grado de precision requerido.

2.4.3 Definicion del modelo de bielas y tirantes

A continuacion se dan una serie de reglas practicas que deben seguirse para la construccion
del modelo de BT de forma intuitiva, si bien el resultado final dependera mucho de la
experiencia y habilidad del proyectista.

Las bielas y tirantes deben empezar en los puntos de aplicacion de las fuerzas
equivalentes calculadas previamente y deben tener su misma direccion.

Para que se pueda dar la transmision de las fuerzas externas de uno a otro extremo es
necesario unos esfuerzos internos en la region D que desvien las trayectorias iniciales
generando una estructura interna.

Todo el modelo de BT debe estar contenido dentro de la regioén D.

La presencia de una armadura doblada supone la presencia de una biela y otro tirante.
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Se pueden encontrar en la bibliografia varios ejemplos en los que se explica paso a paso la
obtencién de un modelo BT para estructuras sencillas (Miguel et al. (2009) [31]).

Existen otras maneras de abordar el problema de definicion de un modelo BT:

509

Usando ejemplos estdndar o adaptando estos ejemplos que hayan sido estudiados
previamente y para los que se haya definido modelos BT.

Aplicando el conocido como método de trayectoria de cargas (load path method)
(Schlaich y Schifer (1987) [40]), donde el proyectista debe intuir el flujo de tensiones
que se va a producir y proponer un modelo de acorde.

Para elementos mas complejos se puede comenzar con un andlisis con elementos
finitos suponiendo un comportamiento elastico lineal del material. Después las bielas
se alinean con la resultante de las tensiones de compresion dentro de un rango de +15°
y los tirantes se alinean con la resultante de las tensiones de traccion dentro de un
rango de £15°.

Generando el modelo tras la aplicacion de un algoritmo de optimizacion topoldgica de
una estructura continua donde se van eliminando aquellos elementos que menos
trabajan (Liang et al. (2002) [28]). Existen algoritmos similares que optimizan
estructuras de barras por eliminacién que también se pueden aplicar (Ali et al. (2001)

[7D).
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Figura Il. 5: Evolucion durante la optimizacion topologica de una pila de puente y propuesta de modelo de BT

(Liang et al. (2002) [28])
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Para un problema determinado existen diferentes modelos de BT que pueden ser propuestos y
que cumplan con las especificaciones requeridas para el estado limite Gltimo. Sin embargo,
algunos seran mas eficientes que otros y el proyectista debera de buscar siempre los disefios
optimos. El disefio 6ptimo es aquel que minimiza la energia de deformacién, lo que se
traduce en un menor volumen de armado. Cada posible solucion para una misma regién D
requerird una ductilidad diferente. Esta ductilidad es necesaria para que se pueda producir una
redistribucién de tensiones antes de la rotura. A pesar de que el disefio de regiones D se
aplica para el estado limite ltimo, es importante que el modelo BT propuesto se aproxime lo
maximo posible al flujo de tensiones obtenido del andlisis eldstico lineal para reducir el
requerimiento de ductilidad, que suele ser escasa en estructuras de hormigén. Ademas, con
modelos de BT que se aproximen al campo tensional elédstico lineal se garantiza un mejor
comportamiento para el estado limite de servicio reduciendo la fisuracion.

A pesar de la ayuda que representan ciertas herramientas numéricas desarrolladas para
facilitar la definicion del modelo BT (Bairan (2012) [9], MEFBT (2002) [32], CAST (2004)
[48]), debe ser el proyectista el que tome la decision final, ya que el modelo resultante
dependera de la disposicion de las armaduras y de los puntos de paso de las bielas que éste
defina. Para facilitar el proceso constructivo se tratard de disponer siempre que sea posible
armadura ortogonal o paralela a los paramentos de la estructura, incluso cuando ello derive en
una pérdida de eficiencia.

2.4.4 Caélculo de las fuerzas resultantes en bielas y tirantes

Una vez definida la estructura interna de barras que forma el modelo de BT se debe proceder
al célculo de las fuerzas que aparecen en cada uno de los elementos. Los elementos que se
encuentren sometidos a compresion constituiran las bielas y los elementos a traccion los
tirantes.

2.4.4.1Modelos isostaticos vs. modelos hiperestaticos

Dependiendo del modelo de BT propuesto, la estructura interna resultante serd una estructura
isostatica o hiperestatica. Al igual que ocurre en cualquier estructura, para la obtencion de las
fuerzas que apareceran en cada miembro en una estructura hiperestatica es necesario utilizar
las ecuaciones de compatibilidad y calcular la rigidez de cada uno de los elementos
previamente. Para los modelos de BT, estas barras que conforman la estructura equivalente
no existen fisicamente y por tanto no es posible asignarles una geometria que permita calcular
su rigidez.

En algunas ocasiones, los modelos hiperestaticos seran preferibles ya que se aproximaran
mas al estado tensional elastico, lo que implica un mejor comportamiento en servicio y una
menor demanda de ductilidad. En estas situaciones existen tres posibilidades:

(1) Resolver el problema por superposicion de dos modelos isostaticos estaticamente
determinados y asignar a cada uno de ellos una fraccion de la carga aplicada, ya
que para estructuras isostaticas se pueden obtener las fuerzas que actuan en las
barras directamente del equilibrio.
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Figura Il. 6. Descomposicion de un modelo estdticamente indeterminado en dos modelos isostdticos (Miguel y
Pallarés (2011) [33])

(i1) Suponer que los tirantes mas solicitados de la celosia han plastificado y
sustituirlos en el modelo por las fuerzas equivalentes a su plastificacion,
sustituyendo un numero de tirantes tal que la estructura resultante sea
estaticamente determinada. Hay que tener en cuenta no obstante la necesidad de
compatibilidad de deformaciones y la limitada ductilidad del hormigén.

(ii1))  Algunos autores (Leu et al. (2006) [27] y Liang et al. (2002) [28]) si que proponen
el célculo de estructuras de bielas y tirantes hiperestaticas mediante el empleo de
las ecuaciones de compatibilidad. Para obtener la rigidez de cada uno de los
elementos se basan en los elementos que permanecen tras haber realizado una
optimizacién topologica de la estructura.

2.4.5 Calculo de la armadura necesaria

A partir de la fuerza que debe ser resistida por cada tirante se procede al calculo de la
armadura necesaria para cada uno de ellos. Cada tirante puede representar una armadura o un
conjunto de varias armaduras. En este ultimo caso la posicion del tirante en el modelo debe
coincidir con el centro de gravedad del conjunto de armaduras.

Normalmente es necesario disponer ademds de las armaduras para materializar los tirantes
otras adicionales para reducir la fisuracion en determinadas zonas de fisuracion que no
queden identificados como tal en el modelo de BT. Por ejemplo, dependiendo del grado de
simplificacion a la hora de considerar las fuerzas distribuidas se puede obtener un modelo que
no identifique tracciones en algunas zonas del hormigoén que en la realidad si que se dan.
También, a pesar de que en el modelo las trayectorias de compresion en el hormigén se
simplifican a una biela, no se debe olvidar que los estados de tensiones que representan son
en realidad mucho mas complejos. En ocasiones estas tracciones seran tan pequeias que
podrén ser absorbidas por el propio hormigon, pero en otras se hara necesaria la disposicion
de armadura.
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2.4.6 Comprobacion de bielas y nudos

En cuanto a las bielas se debe comprobar que su capacidad resistente no se vea superada en
ninguna de las secciones. Esta capacidad estd condicionada no so6lo por la propia capacidad
resistente del hormigdn si no también por la geometria de la biela y por la posible existencia
de armaduras que la atraviesen, entre otras. Posteriormente se procedera a una descripcion
mas detallada de como debe realizarse la comprobacion de la capacidad resistente de las
bielas.

También se debe garantizar que no se exceda la capacidad resistente de los nudos. Como se
vera a continuacion existen diferentes tipos de nudos y en funcion del estado tensional que se
dé se deberan realizar unas u otras comprobaciones.

En caso de que se supere la capacidad resistente de alguna biela o algin nudo se debe
proponer un nuevo modelo o bien modificar las caracteristicas del hormigén, hasta obtener un
sistema que cumpla todas las especificaciones.

2.4.7 Distribucion del area calculada en cada tirante en armadura real
dispuesta y disefio del anclaje de las armaduras

Finalmente el 4rea de armadura necesaria calculada se debe materializar en numero de
redondos, con la condicion de que el area dispuesta para cada tirante sea superior a la
calculada segin 2.4.5. Para garantizar que la armadura pueda llegar a alcanzar la fuerza
requerida por el tirante serd necesario disponer una longitud adicional de armadura en cada
uno de los extremos del tirante igual o superior a la longitud de anclaje calculada segun la
normativa.

2.5Modelos de bielas y tirantes para regiones D bidimensionales

La aplicacion del MBT a regiones D bidimensionales est4 bastante extendida y aceptada por
numerosas normas. Las limitaciones en cuanto a la capacidad resistente del hormigén y de los
nudos en funcidon del estado de tensiones o deformaciones del hormigdén estan bien
establecidas y también la geometria de las zonas nodales. Se han realizado numerosos
ensayos experimentales para validar el MBT para regiones D bidimensionales, algunos
recogidos en la bibliografia (Kuchma et al. (2008) [25], Ley et al. (2007) [26]).

En este apartado se comentan los aspectos mas relevantes recogidos en la normativa para el
proyecto de regiones D bidimensionales mediante el MBT y se presentan algunos elementos
estructurales que constituyen regiones D bidimensionales.
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2.5.1 Capacidad resistente de bielas, tirantes y nudos
2.5.1.1Bielas

La capacidad resistente de una biela estd determinada por el area de hormigén que constituye
la biela y la resistencia efectiva f., del hormigon.

C,=4Af, (2.1)
donde:

Jou =01 (2.2)

siendo v un factor de efectividad o factor reductor. Con este factor se considera en el calculo
la influencia que pueden tener algunos factores en la resistencia a compresion del hormigon.
Hay que tener en cuenta que el valor que define la resistencia del hormigoén se obtiene
habitualmente de ensayos monoaxiales y por tanto no corresponde siempre con la situacion
real que se da dentro de una biela. Fundamentalmente existen tres factores que afectan al
factor de efectividad que son: (i) los efectos de la duracion de la aplicacion de la carga, (ii) la
fisuracion de las bielas y (iii) el confinamiento del hormigon. En funciéon de la importancia
que se le da a cada uno de los factores el valor de f,, varia de un codigo a otro. Otros factores
como el armado, las fuerzas de friccion y el efecto de engranamiento de aridos en piezas
fisuradas tienen también cierta influencia.

La instruccion espafiola EHE-08 [19], en el articulo 40.3, clasifica las bielas en cuatro grupos
para asignar diferentes factores reductores.

(1) Bielas en zonas con estados de compresion uniaxial: se puede considerar un
diagrama rectangular de tensiones o un diagrama parabola rectdngulo. Se admite
que la resistencia efectiva del hormigén sea igual a la de calculo.

Jua =0 2.3
! 2 3)

donde o, es el coeficiente que tiene en cuenta el cansancio, que puede tomar
valores entre 0.85 y 1.

(i)  Bielas en zonas con fisuracién paralela a las bielas: cuando el hormigén esta
fisurado es capaz de transmitir compresiones, pero es necesario aplicar un
coeficiente reductor debido a las tracciones que aparecen en la direccion
transversal a la principal. Este tipo de fisuracion se produce por la difusion del
flujo de compresiones de una biela, siendo necesario que la armadura transversal
esté¢ suficientemente anclada. En estas situaciones se reduce la resistencia del
hormigén a 0.70 f.q4.
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(iii)  Bielas en zonas con fisuracién no paralela a las bielas: se debe aplicar un
coeficiente reductor de 0.60. Este tipo de fisuracion se produce cuando las
armaduras dispuestas no son ortogonales a las bielas como ocurre por ejemplo en
las bielas diagonales en una viga sometida a flexion.

(iv)  Bielas en zonas con fisuras de gran abertura: el coeficiente reductor que se aplica
a estas bielas es de 0.40. Se da en elementos sometidos a traccion o en las bielas
que se forman para resistir los esfuerzos rasantes en las uniones de las secciones
en T entre las alas y el alma.

El EC-2 [18] recomienda otros valores para la resistencia del hormigén a considerar, aunque
son muy similares a los del EHE-08. Para bielas en las que no haya tensiones transversales o
estan sean de compresion se puede considerar una resistencia del hormigoén igual a la de
calculo. Para bielas con tensiones de traccion en su direccion transversal la resistencia de
calculo se reducira segun la siguiente formula:

O-Rd,max = O'6U'fcd (24)
Sk
v'=1--"- 2.5
250 @)

Aunque la normativa espanola no contempla el efecto del confinamiento, se podria plantear
aumentar la capacidad en funcion del grado de confinamiento. Como se deriva de los ensayos
biaxiales, el aumento de la tension transversal sobre el hormigén produce un aumento de su
capacidad resistente.

roo ()

— L .
P | )|"|

Figura Il. 7: Tipos de biela en una region de discontinuidad (a) biela prismatica no fisurada (b) biela
prismatica con fisuracion paralela a las bielas (c) biela prismdtica con fisuracion no paralela a las bielas (d)
biela en botella en zona fisurada armada (e) biela en botella en zona fisurada no armada y (f) biela confinada

(Tjhin y Kuchma (2002) [47])

CONE— GG L@ )

Lk

Para considerar la contribucion de la armadura dispuesta en la direccion de la biela (como
ocurre por ejemplo en el cordon comprimido de una viga sometida a flexion) se suma a la
capacidad resistente del hormigon la fuerza de compresion que absorbe la armadura. Para
obtener esta fuerza se debe considerar la deformacion que tendra el acero cuando agote el
hormigon.
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Para el céalculo del volumen contribuyente de hormigoén se debera tener en cuenta en caso de
que la biela esté atravesada por armadura activa postesa la reduccion de seccion que suponen
las vainas. Segun la EHE-08 [19] esta disminucion de la seccidon se puede despreciar si la
suma de los diametros de las vainas es inferior a un sexto del ancho de la seccion.

2.5.1.2 Tirantes

Los tirantes se materializan por medio tanto de armadura pasiva como de armadura activa. Su
tratamiento resulta mas sencillo que el de las bielas de hormigon ya que trabajan tinicamente
en su direccion axial y no se ven influidos por el estado tensional del hormigén que se
encuentra a su alrededor. La capacidad de los tirantes se obtiene directamente del producto
del area de acero dispuesta y la capacidad resistente del acero.

Td < 7-1'4 = Asasd (26)

Para las armaduras pasivas se limita la tension de calculo del acero a 400 MPa. Con esta
limitacion se pretende satisfacer el estado limite de servicio en fisuracion sin necesidad de
realizar un analisis adicional. En realidad lo que se estd imponiendo con esta limitacion de
tension es que la deformacion méaxima del acero no supere el 2%o.

En cuanto a las armaduras activas, si son adherentes pueden considerarse como tirantes. Su
capacidad resistente se obtiene como diferencia de la resistencia de calculo de la armadura
activa y el valor de célculo de la fuerza de pretensado.

T,=A,f,~7,F=4A0, (2.7)

donde P; es el valor utilizado para calcular el sistema de fuerzas equivalente al pretensando.
Aoy, esta limitado también a 400 MPa.

Se recomienda que las armaduras activas no adherentes no se consideren como tirantes
resistentes en el modelo de BT. Si que se tendran en cuenta las fuerzas puntuales que
introduce en la region D.

2.5.1.3Nudos

En el modelo de BT los nudos estan representados por puntos donde se produce un cambio en
la direccion de las fuerzas internas por la interseccion de bielas y/o tirantes. En realidad esta
desviacion se produce en una zona con unas dimensiones determinadas que se conoce como
zona nodal donde las fuerzas actuantes deben estar en equilibrio.

En funcion del estado tensional existente en un nudo se pueden distinguir dos tipos de nudos:
(1) nudos singulares y (ii) nudos distribuidos. Sobre los primeros se debe comprobar que no se
exceda su capacidad resistente ya que el estado tensional al que pueden estar sometidos puede
ser mas desfavorable que el de las bielas que confluyen en ¢él. Este tipo de nudos se da cuando
existe una restriccion geométrica que limita el area en la que se puede materializar el
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encuentro de las bielas y/o tirantes. En cuanto a los nudos distribuidos, como no se produce
un estado tensional critico no es necesario realizar ninguna comprobacion.

Para comprobar la capacidad resistente de las zonas nodales es necesario determinar en
primer lugar la geometria de la zona nodal. Esta geometria depende de la linea de accion de
las bielas, tirantes y de las fuerzas externas actuantes sobre el nudo, y de los anchos y angulos
de las bielas que confluyen en el nudo. Después se debe verificar que en ningin punto se
alcanza la condicidon de rotura bajo un estado biaxial o triaxial de tensiones. Las normas
suelen aplicar coeficientes reductores. Asi la EHE-08 [19] permite seleccionar para nudos
multicomprimidos una resistencia igual a la de calculo. En el caso de que sean nudos donde
haya tirantes anclados la resistencia de célculo se debe reducir con un factor de 0.70.

Los nudos se pueden clasificar en cuatro grupos en funcién del tipo de elementos que
confluyen en ellos.

(1) Nudo compresion-compresion-compresion (C-C-C)

La zona nodal generada por el encuentro de tres bielas es un tridngulo cuyos vértices quedan
definidos por la interseccion de las lineas que definen los anchos de cada una de las bielas. En
general el tridangulo que se forma no tiene sus lados perpendiculares a las lineas de accion que
definen las bielas y, por tanto, aparecen tensiones normales y tangenciales en los lados del
triangulo. Estas tensiones se pueden obtener para cada lado del tridangulo en funcion del
esfuerzo de la biela que actiia sobre el ancho de la biela y el angulo que forma la linea de
accion de la biela con el lado del triangulo.

El hecho de que la tension provocada por las tres bielas sobre el tridngulo sea constante
reduce la verificacion del nudo a una unica comprobaciéon. Una vez conocidas las tensiones
normales y tangenciales que se dan en dos caras del tridngulo el circulo de Mohr queda
completamente definido y se puede obtener la tension maxima y minima. Se debe comprobar
que la tensidn maxima no supera la capacidad resistente maxima supuesta para el hormigon.

T, - 2'12 + o) 012
! 2(o, —0))
R=.\/(o,-x)* +1] o -
Opin =0, — R
Opx =0, T R
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(i1))  Nudo compresion-compresion-traccion (C-C-T)

Este nudo queda definido por el encuentro de dos bielas y un tirante. Por lo tanto, dentro de la
zona nodal se va a producir una transmision de esfuerzos entre el tirante y el hormigon por
tensiones tangenciales de adherencia. Si las dimensiones de la zona nodal estan limitadas por
la anchura de las otras dos bielas habra que comprobar si la longitud en la que se va a
producir la transmision de tensiones es suficiente o no. En la practica esto se comprueba
comparando la longitud de anclaje necesaria para la armadura y la longitud disponible dentro
de la zona nodal. Cuando la longitud de la zona nodal sea inferior a la longitud de anclaje, el
tirante terminard de “atravesar” la zona nodal sin haber transmitido toda su tension. Esto
provocara la generacion de un bloque de compresion tras el tirante que se equilibra con las
otras dos bielas que forman el nudo.

Para la verificacion de este tipo de zonas nodales existen tres opciones. Para mas informacion
consultar la bibliografia (Miguel et al. (2009) [31]).

(ii1))  Nudo compresion-traccion-traccion (C-T-T)

Normalmente este tipo de nudos se dan por el encuentro de dos tirantes que constituyen una
misma armadura pero que se encuentra doblada. Esto genera una biela, que serd la que
condiciona la rotura del nudo y que deberd ser comprobada. Para comprobar la biela es
necesario conocer sus dimensiones, que vienen determinadas por la disposicion de las
armaduras que forman los tirantes. La anchura de la biela se calcula como:

) l+cosa . 1+ cosa
a=min2R———sin@,2R————
sin o sin

sin(a — 0)) (2.8)

donde R es el radio de doblado de las armaduras (que dependerd de su didmetro), a el angulo
que forman los tirantes entre siy 0 el &ngulo que forma la biela con uno de los tirantes.

El espesor de la biela a considerar esta limitado a 6 veces el diametro de la armadura
transversal y nunca podrd ser mayor que dos veces el recubrimiento minimo para bielas
cercanas al borde.

En este tipo de nudos se debe colocar armadura transversal a la armadura principal para que
no se produzca un efecto de corte sobre el hormigon.

(iv)  Nudo traccion-traccion-traccion (T-T-T)

Este tipo de nudos aparecen rara vez y no son recomendables. Se debe garantizar para los tres
tirantes una longitud de anclaje tal que se puedan generar tres bielas que se equilibren en una
zona nodal C-C-C.

(v) Nudos hidrostaticos

En el inicio del MBT se utilizaban zonas nodales hidrostaticas, que todavia se emplean para
la comprobacion de nudos C-C-C. Este tipo de zonas nodales se da cuando los lados del
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triangulo son perpendiculares a la linea de accion de las bielas. En estas circunstancias las
tensiones tangenciales son nulas. Este tipo de nudos no requiere comprobacion, ya que el
circulo de Mohr se reduce a un tinico punto.

Las zonas nodales hidrostaticas se extendian no solo a los nudos C-C-C, si no también a los
C-C-T y C-T-T asumiendo que los tirantes atraviesan la zona nodal y mediante una placa de
anclaje hipotética tras el nudo trasmiten una compresion a la zona nodal.

2.5.2 Recomendaciones angulares

Existen ciertas limitaciones en cuanto a los angulos méximos y minimos que se pueden dar
entre bielas y/o tirantes. Con su cumplimiento se pretenden evitar demandas de redistribucion
plastica excesivas y problemas de compatibilidad de deformaciones entre bielas y tirantes.

F
A4
A0 R T
K o e a ~30° o <45°
. ”,e 0; //' 0, ,// o 6, = 60° 6, > 45°
S ! L ’ 0, ~45° 0, >30°
,’/\ T’V \92 ?/\ % 0, ~ 45° 0, >30°

Figura IlI. 8: Recomendaciones angulares para modelos bidimensionales

Cuando el angulo formado por la biela y el tirante sea pequeno, se puede configurar una
celosia auxiliar formada por bielas cuya inclinacion con el tirante sea proxima a 45°.

2.5.3 Elementos  estructurales que constituyen regiones D
bidimensionales

El uso de modelos de BT para el proyecto de elementos estructurales que constituyen
regiones D bidimensionales estd muy extendido. Las formulas empiricas que histéricamente
se han utilizado para estos elementos tienen limitaciones en cuanto a su aplicaciéon. Como
alternativa, el MBT permite que el proyectista tenga un mejor conocimiento de cémo se
comporta realmente el elemento estructural, lo que deriva finalmente en disefios mas
eficientes. A continuacion se presentan algunos elementos estructurales que constituyen
regiones D bidimensionales.
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2.5.3.1 Ménsula corta

Se definen como aquellas ménsulas cuyas distancia a entre la linea de accion de la carga
vertical principal y la seccion adyacente al soporte, es menor o igual que el canto util en dicha
seccion d. El canto 1til " medido en el borde exterior del area donde se aplica la carga debe

ser mayor o igual que 0.5 d.

V, = 56.2 kips N
(250 kNJi
4" k(10
Ne=11.2 kips (102 mm)
-
(49.8 kN)

M 1M

._.r'llll,_

i
(356 mm)

(a) Geometriay carga (ACI SP-208 (2002) [3])

l
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(b) Modelo de BT [3]
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(¢) Difusion de las tensiones de compresion en la ménsula corta (Miguel et al. (2009) [31])

Figura Il. 9: Modelo de BT para ménsula corta

Segun el modelo de BT que se propone es necesario disponer tres tirantes (BC, AB y AD).
Adicionalmente es necesario disponer de armadura secundaria horizontal distribuida en un
canto igual a 2/3 d para controlar la fisuracion que puede aparecer transversalmente a la biela
CD por difusion de las compresiones (Figura I1. 9(c)).
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2.5.3.2Soporte con dos ménsulas cortas

Si las cargas aplicadas sobre las dos ménsulas son de igual valor y simétricas en el modelo de
BT aparece un unico tirante horizontal. Al igual que para la ménsula corta es necesario
disponer de armadura horizontal secundaria para controlar la fisuracion.

W47 kN 502 kM
1 l l H=02v
355 kN 94,2 KM e — | _F'_=“1DD H'N
" T
200
| 317-0.5a, 1l
Mo, 10 150
4-Mo. 15 i i ties —
-8, G-Mo. 15 e | 250 mm
#3 column —— Sk
ties @@ 225
column and corbel
L |
a) Modelo de BT (b) Disposicion armado
(a) 4

Figura II. 10: Modelo de BT para soporte con dos ménsulas cortas [3]

La figura inferior muestra una imagen de un soporte con dos ménsulas cortas tras su rotura en
un ensayo experimental. Como se puede observar aparecen dos fisuras diagonales y otras dos
verticales a la altura del soporte. Las primeras corresponden a las fisuras que aparecen por la
difusion de las bielas inclinadas (razon por la que se dispone armadura horizontal secundaria)
y las segundas son debidas a la traccidon horizontal que debe ser resistida por el tirante
horizontal del modelo de BT.

Figura II. 11: Soporte con dos ménsulas cortas tras rotura [3]
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2.5.3.3Viga de gran canto

Son aquellas vigas cuya relacion entre la luz / y el canto total 4 es inferior a 2 en vigas
simplemente apoyadas y 2.5 en vigas continuas. Sin considerar las posibles cargas puntuales
que puedan estar aplicadas en la viga y que generen una discontinuidad, las vigas de gran
canto son un ejemplo de discontinuidad generalizada. Incluso para situaciones de carga donde
solo esté sometida a peso propio no es aplicable la ley de deformaciones planas. Se pueden
dimensionar mediante modelos de BT, cuya validez ha sido verificada experimentalmente.
Como cualquier region D el grado de detalle del modelo va a tener influencia en la estructura
interna resultante como se puede observar de las siguientes imagenes. En el modelo (b), mas
refinado, aparece un tirante horizontal en la mitad del canto que no aparece en el modelo (a).
Se si dispone un armado como el modelo (a), aun siendo admisible, aparecerian fisuras
verticales importantes por falta de armadura.

B0+1280/4
=400 P =372 kN . .
0.5p nsp ——4 =878 kM
" ‘!’ ‘I' - \Ir 0.5P 1" 0.5
1 i : T & it ol -
i ] IJ '|1. _f L]
| ! . \
11 " r L Fue
I L]
: : E ; \ :
S " . = i
S ! | _Tg . E4.0 kM "I:
;; \1_ Il r 1
¥ L] El i 1 o
. ‘1 = . : i
r.r "." r:] Ir i !
! 86.1 kN K ' "
+ ¥ e ]
L L= 1440 }
(a) Modelo simplificado (b) Modelo refinado

Figura II. 12: Modelo de BT para viga de gran canto [3]

2.5.3.4Viga de gran canto con hueco

También se pueden aplicar modelos de BT para el proyecto de vigas de gran canto en las que
puedan existir huecos (Figura II. 13).

2.5.3.1Pantalla con hueco

Las pantallas con huecos también constituyen una discontinuidad generalizada debido a la
existencia de los huecos. El modelo de BT aplicable variard en funcion de las cargas
aplicadas y la localizacion de los apoyos. Como ejemplo se presenta un modelo que seria
adecuado para una pantalla sometida a dos cargas verticales en su parte superior y dos apoyos
en su parte inferior (Figura II. 14).
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Figura Il. 13: Modelo de BT para viga de gran canto con hueco [3]
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Figura Il. 14: Modelo de BT para pantalla con huecos [3]
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2.5.3.2 Apoyo a media madera

Los apoyos a media madera constituyen una regiéon D que se utiliza tanto en edificacion
como en obra civil. Son frecuentes los problemas debidos a la fisuracion y degradacion del
hormigén, por lo que resulta importante conocer como se comportan. La validez del MBT
para apoyos de media madera ha sido verificada por numerosos autores (ACI SP-208 (2012)
[3], Sola et al. (2011) [42)).
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Figura Il. 15: Modelo de BT para apoyo a media madera (izq. [3] y der. [42])

Existen otras configuraciones de armado alternativas para los apoyos a media madera como
la que se presenta en la figura inferior. La capacidad de adaptacion de los modelos de BT
permite que se puedan aplicar para diferentes configuraciones de armado que pueda plantear
el proyectista.

A

2-#5 —

Figura Il. 16: Modelo de BT para apoyo a media madera con disposicion de armado alternativa (ACI SP-273 (2011) [4])
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2.5.3.3 Diafragma

Debido a las grandes cargas que transmite los diafragmas para la conexion de los elementos
segmentados también se considerar regiones de discontinuidad que pueden ser estudiados
mediante el MBT. Normalmente se define una estructura interna que se encarga de transmitir
las cargas de cortante y otra que se encarga de los esfuerzos de torsion. De la combinacion de
ambos modelos resulta el armado final del diafragma.

- ¢ Bridge

Figura Il. 17: Modelo de BT para diafragma (cortante) [4]

2.6 Herramientas informaticas para el proyecto y analisis de regiones
D bidimensionales

2.6.1 Introduccion

A pesar de la amplia aceptacion del MBT en los codigos de disefio y de la sencillez del
concepto teorico, pueden existir ciertas dificultades para su aplicacion debido principalmente
a:

(1) Seleccion de un modelo de BT adecuado:

Como ya se ha comentado anteriormente existen numerosas posibilidades, pero debido a
la limitada capacidad de redistribucion plastica de las estructuras de hormigén solo
algunas son viables. Es recomendable que el modelo de BT se adapte lo maximo posible a
las trayectorias de tensiones obtenidas de un célculo eléstico lineal, admitiendo
desviaciones de +15°. Existe un método que mide a través de un pardmetro la aptitud de
un determinado modelo de BT en funcion de cuanto se aleja de la solucion elastica lineal
(Ali et al. (2001) [7]).

(11) Adaptacion iterativa de la geometria y las dimensiones de la estructura interna:

En muchas ocasiones es necesario modificar el modelo inicialmente propuesto debido al
incumplimiento de alguno de los criterios de rotura o para explorar otras soluciones que
puedan resultar mas Optimas. Sin la ayuda de una herramienta informatica el tiempo de
calculo necesario puede llegar a ser muy elevado.
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(iii)  Obtencidn de la geometria de nudos y tirantes:

Como ya se comentd en 2.5.1.3 existen diferentes opciones para la comprobacion de
nudos, que dependera de su tipologia. El proceso de comprobacion de los nudos puede
llegar a ser muy laborioso, mas si se tiene que realizar varias veces hasta ajustar la
solucion.

(iv)  Célculo de modelos de bielas y tirantes estaticamente indeterminados: ver 2.4.4.1.
(V) Diferentes casos de carga y combinaciones de carga:

Para cada caso de carga se debe definir un modelo de BT. Ademdas no es posible la
obtencion de la combinacion de cargas directamente de la superposicion de los casos de
carga.

Para solventar estos problemas se han desarrollado herramientas informéaticas que son
aplicables al proyecto y andlisis de regiones D bidimensionales. Entre éstas se encuentran las
aplicaciones desarrolladas en Purdue Univeristy [10], Swiss Federal Institute of Technology
(ETH Ziirich)[8], Stuttgart Universitit [38], University of Illinois at Urbana-Champaign [48],
Kyungpook National University [51], Universidad Politécnica de Valencia [32] y Cornell
University [7]. Algunas de estos programas se describen a continuacion.

2.6.2 Riickert (1991) [38]
2.6.2.1Introduccion

De la Stuttgart Universitit, bajo la supervision de Schlaich y Schéfer, procede uno de los
primeros programas para el analisis de regiones D bidimensionales. La representacion grafica
no puede ser comparada con otros programas que se presentan a continuacion debido a la
diferencia de tiempo que los separa. El objetivo principal que se pretende conseguir
implementando los modelos de BT en un programa de ordenador es ayudar al proyectista con
una herramienta fécil de usar, con un entorno grafico, que le permita definir, modificar,
analizar y disefar regiones D bidimensionales; y conseguir asi aumentar la difusion del MBT.
El paso de implementar el MBT en un ordenador necesita de algunas adaptaciones ya que
inicialmente el método estd pensado para aplicarse a mano.

2.6.2.2 Estructura del programa

Las tareas necesarias para el proyecto de regiones D por el MBT son: (i) disefio conceptual,
(i1) idealizacion del modelo estructural, (iii) analisis del mismo, (iv) dimensionamiento de los
elementos, (v) definicion de los detalles y (vi) dibujo de planos. Previo al desarrollo del
programa existian programas que podian realizar estas tareas, pero de manera aislada, pero no
existia un programa que los integrara. Por tanto debia ser el propio usuario el que transfiriera
los resultados de salida de un programa como datos de entrada del otro, teniendo incluso que
adaptarlos segun los requerimientos de cada uno. Con el programa que se describe en este
apartado se pretende desarrollar un sistema integrado que agrupe en un solo programa todas
estas tareas. Los mddulos de los que esta compuesto son:

2-24



Capitulo 2
Estado del conocimiento

(1) Programa de disefio asistido por ordenador (CAD) donde el usuario pueda definir
y modificar los modelos, y donde se representen los resultados de salida.

(i)  Programa de elementos finitos para analizar la estructura.
(ii1))  Programa para el dimensionamiento de los elementos segun el MBT.

Todos ellos conectados por una base datos donde se almacenan los resultados de cada uno de
los mddulos. Para facilitar su manejo también se dispone de una interfaz grafica interactiva y
un programa de control.

2.6.2.3 Proceso de disefio

La principal aportacion de este programa es que permite transformar automaticamente las
trayectorias de tensiones obtenidas de un andlisis lineal con elementos finitos en un modelo
de BT. También permite que el usuario defina el modelo de BT previamente obtenido a mano
o adaptado de casos comunes conocidos. Se proponen estructuras internas que sean
mecanismos en equilibrio, ya que asi se garantiza que existe una unica geometria estable para
la transmision de cargas, ya que para estructuras internas estaticamente determinadas o
indeterminadas su geometria puede ser casi cualquiera cumpliendo con el equilibrio, a pesar
de que estén muy lejos de lo natural. Para solventar el problema que supone analizar un
mecanismo se usa un programa de analisis no lineal geométrico, similar al que se pueda
utilizar para el calculo de estructuras de cables. Si el modelo propuesto es el obtenido
directamente de las trayectorias de tensiones se tiene la ventaja de que el modelo ya esta en
una posicion estable y representa el flujo de cargas.

I T

. . 7
trajactorias Mddal

Figura II. 18: Modelo a partir de las trayectorias [38]
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2.6.3 CAST-Computer-Aided Strut-and-Tie (Tjhin y Kuchma(2004)[48])
2.6.3.1Introduccion

Se trata de una herramienta informatica de descarga gratuita y desarrollada desde 1998 en la
University of Illinois, pensando tanto para su aplicacion académica como profesional,
haciendo el proceso de proyecto de regiones D mucho mas eficiente y transparente,
permitiendo también la posibilidad de explorar otras soluciones alternativas. Se dispone de
una interfaz unica donde se generan y modifican los posibles modelos de BT, se realiza el
calculo de las fuerzas que aparecen en los elementos, se selecciona el armado y se comprueba
la capacidad resistente de bielas y nudos.

2.6.3.2 Estructura del programa

Propuesta modelo analisis y disefio Resultados
T USUARIO
Interfaz grafica de usuario
\l/ ,l\ ORDENADOR
Modulo de analisis Procesamiento de las Moédulo de analisis de
carga-deformacion combinaciones de carga las zonas nodales
Analisis de la celosia interna Modulo de dimensionamiento

Figura Il. 19: Representacion esquematica de la estructura interna de CAST [48]

2.6.3.3 Tratamiento de las bielas, tirantes y zonas nodales

Los elementos disponibles para la definicion del modelo son bielas de hormigén, tirantes de
armadura y zonas nodales. Se considera una forma prismatica para las bielas y se asume que
la distribucion de tensiones a lo largo del ancho de la biela es uniformemente distribuida. Por
lo tanto, la tension en cada biela se calcula directamente dividiendo la fuerza por el area de la
biela, que es igual al producto del ancho por la dimension de la pieza en la direccion
perpendicular al plano de estudio.

F,
ﬁ—w (2.9)
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Los tirantes pueden estar constituidos por una o varias capas de armadura. Se considera que
la armadura esta embebida y uniformemente distribuida a lo largo de una zona prismatica de
hormigén. El propio tirante se considera con una forma ideal prismatica y el calculo de la
tension se realiza de manera similar a las bielas.

fi=—" (2.10)

La geometria de las zonas nodales queda definida directamente por la interseccion de los
anchos efectivos de las bielas y los tirantes y se discretizan en tridngulos para estimar su
estado tensional. La tension en cada uno de estos tridngulos es constante y el salto de tension
entre triangulos se produce en las lineas que los separan. Estas lineas de discontinuidad se
introducen a partir de los vértices de la zona nodal para poder satisfacer la condicién de
equilibrio en las mismas.

El niimero de minimo de tridngulos #, en el que se debe dividir una zona nodal para que se
pueda alcanzar las condiciones de equilibrio depende del nimero de lados que define la zona
nodal 7n,. Si el nimero de lados es par se aplica la ecuacion (2.11) y si es impar la ecuacion
(2.12). Asi, para el ejemplo de la Figura II. 20, donde el nimero de lados de la zona nodal es
cinco se deben disponer al menos cinco tridangulos.

n, =2ns -4 (211)
n, :2ns -5 (212)
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Figura Il. 20: Ejemplo tratamiento de una zona nodal por descomposicion en triangulos [48]

Para el célculo de la fuerza que aparece en cada elemento, si la estructura interna propuesta es
estaticamente determinada se obtienen directamente del equilibrio. Si el modelo de BT
propuesto es estaticamente indeterminado existen dos opciones (i) considerar la rigidez de
cada uno de los elementos para calcular la distribucion de fuerzas o (ii) simplificar el modelo
a la suma de estructuras estaticamente determinadas.
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Una vez conocidas las fuerzas que aparecen en cada uno de los elementos de la estructura
interna se debe proceder a su dimensionamiento. El dimensionamiento de las bielas es
sencillo ya que se selecciona un ancho efectivo para cada biela tal que la capacidad resistente
de la biela sea superior a la demandada. Se aplica un coeficiente reductor que varia entre 0 y
1 para tener en cuenta las diferentes circunstancias que se pueden dar en una biela y que
afectan a su resistencia.

El proceso para el dimensionamiento de los tirantes es similar. Se dispone una o varias capas
de armado para que la capacidad resistente del tirante sea superior a la demandada. El ancho
efectivo de cada tirante se selecciona de manera que no se supere la tension maxima en los
extremos del tirante. Se debera garantizar que:

f,ﬁASifny, (2.13)
w,t

t

Para comprobar las zonas nodales se verifica que en ninguno de los tridngulos en los que ha
quedado divida la zona nodal se supera el criterio de fallo biaxial de tensiones. Para los nudos
C-C-C se emplea el criterio de Mohr-Coulomb modificado, despreciando la posible
contribucion del acero. Para los nudos C-C-T, C-T-T y T-T-T, la contribuciéon del hormigon
se tiene en cuenta a través del criterio de Mohr-Coulomb y la del acero considerando un
comportamiento elasto-plastico. Como el numero de incognitas es superior al nimero de
ecuaciones para la resolucion del sistema se emplea el método simplex.

2.6.3.4Proceso de disefio

El proceso a seguir para el disefo y analisis de una region mediante el programa CAST es el
siguiente:

- Se definen los limites de la region D, bien numéricamente, mediante el raton o
seleccionando una de las plantillas disponibles. En caso de que sea necesario
modificar la geometria de la region se puede ajustar la posicion de los nodos en
cualquier instante del proceso de disefio. Las cargas aplicadas, las placas de carga, las
propiedades de los materiales y las condiciones de apoyo se definen mediante la barra
de herramientas.

- El usuario define la celosia interna para la transmision de las cargas.

- Se procede al andlisis de la misma y como resultados se obtienen las fuerzas que
aparecen en cada uno de los elementos (Figura IL. 21).

- El usuario selecciona y dispone el armado de refuerzo y el ancho de cada una de las
bielas.

- Se evalta la capacidad resistente de bielas y tirantes asi como las tensiones que
aparecen en las zonas nodales. Tras este primer andlisis el usuario puede modificar las
caracteristicas de los nudos. Esta modificacion provoca una variacion de la geometria
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de la estructura interna y de los propios nudos y, por tanto, de las tensiones en las
zonas nodales. Una vez que el usuario considera que alcanzado un buen disefio puede
proceder a su impresion.
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Figura Il. 21: Salida de resultados tras el andlisis de la celosia [48]

2.6.3.5Evolucién CAST2FEA (Park et al. (2010) [36])

Parametros de entrada

CAST PlaneNL
Disefio de la estructura Analisis no lineal con
por el MBT elementos finitos

Mejora del disefio

Generador de malla Comprobacion de la Postproceso
Generacion automatica capacidad resistente y Representacion de los
de la malla de EF criterios de disefio resultados

Soluciodn final

Figura II. 22: Representacion esquemdtica de la estructura interna de CAST2FEA [36]
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El CAST2FEA integra en una misma herramienta el programa CAST y un programa de
analisis no lineal de elementos finitos llamado PlaneNL, que incluye el comportamiento del
hormigén mediante el conocido modelo constitutivo MCFT (Modified Compression Field
Theory) (Vecchio y Collins (1986) [50]). La idea principal reside en evaluar mediante un
analisis no lineal de elementos finitos el modelo de BT definido en el CAST.

El CAST2FEA esta compuesto de una serie de modulos para (i) la generacion automatica de
los resultados de entrada para PlaneNL a partir de los resultados de CAST, (ii) la creacion de
una malla para el anélisis de elementos finitos y (iii) un postproceso para la representacion de
los resultados. Permite evaluar el estado limite de servicio y el estado limite Gltimo.

2.6.4 Método de los Elementos Finitos Bielas y Tirantes MEFBT
(Miguel et al. (2002) [32])

2.6.4.1 Introduccion

El MEFBT (Método de los Elementos Finitos Bielas y Tirantes) [32] es un programa
desarrollado por la Unidad Docente del Departamento de Ingenieria de la Construccion y
Proyectos de Ingenieria Civil de la Universidad Politécnica de Valencia para el analisis y
proyecto de regiones D bidimensionales. Esta herramienta estd basada en el método de los
elementos finitos y es capaz de configurar automaticamente un modelo de BT a partir de la
configuracion de armado propuesta por el proyectista, siendo capaz incluso de configurar
estructuras hiperestaticas internas de bielas y tirantes.

2.6.4.2 Estructura del programa

Def. geometria, condicio- N Def. armado (localizacion; Def. modelo
nes de contorno y cargas localizacion y cuantia) de BT Resultados
USUARIO
Interfaz grafica de usuario —
ORDENADOR
Analisis lineal Dimensiona- Dimensiona- Comprobacion Comprobacion
miento lineal || miento no lineal armado modelo de BT

Figura Il. 23: Representacion esquematica de la estructura interna de MEFBT
2.6.4.3 Particularidades
(1) Modelizacion de las condiciones de contorno

Para evitar los problemas de convergencia que se pueden generar debido a las distorsiones
que generan los apoyos puntuales, el programa permite definir apoyos tipo placa que se
extienden a lo largo de una determinada longitud definida por el usuario. También las cargas
aplicadas sobre la region pueden ser puntuales o distribuidas
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(i)  Armadura

El programa permite la consideracion de las armaduras a través de elementos finitos tipo
barra, representando cada armadura bien por un Unico elemento o por varios tramos. También
permite una representacion difusa en la que el usuario define la orientacion de la armadura y
la cuantia.

(iii))  Anclaje armaduras

Existe la posibilidad de comprobar o dimensionar el anclaje de las armaduras segin la EHE,
el eurocodigo EC-2 o la norma americana ACI. En caso de querer aprovechar esta opcion el
usuario debe definir el tipo de anclaje (prolongacion recta, patilla o gancho en U, o barra
transversal soldada), las condiciones de adherencia (buena o deficiente) y el recubrimiento de
hormigon.

2.6.4.4Proceso de disefio
El proceso a seguir para el disefio y analisis de una region con el MEFBT es el siguiente:

- El usuario debe comenzar por la definicion de la geometria de la region D, bien
mediante el raton o introduciendo las coordenadas del contorno numéricamente.
Paralelamente se puede definir la resistencia y los coeficientes de seguridad del
hormigén y el acero y los coeficientes de eficiencia para la comprobacion de bielas y
zonas nodales.

- Tras haber definido la geometria se habilita la opcion de mallado, mediante la cual el
area definida se divide en elementos finitos triangulares automaticamente. Como
resultado aparece en pantalla el nimero total de elementos finitos y nodos generados.

- Se definen las condiciones de contorno y las cargas aplicadas sobre la region.

- El usuario puede optar por realizar un analisis lineal para identificar los flujos de
tensiones y disponer de acorde a ellos la armadura en las zonas donde aparezcan
tracciones o directamente disponer la armadura.

- Si el usuario durante la definicion del armado también ha fijado la cuantia el
programa comprueba si se excede la capacidad resistente de la region o no.

- Si se ha definido la localizacion de las armaduras pero no su cuantia se procede al
dimensionamiento de la armadura, bien considerando un comportamiento lineal en
compresion del hormigén (dimensionamiento lineal) o considerando un
comportamiento elasto-plastico (dimensionamiento no lineal). En caso de que alguna
armadura no sea necesaria el programa la elimina.
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Figura II. 24: Andlisis de una pantalla con huecos sometida a cargas laterales con el MEFBT
(Miguel y Fernandez (2011) [34])

Tras el dimensionamiento o comprobacion de la region se puede definir un modelo de BT
mediante elementos tipo barra y comprobar la capacidad resistente de las bielas y de las
zonas nodales. Durante el proceso de definicion del modelo el programa va guiando al
usuario para que finalmente se defina una estructura de barras estaticamente determinada. Si
que es posible definir configuraciones de armado que den lugar a estructuras hiperestaticas,
pero no en el médulo de comprobacion del modelo de BT.

2.7Modelos de bielas y tirantes para regiones D tridimensionales

El estudio de regiones D tridimensionales se suele simplificar en la mayoria de las ocasiones
al analisis de modelos bidimensionales debido a que no existen recomendaciones sobre como
considerar la interseccion entre bielas y tirantes ni una formulacidon especifica para
comprobar las zonas nodales. Sin embargo ya en 1987 Schlaich et al. [40] enunciaban que “si
el estado tensional no es predominantemente plano, como en el caso del punzonamiento o
cargas concentradas, se deberian utilizar modelos de bielas y tirantes tridimensionales”. De
acuerdo con Reineck et al. (2011) [23] cuando la analogia 2D no es posible la formulacion de
un modelo espacial puede ser bastante compleja, asi como encontrar geometrias congruentes
para las zonas nodales 3D. Por consiguiente debe llevarse a cabo una mayor investigacion
sobre estos aspectos y definirse criterios adecuados de rotura para la resistencia de zonas
nodales tridimensionales.
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2.7.1 Capacidad resistente de las zonas nodales tridimensionales
2.7.1.1 Geometria de las zonas nodales

A pesar de la importancia de las zonas nodales, que en la practica en muchas ocasiones da
lugar a la rotura del elemento estructural, no existe casi informacidon sobre como comprobar
su capacidad resistente en modelos tridimensionales. Una de las dificultades que se presenta
reside en como definir la geometria de la zona nodal, no existiendo muchas recomendaciones
al respecto.

Chantelot y Mathern (2010) [13] proponen un método para definir una geometria nodal
consistente. El método consiste en identificar las esquinas que forman la zona nodal a partir
de conocer las dimensiones de las placas de apoyo y de la altura de la zona nodal. Proponen
una geometria paralelepipeda para las zonas nodales, que tiene como ventaja que el centro de
gravedad de un paralelepipedo resultado de la interseccion de varias bielas coincide con la
interseccion de los ejes de las bielas hexagonales que la forman. Una vez definida la
geometria de la zona nodal a partir de la geometria de las bielas conocidas, la geometria del
resto de bielas se puede obtener por proyeccion del paralelepipedo que forma la zona nodal
en la direccion del vector que define la biela. Darse cuenta que esta proyeccion genera una
forma hexagonal, que se puede dividir en un paralelogramo y dos triangulos. El
paralelogramo resulta de proyectar la cara diagonal del paralelepipedo y los dos tridngulos de
la mitad de las caras inferior y superior. El centro de gravedad del hexagono coincide con el
del paralelogramo, que coincide a su vez con la proyeccion del centro de gravedad del
paralelepipedo, por lo que se garantiza el equilibrio de momentos en el nudo.

Figura Il. 25: Biela hexagonal a partir de zona nodal paralelepipeda
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El area de la biela depende de la geometria de la zona nodal y de la direccion de la biela.
Segun demuestran los autores el area de las bielas que se obtiene con este método es siempre

mayor o igual que utilizando la analogia 2D por lo que la capacidad resistente estimada para
las bielas es también mayor.

A'B'=|AB~(4B-v)v (2.14)
Area(hexdgono) = f(4'B',B'C',C'D',D'E'\E'F',F' 4') (2.15)

2.7.1.2 Resistencia del hormigon

Segun resultados experimentales llevados a cabo en cubos sometidos a un estado triaxial de
compresiones, la capacidad resistente del hormigén aumenta considerablemente con
compresiones transversales (Figura I1. 26). Este incremento puede llegar a ser de cinco veces
la resistencia a compresion uniaxial si la tensidon de compresion transversal es igual a la
resistencia uniaxial del hormigon. Este aumento se puede tener en cuenta a la hora de
comprobar zonas nodales que resulten de la interseccion de varias bielas.
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Figura Il. 26: Resultados de ensayos triaxiales de compresion sobre probetas cubicas de hormigon
(Chuan-zhi et al. (1987) [14])

Algunas normas dan recomendaciones sobre como cuantificar este incremento de resistencia.
El EC-2 [18] permite en los casos donde las tensiones transversales superen el valor de
0.75fx aumentar la resistencia de calculo del hormigoén hasta:

fcd4 :k4(1_ ;;%jfcd (2.16)

donde k4 es igual a 3.0.
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2.7.2 Recomendaciones angulares

Las mismas limitaciones angulares para las regiones D bidimensionales comentadas en el
apartado 2.5.2 son extensibles a las regiones tridimensionales, haciéndose referencia al
angulo real que forman las bielas y/o los tirantes en el espacio. Este angulo se calcula segtn:

biela vtirante

%
0 =acos
‘vbiela ’

(2.17)

Vtirante

2.7.3 Elementos  estructurales que  constituyen regiones D
tridimensionales

Como ejemplos de elementos estructurales que constituyen regiones D y cuyo
comportamiento en rotura es marcadamente tridimensional pueden citarse los encepados de
pilotes, las zapatas rigidas, los calices de cimentacion de soportes prefabricados y los
diafragmas para la conexion de los elementos en puentes segmentados, entre otros.

La bibliografia existente respecto a regiones D tridimensionales se limita casi exclusivamente
al estudio experimental de encepados de pilotes y a la comprobacion de la aptitud del MBT
para predecir los resultados experimentales. Las conclusiones y resultados obtenidos ponen
de manifiesto que el empleo del MBT para el proyecto de encepado de pilotes es mucho mas
racional y da lugar a un disefio mas eficiente que otros métodos.

2.7.3.1Encepados de pilotes
2.7.3.1.1 Campafias experimentales

El método de disefio para encepados de pilotes que historicamente se ha usado es el
dimensionamiento a nivel seccion. Este método se divide en dos pasos: (i) dimensionamiento
a cortante, donde se calcula el canto minimo del encepado para que la resistencia a cortante
del hormigdn sea superior al cortante actuante y (ii) dimensionamiento a flexion, donde se
calcula el armado longitudinal necesario al igual que se haria para un viga de hormigon
armado sometida a flexion, asumiendo una ley plana de deformaciones. Sin embargo, como
bien han concluido numerosos autores tras la realizacion de campanas experimentales, este
método de dimensionamiento no resulta adecuado e incluso puede llegar a quedar del lado de
la inseguridad.

Como alternativa se propone la aplicacion del MBT. El hecho de que el MBT tenga en cuenta
el flujo de fuerzas dentro de la estructura y no solo las fuerzas que aparecen en algunas zonas
lo hace mucho més fiable a la hora de predecir el comportamiento de los encepados de pilotes
y, por tanto poder dimensionarlos.

El estudio experimental de los encepados de pilotes es anterior al nacimiento del MBT debido
a los problemas frecuentes que ha acarreado su uso. Entre 1955 y 1958 Blevot y Fremy [12]
ensayaron alrededor de 100 encepados, aunque la mayoria reducidos a escala 1:2 y 1:3 para
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estudiar la influencia de la configuracion de armado (armadura en bandas, en cruz o
distribuida). De estos ensayos se concluy6 que concentrar el armado sobre los pilotes (tal y
como se deriva de la aplicacion del MBT) supone un incremento de la capacidad resistente
para los encepados de 4 pilares del 20% comparado con una distribucion uniforme, que era la
distribucion recomendada por la norma de construccion ACI.

Clarke (1973) [15] tras ensayar 15 encepados de 4 pilotes llego a conclusiones similares a las
obtenidas por Blevot y Fremy, aunque el incremento de la capacidad resistente lo reducia al
14%. También observo que cuando se disponia la armadura sobre los pilotes el anclaje de la
misma se veia favorecido por el efecto de confinamiento causado por la biela inclinada.

Sabnis y Gogate (1984) [39], tras ensayar 9 encepados de cuatro pilotes a escala 1:5 variando
la cantidad de armado, concluyeron que el ACI Building Code, basado en un disefio
seccional, debia ser revisado porque no captaba el comportamiento real de los encepados,
especialmente de los de gran canto.

Ya tras la aparicion del MBT, Adebar et al. (1990) [5], realizaron la primera campafia
experimental para verificar la aptitud del MBT para encepados. En total ensayaron 6
encepados, 4 de ellos en forma de diamante con diferentes disposiciones de armado, un
encepado rectangular con armaduras en banda y otro encepado en cruz.

TA1

(e)

Figura Il. 27: Planta encepados ensayados por Adebar et al. (1990) [5]

De los ensayos obtuvieron varias conclusiones. Por un lado observaron que suponer una
distribucion plana de tensiones esta muy lejos de la realidad y que las cargas de rotura que
estimaba el codigo ACI 318-83 estaban en muchas ocasiones del lado de la inseguridad,
debido principalmente a la sobrevaloracion de la importancia del canto efectivo en la
resistencia, despreciando la importancia del armado longitudinal. También, la norma ACI
predecia incorrectamente la resistencia del encepado (f) comparado con el (d), suponiendo
que la ausencia de hormigon en las esquinas supone una disminucién importante de la
capacidad resistente. Pero en realidad, y segiin asume el MBT, esta parte no tiene influencia.
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En cuanto a la rotura de los encepados, no se produjo por aplastamiento del hormigoén si no
por la aparicion de una fisura de splitting longitudinal a la biela. A pesar de haberse
alcanzado la plastificacion de las armaduras en la rotura, la ductilidad era escasa.

Mas tarde Adebar y Zhou (1996) [6] propusieron limitar la tension de las bielas en las zonas
nodales para que las armaduras alcancen la plastificacion y evitar que se produzca la fisura de
splitting de las bielas.

Figura II. 28: Modelo de BT tridimensional para un encepado de cuatro pilotes (Adebar y Zhou (1996) [6])

Suzuki et al. (2000) [45] ensayaron 34 encepados con el objetivo de evaluar la influencia de
la distancia de los pilotes al borde del encepado. En muchos de los ensayos la rotura se
produjo por cortante antes de plastificar la armadura horizontal, aun cuando estaban
dimensionados para romper por flexion segiin el MBT. Esto se debia a la escasa longitud
disponible para el anclaje de la armadura.

Mas recientemente Gu et al (2009) [24] estudiaron el comportamiento de 4 encepados de
cuatro pilotes con diferentes configuraciones de armado: distribuida, en bandas perimetrales,
en aspa y una combinacion de las dos anteriores. Concluyeron que la configuracion de
armado en aspa es la de mayor resistencia y la configuraciéon en bandas entre pilotes
adyacentes la de mayor ductilidad sin pérdida de capacidad resistente importante.

2.73.1.2 Modelos de bielas y tirantes para encepados

El modelo de BT para una carga centrada es sencillo y ha sido estudiado experimentalmente
como se ha comentado. Para los casos en los que pueda aparecer flexion los modelos
recomendados ya no son tan sencillos, ademis de que no han sido comprobados
experimentalmente.

En la siguiente ilustracion se plantean dos modelos de bielas y tirantes que se proponen en la
bibliografia (ACI SP-273 (2011) [4]) para el caso en el que el momento sea tal que genere
tracciones en dos de los pilotes. En una de las configuraciones toda la armadura es ortogonal
(a) y en la otra se dispone armado inclinado (b).
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Figura II. 29: Modelo de BT para encepado con pilote en traccion [4]

2.8 Herramientas informaticas para el proyecto y analisis de regiones
D tridimensionales

No existen en la actualidad herramientas informaticas para el estudio de regiones D
tridimensionales. Si que se han realizado estudios numéricos de regiones D tridimensionales,
pero estos estan limitados a la proposicion de un modelo de BT tridimensional y al analisis
del mismo mediante un programa de elementos finitos de barras (Chantelot y Mathern (2010)
[13]). También existen algunos modelos tedricos de elementos finitos que generan
automaticamente el modelo de BT aplicando técnicas de optimizacion topoldgica. Un
ejemplo de estos Ultimos se comenta a continuacion.

2.8.1 Leuetal. (2006) [27]

Aunque no se puede considerar como un programa especifico para el proyecto de regiones D
tridimensionales, Leu et al. (2006) proponen una metodologia para facilitar la definicion de
modelos de BT tridimensionales a partir de una optimizacion topoldgica. Inicialmente se
parte de un modelo de elementos finitos sometido a unas cargas determinadas y con unas
condiciones de contorno, asumiendo un comportamiento elastico lineal del material. A partir
de esta configuracion inicial se procede a eliminar aquellos elementos que menos energia de
deformacion acumulan, que de algin modo es un indicador de que apenas colaboran en la
capacidad resistente de la estructura. Este proceso se repite eliminando en cada iteracién un
nimero maximo de elementos, hasta que se encuentra una estructura con una nueva topologia
mas Optima que la inicial. Esta nueva configuracion en la que Unicamente permanece el
material estrictamente necesario es la que define el modelo de BT tridimensional. En la
Figura II. 30 se muestra un ejemplo de la optimizacidon topologica para una viga
bidimensional.
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Figura II. 30: Optimizacion topoldgica bidimensional aplicada a una viga a flexion [27]

Segin los autores esta metodologia permite incluso resolver problemas estaticamente
indeterminados. Para calcular la rigidez relativa de cada uno de las bielas se considera la
contribucion de los elementos finitos existentes en su entorno. Se suman los volumenes de
todos los elementos finitos que hayan permanecido tras la optimizacion topoldgica y se
encuentren dentro del radio de influencia de la directriz de la biela. Por lo tanto, se debe
definir un radio de influencia alrededor de la directriz de cada biela (» en la Figura II. 31), lo
que en un espacio tridimensional genera un cilindro y dos semiesferas en los extremos.
Finalmente el area de esa biela se calcula dividiendo la suma de los volimenes de los
elementos finitos entre la longitud de la biela. Evidentemente el radio de influencia elegido
influira en los resultados (Figura II. 31) y ademas ese radio no tiene por qué ser el mismo
para cada todos los elementos del modelo de BT. Pese a ello los autores consideran que se
puede establecer un rango de radios validos para cada elemento en particular para los que la
los resultados finales apenas varian. Por ejemplo, para el elemento considerado en la Figura
II. 31 el rango de radios 13-20cm seria aceptable.

180 [
150

120

ﬂ 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Cut of distance r

Figura II. 31: Area efectiva vs. radio de influencia para una biela de compresion (ud.cm)[27]
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3 Objetivos especificos y alcance

3.1 Objetivos especificos

Los objetivos especificos de la investigacion son:

Revision y andlisis del estado del conocimiento sobre el MBT:

A pesar de la relativa juventud del MBT, se han realizado grandes avances y el
uso del mismo estd bastante extendido para regiones D bidimensionales. Sin
embargo, este conocimiento bastante exhaustivo sobre los modelos de BT
bidimensionales no es extensivo a las tres dimensiones en el estado actual del
conocimiento. No existen, por ejemplo reglas precisas sobre la manera de tratar
las zonas nodales en 3D.

Existen herramientas informaticas (MEFBT [32], CAST [48]) que se pueden
aplicar para el analisis de regiones D bidimensionales. La extrapolacion de las
hipodtesis realizadas en el campo bidimensional al campo tridimensional puede ser
la via de abordar el problema.

Por otra parte, ha habido algunos autores que han tratado la modelizacion de
regiones D tridimensionales con el MBT a través de técnicas de optimizacion
topologica (Leu et al. (2006) [27], Liang et al. (2002) [28]).
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Desarrollo de un modelo teodrico para la simulacion del comportamiento de estructuras
de hormigén armado tridimensionales, que sea capaz de generar automaticamente el
campo tensional dada la configuracién de armado proporcionada por el proyectista, a
partir del cual se pueda definir el modelo de BT.

Dado que el hormigdén es un material cuya caracteristica principal es su baja
resistencia a traccion en comparacion con su resistencia a compresion en un buen
niumero de aplicaciones ingenieriles se puede despreciar la resistencia a la
traccion, como es el caso de los MBT. Por tanto, resulta necesario desarrollar un
modelo numérico tridimensional para la modelizacion de estructuras de hormigén
armado que tenga en cuenta la posible fisuracion del mismo en una, dos o tres
direcciones.

El desarrollo del modelo tedrico implica la implementacion del algoritmo de
resolucion en un lenguaje de programacion computacional que permita aplicar las
técnicas numéricas propias de la ingenieria estructural.

El marcado comportamiento no lineal de las estructuras de hormigén armado
exige un elevado coste computacional para tratar en cada escalon de carga del
proceso iterativo, tanto las ecuaciones de compatibilidad como de equilibrio. A
pesar de que los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales
representan una ayuda para garantizar que finalmente se alcance una solucion de
equilibrio, es frecuente que se den problemas de convergencia. Por tanto, resulta
imprescindible la implementacion de métodos que garanticen la convergencia del
proceso.

En este trabajo, se plantea la extrapolacion al campo tridimensional de la
metodologia planteada en el programa MEFBT (Método de Elementos Finitos
Aplicado al Método de Bielas y Tirantes) desarrollado en la unidad docente de
Hormigén del Departamento de Ingenieria de la Construccion y Proyectos de
Ingenieria Civil de la Universidad Politécnica de Valencia.

Finalmente, se plantea la validacion de las hipdtesis adoptadas en el modelo
numérico y su posterior implementacion, a través de los resultados experimentales
obtenidos de la literatura cientifica sobre elementos estructurales con marcado
caracter tridimensional.

3-2



Capitulo 3
Objetivos especificos y alcance

3.2 Alcance

La investigacién planteada en este trabajo se enmarca en una linea de investigacion que
implica tanto la modelizacion numérica como experimental de elementos estructurales de
hormigén armado con un marcado comportamiento tridimensional y en los que no es valida
la aplicacion de la hipotesis de Navier.

El trabajo presentado en este documento pretende abordar la extensiéon al campo
tridimensional del algoritmo base implementado para 2D en el MEFBT. Dicho algoritmo
consiste en proporcionar el campo de tensiones de compresion en el hormigén dada una
armadura.

Como mejoras al cuerpo del algoritmo presentado en este documento, se pueden plantear:
dimensionamiento de la armadura, estudio de zonas nodales tridimensionales,
comprobaciones sobre bielas o la modelizacion de la adherencia hormigon-armadura, etc...







4 Descripcion del modelo numérico propuesto

4.1 Planteamiento general del método de los elementos finitos

4.1.1 Introduccion

En la resolucion de problemas complejos que aparecen en la vida real a menudo se recurre a
subdividirlos en problemas mas sencillos que puedan ser resueltos mas facilmente y después
a partir de las soluciones de estos subsistemas obtener la respuesta del problema original.
Este procedimiento se sigue no solo en ingenieria, si no también en otras areas cientificas y es
la idea fundamental del método de los elementos finitos.

El método de los elementos finitos es un método aproximado de resolucion de problemas
continuos. El medio continio se discretiza en un numero finito de elementos, cuyo
comportamiento queda definido por un nimero finito de pardmetros asociado a ciertos puntos
caracteristicos denominados nodos. El sistema completo se forma por ensamblaje de los
elementos finitos y la solucion se obtiene siguiendo las reglas de los problemas discretos. Las
incognitas del problema pasan a ser los valores que toman ciertas funciones (en el caso de
estructuras los desplazamientos) en los nodos, en lugar de tener que obtener una funcion
valida para todos los puntos de la estructura. Posteriormente el valor de la funcién en el resto
de puntos se obtiene por interpolacién de los valores conocidos en los nodos mediante
funciones de interpolacion, también conocidas como funciones de forma.
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Aparece pues frente al medio continuo la idea de discretizacion. La discretizacion siempre
supone una aproximacion a la realidad excepto si la discretizacion se realiza indefinidamente.
En este ultimo caso el resultado final seria el propio medio continuo, pero el problema so6lo se
podria resolver mediante ecuaciones diferenciales. Aprovechando la capacidad de los
ordenadores para resolver problemas discretos, el ingeniero debe encontrar una discretizacion
tal que le permita aproximarse a la solucion real del problema continuo sin tener que recurrir
a la solucion analitica que sera muy compleja y en algunas ocasiones incluso inabordable.

La precision de los resultados obtenidos mediante el método de los elementos finitos depende
de: (i) el niimero de elementos finitos en el que se ha discretizado el medio continuo y su
distribucion (malla empleada), (ii) la definicion de las condiciones de contorno, (iii) el
método de resolucion del sistema de ecuaciones (especialmente cuando el comportamiento
del material es no lineal como en el hormigoén), y (iv) las ecuaciones constitutivas empleadas
para caracterizar el comportamiento de los materiales.

En el campo de las estructuras de hormigén armado y pretensado, el uso del método de los
elementos finitos estd muy extendido y proporciona resultados que se aproximan muy bien al
comportamiento real experimentado. Permite considerar fenomenos como la fisuracion (tanto
de manera continua como discreta), la adherencia entre acero y hormigén, el fendémeno de
tension-stiffening, etc.

4.1.2 Formulacion del método de los elementos finitos
4.1.2.1 Principios basicos del analisis estructural

La resolucion de un problema estructural consiste en conocer la respuesta que tendra una
estructura con unas determinadas caracteristicas (dependiente de su geometria, materiales y
condiciones de contorno) frente a unas cargas determinadas F(x,y,z). La respuesta de la
estructura quedara caracterizada por el campo de desplazamientos u(x,y,z), las deformaciones
€(x,y,z) y las tensiones 6(x,y,z). El problema reside en establecer como se relacionan estos
cuatro campos. Las ecuaciones de equilibrio, constitutivas y cinematicas sirven de enlace
segun el siguiente esquema:

Equilibrio Constitutivas Cinematicas
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4.1.2.2 Elementos finitos, nodos y funciones de forma

En el andlisis estructural la incognita principal es el campo de desplazamientos, ya que a
partir de €l se pueden calcular el resto de incognitas. De manera general, para una estructura
continua el campo de desplazamientos podria expresarse segun:

u(x,y,z) =C(x,y,2)A (4.1)

donde u(x,y,z) representa el campo de desplazamientos en el medio continuo, A es un vector
que agrupa los desplazamientos del medio continuo conocidos y C(X,y,z) una matriz de
interpolacion formada a partir de unos polinomios predefinidos. El problema pasa a ser la
obtencion del vector A y la matriz C(x,y,z), a partir de los cuales se pueden obtener el resto
de desplazamientos.

Seglin se ha comentado anteriormente, en el método de los elementos se dicretiza el medio
continuo en partes mas pequefias. De igual manera que se aplica (4.1) para la estructura
completa se puede aplicar para un elemento finito de los que la forma resultando en:

u,(x,y,2)=C,(x,y,2)A, 4.2)

donde el subindice e hace referencia al elemento finito. Dentro de cada elemento finito los
polinomios que definen Ce(x,y,z) serdn los mismos, por lo que se aplicard la misma
interpolacion. A los puntos cuyos desplazamientos definen el vector A, a partir de los cuales
se calcular el resto se les denomina nodos. Dicho de otra manera, se denominan nodos a los
puntos del elemento finito en funcion de cuyos desplazamientos se expresan los
desplazamientos de cualquier punto del elemento finito. Si se expresa ahora (4.2) segtn lo
comentado en este parrafo resulta:

u,(x,y,z)=N,(x,y,2)r, (4.3)

donde r. es el vector de desplazamientos nodales (seran las incognitas a calcular) y Ne(x,y,z)
las funciones de forma del elemento finito para interpolar los desplazamientos en el resto de
puntos. Las dimensiones de ambos dependeran del espacio del problema y del nimero de
nodos del elemento finito. Para el tetraedro lineal que se trata posteriormente el vector r.
tiene 12 filas (cuatro nodos por tres grados de libertad en cada nodo) y la matriz N, 3 filas
(tres grados de libertad por punto en el espacio) y 12 columnas.

Segun (4.3), para un determinado punto de coordenadas (X;,y;,z;) su vector desplazamiento se
calcula como:

r; :ue(xj’yj’zj):ZNi(xj’yf’Zj)ri (4.4)

4-3



Modelo Numérico de Elementos Finitos para el Estudio de
Regiones D Tridimensionales mediante Modelos de Bielas y Tirantes

4.1.2.3 Propiedades de las funciones de forma

Existen varias propiedades importantes de las funciones de forma que se comentan en este
apartado. En primer lugar, y partiendo de (4.4) es evidente que si el punto (X;y;z)
seleccionado corresponde con un nodo del elemento finito, el vector desplazamientos r; sera
igual al desplazamiento r; del nodo ya conocido. Para que esto se cumpla las funciones de
forma deben estar definidas de manera que:

Ni(x;,y,,z,)=1->si i=]
S S (4.5)
N(x,,y,,2,)=0—>s1  1i#]

Ademas, aplicando un movimiento de solido rigido a sobre el elemento finito provocara que
todos los puntos del elemento se desplacen lo mismo, incluido los nodos:

a= ZNi(x,y,Z)a (4.6)

Para que esto se cumpla es necesario que la suma de las funciones de forma en un punto
determinado del elemento finito sea igual a la unidad:

ZNI (x,,z)=1 4.7)

lo que es coherente también con (4.5).
4.1.2.4Ecuaciones cinematicas

Segiin lo visto anteriormente las ecuaciones cinematicas son las que relacionan las
deformaciones y los desplazamientos. Esta relacion se establece de la siguiente manera:

& = ZLij”j :ZLij[ZNjk”k} = Z{ZLUNJ-/{}% = ZBikrk (4.8)
7 7 k kLT ;
e, =B,r, (4.9)

A la matriz que relaciona los desplazamientos de los nodos r. con las deformaciones del
elemento finito en un punto cualquiera dentro del elemento se le conoce como matriz B, o
matriz de desplazamientos. En el apartado 4.3.3 se describe como se obtiene esta matriz para
el caso del tetraedro de cuatro nodos. Para ese caso el nimero de filas de la matriz es igual a
6 (existen seis deformaciones en el espacio) y el numero de columnas 12 (cuatro nodos por
tres grados de libertad de cada nodo).
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4.1.2.5Ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones constitutivas relacionan deformaciones y tensiones. Esta relacion puede ser
lineal o no lineal. Para el hormigdn y el acero sera no lineal ya que su rigidez depende del
estado de deformacion al que estan sometidos.

Comportamiento lineal > 6 -6, = D(g—¢,) (4.10)
4.11
Comportamiento no lineal > Ac =D Ag = ZG Ag (+-11)
5

4.1.2.6 Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio se obtienen aplicando el principio de los trabajos virtuales segiin
el cual el trabajo de las fuerzas exteriores aplicadas sobre una estructura debe ser igual al
trabajo de las fuerzas internas que aparecen debido a la deformacion que experimenta la
estructura:

e

>| [oulp.dv+[oultds+aulP, |= [%&le.dV (4.12)
Ve S, eV,

El término a la izquierda de la igualdad representa el trabajo realizado por las fuerzas
externas, que pueden ser fuerzas por unidad de volumen p., fuerzas por unidad de superficie
t. o fuerzas puntuales P, que se integran en sus respectivos dominios. El otro término
representa el trabajo realizado por las fuerzas internas debido a la deformaciéon que
experimenta la estructura por las cargas externas aplicadas. Este trabajo se obtiene como
suma del trabajo realizado en todos los elementos finitos que componen la estructura. El
trabajo interno de cada elemento finito se calcula al integrar en el volumen del elemento
finito el producto de las deformaciones y las tensiones. El simbolo & hace referencia a que el
desplazamiento impuesto es virtual.

Segun (4.4) y (4.9) se puede escribir:

du, =dr, N’ (4.13)
5’ = 5B/ (4.14)

Y sustituyendo (4.13) y (4.14) en (4.12) se tiene que:

e

Yor!| [Nlp,av+ [NIt,dS+N!P, |=Y o [Blo,dV (4.15)
Ve Se € Ve
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Cada elemento finito tiene su propio sistema de referencia local. Sin embargo es necesario
que a la hora de considerar su contribucion a la respuesta global de la estructura se tome
como referencia un sistema de coordenadas global comun para todos los elementos finitos. El
cambio de coordenadas locales a globales se realiza mediante la matriz de cambio de ejes T..
Aplicando esta matriz de cambio de base a los desplazamientos:

rGe = Tere (4 16)

donde el subindice G hace referencia a que esta referido al sistema de coordenadas global.
Sustituyendo (4.16) en(4.15):

> o, TF, = Ze:&rGTeTe J Ble,dV @.17)

e

De la misma manera se realiza un cambio de ejes de las fuerzas exteriores aplicadas en el
elemento finito:

F,. =TF, (4.18)
y sustituyendo en (4.17):
T T T
S ol =Y ST, IBecedV 4.19)
e e v,

Como los desplazamientos de los grados de libertad que sean comunes a varios elementos
finitos deben ser los mismos se puede escribir:

(§rGi)el = (§rGi)e2 =...= (5rGi)em = 5rGi (4.20)

ZérGi(ZFGe,} - Z%{ZZT@, [Bjo.av } (4.21)

donde el término Z5rG,- puede simplificarse resultando en:

1

;FGei :ggTely—iBgGedV (422)

El primer término representa las fuerzas nodales externas equivalentes y el segundo las
fuerzas nodales internas:

fne = > Fy, (4.23)

fni = ZZTeiiJ.ijcedV (4.24)
e v,
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4.1.2.7Formulacion para elasticidad lineal

Considerando un comportamiento elastico lineal del material, el vector de tensiones de (4.24)
puede escribirse como:

Ge = 6eO +De(se _860) = 6eO +DeBere _DegeO (425)

donde o6 y &0 representan las tensiones internas antes de aplicar la carga y las
deformaciones no mecénicas (retraccion), respectivamente. Sustituyendo (4.25) en (4.22) se
tiene:

e

ZFGei = ZZTeij IB:j(Geo + DeBere - DegeO )dV (426)
e j 7

y desarrollando el producto:

> F, = ZZ]:T] JB;DeBeTeTrGedV + Z;Tj Vj B (6,, ~ D &, )dV 427)

e

ZFGei = ZZde IB;De[ZBel(ZTearGek jjdV + ZFGeoi (428)
e e j v, 1 k e

Teniendo en cuenta (4.20) se tiene que:

ZFGei = ZZ[ZZTeu[J‘B;DeBeldVJTe; \]I/Gk + ZFGeoi (429)
ke j o1 v, e

e

Obviando los términos Tej y Teix cuya funcion es realizar el cambio de ejes de locales a

globales, en (4.29) se puede identificar que el término J.BZjDeB 01dV estd multiplicando al
Ve

desplazamiento rgx dando lugar a una fuerza. En fisica a la razon entre la fuerza aplicada y el

desplazamiento obtenido debido a esa fuerza se le conoce como rigidez y se le identifica por
la letra K. Sustituyendo este término:

Z FGeoi = z Z (Z Teij Kjl Te;c }Gk + Z FGem’ (430)
e ke e

j o1

ZFGeoi = ZZKGeVGk +ZFGeoi (431)

e k
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F=Kr +F, (4.32)

donde F es el vector de fuerzas nodales externas, K la matriz de rigidez de la estructura, r el
vector desplazamiento de los nodos y Fy el vector de fuerzas debido a tensiones internas
previas a la aplicacion de la carga y/o deformaciones no mecanicas.

4.2 Métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales

Puede ocurrir que para los desplazamientos nodales r calculados, las fuerzas nodales internas
no igualen a las fuerzas nodales externas. En ese caso se define una funcién residuo que se
obtiene como diferencia de los dos vectores de fuerza:

y(r) =fne —fni(r) (4.33)

El residuo aparece cuando el comportamiento de la estructura es no lineal debido al material
y/o la geometria. Existen diferentes estrategias de resolucion de sistemas de ecuaciones no
lineales. Habitualmente se emplean métodos iterativos con el objetivo final de obtener un
vector de desplazamiento r tal que haga nulo o minimice lo maximo posible el residuo. Se
distinguen dos grandes grupos de métodos, en funcion de si el nivel de carga es constante o
no durante el proceso de convergencia.

(1) M¢étodos con nivel de carga constante: son aquellos en los que las fuerzas externas
aplicadas sobre la estructura no varian durante el proceso de convergencia. Dentro
de este grupo se encuentran el método de iteracion directa, el método incremental,
el método de Newton-Raphson, el método de Newton-Raphson modificado y el
método de Cuasi-Newton.

(i)  Métodos con nivel de carga variable o métodos de control de respuesta: son
aquellos en los que la magnitud de las fuerzas externas aplicadas no es constante.
Pertenecen a este grupo el método de control por arco (arc-length), el método de
Chrisfield, el método de camino plano y el método de control de respuesta con
desplazamiento impuesto.

En el presente trabajo fin de master se ha empleado el método de Newton-Raphson que se
describe a continuacion. Ademds se ha incorporado una estrategia denominada método
globalmente convergente para garantizar la convergencia.

4.2.1 Método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson es un método con nivel de carga constante. El método esta
basado en el empleo de la matriz tangente para la busqueda de la solucién de equilibrio que
anule la funcion residuo definida como:

o T
vy =F = 2T, [BlodV 434)

4-8



Capitulo 4
Descripcion del modelo numérico propuesto

Derivando (4.34) y suponiendo que B, no depende de r. la matriz tangente se calcula segun:

j B’ aﬁ@d AV == T, [BID,B,dr,dV =
e v,
=-Y"T, [BID,B,T]dr,dV ==Y | >'T,| [BID,B.dV T ldr, = (4.35)
e v, J e v,

= —Z{ZT K, T, }dr@ ZKTZ drg
J

donde la Unica variacion respecto de (4.29) es que se debe emplear la matriz constitutiva
tangente Dr a partir de la ley constitutiva que relaciona ¢ y €. Si B. depende de r. la matriz
K7 tiene més términos que corresponden a la no linealidad geométrica. Sin embargo, para el
MBT no se considera la no linealidad geométrica.

Partiendo de una configuracién con unos desplazamientos r; y con un residuo y; y teniendo
en cuenta que el objetivo es alcanzar un residuo nulo, el incremento de desplazamientos
necesario es:

Ay (r,) =0-y(r) = -K,(r,)Ar,, (4.36)

Y el nuevo desplazamiento se obtiene segun:

r.

i+1

=r, +Ar,, (4.37)

Este proceso debe repetirse hasta encontrar uno vector desplazamientos r tal que anulen el
residuo. Gréaficamente la resolucion del problema se indica en la siguiente figura.

fne

Yo

¥

Figura IV. 1: Método de Newton-Raphson para la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales
(Delgado (2008) [17])
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Y de forma esquematica se resume como sigue:

L (4.38)
y(r)=F-YT [Blc,(r)dV (4.39)
Ar,, =-K;'(r)y(r) (4.40)
ri+1 = ri + Ari+1 (441)
y(r.)=F-XT [Blo,(r,)dV (4.42)
NO

Jy(r,,)=0? (4.43)
(4.44)

Si
rsul (445)

4.2.2 M¢étodos globalmente convergentes
4.2.2.1Planteamiento del problema de convergencia

Es frecuente que en la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales no se alcance una
solucion de equilibrio aplicando los métodos anteriormente mencionados. Hay que tener en
cuenta las limitaciones de los mismos, sobre todo cuando el comportamiento del material es
marcadamente no lineal como ocurre en las estructuras de hormigon.

Particularizando para el método de Newton-Raphson el lector debe darse cuenta que
partiendo de una solucion r; no equilibrada, el método busca una nueva solucion a partir de la
rigidez tangente que tiene en ese momento. Si la variacion de la rigidez de la estructura en el
tramo entre r; y ri+Ari;; no es muy acusada el método de Newton-Raphson proporcionaréd una
nueva solucién en la que el residuo habra disminuido considerablemente. Sin embargo si se
produce una pérdida de rigidez importante en ese tramo, puede llegar a darse el caso de que el
residuo para la nueva solucidon ri+Ari:; sea incluso mayor que el residuo de la solucion
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anterior r;. Estos estados no obstante pueden ser necesarios para llegar a la solucion final,
pero frecuentemente pueden impedir que se llegue a una solucion de equilibrio. De una
manera simplificada se representa este problema graficamente en la figura inferior. Se puede
observar que aplicando el método de Newton-Raphson para la curva de comportamiento roja,
cuya derivada no varia demasiado a lo largo de Arj; se logra reducir el residuo
considerablemente de la iteracion i a la i+/. No ocurre lo mismo para la curva azul, donde el
residuo aumenta. Para problemas unidimensionales no parece un grave problema ya que tarde
o temprano acabard convergiendo. Sin embargo en sistemas complejos de muchos grados de
libertad este problema puede llegar a producir una variacion de residuos sin rumbo fijo y no
llegar a converger nunca a una solucion equilibrada.

7 I S

\ 4

ri Ar. I.i+1

itl

Figura IV. 2: Residuos obtenidos aplicando el método Newton-Raphson aplicado a dos estructuras con
diferente comportamiento

En estructuras de hormigén, donde sobre todo la fisuracion pero también la plastificacion de
las armaduras provocan una pérdida muy importante de la rigidez van a aparecer este tipo de
problemas. Por lo tanto, resulta necesario implementar un método adicional que solucione los
problemas numéricos de convergencia. En el modelo numérico aqui presentado se ha
implementado un método globalmente convergente. La implementacion del mismo fue
fundamental para garantizar la convergencia del modelo numérico.

4.2.2.2 Planteamiento del método globalmente convergente

Un método globalmente convergente es aquel que utiliza una estrategia de convergencia
global de manera que en cada iteracion se consigue reducir el residuo respecto de la iteracion
anterior. Dicho de otra manera, en las sucesivas soluciones que se van obteniendo a lo largo
del proceso iterativo que supone un método de convergencia como el Newton-Raphson el
método globalmente convergente garantiza que en cada iteracion la solucion obtenida es al
menos mejor que la anterior.
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El principio fundamental del método globalmente convergente consiste en modificar a la baja
mediante un factor 4 el incremento de desplazamientos calculado segun el método de método
de convergencia hasta conseguir una reduccion del residuo entre dos iteraciones.

r,, =r +AAr,, (4.46)

donde el incremento de desplazamientos Ar;j:; para el método de Newton-Raphson segun
(4.36) se calcula como:

Ar, =K, L@ )y(r) (4.47)

1

Al ser el residuo un vector, se debe definir un valor numérico que permita comparar distintas
soluciones entre si y poder determinar si la solucion ha mejorado o no. Para ello se define una
funcion f(r;) a partir de la norma del vector residuos:

fap=2wapw @) (4.48)

A partir de (4.48) se define una funcidon g andloga que incluye el factor A reductor de
incrementos de desplazamientos:

g(1,)=f(r+AAr, )= ;‘I’(ri + ﬂ'nArm)‘VT(ri +4,Ar,) (4.49)

Si en (4.49) 4 es igual a cero, g(4,) es igual a la mitad del valor de la norma del residuo al
inicio de la iteracion. Y si 4 es igual a la unidad g(4,) toma el valor de la mitad de la norma
del residuo para la nueva posicion calculada segin el método de resolucion del sistema de
ecuaciones no lineales (para el caso aqui tratado Newton-Raphson):

1 T
A =02, =g(0)=_wr)y" (r) (4.50)
1
A=1->g=g)= E‘I’(ri +Ar, Y (r, +Ar,) (4.51)
Puede ocurrir que la norma del residuo de la iteracion i+/ sea menor que la de la iteracion i
(g1<gy), en cuyo caso la nueva solucion obtenida por el método de Newton-Raphson se

acepta directamente. De no ser asi, se define la funcion g(4) como una funcién cuadratica que
se construye a partir de la informacién disponible en 1p=0y A;=1.

g(A)= £, +28r,) = [g, - g, - g ¥ + gid + g, (4.52)

donde gy y g; ya son conocidos de (4.50) y (4.51). Para calcular g’y es necesario derivar en
primer lugar (4.49) respecto de 4:
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g'(A,) = f1(r,+ 2,Ar,) = VE-Ar, = (w(r)K, )~ (K;'w" (1) =-wr)y' () (4.53)

, T
gh,)==wr)y" (1)=-2g, (4.54)
Sustituyendo ahora (4.54) en (4.52) se obtiene:

g(/i) = f(ri +A‘Ari+1) = [gl — & +2g0]/12 _2goﬂ“+g0 =

(4.55)
=g + g, 1’ 28,4+ g,

Se recuerda que el objetivo es encontrar un valor 4 que minimice la norma del residuo o lo
que es lo mismo, que minimice la funcidon g(4). Para buscar el minimo de (4.55) se deriva la
funcion y se iguala a cero:

g'(A)=2[g +g,1-2g,=0 (4.56)

El minimo de la funcion g(4) definida segin (4.55) se da para:

l_ gO

= 4.57
g *T8& ( )
Sustituyendo este nuevo valor de 4 en (4.49) se puede calcular el nuevo residuo:
1
A, = 8o -8, =8(4)=_vy( + ﬂzArm)‘I’T(ri +AAr,) (4.58)
g *+8& 2

Si este nuevo residuo es menor que el residuo al inicio de la iteracidon gy se acepta A, como
factor reductor del incremento de desplazamientos. Pero si sigue siendo mayor serd necesario
volver a buscar un nuevo 4. Para las siguientes iteraciones de define la funcién g(4) como una
funcién cubica en 4, ya que ahora se dispone de un nuevo punto de informacion (4o, 4;, 4, con
sus respectivos g, g1, £2).

gA)=at’ —-bA +giA+g,=al —bA -2g A +g, (4.59)

Se puede plantear un sistema de dos ecuaciones para obtener los valores de a y b a partir de
los valores conocidos de g(4) en 4; y 4,:

gh)=g=a-b-2g,+g,=g (4.60)

3 2
8 8 g 4
g(ﬂz):g( : J:a( ¢ j _b( ¢ j _2g0( ° j+go =& (4.61)
8 +& g T8 g T8 g t8
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Que escrito en forma de sistema de ecuaciones resulta en:
a iz —1A -g,(1-2
{ }:[ 1 i ;}{& gl /11)} (4.62)
b — LA A4 | g —g(1-24)

A partir de los valores a y b calculados a partir de (4.62) se obtiene un valor A que minimiza
la funcion (4.59):

2
l=—b+«/b +6-a-g, (4.63)

3a

En caso de que el residuo calculado para el nuevo 4 sea todavia mayor que el inicial gy debe
continuarse el proceso. La funcion g(4) seguird siendo cubica seglin (4.59) pero para definir
la nueva funcion se consideraran los valores de los dos ultimos pasos realizados, es decir para
An-2Y An-1, ¥ la informacion para A=0:

a 1/ 2 -1/ 2 L, —g,(1-24,
— n—22 nz—l gn 2 gO ( 2 ) (464)
b — A Ay An A L 8a — & (1-24,.)

n—1

A partir de los valores a,b obtenidos de (4.64) se volveria a calcular el nuevo 4, segiin (4.63).

Darse cuenta que en caso de no encontrar una soluciéon mejor que la inicial, el método
globalmente convergente lo que hace es ir reduciendo poco a poco el incremento de
desplazamientos inicial obtenido hasta que encuentre un residuo menor. De hecho, aunque no
se puede generalizar, para los casos estudiados y que se presentan en el siguiente capitulo, el
método globalmente convergente se aplica en practicamente todas las iteraciones y sin su
aplicacion no se suele converger a una solucion de equilibrio. Normalmente el factor 4, suele
ser suficiente para disminuir el residuo respecto de la iteracion anterior.

Como ultimo apunte sobre el método globalmente convergente aplicado debe mencionarse
que para evitar problemas de convergencia numérica, el ratio entre dos A obtenidos

consecutivamente debe estar comprendido entre 0.5 y 0.1 (0.1 < ﬂ“”% < 0.5).
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4.3 Descripcion del elemento finito

4.3.1 Justificacion de la eleccion

El elemento finito que el programa emplea para la modelizacion de regiones D
tridimensionales es el tetraedro de cuatro nodos, también conocido como tetraedro lineal o
tetraedro de deformacion constante. La razon por la que se ha escogido un tetraedro y no otro
volumen es porque permite adaptarse a cualquier geometria. Ademas existen algoritmos que
realizan el mallado de volimenes a partir de tetraedros, lo que facilita su implementacioén. En
cuanto al numero de nodos, el tetraedro de diez nodos o cuadratico es mucho mas eficiente,
especialmente para el analisis tensional, y seria interesante implementarlo en el futuro, pero
por el momento se ha decidido utilizar el tetraedro lineal ya que es mas sencillo.

4.3.2 El tetraedro lineal
4.3.2.1 Geometria del tetraedro

En la siguiente figura se representa la geometria de un tetraedro de cuatro nodos, que queda
definido por las coordenadas en el sistema de referencia global de sus cuatro esquinas. Se
asume que las cuatro esquinas no estan contenidas en el mismo plano. El elemento tiene seis
aristas rectas, cada una definida por dos esquinas, y cuatro caras planas definidos por tres
nodos. Al dominio ocupado por el tetraedro se le denomina Q°.

('xl’ylazl)a(xZ’y2722)’(x35y3>Z3)5(x45y4JZ4) (465)

4 (X4,V021)

3 (x3,)323)

2 (-"2)'2=<'-2)

Figura IV. 3: Tetraedro de cuatro nodos o lineal (Felipa (2012) [20])
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El volumen total que encierra el tetraedro, que no debe confundirse con el dominio Q°, se
calcula facilmente a partir de las coordenadas de los vértices segun:

1111
X X X X
V:J.EdQe:ldet I LT L (4.66)
Q 6 Vi Va2 Vs Vs 6 6

A la matriz J se le conoce como matriz jacobiana J y su determinante siempre debe ser
positivo. Para que esto se cumpla, el sentido de numeracion de los nodos 1,2 y 3, visto desde
el nodo 4 debe ser en el sentido contrario a las agujas del reloj. Si el determinante de J es
igual a cero indica que los cuatros nodos son coplanares y por tanto no estan definiendo un
volumen. Este hecho deberia identificarse como un error.

4.3.2.2 Coordenadas tetraédricas

Un punto dentro de un tetraedro se puede definir bien por sus coordenadas cartesianas (X,y,z)
o por sus coordenadas tetraédricas. Mientras que en el sistema cartesiano se necesitan tres
coordenadas para definir un punto, en coordenadas tetraédricas son necesarias cuatro
coordenadas adimensionales.

$1:62,85:G,4 (4.67)

El valor de & es uno en el nodo i y vale cero en el resto de nodos, incluida toda la cara
opuesta. La variacion de & es lineal con la distancia y todos los puntos del tetraedro
contenidos en un plano paralelo a la cara opuesta al nudo i tiene la misma coordenada ;.

&;=0 enla cara
234 opuesta a
la esquina 1

N

1 3
&

%1:1 / Ve

§,=3/4
§=112

g=1/4 2

Figura IV. 4: Descripcion coordenadas tetraédricas naturales [20]
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Para un punto arbitrario P perteneciente al tetraedro, su coordenada tetraédrica &; se puede
calcular de dos modos:

h,
(i) é/,- = (4.68)

donde £, es la distancia desde el punto P a la cara opuesta a la esquina i y 4; es la distancia
desde la esquina i a su cara opuesta.

V i
(ii) gi=" (4.69)

donde V,; es el volumen definido por el punto Py los vértices de la cara opuesta y V es el
volumen del tetraedro.

Existe una restriccion que deben cumplir las cuatro coordenadas tetraédricas, ya que exceden
en uno el nimero necesario para definir un espacio tridimensional. Esta restriccion es:

G+, +g+¢, =1 (4.70)
que resulta facil de comprobar a partir de la definicion de las coordenadas tetraédricas segiin

la ecuacion (4.69) y teniendo en cuenta que V,;+ V,,+ V,3+ V4 debe ser igual al volumen V'
del tetraedro.

V. +V  +V . +V V 14 14 14
pl p2 p3 p4 pl p2 p3 p4
= — —+—+———é +é +é +é =1 4.71
4 v v % % 1 2 3 4 ( )

En el sistema de coordenadas tetraédrico las coordenadas de los vértices pasan a ser (1,0,0,0),
(0,1,0,0), (0,0,1,0) y (0,0,0,1). Esto simplifica mucho las funciones de forma, lo que va a
permitir expresiones matematicas mucho mas compactas como se vera a continuacion.

N (€1,¢5,¢5.¢4) =¢; i=1234 (4.72)

4.3.2.3 Interpolacion lineal

Cualquier funcion lineal Fi(x,y,z), cuyos valores en los vértices del tetraedro sean Fj, F», F3y
F4 se puede interpolar en términos de las coordenadas tetraédricas como:

F(x,y,2)=F(¢,,{,,65,6,) =&, + F,¢, + ;¢ + F, ¢, (4.73)
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4.3.2 .4 Transformacion coordenadas cartesianas-coordenadas tetraédricas

A pesar de que el uso de las coordenadas tetraédricas permite expresiones matematicas mas
sencillas, algunos resultados como desplazamientos, deformaciones o tensiones se deben
expresar en el sistema general cartesiano {X,y,z}. Por lo tanto se necesita establecer una
matriz de cambio de base entre las coordenadas cartesianas y las tetraédricas. A continuacién
se describe como se establece este cambio de base.

El tetraedro lineal es un elemento isoparamétrico, lo que significa que se emplean las mismas
funciones de forma tanto para la geometria como para el resto de incdgnitas, como pueden ser
los desplazamientos. Darse que para el esquema inferior, las funciones de forma Ny, N, N,
Ny coinciden con las coordenadas tetraédricas seglin (4.72).

Coordenadas tetraédricas Geometria
&1, &2, &3, &4 X,Y,Z
Funciones de forma Interpolacion de
Ni, Np, N3, Ny desplazamientos uy, uy, u,

Y utilizando las mimas funciones empleadas para interpolar una funcion a partir del valor de
la funcion en los vértices del tetraedro (4.73), se puede establecer la relacion entre las
coordenadas tetraédricas y las coordenadas cartesianas:

X(61,8,5,65,64) = X8, +X%,8, + X85 + x84 =X,
W(€1,67,85:8,) =18 + .8, + ¥383 + V6, = VG, (4.74)
2(61,65,83,84) =216, + 2,8, + 2385 + 2,6, = 2,6,

A partir de (4.74) se establece la relacion matricial:

1 1 1 1 1]}[¢
o G T B < - (4.75)
Y LT ST A O
z z z, zy z,]|¢,

Esta matriz 4x4 que relaciona coordenadas tetraédricas y cartesianas es la matriz jacobiana
definida en (4.66). La relacién inversa se obtiene por inversion de la matriz jacobiana
resultando en:
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¢ OVor  VinZan = VnZy XpZyp —XpZy  XpVn — XV || 1

¢ _ 1 OV, VsiZys = VuZis  XigZy —XpsZay XV~ X34dis || X (4.76)
¢; OV | 6Vos  VouZis = ViaZoa  XiaZog —Xp4Ziy XpgVia — Xidag ||V '

4 OVoy  VisZor = VinZsi  XuZin —X3Zyy Xp3Vy — XYy |2

Donde para simplificar la expresion se ha introducido las siguientes abreviaciones:

Xy =X X, Yy =Y~V Z; =27z (4.77)

OV = X, (V324 = Y423) + X3(V425 = ¥224) + X,(1,23 — ¥32,)
6V, = X, (V423 = ¥324) + X5(0Z4 = 142) + X, (132, — 1123)
6Vos = x,(0,24 = ¥42,) + X, (042, = 1124) + X, (012, = 1,2)
6V, = X,(132, = ¥,23) + X, (023 = 132)) + %, (1,2, = 1,2,)

(4.78)

Si en la expresion (4.76) se hace coincidir las coordenadas (x,y,z) con el origen de
coordenadas cartesianas (0,0,0), se obtiene:

i =VylV ¢, =VylV &=V lV Co=VyulV (4.79)

que si se compara con (4.69) se identifica que Vy,; es el volumen que encierra el tetraedro
definido por la cara opuesta al vértice i y el origen de coordenadas cartesianas (0,0,0).

En (4.80) se compacta la expresion de (4.76) para facilitar su manejo posteriormente.

. 6V, a b ¢ ||l

Sl 1 0V, a, b, ¢ |]x (4.80)
s oV 6Vy, a; by < ||y .

¢4 6V a, b, ¢, ||z

4.3.3 Calculo de la matriz B¢

4.3.3.1 Campo de desplazamientos

El campo de desplazamientos dentro del tetraedro se obtiene por interpolacion a partir de los
desplazamientos de los vértices y de las funciones de forma. Haciendo en la expresion (4.73)
Figual u,, u, y u. se tiene que:
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_ e e e e _
u, =u Ny +u N, +u Ny +u Ny=u g +u,0, +u 0 +u,g,
— e e e e __
uy _ulel +uy2N2 +uy3N3 +uy4N4 _uylé/l +uy24/2 +1/ly3§3 +uy4§4 (481)

— e e e e __
u, =u, Ni+u_ Ny +u Ni+u N;=u,g +u,{,+u g;+u,C,

Combinando (4.75) y (4.81) se obtiene la relacion que evidencia el caracter isoparamétrico
del tetraedro lineal:

1) 1 1 1 1]
X D A A ‘
Y BTN £ TR % S 4,1
Z(= 4 Zy Z3 Iy é/z (4.82)
u, Uy Uy Uy Uy 4/3
u, Uy Uy Uy Uy, )
u, (U U, Us Uy

4.3.3.2Campo de deformaciones

Las deformaciones que sufre un sélido estan relacionadas con el campo de desplazamientos
seguin:

. T, 4.83
7o2lox, o (4.83)

Por lo tanto el vector de deformaciones se puede obtener a partir del vector de
desplazamientos de la siguiente manera:

_ 7
XX gx.x 6x

' 0
Sy €y

zz zz

&= = =
2gxy 7/ xy %y
2e 3z V52 0

2¢,, Vi %
4

u, (4.84)

SO o e o
L
N

Darse cuenta que en ingenieria, para la deformacion transversal, en el vector de
deformaciones se incluye dos veces el valor calculado en (4.83), estando este valor
relacionado directamente con la variacion angular que se produce.
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Combinando (4.81) y (4.84):
0
Z

&y &y
UgG tu,d, tusgy+u,d,
UGy UG, + UGy +u,d, (4.85)

u, & G, tu sl +u,d,

zz gZZ

€= = =
0
2€xy 7 xy Ay

0

%

2‘9yz 75z 0 %
0

2¢e,, Vi %
| /0z

N
Vo o o o

Uyl

%oy o9 %2 oo o % g g %a oy g ||un

Oox Oox ox ox U,

P 0o %1 o g %2 o o %o, g % 4 ||,
gxx oy oy y oy 2
u

el e o o o ay o flue| (480

Vye dy  Ox oy Ox oy ox oy Ox Uy
Y o 91 % o, 95 96 0% 0¢3  o 0C4 0gy ||
X oz oy oz oy oz oy oz oy || 2
%1, 06 9 o 05 0gy 063 0gu ) 0gy ||

| Oz Ox 0z Ox oz Ox Oz Ox ||"y4

Uzq

En (4.86) se establece la relacion entre el vector desplazamientos u y el vector deformaciones
&, donde en u se han ordenado los desplazamientos nodo a nodo. A la matriz que relaciona los
desplazamientos con las deformaciones se le conoce como matriz B. Combinando (4.80) y
(4.86) se puede escribir:

a 0 0 a 0 O aq 0 O a 0 O
0O b 0 0 b5 0 0 b 0 0 b O

110 0 ¢ 0 O ¢, 0 0O ¢ O O ¢

g L (4.87)

Como puede observarse la matriz B® es una matriz constante para cada elemento finito, lo que
significa que el campo de deformaciones dentro de cada elemento finito serd constante. Esto
implica que so6lo va a necesitarse un punto de integracion de Gauss para cada elemento finito.
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4.3.4 Fuerzas de volumen

El calculo de las fuerzas de volumen en regiones D puede ser necesario cuando el peso propio
de la estructura sea una carga importante, como puede ocurrir en vigas de gran canto. Las
fuerzas nodales externas equivalentes se calculan de la siguiente manera:

&o000
0 ¢ 0
0 0 ¢
& o000
o o ol
e T e 2 e
f —iN bd Q2 _Je s oo o Zy dQ (4.88)
0 ¢ 0"
0 0 ¢
¢ 00
0 & 0
[0 0 &y

Para el caso de peso propio resulta en la division del peso de cada elemento finito en cuatro
partes iguales para cada nodo.

4.4 Matriz constitutiva D¢

Como ya se ha visto anteriormente, la matriz constitutiva D relaciona deformaciones y
tensiones. Para un material con comportamiento eldstico-lineal e isotropico, la matriz
constitutiva D en tres dimensiones puede escribirse como:

O x I-v v v 0 0 0 Ex
Oy v l-v 0 0 0 &y
o, E 1% v 1-v 0 0 0 &,
= (4.89)
Tyy d+v)d-2v)| 0 0 0 1/2-v 0 0 Yy
Ty 0 0 0 1/2-v 0 7y
T, | 0 0 0 0 1/2=v || Vs

donde E es el médulo de elasticidad del material y v el coeficiente de Poisson.

Sin embargo, el hormigén es un material con un marcado comportamiento no lineal debido
principalmente a su baja capacidad para resistir tracciones. Esto provoca la aparicion de
fisuras y por consiguiente la pérdida de rigidez. Esta particularidad debe ser tenida en cuenta
a la hora de obtener la matriz constitutiva en funcion del campo de deformaciones presente en
el elemento finito.
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Ademas se debe distinguir entre la matriz constitutiva secante Dg y la matriz constitutiva
tangente D, a partir de las cuales se obtienen las respectivas matrices de rigidez Ks y Kr. La
matriz secante se utiliza para el calculo del residuo en cada iteracion y la matriz tangente para
obtener el incremento de desplazamientos en cada iteracion a partir del residuo existente
segin el método de Newton-Raphson anteriormente descrito (ver Figura IV. 5).

f/\

fni (r,, ) T /
_Y
/Ktangente A’/Hl /< tangente

Jni(r,)) =K ...

i secante i+l

oo e

secante

Vv
-

ri I.i+1

Ar.

i+l

Figura IV. 5: Matriz de rigidez tangente vs. matriz de rigidez secante

En cuanto a la notacién que se utiliza a continuacion, para diferenciar el sistema de referencia
en el que el vector o la matriz estan referidos, se utilizara el superindice i cuando se hace
referencia al sistema de coordenadas general o global y el superindice / cuando se haga
referencia a la base principal. Como base principal se entiende aquella en la que las tensiones
y deformaciones tangenciales son cero y, por tanto, en la que tanto el tensor de tensiones
como el de deformaciones es una matriz diagonal. Esta base serd muy importante, ya que sera
en este sistema de referencia donde se comprobara si el hormigén ha fisurado o no, y en caso
de ser necesario se corregira el modulo de elasticidad del material en una determinada
direccion. En el sistema de coordenadas general, la base principal es una base ortonormal que
queda definida por tres vectores {u, v, w}. Estos tres vectores definen las direcciones
principales 1, 2 y 3, respectivamente, y son los vectores propios que se obtienen al
diagonalizar el tensor de deformaciones expresado en el sistema global. La matriz de cambio
de la base principal a los ejes globales es:

u v
T=lu, v, w, (4.90)

Uy V3 W
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4.4.1 Modelo de fisuracion

El modelo que se emplea para considerar la fisuracion es el de aproximacion difusa (smeared
crack approach). Este modelo es valido cuando se quiere conocer la respuesta global de la
estructura en servicio y en rotura, pero no permite estudiar el comportamiento local. No
requiere que la malla se modifique durante el analisis.

La idea fundamental es que la fisuracion hace que el hormigén pierda rigidez, aunque siga
siendo un medio contintio. Se chequea para cada punto de integracion si se rebasa o no el
criterio de fisuracion. Si se ha rebasado el criterio se modifica el modulo de elasticidad en esa
direccion y, por tanto, varia la matriz constitutiva. En el modelo numérico definido en este
trabajo fin de master se considera que el hormigén ha fisurado en una direccion principal
cuando la deformacién en esa direccion principal es mayor que cero.

4.4.2 Matriz constitutiva secante Dg°

Esquematicamente, los pasos necesarios para obtener la matriz de rigidez constitutiva secante
en los ejes generales son los siguientes:

¢ =C°' (4.91)
«—— ¢'=D,'¢ (4.92)

6 =C°D,'s! (4.93)
<« £ =C% (4.94)

6' =C°D,'C*' =D'¢' (4.95)
D' =C°D,'C* (4.96)

Se parte de la relacion que existe entre el vector de tensiones expresado en la base principal
' y el expresado en el sistema de coordenadas global ¢' (4.91) (ver apartado 4.4.2.1 para el
calculo de la matriz C° que los relaciona). Después se sustituye o' por el producto de la
matriz constitutiva en principales Dg' y el vector de deformaciones en principales €' (4.92).
De esta manera quedan relacionados ¢' y €' (4.93). Lo que interesa no obstante es relacionar
tensiones y deformaciones en el sistema de referencia global. Para ello se sustituye €' por el
vector de deformaciones en el sistema de referencia global €. Estos dos vectores estin
relacionados a partir de una matriz de cambio de base C* (4.94) (ver apartado 4.4.2.2 para el
célculo de C°).

En resumen, la matriz constitutiva Ds' en el sistema de coordenadas general se obtiene a
partir de la matriz constitutiva Ds' en la base principal y dos matrices C® y C* que relacionan
las deformaciones y tensiones en la base principal y en el sistema de coordenadas general. De
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esta manera, la modificacion del modulo de elasticidad en funcion del campo de
deformaciones no se realiza en los ejes generales, si no en la base principal, que resulta muy
sencillo como se vera posteriormente.

A continuacion se procede a describir como se obtiene cada uno de estos términos.
4.4.2.1 Matriz cambio de base tensiones C°

La matriz C°® que relaciona las tensiones segun (4.91) se obtiene a partir de los tensores de
tensiones en el sistema de referencia global y en la base principal. Se identifica a la matriz de
cambio de base de los ejes principales a los generales como T (4.90). La relacion que existe
entre el tensor de deformaciones expresado en las dos bases es:

o fy Ty o 0 0
w Oy T.|=Tx|0 o, 0|xT' (4.97)
xz 3z 2 0 0 o
On Ty Ty u, v, w o 0 0 u, U, U
wo Oy Ty [T U2 Vo Wy X 0 o, 0ix{v v, v (4.98)
‘z 3z 22 Us vy Wy 0 0 o W W, W

Queda claro en (4.98) que las tensiones en el sistema de coordenadas global estin
relacionadas con las tensiones en la base principal a través de los vectores que definen las
direcciones principales. Para obtener de manera simplificada la relacion que se establece con
cada una de las tensiones principales, se puede proceder a hacer nulas dos de las tensiones
principales. Haciendo 6, y o3 cero se obtiene:

2
xx Txy sz o_l O 0 ul ul u2 u1u3
_ T _ 2
w Op T |=Tx| 0 0 O0\XT" =|uu, u;, uu,|xo, (4.99)
2
. T, O 0 0 O U, U, U,

Realizando la misma operacion para o, y 63y escribiendo las expresiones en forma matricial
se obtiene C°:

2 2 2
O-xx ul V] Wl
2 2 2
Oy U, V2 W,
2 2 o,
. (o2 u A% W.
i P 3 3 3 o 1
¢ = = x40, =C’c (4.100)
T, ui, Vv, ww,
O3
Tyz Uslis V) V3 WoWs
Ty Wty V\v;  WW; |
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4.4.2.2 Matriz cambio de base deformaciones C*

De manera similar se puede obtener la matriz C®. No obstante, en esta ocasion el cambio de
tensor debe ser de globales a principales y la matriz de cambio de base debe ser la inversa de
(4.90). Si la base principal es ortonormal (que lo sera en nuestro caso), la inversa de la matriz
es igual a la traspuesta y la relacion final que se establece es:

g 0 0 e, 00 wooouy, uw,

0 & O0|=T"%x| 0 0 O0xT=[uv, v wwlxe, (4.101)
0 0 g 0 00 uw, vw, w

g 0 0 u, U, U - y  Ex u, v, w

0 & O0|=|v, v, v|xle, &, &.|Xu, v, W (4.102)
0 0 & Wi W, W, €. &, & Uy V3 W

En el apartado 4.4.2.1 tnicamente se sustituian en los valores de la diagonal, ya que al estar
en la base principal el resto eran nulos. Sin embargo, ahora el tensor donde se esta realizando
la sustitucion de valores es el tensor de deformaciones en el sistema global, donde los valores
fuera de la diagonal no tienen por qué ser nulos. Se sustituye pues también para los valores
fuera de la diagonal, teniendo en cuenta el caracter tensorial (el elemento 12 es igual al 21; el
elemento 23 es igual al 32; y el elemento 13 es igual al 31).

g 0 0 0 ¢, 0 2uyu, UV +U Yy UsW) U W,
T
0 & 0|=T"x|e, 0 0xT=|uy+uy 2vv, VaW t VW, X €, =
0 0 & 0 0 0 UyW| + U W,y VoW + VW, 2ww,
(4.103)
U, vy +uyvy) /2 (uywy +uywy)/2
=| (uyv +upv,y)/2 V|V, (oW +viwy)/2 | x 7y,
(Uaw, +uywy)/2 (vyw +vwy)/2 WW,

Realizando el mismo procedimiento para &yy, €4, €y, &, y €scribiendo las relaciones en forma
matricial se obtiene:

XX
&
2 2 2 b
& Uy U, Uy U, Uy Ul .
1 _ _ 2 2 2 zz | _ Ll
€ =& =V, VYV, Vi vy, Vv, vy |X =C'¢ (4.104)
2 2 2 Vi
&3 W W, Wi ww, Wo,W, WiW,
Ve
]/XZ
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4.4.2.3 Matriz constitutiva secante Ds°® en principales

La matriz constitutiva secante en principales se expresa como:

o) [E, 0 07 (e
' =o,t=| 0 E, 0 |x{e, =D{'¢ (4.105)
o, 0 0 E, &,

donde E; es el modulo de elasticidad del hormigén en la direccion principal j. Su valor
depende del valor de la deformacion principal €; en esa direccion y cada direccion principal
se trata de manera independiente, por lo que la obtencién de Ds' resulta muy sencilla.

En un principio, si todas las deformaciones principales son negativas (compresion) y menores
que la tension de plastificacion, el mdodulo de elasticidad en las tres direcciones principales es
igual al mddulo de elasticidad del hormigon. Si en una direccion principal j la deformacion es
mayor que cero implica que la deformacién es de traccion. Asumiendo que el hormigén no
tiene capacidad para resistir tracciones se supondrd que el hormigon ha fisurado en esa
direccion y por tanto el modulo de elasticidad £; se hara cero en esa direccion principal. Para
evitar problemas numéricos no se hace el valor estrictamente cero, si no que se divide el
moédulo de elasticidad del hormigén por 107, Este namero es lo suficientemente grande como
para que a pesar de poder tener deformaciones de traccion grandes en una direccion, al
multiplicar por el modulo de elasticidad fisurado la tension de traccion resultante sea
practicamente cero. Por ejemplo, con un valor divisor de 10°, como van a aparecer en
elementos fisurados grandes deformaciones de traccion podrian aparecer tensiones de
traccion en el hormigén no despreciables.

En el estado actual del programa se considera un comportamiento del hormigén elasto-
plastico en compresion, pero si se quisiera considerar cualquier otra ley constitutiva se podria
implementar facilmente. El modulo de elasticidad secante se calcularia para cada
deformacion g como division de la tension actual o; y €.

4-27



Modelo Numérico de Elementos Finitos para el Estudio de
Regiones D Tridimensionales mediante Modelos de Bielas y Tirantes

4.4.3 Matriz constitutiva tangente D1°

Esquemadticamente, los pasos necesarios para obtener la matriz de rigidez constitutiva
tangente en los ejes globales son los siguientes:

Gi = chl (4106)
«— 9, (4.107)
oe' '
c 1
00/ =, r6') = °C g1 4 o O 4.108
- ASI(CG) o (4.108)
<—— Regladelacadena (4.109)

o O _~C° == =C°D : 4.110
og' og' ° og' og’ og' Og’ T ogf ( )

867 oC° og' e oc' 0¢' _ _,0¢' 0g' . 0
O¢' 8¢ og'

A diferencia de la matriz constitutiva secante que relaciona tensiones y deformaciones, la
matriz de constitutiva tangente relaciona incrementos de tensiones e incrementos de
deformaciones. Se hace necesario por tanto obtener las derivadas del vector de tensiones ¢'
respecto de las deformaciones €', ambos vectores expresados en el sistema de coordenadas
global. Partiendo de (4.106) se derivan ambos términos respecto de las deformaciones en ejes
globales (4.107). Para facilitar el calculo de las derivadas se aplica la regla de la cadena
respecto de las deformaciones principales &' (4.109), ya que estas derivadas resultan mas
sencillas de calcular.

Segtin (4.110) seria necesario calcular la derivada de la matriz C° respecto de las direcciones
principales. En un primer momento se desprecid este término debido a la dificultad de
obtener estas derivadas de forma analitica, que representan la variacion de los vectores
principales cuando varian las deformaciones. En dos dimensiones resultan sencillas de
obtener analiticamente, pero no en tres dimensiones. No obstante se comprobd que el
programa converge a una solucion despreciando este término, por lo que finalmente se
considera que esta simplificacion es aceptable. Resultaria interesante estudiar mas a fondo en
un futuro este término ya que en principio permitiria acelerar el proceso de convergencia. De
alguna manera podria decirse que este término ayudaria a centrarse mas rapidamente a las
bielas durante el proceso iterativo

A continuacion se procede a describir como se obtiene cada uno de estos términos.
4.4.3.1 Matriz constitutiva tangente Dt° en principales

Se ha definido anteriormente a la base principal como aquella en la que las tensiones y
deformaciones tangenciales son cero. Sin embargo, cuando se habla de matriz tangente se
debe hablar de incrementos tanto de deformaciones como de tensiones. Un incremento de
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deformaciones desde una configuracion inicial provocara que respecto de la base principal de
la configuracion inicial, las nuevas deformaciones tangenciales no sean cero y, por tanto,
tampoco las tensiones tangenciales. Es necesario por tanto tener en cuenta que va a haber
variaciones tangenciales como se considera a continuacion:

do,] [E, 0 0 0 0 0 |[dg
do, 0 E, 0 O 0 0 ||ds,
y _Jdoy| |0 0 E O 0 0 ||dey | 4
do' = = =D, ds (4.111)
dr, o 0 o0 ¢G,, O 0 ||dy,
dr,, 0 0 0 0 G, 0 ||dyy,
dr,/ [0 0 0 0 0 G, ldrs;

En la expresion anterior los valores Gy; relacionan las tensiones tangenciales con las
deformaciones angulares. A continuacion se describe como obtener estos valores:

o, =0, +Acy,
0y, =0, +A0,

Oy =0, +A0,

- A
7, =0+A7, >tan20,° = -2
Oy —0np (4.112)
- A
7, =0+Ar7,, > tan20,," = _Cfm
Oy — 03
A
7, =0+A7, —>tan2,° = 1
Oy — 03
&, =& tAg,
&,y =&, +Ag,,
£y =& T Agy,
7, =0+Ay,, > tan26,," = LY
2(&, =€) (4.113)
. A
Vs =0+Ay,, > tan20,,” = s
2(ey —€33)
. A
7 =0+Ay, >tan26,," = 2N
2(g), —€33)

Partiendo de una situacion inicial donde las tensiones principales son 61, 62, 03, y su base
principal, se realiza un incremento de tensiones que supone que las tensiones en la base
principal de la configuracion inicial son 61, 622, 633, Ti2, T23, T13. El dngulo de los nuevos ejes
principales respecto de los antiguos se puede calcular a partir de estas tensiones (4.112). Del
mismo modo se puede proceder para las deformaciones (4.113).
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Aplicando el principio de coaxialidad segun el cual las direcciones principales en tensiones y
deformaciones son las mismas, los angulos de giro también seran los mismos.

tan26,,° =tan26,, tan26,,” =tan26,, tan26,,° =tan26,, (4.114)

De igualar los términos resulta que:

0, 0yp

Ar, =1 "2
2(“5‘11 _522)

Ayn =Gy, (4.115)

En esta expresion queda definida la relacion que existe entre las nuevas deformaciones
angulares y las tensiones tangenciales, expresadas ambas en la base principal antigua. En
principio seria necesario conocer Gii, G2, €11, &2 para calcular Gy,. Es decir, que seria
necesario obtener primero los incrementos Acy;, Aoy, Agy;, A€, para calcular cudl es el
incremento de las tensiones tangenciales. Como esto no es posible ya que la solucion es en
principio desconocida, se calculan los moddulos de rigidez transversal G; a partir de las
tensiones y deformaciones principales iniciales. Cuando los incrementos de tensiones y
deformaciones son pequefios el error que se comete al realizar esta aproximacion es asumible.
Aplicando esto a las tres direcciones se obtiene que:

- %u~% . 6,70,
2e),—€p) 2 &)
Oy ~ 03 0, 0
= ~ (4.116)
2y, —&33) 2e,—&;)
G.=C%1u1"9% . 0170
3 =
2, —€33)  2e —éy)

t12

123

Para considerar el comportamiento elasto-plastico del hormigoén en compresion, cuando la
deformacion del hormigoén en una de las direcciones principales supere la de plastificacion se
toma para el modulo de elasticidad en esa direccion un valor igual al médulo de elasticidad
del hormigén dividido entre 10°.

En el estado actual del programa se considera un comportamiento del hormigon elasto-
plastico en compresion, pero si se quisiera considerar cualquier otra ley constitutiva se podria
implementar facilmente. El modulo de elasticidad tangente en cada direccion principal se
calcularia para cada deformacion g; a partir de la derivada de la funcion que relaciona 6; y &;.

4.4.3.2 Matriz cambio de base tensiones C°

Comparado con el calculo de la matriz de cambio de base de tensiones para la matriz
constitutiva secante, ahora se debe tener en cuenta que el nuevo tensor de tensiones en la base
principal antigua ya no va a tener por qué ser una matriz diagonal y, por lo tanto aparecen
nuevos términos que deben considerarse. Estos nuevos términos son T2, T23, T13.
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XX Xy Xz O-ll le 7’-13

_ T
Xy O_yy yz | T'x T O T xT
Xz vz - Tz Ty O

(4.117)

Procediendo de la misma manera que en el apartado 4.4.2.1 para los estos términos no

considerados anteriormente se tiene:

Oy Ty Ty 0 7, O 2uv, UyVy + UV, CUzV) + Uy V3
- T _
Ty Oy Ty |=TXx|7 0 0 XT" =|uyw +uyv, 2u,v, UsVy +Us V3 [ X Ty (4.118)
Ty, T, O 0 0 O UsV +U vy UsVy Uy 2u3vy
.. . ¢ L
Ordenados matricialmente la matriz C° es la siguiente:
[ 2 2 2 1
O xx 23] Vi wp 2”1\/1 2V1 wp 2u1w1 011
2 2 2
ny 23 V) Wy 21421/2 2V2 %) 2142 %) (o))
2 2 2
i o u v w 2uxVv 2va W UL W o033
I _ zz | _ 3 3 3 3V3 33 33 —C%al
ol =17 = 1" l=c%'  (4.119)
Txy Uy  VIVy WIWy  UpVyHUIVy VoW + VW) UyW FU W, 712
Tyz Uyuuz VoVy WoWsz U3V) +M2V3 V3Wy +V2W3 Uzwy +M2W3 723
Txz Uy Vivy  Wiws U3V tuvye vawp +viwy o uzwp Hugws 713

A diferencia de la anterior matriz que era de 6x3 esta nueva matriz C° para el calculo de la

matriz constitutiva tangente es de 6x6.

4.4.3.3 Matriz cambio de base deformaciones C*

De igual manera también tendra que tenerse en cuenta que ahora las deformaciones angulares

principales no van a ser nulas:

& € & w €y Cr

€ Eyp &y =T"x €y &y & XT

3 &y &y v € €.
& € f &, 00 ulz UV
gy &n & |=T'x[ 0 0 O0xT=|uy, v
E &y Ep 0 0 O uw, vw

(4.120)
uw
AT - (4.121)
w;
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Ordenados de manera matricial:

. 2 2 2
1 ul u2 143 MIU2 u2u3 u1u3 gxx
& W V3 v ViV) VoV3 V3 Eyy

2 2 2
1_J&8(_| M wy w3 wiw, WoWs wiws &2z

€ = = X (4.122)

72 2upv)  2(upvy)  2uzvz)  (upvy+upvy)  (uzvy +upvy)  (uzv) +upvs) Vxy
723 2vw)  2(vawy)  2(v3wz)  (w +viwy) (3w +vow3) (3wt viws) | |7z
N3l [20qwm)  20upwy)  2(uzws)  (upwy +upwy)  (uswy +upws)  (uzwy +uws) | Ve

Darse que a la hora de expresar el vector de deformaciones se hace referencia a las
deformaciones angulares y;; mientras que de las relaciones entre tensores se obtiene &;. Por
eso, las tres ultimas filas de la matriz C* se obtienen de multiplicar por dos los resultados
obtenidos de las relaciones tensoriales.

4.5 Matriz de rigidez K°

Como ya se ha visto anteriormente, la matriz de rigidez K para cada elemento finito se
obtiene a partir de la matriz B y de la matriz constitutiva D segun:

e __ T e
K = [B'DBd0 (4.123)
&

Para la matriz de rigidez tangente se empleara la matriz constitutiva tangente Ds° y para la
matriz de rigidez secante la matriz constitutiva secante Ds°. Para un mismo elemento finito e
la matriz constitutiva D° tendra que actualizarse para cada iteracién en funcion del estado
tensional del elemento finito. La matriz B serd constante para todas las iteraciones durante el
proceso no lineal ya que no se consideran no linealidades geométricas.

Como el elemento finito escogido es de deformacion constante para calcular la matriz K*
solo es necesario un unico punto de integracion.

4.6 Contribucion armado

4.6.1 Representacion de la armadura

En el modelo numérico la armadura se modeliza por representacion discreta. Las armaduras
se tratan como elementos uniaxiales. Hormigon y armadura se encuentran conectados por los
nodos de la armadura, que serdn comunes con algunos nodos de los elementos finitos de
hormigoén. La desventaja de esta representacion es que o bien los nodos deben adaptarse a la
posicion de la armadura o la posiciéon de la armadura se debe ajustar a los nodos mas
proximos.
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Figura IV. 6: Representacion discreta de la armadura (Delgado (2008) [17])

Ademas de esta representacion existen al menos otras dos posibilidades para la modelizacion
de las armaduras pasivas en estructuras de hormigoén armado. La mas sencilla es la
representacion difusa, donde se supone que la armadura esta distribuida en el hormigén con
una orientacion particular. Su contribucion a la capacidad resistente de la estructura se tiene
en cuenta modificando la ecuacion constitutiva del hormigon, dando lugar a un material
equivalente a la suma de hormigon y acero. Esta representaciéon no es admisible para la
herramienta informatica presentada donde la disposicion de las armaduras va a tener una
influencia determinante en el modelo de BT resultante. Otro tipo es la representacion
embebida, donde se considera que las armaduras son elementos axiales construidos en los
elementos de hormigén con un campo de desplazamientos consistente con el hormigon.

4.6.2 Descripcion del elemento finito

El elemento finito elegido para modelizar la armadura es el elemento barra de 6 grados de
libertad. En realidad, debido a que tUnicamente se considera la capacidad resistente de la
armadura en su direccion axial, en el sistema de referencia local definido por el eje
longitudinal de la armadura unicamente interesan los dos grados de libertad que corresponden
con los dos desplazamientos longitudinales en ambos extremos. Con caracter general al pasar
del sistema local al sistema de referencia global estos dos grados de libertad se traducen en 6
grados de libertad en el espacio, aunque dependiendo de la orientacion de la barra podrian ser
4 (si esta contenida en un plano) o 2 (si tiene la direccion de uno de los ejes globales).

4.6.3 Comportamiento no lineal del acero

Se considera un comportamiento bilineal para el acero. El usuario puede definir los modulos
de elasticidad de ambas ramas (valores habituales son 200000 MPa para la primera rama y
1000 MPa para la segunda).

Para el célculo de la matriz de rigidez secante, el modulo de elasticidad se calcula a partir de
la deformacion de la armadura y la tension que le corresponde para esa deformacion.
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4.6.4 Matriz de rigidez armadura K°

La matriz de rigidez de un elemento que unicamente tiene capacidad resistente en su
direccion axial se obtiene facilmente. Siendo su rigidez igual a EA/L, la matriz de rigidez del
elemento en el sistema de referencia local que define su eje longitudinal es:

e EA 1 _1
K, ="2 4.124
U= [_1 J (4.124)

Tras obtener la matriz de rigidez en el sistema local es necesario realizar un cambio de ejes.
Si la direccion de la armadura se define en el sistema de referencia global por un vector de
coordenadas (aj, az, a3) el cambio de ejes se realiza de la siguiente forma:

a 0
a, 0
K —TK,"T'=| 0 E% —E% [al a, a; 0 0 0} 4125
Oal—E%E%OOOa1a23
0 a
0 a

Para cada elemento finito que compone cada armadura se calcula su matriz de rigidez y se
ensambla en la matriz de rigidez global de la estructura que considera tanto la contribucion de
las armaduras como del hormigén. Al igual que para el hormigdn se debera diferenciar para
las armaduras entre matriz de rigidez secante y matriz de rigidez tangente.
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4.7 Estructura de la herramienta informatica

Definicion Definicion

Definicion
armado

Definicion
geometria

cond.contorno careas

Caracteristicas
materiales

Usuario

Ordenador

Generacion EF Generacion
hormigon EF armado fne

Modulo resolucion Modulo Caleula k&
problema

Kri (r) [4.4]

W(ro)=fne

Ari =Ky (1) w(r)

i = tArs

Modulo Calcula
fni (ri.1)

I
y(rir)=fne-fni(r;.,)

4

i =ritAry
SW(ric)< y(ry)?

Corrige Arjyy

1 Modulo método globalmente
:_ convergente [4.5]

L

{W(rip) cumple NO
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[4.1] El usuario define:

- Geometria: limites geométricos de la region objeto de estudio y tamafio de la malla
que se aplicara para la modelizacion.

- Armado: localizacion de cada una de las barras de armado y area de las mismas.
- Condiciones de contorno.
- Cargas actuantes.

- Caracteristicas de los materiales: hormigon (resistencia a compresion, modulo de
elasticidad, coeficiente de Poisson) y acero (modulo de elasticidad, limite elastico).

[4.2] A partir de la informacién suministrada por el usuario el ordenador genera en
primer lugar la malla y luego asigna a cada uno de los elementos sus caracteristicas en
funcion de su geometria y las propiedades de los materiales definidas.

Para cada elemento finito de hormigon se almacena su tensor de deformaciones, su
tensor de tensiones, direcciones principales, matriz B, matriz D (secante y tangente),
matriz K (secante y tangente), fuerzas nodales internas, coordenadas de los nodos,
desplazamientos de los nodos. Para los elementos finitos de armadura se almacena su
deformacion.

[4.3] Para la primera iteracion el residuo es igual a las fuerzas nodales externas
aplicadas ya que se parte de la posicion no deformada y por tanto las fuerzas nodales
internas son nulas.

[4.4] Para la primera iteracion la matriz de rigidez tangente corresponde a la matriz
de rigidez no fisurada. Para iteraciones sucesivas la rigidez tangente para cada

elemento finito se calcula en funcion de su estado de deformaciones (ver apartado
4.4.3).

[4.5] Moédulo método globalmente convergente. Se calcula el incremento de
desplazamientos Ar;.; a partir del residuo y/(7;) y de la matriz de rigidez tangente. En
caso de que el nuevo residuo y(7;+;) sea mayor que el residuo de la iteracion anterior
w(r;) comienza un proceso iterativo en el que se corrige el incremento de
desplazamiento hasta que el incremento corregido sea tal que w(7;+;) sea menor que

w(ry).

[4.6] El criterio de parada no s6lo debe hacer terminar el proceso en caso de que se
alcance una solucion de equilibrio, si no que también debe evitar un proceso iterativo
indefinido en el que no se esté mejorando la solucion de una iteracion a otra. Por
ejemplo, en el estado actual del programa, si no se consigue mejorar la solucién en
tres iteraciones sucesivas el programa termina el proceso.
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4 8 Entorno MATLAB

El modelo numérico descrito en este capitulo se ha implementado en el programa MATLAB
(MATrix LABoratory [30]), que tiene un lenguaje de programacion propio de computacion
técnica de alto nivel. Se emplea en muchos campos de la ciencia y la técnica y estd
especialmente indicado para realizar calculos numéricos con vectores y matrices. También es
cierto que dependiendo de las aplicaciones puede ser mas lento que codigos equivalentes
desarrollados en C/C++ o Fortran.

MATLAB contiene una gran biblioteca de funciones (algebra lineal, estadistica, analisis de
Fourier, filtraje, optimizacion, integracion numérica,...) que facilitan mucho la programacion.
Algunas funciones permiten incluso integrar algoritmos basados en MATLAB con
aplicaciones y lenguajes externos como C/C++, FORTRAN, Java, COM y Microsoft Excel.

Una de las caracteristicas que lo hace tan atractivo es la amplia variedad de graficos en dos y
tres dimensiones para la visualizacion de datos. También se pueden crear interfaces graficas
de usuario personalizadas lo que permite que el usuario desarrolle programas y les dote de
una presentacion similar a programas comerciales (véase como ejemplo el MEFBT
presentado en el apartado 2.6.4).

4 9 Limitaciones del modelo numérico

El trabajo presentado en este documento debe entenderse como una primera aproximacion a
la modelizacion de regiones D tridimensionales. Los resultados obtenidos del andlisis de
algunas regiones D tridimensionales muestran que el modelo numérico propuesto es capaz de
generar automaticamente las bielas que se forman a partir de la disposicion de armado. Sin
embargo, existen ciertas limitaciones que se enumeran a continuacion.

- En el estado actual se trata de una herramienta de verificacion, ya que el usuario debe
introducir la cuantia de armadura. Por lo tanto, no permite el dimensionamiento de
regiones D.

- El modelo numérico es capaz de predecir el comportamiento de la region D para
niveles cercanos a la méxima capacidad de carga, pero no para niveles de carga
menores, como los que puedan darse en estado limite de servicio. No hay que olvidar
no obstante que el MBT es de aplicacion para estado limite Gltimo. Como no se
considera la resistencia a traccion del hormigéon ni el efecto tension-stiffening, la
rigidez de la region calculada por el modelo numérico para niveles de carga donde
esta contribucion es importante (estado no fisurado, estado limite de servicio) es
mucho menor que la real. Por lo tanto, no se puede aplicar para el andlisis en el estado
limite de servicio.

- La fisuracion se considera mediante una aproximacion difusa. Este planteamiento es
valido cuando se quiere conocer la respuesta global de la estructura, pero no el

4-37



Modelo Numérico de Elementos Finitos para el Estudio de
Regiones D Tridimensionales mediante Modelos de Bielas y Tirantes

comportamiento local. Por ejemplo no se puede conocer con exactitud cudl sera la
abertura maxima de fisura en rotura.

En cuanto al comportamiento del hormigén en compresion, se considera una ley
elasto-plastica y se desprecia el efecto que tiene el estado triaxial de tensiones. Por lo
tanto, se asume que el comportamiento del hormigén sometido a un estado uniaxial de
tensiones es igual que cuando esta bajo un estado triaxial. No se considera por tanto el
efecto del confinamiento. El comportamiento del hormigoén en la realidad es distinto y
la resistencia del hormigén en una direccion principal estd influenciado por el estado
tensional en las otras dos.

El modelo numérico no comprueba que la capacidad de las zonas nodales no se vea
excedida.

Se considera una adherencia perfecta entre hormigoén y acero por lo que no se
considera el deslizamiento.

El tamafo de la malla esta influenciado por la posicion de las armaduras, lo que puede
provocar un tamafio de malla mas pequefio del realmente necesario, ralentizando el
proceso de calculo. Ademas, la malla es uniforme en todo el volumen de la region
modelizada. Lo ideal seria que pudiera refinarse en aquellas zonas donde se dé un
campo tensional mas complejo y emplear una malla més amplia en el resto de zonas.

Cargas puntuales (cargas, apoyos o incluso la fuerza interna que puede introducir una
armadura en el caso de que la tension en su extremo no sea nula) pueden dar lugar a
problemas de convergencia. Por lo tanto, antes de tomar un resultado como valido hay
que estudiar el valor del residuo para esa solucion.
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5 Aplicacion del modelo numeérico a
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5.1Bloque de anclaje

Con el analisis del bloque de anclaje que se presenta en este apartado se pretende demostrar
la capacidad del modelo numérico propuesto para generar un campo tensional en funcioén de
la configuracion de armado dispuesta. Estableciendo la analogia entre el campo tensional y el
modelo de BT equivalente se comprueba que los resultados son coherentes y que por tanto no
es necesario que el usuario defina la geometria completa del modelo de BT tridimensional. Es
mas, en aquellas situaciones en las que el proyectista no tenga una configuracion de armado
definida, puede optar por disponer armadura en las diferentes zonas posibles y sera el propio
programa el que identificara qué armaduras son necesarias y cuales no.

5.1.1 Descripcion

Se considera un bloque de anclaje igual que el propuesto por FIB (2002) [21]. Las
dimensiones del bloque son 67.5x60x40cm y se encuentra apoyado en tres puntos en su cara
inferior (dos deslizaderas (nudos 2 y 3) y una roétula (nudo 4)). Con estas condiciones de
contorno la estructura seria un mecanismo ya que solo hay cinco restricciones. Se restringe
adicionalmente el desplazamiento en la direccion longitudinal del nudo 1 para conseguir una
estructura isostatica (posteriormente se comprobara que la reaccion en el nudo 1 es cero). Las
cargas externas aplicadas son las que se representan en la Figura V. 1. Para evitar problemas
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de convergencia, ya que las cargas aplicadas van a ser puntuales, se ha decidido disminuir las
cargas respecto de las iniciales. Por lo tanto, no debe extrafiar al lector que las fuerzas que
aparecen en los tirantes resulten en cuantias de armado muy pequenias. No obstante no debe
verse como una deficiencia, ya que el objetivo ultimo del andlisis de este bloque de anclaje es
demostrar la capacidad de generacion de campos tensionales del modelo numérico.

1660 N

BN

40.0 cm

980N

67.5 cm

980 N 60.0 cm

Figura V. 1: Configuracion bloque de anclaje
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5.1.2 Modelizacion

El bloque se ha discretizado inicialmente con 8064 elementos finitos de igual tamafo donde
los lados de los tetraedros orientados en las direcciones X, Y, Z tienen una longitud de 4.8cm,
Scm, Scm, respectivamente (ver Figura V. 2). Las caracteristicas mecanicas del material
consideradas son 26000 MPa el mddulo de elasticidad del hormigoén, 0.2 el coeficiente de
Poisson del hormigén y 200000 MPa el modulo de elasticidad del acero.

Lo 0e] 2
o AL \ Al
04 LEHEZICIHET 2D
' e s Il
R e )
SRS
NPRhRERER I
NP RS K
RN o6
R R
44&“&%%&%}1“ .

<
Ch
]
w

Figura V. 2: Discretizacion con elementos finitos del bloque de anclaje de hormigon

5.1.3 Analisis elastico lineal

En primer lugar se procede a realizar un andlisis del bloque considerando un comportamiento
elastico lineal del hormigdn, sin disponer ninguna barra de armado. En las siguientes
imagenes se pueden observar diferentes vistas de los flujos de tracciones (en azul) y
compresiones (en rojo) obtenidos. Para mayor claridad se han representado Uinicamente
aquellas tracciones y compresiones que superan una cierta magnitud.

En las imagenes (a), (b), (c), (d), (¢) y (f) se han representado los flujos de tracciones y
compresiones separadamente. En la imagen (g) se ha representado conjuntamente el flujo de
tracciones y compresiones en la cara frontal que forman los nudos 1-2-5-6. Se observa
claramente como existe un flujo de tracciones (azul) que desvia el flujo de compresiones
(rojo) para llevarlas del nudo 2 al 5.
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(g) Flujo tracciones-compresiones. Vista alzado plano XZ ( 0<y<0.15m)

Figura V. 3: Flujos de tracciones y compresiones del andlisis elastico lineal del bloque de anclaje
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5.1.4 Definicién del modelo de bielas y tirantes

En la Figura V. 4 se representa el modelo de BT que se propone para el bloque de anclaje.
Siguiendo las recomendaciones enunciadas en 2.4.3 el modelo de BT se debe aproximar lo
maximo posible al flujo de tensiones del analisis elastico lineal. Este modelo coincide con el
propuesto por Leu et al. (2006) [27], aunque en ese caso los autores lo obtuvieron tras la
aplicacion de técnicas de optimizacion topologica.

980 N

Figura V. 4: Campo tensional del analisis elastico-lineal y modelo de BT propuesto

La solucion requiere de cuatro tirantes, siendo uno de ellos inclinado (T3.g). El hecho de tener
que disponer un tirante inclinado no solo puede generar dificultades desde un punto de vista
constructivo, si no también en la modelizacion. Como se describe en el apartado 4.6 cada
barra de armado con una determinada trayectoria se subdivide en elementos finitos, siendo
los extremos de cada uno de los elementos finitos los puntos resultantes de la interseccion de
su trayectoria con los nodos de la malla del s6lido. Con el mallado realizado para el analisis
elastico lineal el tirante inclinado queda dividido en dos elementos finitos (Figura V. 5 (a)),
por lo que se reduce mucho la capacidad de captar una posible variacion de la fuerza a lo
largo del mismo. Para solventar este inconveniente se propone un nuevo mallado para
incrementar el nimero de elementos finitos en el que quedara subdividido este tirante. Esta
nueva malla estd formada por 9000 elementos finitos, siendo las longitudes de los tetraedros
en las direcciones X, Y, Z 6.75 cm, 4 cm y 4 cm, respectivamente. Con este nuevo mallado se
consigue que el tirante inclinado quede dividido en 10 elementos (Figura V. 5 (b)).
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40.0 cm 40.0 cm

67.5 cm 67.5 cm

(a) Mallado original (b) Mallado modificado

Figura V. 5: Discretizacion del tirante en funcion del mallado seleccionado

5.1.5 Anadlisis del modelo de bielas y tirantes propuesto

Con el mallado modificado se procede al andlisis del bloque de anclaje habiendo dispuesto
armadura segin el modelo de BT definido y considerando el comportamiento no lineal de
acero y hormigon. El numero de iteraciones realizadas hasta alcanzar el criterio de
convergencia (se ha alcanzado por no reducir la norma del residuo mas de 0.0001 en tres
iteraciones) es de 202, necesitando un tiempo total de casi lhora 20minutos. La norma del
residuo obtenido tras las 202 iteraciones es menor del 0.5% de la norma del residuo inicial.
Este valor indica que los resultados cuantitativos no seran totalmente precisos. Es dificil
obtener residuos pequefios cuando las cargas son puntuales como se ha considerado en este
ejemplo. En la Figura V. 6 se representa graficamente la evolucion del residuo con el nimero
de iteraciones.

Norma residuo

0 50 100 150 260 250
Numero de iteraciones

Figura V. 6: Evolucion del residuo con el numero de iteraciones

En la Figura V. 7 se representa graficamente el flujo de compresiones en el hormigon y la
traccion en los tirantes. Las tensiones de compresion en el hormigdn estan representadas por
trazos de color rojo que definen la direccion de la tension principal y cuyo grosor depende del
valor de la tensién (mayor valor, mayor espesor). Los tirantes estan representados por lineas
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continuas de color azul, cuyo grosor es directamente proporcional a la traccion que deben
resistir. En caso de que una de las armaduras resultard estar en compresion apareceria de
color rojo. Graficamente se puede observar que los tirantes Ts.g y Ts.¢ son los mas solicitados.

(a) Vista general
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Figura V. 7: Campo tensional resultante del modelo propuesto para el bloque de anclaje

A continuacion se procede a comparar los resultados del modelo numérico con los resultados
que se obtendrian del analisis de la estructura de barras equivalente. Estos ultimos resultados
se obtienen facilmente estableciendo el equilibrio en los nudos. En la Tabla V. 1 se recogen
las fuerzas que aparecen en cada una de las bielas y tirantes.

Tirantes Bielas
Elemento Longitud (cm) Fuerza (N) Elemento Longitud (cm) Fuerza (N)
Tas 40.0 580.7 Cys 78.5 -1139.1
Ts.6 67.5 3181.2 Css 98.8 -2665.1
Tss 60.0 1618.9 Cis 72.1 -1046.9
Tss 78.5 3256.2 Ces 90.3 -3761.3

Tabla V. 1: Relacion de fuerzas resultantes en cada uno de los elementos del analisis de la estructura de barras
para el modelo propuesto
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Las diferencias que aparecen entre los resultados cuantitativos obtenidos del modelo
numérico y del andlisis de la estructura de barras se deben a:

(1) En el calculo de la estructura de barras se asume que las bielas siguen una direccion
recta conectando dos nudos. En el modelo numérico pueden darse pequefias
desviaciones respecto de este linea recta lo que provocara que el angulo de incidencia
de la resultante de compresiones en el nudo sea diferente y por lo tanto cambien las
fuerzas de los diferentes elementos.

(i1) En el célculo de la estructura de barras se simplifica el mecanismo de transmision de
tensiones entre el hormigon y el acero y se considera que la transmision de fuerzas
entre bielas y tirantes se produce s6lo en los nudos. Sin embargo, con el modelo
numérico si que se puede captar la posible variacion de la fuerza a lo largo de cada
uno de los tirantes, lo que es mas realista. Por ejemplo, en el caso de una biela que se
apoye en un tirante, similar a lo que ocurre en el nudo 2 del bloque de anclaje objeto
de estudio, el modelo numérico es capaz de captar que esta transmision de esfuerzos
se produce a lo largo de una cierta longitud del tirante y por lo tanto la fuerza en el
tirante T.¢ no serd constante (ver Figura V. 7 (b)). Por el contrario, en la estructura de
barras la biela apoya en un Unico punto y todo el tirante estd sometido a la misma
fuerza.

En las graficas de la Figura V. 8 se compara para cada uno de los cuatro tirantes los
resultados obtenidos del analisis de la estructura de barras (linea roja horizontal) y los
resultados obtenidos del modelo numérico (linea azul). Las lineas verticales delimitan para
cada uno de los tirantes los elementos finitos en los que quedan divididos.

El modelo numérico es capaz de detectar la variacién de fuerza que se produce en el tirante
T».6 y que es consistente con el campo tensional representado en la Figura V. 7(b), donde se
aprecia como ademas de la biela inclinada C,s que confluye al nudo 2 existen unas
compresiones descendentes a la izquierda del tirante que hacen que la fuerza del mismo vaya
aumentando con el canto. Del andlisis de la estructura de barras equivalente no se puede
obtener esta informacion ya que se asume que la transmision de fuerzas entre los distintos
elementos es puntual. La diferencia entre los valores numéricos obtenidos se justifica mas
adelante.

Para el resto de tirantes la fuerza predicha por el modelo numérico es practicamente
constante, pero difiere ligeramente de la calculada a partir de la estructura de barras
equivalente. En la siguiente tabla se comparan estos valores, donde para las fuerzas
resultantes del modelo numérico se ha tomado un valor medio.

Elemento Estruct. Barras Modelo num. Dif.
(kN) (kN) (%)
Tz 3256.2 3405.0 +4%
Tss 1618.9 1485.0 -9%
Ts 3181.2 2855.3 -11%
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Figura V. 8: Variacion de la fuerza a lo largo de los tirantes

Las diferencias entre los valores cuantitativos obtenidos no son excesivas como se deduce de
los graficos y la tabla superiores. Son debidas a que el angulo de incidencia que la estructura
de barras asume para las bielas no es exactamente el mismo que resulta del modelo numérico.
Aunque estas diferencias no son significativas, se justifican a continuacion.

- Tirante Tzg:

El modelo de barras considera que la biela Cqg estd contenida en la cara superior
horizontal del bloque de anclaje y, por lo tanto, unicamente tiene componentes de
fuerza horizontales. Sin embargo, el modelo numérico tiene en cuenta de alguna
manera que la biela tiene un area determinada, con anchura y profundidad, y las
compresiones del nudo 6 al 8 no solo se transmiten por el plano estrictamente
superior. Al llegar al nudo 8 las compresiones van a “buscar” el nudo y aquellas que
no discurren justo por el plano superior tendran una pequeia componente vertical. La
suma de las pequefias componentes verticales de las compresiones provocara que la
traccion en el tirante T3¢ sea algo superior a la predicha por la estructura de barras.
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Del equilibrio de fuerzas en la direccion z en el nudo 8:

Y F, =Ci+T5 4 +1660=0 (5.1)

5.2

D F, =C;; —3405.0-5in(30.65) +1660 = 0 (5-2)
C: =758kN (5.3)

Se asume que el valor de la resultante de compresiones es igual a la fuerza de la biela
del modelo de barras (3761.3kN). Por tanto, el angulo que forma con el plano
horizontal es igual a 1.15°. Esta pequefia desviacion del angulo de incidencia respecto
del plano horizontal provoca esa variacion del 4% que se detecta en los resultados.

Se desecha la posibilidad de que haya ciertas componentes verticales por
compresiones en la trayectoria del nudo 4 al 8, ya que la reaccion vertical en el nudo 4
es nula.

Tirante Ts.g:

El modelo de barras asume que la direccion de la biela Cgg queda definida por la linea
recta que une los nudos 6 y 8. Al igual que se justificaba para el tirante Ts_g, el modelo
numeérico tiene en cuenta que la biela tendra una cierta anchura y la resultante de las
compresiones no tiene por qué seguir una linea recta perfecta entre los nudos. Como
se observa en la figura inferior donde se representa una vista en planta del campo
tensional, el flujo de compresiones de desvia muy ligeramente de la linea recta a
trazos. Graficamente se representa en trazo discontinuo la direccion de la biela
asumida en el modelo de barras y en trazo continuo la trayectoria aproximada de la
resultante de compresiones del modelo numérico. El angulo que forma la resultante de
compresiones de la biela Cg_g con los tirantes Tsg y T3¢ es mayor que el considerado
por el modelo de barras y, por tanto, la traccion en estos dos tirantes disminuye
respecto de la del modelo de barras.

[ N SRIRARY
TR NN
TR

™
A

Nudo 6

Figura V. 9: Vista en planta del campo tensional generado y direccion de la biela Cs_g
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A continuacion se demuestra numéricamente la diferencia de angulos que se intuye
graficamente. Del equilibrio de fuerzas en la direccion y en el nudo 8:

D F,=Cly+T,{—880=0 (5.4)

, 5.5
D F. =C},—1485.0-880=0 (5-3)

Cl, =2365.0kN (5.6)

Asumiendo que la resultante de compresiones de la biela Ceqg es igual a la del modelo
de barras (3761.3kN), el angulo que forma con el tirante Ts_g es de 51.03°, frente a los
48.37° del modelo de barras. Al aumentar el angulo disminuye la traccion del tirante
Ts.s. Este angulo de 51.03° es consistente con el angulo que forma la biela Ceg y el
tirante Ts_g en el plano horizontal, que se puede obtener del equilibrio de fuerzas en la
direccion x en el nudo 8:

Y F =Ci+T =0 (5.7)

D F,=Cgcosb, cosf, — T, cos(30.65) =0 >8)

ZF; =3761.3cos(1.15)cos @, —3405.0cos(30.65) =0 (5.9
0. =38.83° (5.10)

Si se suman ambos angulos, obtenidos a partir de los resultados numéricos del modelo
numérico y que hacen referencia a la resultante de compresiones, se comprueba que
efectivamente ambos suman 90°.

Tirante Ts.:

Al igual que para el tirante Tsg, el d&ngulo entre el tirante y la biela que predice el
modelo numérico no es exactamente igual que el supuesto por el modelo de barras.
Del equilibrio de fuerzas en la direccion x en el nudo 6 se tiene:

D F, =Ciy+T, —370=0 (5.11)

D F,=3761.3cos0, cosd, —2855.3+370 =0 (5.12)

donde 6, se obtiene del equilibrio de fuerzas verticales en el nudo 6:




Modelo Numérico de Elementos Finitos para el Estudio de
Regiones D Tridimensionales mediante Modelos de Bielas y Tirantes

. 739.5-580.7

6. = arcsin 2.42° (5.13)
761.3

Finalmente se tiene que el angulo 0 es igual a 48.60°, mientras que el modelo de
barras supone un angulo de 41.63°. De ahi la diferencia que se registra en la traccion
del tirante Ts.¢ para ambos modelos.

5.1.6 Soluciones alternativas
5.1.6.1 Solucioén FIB (2002)

A continuacién se procede a comparar el modelo de BT con la propuesta de FIB (2002) [21]
representada en la Figura V. 10. Comparando ambos modelos se puede observar que son
similares. La principal diferencia es como se transmite la fuerza vertical aplicada en el nudo 8
que se equilibra en el nudo 5.

En el modelo de BT propuesto en base a la trayectoria de tensiones obtenida del analisis
elastico lineal, la carga vertical en el nudo 8 se transmite integramente a través del tirante Ts.g
para después subdividirse por dos caminos hasta llegar al nudo 5 (por un lado directamente a
través de la biela Cs_s y por otro realizando el recorrido Cs.¢, T2.6y Co5).

En la solucion propuesta por FIB (2002) esta misma carga vertical para transmitirse al nudo 3
lo hace a través de la estructura que forman los tirantes Ta.g, T7.g, T3.7, T34 y C47. A partir de
ahi esta carga se transmite hasta el nudo 5 de igual manera que en la solucion anterior.

1660 N

980 N

Figura V. 10: Modelo de BT del bloque de anclaje propuesto por el FIB (2002)

Introduciendo la disposicion de armado que propone FIB (2002) se obtiene el campo
tensional que se presenta a continuacion. Como se puede observar, tras finalizar el célculo se
ha establecido un flujo de compresiones en el hormigdn que coincide con las bielas
dispuestas en el modelo.
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Figura V. 11: Campo tensional resultante del modelo de FIB

En la Tabla V. 2 se recogen las fuerzas en cada uno de los elementos obtenidas del equilibrio

en los nudos de la estructura de barras resultante.

Tirantes Bielas

Elemento Longitud (cm) Fuerza (N) Elemento Longitud (cm) Fuerza (N)
Tas 40.0 580.7 Cys 78.5 -1139.1
Tss 67.5 3181.2 Cis 98.8 -2665.1
Tss 60.0 1618.9 Cis 72.1 -1046.9
Tss 67.5 2800.0 Cas 78.5 -3761.3
Tys 40.0 1660.0 Ces 90.3 -3256.2
Ts4 40.0 1660.0
Ts4 67.5 2800.0

Tabla V. 2: Relacion de fuerzas resultantes en cada uno de los elementos del andlisis de la estructura de barras
para el modelo propuesto por FIB (2002)
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Para evaluar la eficiencia de cada uno de los modelos, siguiendo las recomendaciones de
Schlaich et al. (1987) [40], se compara el volumen de armado necesario, que esta
directamente relacionado con la suma de los productos de la longitud de los tirantes por su
fuerza (5.14)(5.15).

Modelo propuesto
ZTI.LZ. =580.7x0.40+3171.2x0.675+1618.0x 0.60 +3267.8x0.785 =5908.9Nm  (5.14)

Modelo propuesto por FIB

ZTI.LZ, =580.7x0.40+3171.2x0.675+1618.0x0.60 +2800.0x0.675 +

(5.15)
+1660.0x 0.40 +1660.0x 0.40 + 2800.0x 0.675 = 8451.6 Nm

En base a los valores obtenidos, el volumen de armadura necesario para la configuracion
propuesta por FIB es un 43% superior. Por lo tanto, el modelo propuesto inicialmente es mas
optimo (no sdlo desde un punto de vista econdomico, si no también porque reduce la energia
de deformacién). Sin embargo, el hecho de que en la solucion del FIB todos los tirantes sean
paralelos a los paramentos de la estructura simplifica el proceso constructivo. Ambos
aspectos deben de ser tenidos en cuenta a la hora del disefio final.

5.1.6.2 Solucién generada por eliminacion de los tirantes que menos trabajan

En el caso de regiones D muy complejas puede ocurrir que el proyectista tenga dificultades a
la hora de definir un modelo de BT que transmita las cargas aplicadas sobre la estructura,
incluso disponiendo del flujo de tensiones del andlisis eldstico lineal. Para estos casos puede
resultar muy util seguir el procedimiento que aqui se explica para generar un modelo de BT,
sin tener que analizar inicialmente a fondo la estructura. También da una idea de las
posibilidades que ofrece el modelo numérico.

En problemas en los que resulte complicado definir un modelo de BT se recomienda disponer
armaduras en todas las posiciones potenciales. El propio programa se encargara de configurar
un modelo de BT tras el andlisis no lineal y obtener los flujos de compresiones en el
hormigén que configurardn las bielas y las tracciones que aparecen en las armaduras.
Seguramente, la tension que aparezca en alguno de los tirantes serd muy inferior al resto,
sefial de que en realidad ese tirante no es necesario. Con esta informacion inicial se puede
proceder a la eliminacidon de algunos tirantes y volver a analizar la region. Establecer que
tirantes son necesarios y cuales no en funcion de la fuerza a la que estan sometidos debe ser
decision del proyectista en ltima instancia.

Procediendo de este modo para el bloque de anclaje objeto de estudio se han dispuesto
armaduras en cada una de las doce aristas. Tras realizar el andlisis no lineal del cuerpo, el
campo tensional en el hormigdn es el que se presenta en la Figura V. 12 (a). A partir de ahi se
puede definir el nuevo modelo (Figura V. 12 (b)). En este caso se han eliminado los tirantes
Tis, Te.7 y Tos. En la Figura V. 12 (a), donde el grosor del tirante es proporcional a la
traccion, se observa claramente por comparacion con el resto que la fuerza a la que estan
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sometidos estos tres tirantes es inferior al resto. Numéricamente también se comprueba esta
menor magnitud de la fuerza en estos tres tirantes (ver Figura V. 13).

1660 N

980 N

(a) Campo tensional previo a la eliminacion de

(b) Modelo bielas y tirantes alternativo
armaduras

Figura V. 12: Modelo de BT del bloque de anclaje obtenido por eliminacion de armaduras
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Figura V. 13: Fuerza actuante en cada uno de los elementos que forman los tirantes '

! No debe despistar al lector que haya cuatro tirantes que se extiendan mas que el resto. Cada una de las
lineas verticales separa los segmentos en los que quedan divididos los tirantes. Estos cuatro tirantes que se
extienden mas son precisamente los dispuestos en la direccion Y, que estan subdivididos en 15 elementos,
mientras que el resto estan subdivididos en 10.
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Darse cuenta que el nuevo modelo de BT es una estructura estaticamente indeterminada. Si
quisiera analizarse se deberia o (i) calcular una rigidez equivalente para cada uno de los
elementos (dificil de determinar para las bielas de hormigon), (ii) subdividir el sistema en
varias estructuras isostaticas o (ii1) sustituir aquellos elementos mas solicitados por su fuerza
de plastificacion hasta conseguir una estructura estaticamente determinada. Con el modelo
numérico desarrollado en este trabajo final de master se puede proceder a su andlisis
directamente sin tener que realizar ninguna de estas simplificaciones.

5.1.7 Comparacién de soluciones

En la Tabla V. 3 se comparan las cuatro soluciones propuestas para el bloque de anclaje.
Respecto al hormigdn se compara la tension maxima que se registra y el nudo donde se
produce. Para el armado se ha calculado la suma del producto de la traccion de los tirantes
por su longitud para poder determinar qué soluciones son mas Optimas. En lugar de obtener
este valor del modelo de la estructura de barras equivalente como se habia hecho
anteriormente, se ha calculado a partir de cada uno de los segmentos que componen cada
tirante en el modelo numérico. Como se ha comentado para las soluciones (3) y (4) ello
hubiera supuesto analizar una estructura de barras estaticamente indeterminada. Asi todos los

datos empleados para el calculo de ZT,.L,. proceden de los resultados del modelo numérico.

GO¢,max Nmax Z TeiLgi Diff (%)
Solucion inicial propuesta (1) 6.2 MPa 6 5751.1 Nm -
Solucién propuesta FIB (2) 6.4 MPa 6 8218.1 Nm +43%
Solucién armado completo (3) 4.9 MPa 6 7971.2 Nm +39%
Solucion tras eliminacion tirantes menos solicitados (4) 5.0 MPa 6 7501.2 Nm +30%

Tabla V. 3: Comparacion soluciones propuestas para bloque de anclaje

La solucion que menos solicita al hormigon es la (3) y la que mas la (2). El pico te tension en
el hormigdn se produce en todos los modelos de BT en el entorno del nudo 6.

En cuanto al armado, la solucion que menos volumen requiere es la (1). Esto implica que es
la solucion Optima ya que minimiza la energia de deformacion. No obstante, como ya se
comentd, la existencia de un tirante inclinado puede dificultar el proceso constructivo. La
solucion (4) es la siguiente que presenta un menor volumen de armado y en ella todo el
armado es paralelo a los paramentos de la estructura, por lo que no supondria una mayor
dificultad constructiva respecto de la solucién que propone el FIB (solucion 2).

Seglin los resultados obtenidos, existe un modelo de BT en el que todas las armaduras son
paralelas a los paramentos de la estructura y que requiere un menor volumen de armado vy,
por tanto, mas Optima que la solucién que propone FIB (2002). La razén por la que FIB
propone la solucion (2) y no la (4) puede ser porque la solucion (4) presenta un modelo de BT
estaticamente indeterminado, con las dificultades que ello conlleva. No existe una normativa
concreta para el analisis de sistemas internos estaticamente indeterminados y por tanto se
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tratan de evitar siempre que sea posible. De ahi la importancia de profundizar mas en este
tema ya que soluciones hiperestaticas podrian resultar mas dptimas que las isostaticas como
aqui se demuestra.

Se ha asumido que para todas las configuraciones de armado planteadas la estructura es lo
suficientemente ductil como para que se redistribuyan los esfuerzos.
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5.2Encepado de pilotes

Como se ha comentado en el apartado 2.7.3, la bibliografia existente sobre modelos de BT
para regiones D tridimensionales se limita casi exclusivamente al estudio experimental de
encepados de pilotes. En este apartado se presentan los resultados obtenidos del analisis con
la aplicacién del modelo numérico de un encepado de 4 pilotes y se comparan con los
resultados experimentales publicados por Suzuki et al. (1998) [46] y los numéricos de Souza
et al. (2007) [43] con el programa de analisis no lineal de elementos finitos DIANA. Debido a
que no se ha podido acceder al documento original publicado por Suzuki et al., toda la
informaciéon se ha tomado de Souza et al.,, donde se hace referencia a los resultados
experimentales. Este hecho hace que algunos aspectos del ensayo no estén perfectamente
definidos por lo que sera necesario suponer parte de la informacion.

Con el andlisis de este encepado de pilotes se pretende demostrar la capacidad del modelo
numérico de predecir correctamente la carga de plastificacion y Gltima de una regién D con
un comportamiento tridimensional. Tras el analisis del encepado inicial se realizan algunas
variaciones para ver como afectan estos cambios a la solucion.

5.2.1 Descripcion

Las caracteristicas del encepado de 4 pilotes estudiado son las siguientes:

Muestra L d e a=b f. fy Asx
(m (m (m (m) (MPa) (MPa) Asy
BPC-20-30-1.2 0.80 0.15 0.50 030 29.80 413 6610

L = longitud y anchura del encepado

d = canto efectivo

e = distancia entre centros de pilotes

a,b = longitud y anchura del pilar que transmite la carga
f. = resistencia a compresion del hormigén

f, = limite elastico del acero

A = armadura total dispuesta en la direccion x

A, = armadura total dispuesta en la direccion y
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Se trata de un encepado de planta cuadrada y con armadura dispuesta en banda. Debido a que
la geometria no estd perfectamente definida por Souza et al., es necesario tomar una serie de
suposiciones que son:

(1) El area de los pilotes es 0.15x0.15m.
(i1))  La distancia desde el borde del pilote al borde del encepado es de 0.05m.

(ii1))  La disposicion de armado considerada ha sido la siguiente:

0.8m

0.05m -
0.05m %
0.05m

0.8m

Figura V. 14: Vista en planta de la disposicion de armado, y posicion de columna y pilotes

donde la separacion entre barra y barra es de Scm. La superficie del pilar y de los
pilotes se puede ver en la imagen superior sombreada.

(iv)  El recubrimiento es igual a 3.75 cm. Sumados al canto efectivo de 0.15 m resulta
en un canto total de 0.1875 m.

(v) Por falta de informacidon no se establece un criterio de rotura por deformaciones
excesivas en el hormigdn en compresion ni en el acero. Por lo tanto, tedricamente
pueden llegar a alcanzarse deformaciones infinitas. Serd tras el analisis de los
resultados del modelo numérico cuando se determine si las deformaciones
maximas registradas son excesivas y, por tanto, si esa carga es superior a la
capacidad resistente maxima que se puede estimar para el encepado.

Segun la EHE-08 (2008) [19] el encepado de pilotes definido pertenece al grupo de
cimentaciones rigidas, ya que el vuelo en la direccion principal de mayor vuelo (12.5cm) es
menor que dos veces el canto (2x18.75cm). Segiin la misma norma, para cimentaciones de
tipo rigido, al no ser la distribucion de deformaciones lineal a nivel de seccion, el método
general de andlisis mas adecuado es el MBT.
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5.2.2 Modelizacion

La separacion entre nodos considerada ha sido de Scm en la direccion X, Scm en la direccion
Y y 3.75cm en la direccion Z. Este mallado genera un total de 7680 elementos finitos
tetraédricos (6x16x16x5). Las caracteristicas mecanicas del hormigén consideradas son
26000MPa el modulo de elasticidad, 0.2 el coeficiente de Poisson del hormigén y 29.8MPa la
resistencia a compresion, asumiendo un comportamiento elasto-plastico. Se desprecia la
resistencia a traccion del hormigon. No se impone ningun criterio de rotura para el hormigén
basado en deformaciones maximas admisibles.
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Figura V. 15: Discretizacion con elementos finitos del encepado de cuatro pilotes de hormigon

192 elementos finitos modelizan las 12 armaduras dispuestas, siendo la longitud de cada uno
de estos elementos finitos igual a 5 cm. Se considera un modulo de elasticidad para el acero
de 200000 MPa y un limite elastico de 413 MPa. No se impone ningtn criterio de rotura para
las armaduras basado en deformaciones maximas admisibles.

En cuanto a las condiciones de contorno se restringe el desplazamiento vertical de todos los
nodos que pertenezcan a la superficie de contacto pilote-losa. En total son 64 nodos (16 por
pilote). Adicionalmente, para que el sistema sea estaticamente determinado se restringen los
dos desplazamientos horizontales en uno de los 64 nodos y un desplazamiento horizontal
adicional en otro.

5.2.3 Campo tensional resultante

Una vez definida la disposicion de armado, el modelo numérico genera automaticamente el
campo tensional. Las tensiones de compresion en el hormigon estan representadas por trazos
de color rojo que definen la direccion de la tension principal y cuyo grosor depende del valor
de la tensién (mayor valor, mayor espesor). Los tirantes estan representados por lineas
continuas de color azul, cuyo grosor es directamente proporcional a la traccion que deben
resistir.
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De las trayectorias de compresiones que se forman en el encepado se distinguen cuatro bielas
diagonales que partiendo del centro acaban en los pilotes. La componente vertical de las
bielas es absorbida por la reaccion en los pilotes y la componente horizontal por la armadura.
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Figura V. 16: Campo tensional generado por la herramienta informatica

5.2.4 Andlisis de los resultados obtenidos
A continuacion se presentan algunos de los resultados obtenidos del modelo numérico.
5.2.4.1 Deformaciones

Como se coment6 en el apartado 2.7.3.1, el método de calculo de encepados que
tradicionalmente se ha empleado asume una ley plana de deformaciones. Sin embargo
Adebar et al. (1990) [5] demostraron experimentalmente que esta hipdtesis es incorrecta.
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Figura V. 17. Deformaciones longitudinales medidas para varios estados de carga [5]

Se procede a continuacion a estudiar las deformaciones longitudinales que aparecen en el
encepado para ver si efectivamente suponer una ley plana de deformaciones es incorrecto. En
la Figura V. 18 se representa graficamente la ley de deformaciones & para el plano de corte
X=0.40 m (que coincide con el centro del encepado) obtenidas del modelo numérico para una
carga actuante de 320kN. Como puede observarse claramente suponer una ley plana de

deformaciones en la anchura Y no seria adecuado, ya que las deformaciones en la parte
central del ancho son mucho mayores.

01875.
x -

Figura V. 18: Representacion grdfica 3D de la deformacion ¢, en el plano de corte X=0.4m (P=320kN)

En la Figura V. 19 se representa la variacion de la deformacion g, en el mismo plano de corte
X=0.40m pero de manera separada para cada una de las fibras y=cte. Para hacer el grafico
mas legible unicamente se representan las deformaciones para las fibras y=0.00m, 0.10m,
0.20m, 0.30m, 0.40m, de diferentes colores tal y como queda definido en la imagen inferior

izquierda. Como existe simetria, las fibras y=0.50m, 0.60m, 0.70m, 0.80m, son iguales a las
representadas.
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Figura V. 19: Variacion de la deformacion ¢, para distintas fibras en el plano X=0.4m (P=320kN)

En base a los resultados representados, aunque las deformaciones no definen lineas rectas
perfectas, si que parece razonable asumir que la variacion de la deformacién con el canto es
aproximadamente lineal. Esto va en contra de los resultados experimentales de Adebar et al.
(1990) [5]. La razén puede encontrarse en que los encepados que estos autores estudiaron
tienen una mayor relacion canto distancia entre pilotes, lo que hace que se asemeje mas a una
viga de gran canto. Para el caso aqui estudiado, con un canto de 0.1875m y una distancia
entre pilotes de 0.50m, esta relacion esta todavia lejos del valor que establece el limite para
las vigas de gran canto.

Como existe doble simetria, el comportamiento en la direccion X e Y sera idéntico (salvo
pequefios errores numéricos), y lo mencionado para la direccion X es extrapolable a la
direccion Y.

5.2.4.2 Tensiones

En la Figura V. 20 se representa el campo de tensiones oy para distintos planos de corte
X=cte para una carga de 320kN. Distribuciones iguales se obtendrian para 6, con planos de
corte Y=cte.

Para el plano de corte X=0.40m, que corresponde con el eje central del encepado, la
profundidad de la fibra neutra es pequefia y se producen tensiones elevadas (=12MPa) que se
concentran en la parte central de la anchura. Conforme los planos de corte se aproximan a los
pilotes las tensiones van disminuyendo ya que como se observa en la Figura V. 16 la biela
inclinada va aumentando sus dimensiones. Cuando llega al plano de corte X=0.20m, que
corresponde con el inicio de la superficie de apoyo, practicamente todas las tensiones
longitudinales estan en el nivel inferior para ser absorbidas por los pilotes. Darse cuenta
como la tension va disminuyendo para los diferentes planos de corte X=0.20m, X=0.15m,
X=0.10m y X=0.05m que coinciden con la localizacion de los pilotes. Al llegar a X=0.00m
todavia quedan algunas tensiones pero ya mucho mdas pequefias que se compensan con la
tension residual en el extremo de las armaduras.
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Figura V. 20: Tension o, para distintos planos de corte X=cte.(Unidades m. y KPa)
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En la Figura V. 21 se representa la variacion de la tension oy para los planos de corte
X=0.40m y X=0.20m, para las fibras y=0.00m, 0.10m, 0.20m, 0.30m, 0.40m (ver Figura V.
19 para la correspondencia de los colores utilizados para cada una de las fibras). Se observa
como en el plano X=0.40m las tensiones maximas se dan en la zona central del ancho en la
parte superior. Conforme se avanza hacia los pilotes las tensiones maximas se van
desplazando hacia la parte inferior y hacia el exterior, tal y como se observa también en la
Figura V. 16.

— =) .00 v=0.10 v=0.20 em———=030 e—=040

: 0.1875 ’ ot 0.1875
0.15 x¥ 0.15
0.1125 % 0.1125
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ox (KPa) ox (KPa)
(@) X=0.40m (b) X=0.20m X=0.60m =

Figura V. 21: Variacion de la tension ox para distintas fibras en los planos de corte X=0.2m, X=0.4m, X=0.6m

5.2.4.3 Ley carga-flecha
5.2.43.1 Determinacion de la carga de plastificacion y ultima

Debido a la ausencia de informacion en cuanto a las deformaciones maximas admisibles para
el hormigoén y el acero se ha decidido realizar el analisis para diferentes cargas obviando este
criterio de rotura y después comprobar sin las deformaciones maximas resultantes pueden ser
admisibles o no. En la tabla siguiente se presenta para diferentes niveles de carga la
deformacion méxima alcanzadas por el hormigon €. max y €l acero & max.

P(kN) 150 320 | 379.6 | 450 490 | 497.5 | 505 515
Ecmax (%00) 0.8 3.0 4.1 54 6.4 6.7 6.9 10.6
&s.max (%60) 1.4 1.5 1.8 2.8 3.9 4.3 4.6 10.98

Tabla V. 4: Deformacion maxima de hormigon y acero para distintos niveles de carga

A falta de resultados experimentales parece razonable asumir una deformacion ultima para el
hormigoén del orden del 5-7 %o y para el acero del orden del 15%0. Comparando estos valores
con los de la tabla superior podria estimarse que la carga ultima del encepado debe estar entre
450kN y 505kN, produciéndose la rotura por exceso de deformacion en el hormigon.

La carga de plastificacion se obtiene de la curva carga-desplazamiento que se muestra en la
Figura V. 22.
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52432 Comparacion de resultados

En la Tabla V. 5 se comparan las cargas de plastificacion y tltimas segin Suzuki et al., Souza
et al. y las obtenidas con el modelo numérico desarrollado. El modelo numérico propuesto
predice bien las cargas de plastificacion y ultima obtenidas experimentalmente. De hecho los
resultados son mejores que los obtenidos por Souza et al.

Nexperimental Nnumérico Nexp Nnumérico Nexp

(Suzukietal) | (Souzaetal) | N, (modelo) N,m

Carga plastificacion Fy (kN) 490 312.0 1.57 490 1.00
Carga tltima Fu (kN) 490.75 379.6 1.29 450-505 1.09-0.97

Tabla V. 5: Comparacion de los resultados experimentales obtenidos por Suzuki et al. (1998), los numéricos de
Souza et al. (2007) y los numeéricos del modelo numérico desarrollado

En la Figura V. 22 se representa graficamente la curva-carga desplazamiento obtenida
mediante el modelo numérico comparada con las cargas de plastificacion y ultimas de los
otros dos autores.
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% 300 - Fy Suzuki et al. (1998)
¢§> Fu Suzuki et al. (1998)
=200 - N Fy Souza et al. (2007)
5 Fu Souza et al. (2007)
100 - '
0 %~ : : : !
0 1 2 3 4
Desplazamiento (mm)

Figura V. 22: Curva carga-desplazamiento obtenida del modelo numérico vs. carga de plastificacion y ultima
de Suzuki et al. (1998) y Souza et al. (2007)

52433 Discusion de los resultados

A continuacion se representa graficamente la tension en las armaduras para niveles de carga
de 379.6kN (carga tltima segun Souza et al.), 490kN (carga de plastificacion segun Suzuki et
al.), 497.5kN (carga ultima segun Suzuki et al) y 510kN (carga proxima al maximo impuesto,
que aunque supera a la ultima predicha es estaticamente admisible). En las gréaficas se ha
superpuesto una linea horizontal a trazos que representa la tension de plastificacion de la
armadura (413). Como el sistema es simétrico respecto de dos ejes, sera suficiente con
representar las deformaciones de tres armaduras de una de las bandas.

5-26



Capitulo 5
Aplicacion del modelo numérico a elementos estructurales

500 A 500 A
400 - = ST T ——r == 400 - T T Tpmmes———————m =
f.g 300 g 300{ =
e :r 2
© 200 A I_ o 200 A J_I
100 A j E 100 A | |:
—
0 . 0 —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
(a) Armadura a 0.05m del borde (b) Armadura a 0.10m del borde
500 A
T e e
g 300 -
z ]
© 4
200 :| E B X
100 { C /P
/
0 : e v
0 0.2 0.4 0.6 0.8
(c)Armadura a 0.15m del borde (d) Disposicion barras de armado
e P=379.6kN  ====P=490kN P=497.5kN P=510kN

Figura V. 23: Tension armaduras

Para una carga de 379.6kN, segin Souza et al. se alcanza la carga ultima del encepado. Sin
embargo segun el modelo numérico propuesto ninguna de las armaduras habria plastificado
para ese nivel de carga. Para este nivel de carga la deformacién de compresion maxima que
se alcanza en el hormigén es del 4.1 %o, que no supera las deformaciones ultimas habituales
en el hormigon.

Seglin los resultados experimentales la carga de plastificacion es igual a 490kN. Este valor es
practicamente el mismo que el que se deduce de la curva carga-desplazamiento representada
en la Figura V. 22. El modelo numérico predice que para este nivel de carga la armadura
situada a 0.15 m del borde ya habra plastificado y la situada a 0.10m del borde plastificara
aproximadamente para esa carga. Esta plastificacion de 8 de las 12 armaduras provoca el
cambio de pendiente en la curva carga-desplazamiento y coincide con los resultados
experimentales. Para este nivel de carga la deformacion de compresion méxima alcanzada en
el hormigén es del 6.4 %o0. A falta de més datos, es posible que esta deformacion exceda la
deformacion ultima admisible del hormigén, en cuyo caso la rotura del encepado se
produciria por rotura del hormigoén antes de alcanzar la carga de plastificacion.

Dejando fuera de consideracion las deformaciones del hormigén, segin el modelo numérico
es posible seguir incrementando la carga por encima de los 497kN estimados
experimentalmente como carga ltima. La carga maxima admisible con un residuo que pueda
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ser despreciable es 515kN. No obstante, para una carga de 515kN la deformacién méaxima del
hormigoén es del 10.6 %o, lo que no parece admisible para un hormigéon de 30MPa.

Para cargas mayores de 515kN no es posible alcanzar el equilibrio. La explicacién puede
encontrase en que las armaduras han agotado su capacidad resistente y por lo tanto aunque el
hormigén pueda aguantar mas las armaduras no son capaces de equilibrar esas fuerzas.

5.2.4.4Comparacion con la EHE-08

Segun la EHE-08 [19], en el caso de encepados de cuatro pilotes con el pilar situado en el
centro del cuadrado, la traccion correspondiente a cada banda puede obtenerse a partir de la
siguiente expresion:

N
T, = 0.8;1 (0.507, —0.25a,) = A, £, (5.16)

donde N; es el axil de calculo del pilote mas cargado, d es el canto util del encepado, /; la
distancia entre los ejes de los pilotes, a; la anchura de la columna. Sustituyendo por los
valores del encepado descrito anteriormente y multiplicando por cuatro para obtener el axil
de célculo del encepado (todos los pilotes se llevan la misma carga) se obtiene:

710°/.400-0.85-
Af,085d 3 "/, +400-0.85-0.15

= =240332N =240.3kN (5.17)
0.50, —0.25a, 0.50-0.55-0.25-0.3

4N, =4

La carga ultima estimada por la EHE-08 es un 52% inferior a la obtenida experimentalmente
y predicha por el modelo numérico.

5.2.4.5 Comentarios adicionales

La deformacion de los tramos de armadura plastificados obtenida del modelo numérico no se
puede tomar como un valor valido ya que al ser la rigidez tangente de estos tramos
practicamente nula un pequefio residuo provocara un desplazamiento considerable que
distorsiona las deformaciones que se producen en los tramos plastificados. Sin embargo, esta
deformacion se puede obtener indirectamente de manera aproximada a partir de los elementos
finitos de hormigén, ya que al considerar adherencia perfecta, la deformacion en los nodos
compartidos por armadura y hormigén debe ser la misma. A continuacidn se representa en la
Figura V. 24 la deformacion del hormigén g, en un plano de corte Y=0.15m (que corresponde
precisamente con la posicion de la armadura mas interna) para distintos valores de x. Queda
claro que & a la altura de 0.0375m (que es donde esta localizada la armadura) es mayor para
posiciones cercanas a centro luz (x=0.40m) y va disminuyendo conforme se acerca a los
pilotes.
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Figura V. 24: Variacion de la deformacion e, para distintas fibras para Y=0.15m

La validez de los resultados obtenidos no se puede extender a toda la curva obtenida. En la
realidad esta curva debe estar caracterizada por un tramo inicial de una rigidez muy superior
al resto, que corresponde al estado en el que el hormigon todavia no ha fisurado. Sin
embargo, como el modelo numérico desprecia la resistencia a traccion del hormigoén, este
tramo no aparece. Seria necesario modificar la ecuacidn constitutiva del hormigén en traccion
y considerar la resistencia a traccion del mismo hasta que se alcanza la fisuracion. No
obstante no hay que olvidar que el MBT es de aplicacion para el dimensionamiento en estado
limite Gltimo y por lo tanto lo que interesa es poder obtener la carga ultima que resistiria la
estructura. Como bien demuestran los resultados obtenidos del encepado analizado, el
modelo numérico predice con exactitud la carga ultima.
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5.2.5 Soluciones alternativas

A continuacion se realizan algunas variaciones sobre el encepado original para analizar como
afecta a los resultados.

5.2.5.1 Comportamiento eléstico lineal del hormigon en compresion

En los resultados presentados anteriormente se ha asumido un comportamiento del hormigén
en compresion elasto-plastico. A continuacién se comparan las curvas carga-desplazamiento
obtenidas asumiendo un comportamiento elastico y un comportamiento elasto-plastico. En
esta ocasion no se impone ningun criterio de rotura por deformaciones para ninguno de los
dos comportamientos.

Elastico ==M==Elasto-plastico
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100
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0 1 2 3 4 5 6 7

Desplazamiento (mm)

Figura V. 25: Curva fuerza-desplazamiento obtenida del modelo numérico para comportamiento del hormigon
en compresion eldstico lineal y elasto-pldstico

Los resultados obtenidos muestran que la capacidad resistente s6lo aumenta un 8%, ya que la
maxima carga estd limitada por la maxima fuerza admisible en las armaduras. La variacion
que se registra se puede deber a que cambia ligeramente el angulo de incidencia de las bielas
sobre los tirantes y por lo tanto la solicitacion de los mismos para una misma carga.

A continuacion se analizan por separado las respuestas de ambos encepados:
- Comportamiento elasto-plastico:

La tension maxima de compresion en el hormigon esta limitada 29.80MPa. Por tanto, una
vez alcanzada esa tension en un elemento finito, aunque puede seguir deforméndose no
admite mas carga y el exceso de carga debe fluir hacia otros elementos finitos con reserva
de capacidad resistente. A continuacion se muestran sefialadas en rojo aquellas zonas del

encepado que han alcanzado el limite eldstico del hormigoén y han plastificado para cargas
de 320 kN, 450kN y 500 kN.
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Figura V. 26: Vista en planta de las zonas plastificadas para el modelo elasto-plastico para diferentes cargas

La distribucion de esfuerzos hacia los elementos finitos menos solicitados estd limitada
por el hecho de que las cargas tienen que fluir a lo largo de la estructura para acabar en
los pilotes. No se va a poder transmitir carga a elementos finitos que no vayan a ser
capaces de llevarla hasta los apoyos por su localizacion.

- Comportamiento elastico:

Al no existir limite de resistencia para el hormigon, los elementos finitos pueden llegar a
resistir tedricamente una carga infinita. Sin embargo la fuerza méaxima admisible por las
armaduras limita la carga ultima a S60kN. Para esta carga se registra una tension maxima
de 150 MPa y una deformacion méaxima del acero igual al 14%o.
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5.2.5.2 Encepado con armado y pilotes dispuestos en cruz

A continuacion se plantea realizar un cambio en la disposicion de los pilotes en planta y del
armado. En la nueva configuracion los pilotes estan localizados formando un rombo, cuyos
vértices estan definidos por los puntos medios de las aristas de la losa del encepado. La
armadura total dispuesta es la misma (6 ¢10 en cada una de las direcciones), pero colocada en
cruz tal y como se indica en la Figura V. 27(a).

En la Figura V. 27 se representan algunas vistas del campo tensional generado por la herramienta
informatica para esta disposicion de armado.

0.8m

L.

0.35m

0.10m

0.8m

(a) Vista en planta de disposicion de apoyos y
armado

(b) Vista 3D del campo tensional generado por
la herramienta informatica

(c) Planta del campo tensional

(d) Alzado del campo tensional

Figura V. 27: Encepado con armado y pilotes dispuestos en cruz

La principal diferencia entre los dos modelos de BT es el numero de tirantes. Mientras que en
la configuracion antigua se disponian cuatro, en la nueva Unicamente hay dos. En la siguiente
figura se representa de manera simplificada estos dos modelos.
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Figura V. 28: Esquema bielas y tirantes con distribucion de armadura en banda y en cruz

Aproximadamente ya que los modelos representados arriba son simplificaciones de la
realidad, segun (5.18) la fuerza que deben soportar los tirantes en los dos modelos de BT es la
misma. No obstante, darse cuenta que para un mismo volumen total de armadura, el area de
los tirantes en la configuracion en cruz sera el doble que en la configuracion en banda ya que
unicamente hay dos tirantes. Por lo tanto, la carga ultima sera aproximadamente el doble. De
hecho, si se comparan las curvas carga-desplazamientos (Figura V. 29) se observa que la
carga ultima que puede llegar a alcanzarse con esta segunda configuracion aumenta de SO05kN
a aproximadamente 900kN (&¢ max.900kn=06.3%o).

pyal2 2

Tbanda — 4 h 2 :1
T e P/ 4
4h

(5.18)

También se logran reducir los desplazamientos ya que con el armado en cruz se rigidiza la
zona central. Pero no todo son ventajas, ya que el nuevo encepado es menos ductil como se
observa en la Figura V. 29.
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Figura V. 29: Curva fuerza-desplazamiento obtenida del modelo numérico para encepado con armado en
banda y encepado con armado en cruz con misma cuantia de armado total
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5.2.5.3 Reduccion de la superficie de la columna

El area de la columna a través de la cual se aplica la carga sobre el encepado también tiene
influencia en el comportamiento del mismo. Se propone reducir este area de 30x30cm a

20x20cm. La curva fuerza-desplazamiento para ambos casos se representa en la Figura V.
30Figura V. 30
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Figura V. 30 Curva fuerza-desplazamiento obtenida del modelo numérico para encepado con drea de columna
30x30cm y 20x20cm

La carga maxima disminuye de 505 kN a 410 kN (-18.8%). También cambia la zona de fallo
y mientras que con una superficie de 30x30cm la deformacion méaxima del hormigén que
previsiblemente produciria la rotura se da en la zona de apoyo sobre los pilotes, para una
superficie de 20x20cm la deformacién méxima se da en la zona bajo la aplicacion de la carga.
Esta reduccion es del mismo orden que los resultados experimentales obtenidos por Suzuki et
al. (1998) [46] donde para un pilote de 80x80x25cm reducir el area de la columna de
30x30cm a 25x25cm supuso una reduccion de la resistencia tltima del pilote de -16.6%.
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6 Conclusiones y futuras lineas de
investigacion

6.1 Conclusiones

Las principales conclusiones derivadas del andlisis de la revision bibliografica realizada son:

A pesar de que el MBT estd muy extendido para el proyecto de regiones D
bidimensionales, hay muy pocas directrices para su aplicacién a modelos 3D.

La flexibilidad del MBT al estar basado en el teorema del limite inferior de la
plasticidad puede llegar a ser un problema para el proyectista, sobre todo para
sistemas complejos. El uso de programas informaticos que automaticamente generan
un modelo de BT a partir de la configuracion de armado puede resultar de gran ayuda.

No se han desarrollado herramientas informaticas para el analisis de regiones D
tridimensionales. Unicamente existen algunos modelos tedricos de elementos finitos
que generan automaticamente el modelo de BT aplicando técnicas de optimizacion
topologica.
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Las principales conclusiones obtenidas tras la implementacion del modelo numérico en
MATLAB y el estudio de algunos ejemplos son:

El modelo numérico es capaz de generar el campo tensional que se produce en la
region D tridimensional a partir de la configuracion de armado proporcionada por el
proyectista. Los flujos principales de compresiones son coherentes con las bielas que
se forman en el modelo de barras equivalente. Por lo tanto no es necesario que el
proyectista defina completamente la geometria completa del modelo de BT. En
aquellas situaciones en las que el proyectista no tenga una configuraciéon de armado
definida, puede optar por disponer armadura en las diferentes zonas posibles y sera el
propio programa el que identificard qué armaduras son necesarias y cuales no.

El modelo numérico es capaz de predecir bien la carga tltima y de plastificacion de
regiones D tridimensionales como demuestran los resultados obtenidos para el
encepado estudiado.

Para una misma region D modelos de BT hiperestaticos pueden ser mas eficientes que
modelos isostaticos. Aunque existen algunas recomendaciones sobre cémo tratar los
modelos hiperestaticos, en la mayoria de las ocasiones se recomienda que sean
isostaticos. Con el modelo numérico desarrollado el analisis de modelos hiperestaticos
no representa un problema, por lo que si se pueden considerar soluciones de ese tipo.

Se requieren muchos elementos finitos para obtener una respuesta adecuada de la
region D tridimensional modelizada. El tetraedro de cuatro nodos es un elemento
finito habitual en la modelizacion de so6lidos tridimensionales por su sencillez. Sin
embargo como es un elemento finito de deformacion constante para captar la
variacion de tensiones que se produce en el sélido es necesario disponer muchos, lo
que ralentiza el proceso de calculo.

Los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales necesitan de
algoritmos adicionales para garantizar la convergencia. La fisuracion que se produce
en el hormigdn por la aparicién de tracciones provoca cambios bruscos en la rigidez
de las estructuras de hormigén que para sistemas complejos como es un soélido
tridimensional hace que se generen muchos problemas para alcanzar la solucion de
equilibrio. Para resolver este problema en el modelo numérico presentado se propone
utilizar una estrategia de convergencia global para garantizar la obtencion de una
solucion de equilibrio con la aplicacion del método de Newton-Raphson. Se le conoce
como método globalmente convergente y de forma simplificada se puede decir que
disminuye progresivamente el incremento de desplazamientos obtenido por Newton-
Raphson hasta encontrar una solucion que mejore la anterior.

La aplicacion de cargas puntuales (externas, reacciones o fuerzas internas por tension
residual en los extremos de las armaduras) puede generar problemas de convergencia.
Es necesario profundizar mas en este tema ya que esto impide que se alcance una
solucion equilibrada en determinadas circunstancias.
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- Para el encepado de pilotes analizado segun la configuracion del ensayo experimental
de Suzuki et al. (1998) [46], asumiendo valores de deformacion ultima para el
hormigon entre 5%o0 y 7%o, la ductilidad es muy escasa. Esto es debido a que la
plastificacion del acero se produce para deformaciones elevadas en el hormigoén, por
lo que la reserva de deformacion en la rama plastica de algunos elementos finitos esta
practicamente agotada. De hecho, si se asume una deformacién ultima del hormigén
del 5%o la rotura se produce previa a la plastificacion de la armadura.

- Los encepados de pilotes con disposicion de armado y pilotes en cruz tiene una mayor
capacidad resistente que los encepados con armadura en banda y planta rectangular,
pero la ductilidad es menor.

- Disminuir la superficie de aplicacion de la carga en un encepado de pilotes supone
una disminucién de la carga de plastificacion y tltima.

6.2 Futuras lineas de investigacion

A la vista de los resultados y conclusiones obtenidos se proponen las siguientes lineas de
trabajo futuro en lo que se refiere al MBT:

- Estudiar las zonas nodales tridimensionales y definir directrices para comprobar su
capacidad resistente.

- Obtener recomendaciones practicas y métodos simplificados de disefio para regiones
D tridimensionales.

- Profundizar en el estudio de modelos de BT hiperestaticos, que en algunas ocasiones
pueden ser mas Optimos que los isostaticos.

- Aplicar el MBT para disefio sismico. Las directrices existentes se basan en cargas
monotonicas, por lo que para su aplicacion a cargas ciclicas es necesario investigar
mas.

En cuanto a las mejoras que se pueden realizar sobre el modelo numérico implementado en
MATLAB con el objetivo final de desarrollar un programa para el analisis de regiones D
tridimensionales se propone:

- Sustituir el tetraedro de cuatro nodos por el de diez nodos. Tiene la misma flexibilidad
para adaptarse a geometrias complejas, pero permite mayor precision con un menor
nimero de grados de libertad. Esto se traduce en una reduccion del tiempo de célculo
necesario.

- Estudiar la implementacién de geometrias mas complejas como pueden ser los
diafragmas de unién en puentes segmentados.

- Representar la armadura mediante un modelo embebido, lo que permitiria que el
mallado del hormigon fuera independiente de la posicion de las armaduras.
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Permitir un tamafio de malla diferente para cada zona de la region D. De esta manera
se podria disponer una malla més pequefia en aquellas zonas donde se produzcan
variaciones mas importantes y en el resto utilizar un mallado mayor, con la
consiguiente disminucion de elementos finitos totales y la aceleracion del proceso de
calculo.

Para cada elemento finito de hormigon considerar la influencia que tiene sobre el
comportamiento en una de las direcciones principales las deformaciones en las otros
dos. En el estado actual la ley constitutiva del hormigén estd basada en un
comportamiento uniaxial. Por lo tanto no permite considerar efectos como el
confinamiento.

Modelizar la adherencia hormigon-acero.

Disminuir el tiempo de calculo necesario proponiendo una numeracion de los nodos
mas Optima que permita una resolucion del sistema de ecuaciones mas eficiente y una
estrategia de convergencia global que permita la obtencion de una solucién de
equilibrio mas rapidamente.

Calibrar el modelo numérico mediante resultados experimentales obtenidos de la
bibliografia y del proyecto que el grupo de investigacion ha presentado como
continuacion del proyecto BIA2009-11369.

Proponer elementos de distribucion de cargas puntuales para evitar residuos
excesivos. Estas cargas puntuales pueden ser provocadas tanto por una accion
exterior, una reaccion o incluso internamente por la fuerza actuante en un extremo de
una armadura
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