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Objetivos — Los objetivos del trabajo realizado se centran en el desarrollo de un al-
goritmo de anélisis electromagnético eficiente para cavidades resonantes en configuracion
plano E, que caracterice dichas estructuras a través de su matriz de admitancias genera-
lizada (GAM). Las cavidades bajo estudio pueden tener una seccion plano E totalmente
arbitraria, compuesta por segmentos tanto rectos como circulares y elipticos. Asimismo,
la excitacion de la cavidad se realiza a través un nimero arbitrario de guias de onda
rectangulares en las que se considera solo las familias de modos TEy,, y TMy,, (puesto
que son las familias de modos que se excitan cuando se alimenta un dispositivo plano E
a través del modo fundamental TE;q de una guia rectangular). Ademas el algoritmo debe
ser susceptible de integrarse dentro de programas de anélisis electromagnético basados
en técnicas modales, permitiendo de este modo el analisis de dispositivos completos que
contengan cavidades en plano E.

Metodologia — La técnica utilizada para el anéalisis electromagnético de este tipo de
estructuras combina el método Boundary Integral - Resonant Mode Expansion (BI-RME)
en su version bidimensional, con una técnica de ecuacion integral que permite reducir al
minimo el nimero de modos resonantes a calcular. De esta manera se pretende aumentar
de forma considerable la eficiencia numérica del algoritmo.

Desarrollos teoricos realizados — En la seccion segunda de esta memoria, se incluye
el desarrollo tedrico realizado, explicando los pasos seguidos por el algoritmo para ca-
racterizar las cavidades plano E. La GAM de una cavidad se puede expresar como una
expansion en serie de polos en el dominio de la frecuencia que depende de los coeficientes
de acoplo entre los modos de la cavidad y los modos de las guias de entrada. El calculo
de la parte independiente de la frecuencia de esta serie se realiza en dos pasos. Por una
parte se utiliza el método BI-RME para obtener los modos solenoidales magnéticos de la
cavidad con los que se calcula uno de los términos de la serie. Al mismo tiempo, se puede
utilizar la técnica de la ecuaciéon integral para plantear un problema electromagnético
cuya solucion (mediante el Método de los Momentos) proporciona los otros dos términos
de la serie de la GAM. Una vez obtenidos estos tres términos, se combinan para obtener
la matriz de admitancias de la estructura completa.

A la hora de integrar este algoritmo con otros métodos de anélisis modal, aparece
una cuestion teorica adicional a considerar y resolver. La teoria desarrollada asume, por
motivos de eficiencia computacional, que los modos de acceso a la cavidad son modos
hibridos LSE1,, (que no son més que una combinacion lineal de modos TEy,,, y TMy,,,). Sin
embargo, para obtener la respuesta de un dispositivo completo, es necesario que la GAM
de la cavidad proporcione la relacion entre tensiones y corrientes de los distintos modos
TE y TM de forma independiente, por tanto es necesario desacoplar la contribucion de
unos y otros. Utilizando propiedades de ortogonalidad de los modos TE y TM, es posible
realizar este cambio de base proyectando las contribuciones de los modos LSE en funcion
de modos TE y TM.

Resultados — FEn la tercera secciéon de la memoria se presentan una serie de ejemplos
practicos de anéalisis de cavidades plano E. En cada caso se compara la respuesta obtenida
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con las de prototipos analizados y publicados en distintos articulos de investigacion. Como
se verd, los resultados son altamente satisfactorios, no solo por la precisién que ofrece el
algoritmo implementado, sino también por su eficiencia computacional y versatilidad a la
hora de analizar estructuras con geometrias muy diversas.

Lineas futuras — El trabajo presentado se enmarca dentro de un proyecto méas amplio
cuyo objetivo es analizar cavidades (cuya estructura geométrica sea tipo plano E o plano
H) pero excitadas por cualquier familia de modos TE y TM. Este algoritmo extendido
permitira introducir las cavidades dentro del analisis de dispositivos mas complejos, en
los que se excite cualquier familia de modos, ampliando asi el nimero de estructuras que
se pueden analizar con los programas desarrollados en el instituto de investigacion.

Ademas de caracterizar estas cavidades mediante su GAM, también esta contemplada
la posibilidad de calcular los campos electromagnéticos dentro de dicha cavidad. Esto
permitira realizar futuros anéalisis de alta potencia sobre estas estructuras, para determinar
de este modo en qué rango de potencias la cavidad puede trabajar sin sufrir efectos
indeseados de alta potencia, tales como Multipactor o descarga Corona.

Publicacitones — P. Soto, V.E. Boria, C. Carceller, C.P. Vicente, J. Gil, B. Gimeno.
"EM-Based Synthesis and Design of Bandpass Waveguide Filters Including Manufacturing
Effects with FEST 3D", International Journal of RF and Microwave Computer Aided-
Engineering (ISSN: 1096-4290), Volumen 22, nimero 1, pp. 93-103, Jan. 2012.

C. Carceller, M. Brumos, S. Cogollos, P. Soto, J. Gil, V. E. Boria, C. Vicente y
V. Gimeno, "Analisis Modal de Componentes Pasivos Basados en Guias Circulares con
Contornos Arbitrarios", XXVI Simposium Nacional de la URSI, 4 pp., (ISSN: 978-84-
933934-5-8), Leganés (Madrid), Espafia, Septiembre 2011.

Abstract — The efficient and accurate analysis of E-plane cavity resonators with ar-
bitrary cross section is considered in this work. Combining the well-known 2D BI-RME
method with the solution of an additional integral equation problem, the Generalized Ad-
mittance Matrix of this cavity is computed very efficiently. The BI-RME method is used
to compute the rapidly-converging series of coupling coefficients present in the expression
of the GAM. However, the series of coupling coefficients related to irrotational modes are
more efficiently computed as the solution of an integral equation electromagnetic problem.
This document contains all the theoretical details behind the implementation. After in-
tegrating this algorithm inside other available modal methods, a series of structures have
been analyzed in order to check the accuracy and numerical efficiency of the implementa-
tion. The results, included in the third section of this document, are successfully compared
with data obtained from the technical literature.
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1. Introducciéon

Una cavidad resonante es un volumen encerrado por paredes, normalmente metéalicas,
dentro del cual pueden existir modos de oscilaciéon en un ntmero infinito y discreto de
frecuencias. En tecnologia de guiaonda, la forma més habitual de construir una cavidad
resonante es mediante un tramo de guia en el que se cortocircuitan, con una pared eléctrica,
sus dos extremos. De esta manera se consigue generar una onda estacionaria dentro de la
estructura que, idealmente y si no hubiera pérdidas, quedaria almacenada infinitamente
dentro del resonador.

El primer analisis modal estricto de cavidades resonantes, presentado por Kurokawa
[14], demostro que el campo tanto eléctrico como magnético en el interior de una cavidad
se puede expandir en serie de modos irrotacionales (cuyo rotacional es nulo) y solenoidales
(cuya divergencia es nula). Si la cavidad consiste en un tramo de guia cortocircuitada por
ambos extremos, los modos solenoidales e irrotacionales de la cavidad se pueden derivar,
de forma sencilla, a partir de los modos transversales eléctricos y magnéticos de la propia
guia. Una vez obtenidos los modos de la cavidad, se pueden calcular los coeficientes de
la expansion modal mediante la proyeccion de los modos de las guias de acceso sobre los
distintos modos de la cavidad.

El trabajo presentado en esta Tesina se basa en la caracterizacion modal de Kurokawa
para, mediante el uso de una técnica de anéalisis de guias de seccion transversal arbitraria
(basada en el método Boundary Integral - Resonant Mode Expansion, referido a partir de
ahora como BI-RME), desarrollar una herramienta que permita analizar cavidades cons-
truidas a partir de guias arbitrarias cortocircuitadas. La primera implementacion de esta
herramienta que se realiz6 en el marco de esta Tesina, utilizaba toda la carta modal pro-
porcionada por el método BI-RME para construir la matriz de admitancias de la cavidad.
Los resultados que se obtuvieron demostraron que algunas de las series utilizadas en esta
caracterizacion modal tenfan una convergencia lenta, por lo que se opté por una formula-
cion alternativa que mejorara la eficiencia computacional del método. La implementacion
final de esta herramienta de analisis, basada en el desarrollo de [2], permite la caracte-
rizacion eficiente de cavidades cuya seccidon estd formada por cualquier combinacion de
segmentos rectos, circulares y elipticos, alimentadas por un ntimero ilimitado de guias
rectangulares en configuracion plano E. Esta herramienta, ademas, se ha integrado dentro
de programas propios de anélisis modal, de forma que permite analizar componentes que
posean cualquier tipo de discontinuidad que pueda considerarse una cavidad plano E, ya
sean codos, postes capacitivos, acopladores direccionales, uniones en T, etc.

En las siguientes secciones se presentaréd toda la teoria relacionada con la herramienta
implementada, desde el cdlculo de las distintas componentes de la matriz de admitancias
hasta el cambio de base de la misma para adaptarla a las definiciones modales que requie-
ren otros programas propios de analisis. Asimismo se presentaran una serie de ejemplos
de analisis de componentes reales que permitiran la validacion la herramienta implemen-
tada, demostrando la versatilidad y eficiencia de la misma para analizar geometrias muy
diversas.
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2. Teoria

El presente trabajo trata de analizar eficientemente cavidades plano E, caracterizan-
dolas a través de su matriz de admitancias generalizada (GAM, por sus siglas en inglés).
Las cavidades bajo estudio se caracterizan por ser prismas de base arbitraria, la cual se
puede definir como cualquier combinacion de segmentos rectos, circulares y elipticos siem-
pre que éstos definan una, o varias, lineas cerradas. La alimentacion de estas cavidades
se puede realizar a través de un niimero arbitrario de guias de onda rectangulares. Estas
deben estar colocadas en las paredes laterales del prisma, de manera que el plano E de las
guias rectangulares (plano formado por la direccion de propagacion y el vector de campo
eléctrico del modo fundamental excitado) sea paralelo a las bases arbitrarias de la cavidad
(ver Fig. 1).

Figura 1: Ejemplo de cavidad plano E (codo). La interseccion de este plano con la cavidad
se encuentra resaltada en azul.

2.1. Calculo de la matriz de admitancias

La matriz de admitancias Yéﬁ?) de una cavidad, por definicion, relaciona la corriente
modal (Ir(,{’)) que se induce sobre el modo p del puerto m al excitar la estructura con una

tension modal ( n(Q)) del modo ¢ en el puerto n, estando cortocircuitados todos los puertos
salvo el n:
Ly
Y,g;f)zw YV =0 cont#q i#n (1)

La definicion de las corrientes y tensiones modales se fija de manera que las corrientes
sean siempre entrantes a la red, para permitir una correcta interconexion entre distintas
cavidades. Excitando con una tension modal unidad en el puerto n, necesitamos calcular
la corriente inducida en el puerto m por dicha excitacion para obtener la matriz de admi-
tancias de la estructura. En el caso concreto de una cavidad, para conocer esta corriente
modal se procede de la siguiente manera: se excita la estructura con el modo ¢ en el puerto
n estando el resto de puertos cortocircuitados, y se calcula el campo magnético que se
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genera sobre el puerto m. A continuacion, se debe proyectar este campo magnético trans-
versal al puerto m sobre las funciones vectoriales modales de campo magnético de dicho
puerto. Aprovechando las propiedades de ortogonalidad de los modos es posible obtener
la amplitud de esta proyeccion, que coincide con la corriente modal buscada.

N>

. b
% N
7 Puerto m NT\/\ Puerto n
e a
ﬁx Sm a
- \ .
TN v ~
el Yo (=%,) Xm
(a) (b)

Figura 2: (a): Sistema de referencia de la guia rectangular del puerto m junto con las
componentes transversales del modo LSE;,. (b): Cavidad arbitraria bajo estudio
con el sistema de referencia situado sobre el puerto m.

Veamos ahora este procedimiento de analisis en detalle. Por una parte, podemos llamar
HY al campo magnético dentro de la cavidad generado por una tensiéon modal unidad
del modo ¢ en el puerto n. Por otra parte, el campo magnético transversal a la direccion
de propagacion en una guia se puede expandir en funciéon del campo magnético de los
modos que ésta soporta como:

H =10 2
=1

En este trabajo se considera que las guias rectangulares solo soportan las familias de
modos que se excitan en una estructura plano E al alimentarla con el modo fundamental
TE;o. Puesto que la estructura es invariante en la direccion X, de las guias rectangulares
(ver Fig. 2), al excitarla con el modo TEj solo se excitaran dentro de la cavidad los modos
que mantengan la simetria en la direccion invariante. Como H'? solo tendrd una tnica
variacion en la direccion X4, solo podra excitar en las gufas de los puertos modos con la
misma simetria, por tanto en las guias solo existiran las familia de modos TE;, y TM;,,.
En lugar de considerar estas dos familias de modos por separado, se puede compactar la
notacion y simplificar el desarrollo si se agrupan en lo que se conoce como modos LSET)
(Longitudinal Section Electric [11] también llamados modos TE], por otros autores).

Retomando la formulacion, en el interfaz entre la cavidad y la guia del puerto m se

puede igualar (2) con las componentes transversales de HS{”. Multiplicando a ambos lados
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por hgff) e integrando sobre la superficie del puerto m se obtiene:

H? - h?ds => "1 / h . h® 4s (3)
Sm i=1 Sm

Si en la guifa solo se consideran modos LSE se pueden aprovechar las condiciones de
ortogonalidad de éstos para despejar la corriente modal. Como se puede ver en [9], los
modos LSE solo acoplan con modos LSE y LSM del mismo indice modal, esto es:

[ bt niyas
/h(P) _h(i) dS = Q25 ‘ (5)
g LSE LSM - pr

donde Q = k, k,/(k* — kZ2) siendo k = w /i€, k, = 7/a, ky =pm/bp,.

Por ello, el sumatorio de (3) solo tendra términos distintos de 0 cuando ¢ = p. En
general, esto se produce en dos casos, cuando se considera un modo LSE con i = p y
cuando se considera un modo LLSM con 7 = p. En este trabajo solo se consideran modos
LSE debido a la simetria plano E, por lo que en lugar de dos términos distintos de 0, solo
habra uno, asi que (3) se reduce a:

(14 Q%) b (4)

HY . hPgs = 1) / h® . h) s (6)

Sm m

Sustituyendo (4) en (6) se puede despejar I®) como sigue,

1
[P = o /S HY . hPgs (7)

Hacer esta proyeccion sobre ambas componentes (X, e ¥,) del campo modal obliga a
calcular las mismas dos componentes del campo magnético HS{”. Sin embargo, se puede
simplificar el calculo de la corriente proyectando el campo magnético de la cavidad sobre
una tnica componente del campo magnético de la guia. En vez de multiplicar por h? e
integrar, se puede multiplicar solo por la componente X, del mismo e integrar. Al fin y al
cabo, la corriente modal relaciona las dos componentes por separado. Por tanto, en lugar
de (3), tenemos:

HO. (1) ,) a5 =3 10 / h() - (h) %,) dS (8)
s Py Sm

Se puede demostrar que para modos LSE
/ WD, BD, dS = 6, (9)
Por tanto, la corriente modal simplemente queda:

®= [ H9. (A %) dS (10)
Sm
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Y considerando una tension modal unidad en (1), la expresion de la matriz de admi-
tancias es:

mn

y (pa) :/ H;‘I)- (h;’;)l fcg) ds (11)

Resumiendo, para calcular la matriz de admitancias es necesario obtener, por una
parte, H? del cual solo es imprescindible la componente X, (o en coordenadas del dispo-
sitivo, la componente Z de la Fig. 2b). Por otra parte, se debe definir correctamente los
vectores modales de campo eléctrico y magnético en las guias de forma que la corriente
modal sea entrante a la estructura. Para que esto ocurra los vectores deben tener unas

direcciones tales que
e x W =3, (12)

Como ya se ha comentado, en este trabajo los modos considerados son del tipo LSE,,
cuyas expresiones cumplen (12):

2¢, . /m pT
68:7)1 = abpm sin <gng> cos (ayg) (13a)
2
hP) = — GZZ sin (g%) cos (i—:yg) (13b)
donde
_J 1L p=0
%_{2,p#0 (14

Sustituyendo (13b) en (11) y utilizando el sistema de coordenadas sobre el puerto m
de la cavidad (Fig. 2b), la matriz de admitancias queda:

bm
Y(pq _ / - / / H(q 2 sin <7TZ> coS (pzxm) dz dx,, (15)
a/ m

Utilizando la expresion del campo magnético dentro de una cavidad en funcién de los
modos resonantes de la misma [9], se puede expresar la matriz de admitancias como:

A(pQ) ik jk‘3 C(Pi) C(qi)
y (pa) oy Jrpa) 4 L —m = 16
) (w) T + o D + N 2 i (16)

7

donde Ag{%, BL9 C(p Y son coeficientes independientes de la frecuencia definidos me-
diante series que 1nv01ucran los acoplos entre los modos de las guias y los modos solenoi-
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dales (H;, HY) e irrotacionales (g;) de la cavidad:

gy = Y [ e () s, [ e (10 %) ds,
i=1 /' 5m n

N-1
+ / HY (h?) %,)dS,, [ HY (h®) %,) dS, (17a)
i=1 Y Sm Sn
en el caso de un volu;nren conectado N veces
b — / H,- (h?) %,) dS, (17D)

0 b%l) bgﬂ')
B¥) = 27 (17¢)

= W
oy _ U
o) = = (17d)

La opcién més directa para calcular la matriz Y9 consistiria en calcular un niimero
suficientemente alto de modos solenoidales e irrotacionales de dicha cavidad para que
las series que componen los tres tipos de coeficientes (Afﬁ%), Bfﬁhq) y C’T(ﬁ’i)) convergieran.
Dentro del marco de este proyecto, ésta fue la primera implementacion que se realizo,
calculando mediante el método BI-RME todos los modos (TE, TM y TEM) de la base
arbitraria para, con ellos, construir los modos solenoidales e irrotacionales de la cavidad.
Después de implementar esta via, se analiz6 la eficiencia y precision del algoritmo, lo que
llevo a su descarte por el alto esfuerzo computacional que requeria. En su lugar, se opto
por implementar una técnica alternativa [2]| cuyos pasos se resumen a continuacion.

En primer lugar, cabe destacar que el calculo de los tres coeficientes (Afﬁ%), Bfﬁhq)
y C,gfi) de (16)) se realiza de forma separada. Por una parte, se calculan mediante el
método BI-RME la tinica familia de modos de la base arbitraria necesaria para construir
los coeficientes C¥?. Este calculo de modos es, generalmente, el procedimiento que més
recursos y tiempo consume del algoritmo, por tanto, cuantos menos modos sean necesarios
calcular més rapido serd éste. Puesto que la serie que involucra los coeficientes C,gfi)
converge mucho mas rapidamente que aquellas de los términos A% y By(ﬁ;f), solo son
necesarios unos pocos términos para obtener una caracterizacion precisa de la estructura.
Por otra parte, el calculo de los coeficientes APD y BEY requiere resolver un problema
de ecuacion integral mediante el Método de los Momentos [10] para evitar considerar una
serie lentamente convergente. Este procedimiento se ha comprobado que consume muy
pocos recursos de tiempo y CPU si lo comparamos con el calculo de los modos necesarios
para obtener resultados convergentes en las series a sumar para obtener Al y B2 De
aqui que el algoritmo implementado en este trabajo resulta mucho mas eficiente que el
método directo.
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2.2. Calculo de los coeficientes C#fl) de la matriz de admitancias
Los coeficientes C” tienen la siguiente expresion:
—1

ey = [ H-(5a)as (18)

m

donde H; es el campo magnético del modo solenoidal magnético i-ésimo de la cavidad
cerrada, cuyo nimero de onda es k;. Por su parte, hﬁf’g’ es la componente X, (= ) del
campo magnético del modo LSE;, del puerto m.

2.2.1. Modos en la cavidad cerrada

Como ya se ha comentado en la Introduccion, una cavidad como la que se considera
en este trabajo se puede entender como una guia de seccidon transversal arbitraria cerrada
en ambos extremos por sendas paredes eléctricas. Por tanto, es facil entender que los
modos de estas cavidades pueden construirse a partir de los modos de la guia arbitraria,
dotandolos de la correspondiente variacion sinusoidal en la direccién Z que imponen las
condiciones de contorno de las paredes eléctricas de ambos extremos.

En general, los modos solenoidales magnéticos se construyen a partir de las soluciones
modales TE, TM y TEM de la guia. Sin embargo, las soluciones que derivan de los modos
TM y TEM no poseen componentes en direcciéon z, por tanto no es necesario considerarlas
para obtener los coeficientes CP) Como la excitacion se realiza a través de modos LSE,
con una sola variaciéon en la direcciéon z, solo se acoplaran modos de la cavidad con una
tinica variacion en altura. Utilizando el sistema de ejes coordenados de la Fig. 2b, el campo
de los modos solenoidales magnéticos a considerar se puede expresar como:

HIP = L V2ag [(z X V) sin (”—2)} (19)

5 ™2 Xi a
e
a

donde a es la anchura de la cavidad (dimension constante), 1; es el potencial escalar con
el que se construye el i-ésimo modo TE de la base, siendo x; su nimero de onda de corte,
y V, el gradiente respecto de las coordenadas transversales de la base arbitraria. Por su
parte, el ntimero de onda de corte del modo de la cavidad HL® es:

A

b=y (5) (20)

a
Desarrollando la expresion del rotor que aparece en (19) se obtiene:

V x [(2 x V) sin <7r_z>] = O m cos (LZ> n,, 0% 7 cos (LZ> X

a Ny, a a or,, a a

Py | P\ .
+ (8n2 +8x )sm (%Z)z (21)

2
m m
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De las tres componentes en (21), solo la dirigida segin la direccion Z contribuira al

calculo de los coeficientes CFY. Ademas, el calculo de ambas derivadas parciales puede
evitarse sabiendo que el potencial 1); cumple la ecuacion de Helmholtz:

82 1/% 82 1/}2 o 2

gnz T ggz T Y (22)

Substituyendo (22) en (21) resulta que la componente Z del campo magnético tiene la
siguiente expresion:

HTE

ilz

= _Xi—\/i(l sin (%) W (23)
e

Dada la seccion arbitraria de la cavidad, se aplica sobre ella el método BI-RME 2D
descrito en [7| y con ello se obtienen tanto los nimeros de onda x; como la corriente
superficial J;(I) tangente al contorno arbitrario. La corriente superficial tangente puede
relacionarse con el potencial v; buscado como:

Vxi
Jit = —J X
nx

Vi (24)

donde V' se obtiene relacionando las componentes normalizadas y no normalizadas de
campo eléctrico del i-ésimo modo TE y evaluando en xy = y;. De aqui se concluye que

Yy =—Jip = — ZBk ug (1) (25)

donde uy son funciones base parabélicas definidas a trozos para expandir la incognita del
problema que resuelve el método BI-RME, y By son los pesos de éstas obtenidos tras la
resolucion del problema de autovalores de los modos TE.

2.2.2. Calculo del coeficiente C,(ffi)

Sustituyendo (23) y (25) en (18) y resolviendo la integral sobre la coordenada z, la
expresion del coeficiente c®) queda como sigue:

4 m
Cwi) = /a;bp a ZBk [/ uy () cos (pgx ) dxm:| (26)

donde se ha supuesto que las funciones base que estan definidas sobre el puerto m van
numeradas desde el indice 7 al [. De esta manera, ya solo queda resolver la integral que
llamaremos I}, definida del siguiente modo:

I :/ () cos (p?T:Em> dz,, (27)
Ap bm
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Las funciones base que utiliza el método BI-RME estan definidas segiin una variable
normalizada ¢ € [—1/2, 1/2], por tanto es necesario parametrizar la variable a integrar
T segin el mismo pardmetro t. De esta forma la integral sobre el puerto se convierte en
un sumatorio de integrales entre [—1/2, 1/2]. Esta parametrizacion es:

donde xg; es el punto inicial del segmento sobre el que estd definida la funcion base,
utilizando como punto de origen para medir esta distancia el punto de inicio del primer

segmento del puerto (i.e. x,, = 0). Por su parte, d; es la longitud del mismo. De esta
forma, la integral Ij se transforma en

0,5
I, = / (c1e t® + cont + c3x) cos {JZ—Wék t+ ];—W (2o + 0,55)] Sy dt (29)
—0,5 m m

donde ¢y, cor y c3i son los coeficientes de la funciéon base k-ésima.
Se resuelve (29) para p # 0 de forma que los coeficientes cw) quedan:

07(7{22) — ﬁsz Or {sm O D ‘|“Bk) |:Cl/f (O g o’ ) + (())ék Csll:}
k

. 0,52 2 0,5
+ sin (=0,504 + B) {—Cm ( 3) + Cok— — %]

(673 g (0% (673
c c c

+ cos (0,50 + Bk) l— + ik] + cos (—0,5ay, + Bi) l% — is] } (30)

oy of Qi Qg

donde
0
us
B, = 7; (2o, + 0,50, (32)
Por su parte cuando p = 0 los coeficientes C%) son:

Cm k2 \/_ Z Bk 5k |: 3 + C3g (33)

2.3. Calculo de los coeficientes A% y B de 1a matriz de admi-
tancias

Independientemente del calculo de los coeficientes C’y(,fi), el procedimiento seguido para
calcular los coeficientes A%4 y Br(,m), sin calcular los modos resonantes de la cavidad, se
puede resumir brevemente de la forma siguiente. Primero se expresa el campo magnético
dentro de la cavidad en funcién de un potencial auxiliar definido sobre la base arbitraria
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de la cavidad. A continuacion, se expande este potencial en serie de potencias de forma
que al introducir el campo magnético en la expresion de la GAM, se puedan igualar los
diferentes términos de la expansion con los coeficientes Al y B2Y  Tos coeficientes que
conforman la expansion en serie del potencial se calcularan mediante la resoluciéon de un
problema de ecuacion integral que se resolvera por el Método de los Momentos (MoM).

Finalmente los coeficientes A% y BPY se expresaran en funcion de esta solucion.

2.3.1. Calculo del campo magnético a partir de un potencial auxiliar

Utilizando la teoria de potenciales auxiliares que se puede encontrar en 8|, es posible
expresar el campo magnético H'? dentro de la cavidad en funcién de un potencial vector
auxiliar:

1 -1
H'Y = jweF@ — —VV.FY = — (F*FY + VV.F) (34)
Jwp jwp
donde .
F@) = @) gin (—) 7 (35)
a

para una cavidad plano E, siendo <p,(f) un potencial escalar definido sobre la base arbitraria.

Como se vio en (15), para calcular la matriz de admitancias de la cavidad bajo estudio

solo es necesaria la componente z de H?:

H%@ I j;—; {/{;2@%‘1) sin (%Z) + aa—; [go(q) sin <%z)} }
_ J;_L (12 = (/0] 0 sin (22) (36)

De esta manera, sustituyendo (36) en (15), la matriz de adminancias queda:

a b
Yrg;?) = / / — [k2 — (W/a)z] <p,(f) sin (E> Ep sin <B> cos (pﬂ'l‘m) dx,, dz
o Jo Jwh a/ \ aby, a by
1

bm
B aep 19 2 @) DT Ty
= g2 . d

TR COS( b ) o )

Ahora se expande el potencial auxiliar goﬁf’ en serie de potencias de k, de forma que

se puedan recuperar los coeficientes A(mp%) y B,E,’ZZ) en funciéon de las componentes de la
expansion.
P\ = al? + KB + O(k*) (38)

Sustituyendo (38) en (37) y desarrollando se llega a:

bm
yeo = L ] (z)z/ a'? cos (pwxm) dxm]
Jnk 2b, \a/ Jy bm
. bim
X ik {_ 2“%/ {anq) _ (IY@(;])} cos (pzxm) dxm}
77 m JO a m
'k,3 bm m
+ jT [— % i BnQ) cos (pgw ) dxm} (39)
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Comparando (39) con (16), se pueden identificar los coeficientes ALY v B%D como

sigue:
2 [bm
AP — /% <g) /0 a9 cos (pZZm) dx, (40a)
bm 9
we) — _ [%% (a) _ (I) () P Tm
B 20, /0 {an - BV | cos ™ Az, (40Db)

2.3.2. Desarrollo de la ecuacién integral que cumple go£?>

Para obtener los coeficientes Oz,(f) y 51(1(;) de la expansion del potencial <p,(1q) se va a

plantear una ecuacion integral que debe cumplir este potencial, siguiendo para ello el
procedimiento descrito en [16]. Se parte del escenario representado en la Fig. 3: la cavidad
se encuentra cortocircuitada en todos los puertos salvo el puerto n, en el cual se esta
excitando con el modo LSEy,,.

N>

b, Puerto n
_—
Puerto m T
a
X,
/
\

A

n,

Figura 3: Vista de la estructura para el célculo de @%q).

La ecuacion integral a plantear estd basada en la solucion de la ecuacion de onda
propuesta por Weber para ondas cilindricas [6]. Se puede demostrar que si go,(f) es una

funcién bidimensional que cumpla

8290(q) 62<p(q) )
2 12 + P22 + kypl =0 (41)

con primera y segunda derivadas continuas dentro de un contorno cerrado 05 en el plano
de la base arbitraria, entonces se puede calcular el valor de dicha funci6én en un punto
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(x,y) dentro del area que define el contorno 9S (Fig. 4) como:

1 0¢(ko R Dp(s’
wWen=14 [@ﬂ@')%—wkom%—n@ i (42)

donde R es la distancia entre el punto (x,y) y los puntos s’ del contorno, n’ es la direccion
normal al mismo apuntando hacia fuera de éste, y ¢ es una funciéon que también cumple

2
(41), con comportamiento del tipo (— logt ) cerca de t = 0. La ecuacion (42) esta basada
™

en la segunda identidad de Green para el caso bidimensional.

Se elige como funcion de Green ¢ = jHO(Q)(k:OR) (donde HO(Q) es la funcion de Hankel
de segunda especie y orden 0) que cumple las condiciones anteriormente especificadas, y
representa una onda cilindrica divergente. Con esta eleccion, la ecuacion (42) queda como
sigue:

1 Bpi(s") OHP (ko R)
(9) _ (2) Pn (oo 0 \~o /
Pn (l’, y) 4] fgs [HO (k’o R) 877,/ Pn (S ) an/ ds (43)

Puerto n

Figura 4: Vista en planta de la base arbitraria con las variables utilizadas en la ecuacién
integral para ¢\0.
Si en lugar de necesitar calcular el valor de goﬁf’ en puntos (z,y) dentro de la zona
que define el contorno 05, se desea calcular este potencial en puntos s que se encuentren
situados sobre el propio contorno, la ecuacion integral [17] se transforma en:

(9) (9 o
pn (s) _ Oon(s") (@ n9GRa R) |,
3= |Gt P o) T s (44)
donde )
G(ko R) = %I;OR) (45)

(@)

Ahora vamos a calcular sobre el contorno 0S5, donde t y @i’ son los vectores

tangente y normal a éste en cada punto. Del mismo modo que el campo magnético, se
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puede expresar el campo eléctrico en funcién de un potencial vector auxiliar como:
oF, ., OF, -

—1n — t

ot on/

Sobre las paredes laterales de la cavidad y los puertos que estan cortorcuitados, se
debe cumplir la condicién de pared eléctrica:

EY =V xF% = (46)

><E 0= —E,t+FE2z=0 (47)
Lo que implica que

= F, =0 — ya se cumple viendo que la componente Z de (46) es nula.

OF,
n E = — = 0
! on’
Por tanto, sobre las paredes laterales y puertos cortocircuitados
OF, ' 6901(1(1) 6901(;1)
B sin(7 z/a) s =0 (48)

PEC
Por su parte, cuando nos encontremos sobre el puerto por el que se excita la estructura

.. OF, . .
(esto es, el puerto n), el término £ corresponderd a la componente de campo eléctrico
n
transversal al puerto, vista la estructura desde arriba (Fig. 4). Como es conocido, en el
interfaz entre dos medios las componentes de campo eléctrico y magnético transversales
al interfaz deben ser continuas:

i x E@ =i xe? (49)

n | Puerto n n

Desarrollando los productos vectoriales y utilizando la expresion del campo para la
guia (13a) podemos despejar la derivada buscada sobre el puerto n:

Dol [2¢, qm T,
= 50
on’ et ab, o8 by, (50)

(Q)(s)
on’

2 n
9o\ (s) )y aZZ cos (qgj ) s € Puerto n 1)

on’

Resumiendo, tenemos que es:

0 resto s

Introduciendo (51) en (44) la ecuacion integral se simplifica:

2€q bn Ty (@) o 8G<k0 R) ’
—\/ — b / G(ko R) cos ( ) dz, jgs 0, (s") o ds (52)
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Ademas, el término 0G/0n’ se puede transformar en una derivada parcial respecto

de R
0G(keR) 0G(koR) R  9G(koR)
ow ok ow_ om ¢ (53)

donde 6, tal y como se muestra en la Fig. 4 es el angulo que forman R y ', De esta forma
la ecuacion integral a resolver finalmente es:

(q) bn
©n (5) IG (ko R) @ (A — 2¢q / qm Tn
5 T fgs 008678]% oV (s")ds" = ”—a b ), cos b G(ko R) dx, (54)

2.3.3. Construccion del par de ecuaciones acopladas

Para calcular la matriz de admintacias no es necesario obtener la expresion exacta de
<p,(1q>, sino los coeficientes a'? y ﬁ,(f) de su expansion resonante. Por ello no se va a resolver
directamente (54), sino que se va a expandir la funcion de Green G(kg R) de la misma
manera que gpﬁ{”, se sustituiran ambas expansiones en (54) e igualando términos con las
mismas potencias de k£ se obtendran dos ecuaciones 1ntegrales La resolucion de estas dos
ecuaciones integrales proporcionaré los coeficientes ol y 6 buscados.

Realizando un desarrollo en serie de Taylor, y utilizando diversas propiedades de las
funciones de Hankel que podemos encontrar en [1], el desarrollo en serie de potencias de
la funcion de Green se puede expresar como:

é:imG@+ﬂﬁm(@ (55)
27 a 472 a
donde Ky y K; son las funciones de Bessel modificadas de segunda especie y 6rdenes 0 y

1, respectivamente.

Por su parte, el desarrollo en serie de IR es:

k) F k)

Introduciendo (38), (55) y (56) en (54) tenemos la ecuacion integral desarrollada en
serie de potencias de k:

al?(s) + k2 BSY(s) _ f cos 0 { ! K1(7TR) +k— A KO(WR)] [ D(s) + & B9 (s)] ds’

2 a 47 a

B [ (5 [ ) ()

(57)

R

Igualando términos con la misma potencia de k obtenemos dos ecuaciones integrales.
Para los términos sin potencia de k tenemos:

(9) by
an'(s) 1 j{ cos 0 09 (s') I, TR [2¢4 / q7T T, K, TR ir.,
2 2a Jas a aby, a

(58)
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Y para los términos con k2

ﬁr(lq)(s) 1 (@) o n R /
LNSA AR 74 K
5 20 P COS@BH (S ) 1 a ds

1
= — cos@oz(q)( YR Ky (WR) ds’'

a

2€q bn qm Ty, TR
S /ab / ( )RK1 (7) dr,, (59)

2.3.4. Resolucidon mediante el Método de los Momentos

En este punto se aplica el Método de los Momentos (MoM) en su version de Galerkin

sobre las ecuaciones (58) y (59) para recuperar el valor de las incognitas o' y 8 en el
contorno. Se expresan las incognitas como un sumatorio de funciones base f, cuyos pesos
se obtendran al resolver sendos sistemas de ecuaciones. Asi pues:

alf(s) = Zw(‘” (60a)

B (s) = vasz fi(s) (60b)

Las funciones base a utilizar son las mismas que se han empleado para el calculo
de los coeficientes C £, Se trata de funciones parabolicas definidas a trozos, y con area
normalizada a 1. Tras la aplicacion del MoM en su version de Galerkin, el primer sistema
de ecuaciones a resolver es:

(L+M) - W=G (61)
donde las componentes de las distintas matrices son

Ly = 5 506 o) ds (622)
My — fgsfgscose Kl(”R) £(s) (') ds ds’ (62b)

bn
o L () s
o TL]Z

(62d)
Por otra parte, la ecuacion integral (59) da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:

(L+M) - V=N-W+T (63)
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donde

Ny = i fgs 725 cosf R Ko(ﬂ) fi(s) f;(s") ds ds’ (64a)

- 2€q bn qT Ty
O N fés/ ( )RKl( )ﬁ()dsdxn (64b)
(Q)

‘/q[n]i = (64c)

2.3.5. Expresiones finales de A%Y y %9

Una vez se hayan obtenido los pesos que acompanan a las funciones base que re-

presentan o y 87, haciendo uso de (40) podemos expresar A% v BPD como sigue:

2
AP — /aEP <7r) E w'® Je(zm) cos (pgxm) dx, (65a)
a k

m

: 2 T
Bt = =[5 ) — (2) ol . PTom) d,, (65b
mn 2 bm — Wy a Unk A, fk (.’L‘ ) COS b T ( )

m

Para calcular las matrices completas A y B para todos los modos partiendo de las
matrices L, M, G, N y T ya calculadas, falta por calcular una matriz F cuyas componentes

son:
ae,

T Ty,
Fmiy = — ST A Jr(zm) cos (p 3 ) dz,, (66)
m k

m

La integral que aparece en (66) es idéntica a (27), por tanto la construccion de la
matriz F no supone una carga computacional adicional, puesto que sus componentes ya
ha sido calculada durante el obtencion de los coeficientes C”. Una vez construida la
matriz F, se pueden obtener las matrices globales A y B como:

A - (g)z F (C+M) G (672)

ws]
I

F. {(mm‘l G- @2 C+M) " [N (C+M) '+ T } (67b)

A la hora de construir las matrices necesarias para resolver el problema, es necesario
calcular una serie de integrales en las que intervienen las funciones de Bessel modificadas
Ky y Kji, las cuales son singulares al evaluarlas en 0. Las técnicas de integracion estandar
fallan al intentar evaluar ambas funciones en este punto, por tanto es necesario realizar un
tratamiento adicional de las expresiones de las distintas matrices para evitar el problema
de su evaluacion numérica. En las siguientes subsecciones se estudia el tratamiento que se
da a cada matriz dependiendo del tipo de segmento involucrado en la integral.
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2.3.6. Resolucién de la integral singular de la matriz M

La primera integral con problemas de singularidad con la que nos encontramos aparece
al calcular la matriz M. Recordemos la expresion concreta de los elementos de esta matriz:

-1 ™R , ,
M;; = %fgs fgs cos 6 K1<7) fi(s) f;(s") ds ds (68)

Cuando s — ¢ (ie. R — 0) la funcion de Bessel modificada K tiende a 400, con lo
cual, la evaluacién numérica en este punto es inviable. Para evitar este problema vamos
a agrupar la funcion de Bessel K con la funcion trigonométrica cos 6, y calcularemos el
limite de esta expresion para cada tipo de tramo considerado (lineal, circular y eliptico).
Llamamos:

R
Iy = cos Kl(L) (69)
a
El término cos § se puede relacionar con los vectores R y @i’ (ver Fig. 4) como:

R -1
R

Cerca del origen, podemos aproximar K; por el primer término de su desarrollo en
serie [3]:

cosf =

(70)

TR a
(T~ o) (7)
Combinando (70) y (71), el limite a calcular queda:
i a ., R-@
=T T )

Ahora procedemos a evaluar este limite para cada tipo de tramo. Para ello se para-
metrizaran los distintos tipos de segmentos en funcion de una variable t € [—1/2,1/2],

Tramo lineal
En la Fig. 5 podemos ver representado un tramo lineal. Como es obvio, cuando s y s
pertenezcan al mismo tramo, cos = 0 puesto que R L @', por tanto,

/

lim I, =0 (73)
R—0

Tramo circular
Para los tramos circulares (ver Fig. 6) la parametrizacion es de la forma:

xr = xo+ 71 cosp(t)
= Yo+ senp(t) (74)

con

e(t) = o1+ Ap(t+0,5)
Ap = 2 — (75)
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y
A
> X
Figura 5: Tramo lineal.
donde el diferencial de longitud es
ds=rdp=rApdt (76)
Los vectores R y fi son
R = s —s=1][(cosy —cosp) %+ (siny —siny)y] (77)
i = cosp X+sing'y (78)
cuyo producto escalar es:
R-d' =r[l—cos(p—¢)] =r{l—cos[Ap(t—1)]} (79)
Por su parte R? tiene la siguiente expresion:
R? = ¢? [(cos ¢ — cos )’ + (sen ¢’ — sen @)2] (80)

Coy)

Figura 6: Tramo circular de radio r centrado en (g, o) definido entre los angulos ¢; y
P2.
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Agrupando todas estas expresiones, el limite buscado queda:

lfm Iy = —— (81)

R—0 2rr

Figura 7: Tramo eliptico de semieje mayor a, y semieje menor b,.

Tramo eliptico

En el caso de tramos elipticos, la parametrizacion utiliza un sistema de coordenadas
locales (u,v) rotado « (radianes) respecto del sistema de coordenadas cartesiano tal y
como se puede ver en la Fig. 7 donde:

u = ae cosn(t)

b senn(t) (82)

siendo

nt) = m+An(t+0,5)
Anp = m—m (83)

mientras que a. y b, se corresponden con los semiejes mayor y menor de la elipse, respec-
tivamente.
Estas coordenadas locales estan relacionadas con las coordenadas cartesianas segiin la

siguiente relacion:
(x):(x0)+<cosa —sena)_(u) (84)
Y Yo sena  Cosa v

En este caso la expresion del diferencial de longitud es mas complicada que en los

casos anteriores:
ds' = a. An\/1 — e2 cos? i dt’ (85)
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donde e es la excentricidad de la elipse.
Por su parte, el vector unitario normal al segmento eliptico y el vector R tienen las
siguientes expresiones:

—a, sena senn’ + b, cosa cosn’ | a. cosa senn + b, sena cosn

n = X+ y (86)
ac\/1 — e%cos?n/ aer\/1 — €% cos? 1/
R = [a.cosa(cosn’ —cosn) — besina (sinyg — sinn)] %
+ [aesina (cosn’ — cosn) + b, cos a (sinn’ — sinn)] § (87)

mientras que el producto escalar entre ambos es:
R.g = lell—cos(—n)] _ be{l—cos[An(t—1)]}
1 —e2cos?n V1 —e?cos?n

y distancia entre punto de fuente y de observaciéon para este tipo de segmentos se expresa
como:

(88)

R? = a? (cost’ — cosn)” + b2 (senny’ — senn)’ (89)
Sustituyendo (88) y (89) en (72) el limite queda:
be
lfim I = 4% (90)
R—0 2m/1 — €2 cos? 1/ (ag sin? 7/ + b2 cos? n/ )

2.3.7. Resolucién de la integral singular de la matriz G

La segunda integral con problemas de singularidad se encuentra en el calculo de la
matriz G cuando se toma el diferencial de longitud sobre el puerto por el que se excita la
estructura. Recordemos la expresion que tienen las componentes de esta matriz:

=1 [2¢ bn qm Xy, TR
G m; = 27'("/(1()” jgs/o COS( b )KO( - ) fi(s) ds dx, (91)

El problema singular se debe a que

1fm KO(@) = +00 (92)
R—0 a
Para solucionar este problema se va a aplicar el procedimiento siguiente. La integral
doble que aparece en (91) se separara en dos integrales de linea: la interna (con diferencial
ds) se integrara analiticamente, y la externa mediante técnicas numeéricas de cuadratura.
Desarrollando en serie la funcion de Bessel alrededor de 0 tenemos:

2
Ky Tk ~ —In mh —7+1n(2)+R27T— —In T — v+ 1+1n(2)
a a 4a? a

4
g T _ ﬁ _
+ R 128&4{ 21n< a) 27+3+21n(2)]
Lo [ em (B — 67+ 11+6In(2)| + O [(wR/a)*] (93)
13824 S a
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donde v = 0,57721566490153286 es la constante de Euler-Mascheroni [19]. Llamamos I,
a la integral a calcular analiticamente:

0,5

o = [ sfE RG] s o= [

donde A S es un segmento rectilineo sobre el puerto n. Utilizando el desarrollo en serie
de K, (y asumiendo que es vélido en todo el segmento) podemos separar la integral en
una parte regular I7 y otra singular /]

Ko[g R (t,, t)] (1t +cat+cs) dt (94)

lo=1y+1 (95)
donde
0,5 2
Iy = /05{ID(Q)_7_1n(ﬂ/a)+32m[1—7+1n2—1n(7r/a)]
o
+ R4—a4[3—27+21n2—1n(7r/a)]
6
+ 6m[11—67—61n2—1n(7r/a)]} (c1 8+ cat + c3) AL dt (96a)
1 0,5 7T2 7_(_4 71'6
= n 15 {1+ 1 : s £+ oot Al dt
’ 2/0,5 nl ( e T g T 13824a6) (f +ertte)

(96b)

La parte regular I se puede incluir en el calculo numérico de la integral. Por su parte,
la integral singular se integrara analiticamente. Para ello separamos /; en cuatro integrales

diferentes: Al
_ 0 2 4 6
I =— (0 + I+ I3+ I°) (97)
Parametrizando el segmento recto segin ¢, las cuatro integrales pueden resolverse anali-
ticamente. La primera de ellas es:

0,5
o= [ AR -0 [ ot

1
= {E [8citd +12¢ot2 + 24 ety + ¢ —3(ca — 4cs)| In[2t, + 1]

1
— —[8at] +12¢t2 +24cst, — 1 — 3(co +4¢3)| In |2, — 1

12
Al 1
+ (%+2c3>1n 5 —1—8(12c1t3+1802tn+c1+36c3)} (98)
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La segunda integral es:

s2
[g =

2 A72 0,5
m Al / In [AZ (t, — )] (tn —t)* [ + cot + c3] dt

4 a2 05
2AL2 1
7;7@ {(0,5 = £,)? [~112,5¢, — 4005 — 175, t, — 36¢; — 81 ¢y t, — 9y 12

2In[A1(0,5 — t,,)] (90 ¢1 + 225¢5 + 600c5 + 1502 b, + 90 ¢1 £, + 60 ¢1 12)]
(0,5 +t,)° [112,5¢5 — 400c5 — 175¢at,, — 36 ¢ + 8L ¢y by, — 94 er t
2In[A1(0,5 4 t,,)] (90 ¢1 — 225¢5 + 600cs + 150¢o &, — 90 ¢1 £, + 601 t2)] }

(99)

Por su parte, la tercera integral es:

s4
[9

+ o+ + +

4AN74 0,5
m Al / In [A2 (t, — )] (tn — )" [er 0 + cot + c3] dt

128a* | g5
AR 1
128 a4 22050

{(0,5—t,)° [-612,5c2 — 1764 c5 — 539 ca ty, — 225¢1 — 325 ¢1 by, — 214 ¢y 1)
(0,5 +t,)° [612,5¢c2 — 1764 ¢5 — 539 ca by, — 225 ¢1 + 325 ¢1 b, — 214 ¢y L7,
2In [Al(0,5 — t,)] (1837,5 ¢y + 4410 ¢ + T35 ca
787,5¢1+ 525 ¢ty + 210 ¢ t2)]
21n [AI(0,5 + t,)] (—1837,5co + 4410 ¢35 + 735 ¢o t,
7875¢1 — 5251 t, + 2101 17)] }
(100)

Finalmente, la cuarta integral es:

s6
[g

+ o+ o+ 4+

ﬂ/o’5 In [AZ (t, — 1)*] (tn — t)° [ + cot + 3] dt
138245 J_y 5 " " ! A
LAV 1

13824 a5 127008
{(0,5—t,)" [-1984,5co — 5184 c5 — 1215 o t,, — T84 ¢y — 833 ¢y t, — 38201 L,

(0,5 +t,)7 [1984,5 ¢, — 5184 ¢c5 — 1215 ca b, — T84 ¢y + 833 ¢y by — 382y L2
21n [AL(0,5 — t,)] (7938 ¢3 + 18144 ¢5 4 2268 ¢ ¢,
3528¢; + 1764cq t, + 504 ¢ t2)]
21n [AL(0,5 + t,)] (=7938 ¢p + 18144 ¢35 + 2268 2 £,
3528¢; — 1764cy t, + 504 ¢1 )] }
(101)
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2.3.8. Resolucién de la integral singular de la matriz N

La tercera integral singular a tratar surge del calculo de la matriz N:

N, = % fés £i(s) M)S cosd R KO(?) 1) dsf] s (102)

Como se va a demostrar, para todos los tipos de tramos, el integrando posee una
discontinuidad evitable, por tanto la integral se podra resolver numéricamente sin mas
que sustituir la evaluacion del integrando en O por su limite. En concreto se trata de
calcular, para los distintos tipos de tramos

vagg%{amegxﬁfuuﬂ)Kb[ffﬁﬂfg]}::hnl{ﬁ}ﬁ’Kblff%?ig}} (103)

a t—t!

Para calcular dicho limite vamos a utilizar el desarrollo en serie de Taylor de la funciéon
modificada de Bessel Ky que hemos visto en el apartado anterior. En lugar de utilizar este
desarrollo hasta grado 6, nos vamos a quedar con el primer término, ya que es el que
predomina cuando el argumento de la funcién es cercano a 0:

R 1
K, (%) ~ =5 (R*) +x (104)

donde x es una constante.

Tramo lineal
En el caso de un tramo lineal, los vectores R y fi’ son perpendiculares, por tanto:

IV =0 (105)

Tramo circular

Por una parte consideramos la expresion del producto escalar de R y @i/ para tramos
circulares vista en (79). Por otra parte, en [15] se demuestra que R? se puede aproximar
por

R? =~ r?Ap? (t — ') (106)
lo que induce a escribir In R? como suma de dos términos, uno regular ! y otro singular
)2 YAV
In R? = In {(:1: 7+ Y 2y) ] +In [Ap*(t — t)?] (107)
Ap? (t —t')

Puesto que el primer término es regular, al multiplicarlo por R - fi’ este término se anulara.

'La parte regular tiene el siguiente limite para tramos circulares:

1\ 2 AV
lim In @—a)" + W —y) =Inr?
(z.y)—> (" y") Ap? (t —t')?
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Por otra parte tenemos

Iy = —r lim {1 — cos[Ap |t — ¢'[|} In[Ap |t — ] (108)

t—t’

Llamamos £ = Ap |t — t'|, de forma que el limite a calcular es:

Iy =lim[1 — cos ()] In (§) (109)

£—0

Aplicamos la regla de L'Hopital sucesivamente hasta obtener el limite:

B ) 2(COS§—COS2§+SiD2€) B
Iy==r élir(l) —(2cos€ — Esiné) =0 (110)

Por tanto también se cumple que para los tramos circulares:

IN"™ =0 (111)

Tramo eliptico

Por un lado se utiliza el producto escalar entre los vectores R y #t' definido en (88). Por
otro lado, siguiendo un procedimiento similar al de los tramos circulares, se puede separar
el logaritmo del cuadrado de la distancia en una parte regular? y otra singular:

(z =)+ (y—vy)?

InR?>=1In 5
An? (t — ')

+In [An?(t — t)?] (112)

Del mismo modo que hemos visto para los tramos circulares, el limite de la parte
regular se anulara al multiplicarlo por el producto escalar entre los vectores R y @i/, por
lo que solo es necesario considerar el término singular:

Iy = 2be lim {1 — cos [An (t — )]} In[An |t — '] (113)

/1 —e?cos?n t=t

Y como ya se ha demostrado en (110) este limite es nulo, por lo que también se cumple
para los arcos elipticos que:

17" = (114)

2La parte regular tiene el siguiente limite para tramos elipticos:

_ \2 _ 2 \2
i 1 Em ) -y

_ 220l 12 02
LT AR =) =In [ae sen”n + b, cos” ]
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2.3.9. Resolucién de la integral singular de la matriz T

La tltima integral con problemas de singularidades surge del calculo de la matriz T,
cuya expresion, recordemos, es:

T [ () 1) o

Agrupamos la funciéon de Bessel modificada K; con el término R y calculamos el limite
de esta funcién cuando R — 0. Llamamos

[T_RKI(WR) (116)

a

Utilizando la expansion de K; cerca del origen (71) el limite de I queda simplemente

como sigue:
a

2.4. Cambio de base de la matriz de admitancias

Independientemente de como se haya calculado la matriz de admitancias, en esta sec-
ciéon vamos a desarrollar el proceso que permite transformar la matriz (Y'*) que relaciona
amplitudes de los modos LSE y LSM con la matriz (YT) que relaciona las amplitudes de
los modos TE y TM. La matriz YL relaciona corrientes (i%) y tensiones (v) modales
LSE y LSM como:

il =Y". vt (118)

. . . . t . t
donde i* = [if, if,...,if] es el vector de corrientes y v& = [vf, vf,... vE] es el de

tensiones.
Dichas tensiones y corrientes modales se obtienen al expandir el campo eléctrico y
magnético total como sumatorio de funciones modales LLSE y LSM:

P
E = ZUPL el (119a)
p=1
P
H = ) i’ h! (119b)

S
Il
—

Del mismo modo, este campo eléctrico y magnético en los puertos se puede expandir en
funcién de modos TE y TM, obteniéndose con ello otros coeficientes de tension y corriente
modal:

Q

E = ZUqT e, (120a)
q=1
Q

H = ) ih! (120Db)
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Con esta expansion las corrientes y tensiones de modos TE y TM (i, v7) se relacionan
entre si a través de la matriz Y7 como:

ir=YT.v7T (121)
dondei” = [if, if, ... ,ig]t el el vector columna de corrientes de modos TE/TM mientras
que v = v, vf, ... ,vg}t es el de tensiones.

Para encontrar la relacion entre las matrices Y* e Y7 empezamos igualando las ex-
pansiones de campo magnético (120b) y (119b):

> il hy=> il h (122)

P Q
Z@';/Shg-hfdszzzf h! -h!dS (123)

T = Zij/hg.hgds (124)
p=1 s
Haciendo esto para n = 1,---,(Q) podemos expresar matricialmente la relacion entre
corrientes como:
A it =iT (125)

donde la matriz A contiene las integrales de acoplo de campo magnético entre los modos
LSE/LSM y TE/TM:

Ay = / h] -h}dS (126)
S

Por otra parte vamos a igualar las expansiones del campo eléctrico (120a) y (119a)
para encontrar una relacion entre las tensiones modales:

vaL elf = quT eqT (127)

p=1 q=1

Multiplicamos a ambos lados por el e integramos sobre el puerto

P Q
ZUPL/e£~e£dS:Zv(IT/eqT-e£dS (128)
p=1 S q=1 S
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Utilizando las propiedades de ortogonalidad de modos TE y TM, podemos despejar

v!" como
P
vl = ZUPL / epL -el'ds (129)
p=1 S
Haciendo esto paran = 1,..., () tenemos el siguiente sistema:
B.-vi=v" (130)

donde la matriz B contiene las integrales de acoplo de campo eléctrico entre modos
LSE/LSM y TE/TM:

By = /eiT -eldS (131)
Sustituyendo (125) y (130) en (121) y dSesarrollando se llega a:
il=A1Y".B.vt (132)
Comparando (132) con (118) podemos identificar la matriz Y*:
Yi=AT'Y".B (133)
y despejar Y7:
Y =AY B! (134)

Si utilizamos (134) para obtener la matriz Y? buscada deberfamos calcular dos ma-
trices (A y B) e invertir una de ellas. Podemos hacer este cilculo de forma mas eficiente
relacionando B con A. Para ello partimos de (127), multiplicamos vectorialmente por la
izquierda por el vector Z y escalarmente por hZ:

P Q
Z%L/(ixeﬁ)'hﬁ dszzvf/(ixeff)-hﬁ ds (135)
p=1 S q=1 S

Sabiendo que para la base TE/TM elegida se cumple que Z X eqT = h:{, y conociendo
las propiedades de ortogonalidad de modos LSE y LSM, podemos despejar v como:

Q
vk = quT/th-hg ds (136)
q=1 S
Haciendo esto para todos los modos n = 1,..., P se llega a la conclusién que las
tensiones se pueden relacionar mediante la transpuesta de la matriz A:
vi=A".vT (137)

Comparando (137) con (130) llegamos a la conclusion que
B'=A! (138)
Por tanto la matriz Y7 se puede calcular méas eficientemente como:

Yi=A Yl A (139)
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3. Resultados

Después de desarrollar la parte tedrica del trabajo, se van a presentar una serie de
ejemplos que serviran para validar la herramienta implementada. Entre los ejemplos se
incluyen componentes pasivos empleados habitualmente en los sistemas de comunicacion
por satélite, tales como codos, divisores de potencia, acopladores direccionales y filtros.
De esta manera se pretende mostrar la versatilidad de la herramienta implementada para
trabajar con cualquier estructura de forma eficaz, obteniendo respuestas préacticamente
idénticas a las de otros simuladores de proposito mas general en una fraccion del tiempo
que invierten éstos.

3.1. Codo de 90° biselado

El primer ejemplo consiste en el andlisis de una estructura bastante simple, un codo de
90° biselado en guia WR-62 como puede verse en la Fig. 8a. Primero se analiz6 la estructu-

—20 T T T
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x % Referencia !
H—N 1
! [ —90 1 — Cav2D !
b o o (CST
~100 ] | | | |
12 13 14 15 16 17 18
Frecuencia (GHz)
(a) (b)

Figura 8: Codo biselado de 90° en guia WR-62 (15,799 x 7,899 mm?) con b’ = 0,87b. El
analisis de esta estructura se compara con los resultados publicados en [18] y con
el simulador comercial CST Microwave Studio®. La respuesta con linea disconti-
nua corresponde a la simulacién con precision baja, mientras que la linea continua
corresponde a la respuesta convergente.

ra con precision baja (nimero de modos accesibles en las guias rectangulares de entradas
y modos resonantes reducido), y se compard la respuesta obtenida con la publicada en
[18]. Como puede verse en la Fig. 8b, la respuesta simulada (etiquetada como Cav2D*)
coincidia plenamente con la referencia, sin embargo un estudio de convergencia posterior
mostré que a medida que subia la precision del anélisis, la respuesta se iba desplazando
hacia frecuencias superiores (respuesta etiquetada como Cav2D). Para comprobar si este
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comportamiento se debia a un error de implementacion o correspondia realmente a una
respuesta mas precisa, se decidié analizar el codo biselado con el software comercial CST
Microwave Studio®. Como se puede ver en la Fig. 8b, el anilisis con este software arrojo
resultados muy positivos, ya que la respuesta simulada con éste coincidia plenamente con
la respuesta convergente de la nueva herramienta implementada. Por lo que respecta al
tiempo de calculo, la respuesta convergente mostrada se obtuvo en tan solo 8,7 s utilizando
para ello un PC estandar con un procesador Intel Core 2 Quad a 2.83 GHz.

3.2. Divisor de potencia en guia rectangular basado en uniones
en T

El segundo ejemplo, extraido de [4], considera el anélisis de un divisor de potencia de
5 puertos basados en la concatenacion de uniones en T, tal y como puede verse en la Fig.
9a. La mision de este dispositivo es distribuir la potencia que entra por el puerto 1 de
forma equitativa entre los otro cuatro puertos, a pesar de que cada uno de éstos puertos
tenga unas dimensiones diferentes. En la Fig. 9b se puede ver la respuesta del dispositivo
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Figura 9: Divisor de potencia de 5 puertos basado en uniones en T. Dimensiones: a =
2b = 15,799 mm, b, = 3,41 mm, b3 = 3,67 mm, Iy = 7,94 mm, by = 3,96 mm, |,
by = 2,67 mm, l; = 7,95 mm, by = 7,39 mm, b5 = 2,65 mm. Comparacion de los
parametros S simulados (linea continua) con la referencia [4] (puntos).

para todos los puertos, comparada satisfactoriamente con la respuesta contenida en [4].
Ya sea dividiendo el dispositivo en tres uniones en T unidas por guias, o considerando el
dispositivo como un tnico bloque la respuesta es practicamente idéntica a la mostrada en
la referencia, por tanto queda demostrada la flexibilidad y fiabilidad de la herramienta
implementada para analizar todo tipo de estructuras de forma eficiente. Por lo que respecta
al tiempo de calculo, se han invertido 22 s en obtener la respuesta convergente mostrada
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en la Fig. 9b con la herramienta implementada. Si se simula esta misma estructura con
otros modulos de andlisis propios del grupo de investigacion, el tiempo de calculo varia
desde los 6 s de los modulos que implementan las respuestas analiticas de uniones en T y
guias rectangulares (muy rapidas y eficientes) hasta los 25.9 s de los modulos que analizan
componentes de propésito mas general.

3.3. Acoplador direccional en guia rectangular con postes cilin-
dricos

El tercer ejemplo corresponde a un acoplador direccional realizado con una cavidad
en forma de cruz y postes cilindricos, tal y como puede verse en la Fig. 10a. Estos postes
cumplen dos funciones. Por una parte, los que se encuentran situados en la diagonal de la
cavidad central tienen la misién de guiar la senal que entra por el puerto 1 a los puertos
de salida (3 y 4), aislando el puerto 2. Por otra parte, los que se encuentran en las guias
laterales cumplen la funciéon de adaptacion a la salida.

Transmisién/Reflexién (dB)

=35 = — Cav2D ||
e ¢ CST

X X Referencia
—45 | | [

9.0 9.5 10.0 10.5 11.0
Frecuencia (GHz)

(a) (b)

Figura 10: (a) Acoplador direccional de dimensiones W = 10,2 mm, d = 22,9 mm,
a = 20,31 mm, ¢ = 6,04 mm, r = 2,65 mm, r,, = 1,92 mm, v = 6,39 mm, v = 8 mm.
(b) Comparacion de la respuesta simulada con la referencia [13] y CST Microwave
Studio®.

Para realizar un analisis eficiente de la estructura, ésta se ha segmentado en distintos
bloques. Por una parte se ha analizado la cavidad central con los dos postes diagonales,
y por otra las cuatro secciones de guia que contienen los postes de adaptacion. Una
vez resueltos todos los bloques, se han unido de forma adecuada las distintas matrices
de admitancias para obtener la respuesta final del dispositivo completo. Esta respuesta
puede encontrarse en la Fig. 10b comparada con los datos obtenidos de la referencia
[13], asf como con el simulador comercial CST Microwave Studio®. Como puede verse, la
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respuesta es altamente coincidente con los resultados publicados, pero al mismo tiempo se
encuentra desplazada muy ligeramente respecto de la obtenida con el simulador comercial.
En cualquier caso se puede aceptar este nivel de discrepancia, por lo que se considera
exitosa la comparaciéon. Por tanto, con este ejemplo se ha validado, no solo el método
presentado, sino también la unioén de varios de elementos del tipo Cav2D que forman un
componente mas complejo. Por lo que respecta al tiempo total empleado, en este caso ha
sido de 32 s.

3.4. Divisor de potencia tipo “rat-race”

El cuarto ejemplo consiste en el analisis de un divisor de potencia con una estructura
conocida como ‘“rat-race”. Este divisor se realiza utilizando una cavidad coaxial cuyas
dimensiones, extraidas de [12], pueden verse en la Fig. 11a. Esta estructura representa un
ejemplo de componente que hasta ahora no era posible analizar de forma precisa con los
programas propios disponibles.
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Figura 11: Divisor de potencia tipo “rat-race” con accesos por guia WR-10 (a =
2,54 mm, b = 1,27 mm). Dimensiones: R; = 0,513 mm, R, = 1,411 mm, ¢; = 60°,
w9 = 120°. Los resultados de la simulacion con la herramienta Cav2D implementada
han sido comparados con los obtenidos mediante la simulacién con CST Microwave

Studio®.

Tras simular el divisor “rat-race” con la herramienta Cav2D implementada (tiempo de
simulacién: 17,1 s), se han comparado los resultados con CST Microwave Studio® con
el objetivo de validarlos. Representada en la Fig. 11b se encuentra la comparacion entre
ambas respuestas. Como se puede ver, la herramienta implementada obtiene una respues-
ta totalmente equivalente a la simulada mediante CST Microwave Studio®, de forma
que también se valida satisfactoriamente el anélisis de estructuras basadas en cavidades
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circulares (a diferencia de los anteriores ejemplos que se adaptaban mejor a cavidades
rectangulares).

3.5. Filtro paso-bajo para aplicaciones de alta potencia

El dltimo ejemplo que se considera trata de llevar la herramienta implementada a los
limites de su capacidad. Se trata de analizar el filtro paso-bajo para aplicaciones de alta
potencia extraido de [5], y cuya estructura puede verse representada en la Fig. 12. Esta
estructura se basa en un concepto ampliamente utilizado en el campo de la 6ptica como
es la longitud de onda de Bragg. Utilizando un perfil de guia con variacién sinusoidal
enventanada (cuya longitud de onda coincide con la de Bragg), se consigue un filtro con
una banda de rechazo muy amplia, pudiendo llegar hasta el tercer armonico con niveles
elevados de pérdidas de insercion.

mmmm——sevee eI oo

Figura 12: Filtro paso-bajo para aplicaciones de alta potencia.

El analisis de esta estructura mediante la herramienta implementada podria realizarse
considerando el filtro en su totalidad, sin embargo esto reduciria la eficiencia del anélisis
de forma muy importante, puesto que implicaria operar con matrices de tamano excesiva-
mente elevado. Para incrementar la eficiencia del anélisis se puede segmentar el filtro en
secciones mas pequenas y analizar cada una de ellas de forma independiente, combinando
finalmente las matrices de admitancias de todas las secciones para obtener la respuesta del
filtro completo. En este caso se ha optado por segmentar el filtro en 10 secciones, en cada
una de las cuales se han considerado una media de 200 segmentos para describir el perfil de
la guia. Se ha analizado esta estructura con la herramienta implementada y los resultados
(ver Fig. 13) se han comparado satisfactoriamente con CST Microwave Studio® y con
medidas reales del dispositivo construido mediante la técnica de electroformado. Dentro
de la banda de paso (a frecuencias bajas) la respuesta que proporciona la herramienta
Cav2D es equivalente a las medidas, mientras que en la banda de rechazo los niveles di-
fieren algo mas. Esto puede deberse, por una parte, a que el nimero de modos resonantes
considerados en cada seccién de cavidad no son suficientes para representar la respuesta
del dispositivo en un rango de frecuencias que se extiende més alla de dos octavas, pero
si para representarlo a frecuencias bajas. Por otra parte, en la banda de rechazo el acoplo
entre la entrada y la salida del filtro es muy bajo, por lo que los niveles representados
corresponden con el ruido numérico de cada herramienta y con la precision del instru-
mento de medida, el cual probablemente no es capaz de representar niveles inferiores a
los mostrados. Por lo que respecta al tiempo de célculo, la herramienta implementada ha
invertido 2700 s en obtener la herramienta mostrada, un tiempo muy inferior a las méas
de 4 h que invirtié el simulador CST Microwave Studio®.
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Figura 13: Respuesta del filtro paso-bajo para aplicaciones de alta potencia comparada
con medidas reales y simulacion con CST Microwave Studio®.

4. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado la implementacion de una herramienta para el ana-
lisis electromagnético eficiente de cavidades en configuracion plano E. Esta herramienta
caracteriza las cavidades en términos de su matriz de admitancias generalizada, la cual
relaciona corrientes y tensiones modales de los distintos modos de los puertos de acceso.
Para implementar esta herramienta se ha combinado la teoria de cavidades con el méto-
do BI-RME para la obtencién de los modos resonantes de guias con seccion arbitraria,
ademéas de una técnica de ecuacion integral que ha permitido mejorar la eficiencia del
analisis evitando el calculo de series lentamente convergentes. Una vez implementada, la
herramienta se ha integrado con otros programas propios de analisis basados en métodos
modales, para lo cual se ha tenido que desarrollar un cambio de base de la matriz de ad-
mitancias, puesto que los modos considerados por la herramienta (modos hibridos LSE)
no eran compatibles con la definiciéon de modos que utilizan los otros programas propios
de anélisis.
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En este trabajo se recoge toda la teoria desarrollada dentro del marco de este proyecto.
Partiendo de la expresion de la matriz de admitancias de una cavidad genérica como
expansion en serie de polos en el dominio de la frecuencia, se explica el proceso que
permite obtener cada uno de los términos que componen esta matriz. En primer lugar se ha
explicado como se ha aprovechado la herramienta que implementa el método BI-RME para
guias arbitrarias que posee el grupo, adaptéandolo para el cilculo del nimero minimo de
modos solenoidales magnéticos que es necesario calcular para caracterizar adecuadamente
una cavidad plano E. Por otra parte, se ha utilizado una técnica de ecuacion integral para
obtener las componentes restantes de la matriz de admitancias sin necesidad de obtener
todos los modos resonantes de la estructura.

Tras presentar la teoria, se han incluido una serie de ejemplos que han servido para
validar la herramienta implementada. Entre estas estructuras se encuentran componentes
ampliamente utilizados en aplicaciones espaciales tales como codos, divisores de potencia,
acopladores direccionales y filtros. Todos los ejemplos se han extraido de la literatura téc-
nica y la respuesta obtenida con la herramienta implementada se ha comparado en todos
los casos satisfactoriamente con otros simuladores comerciales. Como se ha demostrado,
la herramienta analiza en pocos segundos y de forma precisa cualquier estructura arbi-
traria que pueda describirse mediante segmentos rectos, arcos circulares y /o elipticos. De
esta forma se presenta como una herramienta muy fiable sobre la que basar el diseno de
componentes plano E en tecnologia guiada, abriendo al Grupo de investigacién algunas
lineas de trabajo muy interesantes.
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A. Articulos
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plano H:
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2012.

= Relacionado con el método de anélisis BI-RME (una version ampliada de este ar-
ticulo ha sido enviada a la revista IET Proceedings on Microwaves, Antennas and
Propagation y se encuentra en estos momentos en fase de revision):

e C. Carceller, M. Brumos, S. Cogollos, P. Soto, J. Gil, V. E. Boria, C. Vicente
y V. Gimeno, "Anélisis Modal de Componentes Pasivos Basados en Guias
Circulares con Contornos Arbitrarios", XX VI Simposium Nacional de la URSI,
4 pp., (ISSN: 978-84-933934-5-8), Leganés (Madrid), Espana, Septiembre 2011.
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