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Introducciéon

En este trabajo se estudia la dindmica de algunos métodos iterativos empleados
para resolver ecuaciones no lineales. Se describiran a detalle algunas caracteristicas de
las funciones racionales obtenidas al aplicar estos métodos a polinomios de una variable
compleja con el fin de aproximar sus raices.

Una de estas caracteristicas consiste en que, a partir de la accion de iterar sucesi-
vamente dichas funciones racionales, se induce una division del plano complejo en dos
conjuntos, el de Julia y el de Fatou. Estos conjuntos reciben tales nombres en honor a
dos eminentes matematicos, Gaston Julia y Pierre Fatou, quienes alrededor de 1918 (ver
[8], [I1]) hicieron importantes aportaciones y desarrollaron la teoria sobre las iteracio-
nes de funciones racionales en el plano complejo, conocida como Teoria de Julia-Fatou .

Las bases de dicha teoria tiene su origen en dos revisiones detalladas del método de
Newton por parte de Schroder (1870, [16]) y Cayley (1879 ,[5]), quienes propusieron
extender el método, conocido en el caso de funciones de variable real, para polinomios
en el plano complejo.

Un primer acercamiento a esta teoria de iteraciones de funciones racionales, a partir
de la revisién de los articulos de Sergio Plaza [14] y Juan L. Varona [20], motivé la
elaboracion del presente trabajo bajo dos enfoques. El primero, que trata del estudio
de las propiedades dinamicas de los métodos iterativos relacionadas con su eficiencia
como algoritmos numéricos (convergencia y limitaciones algoritmicas). Y el segundo,
que trata del andlisis de las regiones de convergencia (cuencas de atraccién) y del com-
portamiento cadtico de su frontera, que nos permitird generar graficos sorprendentes
(fractales) con ayuda del ordenador.

Primeramente, en el Capitulo[IJabordaremos algunos conceptos basicos de la dindmi-
ca compleja y se analizaran algunos resultados importantes para comprender el com-
portamiento de métodos iterativos para aproximar raices de polinomios complejos. En
el Capitulo [2 se introducira la nocién de equicontinuidad y el concepto de familia nor-
mal, con la finalidad de definir formalmente a los conjuntos de Julia y Fatou. Ademas,
se analizaran algunas propiedades de estos conjuntos.

En el Capitulo 3] se se abordaran aspectos relacionados con la convergencia de los
métodos iterativos y se estudiaran algunas limitaciones algoritmicas que presentan. En



VI

el Capitulo {4 se describiran algunos métodos iterativos y se mostraran las iméagenes
fractales generados por estos al aplicarlos a algunos polinomios complejos. Y por iltimo,
en el Capitulo[5[se explicara a detalle la forma en que se generaron las imagenes fractales
incluidas en este trabajo y se mostraran mas ejemplos de imagenes fractales generadas
con ayuda del ordenador.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos de la Dinamica Compleja

En esta seccion abordaremos algunos conceptos basicos de la dindmica compleja y
se analizaran algunos resultados importantes para comprender el comportamiento de
métodos iterativos para aproximar raices de polinomios complejos. Para la construccién
de este capitulo se retomaron algunos aspectos tratados en los libros de Ahlfors [1] y
Devaney [6], que nos dan una excelente introduccion al estudio de funciones analiticas
de variable compleja y al andlisis de la dinamica compleja. El lector puede omitir leer
el primer apartado de este capitulo, pues se abordan conceptos muy basicos de variable
compleja.

1. Funciones en el plano complejo

Designamos por C al conjunto de los nimeros complejos. Es decir,

C={(z,y): z,y € R}.

Sea z = x + iy un ndimero complejo, donde i = /—1; entonces x se denomina la parte
real de z, denotada por Re(z), y y se denomina la parte imaginaria de z, denotada por
Im(z). Si hacemos el eje x el eje real y el eje y el eje imaginario, entonces el nimero
complejo z es representado por un punto (z,y) en el plano complejo (ver Fig. [1]).

El médulo |z| de z es definido como |z| = /2% 4+ 42, v es la distacia entre z y el
origen.

Un nidmero complejo a menudo es representado en coordenadas polares. Sea r = |z|
y 0 = tan™! (%), entonces 6 es llamado el argumento de z, denotado por arg(z). Puede

verse que x = rcosf y y = rsenf. Por ser z = x + 1y, se obtiene la siguiente expresion,
llamada forma polar de un niumero complejo:

z =r(cosf +isend),

donde r y 0 se llaman coordenadas polares de z.

Notese que cualquier multiplo entero de 27 puede ser anadido a 6 sin cambiar z,
por lo que el conjunto de los argumentos, sera



2 1. Funciones en el plano complejo

arg(z) = {0: Re(z) =|z|cos, Im(z) = |z|sen O}
= {0+ 21k :keZ}

donde 6 estd comprendido entre [0, 27).

La Férmula de Euler (e’ = cosf + isen @) permite expresar un nimero complejo
z =r(cosf + isenf) de manera mas compacta, en su forma exponencial:

zZ=TrTe

donde r es un nimero real mayor o igual que cero (r = |z|) y 6 cualquier argumento de z.

Z=X+y

x|

X Re(z)

FIGURA 1. El médulo |z] y el argumento # de un nimero complejo.

Definicién 1.1. Una funcidn de variable compleja f: 2 € Q C C — w = f(z) € C es
una aplicacion en la cual a cada ntimero complejo z de una cierta region €2 del plano
complejo C se le asigna otro niumero complejo w = f(z).

La regiéon () se llama dominio de definicion de f y w se llama imagen de z por
f. En los casos mas importantes el dominio de definicién es un conjunto abierto (no
incluye a los puntos de su frontera) y conexo (dos puntos cualesquiera de 2 pueden
unirse mediante una curva contenida en €2) del plano. Dado que éste es el marco de
trabajo habitual, las regiones abiertas y conexas del plano complejo reciben el nombre
genérico de dominios.

Universidad Politécnica de Valencia Pedro Antonio Pérez Pérez
Master en Investigaciéon Matematica



1. Conceptos Basicos de la Dinamica Compleja 3

Veamos un ejemplo muy simple que nos permitird ilustrar algunos aspectos de in-
terés en el estudio de las funciones de variable compleja y del mapeo de funciones en
el dominio complejo (ver [7]).

Ejemplo 1.2. Consideremos una aplicaciém lineal f : C — C, de la forma f(z) = az,
donde a« = a +ib y 2 = x + iy. Se pueden escribir a y z en su forma exponencial:

a = se® cons= a2+ byps = tan~? (9)
a

z=re" conr = /22 + 12yl = tan"! <g)
T

Entonces, se puede expresar f(z) como f(z) = srel®¥f. Nétese que f2(z) =
s2re’9+28) v generalmente

f(z) = s"ret@tmd), (1.1)

Cléramente, se tienen tres casos a considerar (ver Fig. [2):

1. s < 1: En este caso, de acuerdo a la Ec. se observa que la orbita de z
dara vueltas en espiral hacia el origen. Se puede decir entonces que el origen es
asintoticamente estable.

2. s > 1: De la Ec. se concluye que los espirales de la orbita de z se van
alejando del origen, entonces el origen es inestable.

3. s = 1: En este caso la 6rbita de z permanece sobre el circulo de radio 7y y el
mapeo es una rotacion sobre el circulo.

Consideremos ahora aplicaciones no lineales un poco méas complicadas.

Definicién 1.3. Dados los numeros complejos ag, a1, as, . . ., a, con a, # 0, la funciéon
p(2) definida en el plano complejo C por

p(2) = ag+ a1z + a2’ + - + a2

se llama polinomio complejo de grado n con coeficientes ag, ar, as, . .., ay,.

El Teorema Fundamental del Algebra establece que todo polinomio complejo de
grado n se anula en n puntos del plano complejo z1, 2o, . . ., 2, (contados con multiplici-
dad), que se llaman raices del polinomio. Conocidas las raices, el polinomio se factoriza
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4 1. Funciones en el plano complejo

Im(z) Im(z)
\4(2)
f(2) z=ren(i0) f@ ©
. z=reA(i
Re(2)
4(2) Re(2)
y
2(2) 3(2) f2(2)
3(2)
a Im()
b
L O
/ (@)
/ '. Re(@)
2@~ | M@

[o]

FIGURA 2. Tteracién de un punto z = re®® bajo la aplicacién f(z) = az, a = a+ib,
s =+va?+ b2 (a) s < 1: el origen es asintéticamente estable, (b) s > 1: el origen es
inestable, (c¢) s = 1: el origen es estable.

Cco1mo

En coordenadas polares z = re, el polinomio viene dado por

p(Z) = Qo + CL1T€Z0 —+ CL2T26220 + 4 anrneznO'

Definicién 1.4. Sea €2 un dominio en Cy f : 2 — C una funcién de variable compleja.
Sea un punto zy € €2, se dice que f es derivable en z; si existe el limite

f/ (ZO) — lim f (Z) B f(zO)

z2—20 Z— 2

Universidad Politécnica de Valencia Pedro Antonio Pérez Pérez
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1. Conceptos Basicos de la Dinamica Compleja 5)

que, en ese caso, sera la derivada de f en zy. Entonces se dice que f es analitica en 2
cuando es derivable en todos los puntos de 2.

Una funcién analitica también es conocida como diferenciable, holomorfa o reqular.
En particular, una funcién analitica en todo el plano C se llama entera.

Ademas de los polinomios, toda funcién racional de la forma f(z) = P(z)/Q(z),
donde P y () son polinomios en la variable compleja z, es analitica en su dominio de
definicién, es decir, excepto en las raices de QQ(z). Mas adelante se analizardn algunas
propiedades de las funciones racionales en el dominio complejo.

2. Estructura analitica y métrica de la esfera de Riemann

Para simplificar el estudio de la dimamica compleja, es 1til ampliar el sistema C de
los niimeros complejos mediante la introduccién del simbolo oo que represente infinito,
llamado en este caso numero complejo infinito. El nimero complejo infinito no tiene
signo ni argumento, pero puede entenderse como un nimero cuyo médulo es mayor
que cualquier numero real dado. Los puntos del plano junto con el punto del infinito
constituyen el plano complejo extendido (o ampliado), C U {oo}. Para describir la to-
pologia de este espacio, se introduce una representacion especial del plano complejo.

Consideremos el plano complejo provisto de un tercer eje ortogonal £ que pase por
(0,0) y una esfera unitaria centrada en dicho punto. Es decir, se considera una repre-
sentacién de la esfera S? en R? a través de los tres ejes ortogonales z, 7, ¢ en la que
los ejes x e y son los ejes real e imaginario de C respectivamente. Se identifican los
puntos correspondientes al polo norte y sur de la esfera, y se denotan por N = (0,0, 1)
y S = (0,0, —1) respectivamente. Esta esfera se conoce como esfera de Riemann.

Entonces, sea C = C U {oo} la esfera de Riemann, més precisamente
S?={(z,y,6) eR®: 2? + 2 + & =1},

ésta se encuentra dotada de un atlas analitico que contiene las cartas ; : C — S?\ {N}
v 2 : C — S?\ {S}, dadas por

O =il i) = (o s

zZ) = X 1 ==

T T R e U 2+ U P2+ 1)
. 2z 2y 1—2° —y?

S02(2)_“02(95“:‘”_(g;?+y2+1’:L~2+y2+1’x2+y?+1 ‘

Estas cartas son llamadas proyecciones estereogrdficas(ver Fig. |3)), y determinan la
estructura analitica y métrica de la esfera de Riemann. Para la estructura métrica, se
usa, por ejemplo, la métrica cordal, que se denota por d., la cual es definida como la
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6 3. Funciones racionales y su dinamica

distancia euclideana entre las proyecciones estereogréficas de los puntos, es decir, dados
z,w € C, entonces
2|z —w|

VA +1P) (L [wP)

2
d.(z,00) = lim d.(z,w) =

Se puede definir otra métrica de C, llamada métrica esférica, que se denota por d., y
se obtiene mediante las geodésicas de S?. Estas métricas son equivalentes, y cuando se
necesite de la estructura métrica de C, se usara la métrica cordal.

d.(z,w) =

FIGURA 3. Proyeccién estereogréfica de un ntimero complejo z sobre la esfera de Riemann.

3. Funciones racionales y su dinamica
Una funciéon racional R : C — C es una funcién de la forma

P(z)
R(z) = )
Q(2)
donde P y () son polinomios sin factores comunes. Como se vié anteriormente, las
funciones racionales son funciones analiticas en C.

(1.2)

Por ejemplo, si aplicamos el método de Newton para el cédlculo aproximado de raices
de un polinomio complejo, p(z), obtenemos la siguiente funcién racional

) p(z) _ 2p'(z) = p(2)

p
P (2) P'(2)
Universidad Politécnica de Valencia Pedro Antonio Pérez Pérez
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1. Conceptos Basicos de la Dinamica Compleja 7

El método de Newton tiene una interpretacion geométrica sencilla, para el caso real,
que nos ayuda a entender su funcionamiento numérico. Como se puede apreciar en la
Figura [4, el método consiste en una linealizacién de la funcién, pues estd basado en
el uso de rectas tangentes como aproximaciones de f(z) cerca de los puntos donde el
valor de la funcién es cero, f(x) = 0. Una interpretacion geométrica en el caso complejo
puede ser consultada en [23].

o1 Fx,))

(%o, f(x2))

%o X4 X0

/

FIGURA 4. Interpretacién geométrica del método de Newton para el caso real.

El grado de una funcién racional R(z) = P(2)/Q(z) es definido como

grado(R) = max{grado(P), grado(Q)}. (1.4)

Informalmente, el grado indica cuantas veces la aplicacién R enrolla la esfera alrede-
dor de si misma, y éste es igual al nimero (contado con multiplicidades) de preimagenes
de un punto arbitrario.

Dada una funcién racional R : C — C de grado d, una propiedad importante
es que, excepto posiblemente, por una cantidad finita de puntos w € C, el conjunto
R Y(w) = {2 € C: R(2) = w} consiste de d elementos distintos. Esto puede verse al
aplicar el Teorema Fundamental del Algebra al polinomio p,(z) = P(z) — wQ(z), el
cual excepto para w = 0 y para otro valor de w que anule el coeficiente principal de p,,,
el grado de p,, es exactamente d. Ahora, si R(z) =w y p/,,(2) = P'(2) —wQ'(z) = 0,

28 = g:g;, o equivalentemente P'(2)Q(z) — P(2)Q'(z) = 0, esta ecuacién
tiene s6lo una cantidad finita de soluciones. En otras palabras, excepto posiblemente
para una cantidad finita de valores de z, el polinomio p,, no tiene raices multiples, por

obtenemos

Universidad Politécnica de Valencia Pedro Antonio Pérez Pérez
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8 3. Funciones racionales y su dinamica

lo tanto tiene d soluciones distintas. Un punto w € C para el cual la cardinalidad de
R™! es menor que d es llamado un valor critico de R, y un punto z € R™!(w) que es
una raiz de R(z) — w con multiplicidad mayor que 1, es llamado un punto critico de
R. Es fécil ver que los puntos criticos consisten de los ceros de R'(z), los polos de R(z)
con multiplicidad mayor que 1, es decir, los ceros de Q(z) de multiplicidad mayor que
1, y posiblemente co.

Sea R : C — C una funcién racional.

Definicién 1.5. Dado un punto z, € C, la érbita positiva o conjunto de iterados po-
sitivos (y en contexto de métodos numéricos, simplemente iterados) de zg por R es el
conjunto

orbf, (z0) = {z0,21 = R(20),22 = R(z1) = R* (%), ..., 20 = R" (2),... },

donde la notaciéon R" significa Ro Ro---0o R.
—_—

n—veces

Una manera elemental de distinguir érbitas, es contar el nimero de puntos en ellas.

Definicién 1.6. Sea z € C y orbj, () su conjunto de iterados por R. Se dice que
orb™ (zy) es un n — ciclo u érbita periddica de periodo n si, zg = R™(2) v R (20) # 2o
para 1 < j <n—1. Un 1 — ciclo, es decir, R(zy) = 2o, es llamado punto fijo de R. En
otras palabras, un n — ciclo consiste de los n puntos {29, R(20), ..., R" *(20)}.

Respecto a la cantidad de puntos fijos que puede poseer una funcién racional, se
tiene el siguiente resultado (los detalles de la prueba pueden ser consultados en [3] y
[13]).

Teorema 1.7. Una funcion racional de grado d > 1 tiene precisamente d + 1 puntos
fijos contados con multiplicidad.

DEMOSTRACION. Cualquier funcién racional R puede ser conjugada a una funcién
racional S que no fija a oo, tal que, el nimero de puntos fijos de S y de R sean el
mismo, asi como sus grados. Entonces, se puede asumir que R no fija a co. Ahora se
escribe a R como el cociente R(z) = P(z)/Q(z) con Py @ coprimos, y sea r algun
punto fijo de R. Como Q(r) # 0, el nimero de ceros de R(z) — z en r es exactamente
el mismo que el niumero de ceros de P(z) — 2Q(z) en r; de ahi, el nimero de puntos
fijos de R es exactamente el niimero de soluciones de P(z) = zQ(z) en C. Como R no
fija a oo, se tiene

grado(P) < grado(Q) = grado(R),
asi el grado de P(z)—2zQ)(z) es exactamente grado(R)+1, lo que completa la prueba. [

Universidad Politécnica de Valencia Pedro Antonio Pérez Pérez
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1. Conceptos Basicos de la Dinamica Compleja 9

Definicién 1.8. Sea r € C un punto fijo de una funcién racional R. Se dice que
r tiene multiplicidad m > 1 si, r es una raiz de multiplicidad m de la ecuacién
F(z)=R(z) —2z=0,estoes, FO(r) =0paraj=0,...,m—1y F™(r) # 0. En el
caso de que m = 1, se dice que r es un cero simple de R, es decir, F'(r) =0y F'(r) # 0.

Si aplicamos el método de Newton a una ecuacién no lineal f(z) = 0, se puede ver
claramente que los ceros de f son puntos fijos de Ny y reciprocamente. Nétese que si
p(z) es un polinomio de grado d > 2, entonces el grado de N,(z) es menor o igual que
d, en el caso de que p(z) tenga raices multiples, y serd exactamente d en caso de que el
polinomio p(z) tenga raices simples. Como las raices de p(z) son puntos fijos de N,, si
este tiene d raices y z = 0o es siempre un punto fijo de N, se tiene la cantidad maxima
de d + 1 puntos fijos para N,.

El el siguiente ejemplo, se podra ver que lo anterior no siempre ocurre.
Ejemplo 1.9. Sea el polinomio p(z) = z® — 1 que tiene las raices 1, e y e%, al cual
se le aplica la funcion de iteracién siguiente, conocida como método del punto medio

(ver [19]):

M) =2 — A (1.5)
f/ <Z _ f(2) )
2f'(2)
) 2(13264222241) . .
entonces se obtiene M, (z) = — @ v due tiene z = 0 como punto fijo, el cual

no corresponde a una raiz de p(z). En la Figura |5 puede analizarse la interpretacién
geométrica del método del punto medio, para el caso real, a fin de entender su funcio-
namiento.

T, : Recta tangente a la gréfica de fen el punto (z, f(z)).

v+ Nfz) .(z+ Nz
Ty: Recta tangente a la grafica de f en el punto ("f/(') f(”f“”))
Ty : Recta paralela a Ty que pasa por el punto (x, f(z)).

I M) EYE)
R 7 9

/

FIGURA 5. Interpretacién geométrica del método del punto medio para el caso real.
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10 3. Funciones racionales y su dinamica

Los métodos iterativos usados para calcular aproximaciones a las raices de una fun-
cién, deben cumplir con la propiedad basica de que dichas raices sean puntos fijos de
los métodos utilizados.

Un problema serio es que al aplicar algin método iterativo, la funcién de iteracién
obtenida, puede tener puntos fijos distintos de las raices de la funcién, a estos puntos
fijos se les denomina puntos fijos extrarios; como se vié en el Ejemplo[1.9] la funcién de
iteracion tiene a z = 0 como un punto fijo extrano. Aparte de los puntos fijos extranos,
también puede ocurrir que algunas funciones iterativas tengan ciclos de largo mayor
que 1. Es obvio que una condicién inicial sobre un ciclo no convergera a una raiz de la
funcion.

Por ejemplo, para el polinomio p(z) = 23 —22+2, se tiene N,(z) = 2(2*—1)/(32*—2)

y para la condicién inicial zy = 0, sus iterados son zp = 0 — 1 — 0, es decir,
orb*(0) = {0,1}.

Definicién 1.10. Sea a = {29, R(20), ..., R" *(20)} un n — ciclo de R. Su multiplica-
dor A = A(a) se define como A(a) = (R"™)(20).

Por la regla de la cadena se tiene que (R")(zy) = H;:OI R' (R (%)), y el valor A\(«)
solo depende de «, y no del punto particular elejido sobre el ciclo.

Observacién 1.11. Cuando z = oo, usando la transformacién de Mébius m(z) = 1

la cual aplica m(co) = 0 y m(0) = oo, se define S(z) = m o Rom !(z), en-
tonces S(0) = m. Asi, cuando z = oo sea un punto fijo, se tiene S(0) = 0 y
S’(0) = lim, 00 R+@'

Definicién 1.12. Se dice que un n — ciclo, @ = {zp, R(z), ..., R" *(20)}, es:

= superatractor, si A = 0,
» atractor, si 0 < |\ < 1,
» repulsor, si |A| > 1, e
» indiferente, si |A| = 1.

Los ciclos indiferentes se clasifican en dos tipos:

1. Racionalmente indiferente o parabolico si A es una raiz de la unidad, es decir,
si existe un nimero natural n, tal que \" =1,y
2. Irracionalmente indiferente, en otro caso.

_ p(2)
: L ., P

de convexidad logaritmica de p. De esta expresion es claro que las raices de p son puntos
fijos superatractores de INV,,, de hecho se tiene que si r es una raiz de multiplicidad m > 1

Ejemplo 1.13. Para el método de Newton, se tiene N} (2) , que es el grado
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1. Conceptos Basicos de la Dinamica Compleja 11

de p, entonces N (r) = (m — 1)/m, de donde se concluye que r es superatractor si es
una raiz simple de p y sélo atractor si es una raiz de multiplicidad mayor que 1 de p.
También, z = oo es un punto fijo de N, y se tiene que N;/; (0) = d;fl > 1, es decir, es
un punto fijo repulsor. Por otro lado, para el método del punto medio, aparte de las
raices pueden existir puntos fijos extranos, como se vio en el Ejemplo [1.9] Haciendo un
calculo directo se tiene

ORI AGL et IO Chals )
P (2= 3w () Pz —u,(2) ’

M (z)=1-

donde u,(z) = p(2)/p'(z). De aqui se puede ver que 7 es una raiz simple de p, esto es,
p(r) = 0y p'(r) # 0, entonces M’'(r) = 0, es decir, son puntos fijos superatractores
de M, también puede verse que M"(r) = 0, y en general, M"(r) # 0. Por otro lado,
si r es una raiz de multiplicidad m > 1 de p, entonces 0 < |M'(r)| < 1, es decir, son
puntos fijos atractores de M. Ahora, para el polinomio p(z) = 2% — 1, se vio que z = 0
es un punto fijo, y se tiene que M’(z) = 1, entonces este es un punto fijo racionalmente
indiferente.

Si M es un método iterativo que se aplica al polinomio complejo p(z) para encontrar
sus raices, y se cumple que las raices de p son puntos fijos superatractores, sea r uno de
esos puntos y suponemos que M’(r) # 0 es de orden k > 1. entonces se puede escribir
el desarrollo de Taylor de M alrededor de r de la siguiente forma:

M)
M(z)=r+ T(T)(z - +0 ((z — r)kH) ,
. ~ . M&) (r) k
de donde, si z — 7 es pequeilo, se tiene que M (2) —r ~ (2 — )", en otras pala-

bras, si se inician las iteraciones con zg, y se sabe que orb*(zg) converge a r, llamando
. M (k) k . .
Zny1 = M (2,) se tiene que 2,41 — 7 = —; (r) (zn, —1)", es decir, localmente se tiene un
buen comportamiento de los iterados por M para condiciones iniciales “préximas” a
los valores de las raices de p(z), pero cuando se elige una condicién inicial arbitraria, es
preciso tener una descripcion global del comportamiento de los iterados en un método

iterativo para aproximar raices.

Los siguientes teoremas describen la conducta local de las iteraciones en vecindades
de orbitas periddicas atractoras y superatractoras, respectivamente; las pruebas pue-
den consultarse en [4]. Para r > 0, se denota por D, al disco abierto de centro en el
origen y radio 7, es decir, D, = {z € C : |z| < r}. Se usa la notacién (R")*)(z;) para
representar la k-ésima derivada de R™.

Teorema 1.14. (Konig) Si zo pertenece a un n-ciclo atractor, con multiplicador \ =
(R™)(20), que satisface 0 < |\| < 1, entonces existe una vecindad U de zy y un homeo-
morfismo analitico ¢ : U — D, (para algin r > 0), inico, tal que ¢(z9) =0, ¢'(z0) =1
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12 3. Funciones racionales y su dinamica

y ¢(R"(20)) = \¢(2) para todo z € U.

Teorema 1.15. Sea orb™*(z) un n-ciclo superatractor. Supongamos que k > 2, el mul-
tiplicador A\ = (R™)*)(2) # 0, y que

(R")'(20) = (R")®(2) = - = (B")* D (20) = 0.

Entonces existe una vecindad U de zy y un homeomorfismo analitico ¢ : U — D, (para
algin v > 0) tal que ¢(z) =0, ¢'(20) =1 y ¢(R™(2)) = (¢(2))*, para todo z € U.

Ahora, sea ¢ un punto fijo superatractor de una funcién racional R, entonces existe
un disco abierto D,.(¢) de radio r > 0 y centro en (, tal que, para cada zy € D,.((), los
iterados R"(zp) (definidos para todo n € N), estan contenidos en D,.(¢), y convergen a
¢ cuando n — oo. El conjunto

B) =R (D () (1.6)

consiste de todos los puntos en C que por iteraciones por R convergen a (. Tomando
en cuenta los dos resultados anteriores, se puede definir la cuenca de atraccion de un
punto fijo superatractor como sigue.

Definicién 1.16. Sea ¢ un punto fijo superatractor de una funciéon racional R. Su
cuenca de atraccion o region de convergencia es el conjunto

B(()={2€C: R (2) = (, cuando n — oo},

y la cuenca de atraccion inmediata, B*((), es la componente conexa de B({) que con-
tiene a (.

La cuenca de atraccion de un punto fijo superatractor es el conjunto abierto ma-
ximal con la propiedad de que si elegimos un punto w € B((), sus iterados R™(w)
convergen a ( cuando n — o0.

Si o = {29, R(20), ..., R" ' (20)} es un n — ciclo superatractor, entonces su cuenca
de atraccién es

B(a) = [J B (B(:0).

Sean D, () las componentes conexas de B («) que contienen los puntos 2o, R(z), . . . ,
R"1(2p), respectivamente. Se denota a D(a) = U;.:Ol D; (a) como la cuenca de atrac-
cion inmediata de a, aunque este conjunto no es conexo.
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1. Conceptos Basicos de la Dindmica Compleja 13

Para los siguientes resultados, supongamos que el grado de la funcién racional R es
grado(R) > 2. Recordemos que un punto zo € C es un punto critico de R si R'(z9) =0
y su imagen wy = R(2p) es llamado un valor critico.

El siguiente resultado ubica los valores criticos de los iterados R™ en funcion de los
puntos criticos de R. La prueba es una consecuencia de la regla de cadena (ver [3]).

Teorema 1.17. Sea C = C(R) el conjunto de puntos criticos de una funcion racional
R. Entonces

(a) El conjunto de puntos criticos de R" es
C(R")Y=CUR'YC)uU---UR™(C).

(b) El conjunto de valores criticos de R" es

R(CYUR*(CYU---UR™(C).

Sea ¢ un punto fijo indiferente de una funcién racional R de grado d > 2. Si se hace
un cambio de coordenadas, se puede asumir que ¢ = 0. Se asume que A = R'({) = 1.
Asi se tiene que

R(z) = z — az™™ + O(z™?), a#0ym>1, (1.7)

esto es, ( = 0 es un punto fijo de multiplicidad m + 1. Ademas, se asumira que a = 1,
es decir, localmente se tiene

R(z) =z — 2" + O(z™?), a#0ym > 1. (1.8)

El siguiente teorema describe las cuencas de atraccién para una funcién racional
como la descrita en la Ec. [1.§ Si a # 1 la prueba es andloga (ver [3]).

Teorema 1.18. Sea R una funcion racional que tiene en ¢ = 0 un punto fijo racional-
mente indiferente como en @ Sean wi, . ..,wy, las m-ésimas raices de la unidad y
Sean My, ..., Nm las m-ésimas raices de —1. Entonces para j = 1,...,m, y para valores
positivos suficientemente pequenos del radio ro y el angulo 6y, se tiene:

o (2)] )
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arg (i> ’ < 90} )
Uz

Teorema 1.19. (De los pétalos, [3]) Sea R una funcidn racional como en la Ec. (1.8).
Para un t > 0 dado y para cada k =0,...,m — 1, se definen los pétalos

(ii) |R(2)| > |z| en el sector

Z]_{ZO<

1y

< To,

Ik (t) = {rew : r<t(l+4+cos(mb)),

< 1} (1.9)

Entonces, parat suficientemente pequeno, R aplica cada pétalo en si mismo. Ademds,
para cada z € T1(t), los iterados de z por R convergen a 0.

En la Figura |§| se ilustran los pétalos definidos en ((1.9) cuando m = 6. Nétese que
los pétalos son disjuntos entre si, y cada uno subtiende un éngulo 27 /m en el origen (el
angulo total subtendido por todos los pétalos es de 27). La linea de simetria de I1j(t)
(la linea @ = 2k7w/m) es llamada el eje de TIg(t).

™

FIGURA 6. Seis pétalos en el origen.
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Teorema 1.20. (Fatou, Julia) La cuenca de atraccion inmediata de una ciclo super-
atractor, contiene al menos un punto critico.

El resultado anterior relaciona las cuencas de atraccién y los n — ciclos atractores
(la demostracin puede consultarse en [13]). Entonces para determinar los ciclos su-
peratractores, se deben estudiar las iteraciones de los puntos criticos de la funcién de
iteracion utilizada.

Teorema 1.21. Una funcion racional de grado d > 2 tiene 2d — 2 puntos criticos
contados con multiplicidad.

Una funcién racional de grado 2 o mayor, tiene al menos un nimero finito de ci-
clos, ya sea atractores o indiferentes. Shishikura en 1987 (ver [L7]) aporto el siguiente
resultado sobre la cantidad maxima de ciclos atractores o indiferentes que puede tener
una funcién racional. La demostracion puede consultarse en [3] y [13].

Teorema 1.22. Una funcién racional R : C — C de grado d tiene a lo mds 2d — 2
ciclos, los cuales pueden ser superatractores o indiferentes.

Teorema 1.23. (Hurley, 1986 [10]) Para d > 2 existe un polinomio p(z) de grado d,
con coeficientes reales, tal que el método de Newton N, tiene exactamente 2d —2 ciclos
atractores en el plano complejo, es decir, tiene el nimero mazximal de ciclos atractores
que una funcion racional de grado d puede tener.

Respecto a la conducta del punto z = oo para una funcién racional R = P/Q, se
tiene:

Teorema 1.24. Sea la funcion racional
an2" + an 12" P+ +a
R(z) = - 0.
bmzm + bm_lzm_l + 4 b()
Sin > m entonces z = 0o es un punto fijo de R y es:

superatractor, st m <n — 1,

atractor, sim =n— 1y |a,| > |bnl,
repulsor, sim =n—1 y |a,| < |by]|, €
indiferente, sim=n—1 y |a,| = |bn] -

DEMOSTRACION. Utilizando la conjugacién M (z) = % se tiene, Q = M o Ro M1,
M (o0) = 0. Asi, se estudian las propiedades de Q(w) = ﬁ en el 0.
b W™ + by qw™ Tt + O(w"™?)
W™ + ap_qw™tt + O(wmt2)’

Qw) =
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16 3. Funciones racionales y su dinamica

Calculando la derivada, se tiene
n—m anbmwn—i-m—l + 0] wn—l—m
Q'(w) = ( )2 2m 2m 1( )
a2w?m + O(w?m+1)

Entonces se obtienen los siguientes casos para w = 0:

superatractor: Q'(0) =0 n+m—1>2m&n—1>m,

atractor: Q'(0) # 0y |Q(0)] < 1 & n—-1=my ‘(n—rz)zanbm| el e

bin| = | (. — M) by | < |,
=1
repulsor: Q'(0) # 0y |Q'(0)] > 1 & n—1=my |[=mbn| 5 1 o |b,,| > |a,], e

indiferente: Q'(0) # 0y |Q0) =1 n—-1=my |%| =1«

an

|bm| = |an|~

O
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Capitulo 2

Conjuntos de Julia y Fatou

La dindamica de una aplicacion racional R, induce una subdivisiéon del plano com-
plejo extendido € en dos conjuntos de R, estos son, el conjunto de Julia y Fatou,
denotados por J(R) y F(R) respectivamente. Para definir formalmente a estos con-
juntos es preciso introducir la nocién de equicontinuidad de una familia de aplicaciones
y el concepto de familia normal (ver [1], [3]). En este capitulo se introducirdn dichos
conceptos y se analizaran algunas propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou.

1. Familias normales

Una familia § de funciones de un espacio métrico X en un espacio métrico Y es
equicontinua en xg, si y solo si para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo = € X,
y para toda f € §,

dx(zo,x) < implica dy(f(zo), f(x)) <e.

Recordemos que una funcién f se dice que es meromorfa en el abierto U del plano
complejo si f es analitica en U excepto en un conjunto de puntos aislados, llamados
polos de la funcién. Cuando el abierto U esta en C, el cuerpo de funciones meromorfas
no es mas que el cuerpo de funciones racionales sobre el plano complejo, por lo que se
puede demostrar que toda funcién meromorfa sobre C es racional.

Definicién 2.1. Una familia § de funciones meromorfas definidas en un dominio
U C C, se dice que es normal si cada sucecion { f,, },,cy de elementos de § tiene una sub-
sucesion { fr, }.cn que converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto de U.

Considerando la métrica cordal o la esférica en C, se tiene que: una familia de fun-
ciones meromorfas § de U en C es normal si y sélo si es equicontinua sobre todos los
subconjuntos compactos de U.

El siguiente teorema nos describe un criterio para determinar cuando una familia
de funciones es normal. La prueba puede consultarse en [13].

17



18 1. Familias normales

Teorema 2.2. (Montel) Sea § = {f : U — C} una familia de funciones analiticas.
Si Ufegf(U) omite tres puntos, entonces § es normal, esto es, si existen tres puntos

a, 8,7 tales que U,z f(U) C C —{a, 3,7}, la familia § es normal.

Con estos elementos, ahora se analizara la familia de iterados { R" : n = 0,1,2,3,...}
de una funciéon racional R : C — C. En este caso, equicontinuidad significa que itera-
ciones de puntos préximos no divergen.

Definicién 2.3. Un punto z € C pertenece al conjunto de Fatou F(R) (también
llamado dominio de normalidad) si existe una vecindad U de z tal que la familia de
iterados

§={R":U—-C;n=0,1,2,3,...}

es normal en U.

Definicién 2.4. Sea la R una funcién racional. El conjunto Fatou F(R) es el subcon-
junto abierto maximal de C donde {R"} es equicontinua, y el conjunto de Julia J(R)

es el complemento de F(R), esto es, J(R) = C — F(R).

A partir de su definicién, es claro que F(R) es abierto y en consecuencia J(R) es
cerrado. Un dominio en el conjunto de Fatou es una componente conexa abierta del
conjunto de Fatou.

A partir del Teorema de Montel, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.5. (Montel) Siz € J(R) y U es una vecindad de z, entonces {R™(U)}
cubre todo C, excepto a lo mds dos puntos.

meN

Definicién 2.6. Sea U un conjunto abierto no vacio de C. Se define el conjunto de
puntos omitidos de la aplicacién racional R|;; como el conjunto

Ey=C-|JRr"(U),
n>0

estos puntos omitidos también son conocidos como puntos excepcionales.
Del Teorema [2.5] se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.7. Sea z € J(R) y sea U una vecindad abierta de z. entonces Ey contie-
ne a lo mds dos puntos.
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2. Conjuntos de Julia y Fatou 19

Si existen dichos puntos en Ey;, estos siempre son los puntos criticos de R, y perte-
necen al conjunto de Fatou (ver [13]).

Teorema 2.8. El conjunto de puntos excepcionales de una funcion racional R es in-
dependiente del punto z € J(R) usado para definirlo. Por lo tanto, se puede denotar
simplemente por Eg.

2. Algunas propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou

En esta seccion se analizardn algunas propiedades del conjunto de Julia y Fatou.
Para ello, consideremos la funcién racional R : C — C con grado mayor o igual a 2.

Teorema 2.9. El conjunto de Julia, J(R), es no vacio.

DEMOSTRACION. Sopongamos que J (R) = ), entonces F(R) = C. Luego la familia
de iterados { R"} es normal en C, y en consecuencia existe una subsucesién { R} que
converge uniformemente sobre C a una funcién analitica G. Como G es analitica sobre
C, es de hecho una funcién racional, luego grado(G) < oo. Ahora como grado( R™) =
(grado(R))™ — oo cuando k — oco. Se llega a una contradiccion, pues se debe tener
que grado(G) = limy_, grado (R"™).

U

Teorema 2.10. Supongamos que z, € C estd sobre un ciclo. Si este ciclo es su-
peratractor, entonces estd contenido en el conjunto de Fatou, F(R), y si es repulsor
estd contenido en el conjunto de Julia, J(R).

De hecho toda la cuenca de atraccién 28 para una orbita periddica atractora esta con-
tenida en el conjunto de Fatou. Sin embargo, la frontera 0B esta contenida en el con-
junto de Julia, y cada érbita periddica repulsora esta contenida en el conjunto de Julia.
Los detalles pueden consultarse en [13].

Como se mencioné anteriormente, una propiedad fundamental que debe tener un
método iterativo para aproximar soluciones de una ecuacién f(z) = 0, es que las raices
de f(z) sean puntos fijos superatractores de la funcién de iteracién obtenida al aplicar
M a f. De aqui, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.11. Sea M un método iterativo para aproximar raices de una funcion f(z).
Se denota por My a la funcion de iteracion obtenida al aplicar M a f. entonces las
raices de f estan contenidas en el conjunto de Fatou de My, F(Mjy).

Una de las inclusiones en el siguiente teorema se deduce del Teorema [2.10, la de-
mostracién completa puede consultarse en [13].
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20 2. Algunas propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou

Teorema 2.12. (Fundamental (Fatou, Julia)) Los ciclos repulsores son densos en

J(R), es decir,
J(R) = clausura{z € C : z sobre un ciclo repulsor de R}.

En particular, eziste una cantidad infinita de ciclos repulsores y cada z € J(R) es
obtenido como limite de puntos en ciclos repulsores.

Lo interesante de esta propiedad, es que si se elige una condicién inicial sobre J (R)
para las iteraciones, entonces los errores computacionales, por pequenios que sean, ten-
deran a alejar a los iterados del conjunto de Julia.

Observacién 2.13. La definicién del conjunto de Julia como la clausura de puntos
periédicos repulsores no es la clasica. Desde la época de Fatou y Julia, este conjunto
ha sido definido de manera estandar, como el conjunto de puntos en que la familia de
iterados de R falla de ser normal. En su memoria [11], G. Julia enfoca su atencién en la
clausura del conjunto de puntos periddicos repulsores, y muestra que su complemento
es la unién de dominios sobre el cual la familia de iterados { R"} es normal.

El siguiente teorema muestra que las dos definiciones mencionadas en la observacién
anterior son equivalentes (ver [6]).

Teorema 2.14. Sea R una funcion racional, entonces

J(R)={z € C:{R"} no es normal en z}.

Definicién 2.15. Sean R; y R, dos funciones racionales. Se dice que son conjugadas
si existe una transformaciéon de Mobius, M : C — C, tal que Ry 0o M(2) = M o Ry(z),
para todo z.

Una caracteristica importante de la conjugaciéon de funciones racionales es dada por
el siguiente resultado clésico.

Teorema 2.16. Sean R; y Ry dos funciones racionales, y sea M una transforma-
cion de Mébius que conjuga a Ry y Rs, esto es, Ry = M o Ry o M~'. Entonces
M(J (R1)) = T (Ry) y M(F(Ry)) = F(Ry).

Desde el punto de vista de los sitemas dinamicos, la conjugacion juega un papel
central en la comprension de la conducta de aplicaciones iterativas. Por ejemplo, se
tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.17. (Cayley (1879, [5]), Schrider (1870, [16])). Sea p(z) un polinomio
cuadrdtico con sus dos raices distintas, entonces el método de Newton Ny(z) aplicado
ap es conjugado a la funcion que aplica z v+ 22.
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2. Conjuntos de Julia y Fatou 21

DEMOSTRACION. Sean a 'y 3 las raices de p(z), y sea h(z) = Z=£. Se tiene h(oco) =

1, h(B) = 0y h(a) = co. Como h o N, oh™' es una transformacién racional de
grado 2 que tiene dos puntos fijos superatractores, en z = 0 y en z = oo, resulta que
hoN,oh™ =22 (ver [14]).

0

Para estudiar las clases de conjugaciéon afines a los métodos iterativos para aproxi-
mar raices de polinomios complejos, se tiene el siguiente resultado mas general.

Teorema 2.18. (Teorema de Reescalamiento para el Método de Newton) Sea T'(z) =
az+ B, a#0, yseaq(z) =p(T(z)) =poT(z). Entonces

ToN,oT'=N,, (Ecuacién de Reescalamiento)
esto es, T' es una conjugacion entre N, y Ng.
DEMOSTRACION. Notemos que p = qo T~ 'y que p'(z) = a ¢ (T~1(2)). De aqui,
ToN,oT ' (2) = T(N(T7'()))

~r(re - q<T1<z>>)
)

—_= z — —_=

Esto completa la prueba del teorema (ver [9]). O

El teorema anterior nos dice que mediante una transformacion afin se puede trans-
formar las raices de p sin modificar cualitativamente la dinamica del método de Newton.
En general, si el reescalamiento es aplicable al método iterativo considerado, aplicando
estos métodos se reduce el estudio de la dindmica de las funciones racionales obtenidas.

Observacion 2.19. El teorema [2.18| es valido para muchos métodos iterativos, como
por ejemplo, los métodos de Halley, Konig, Schroder, Chebyshev, entre otros, excepto
para ciertos métodos, como el de Stirling, que no satisface la ecuacién de reescalamien-
to (ver [2] y [15]).

Teorema 2.20. Siz € J(R) (en particular si Z pertenece a un ciclo repulsor) entonces
J(R) = clausura{z € C : R"(z) = Zz, para alginn € N}.

La proposicion anterior sugiere un buen algoritmo para graficar a los conjuntos de
Julia. Simplemente se debe encontrar un punto fijo o un punto en un ciclo repulsor
para R y calcular sus preimagenes. Este método es efectivo para polinomios de grado
pequeno, como en el caso cuadratico, puesto que las ecuaciones cuadraticas son faciles
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22 2. Algunas propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou

de resolver. Pero para polinomios de grado mayor no es muy efectivo, dado que compu-
tacionalmente el algoritmo es lento.

Teorema 2.21. Sea R una funcion racional, entonces J(R) es un conjunto perfecto.

Teorema 2.22. El conjunto de Julia J(R) es completamente invariante, esto es
R(J(R)) = J(R) = R"YJ(R)). En particular, el conjunto de Fatou F(R) es comple-
tamente invariante.

Teorema 2.23. Los conjuntos de Julia de R y de R™, con m € N, son el mismo. Esto

es, J(R) = J(R™).

Teorema 2.24. Sea z, un punto periddico atractor para una funcién racional R, en-

tonces J(R) = 0B(z,) (0A denota la frontera del conjunto A).

Esta proposicién da un algoritmo muy eficiente para graficar el conjunto de Julia.
Para esto, basta encontrar un punto fijo atractor z, de R y se fija un error £ > 0,luego
se pintan de un color determinado los puntos z en una regién acotada (un rectdngulo
generalmente) tales que para algin n > 1, se tiene |R"(2) — z,| < €. Este algoritmo se
conoce como algoritmo tiempo de escape. Por otra parte, se pueden definir los cojuntos
de nivel, Lj(z,), como sigue: sea 0 < ¢ < 1 (< significa "bastante menor que”) y sea

Lo(za) ={2€C: |z — 2] <€},
ypara k=0,1,2,...,
Lii1(2) = {2 € C — Li(24) : R¥(2) € Li(2,)}.
Se tiene que
8Lk(za) — j(R),

donde el limite es tomado respecto de la métrica Hausdorff en K(C) = {K c C :
K es compacto}. Una forma de obtener graficas més atractivas del conjunto de Julia
con el algoritmo descrito anteriormente, es asignandole un color k& (médulo P) a cada
conjunto de nivel Ly, donde P es el niimero de colores de la resolucién grafica utilizada

(monitor o tarjeta grafica del ordenador), generalmente P = 16. En caso que z, sea
periédico, tomamos |RP"(z) — z,| < €, donde p es el periodo de z,.
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Capitulo 3

Convergencia en métodos iterativos para aproximar raices
de polinomios complejos

Se entiende por convergencia de un método iterativo para aproximar raices de un
polinomio, a la seguridad que se tiene de que, al realizar un buen niimero de iteraciones,
las aproximaciones obtenidas terminan por acercarse cada vez mas al verdadero valor
buscado. Como se ha visto, una parte importante de las propiedades de convergencia
de estos métodos es determinada por los valores de la derivada de la funciéon meromorfa
asociada en los puntos fijos que corresponden a las raices del polinomio considerado.
Ahora bien, el analisis de la dindmica de un método iterativo nos da informacion y
propiedades importantes de las regiones de convergencia de los iterados en el dominio
complejo. En este capitulo abordaremos estos aspectos y se estudiaran algunas limita-
ciones que tienen los algoritmos iterativos para aproximar raices de polinomios en el
plano complejo.

1. Meétodos iterativos generalmente convergentes y limitaciones
algoritmicas

Cuando se estudia la convergencia de un algoritmo iterativo para aproximar las
raices de un polinomio, surgen cuestionamientos como: ; Qué tan bueno es el algoritmo?,
o si jel algoritmo en cuestion converge para casi toda condicion inicial? Pero, jqué es
formalmente un algoritmo iterativo para aproximar raices de polinomios?

Definicién 3.1. Se dice que una funcién racional T, : C — C, que aplica un polinomio
p(z) de grado d > 2 en una funcién 7'(p(z)), es un algoritmo iterativo para aproximar
raices de p(2), si cada una de éstas tltimas es un punto fijo superatractor de T,,(2), y
dado una condicién inicial zp, la sucesion de iterados {z,}72,, donde z,11 = T,(2,),
converge a una raiz r € C de p(z), siempre que z, sea lo suficientemente cercano a 7.

Observacién 3.2. Si la propiedad anterior vale para todo polinomio p(z) de grado d,
se dice que la funcién racional T,,(z) es un algoritmo puramente iterativo. Por ejemplo,
el método de Newton N,(z) es un algoritmo puramente iterativo.

Respecto a la convergencia de una funcién de iteracién, se tiene la siguiente defini-
cioén.
Definicién 3.3. Dado un polinomio p(z). Se dice que una funcién de iteracion 7),(z)

es generalmente convergente si, para casi todo z € C sus iteraciones convergen a una
raiz de p(z).

23



24 1. Métodos iterativos generalmente convergentes y limitaciones algoritmicas

Como se puede ver a continuacién, el método de Newton no es generalmente con-
vergente.

Ejemplo 3.4. (Smale [18]) En un ejemplo anterior se vié que al aplicar el método de
Newton al polinomio p(z) = 23 — 2z + 2 se tiene un 2-ciclo superatractor a = {0, 1}
para la condicién inicial zyp = 0. Por continuidad, si ¢(z) es un polinomio préximo a
p(z), entonces N, tiene un 2-ciclo atractor préximo al 2-ciclo a = {0, 1}. Esta claro que
una condicién inicial sobre un ciclo no convergera a una raiz del polinomio, entonces
el método de Newton no es generalmente convergente. Otro ejemplo clasico debido a
Barna (1956) es el polinomio p(z) = 3z° — 102% 4 232 para el cual N, tiene el ciclo
superatractor o = {—1,1}.

(a) (b)

FIGURA 1. (a) Método de Newton aplicado a p(z) = 2% — 22 + 2. (b) Método de
Newton aplicado a p(z) = 325 — 102 + 232.

Teorema 3.5. El método de Newton no es generalmente convergente.

DEMOSTRACION. (Ver [14], [18]) Sea p(2) = Y27, a;2/ un polinomio de grado

d>3ysefijaay =1, a; = —1, a; = 0. Se tiene entonces que
p(z) = 1—z+as?®+ -+ aq2?,
P(z) = —1+4+3a32% +4a42° + - +dagz™, y

p'(2) = 6asz+12a42% + -+ -+ d(d — 1)agz®2
(3.1)
Por lo tanto
1—z+4+a3z® + -+ agz?
—1+ 3agz? + 4agz® + - -+ + dagz®?!

y como N, = p((;,)g;gi), se tiene que N,(0) = 1, N;(0) = 0 y N)(1) # oo, entonces por la

regla de la cadena (N7)'(0) = 0. Asi, si N,(1) =0, y si N)(1) # oo, se tiene que 0 es
un punto periédico superatractor, de periodo 2, para N,,.

Np(z) =z =
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3. Convergencia en métodos iterativos para aproximar raices
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Ahora bien, la condicién N,(1) = 0 se cumple cuando

—1+2a3+3a4+~~—|—(d—1)ad20, (32)
y la condiciéon N)(1) # oo se satisface si p'(1) # 0, es decir, si

—1+4+3as3+4a4+ -+ dag # 0, (33)

Estas condiciones se cumplen en un conjunto abierto y denso de un hiperplano del
espacio {(as,...,aq)} = C42, lo que termina la prueba.

O

Ejemplo 3.6. Un caso especial se obtiene tomando d = 3, con lo que, de la Ec.
se obtiene que az = % Entonces, p(z) = %,23 — 241, que es equivalente al polinomio del
Ejemplo 3.4 debido a Smale [18]. En la Figura[l|(a) se muestra la grafica del método de
Newton aplicado a este polinomio, las regiones mas obscuras corresponden a la cuenca

de atraccién de la 6rbita periédica de perfodo 2, {0, 1}, de N,(2).

Ejemplo 3.7. Para d = 4, de las ecuaciones (3.2)) y (3.3) se obtienen respectivamente
las siguientes ecuaciones

—1+2a3+3a,=0 y —1+3az+4ay #0.

Asi, de la primera ecuacion se obtiene ay = %, y sustituyendo en la segunda se

obtiene que az # 1. Entonces, al hacer ¢t = a3 se obtiene la familia (a 1-pardmetro) de
polinomios de grado 4,

3

p(2) =1—2z+t2° +
o de forma mas simple
qi(z) =3 — 32+ 3tz° + (1 — 2t)2".

Este tltimo al aplicarle en método de Newton, tiene a {0,1} como érbita periédica
superatractora. En la Figura [2| se muestra la gréfica de N,, en donde las regiones de
color més obscuro corresponden a la cuenca de atraccion de la érbita periddica.

De lo anterior queda claro que el método de Newton tiene ciertas limitaciones al-
goritmicas, puesto que a partir de un polinomio ctibico el método puede fallar debido
a la existencia de un ciclo atractor. El siguiente teorema, pone de manifiesto las limi-
taciones de los algoritmos puramente iterativos.

Teorema 3.8. (McMullen [12]) No existen algoritmos puramente iterativos general-
mente convergentes para resolver polinomios de grado mayor o igual que 4.

El siguiente resultado permite construir polinomios p(z), para los cuales en Método
de Newton asociado N,(z) tenga un 2-ciclo superatractor {0, 1}. Como se ha visto, una
condicién inicial sobre un ciclo no convergera a una raiz del polinomio en cuestion.
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26 1. Métodos iterativos generalmente convergentes y limitaciones algoritmicas

FIGURA 2. Método de Newton aplicado a p;(z) =1 — z + t2% + 15224 para t = 2.

Teorema 3.9. Para cada d > 3, el método de Newton no es generalmente convergente
para el polinomio

p(z) =20 = (d—1)z+d—1.
DEMOSTRACION. Siguiendo las ideas de Smale [I8]. Se considera un polinomio de

grado d > 3 de la forma p(z) = 2% + az + b para el cual se impone que a = {0, 1} sea
un 2-ciclo superatractor del método de Newton asociado N, esto es

Np(0) =1, Np(1) =0 N,(0)=0 y Np(1)# oo.
Se tiene N2(0) = 0, y por la regla de la cadena (N?)'(0) = N/(N,(0)) = N)(1)N;(0) =
0. Por otra parte, como

plz) 2 taz+b (n—1)2"—b

=z =
P (2) nz"l +a nz""t+a

Np(z) =z =

I

se tiene N,(0) = —
la condicién N,(1)

Entonces, p(z) = 2"
que (N2)'(0) = 0.

g y de la condicién N,(0) = 1, se obtiene que b = —a. Ahora, de
= 0, se obtiene que (n — 1) —b = 0, de donde b = —a = n — 1.

—(n—1)z+n—1. Por dltimo, dado que N/ (z :IM se tiene
(n—1) : que Ny STRLE

O

En la Figura [3[ se muestra la gréfica del método de Newton asociado al polinomio
p(z)=2"—(d—1)z+d— 1, parad = 5.
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. y - i -

B a 3 ‘*’

b e
i B i : e :

L L e ! T

FIGURA 3. Método de Newton aplicado a p(z) = 2° — 42 + 4.

Para una funcién de iteracién 7,(z) asociada a un polinomio p(z), se tiene lo si-
guiente.

Teorema 3.10. Una funcion de iteracion T,(z) asociada a un polinomio p(z) es gene-
ralmente convergente si y solo si el conjunto de Julia J(T,) tiene medida de Lebesque
cero y para todo z € F(T,) se tiene que orb™(z) convergeauna raiz de p(z). En particu-
lar, esto significa que no existen ciclos de componentes de Fatou de largo mayor o igual
que dos, ya sean superatractores, parabélicos, discos de Siegel o anillos de Herman.

Definicién 3.11. Se dice que un punto critico ¢ de una funcién racional R es prepe-
riddico si existe un menos entero positivo n > 1, tal que R"(c) estd sobre un p-ciclo.
Cuando p = 1, se dice que c es prefijo.

Lo anterior significa que n es el primer entero positivo, tal que ¢ € R™"(2y), donde
Zp es un punto sobre un p-ciclo.

Teorema 3.12. Una funcion de iteracion T,(z) asociada a un polinomio p(z) es ge-
neralmente convergente si sus puntos criticos son preperiddicos o convergen a una raiz

de p(z).

Entre algoritmos generalmente convergentes pueden distinguirse una clase especial
llamados superconvergentes. Estos algoritmos tienen la propiedad de que los puntos
criticos de la funcién de iteracin coinciden con las races del polinomio asociado. Mc-
Mullen (ver [12]) propone uno de estos algoritmos, que se describe a continuacién.
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28 2. Conceptos relacionados con la velocidad de convergencia

Proposicién 3.13. Sea p(z) un polinomio ciibico, de la forma p(z) = 23 + az + b.
Entonces un algoritmo asociado generalmente convergente de grado 4, es dado por

p(2)(3az? + 9bz — a?)
(3az* + 18bz% — 6a%2% — 6abz — 90 — a3)’

en particular, T,(2) es superconvergente.

Ty(2) = 2z —

Observacion 3.14. La funcién de iteracion de la proposicién anterior, es igual a la
que se obtiene al aplicar el método de Newton a la funcién racional
2 +az+b

a(2) = 3az2 + 9bz — a?

(la cual tiene las mismas raices de p). El éxito de este algoritmo puede entenderse
comprobando que los puntos de inflexién de ¢(z) coinciden con las raices de p(z). Asi el
método de Newton efectivamente converge si tomamos uno de los puntos de inflexién
de ¢ como condicién inicial. Pero es sabido que la convergencia en los puntos de infle-
xion implica convergencia para un conjunto abierto denso de condiciones iniciales.

2. Conceptos relacionados con la velocidad de convergencia

Un concepto muy importante al trabajar con secuencias de sucesivas aproximaciones
de un método iterativo, es el orden de convergencia, que puede ser entendido como la
velocidad con la cual una sucesion converge a su limite.

Definicién 3.15. Sea {z,},, una sucesién de complejos. Se dice que « € [1,00) es el
orden de convergencia de la sucesion si

i =8 o

n—oo |Zn - C|a
donde ¢ es un niimero complejo y C' es una constante diferente de cero (error asint6tico
constante). Entonces se dice que la sucesién {z,}, -, converge con orden a a ¢ cuando
n — oo. En particular, para a = 1,2, 3, la convergencia se dice lineal, cuadratica y
cubica respectivamente.

A continuacién se analiza la velocidad de convergencia del método de Newton.

Proposicion 3.16. Sea f : C — C una funcion analitica y ¢ una raiz de f, tal que,
f(¢) =0. El método de Newton asociado a f,

T T )
n

genera una sucesion {z,} -, que converge con orden 2 a { cuando n — oo, es decir,
converge cuadrdticamente.

n=0,1,2,...
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DEMOSTRACION. Sean 2, 21, . . - , Zn, Znt1 las aproximaciones en iteraciones sucesi-
vas, sea ( el verdadero valor de la raiz y se denota al error en la n-ésima iteracién como
en. Entonces, se tiene

y
€nt1 = Znt1—C
_ _ f(zn) _
- f'(2n) ¢
_ _ f(zn)
" f'(zn)
_ (enf'(2n) — f(zn)) (3.4)

f'(zn)

Ahora, expandiendo a f(z, — e,) en serie de Taylor y sea f({) = 0, se tiene,

flan—e = Sz Fleent T,
FQ) = fla) = ensen) + T e,
0 = fo) - enf (o) + 1,2
uf (o) ~ () = T2 (35)
De las ecuaciones [3.4] y [3.5] se obtiene
9, 2
Cn+1 = -2z =
f'(z0)
1 [
e
Esto es, e,11 = Ce,?, donde C' = (%)(}{,/(lii))) De aqui

lensal < [Clzn — CI,
que es equivalente a
|2nt1 = ¢ < O]z = ¢
Por lo tanto, el método de Newton converge cuadraticamente, es decir, su orden de
convergencia es 2.

O
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30 2. Conceptos relacionados con la velocidad de convergencia

Otra forma de definir el orden de convergencia, es la siguiente (ver [2]).

Definicién 3.17. (Orden de convergencia) Sea f(z) una funcién analitica y sea z,11 =
zn — ¢(z,) un método iterativo para aproximar sus raices, tal que, para cualquier raiz
simple 7 de f(z), se tiene

$(r)=1,¢"(r)=--=¢"V(r)=0
y o®) (r) # 0, entonces se dice que el algoritmo iterativo es por lo menos del orden k
convergente.

El orden de convergencia es usado para comparar la velocidad de convergencia de
sucesiones, entendiendo la velocidad como el niimero de iteraciones necesarias para
alcanzar el limite con la precisién requerida. Incluso puede hacer la diferencia entre
necesitar diez o un millon de iteraciones. Supongamos que se tienen dos sucesiones
{zn}o2o v {2537, que convergen al mismo limite ¢, y se asume que estas tienen,
respectivamente, 6rdenes de convergencia o y a*, donde a > «*. entonces, esta claro
que, asintéticamente, la sucesion {z,}, ., converge al limite més rdpidamente (con
menos iteraciones para la misma aproximacién) que la otra sucesion.
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Capitulo 4

Métodos iterativos en el plano complejo

Recordemos que un método iterativo trata de resolver un problema (como una
ecuacion o un sistema de ecuaciones) mediante aproximaciones sucesivas a la solucién,
empezando desde una estimacién inicial. En esta seccién, se describirdn brevemente
algunos métodos iterativos z,11 = ¢(z,) para resolver la ecuacién f(z) = 0 para una
funcion compleja f : C — C. En todos estos métodos se tomara zy € C como punto
inicial.

e Método de Newton: Este método iterativo esta dado por la expresion

_ f(zn)

f'(z)’
y tiene convergencia cuadratica, es decir, su orden de convergencia es 2. Es el método
mas conocido y mas usado, y se puede encontrar en cualquier libro de analisis numéri-
co. A lo largo de este documento ya se han tratado algunas de sus caracteristicas y
resultados importantes.

Ni(2) = zp1 = 2n

fz)=23-1 f(z)=2%—z f(z)=224+052—-15

FIGURA 1. Cuencas de atraccién de las raices para N¢(z).

e Método de Newton para raices multiples: Cudndo el método de Newton converge
lentamente se debe a que la raiz que se esta aproximando es muiltiple. De hecho, el
método de Newton tiene orden 2 cuando la raiz de f que se quiere aproximar es simple.
Para una raiz multiple, el orden de convergencia es 1. Pero el método de Newton para

raices multiples
f(zn)f'(20)

f/(zn)2 — f(zn) " (20)

31

M(2) = 2n1 = 2 —
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recupera el orden 2. El algoritmo se deduce de esta manera: si f tiene una raiz con
multiplicidad m > 1 en (, es facil de verificar que g(z) = ]{c,(é)) tiene una raiz simple
en (. Entonces, basta con aplicar el método de Newton ordinario a la ecuacién g(z) = 0.

fiz)=22-1 f(z)=2%—2z

FIGURA 2. Cuencas de atraccién de las raices para My(z).

e Método de Halley: Este método fue presentado cerca de 1694 por Edmund Halley,
quien es reconocido por calcular la érbita del cometa Halley. De su interpretacion
geométrica para funciones reales, el método también es conocido como el método de
hipérbolas tangentes. Este método esta dado por la expresion

2) =2z =z _2uf—(2”):2 . 2f(zn) f'(20)
Hg(z) n+1 o9 _ L¢(zn) " 2f’(2’n)2 _ f(Zn)f”(Zn)’
up(z) = ]{,((ZZ))
Yy
_ &)
Ly(2) e

Este método tiene un orden de convergencia de 3. Otra forma de obtener este método

: z ‘4 _ I
es aplicando el método de Newton a la funcién g(z) = T

o Aceleracion convexa del método de Whittaker:

Zn 1
Wie) = 20s1 = 20 = oo (2= Ly(an)) = = = guslen)(2 = Ly

El método de Whittaker es una simplificacién del método de Newton en el que, para
evitar calcular la derivada, se hace la aproximacién f'(z) & 1/\ con A constante. Se
trata de escoger el parametro A de tal manera que F(z) = z — Af(z) es una funcién
contractiva, asi que un punto fijo puede ser obtenido por medio del teorema del punto
fijo (esta claro que un punto fijo para F' es una raiz para f). La aceleracién convexa
del método de Whittaker es de orden 2.
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4. Métodos iterativos en el plano complejo 33

flz) =2 -1 flz)=2%—2 f(z)=23+05z-15

FIGURA 3. Cuencas de atraccién de las raices para H¢(z).

flz) =2 -1 flz) =2 -2 f(z)=2%+05z-15

FIGURA 4. Cuencas de atraccién de las raices para Wp(z).

e Mcétodo de Chebyshev: Este método también es conocido como el método de Euler-
Chebyshev, método Super-Newton, o de su interpretacion geométrica para funciones
reales, como método de las parabolas tangentes. Tiene orden 3 y es un elemento de la
familia de funciones iterativas de Schroeder, S, ¢, de hecho corresponde a la funcién
iterativa S5 ¢ (el método de Newton corresponde a S s, ver [2]). Viene dado por la
expresion

Cheby(2) = znp1 = 2n — us(2) <1 + @) :

Este método y el de Halley son probablemente los métodos de orden 3 mas conocidos
para resolver ecuaciones no lineales.

e Aceleracion convexa del Método de Newton: También se conoce como el método
Super-Halley. Es un método de orden 3, dado por la expresion

SH(2) = znt1 = 2n — us(2y) (1 + %) .
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flz) =2 -1 flz)=2%—2 f(z)=23+052z—-15

FIGURA 5. Cuencas de atraccién de las raices para Cheby(z).

flz) =2 -1 flz)=2% -2z f(z)=22+052-15

FIGURA 6. Cuencas de atraccién de las raices para SHy(z).

e Método de Stirling (Modificado): Este es un método de orden 2, y es dado por la
expresion

f(zn)
f'(zn = f(20)

Ste(z) = 2Zps1 = 2 —

J(z) =21 J(z) =21 J(z) =22

FIGURA 7. Cuencas de atraccién de las raices para St (z).
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4. Métodos iterativos en el plano complejo 35

En todos los métodos vistos hasta ahora, la funcién f o sus derivadas son evalua-
das, en cada paso del método, para un solo punto. Hay otras técnicas para resolver
ecuaciones no lineales que requieren la evaluacién de f o sus derivadas en més de un
punto en cada paso. Estos métodos iterativos son conocidos como métodos multipunto.
Son empleados generalmente para aumentar el orden de convergencia sin calcular mas
derivadas de la funcién asociada. Un estudio general de los métodos multipunto puede
ser enontrado en [19]. A continuacién describiremos algunos de estos métodos.

e Método de Steffensen: Este es uno de los métodos multipunto mas sencillos. Esta
dado por la expresién

Stef(2) = znp1 = 20 — %;
sy = L) = G)

f(z)
La funcion iterativa es generada por una estimacion derivada: en el método de New-
ton, para h = f(z) suficientemente peque”a, se estima f'(z) ~ w Esto evita
calcular la derivada de f. Este método es de orden 2 (preserva el orden de convergencia
del método de Newton).

f(z)=22-1 flz)=23-1 f(z)=2%—2

FIGURA 8. Cuencas de atraccién de las raices para Stef ;(z).

e Mcétodo del punto medio: Esta dado por la expresion

f(zn) ‘
F' (20 = 5us(20))

Mdpf(z) = Zn+l = Zn —
Es un método de orden 3.

e Método de Traub-Ostrowski: Es un método de orden de convergencia 4, el orden
més alto para los métodos tratados en este trabajo. Esta dado por la expresion

fCon = ug(zn)) = f2n)
2f (zn = us(2n)) = f(2n)

TO¢(z) = 2p+1 = 2n — us(2n)
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flz) =2 -1 flz)=2%—2 f(z)=23+052z—-15

FIGURA 9. Cuencas de atraccién de las raices para Mdp;(z).

flz) =2 -1 flz) =23z f(z)=23405z—15

FIGURA 10. Cuencas de atraccién de las raices para TOy(z).

e Método de Jarratt: Es un método de orden 4, dado por la expresion
f(zn)
J'(zn) = 3f (Zn - %uf(zn))

1
Jf(z) = Zn+41 = Zn — §uf(zn) +

o Mcétodo de Jarratt Inverso-Libre: Es un método de orden 4. El cual es obtenido

Nz—2up(2))—f' (2 .
como sigue. Sea hs(z) = G f’f((z))) ") Entonces el algoritmo es dado por

IJ¢(2) = zpg1 = 2 — up(2n) + ZUf(Zn)hf(Zn) (1 - ghf(zn)) :
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f(z)=2%—z f(z)=224+052—15

FIGURA 11. Cuencas de atraccién de las raices para J¢(z).

f(z)=224052-15

FIGURA 12. Cuencas de atraccién de las raices para I.J¢(z)).
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Capitulo 5

Obtencién de imagenes fractales a partir de los métodos
iterativos

En esta seccion, se explicard a detalle la forma en que se generaron las imégenes
(fractales) incluidas en este trabajo. Para esto, se describirdan paso a paso los algoritmos
programados en el software Wolfram Mathematica 8.0 (ver [21]).

Para iniciar el proceso, primero se define la funcién f(z), y sus derivadas. Como
ejemplo, se definird la funcién f(z) = 23 — 1, que es la mds comtn en los tratados de la
teoria de iteraciones de funciones racionales. Para los métodos iterativos analizados es
preciso definir hasta la segunda derivada. Esto se realiza con las siguientes instrucciones:

flz_] :=2z"3 - 1;
df[z_] := D[f[z], z];
d2f[z_] := D[f[z], {z, 2}];

El proceso se agiliza computacionalmente si se compila la definiciéon de las funcio-
nes:

f = Compile[{{z, _Complex}}, z°3 - 1];
df = Compile[{{z, _Complex}}, D[f[z], z]];
d2f = Compile[{{z, _Complex}}, D[f[z], {z, 2}1];

Se obtienes las raices de f y se almacenan en la lista roots:

in[ ]:= lista = NSolvel[f[z] == 0, z]
out[ ]:= {{z -> -0.5 - 0.866025 I}, {z -> -0.5 + 0.866025 I}, {z -> 1.}}

in[ ]:= roots z /. lista
out[ J:= {-0.5 - 0.866025 I, -0.5 + 0.866025 I, 1.}

El siguiente procedimiento permite identificar qué raiz ha sido aproximada con una
tolerancia de 1073:

rootPosition = Compile[{{z, _Complex}},

Block[{temp = Abs[roots - zl},
If [Min[temp] < 10.7(-3),
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Ordering[temp, -1]1[[11],
0]]
1;

por ejemplo, si se escribe in[ ]:= rootPosition[1], nos devolvera out[ ]:= 3, que
es la posicién que tiene el 1 en la lista roots.

Ahora, se deben definir los métodos iterativos, es decir, los diferentes 2,11 = ¢(z,).
Para el método de Newton, seria de la siguiente forma:

iterNewton = Compile[{{z, _Complex}}, z - f[z]/df[z]]
y para el método de Halley:
iterHalley = Compile[{{z, _Complexl}},

Block[{uf = fl[z]/df[z], Lf = f[z] d2f[z]/(df[z]) "2},
z - (2 uf[z])/(2 - Lf[z])]

]
en este ultimo se puede observar que las variables uf y Lf se usaron para evaluar
por separado a % % respectivamente. De esta misma manera, se pueden de-

finir el resto de los métodos iterativos.

Para iterar la funcién iterMethod (que a manera de ejemplo serd iterNewton) con
el fin de aproximar una raiz en un maximo de lim iteraciones, se aplica el siguiente
algoritmo:

iterAlgorithm[iterMethod_, x_, y_, lim_] :=
Block[{z, ct, r}, z=x +y I; ct = 0;

r = rootPosition[z];

While[(r == 0) && (ct < lim),

++ct; z = iterNewton[z];

\verb r = rootPosition[z] 1;
If [Head[r] == Which, r = 0];
Return(r]

]

Es claro que habra iteraciones donde el software no podra realizar la evaluacién
numérica de z, entonces no podra asignar un valor para z in rootPosition. En vez
de eso, el sofware regresa la instruccion Which que indica que no se ha podido evaluar.
Esta situacion se produce en los puntos donde el algoritmo iterativo se encuentra con

Universidad Politécnica de Valencia Pedro Antonio Pérez Pérez
Master en Investigaciéon Matematica



5. Obtencién de imagenes fractales a partir de los métodos iterativos 41

puntos que no convergen a una raiz de f.

Antes dar la instruccién al software para que dibuje las imagenes, es necesario esta-
blecer ciertos parametros que le permitiran hacerlo. Se establece el limite de iteraciones
que deseamos que haga el algoritmo iterativo y se define el espacio grafico donde se
generara la imagen, que en este caso seran 25 iteraciones y el rectangulo complejo
[—2,5,2,5] x [-2,5,2,5] respectivamente. Para esto, solo basta establecer en el software
las siguientes variables:

limIterations = 25;
xxMin = -2.5; xxMax
yyMin = -2.5; yyMax

]
NN
(206 ]

-

La estrategia que debe seguir el software para generar las imédgenes consiste en to-
mar el rectdngulo D C C, definido con anterioridad, y se asigna un color (o escala de
grises) a cada punto zy € D de acuerdo a la raiz a la que el método iterativo converge
partiendo desde zy. En el caso de que el método no alcance convergencia en tal punto
(con la tolerancia deseada en el nimero méximo de iteraciones), a éste se le asigna
el color negro. Con esta estrategia se logran distinguir las cuencas de atraccion de las
raices de f por sus colores y se identifican de color negro las regiones donde no hay
convergencia. En el software, esta estrategia se codifica de la siguiente manera:

plotFractal[iterMethod_, points_] :=
DensityPlot [iterAlgorithm[iterNewton,
X, y, limIterations],
{x, xxMin, xxMax}, {y, yyMin, yyMax},
PlotPoints -> points, Mesh -> False,
ImageSize -> {600, 600}
]

Por dltimo, se le da la instruccién al software para que genere la imagen (la ins-
truccién // Timing permite observar a lado de la figura, el tiempo que el sofware ha
empleado para ejecutar la intreccién plotFractal):

plotFractal[iterNewton, 256] // Timing

La imagen resultante de este procedimiento puede verse en la Figura .(a), que co-
rresponde a la cuenca de atraccién de las raices de la funcién f(z) = 2* — 1, como
se estableci al inicio. Las figuras del Capitulo [3| fueron obtenidas con este procedi-
miento, y cuyo esquema de color es el dado por defecto por el software. Para cambiar
el esquema de color, a fin de que la imagen se vea mas atractiva, se puede agregar
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la opcion ColorFunction -> Hue dentro de la instruccion DensityPlot. Con esto se
obtiene una imagen con el esquema de color HUE del sofware, como se puede ver en la

Figura [1}(b).

(a) Esquema de color por defecto (b) Esquema de color HUE

FIGURA 1. Método de Newton aplicado a f(z) = 23 — 1.

Con la finalidad de obtener imégenes ain mas atractivas, como las que aparecen
en el Capitulo [ se elaboré el siguiente Manipulable en Mathematica, tomando como
referencia algunos ya existentes en Wolfram Demostration Project (ver [22]).

Manipulate[

NewtonAprox =
Compile[{{z, _Complex}}, Module[{w, k = 0, n = p}
While[Abs[-1 + w™n] > .01 && k <= iter && w !=
w=w- (w{@-n (-1+wn))/n; k++]; kl];
ArrayPlot[
Quiet@Table [NewtonAprox[x + y I], {y, -2, 2, res}, {x, -2, 2, res}],
ColorFunction -> ColorDatalcf] , Frame -> False,
ImageSize -> {400, 400}],
{{iter, 12, ‘‘Iteraciones’’}, 1, 20, 1, Appearance -> ‘‘Labeled’’},
{{res, .01, ‘‘Resoluci\’{otn’’}, {.01, .02, .04, .08}},
{{cf, ¢‘DarkRainbow’’,
‘‘Esquema de color’’}, # ->
Show[ColorDatal#, ‘‘Image’’], ImageSize -> 90] & /@
ColorDatal‘ ‘Gradient’’]},
{{p, 3, “‘Ptalos n’’}, {3, 4, 5, 6, 7, 8%},
ControlType -> RadioButtonBar},
SynchronousUpdating -> False, TrackedSymbols -> True,
AutorunSequencing :> {2}]

, W =25
0,
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El resultado del c6digo anterior puede verse en la Figura[2l Como se podré observar,
este manipulable se programé para aplicar el método de Newton a la funcién f(z) =
z™ — 1 con la finalidad de modificar el grado n de la funcién. Asi también, desde la
interfaz del manipulable pueden controlarse directamente la cantidad de iteraciones, la
resolucién de la imagen, el esquema de color (que es este caso se utilizé el esquema de
‘‘Gradients’’ -> ‘‘DarkRainbow’’).

keraciones I 12 Iteraciones D 012

u
Resolucion (51002 [0.04 (008 | Resoludién [0.01]002[0.04 008 |

Pétalosn @3 (4 ()5 (6 ()7 8 Pétalosn (3 O

FIGURA 2. (a) Manipulable para el Método de Newton aplicado a f(z) = 2% — 1.
(b) Manipulable para el Método de Newton aplicado a f(z) = 25 — 1.

Haciendo pequenas modificaciones al codigo del manipulable se pueden obtener
sorprendentes iméagenes fractales, aplicando diversos métodos iterativos a polinomios
complejos, como las que se ven a continuacion.

FIGURA 3. Método de Newton aplicado a f(z).
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f(z)=22+05z—15 f(z) =220 40,523

Método de Chebyshev aplicado a f(z).

f(z)=234+05z-15

F1GURA 6. Método del punto medio aplicado a f(z).
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