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Objetivos — El objetivo de este trabajo es la mejora del método de Newton, habit-
ualmente utilizado para el calculo de la posiciéon de un receptor GPS, con otros métodos
iterativos desarrollados por nosotros que pretenden obtener las mismas soluciones del sis-
tema de ecuaciones no lineales con un significativamente menor nimero de iteraciones, de
evaluaciones funcionales, mejorando los indices de eficiencia, etc. De este modo, se real-
iza una aportacién que permite optimizar la parte software de un receptor GPS. También
probamos los distintos métodos iterativos con una serie de sistemas no lineales académicos.

Metodologia — El Instituto Cartografico Valenciano nos proporciona una posicion ex-
acta conocida y datos de efemérides de satélites GPS. Con ellos y con la ayuda de una
serie de programas confeccionados en lenguaje interpretado por el programa MATLAB,
y que contienen las ecuaciones del GPS que presentaremos en esta memoria, obtenemos
la posicién exacta de los satélites y las pseudodistancias de cada satélite al receptor. A
partir de la posicion exacta de los satélites y de las pseudodistancias calculamos, utilizan-
do nuevamente el software MATLAB, mediante diferentes métodos iterativos (Newton,
Traub, Sharma y una serie de métodos desarrollados por nosotros combinando adecuada-
mente los métodos de Newton y Traub) la posicién exacta del receptor y comparamos
los resultados obtenidos en términos de ntimero de iteraciones, evaluaciones funcionales,
analisis del error, etc.

Desarrollos teoricos realizados — Los métodos iterativos M4 y M5 han sido especifi-
camente disenados para este trabajo y su desarrollo tedrico aparece descrito en la seccién
correspondiente. El desarrollo de estos métodos nos ha permitido dar un resultado general
utilizando el proceso empleado para obtener el método de quinto orden.

Desarrollo de prototipos y trabajo de laboratorio — No aplica.

Resultados — Se puede observar que todos los métodos iterativos desarrollados mejoran
las prestaciones del método de Newton, que es el habitualmente utilizado en los receptores
GPS. Otros métodos, como el de Traub, de orden tres, y el de Sharma, de orden cuatro, se
ven superados por nuestros métodos en diversos parametros. Concretamente, la posicion
del receptor GPS se obtiene con mayores érdenes de convergencia, en un considerablemente
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menor nimero de iteraciones y con un indice de eficiencia similar, aunque con indices
computacionales mas competitivos.

Lineas futuras — En la comparativa entre métodos iterativos que aparece en esta
memoria Unicamente el método de Newton puede ser considerado como un método 6ptimo
de orden dos. Seria necesario disenar métodos 6ptimos de orden superior. Hasta donde
sabemos estos métodos no existen atun, de modo que una linea futura de investigacion
interesante seria el diseno de un método éptimo de tales caracteristicas. Asimismo, evitar
evaluar matrices jacobianas permitiria un menor esfuerzo computacional, de modo que
seria conveniente disenar métodos libres de matrices Jacobianas.

Publicaciones — Hemos enviado un articulo relativo a este tema a la prestigiosa revista
Abstract and Applied Analysis, indexada en Journal Citation Reports, en la posicion 43
de 245 en la categoria de Matematica Aplicada.

Abstract — In this paper, two iterative methods, of orders four and five, respectively,
are presented for solving nonlinear systems of equations. Numerical comparisons are made
with other existing second, third and fourth-order schemes to solve the nonlinear system of
equations of the Global Positioning System (GPS) and some academic nonlinear systems.
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1. Introduccion

El propdsito de este trabajo es contribuir a mejorar el software de los receptores GPS
con dos métodos numéricos disenados por nosotros que resultan de combinar de una man-
era adecuada ciertos métodos iterativos existentes y que permiten obtener la posicién del
receptor GPS con mayor precisién empleando un nimero de iteraciones considerablemente
menor y de un modo mas eficaz.

Para repasar los conceptos GPS basicos nos hemos apoyado en el libro de James
Bao-Yen Tsui, [1]. Respecto a teoria genérica de solucién de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones empleando métodos iterativos asi como para el disenio de otros nuevos hemos
recurrido a los textos de Ostrowski y Traub, [2] y [3], respectivamente. También hemos
empleado diversas técnicas aparecidas en los articulos de Alicia Cordero et al., [4] y [5], ¥
de Victor Arroyo et al., [6].

1.1. Historia del desarrollo del GPS

El interés del ser humano por la navegacién se remonta a tiempos ancestrales. De
acuerdo con determinadas historias chinas, el compas fue inventado y utilizado en guer-
ras con entornos de niebla incluso antes de la aparicién de la escritura. Desde entonces
han existido diferentes técnicas de navegacion tanto aérea como maritima. La navegacion
basada en satélites se inicio a principios de la década de 1970. Antes de que se instaurara
el GPS se exploraron tres sistemas que ya empleaban satélites: el U.S. Navy Navigation
Satellite System (también conocido como Transit) el U.S. Navy’s Timation (TIMe navi-
gATION) y el U.S. Air Force Project 621B. El proyecto Transit usaba una senial de onda
continua y la posicion del satélite se determinaba con la ayuda del cdlculo de la maxima
tasa de variacion de la frecuencia Doppler. El programa Timation usaba un reloj atomi-
co que mejora la prediccion de las orbitas del satélite y reduce la tasa de actualizacion
del control terrestre. El proyecto U.S. Air Force Project 621B utilizaba la senal de ruido
pseudoaleatorio (PRN) para modular la frecuencia de la senal portadora.

El programa GPS se aprobd en diciembre de 1973. El primer satélite fue lanzado en
1978. En agosto de 1993, GPS tenia 24 satélites en orbita y en diciembre del mismo ano se
establecio su capacidad operativa inicial. En febrero de 1994 la Federal Aviation Agency
(FAA) declar6 al GPS como un sistema adecuado para la aviacion.

Siguiendo con la historia del desarrollo de los sistemas de navegacion por satélite, no
podemos soslayar la futura implantacién del sistema Galileo. Es un sistema global de
navegacién por satélite (GNSS) desarrollado por la Unién Europea (UE), con el objeto
de evitar la dependencia de los sistemas GPS y GLONASS. Al contrario de estos dos,
serd de uso civil. El sistema se espera poner en marcha en 2014 después de sufrir una serie
de reveses técnicos y politicos para su puesta en marcha.

Este Sistema Global de Navegacion por Satélite (GNSS), ademéds de prestar servicios
de autonomia en radionavegacién y ubicacién en el espacio, sera interoperable con los
sistemas GPS y GLONASS. El usuario podra calcular su posicién con un receptor que
utilizara satélites de distintas constelaciones. Al ofrecer dos frecuencias en su version
estandar, Galileo brindard ubicacién en el espacio en tiempo real con una precision del
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orden de metros, algo sin precedentes en los sistemas publicos.

Del mismo modo, los satélites Galileo, a diferencia de los que forman la malla GPS,
estardan en orbitas ligeramente mas inclinadas hacia los polos. De este modo sus datos
seran mas exactos en las regiones cercanas a los polos, donde los satélites estadounidenses
pierden notablemente su precision.

Asimismo, garantizara la disponibilidad continua del servicio, excepto en circunstan-
cias extremas, e informara a los usuarios en cuestion de segundos en caso del fallo de un
satélite. Esto lo hace conveniente para aplicaciones donde la seguridad es crucial, tales
como las aplicaciones ferroviarias, la conducciéon de automéviles o el control del trafico
aéreo. El uso combinado de Galileo y otros sistemas GNSS ofrecera un gran nivel de
prestaciones para todas las comunidades de usuarios del mundo entero.

Una preocupacién importante de los actuales usuarios de la radionavegacion por
satélite es la fiabilidad y vulnerabilidad de la senal. En los ultimos anos, se han producido
varios casos de interrupcion del servicio por causas tales como interferencia accidental,
fallos de los satélites, denegacion o degradacion de la senal. En este contexto, Galileo re-
alizard una importante contribucién a la reducciéon de estos problemas al proveer en forma
independiente la transmision de senales suplementarias de radionavegacién en diferentes
bandas de frecuencia.

1.2. Métodos numeéricos

En matematica computacional, un método iterativo trata de resolver un problema mod-
elizado por una ecuacién o un sistema de ecuaciones mediante aproximaciones sucesivas
a la solucion, empezando desde una estimacion inicial. Esta aproximacién contrasta con
los métodos directos, que tratan de resolver el problema de una sola vez (como resolver
un sistema de ecuaciones Az = b encontrando la inversa de la matriz A). Los métodos
iterativos son ttiles para resolver problemas que involucran un niimero muy elevado de
variables (a veces del orden de millones), donde los métodos directos tendrian un coste
prohibitivo incluso con la potencia del mejor computador disponible.

Probablemente, el primer método iterativo aparecié en una carta de Gauss a un estu-
diante. Proponia resolver un sistema de ecuaciones de tamano 4 x 4 mediante la repeticién
de la solucién del componente donde el residuo era mayor.

En nuestro trabajo nos centramos en los métodos iterativos que se utilizan para la
resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales, puesto que el sistema de ecuaciones del
GPS es no lineal.

En general, los métodos iterativos de resolucién de sistemas no lineales generan una
sucesion de vectores que vayan aproximandose hacia la solucién a partir de un vector
inicial 2(® mediante un esquema de célculo que se traducird en una funcién G(z) de
forma tal que el proceso iterativo se reducira a:

g D = G™), k=0,1,2,...

El buen funcionamiento de un método dependerd de cémo sea la funcion G(x) escogida.
En este sentido nos interesara trabajar, cuando ello sea posible, con aplicaciones G(x) para
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las que se pueda asegurar que la sucesion que con ellas se genere es convergente. Los puntos
de una aplicacién G(x) que verifican que z = G(x) reciben el nombre de puntos fijos de
la aplicacién.

El método de punto fijo mas utilizado por ser muy simple y efectivo, es el método de
Newton. Su generalizacién para sistemas de ecuaciones fue propuesta por Ostrowski en
2].

Determinados autores han hecho modificaciones del método de Newton y de otros
métodos clasicos para acelerar la convergencia o reducir el nimero de operaciones y eval-
uaciones de funciones en cada paso del proceso iterativo. Por ejemplo, podemos encontrar
interesantes variantes del método de Newton en este sentido realizadas por Weerakoon y
Fernando en [7], Ozban en [8] y Gerlach en [9].

2. Desarrollo Teérico.

2.1. Receptor GPS basico

Las senales transmitidas desde los satélites de la constelacion GPS se reciben en la
antena del receptor. A través del canal de radiofrecuencia (RF) la senal es amplificada a
una amplitud adecuada y la frecuencia se transforma en la frecuencia de salida deseada.
A continuacién un conversor analégico-digital se encarga de digitalizar la senal de salida.
La antena, el canal RF y el conversor analdgico-digital constituyen la parte hardware
del receptor GPS. Después de ser digitalizada, y habitualmente también por medio de
hardware se separa la senal de cada satélite, y de cada una de ellas se extraen los datos de
efemérides y pseudodistancia. Posteriormente, un cierto software calcula las posiciones de
cada satélite, y con dichas posiciones y las pseudodistancias se puede estimar la posicion
del usuario resolviendo un sistema de ecuaciones no lineales. En este trabajo nos vamos a
centrar en la parte software. Como veremos con posterioridad el método iterativo que se
utiliza habitualmente para el célculo de la posicion del usuario es el método de Newton.
Proponemos nuevos métodos que presentan un orden de convergencia mayor que el de
Newton para hallar la posicién del usuario.

2.2. Ventajas potenciales de una mejora del software

Un aspecto importante de centrarse en el software de un receptor GPS es que la forma
de obtener la aproximacién de la posiciéon puede diferir substancial y ventajosamente con
respecto a como se realiza mediante hardware. Asi, por ejemplo, el usuario puede coger
un breve intervalo de datos del satélite y procesarlos para encontrar la posicion en lugar
de estar continuamente chequeando la senal. Tedricamente, son suficientes 30 segundos
para localizar la posicion del usuario. Como el analisis mediante software de la senal del
satélite es incipiente, se abre un importante campo de investigacién que permite explorar
muchos métodos potenciales. En esta memoria nos vamos a centrar en tratar de mejorar
los métodos iterativos que se utilizan habitualmente y llegar a las mismas soluciones en
un numero de iteraciones considerablemente menor.
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2.3. Conceptos basicos de GPS
2.3.1. Introduccion

En este apartado vamos a ver cémo un receptor GPS determina la posicién del usuario.
Para entender mejor el concepto discutiremos en primer lugar los requisitos del GPS. Es-
tos requisitos determinan la configuracién de la constelacion de satélites. A partir de la
constelacion de satélites se puede determinar la posicién del usuario. En cualquier caso
las ecuaciones que se deben resolver conforman un sistema de ecuaciones no lineales y
ademas incluyen un término correspondiente a la inexactitud del reloj del usuario. Dichas
ecuaciones son resueltas a partir de una aproximacion inicial y mediante un método iter-
ativo. La solucién es obtenida en un sistema coordenado cartesiano y se convierte a un
sistema de coordenadas esféricas. Pero la Tierra no es una esfera perfecta, de modo que
una vez calculada la posicién del usuario se debe tener en cuenta la forma de la Tierra. La
posicién del usuario se traduce entonces a un sistema de coordenadas geocéntrico. Final-
mente, se discute la eleccién de los satélites para obtener una posicién exacta del usuario
y la dilucion de la precision. En este trabajo nos vamos a focalizar en la parte matematica
del calculo de la solucién del sistema GPS no lineal, de modo que no profundizaremos en
el resto de la tematica relacionada con el GPS y simplemente describiremos determinados
aspectos a modo de marco introductorio de referencia.

2.3.2. Requisitos GPS

Algunos de los requisitos del sistema GPS se citan a continuacion.
1. El error cuadratico medio en la posicion del usuario no debe ser superior a 30 metros.

2. Debe ser aplicable a la navegacion en tiempo real para cualquier usuario incluyendo
los muy dinamicos como por ejemplo un avién a elevada velocidad y con una muy
flexible maniobrabilidad.

3. Debe tener cobertura mundial. Asi que para cubrir la regién polar los satélites deben
estar en Orbitas inclinadas.

4. Las senales transmitidas deben tolerar en cierto grado senales interferentes tanto
intencionadas como no intencionadas.

5. No debe ser necesario que el receptor utilice relojes atéomicos.

6. Cuando el receptor se inicializa, deben transcurrir como maximo unos pocos minutos
en lugar de horas para localizar la posicion del usuario.

7. El tamano de la antena receptora debe ser pequeno. La atenuacion de la senal a
través del espacio debe ser razonablemente pequena.

Estos requisitos combinados con la disponibilidad de la distribucién de banda de frecuen-
cias determinan que la frecuencia portadora de GPS se encuentre en la banda L (1-2 GHz)
del rango de microondas.
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2.3.3. Conceptos basicos GPS

La posicién de un determinado punto del espacio se puede determinar con la distancia
medida desde este punto a algunas posiciones conocidas. Los puntos equidistantes en el
espacio a un satélite se encuentran en la superficie de una esfera. Si entra en escena un
segundo satélite, la interseccion de dos esferas es un circulo, el cual intersecta con una
tercera esfera (tercer satélite) para conseguir dos posibles puntos. De modo que se necesita
un cuarto satélite para determinar cudal de los dos puntos corresponde a la posicion del
usuario. Se ilustra el caso bidimensional de la localizacién de un usuario U, con la ayuda
de tres satelites S, 5o v S3 en la Figura 1. En el GPS la posicién del satélite es conocida a

Figura 1: Posicién del usuario en dos dimensiones.

partir de los datos de efemérides transmitidos por él. Se puede medir la distancia desde el
receptor al satélite, de modo que la posicion del usuario queda asi determinada. La distan-
cia medida entre el receptor y el satélite tiene un error sistematico desconocido, debido a
que el reloj de usuario es habitualmente diferente del reloj del GPS. Para resolver este er-
ror sistematico se necesita un quinto satélite. En cualquier caso, si inicamente se utilizan
cuatro satélites para calcular la posicion del usuario con error sistematico, teéricamente
obtendremos entonces dos posibles soluciones. Una de ellas es cercana a la superficie de la
Tierra y la otra se encuentra en el espacio exterior, pero como habitualmente el usuario se
encuentra cercano a la superficie de la tierra se suele decir que basta con cuatro satélites
para determinar con precisiéon la posicion de un receptor GPS. El método empleado para
resolver la posicién del usuario es iterativo, esta basado en el método de Newton, y los
métodos alternativos que presentaremos también son iterativos y variantes del método
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de Newton. La posicion inicial tipicamente seleccionada es el centro de la Tierra. Todos
los métodos deben converger a la solucién que se encuentra cercana a la superficie de la
Tierra, de modo que bastara con emplear cuatro satélites para realizar los calculos.

2.3.4. Ecuaciones basicas para el calculo de la posicion del usuario

En esta seccidén se presentan las ecuaciones basicas para el calculo de la posicion del
usuario. Asumimos temporalmente que la distancia medida es exacta y por tanto que
tres satélites son suficientes. Supongamos que hay tres puntos conocidos en (z1,y1, 21),
(2,Y2,22) v (Z3,93,23) vy un punto desconocido, donde se encuentra el usuario, en la
posicion (., Yu, 2,)- Si las distancias entre los tres puntos conocidos y el punto desconocido
pueden ser medidas y corresponden a pi, ps v ps3, estas distancias se pueden escribir como

P1 = \/(xl - mu) (yl - yU) (21 - ZU)Qa
pr = /(22 — )% + (Y2 — yu)? + (22 — 2)%, (1)
p3 = \/(I?, — Ty)? + (Y3 — Yu)? + (23 — 2u)*

Como hay tres ecuaciones y tres incognitas se pueden determinar los valores de x,, vy, v
zy. Tedricamente habria dos conjuntos de soluciones porque son ecuaciones de segundo or-
den. Estas ecuaciones pueden ser facilmente resueltas mediante linealizacion y aplicacion
de métodos iterativos, como veremos en secciones posteriores. En el proceso del GPS las
posiciones de los satélites son datos. Esta informacién se puede obtener de los datos trans-
mitidos por los satélites. Las distancias del usuario (posicién desconocida) a los satélites
deben ser medidas simultaneamente en un cierto instante de tiempo. Cada satélite trans-
mite una senal con una referencia temporal asociada. Midiendo el tiempo que transcurre
desde que el satélite envia la sefial hasta que llega al receptor se puede calcular la distancia
entre el receptor y el satélite. Discutimos esta medicion en la siguiente seccién.

2.3.5. Medicion de la pseudodistancia

Cada satélite envia una senal en un cierto instante t;. El receptor recibira esta senal
en un instante posterior ¢,. La distancia entre el usuario y el satélite ¢ es

pir = c(ty — tsi), (2)

donde ¢ es la velocidad de la luz, p;7 es a menudo considerado como la pseudodistancia
real desde el usuario al satélite 7, t,; es el valor real del instante de transmision desde el
satélite 7, y t, es el instante real de recepcion. Desde un punto de vista practico es dificil,
si no imposible, disponer de los instantes exactos del satélite o del usuario. Los instantes
de los relojes del satélite ¢,; y del usuario ¢, estéan relacionados con los tiempos reales de
la siguiente manera
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donde Ab; es el error del reloj del satélite, y b, es el error sistematico de usuario. Ademés
de los errores de reloj, existen otros factores que afectan a la medicion de la pseudodis-
tancia. La peudodistancia medida p; puede ser escrita como

donde AD; es el efecto del error de la posicion del satélite en la distancia, AT; es el
error de retardo debido a la troposfera, Al; es el error de retardo debido a la ionosfera,
v; es el error de ruido medido en el receptor, y Av; es la correccion del tiempo debido
a la relatividad. Algunos de estos errores se pueden corregir; por ejemplo, el retardo
troposférico puede ser modelado y el error ionosférico puede ser corregido en un receptor de
dos frecuencias. Los errores causaran inexactitud en el calculo de la posicién del receptor.
En cualquier caso el error del reloj del usuario no se puede corregir con la informacién
recibida. Asi que permanecerda como un término desconocido. Como resultado, el sistema
(1) se vera modificado de la siguiente manera

pr= V(1 = 2)? + (11 — yu)? + ( )

P2 =V (T2 — 2,)% + (Y2 — Yu)? + (22 — 24)2 + by, (5)
ps =/ (13 — 2u)? + (y3 — yu)? + ( )

pr = /(x4 — )% + (ys — Yu)? + (22 — 20) + by,

donde b, es el error sistematico de reloj de usuario expresado en términos de distancia, el
cual estd relacionado con el término b,; por medio de la relacién b, = cb,;. En el sistema
(5) se necesitan cuatro ecuaciones para estimar las cuatro incégnitas x,, Yu, 2, v by. De
modo que en un receptor GPS se necesitan como minimo 4 satélites para determinar la
posicion del usuario.

2.3.6. Determinacion de la posicion del usuario por medio de pseudodistan-
cias

Un método muy comun para resolver el sistema (5) es linealizar cada uno de sus com-
ponentes, como se puede comprobar en [10]. Siguiendo el procedimiento que se describe
en ese trabajo, el sistema de ecuaciones anterior se puede reescribir de un modo mas
simplificado de la siguiente manera

Pi = \/(ZL‘, - xu)Q + (yz - yu)2 + (Zz - Zu)2 + bua (6)

con i = 1,2,3,4 y siendo las incégnitas x,, y,, 2, y b,. La pseudodistancia p; y las
posiciones de los satélites x;, y;, z; son conocidas. Realizando derivadas parciales sobre
este sistema de ecuaciones el resultado que obtenemos es el siguiente, siendo dp; un valor
conocido.
O R Ty DL TR CETA C A
V(@i = 20)? + (Y — yu)? + (2 — 24)°
_ o ndin it (g .
Pi — Oy
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En este sistema, dx,,, 0y,, 02,, y 0b, se pueden considerar como las unicas incognitas. Las
cantidades x,, Y., 2, v b, son tratadas como valores conocidos porque podemos trabajar
con ciertos valores iniciales preestablecidos para las mismas. A partir de estos valores
iniciales calculamos un primer conjunto de soluciones dx,, 0y, 0z, v 0b,. Estos valores se
usan para modificar los valores iniciales de x,, y,, z, ¥ b, y encontrar un nuevo conjunto
de soluciones. Este nuevo conjunto de x,, y,, 2, v b, se puede considerar de nuevo como
valores conocidos. Este proceso continua hasta que los valores absolutos de dx,, dy,, 02y,
y 0b, sean menores que un cierto valor preestablecido. Los valores finales de x,, 4., 2. ¥ by
cuando finaliza el algoritmo se toman como la solucién deseada. A este método de llegar a
la solucién se le conoce como método iterativo de punto fijo. Con 0y, 0y, 02,, ¥ 0b, como
incégnitas, el sistema de ecuaciones anterior se convierte en un conjunto de ecuaciones
lineales. Este procedimiento recibe el nombre de linealizacion. El sistema anterior se puede
escribir en forma matricial como

dp1 app o oz 1 0wy,
dp2 _ |G21 Q22 Qg3 1 OYu (8)
dp3 azr a3y gz 1| |0z |’
0p4 Qq Quo oz 1| | 0by
donde
aﬂ:’;’i_ij, aﬂ—yi_zz, aigz%, i=1,234 (9)
La solucién del sistema (8) es
0Ty ayp g oz 1 ! dp1
5yu _ Q21 Q22 Qg3 1 5/)2 (10)
02y az; a3y agz 1 0ps
0by Qg1 Qe gz 1 on

Obviamente este proceso no proporciona las soluciones deseadas directamente pero con
su ayuda se pueden obtener, de manera iterativa. Para definir el criterio de parada habit-
ualmente se suele utilizar un determinado valor que es el siguiente

6v = /022 + 0y2 + 622 + Sb2. (11)

Cuando dv es menor que un cierto umbral predeterminado el proceso iterativo se detiene.
En ocasiones la componente temporal b, no se incluye en la ecuacion anterior. En esta
memoria utilizamos como criterio de parada el valor ||z**1) — z®)|| + || F(2*+Y)|| porque
es mas robusto que (11). El método iterativo recién descrito, empleado habitualmente para
calcular la posicion del receptor GPS, corresponde al conocido método de Newton, método
optimo de orden de convergencia dos, el cual presentaremos, junto con otros métodos, en
la Seccién 2.4.

2.4. Meétodos iterativos en GPS
2.4.1. Introduccion

El problema de encontrar las soluciones no singulares de una ecuacién no lineal f(z) =
0 6 un sistema no lineal F'(x) = 0 es muy importante para la ciencia y en la ingenieria.
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La construccién de métodos iterativos para aproximar la solucién del sistema no lineal
F(z) = 0 es una tarea muy interesante en andlisis numérico y diferentes ramas de la
ciencia aplicada.

A lo largo de los tltimos anos se han publicado numerosas contribuciones de métodos
iterativos que tratan de resolver sistemas no lineales, se han hecho diversas modificaciones
a los métodos clasicos para acelerar la convergencia o reducir el niimero de operaciones y
evaluaciones funcionales en cada paso del método iterativo. La extension de las variantes
del método de Newton descritas por Weerakoon y Fernando en [7], por Ozban en [8] y
Gerlach en [9], a funciones de varias variables ha sido desarrollada en [11, 12, 13, 14].
En [11, 12] se han diseniado familias de variantes de tercer orden del método de Newton
usando férmulas de cuadratura abiertas y cerradas, incluyendo las familias de los métodos
definidos por Frontini et al. en [13]. Usando la férmula genérica de la cuadratura de
interpolacién, en [14] es obtenida una familia de métodos con orden de convergencia
2d + 1, bajo ciertas condiciones, donde d es el orden hasta el cual las derivadas parciales
de cada funcion coordenada evaluada en la solucién se cancelan. De hecho, Darvishi et al.
mejoraron en [15] el método de Frontini et al., consiguiendo un método de cuarto orden.

Ademas de métodos multipunto basados en cuadratura de interpolacion, han sido
desarrollados otros esquemas utilizando diferentes técnicas, como por ejemplo la extension
a varias variables de esquemas unidimensionales (ver [16]), la descomposicién de Adomian
(ver [17, 18], por ejemplo), la propuesta por Darvishi y Barati en [19, 20] con convergencia
super cubica y los métodos de Cordero et al. en [4] con 6rdenes de convergencia cuatro y
cinco.

Otro procedimiento para desarrollar métodos iterativos para sistemas no lineales es
reemplazar la segunda derivada por alguna aproximacién de la misma. En [3], Traub
presenté una familia de métodos multipunto basados en la aproximacion de la segunda
derivada que aparece en la férmula iterativa de Chebyshev y, mas recientemente, Babajee
et al. en [21] diseniaron dos métodos similares al de Chebyshev libres de segundas derivadas.

Por otra parte, una conocida técnica de aceleracion del orden de convergencia de un
método iterativo que podemos encontrar en [3], consiste en la composicién de dos métodos
iterativos de ordenes p; vy po, respectivamente, para obtener un método de orden pips.
En consecuencia, habitualmente se requieren nuevas evaluaciones de la matriz Jacobiana
y de la funcién no lineal para incrementar el orden de convergencia y el nuevo método
suele acabar siendo menos eficiente que los métodos originales. De hecho, si componemos
un método de funcién de iteracién g(z) de orden p con el método de Newton clésico,
se obtiene un nuevo método de orden 2p que requiere n? + n evaluaciones funcionales
méas que g(x). De modo que para conseguir un método mds eficiente, en [5] se estima en
cada paso del método iterativo la matriz Jacobiana F'(g(x*))) en términos de matrices
Jacobianas utilizadas previamente. Con esta idea, el nuevo método tiene en general un
orden de convergencia menor que 2p pero el nimero de evaluaciones funcionales por
iteracion disminuye.

En nuestro trabajo vamos a emplear una técnica de aceleracion de la convergencia que
recuerda a la composicién de dos métodos pero con una variacion. La técnica empleada
en esta memoria la consideraremos del tipo pseudocomposicion por su similitud con la
descrita por Cordero et al. en [22].
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Presentamos a continuacién una serie de nociones que necesitaremos posteriormente
para analizar la convergencia del nuevo método.

Sea {#(®} ;5 una secuencia en R™ convergente a Z. Entonces, la convergencia se dice
que es

(a) lineal, si existen M, 0 < M < 1,y ko tales que

||x<k+1) B EH < MHCL’(k) _ EH,Vk > k. (12)

(b) de orden p, p > 1, si existen M, M > 0, y ko tales que

Hx(k+1) . EH < MHiL'(k) _ EHP,W@ > ko. (13)

Vamos en este momento a introducir la notacién que utilizaremos en la demostracion
de la convergencia del nuevo método. Sea F': D C R™ — R" una funcién suficientemente
diferenciable en D. Utilizando la notacién introducida en [5], la g-ésima derivada parcial
de F en u € R", ¢ > 1 es la funcién ¢-lineal F@(u) : R® x R x ... x R® — R" tal que
F@(u)(vy,vs,...,v,) € R™ Es sencillo observar que

1. F(q)(u)<vlu Vg, . .. 7,Uq*17 ) € E(Rn>7

2. F@ () (Vo(1), Vo(2)s - - -+ Vo(q)) = F@(u)(vy, v, . ..,v,) para cualquier permutacién o
de {1,2,...,q},

donde L(R") es el conjunto de operadores lineales de R™ en R™. Las propiedades anteriores
nos permiten utilizar la siguiente notacién.

L. F@(u)(vy,vg,...,0,) = FD(u)vy ... vy,
2. Fl@ (u)vq—lp(p)vp — F@ (u)F(p)(u)vq+P—1.

Por otra parte, para T + h € R" suficientemente cercano a la solucién = de F(z) = 0
podemos aplicar el desarrollo en serie de Taylor y, asumiendo que la matriz Jacobiana
F'(Z) no es singular, tenemos que

p—1

h+ ) Cyht

q=2

F(Z+h)=F'(7) + O(h?), (14)

donde C, = (1/¢")[F'(Z)]"'F@(Z),q > 2. Se puede observar que C,h? € R™ ya que
FO@)c LR x...x R, R) y [F'(Z)]* € LR").
Ademas, se puede expresar F’ como

p—1

I+ qCeht™!

q=2

F'(T+h) = F'(7) +O(W?) = F'(@)D(h) + O(h?), (15)
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donde I es la matriz identidad. Por lo tanto, ¢gC,h%™' € L(R™). De la ecuacién anterior se

obtiene
[F'(Z+ k)]t = D(R)F' (@) + O(hP). (16)

Entonces, asumimos que la inversa de D(h) sea
D(h)™" =1+ Xoh + X3h* + X4h* + ..., (17)
de modo que X;, i = 2,3, ... verifique
D(h)D(h)™' = D(h)"'D(h) = I. (18)

Resolviendo el sistema anterior obtenemos

X2 - —202,
X3 = 4C2% —3Cs,
X, = —8C5+60,C3 + 6C3Cy — 40y,

Denotamos e®) = 2(*) — 7 ¢l error en la k-ésima iteracién. La ecuacién

e = Le®” L O(e®™), (19)
donde L es una funcién p-lineal L € L(R x ... x R, R), recibe el nombre de ecuacion
de error y p es el orden de convergencia. Obsérvese que e es (e®) e® . e®) En

[12] se introdujo el concepto de orden de convergencia computacional, que describimos a
continuacion

Definicién 2.1 Sea T un cero de la funcion F y supongamos que x*=1, z®) ¢ gk+D)

son tres iteraciones consecutivas cercanas a T. Entonces, el orden de convergencia com-
putacional p, puede ser aproximado utilizando la formula

In(||a®+) — 2 @] /]]a® — 2*V]))

~ ACOC = .
! In([l® — zE=0]|/||z0=D — 2 E=2)]])

Ademas, para comparar los diferentes métodos, utilizamos el indice de eficiencia, I =
p'/? donde p es el orden de convergencia y d es el niimero total de nuevas evaluaciones
funcionales (por iteracién) requeridas por el método. Este es el indice més utilizado pero no
el tinico. En [3] Traub usa un #ndice computacional definido como CI = p'/°?, donde op es
el nimero de productos/cocientes por iteracién. Recordemos que el nimero de productos
y cocientes que necesitamos para resolver m sistemas lineales con la misma matriz de
coeficientes, utilizando factorizacién LU, es

1n?’ +mn? — ln,

3 3
donde n es el tamano de cada sistema. Utilizaremos estos indices para comparar los difer-
entes métodos iterativos. Para el caso unidimensional Kung y Traub en [23] conjeturaron
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que el orden de convergencia de un método multipunto sin memoria no puede exceder
el lfmite 2¢71, (denominado orden dptimo). Los métodos de Ostrowski [2], Jarrat [24] y
King [25] son métodos 6ptimos de orden cuatro. En [6] se adapto la definicién de orden
optimo al caso de métodos iterativos para resolver los sistemas no lineales. Fn ese trabajo,
la extensién a varias variables de la conjetura de Kung y Traub se hizo de la siguiente
manera:

Conjetura 2.1 Sea un método iterativo multipunto para resolver sistemas de ecuaciones
no lineales que requiere d = ky + ko evaluaciones funcionales por paso tal que ki de
ellas corresponden a la matriz Jacobiana y ke a evaluaciones de la funcion no lineal.
Conjeturamos que el orden optimo de este método es 2M1T+2=1 gi by < k.

Este concepto de orden 6ptimo es una importante herramienta para establecer una clasi-
ficacion entre los métodos iterativos para resolver sistemas no lineales. En este trabajo
proponemos dos nuevos y competitivos métodos iterativos de érdenes cuatro y cinco re-
spectivamente que mejoran los métodos de Newton y Traub y a otro método de orden
cuatro existente que mencionaremos en la Seccién 2.4.4. En general, los receptores GPS
llevan implementado por defecto el método iterativo de Newton, que pasamos a describir
a continuacion.

2.4.2. Método de Newton

En anélisis numérico, el método de Newton (conocido también como el método de
Newton-Raphson o el método de Newton-Fourier) es un algoritmo eficiente para encontrar
aproximaciones de los ceros o raices de una funcion real. También puede ser usado para
encontrar el maximo o minimo de una funcién, encontrando los ceros de su primera
derivada.

El método de Newton fue descrito por Isaac Newton en De analysi per aequationes
nimero terminorum infinitas (escrito en 1669, publicado en 1711 por William Jones) y
en De metodis fluzionum et serierum infinitarum (escrito en 1671, traducido y publicado
como Método de las fluxiones en 1736 por John Colson). Sin embargo, su descripcién
difiere en forma sustancial de la descripcién moderna. Newton aplicaba el método sélo
a polinomios, y no consideraba las aproximaciones sucesivas x,,, sino que calculaba una
secuencia de polinomios para llegar a la aproximacion de la raiz x. Finalmente, Newton
ve el método como puramente algebraico y falla al no ver la conexién con el Calculo.

[saac Newton probablemente derivé su método de forma similar aunque menos precisa
del método de Francois Viete. La esencia del método de Viete puede encontrarse en el
trabajo del matematico persa Sharaf al-Din al-Tusi.

El método de Newton-Raphson es llamado asi por la razén de que el matematico inglés
Joseph Raphson (contemporaneo de Newton) se hizo miembro de la Royal Society en 1691
por su libro Aequationum Universalis, anélisis que publicé en 1690 y el cual contenia este
método para aproximar raices. Mientras que Newton en su libro Método de las fluriones
describe el mismo método escrito en 1671, no fue publicado hasta 1736, lo que significa
que Raphson habia publicado este resultado casi 50 anos antes, aunque no fue tan popular
como los trabajos de Newton y se le reconocié posteriormente.
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El método de Newton-Raphson es un método abierto, en el sentido de que su con-
vergencia global no estda garantizada. La tnica manera de alcanzar la convergencia es
seleccionar un valor inicial lo suficientemente cercano a la raiz buscada. Asi, se ha de
comenzar la iteracion con un valor razonablemente cercano al cero (denominado punto de
arranque o valor supuesto). La relativa cercania del punto inicial a la raiz depende mu-
cho de la naturaleza de la propia funcién; si ésta presenta multiples puntos de inflexién
o pendientes grandes en el entorno de la raiz, entonces las probabilidades de que el al-
goritmo diverja aumentan, lo cual exige seleccionar un valor supuesto cercano a la raiz.
Una vez que se ha hecho esto, el método linealiza la funcién por la recta tangente en esa
estimacién inicial. La abscisa en el origen de dicha recta sera, segiin el método, una mejor
aproximacién de la raiz que el valor anterior. Se realizaran sucesivas iteraciones hasta que
se cumplan unos ciertos criterios de parada que nos permitan asegurar que estamos lo
suficientemente cerca de la solucién.

El método de Newton-Raphson puede generalizarse a la resolucion de sistemas no
lineales, de la siguiente manera. Sea F' : D C R"™ — R", consideremos el problema de
encontrar un cero real de la funcion F, esto es, una solucién real T del sistema no lineal
F(z) = 0 de n ecuaciones y n incégnitas. Esta solucién se puede obtener por medio de
una aproximacion por el plano tangente de acuerdo al siguiente proceso iterativo.

2+ (k) [F’(x(k))]_lF(x(k)), k=0,1,..., (20)

donde z(® es la estimacién inicial y F'(z*)) es la matriz Jacobiana de la funcién F
evaluada en la iteracién k-ésima. Es conocido que el método de Newton tiene orden de
convergencia dos si se cumplen determinadas condiciones.

Aunque existen multitud de autores que a través de su trabajo han aportado su gran-
ito de arena en el desarrollo de nuevos métodos iterativos que, bien por el incremento del
orden de convergencia, bien por la mejora de otros pardmetros han contribuido a presen-
tar alternativas al método de Newton, lo cierto es que aun a dia de hoy el método de
Newton es uno de los métodos iterativos mas utilizados y es un método éptimo de orden
dos. No obstante, resulta interesante el método de Traub, de orden tres, que combinado
de un modo adecuado con el de Newton nos proporcionara dos métodos de orden cua-
tro y cinco, respectivamente, que constituyen nuestra propuesta de mejora del software
de los receptores GPS y nos permiten generalizar un resultado tedrico a dos métodos
iterativos cualesquiera de érdenes p y ¢, respectivamente. Ademas, por ser uno de los
métodos propuestos de orden cuatro, realizamos también la comparacion con un método
reciente (Sharma, ver [26]), y como veremos posteriormente nuestros métodos mejoran al
de Sharma en diversos parametros.

2.4.3. Método de Traub

Traub establecié en [3] el método que lleva su nombre, cuyo orden de convergencia es
tres y cuya expresion iterativa viene dada por

LRHD (k) [F’(x(k))]_l(F(x(k)) + F(y(k))), (21)
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donde y® es la k-ésima iteracién del método de Newton. Podemos observar que lo que
realmente hizo Traub fue componer el método de Newton consigo mismo pero mante-
niendo la matriz Jacobiana evaluada en z*) en lugar de en y*), lo que hubiera supuesto
mayor coste computacional. De este modo consiguié aumentar el orden de convergencia
del método en una unidad.

Utilizaremos en este trabajo con posterioridad una combinacion del método de Newton
con el de Traub para obtener un método de orden cuatro que nos permitira resolver el
sistema GPS de un modo mas eficiente, e incluso un método de orden cinco que nos
permitird generalizar el método de combinacion empleado con Newton y Traub a métodos
genéricos de ordenes p y ¢ cualesquiera.

2.4.4. Método de Sharma

Recientemente, Sharma et al. en [26] han desarrollado un método de cuarto orden
para resolver sistemas no lineales de ecuaciones. El algoritmo se compone de dos pasos
que realizan una ponderacién de Newton, dados por

Y0 — ) _ gF’(x(k))—lF(x(k)), k=0,1,....

1 9 _ 3 _ _

Comprobaremos que nuestro método M4 mejora la eficiencia computacional y las estima-
ciones del error de este método.

2.4.5. Un método de orden 4

En esta seccion proponemos un nuevo método para resolver sistemas no lineales al que
llamamos M4, y es disenado utilizando el método de Newton combinado con el de Traub.
Demostramos que el método tiene orden de convergencia cuatro. Su expresion iterativa es

S(B) — (k) _ F/(J:(k))_l(F(J?(k)) + F(y(k)))
ot =y — [F )] E (W), (22)

donde y*) es la k-ésima iteracién del método de Newton. En el siguiente resultado vamos
a probar que el orden de convergencia del método es cuatro.

Teorema 2.1 Sea F' : D C R" — R", suficientemente diferenciable en cada punto de
un entorno abierto D de T € R", que es una solucion del sistema no lineal F(x) = 0.
Supongamos que F'(x) es continua y no singular en T. Entonces la secuencia {x®};0
obtenida usando la expresion iterativa (22) converge a T con orden cuatro. La ecuacion
de error es

() Z 30 4 (),
donde Cy, = (1/kN[F'(@)| ' F¥(Z), k=2,3,..., ye® =z —7,
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Demostracién: El desarrollo de Taylor de F(z®)) y F'(z®)) alrededor de T proporciona
F(z®) = F'(T)[e® + Coe®™” 4+ Cse®’ + Cue®™’] + 0(e®?),
F'(z®)) = F'(T)[I + 2C5e™ + 3C5¢™” + 4C,e®’ + 5C5¢™"] 4+ 0(e®). (23)
Utilizando (23) en la solucién del sistema lineal (18) se obtiene
[F/ (2] = [I 4 Xoe® + X3e®” 4+ Xye® | [F/(T)] 71 + O™,

donde X, = —2C5, X3 = 4C2 — 30 y X4 = —8C3 + 6C,C5 + 6C3C, — 4C,. El desarrollo
en serie de Taylor de y*)

y®) 7 = Coe®™’ 4 (205 — 202)e®’ 4 (403 — 4C,C5 — 3C5Co +3Cy)e™’ + 0(e™). (24)
Por otra parte, tenemos que
Fy®™) = F'@)[(y"™ - 7) + Co(y® — 7)*] + O(e™),
y operando tenemos
F(y™) = F'(2)[Cae™” + (205 — 202)e™’ 4 (5C3 — 4C5C5 — 3C5C5 + 3C,)e™'] + 0 (™).

Analogamente, obtenemos la expresién de z¥) — Z. Dado que la k-ésima iteracién del

método de Traub es

k)

A9 =y — [P O P (™)

entonces , X .
20 7 =202eM” 4 (=903 4 4C,C5 + 3C5C5)e™” 4 O (e, (25)
Ademas,
F'(z2™) = F'@)[I 4 2Cy(z® — 7)) + 0(e™”),

o, equivalentemente, de (25)

F'(z0) = F'(T)[I +4C3e™® + (—18C% + 8C2C5 + 6C5C3Cy)e™ ] + 0(e™”).
Asi que,

[F/ (20N 71 = [1 + Wae® + Wye®® 4 W,e® 4+ Wie®™|[F/(2)] 7' 4+ 0(e®?),

y dado que [F'(z)]71F"(2®)) = I, resolviendo el sistema lineal de ecuaciones tenemos
Wy =Wy =0, Wy =—4C3 y W5 = 18C3 — 8C2C3 — 6C,C35C5, de modo que,

[F' (2] 71 = [I — 403e™” 4 (18C3 — 8C2C5 — 6C2C5C,)e ™ |[F/ ()] 7 + O(e®”).
Entonces,
[F'9) T F(y®) = Coe®’ 4 2(Cs — C2)e®”’
+(5C3 — 4C,C5 — 3C5C, + 3C)e™" + 0™, (26)

Finalmente, reemplazando (24) y (26) en la expresion iterativa (22) obtenemos la ecuacién
de error

eltl) — g+l _ g — ) _ 7 _ [F/(Z(k))]flp(y(k)) — —C’g’e(k)4 + O(e(k)5)’

lo cual completa la demostracion del teorema. U
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2.4.6. Un método de orden 5

En esta secciéon mostramos un nuevo método utilizado para resolver sistemas no lineales
al que hemos llamado M5, obtenido nuevamente por la combinacién del método de Newton
con el de Traub pero de un modo distinto. Demostramos que este nuevo método tiene
orden de convergencia cinco. Su expresion iterativa es

S(B) — (k) _ F’(x(k))‘l(F(x(k)) + F(y(k)))
ot =2 [Py O) 7 F (W), (27)

donde y™® es la k-ésima iteracién del método de Newton. En el siguiente resultado
probamos que el orden de convergencia de este método es cinco.

Teorema 2.2 Sea F' : D C R" — R", suficientemente diferenciable en cada punto de
un entorno abierto D de T € R", que es una solucion del sistema no lineal F(x) = 0.
Supongamos que F'(x) es continua y no singular en T. Entonces la secuencia {x®};0
obtenida utilizando la expresion iterativa (27) converge a T con orden cinco. La ecuacion
de error es

e = 4Cde®™” 4 O(e™"),
donde Cy, = (1/kN[F'(Z)]"'F®(z), k=2,3,..., y e =2k 7
Demostracion: Siguiendo el procedimiento utilizado en el Teorema 2.1, tenemos que
Fy®) = F'(@)[Coe®™” + (205 — 202)e®’
+(5C3 — 4C,Cy — 3C5C, + 3C,)e™” + (=602 — 120 + 10C2C;
185050 4 6C5C2 — 6C5Cy — 4C4Ch 4 4C5)e™’] + O(e™°),

20—z = 202e®’ 4 (=908 + 4C,C4 4 3C5C,)e®”
+(3005 — 18C2Cs + 6C2 — 120503 — 14C,C5C, (28)
+6CCy + 4C,Ch)e™” 4+ 0™,

Por otra parte, ,
F(z(k)) = F’(E)[(z(k) —T)| + O(e(k) ).

Ademas,
[F'(y™)] ™ = [+ Xao(y™ = 7) + X3(y™ — 2)?)[F'@)] 7" + O(e™). (29)

Finalmente, reemplazando (28) y (29) en la expresion iterativa (27) obtenemos la ecuacién
de error

W) — b+ _ g — 0 _ g [F(y)) T E(2W) = 4CEe®” 4 O(e®").

con lo cual el teorema queda demostrado. U
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2.4.7. Pseudocomposiciéon de métodos

En [22] fue introducida una técnica denominada pseudocomposicion que utiliza un
esquema iterativo conocido cualquiera como predictor y otro método proveniente de la
cuadratura Gaussiana como corrector. El orden de convergencia del esquema resultante
depende, entre otros factores, del orden de los dos ltimos pasos del predictor. Utilizando
esta idea generalizamos el procedimiento usado para disenar el método M5.

Entonces podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 2.3 Sea F' : D C R* — R", suficientemente diferenciable en cada punto de
un entorno abierto D de T € R™, que es una solucion del sistema no lineal F(x) = 0.
Supongamos que F'(x) es continua y no singular en T. Sea y'® la k-ésima iteracion de un
método iterativo de orden q y ) la k-ésima iteracion de un método iterativo de orden p,
con p > q. La secuencia {3} ¢ obtenida por la expresion iterativa

2 = 20— [P/ (y )] () (30
converge a T con orden de convergencia p + q.

Demostracién: Los desarrollos de Taylor de y*) y 2(*) son

y(k) =7+ Mle(k)q + Mge(k)q+1 N Mp+1€( Py O( (k) p+q+1>’
(k) — T+ Nle(k)p i N2e(k)p+1 L4 Nqu k)Pt n O(e k)p+q+1). (31)

El desarrollo de Taylor de F(z®)) alrededor de T proporciona

F(Z(k)) — F/(f) [Z(k) -7 + CQ(Z(k) o 5)2] —I— O(e(k)Q(p+q)+1)
= F’(f)[Nle(k)p +N26(k)p+1 NHe(k)pﬂ (32)
+02(N16(k)P + N2€(k)p 4+ N +16( )p+q) ]+ O( (k) 2(p+q)+1)7
donde C, = (1/ED[F'(@)] 'F®O (@), k = 2,3,..., vy e® = z®) — 7 Por otra parte,
tenemos que
Fy®)™" = [+ X% —2)+ X% -2 [F @) + 0™
= [+ Xo(Mye® 4+ Mpe®™ . 4 My e®™)[F'(@)] " (33)
FX5(Re®™ 4. )+ O(e®™),

donde Xy = —2Cy y m = min{p+ ¢+ 1,2¢ + 1} = p+ ¢ + 1. Finalmente, reemplazando
(31), (32) y (33) en la expresién iterativa (30) obtenemos la ecuacién de error

e(k-i—l) _ x(kz—i—l) T = Z(k) T [F/(y(k))]—lF(z(k)) _ _XQMlNle(k)PJrq + O(e(k)p+q+l)7

entonces el orden de convergencia del método que resulta de esta combinacién de un
método de orden g con otro de orden p con p > q es p+q. U
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3. Resultados numeéricos

3.1. Introduccion

La computacion numérica ha sido llevada a cabo utilizando aritmética de precision
variable, con 2000 digitos de mantisa, en MATLAB 7.1. El criterio de parada utilizado ha
sido || (1) ®| 4+ || F(x*D)|] < 10720, de modo que comprobamos que la sucesién de
iterados no solo converge, sino que lo hace a una aproximacion de la solucion del sistema
no lineal. Para cada método contamos el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar
la tolerancia deseada, calculamos el orden de convergencia computacional aproximado,
ACOC, el indice de eficiencia I, el indice computacional C1 y una estimacién del error
utilizando los tltimos valores de ||z**1) — z®)|| y de || F(x*+D)]].

3.1.1. Resultados numéricos con sistemas no lineales académicos

Realizamos una comparativa entre los métodos de Newton (N), Traub (T), Sharma
(S), M4 y M5 con una serie de sistemas no lineales académicos para poder comprobar la
efectividad y el orden de convergencia de los métodos aqui desarrollados.

(2) Flor,as) = (cap(ad) — eap(VEr1), 01 — 22), 7= (VI VD).

F(
(x1,79) = (x1 + exp(x2) — cos(x2), 3z — x9 — sin(zq)), T = (0,0)7.
(

(b) F
(c¢) F(z) = ( (), fa(x), ..., fu()), donde x = (1, 29,...,2,)T v f; : R* - R, i =
1,2,...,n tal que
fz(x) :inxi+1—1, 1= 1,2,...71-1,
fo(z) = 2Py — 1.
Cuando n es impar los ceros de F'son 7 = (1,1,...,1) y To = (—1,—1,...,—1).

En la Tabla 1 podemos encontrar una comparativa entre los métodos iterativos N, T,
S, M4 y M5 para los sistemas (a) y (b).

Como se puede observar los ACOC's son los esperados, y los métodos M4 y M5 son
claramente muy competitivos comparados con los de Newton, Traub y Sharma en términos
de estimacion del error.

En la Tabla 2 podemos encontrar una comparativa entre los diferentes métodos numéri-
cos para el sistema no lineal (c). Los resultados mostrados son paran = 39, n = 59, n = 79
y n =99 y todos los métodos convergen a ;. Se puede observar que nuevamente nuestros
métodos M4 y M5 son muy competitivos en términos de estimacion de error, aunque éste
es independiente del nimero de ecuaciones del sistema.

Ademas, en las Figuras 2 y 3, mostramos los indices de eficiencia (I) y los indices
computacionales (C1T), respectivamente, de los métodos propuestos, comparados con los
de Newton, Traub y Sharma y entre si. Lo hacemos para n = 2,3,...,10. Se puede
concluir que nuestros métodos mejoran al método de Sharma en términos de CI, aunque
la eficiencia clasica del procedimiento de Sharma es mejor para n < 6.
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Funcién 2 Método — Iter ACOC ||z — B [|F(z®+D)]|
N 13 2 0.163e-338 0
T 9 3 0.43e-328 0
(a) (2,2)" s 7 4 0.9626-270 0
M4 7 4 0.140e-805 0
Mb 7 5) 0.893e-831 0
N 9 2 0.94e-307 0.28e-921
T 6 3 0.160e-251 0.101e-1006
(b) (—-0,1,-0,1)T S ) 4 0.53e-276 0.83e-1106
M4 ) 4 0.98e-300 0.32e-1801
Mb ) 5) 0.435e-647 0.1e-3941

Tabla 1: Comparativa entre los métodos iterativos aplicados a los sistemas no lineales

(a) y (b)

Funcién (c) z(© Método — Iter ACOC ||z — B ||F(zFD))|

N 11 2 0.535e-488 0.286e-976

T 7 3 0.688e-278 0.326e-834

n =39 (2,2,...,2)F S 6 4 0.113e-408 0.960e-1636
M4 6 4 0.380e-704 0
Mb 6 ) 0.122e-1201 0

N 11 2 0.535e-488 0.286e-976

T 7 3 0.688e-278 0.326e-834

n=5  (22,....2)7 6 4 0.113¢-408  0.960¢-1636
M4 6 4 0.380e-704 0
Mb 6 5) 0.122e-1201 0

N 11 2 0.535e-488 0.286e-976

T 7 3 0.688e-278 0.326e-834

n="19 (2,2,...,2)T 6 4 0.113e-408 0.960e-1636
M4 6 4 0.380e-704 0
Mb 6 d 0.122e-1201 0

N 11 2 0.535e-488 0.286e-976

T 7 3 0.688e-278 0.326e-834

n =99 (2,2,...,2)F S 6 4 0.113e-408 0.960e-1636
M4 6 4 0.380e-704 0
Mb 6 ) 0.122e-1201 0

Tabla 2: Comparativa entre los métodos iterativos aplicados al sistema no lineal (c)

3.1.2. Resultados numéricos con el sistema GPS

Hemos solicitado al Instituto Cartografico Valenciano que nos proporcione los datos
exactos de posiciones conocidas en coordenadas cartesianas geocéntricas y, siendo adver-
tidos de que para cada época el satélite tendra una posicion distinta, se nos adjunta unos
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Indice de eficiencia
115 T T T T T T
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[ g
I 15

11F
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Figura 2: Comparativa entre el indice de eficiencia de los métodos

Indice computacional

1121 - Mewton
' -Tfauh
Sharma
11} I J
I 15
1.08F :
106} | 4
1.04 G
1.02F =

Figura 3: Comparativa entre el indice computacional de los métodos

datos de muestra en un archivo comprimido, la mayoria accesibles en la propia web del
ICV. Desde la pagina web del ICV www.icv.gva.es, se accede a la pagina de la red GNSS
de Valencia http://icverva.icv.gva.es:8080, de donde se pueden descargar observaciones
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de satélites.
Concretamente, el ICV nos proporciona:

* Ejemplo de punto fijo GPS en cartesianas geocéntricas MARCO ITRF (global):
x = 4984687, 426, y = —41199, 155, z = 3966605, 952. Se trata de un punto situado
en Alcoy (Alicante).

Observaciones desde ese punto fijo (fichero *.090) para un dia.
Posiciones de los satélites para ese dia: fichero *.09n y fichero *.sp3.

Descripcion del formato RINEX (fichero *.090): http://www.igs.org/components/
formats.html

Descripcion del fichero de efemérides y posiciones del satélite sp3:
http://igscb.jpl.nasa.gov/igsch/data/format/sp3c.txt

Enlace a otras librerias para calculos de anélisis: http://www.ngs.noaa.gov/gps-
toolbox/exist.htm

Con estos datos obtenemos las posiciones de los satélites visibles en el instante corre-
spondiente a los datos proporcionados. Con esas posiciones podemos calcular unas pseu-
dodistancias aproximadas para cada satélite las cuales nos permiten configurar el sistema
GPS (ver sistema (6) Seccién 2.3.6) con el que evaluamos los métodos iterativos.

En la Tabla 3 podemos encontrar una comparativa entre los métodos iterativos N, T, S,
M4 y M5 para el sistema GPS. Es conveniente recordar que habitualmente se suele tomar
como primera aproximacién el centro de la Tierra y b, = 0, esto es (¥ = (0,0,0,0). A
pesar de ello hemos probado también los métodos iterativos con otras condiciones iniciales.
Denotamos x* = (4984687,426, —41199,155, 3966605,952, 0,116¢ —8)* la solucién terrestre
y 2° = (—39720114,893, —16748760,539, —23938190,113, —0,159)7 la solucién del espacio
exterior.

Como se puede observar, para este particular sistema de ecuaciones el método de
Newton no converge a la posicién del usuario para todas las condiciones iniciales, al igual
que ocurre con Mb, debido a un mal condicionamiento de la matriz del sistema, pero
M4 es un buen método en todos los sentidos, muy competitivo en general respecto a los
métodos conocidos.

4. Conclusiones

En esta memoria se ha profundizado en una linea de investigaciéon emergente, la mejo-
ra del software de los receptores GPS. Concretamente, los receptores GPS actualmente
usan el método de Newton (orden de convergencia dos) para resolver el sistema no lineal
(6) y calcular su posicion exacta con la informacién obtenida de las sefiales recibidas de la
constelaciéon de satélites GPS. Proponemos dos combinaciones diferentes de los métodos
de Newton y de Traub, obteniendo dos métodos de dérdenes cuatro (M4) y cinco (M5).
Utilizando la idea presentada en [22], denominada pseudocomposicion, se prueba que, en
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Método 2 Iter ACOC |[|z®+) — ™| [P =z
N 12 2 0.6e-374 0.830e-739  z*
T 8 3 0.204e-389 0.355e-1156  x*
S (0,0,0,0) 7 4 0.173e-767 0.2e-1991  z*
M4 7 4 0.823e-512 0.1e-1991  z*
M5 7 5 0.222e-814 0.3e-1991  «°
N 15 2 0.421e-317 0.537e-627  x*
T 9 3.0118 0.724e-575 0.122e-1717  a®
(109,106,106, 10%)7 8 4 0.739e-799 0.1e-1991  z*
M4 7 4 0.191e-735 0 x*
M5 8 5 0.104e-563 0.1e-1991  2°
N 12 2 0.371e-381 0.317e-753  x*
T 8 3 0.220e-384 0.445e-1141 z*
S (=104, —10%, —10*, —10H)T 7 4 0.138e-784 0.3e-1991  z*
M4 7 4 0.704e-520 0 x*
M5 7 4.9968 0.510e-692 0.1e-1991  z°

Tabla 3: Comparativa entre los métodos iterativos aplicados al sistema no lineal de
ecuaciones del GPS

general, si se combinan adecuadamente dos métodos de 6rdenes p y ¢ respectivamente,
con p > ¢, el orden de convergencia del método resultante es p + ¢. Hemos compro-
bado numéricamente los diferentes métodos y hemos concluido que M4 y M5 son muy
competitivos en términos de estimacion de error y mejoran el C'I del método de Sharma.

5. Lineas futuras de trabajo

A pesar del hecho de que se ha mejorado el orden de convergencia de los métodos de
Newton y Traub, el nimero de evaluaciones funcionales de M4 y M5 todavia es demasiado
elevado, y no son métodos 6ptimos en el sentido de la conjetura de Kung y Traub extendida
al caso multidimensional. Se debe investigar con mayor profundidad en el futuro para
conseguir métodos 6ptimos para resolver sistemas no lineales. Otra linea de investigacion
muy interesante en la que estamos trabajando actualmente es la de disenar métodos
iterativos para resolver sistemas no lineales que no evalien matrices Jacobianas, para
asi conseguir un menor esfuerzo computacional.
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Abstract

In this paper, two iterative methods of order four and five, respectively, are presented for solving nonlinear
systems of equations. Numerical comparisons are made with other existing second and fourth-order schemes to
solve the nonlinear system of equations of the Global Positioning System and some academic nonlinear systems.

keywords: Nonlinear systems, Iterative methods, Jacobian matrix, Convergence order, Efficiency index, Global
Positioning System

1 Introduction

The search for solutions of nonlinear systems of equations is an old and difficult problem with wide applications in
sciences and engineering. The best known method, for being very simple and effective, is the Newton’s method. Its
generalization to a system of equations was proposed by Ostrowski [1] and to Banach spaces by Kantorovic [2]. In
the literature, several modifications have been made on classical methods in order to accelerate the convergence or
to reduce the number of operations and evaluations of functions in each step of the iterative process. The extension
of the variants of Newton’s method described by Weerakoon and Fernando in [3], by Ozban in [4] and Gerlach in
[5], to the functions of several variables have been developed in [6, 7, 8, 9]. In [6, 7] families of variants of Newton’s
method of third-order have been designed by using open and closed formulas of quadrature, including the families
of the methods defined by Frontini et al. in [8]. Using the generic formula of the interpolatory quadrature, in [9]
a family of methods is obtained with order of convergence 2d + 1, under certain conditions, where d is the order
up to which the partial derivatives of each coordinate function evaluated in the solution are canceled. Indeed,
Darvishi et al. improved in [10] the method from Frontini et al., getting a fourth-order scheme. In addition
to multi-step methods based on interpolatory quadrature, other schemes have been developed by using different
techniques, as extension to several variables of one-dimensional schemes (see [11]), Adomian decomposition (see
[12, 13], for example), the one proposed by Darvishi and Barati in [14, 15] with super cubic convergence and the
methods proposed by Cordero et al. in [16] with orders of convergence four and five. Another procedure to develop
iterative methods for nonlinear systems is the replacement of the second derivative by some approximation. In
[17], Traub presented a family of multi-point methods based on approximating the second derivative that appears
in the iterative formula of Chebyshev’s scheme and, more recently, Babajee et al. in [18] designed two Chebyshev-
like methods free from second derivatives. Recently, Sharma et al. [19] designed a fourth-order scheme by using
weight-function technique. Another well known acceleration technique is the composition of two iterative methods
of orders p; and ps, respectively, obtaining a method of order pips (see [17]). New evaluations of the Jacobian
matrix and the nonlinear function are usually needed in order to increase the order of convergence.

Now, we are going to introduce the problem and some necessary concepts in order to develop the modified
methods and to analyze their convergence. Let us consider the problem of finding a real zero of a function
F: D CR" — R", that is, a solution T € D of the nonlinear system F(x) = 0 of n equations with n unknowns.
The best known iterative method is the classical Newton’s method given by

2D = 20 _ pr() L pE®) k=0,1,...,



where F'(z(*)) is the Jacobian matrix of the function F evaluated in the kth iteration 2(*). Traub, in [17],
introduced a variant of Newton’s method of convergence order three. We are going to describe it because our
methods combine Traub with Newton’s method. Traub’s scheme consists of the composition of Newton’s method
with itself but with a frozen Jacobian matrix, its iterative expression is

aFHD = ) p ()L (FE®)) ¢ 0, k=0,1,...,

where 3(*) is the kth iteration of the Newton’s method.
On the other hand, recently Sharma et al. in [19] have developed a fourth order method for solving nonlinear
systems of equations. The algorithm is composed of two weighted-Newton steps and is given by

Y E) = k) _ %F/(x(k))—lF(w(k))7

g = (k) _ %H + %F’(yw))*lF’(x(’C)) + %F’(x(k))’lF’(y(’“))]F’(x(k))’lF(x(k)), k=0,1,....
In the following, we remember some known notions and results that we need in order to analyze the convergence
of the new methods. Let F': D C R"™ — R" be sufficiently Frechet differentiable in D. By using the notation

introduced in [20], the gth derivative of F at u € R™, ¢ > 1 is the g-linear function F(?(u) : R* xR" x...x R® — R"
such that F@ (u)(vy,ve,...,v,) € R™. Tt is easy to observe that

1. F(Q)(U)('U17’U27 e 7’Uq_17 ) € £(Rn)’
2. FlO(u)(vg(1), Vo(2)s - - -+ Vo)) = F O (u)(v1,02, ..., 0) for all permutation o of {1,2,...,q},

where £(R") is the set of lineal operators of R™ in R™.
From the above properties we can use the following notation:

1. F@D(u)(vy,va,... ,Ug) = F9O(u)vy - ... Vg,
2. F(q)(u)vq—lF(p)vp = F(Q)(u)F(l)) (u)v?tP=1,

On the other hand, for T + h € R" lying in a neighborhood of a solution T of F(x) = 0 we can apply Taylor’s
expansion and assuming that the Jacobian matrix F’(Z) is nonsingular, we have

p—1

h+)  Cyht

q=2

F(@+h)=F'(z) +O(n?),

where C, = (1/¢))[F'(Z)]"'F@(F),q > 2. We observe that C,h? € R” since F(9(7) € L(R x ... x R,R) and
[F'(@)] 7 € LR™).
In addition, we can express I as

p—1

I+ Z qC,hi™!

q=2

F'(T+h) = F'(7) + O(h?) = F'(T)D(h) + O(h?),

where [ is the identity matrix. Therefore, qC}hq’1 € L(R™). From the previous equation we obtain
[F'(T+h)]~" = D(h) " [F'@)]~! + O(hP).

Then, if the inverse of D(h) is
D(h)™' =1+ Xoh + X3h® + X4h® + ...,

provided that X;, i =2,3,... verify
D(h)D(h)™' = D(h)"'D(h) = I. (1)

Solving the system involved in (1) we have that

X2 = —202,
X3 = 4C2% —3Cs,
X, = —8C5+60yC5+ 6C30y —4Cy,



We denote e®) = 2(¥) —Z the error in the kth iteration. The equation
e® D) = Le®)” L o(e®™™,

where L is a p-linear function L € L(R x ... x R, R), is called the error equation and p is the order of convergence.
Observe that e®” is (e(®) e®) . (),
In [7] it was introduced the concept of computational order of convergence, as follows

Definition 1.1 Let T be a zero of a function F and suppose that x*=1 z®)  and *+D are three consecutive
iterations close to T. Then, the computational order of convergence p, can be approximated using the formula

In(la® D — 2 W]|/]|2® — 2*=D]))

~ A = .
PR ACOC = 20— o[/ [o®D — 202

In addition, in order to compare different methods, we use the efficiency index, I = p*/¢, where p is the order of
convergence and d is the total number of new functional evaluations (per iteration) required by the method. This
is the most used index, but not the only one. In [17] Traub use a computational index defined as CI = p'/°P where
op is the number of products/quotients per iteration. We recall that the number of products and quotients that
we need for solving m linear systems with the same matrix of coefficients, by using LU factorization, is

L3 2

371 + mn 3n,
where n is the size of each system. We will use these indices in order to compare the different iterative methods.
Kung and Traub in [21] conjectured that the order of convergence of any multipoint method without memory for
solving nonlinear equations cannot exceed the bound 297!, (called the optimal order). Ostrowski’s method [1],
Jarrat’s scheme [22] and King’s procedure [23] are some of optimal one-dimensional fourth order methods. We
have adapted the definition of optimal order of convergence to the case of iterative methods to solve nonlinear
systems. The extension to several variables of the conjecture of Kung and Traub could be done in the following
way [24]:

Conjecture 1.1 Given a multipoint iterative method to solve nonlinear systems of equations which requires d =
k1 -+ ko functional evaluations per step such that kv of them correspond to the functional evaluations of the Jacobian
matriz and ko to evaluations of the nonlinear function. We conjecture that the optimal order for this method is
Qk1tha—1 if k1 < ko.

In this paper we propose two new and competitive iterative methods of orders four and five respectively that
improve other known methods.

The rest of this paper is organized as follows: in Section 2 we make an introduction to the Global Positioning
System (GPS), focusing on the way that the receiver calculates the user position using the ephemeris data of the
artificial satellites. In Section 3 we present our new iterative methods, analyze its convergence order and by using
the idea of a technique presented in [25], it is also proved that, in general, if we combine two methods of orders p
and ¢ respectively, with p > ¢, in the same way that we do it in our method of order five, the order of convergence
of the resultant method is p+¢. In Section 4 we show an application of this analysis in order to solve the nonlinear
system of the GPS and several academic nonlinear systems of equations. It is established a comparison among
the new methods and Newton and Sharma’s methods in terms of convergence order, approximated computational
convergence order (ACOC), and computational and efficiency indices, CI and I, respectively.

2 Basic GPS concepts

This section introduces the basic concept of how a GPS receiver determines its position. From the satellite
constellation, the equations required for solving the user position conform a nonlinear system of equations. In
addition, some practical considerations, (i.e. the inaccuracy of the user clock) will be included in these equations.
These equations are usually solved through a linearization and a fixed point iteration method. The obtained
solution is in a Cartesian coordinate system and after that the result will be converted into a spherical coordinate
system. However, the Earth is not a perfect sphere; therefore, once the user position is estimated, the shape of
the Earth must be taken into consideration. The user position is then translated into the Earth-based coordinate
system. In this paper we are going to focus our attention in solving the nonlinear system of equations of the GPS
giving the results in a Cartesian coordinate system. We can finf further information about GPS in [26].



2.1 Basic GPS concept

The position of a point in space can be found from distance measured from this point to some known position in
space. We are going to use an example to illustrate this point.

O

Ry

Figure 1: Two-dimensional user position

Figure 1 shows a two-dimensional case. In order to determine the user position U, three satellites S7, So and
S3 and three distances are required. The trace of a point with constant distance to a fixed point is a circle in the
two-dimensional case. Two satellites and two distances give two possible solutions because two circles intersect
at two points. A third circle is needed to uniquely determine the user position. For similar reasons in a three-
dimensional case four satellites and four distances are needed. The equal-distance trace to a fixed point is a sphere
in a three-dimensional case. Two spheres intersect to make a circle. This circle intersects another sphere and this
intersection produces two points. In order to determine which point is the user position, one more satellite should
be needed. In GPS the position of the satellite is known from the ephemeris data transmitted by the satellite. By
measuring the distance from the receiver to the satellite the position of the receiver can be determined. In the
above discussion, the distance measured from the user to the satellite is assumed to be very accurate and there is
no bias error. However, the distance measured between the receiver and the satellite has a constant unknown bias,
because the user clock usually is different from the GPS clock. In order to solve this bias error one more satellite is
required. Therefore, in order to find the user position five satellites are needed. If one uses four satellites and the
measured distance with bias error to measure a user position, two possible solutions can be obtained. Theoretically,
one cannot determine the user position. However, one of the solutions is close to the Earth’s surface and the other
one is in the space. In fact, as we will see in Section 4, in this memory we have used four satellites and sometimes
we have found the solution in the space. Since the user position is usually close to the surface of the earth, it can
be uniquely determined. Therefore, the general statement is that four satellites can be used to determine a user
position, even though the distance measured has a bias error. The method of solving the user position discussed
in the next subsections is through iteration. The initial position is often selected at the center of the earth. The
iteration method will converge on the correct solution rather than the one in space if there is not a bad conditioning
of the matrices appearing in the linear systems involved in the iterative process. In the following discussion four
satellites are considered as the minimum number required for finding the user position.

2.2 Basic equations for finding user position

In this section the basic equations for determining the user position will be presented. Assume that the distance
measured is accurate and under this condition three satellites should be sufficient. Let us suppose that there are
three known points at locations ry or (z1,y1,21), 72 or (22,y2, 22) and r3 or (r3,ys, 23), and an unknown point at
T OF (T, Yu, 20). I the distances between the three known points to the unknown point can be measured as py,
p2, and p3, these distances can be written as

p1=/(z1— )2+ (Y1 — yu)? + (21 — 2u)?,
P2 = \/(372 - xu)g + <y2 - yu)2 + (Z2 - Zu)27 (2)
pP3 = \/(333 —2y)? + (yB - yu)2 + (23 — Zu)Q-

Because there are three unknown and three equations, the values of z,, y, and z, can be determined from these
equations. Theoretically, there should be two sets of solutions as they are second-order equations. These equations
can be solved linearizing them and an making an iterative approach. The solution of these equations will be
discussed later in Section 2.5. In GPS operation, the positions of the satellites are given. This information can



be obtained from the data transmitted from the satellites. The distances from the user (the unknown position) to
the satellites must be measured simultaneously at a certain time instance. Each satellite transmits a signal with
a time reference associated with it. By measuring the time of the signal traveling from the satellite to the user
the distance between the user and the satellite can be found. The distance measurement is discussed in the next
section.

2.3 Measurement of pseudorange

Every satellite sends a signal at a certain time t;;. The receiver will receive the signal at a later time t¢,. The
distance between the user and the satellite ¢ can be determined as

PiT = C(tu - tsi)7

where c is the speed of light, p;7 is often referred to as the true value of pseudorange from user to satellite i, tg; is
referred to as the true time of transmission from satellite 7, and ¢, is the true time of reception. From a practical
point of view it is difﬁcult if not impossible, to obtain the correct time from the satellite or the user. The actual
satellite clock time t and actual user clock time t are related to the true time as

tsi =1 + Abla tu =ty + buta

where Ab; is the satellite clock error, and b,; is the user clock bias error. Besides the clock error, there are other
factors affecting the pseudorange measurement. The measured pseudorange p; can be written as

pi = pir + AD; — c(Ab; — bys) + (AT + AL + vi + Avy),

where AD; is the satellite position error effect on range, AT; is the tropospheric delay error, AI; is the ionospheric
delay error, v; is the receiver measurement noise error, and Awv; is the relativistic time correction. Some of these
errors can be corrected; for example, the tropospheric delay can be modeled and the ionospheric error can be
corrected in a two-frequency receiver. The errors will cause inaccuracy of the user position. However, the user
clock error cannot be corrected through receiver information. Thus, it will remain as an unknown. So, the system
of equations (2) must be modified as

p1=/(x1 = 22)2 + (Y1 — yu)® + (21 — 20) + bu,
p2 =/ (22 — )2+ (Y2 — Yu)? + (22 — 2u)? + bu, (3)
ps = /(w3 — xu) + (ys — yu)® + (23 — 2u)? + bu,
pr = /(21 — )2+ (Y4 — Yu)? + (22 — 24) + by,

where b, is the user clock bias error expressed in distance, which is related to the quantity b,: by b, = cby:. In
system of equations (3), four equations are needed to solve for four unknowns x,, 4., z, and b,. Thus, in a GPS
receiver, a minimum of four satellites is required to solve the user position.

2.4 Solution of user position from pseudoranges

One common way to solve the system of equations (3) is to linearize them. The system can be written in a simplified
form as

pi - \/(zz - Iu>2 + (2/1 - yu)2 + (Zz - Zu)2 + bua (4)

with ¢ = 1,2,3,4 and x,, Yy, 2, and b, are the unknowns. The pseudorange p; and the positions of the satellites
Zi, Yi, 2z; are known. By differentiating (4),

Spi = (xl — ICU)($£KU + (yi - yu)(syu + (Zz - zu)dzu 4 5b,

\/(xi —u)? 4+ (Ui — Yu)? + (20 — 2u)?
_ (@i —m)dae + (yi — ylg)éyu + (& 2o | o (5)
Pi — Oy

In (5) 62y, OYu, 02y, and b, can be considered as the only unknowns. The quantities x,,, Y., 2., and b, are treated
as known values because one can assume some initial values for these quantities. From these initial values a new
set of dxy, dYy, 02,4, and 6b, can be calculated. These values are used to modify the original x,, ¥, 2z, and b, to



find another new set of solutions. This new set of x,, y,, z, and b, can be considered again as known quantities.
This process continues until the absolute values of dx,, dy,, 0z,, and 0b, are very small and within a certain
predetermined limit. The final values of x,,, y., z, and b, are the desired solution. This method is often referred
to as an iteration method of fixed point. With dx,,, 0y, 6z, and db, as unknowns, the above equation becomes
a set of linear equations. This procedure is often referred to as linearization. The expression (5) can be written in
matrix form as

5P1 arr aip aiz 1 0y
5 _ |@21 Q22 Q23 1 0Yu (6)
dps3 agy asy asz 1| |dz. |’
dpa a4 oya oyz 1| | dby
where
P (g = LY Qg =
pi*bu7 pi*bu’ 1*bu
The solution of (6) is
—1
0Ty a1 o1 oz 1 dp1
Y _ |a21 a2 asg 1 dp2
0zy | |a31 age azs 1 0p3
0by Q41 Qgo g3 1 dp4

This process obviously does not provide the needed solutions directly. However, the desired solutions can be
obtained from it. In order to find the desired position solution, this procedure must be used repetitively in an
iterative way. A quantity is often used to determine whether the desired result is reached and this quantity can be
defined as

Sv = /022 + 5y2 + 622 + 0b2. (7)

When dv is less than a certain predetermined threshold, the iteration will stop. Sometimes, the clock bias b, is not
included in (7). In this paper we use as stopping criterion the quantity ||z*+1) —z®)|| +||F(x*+1)|| because it is
stronger than (7). As we can verify in [27], the above iterative method used to calculate via software the receiver
position in the GPS is the Newton’s method, a well known method of second-order of convergence. In this work
we improve the GPS software by means of two methods of order four and five respectively, that converge to the
solution with less number of iterations and better I, CI or ACOC than Newton scheme.

3 Description of the methods and convergence analysis

3.1 A fourth-order method

In this section we display a new method used to solve nonlinear systems that we call M4, and obtained by combining
Newton and Traub’s method. Its iterative expression is

2 =) — F/(@) 7 (F () + Pyh),
2D =y (PO (), ®

where y*) is the kth iteration of the Newton method. In the next result we are going to prove that the convergence
order of the method is four.

Theorem 3.1 Let F' : D C R™ — R", be sufficiently differentiable at each point of an open neighborhood D
of T € R™, that is a solution of the nonlinear system F(x) = 0. Let us suppose that F'(x) is continuous and
nonsingular in T. Then the sequence {x(k)}kzo obtained using the iterative expression (8) converges to T with order
four. The error equation is

el Hl) — —C’S’e(k)4 +0(e®),
where Cy = (1/EN[F'(T)] ' F*)(z), k=2,3,..., and e =z} — 7.
Proof: Taylor expansion of F(z*)) and F'(z®)) around Z gives

F(z®) = F'@)[e® + Coe®’ + C5e®’ 4 Cue®’] + 0(e®”),
F'(2®) = F'(@)[I + 2C2e® + 3C5e®* 1+ 40,e®” + 505e®"] + 0(e®”), 9)



where Cy = (1/EN[F'(z)] ' F*)(z), k=2,3,..., and e® = z*) —F. From (9) we obtain

[F/(2®)]71 = [T+ Xpe® + X3e®” 4 X0e™ 1 [F/ ()] + 0(e®)),
where Xy = —2Cs, X3 = 4C35 — 3C3 and X, = —8C3 + 6C2C5 + 6C3Cy — 4Cy. Taylor’s expansion of y*) s

y B — 7 = Che™’ + (205 — 2C2)e™’ + (4C3 — 4C5C5 — 3C5C, + 3C,)e™" + 0(e®)”). (10)
On the other hand, we have that
Fy™) = F'@[y® ~7) + Coly™ — 2% + 0™,
and operating we get
Fy®) = F'(@)[Coe®’ + (205 — 202)e®)’ + (5C3 — 4C5,C5 — 3C5Cs + 3C4)e® '] + 0(e™).
Analogously, we obtain the expression of z(¥) — Z. Given that the kth iteration of Traub’s scheme is
2B =y [F (O Ry W),

then
28— 7 = 20260 4 (=903 4+ 4C5C5 + 3C5Co)e®)’ + 0(e™). (11)

Besides, the expression of F'(z(*)) is
F'(z®) = F'(@)[I +2C5(z% — 2)] + 0(e®)"),
or, equivalently from (11)
F'(z0) = F'(Z)[I + 4C3e™” + (—18C% + 8C2C5 + 6CoC5C2)e™ ] + 0 ("),

So,
[F/(z8)] 71 = [T 4+ Wae® + Wse®” 4 Wie®” + Wie®™ | [F' (@)1 + 0(e®”),

and provided that [F'(z(®)]=1F’(2(®)) = I, solving the linear system of equations involved we have Wy = W3 = 0,
W4 = —405) and W5 = ].86'5L — 80%03 — 6026302, SO,

[F/(z0)] 71 = [T — 4C3e™” 4+ (18C% — 8C2C5 — 6C,C5Cy)e™ |[F ()] + 0(e®)”).
Then,
[F' ()71 (y) = Cue®” 4 2(C5 — C2)e®® 1 (503 — 40505 — 3C5C5 + 3C1)e®” +0(e®’).  (12)
Finally, by replacing (10) and (12) in the iterative expression (8) we obtain the error equation
e* D) = b+ _ = () g [P0 () = —C3e® 4 0(e®)),

and the proof of the theorem is completed. Ol

3.2 A fifth-order method

In this section we show a new method used to solve nonlinear systems that we call M5, which is obtained by
combining again Newton and the Traub’s method but in a different way. Its iterative expression is

20 = 2®) — P (P ™) + (),
2D = 20 — [ (0] TP (), (13)

where 3(¥) is the kth iteration of Newton’s method. We prove in the next result that the convergence order of this
method is five.



Theorem 3.2 Let F' : D C R"™ — R", be sufficiently differentiable at each point of an open neighborhood D
of T € R™, that is a solution of the nonlinear system F(x) = 0. Let us suppose that F'(x) is continuous and
nonsingular in . Then the sequence {x(k)}kzo obtained using the iterative expression (13) converges to T with
order five. The error equation is

e* D) = 40te®” 1 O(e®"),
where Cy = (1/EN[F'(T)] ' F*)(z), k=2,3,..., and e =z} — 7.
Proof: Following the procedure used in Theorem 3.1, we have that
Fy®) = F(@)[Cee® + (205 — 2C2)e®)’
F(5C3 — 40505 — 3C5C5 + 3C,)e™” + (=602 — 12C% + 10C2C;
+8C5C5C5 + 6C5C2 — 6C5Cy — 4C,Ca + 4C5)e™’] + 0(e™”),
and
20—z = 202e®™’ 4 (=903 + 40, C5 + 3C5C5)e™’
+(30C5 — 180303 + 6C3; — 12C3C3 — 14C5C3C, (14)
H6C5Cy + 4C3Co)e®)” + 0(e™).
On the other hand,
4
F(zW) = F'(@)[(z" -2)] + 0(™)
and,
[F/(y ™))~ = [+ Xa(y™ = 7) + X3(y™ = 2)[F'@)] 7" + 0(e®”). (15)
Finally, by replacing (14) and (15) in the iterative expression (13) we obtain the error equation
et — g+l g — () _ g7 [F'(y") LR (W) = 4C§e(k)5 + O(e(k)ﬁ)

and the proof of the theorem is completed. 0

3.3 Pseudocomposition

In [25] it was introduced a technique called pseudocomposition that uses a known method as a predictor and the
Gaussian quadrature as a corrector. The order of convergence of the resulting scheme depends, among other factors,

on the order of the last two steps of the predictor. Following this idea we generalize the procedure used to design
method M5.
Then, we can establish the next result.

Theorem 3.3 Let F' : D C R™ — R", be sufficiently differentiable at each point of an open neighborhood D
of T € R™, that is a solution of the nonlinear system F(x) = 0. Let us suppose that F'(x) is continuous and
nonsingular in T. Let y*) be the kth iteration of an iterative method of order ¢ and z¥) the kth iteration of an
iterative method of order p, with p > q. The sequence {x(k)}kzo obtained by the iterative expression

a0 = 20— [F'(y )] R (=), (16)
converges to T with order of convergence p + q.

Proof: Taylor’s expansions of y*) and z(*) are

y(k) =7+ Me®" 4 Mze(k)qﬂ I Mp+1e(k)q+p n O(e(k)pﬂ”l),
2B =7 4+ Npe®” + Noe®™™ 4 Npp1e®™™ 4+ 0(e®™). (17)
Taylor’s expansion of F(z(*)) around T gives
FEW) = P@ER -7+ G0 — 1))+ 0™ )

k)p+q

_ F’(E)[Nw(k)p i Nge(k)p“ L +Nq+1€(

+C2(Nle(k)r> + N2e(k)p+1 +ot Nq+1e(k)p+4)2] + O(e(k)z’(pﬂ)ﬂ)’



where Cy = (1/EN[F'(z)] ' F*)(z), k=2,3,..., and e® = z(*) — 7. On the other hand, we have that

— — — N 2q+1
[y = [T+ Xy —7) + Xs(u® - 2)[F' @) + 0™
= [+ Xo(Mie®™" + Mye®™ 4 Myyye®"™") + Xg(Ree®™™ + . ))[F'@)] 7 (19)
+0(e™),

where Xo = —2C5 and m = min{p + ¢+ 1,2¢ + 1} = p+ ¢ + 1. Finally, by replacing (17), (18) and (19) in the
iterative expression (16) we obtain the error equation

e* D) =z 4D _ = ) g [F(y®)] T R = —Xo M Nie® p o(e®TT)

then the convergence order of the method that results from this combination of a method of order ¢ with another
of order p with p > ¢ is p + q. g

4 Numerical results

Numerical computations have been carried out using variable precision arithmetic, with 2000 digits of mantissa, in
MATLAB 7.1. The stopping criterion has been [[z(**1) — 2(®)|| 4 || F(z*+1)|| < 1072%°, therefore we check that
the iterate sequence converges to an approximation of the solution of the nonlinear system. For every method, we
count the number of iterations needed to reach the wished tolerance, we calculate the approximated computational
order of convergence ACOC, the efficiency index I, the computational index CI, and an error estimation made
with the last values of [|z*+1) — 2(®)|| and ||F(z*+D)]|.

4.1 Numerical results obtained with academic nonlinear systems

Now, we are going to compare M4, M5, Newton (N)and Sharma (S) schemes with some nonlinear academic systems
in order to prove the effectiveness and the computational order of convergence of the methods developed in this
work. The test systems used are:

(a) F(xy1,72) = (exp(x?) — exp(v/21x1), 21 — 22), T = (V2,v2)7.
(b) F(x1,29) = (z1 + exp(w2) — cos(xs), 321 — 22 — sin(x2)), T = (0,0)7.
(c) F(z) = (fi(x), f2(),..., fulx)), where x = (21, 72,...,2,)T and f; : R® = R, i=1,2,...,n such that

fi('r):xixi-‘rl_la i=1,2,...n—1,

fulx) =22 — 1.

When n is odd the exact zeros of F are Ty = (1,1,...,1) and T = (—1,—1,...,—1).

In Table 1 we can find a comparative among the different numerical methods for the nonlinear systems (a), (b)
and (c¢). As we can see, the approximated computational orders of convergence are the expected ones, and methods
M4 and M5 are clearly very competitive in terms of error estimation.

The efficiency indices (I) and the computational indices (CT) of the different methods are:

1 _ 1 _ 1 _ 1 _
In = 2n+n2 Ig = 4n+2n? Ippg = 42n+2n2 Ip5 = Han+2n?

3 3 3 3
Cly = 2n3+3n2-n CIS = 42n3+15n2-2n  (J[py = 4203460220 CIM5 — H2n3+6nZ-2n

In Figures 2 and 3, we show these efficiency indices for n = 2,3,...,10. It can be concluded that our methods
improve Sharma’s scheme in terms of C'I, although the classical efficiency of Sharma’s procedure is better for n < 6.
M4 and M5 are competitive, obtaining better error estimation than N and S, with the same number of iterations.

4.2 Numerical results for the GPS problem

In order to test the proposed schemes on the problem of a user position of a GPS device we have requested to the
Cartographic Institute of Valencia to provide us data of known geocentric coordinates.
Concretely, the Cartographic Institute of Valencia provided us:



Function z(©) Method Iter ACOC ||z+D — B[ [[F(z*D)|
N 13 2 0.163e-338 0
S 7 4 0.962e-270 0
(a) (2,2)T M4 7 4 0.140¢-805 0
M5 7 5 0.893e-831 0
N 9 2 0.94e-307 0.28e-921
S 5 4 0.53e-276 0.83e-1106
®  (=0.1,-0.1)T M4 5 4 0.98¢-300 0.32¢-1801
M5 5 5 0.435e-647 0.1e-3941
N 11 2 0.535e-488 0.286e-976
(c) S 6 4 0.113e-408 0.960e-1636
n =99 2,2,...,2)7 M4 6 4 0.380e-704 0
M5 6 5 0.122e-1201 0

Table 1: Comparative of the iterative methods with nonlinear systems (a) to (c)
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Figure 2: Comparative among the efficiency indices of the methods.
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Figure 3: Comparative among the computational indices of the methods.

* An example of a fixed point GPS in the geocentric coordinates: x = 4984687,426, y = —41199,155, z =

3966605, 952. It is a point located in Alcoy (Alicante, Spain).

* Observations from that fixed point (file *.090) for a day.

* Positions of the satellites for that day:*.09n and *.sp3 files.
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* Description of RINEX format (*.090 file): http://www.igs.org/components/formats.html

* Description of the ephemeris file and satellite positions sp3: http://igscb.jpl.nasa.gov/igscb/data/format/sp3c.txt

* Link to other libraries for analysis calculations: http://www.ngs.noaa.gov/gps-toolbox/exist.htm

With these data we obtain the positions of the visible satellites in the instant that corresponds to the provided
data. With these coordinates we calculate the approximated pseudoranges for every satellite and then we are able
to build the nonlinear system of equations of GPS (4) using four of the satellites, with which we check the iterative
methods of Newton, Sharma, M4 and M5.

In Table 2 we can find a comparative among the iterative methods N, S, M4 and M5 for the nonlinear system
of the GPS. We recall that the coordinates of the center of the Earth and b, = 0, this is, 2(*) = (0,0,0,0)7,
are usually used as initial estimation. Despite this, we have also tested the methods with some other initial
conditions. We denote z* ~~ (4984687.426, —41199.155, 3966605.952, 0.116¢ — 8)T as the Earth solution and z* ~
(—39720114.893, —16748760.539, —23938190.113, —0.159)7" as the exterior space solution.

Method z© Iter  ACOC ||z*+D — M| |F(FD)|| =
N 12 2 0.6e-374 0.830e-739  z*
S (0,0,0,0) 7 4 0.173e-767 0.2¢-1991  z*

M4 7 4 0.823e-512 0.1e-1991  z*
M5 7 5 0.222¢-814 0.3e-1991  z°
N 15 2 0.421e-317 0.537e-627  x°
S (108, 10°, 108, 10%)T 8 4 0.739¢-799 0.1e-1991  z*
M4 7 4 0.191e-735 0 z*
M5 8 5 0.104e-563 0.1e-1991  z°
N 12 2 0.371e-381 0.317e-753  z*
S (—10%, —10%, —10*, —10H)T 7 4 0.138e-784 0.3e-1991  2*
M4 7 4 0.704e-520 0 r*
M5 7 4.9968 0.510e-692 0.1e-1991  z°

Table 2: Comparative of the iterative methods with the nonlinear system of equations of the GPS

As we can see, for this particular system of equations Newton’s method does not converge to the users position
for all the initial estimations, so does M5, but M4 is a good method in all senses, very competitive respect known
methods.

5 Conclusions

In this paper we have gone in depth on an emerging line of investigation, the GPS receivers software improvement.
Concretely, GPS receivers currently use Newton’s method to solve the nonlinear system (4) and to calculate their
exact position with the information obtained from signals received from the GPS constellation of satellites. We
propose two different combinations of Newton method and Traub’s methods, obtaining two methods of fourth (M4)
and fifth-order (M5). Using the idea presented in [25], called pseudocomposition, it is proved that combining in a
particular way two methods of order p and ¢ respectively, with p > ¢, the order of convergence of the resulting
scheme is p 4+ q. We have numerically compared the different methods and we have concluded that M4 and M5 are
very competitive in terms of the error estimation.
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