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Proélogo

El objetivo del presente libro es familiarizar al alumno de las escuelas de ingenierias
técnicas y superiores con los métodos basicos del calculo integral para su posterior
aplicacion. Nuestra intencion es que el alumno disponga, al finalizar el curso, de las
herramientas suficientes para abordar el calculo de las integrales que aparecen en las
aplicaciones.

Hemos pretendido crear un texto adecuado para el aprendizaje y aplicaciéon de dichos
métodos y por ello hemos suprimido las demostraciones de los resultados que aqui se
utilizan. Sin embargo, pretendemos también presentar un texto lo suficientemente
atractivo, por lo menos como primera aproximacion, para cualquier persona interesada
en el calculo integral. Estas personas podran encontrar una completa bibliografia al final
del presente volumen, donde profundizar en la materia.

Hemos distribuido el material en siete capitulos. Cada capitulo incluye numerosos
ejemplos resueltos, asi como una lista final de ejercicios que se proponen al alumno y
cuyas soluciones se encuentran en el capitulo séptimo. En el capitulo sexto se incorpora
una coleccion de ejercicios completamente resueltos.

Hemos incluido tres anexos. En el primero de ellos se presentan las formulas de
trigonometria mas utilizadas en el célculo integral. En el segundo, recogemos
igualmente las formulas mas habituales de las funciones hiperbolicas. Finalmente, en el
tercer anexo, recordamos al alumno algunos resultados sobre el calculo exacto de las
raices enteras y fraccionarias de un polinomio con coeficientes racionales. El calculo de
estas raices se utiliza en el capitulo cuarto de este volumen.

Los autores desean expresar su agradecimiento en primer lugar a los alumnos, que a
pesar de los recursos informaticos disponibles para el calculo de integrales, con sus
dudas y su deseo de aprender nos han motivado a emprender la ingrata tarea de
reescribir y actualizar este texto, cuya primera redaccion data de 1998, y en segundo
lugar a nuestros compaiieros del Departamento de Matematica Aplicada de la ETSID,
por su ayuda y apoyo.

LOS AUTORES.







Indice

PAG
Capitulo 1.- Integral indefinida ...........cccoeeviiiviiiniieniiciece e 11
1.1.- Concepto y propiedades.........ccvervieriierienieeieenieesie e e ereesiee e 11
1.1.1.- Primitiva de una funcion F(X).
1.1.2.- Integral indefinida de una funcion f{x).
1.1.3.- Teorema 1-1
1.1.4.- Propiedades de la integral indefinida.
1.2.- Métodos elementales de inte@racion............cceeeeveeveecreerieenvenveeneenens 12
1.2.1.- Integrales inmediatas. Tabla de integrales inmediatas.
1.2.2.- Integrales casi-inmediatas. Tipos.
1.2.3.- Integracion por descomposicion
1.2.3.1.- Descomposicion trigonométrica
1.2.3.2.- Descomposicion racional
1.2.3.3.- Descomposicion irracional
EJErcicios PrOPUESTOS ....ccvievieriieriieiiieeereereeteesieeseteeereesseeseesseessseseseesseesseas 25
Capitulo 2.- Integracion por SUSHIUCION .....c..eecvereriiriiiieiiiieie e 27
2.1 .2 CONCEPLO ..ttt ettt ettt e et e et eetee e ebeeeraeesabeeensaeessbeeenes 27
2.2.- Aplicacidn al calculo de integrales racionales...........cccocveeveevieneenen. 27
2.2.1.- Integracidn de funciones racionales en x y en f{x).
2.2.2.- Integracion de funciones racionales en sen(x) y cos(x)
2.2.3.- Integracidn de funciones racionales en senh(x) y cosh(x)
EJercicios PrOPUESTOS ....cc.eeevieiieiieriieeiie ettt ettt ettt sbeesieeeaeeeneeas 38
Capitulo 3.- Método de integracion PoOr PAIteS..........eccverveecreerreereverresveerveesnens 39
3.1.- CoNCEPLO. CASOS ..vvvenieieeiiieeiiieeiie et e ette et e eiee et e e beeesbeeeneeeeeneeeenes 39

3.2.- FOrmulas de 1€dUCCION ........uueeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 44




Introduccion al cdlculo integral

3.3.- AlgUunos CaS0S ESPECIALES ......eevvireriierierieiiesiteeite e et ereesareeane e 49
EJErcicios PrOPUESLOS ....ccveevieiieriieriieereeteeteeieeseaesereenseeseesseessnessseesseenseas 52
Capitulo 4.- Integracion de funciones racionales ..........c.ccoeceevieneenienieenieennen. 55
4.1.- Descomposicion factorial de un polinomio ..........ccceeeveeeveeveereeneenne. 55
4.1.1.- Teorema 4-1
4.2.- Descomposicion en fracciones simples de una funcion racional........ 56
4.2.1.- Teorema 4-2
4.3.- Calculo de integrales racionales .........cc.cccooeevieiienieniieiiieeece 66
4.4.- Método de HermiIte .......ceovueiuieiieiieieieeieie et 71
EJErciCios PrOPUESLOS ...vveivvieiieiierireeiteeieesieesieesreereeteesteessaesssessseesseessnenens 75
Capitulo 5.- Integracion de funciones irracionales...........ccocceeveeveeneenieiieennen. 77
5.1.- Integracion de funciones racionales en x y potencias
racionales de (ax i bj ....................................................................... 77
cx +d
5.1.1.- Teorema 5.1.
5.2.- Integracion de funciones racionales enx y vax> + bx +¢ ... 80
5.2.1.- Teorema 5.2.
5.3.- MEtodo aleman .......oceevuiiiiiiiiiieieeieeeeee e 87
5.4.- Integracion de expresiones racionales en x y el radical
Nax? +bx + ¢ ANCOMPIELO..........v.ovveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 92
5.5.- Integrales DINOMIAS ........cc.eovvieriieiiieeie et 93
5.5.1.- Definicion
5.5.2.- Calculo de integrales binomias.
EJercicios PrOPUESLOS ......eecvvereieeiieiieiieriiesite et eieesieeseeenreeseesaaeseneens 99
Capitulo 6.- EJercicios reSUCItOS. .....cuuievviiiriiieiiie ettt 101



Indice

Capitulo 7.- Soluciones de 10s €jercicios propuestos .........ccceevveevveerreervernenns 123
Anexo 1.- Funciones trigonometricas .........cceveeeerierieneneenieneeeenieeeeneseeenes 129
Anexo 2.- Funciones hiperbOliCas..........coveveriiiiiieiieieeiiesee e e eeree e 131
Anexo 3.- Célculo de raices enteras y racionales de un polinomio.................. 135

BiblIOZIATTa. ... viiviieiieieccie ettt e e ens 143







Capitulo 1.- Integral indefinida

1.1- Concepto y propiedades

1.1.1- Primitiva de una funcién.- Diremos que la funcion F(x) es una primitiva &
f(x) en el intervalo ]a,b[ de la recta real, si se verifica que:

F'(x)=1fx) Vxe Jab[
En el caso de no especificar el intervalo, se entiende que es el intervalo de

maxima amplitud.

1.1.2.- Integral indefinida de una funcién f(x).- Llamaremos integral indefinida de
f(x), o, simplemente integral de f(x), al conjunto de todas las primitivas de f(x). En
general se representa por el simbolo:

j £ (x)dx

1.1.3.- Teorema 1.1- Si F(x) es una primitiva cualquiera de f(x), se verifica:
j f(x)dx = F(x) + C

donde C es una constante real. La expresion F(x)+C representa por tanto el
conjunto de todas las primitivas de la funcion f(x). De esta forma, dos primitivas de una
funcion f(x) se diferencian en una constante real.

1.1.4.- Propiedades de la integral indefinida.-
Se verifica:

a).- I F1(x)dx = ‘= f(x) + C

If(x)dx

b).- j[ f(x) £ g(x)]dx = j f(x)dx + j g(x)dx

o) j KF (x)dx = KJ- f(x)dx. Ke R

11



Introduccion al cdlculo integral

12

EJEMPLO 1.- Calcular las integrales:

a) [ (x> + cos(2x))x b) [8edx
Solucion:
3 (.3 _x4 sen2x _
a) J(x +0052x)d)c—'[x a’x+J.cos2xabc—7+C1 + 5 +C, =
_£+ sen2x L C
4 2
.
-2x
b) [se™dx = 8[e™ax = 82 SHC = —de™ +C
.

1.2.- Métodos elementales de integracion

Para calcular la derivada de una funcion disponemos de unas reglas fijas y
generales a aplicar y que nos permiten el calculo mecanico de dicha derivada. Esto no
ocurre con el célculo de la integral de una funcién. Asi, para la obtencion de la funcién
primitiva, debemos someter la integral a una serie de transformaciones que la reduzcan
a otra cuya solucién sea conocida. A esta ultima integral la llamaremos INTEGRAL
INMEDIATA. Muchas integrales se resuelven aplicando el mismo tipo de
transformaciones; a cada uno de estos tipos les denominaremos METODOS DE
INTEGRACION, y se estudiaran con detalle en los capitulos siguientes. En este
apartado, estudiaremos el caso de las integrales inmediatas o de las que se pueden
reducir a ellas mediante transformaciones sencillas:

1.2.1.- Integrales inmediatas.- Son las integrales que se obtienen de la aplicacion
directa de alguna regla de derivacion. Segun ésto, podemos elaborar una lista de
integrales cuya solucién es conocida a la que llamaremos “Tabla de integrales
inmediatas”, y que nos servird de apoyo para la resoluciéon de las integrales que
estudiaremos a lo largo de los capitulos siguientes. A continuacidn presentamos una
tabla de este tipo:




Capitulo 1. Integral indefinida

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

CASO GENERAL CASO PARTICULAR

@ [ oo a=L0—

b) jf ) g = In|f ()] + C

f(x)

) J' a™ £1(x)dx = alna +C

d) .[ f '(x)cos[f(x)]dx = sen[f(x)] +C
e) j £ (x)sen[ f(x)Jdr = —cos] / (x)] + C

I f(x)

o) dr=tg[ /()] +C

f(x) _
2 | —senz[f(x)]dx cot g[/(x)]+C

h) I ) dx = arcsen[f(x)] +C=

V1-1f(x)?

= -arccos| f(x)|+ C
i) %&lx = arctg[f(x)] +C=

= -arccotg[ f(x)| + C

n+l

jx"dx=;+l+c

Ildx = Injx|+ C
X

X

J.ade - l(:la

Icosxdx =senx+C

+C

Isenxdx =—cosx+C

J- d)zc =tgx+C

cos” x
I —=—cotgx+C
sen” x
dx
J. =arcsenx + C
V1= x?
= -arccosx + C

J‘iZ:arctgx+C:
1+x

= -arccotgx + C

13
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7 IF(X) dx=24/f(x)+C 1%22&+C

k)j S € R W

V()7 £

1) '[ f(x)cosh[f(x)]dx = senh[f(x)] +C

SO)+Af(x)? £

+C

m) If‘(x)senh[f(x)]dx = cosh[ /()] + C

f'(x) — tohl
") jcosh [f(x9] ® [f(X)]+C
f () __
o) | senn[10] conlyl+
P) J‘ B NGV N = argsenh[ / (x)]+ C = In| £ (x) ++/ /(x)* + 1‘+ ¢
Jio? +1

q) J.de = argcosh[ /' (x)|+ C = In|f

Vix)?

(x)+\/f(x) —1‘+C

f'(x) 1+ 1(x)
) jl oy dx = argth[f(x)]JrC—El - f(:) +C o fw) <1
f'(x) B _ 1 1+ 1(x)
5) j o dx = arg coth] £ ()] + C 5 m‘—l ol C |fw)l>1
1) I f(x)dx —argsec h[ f (x)] +C=-In H— RAC) +C
f(x)y1- fi(x)* S (x)




Capitulo 1. Integral indefinida

NOTA 1.- A menudo una integral puede expresarse de varias formas distintas segtn el
método de integracion utilizado, que en principio aparentan ser dos funciones
diferentes. Si los calculos se han realizado correctamente, estas funciones representan la
misma integral diferenciandose unicamente en la constante de integracion (teorema
1.1).

dx
1+x?

EJEMPLO 2.- Resolver la integral I mediante dos métodos diferentes:

SOLUCION:

a) I e =arctgx + C

1+x?
dx if —izdx 1
b) I 2:_[ X dx:—jx—zz—arctg—+K
1+x 1 . (1) x
2 +| —
X x

Veamos que los dos resultados se diferencian en la constante de integracion. En
efecto, tomando C =K —5, y teniendo en cuenta las propiedades de las funciones

trigonométricas (anexo 1), se obtiene:
b o
arctgx + C = arctg x —E+ K= —(5— arctgx) +K=

1
=—arccotgx + K = —arctg—+ K
X

Y por tanto las dos integrales obtenidas se diferencian en una constante.

NOTA 2.- Al estudiar en los textos de la bibliografia la integral definida, el alumno
observara que es condicion suficiente que una funcidn f(x) sea continua en un intervalo
[a,b] de la recta real, para que tenga funcidn primitiva en dicho intervalo. No obstante,
esta primitiva en ocasiones no puede ser calculada mediante los métodos de integracion
habituales que presentamos en el presente libro.

15
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Por ejemplo, las integrales :

a) j %dx b) j &= c) j Se::xdx

Inx

d) Jexzdx e) je'x dx f) j 1+ x3dx

pertenecen a este tipo y no pueden ser calculadas mediante métodos de integracion
elementales.

1.2.2.- Integrales "casi-inmediatas'.- Denominaremos asi al tipo de integrales que se
reducen a una integral inmediata mediante la suma, resta, multiplicacidn o division por
una constante. Estas integrales pueden clasificarse en las siguientes familias:

1- Integrales de tipo potencial: Son las integrales que tienen una expresion del tipo:

[ G0 f (" de= S (x)m +C

EJEMPLO 3.- Calcular
Ixz (3x® +14)%dx .

SOLUCION:
Siendo f(x)=3x*+14 'y f'(x)=9x*, bastara multiplicar y dividir la
integral por 9 para obtener una integral inmediata.

jx2(3x3 +14)%dy = ng2(3x3 +14)3dx = éj9x2(3x3 +14)%dx =

3 4
lwzi(3x3+14)4+c .
9 4 6

2.- Integrales de tipo exponencial. Son las integrales que tienen una expresion de la
forma:
a’®
If'(x)af(")dx =—+C

Ina
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EJEMPLO 4.- Calcular
2 7x°+5
x“7" Pdx.

SOLUCION:

Como f(x)=x>+5 y f'(x)=3x>, multiplicando y dividiendo la integral
pedida por 3 obtendremos una integral inmediata:

1 7x3+5

J.x27x3+5dx:J-gx27x3+5dx:lj3x27x3+5dx:_ +C .
3 3 3

In7

3.- Integrales de tipo logaritmico. Son las integrales que tienen una expresion de la

forma:
JHE
S (x)

EJEMPLO 5.- Calcular
dx .

I 27x% +30x+3
3x +5x% +x—1

SOLUCION:
En este caso  f(x)=3x" +5x> +x—1y f'(x)=9x? +10x + 1. Bastara

con sacar factor comun 3 en el numerador del integrando para obtener una integral
inmediata:

2 2
Iz_[ 27x° +30x+3 dx:J‘3(9x +10x +1) i

3P +5xr +x -1 3P +5xr +x—1

2
=3[ XL = 3G 5 -+ C
3x7+5x" +x-1

17
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4.- Integrales del tipoI . Algoritmo de los cuatro pasos. Es una

ax? +bx+c

integral reducible al tipo I lffL)zdx . Se pueden presentar dos casos:
+

(x)
a)Si b% —4ac <0, la solucién es del tipo arctg (f(x)).

b) Si 5> —4ac >0, la solucién es del tipo argth (f(x)).

Apliquemos el algoritmo de los cuatro pasos a un ejemplo concreto:

EJEMPLO 6.- Calcular

j dx
2x2 —3x+4

SOLUCION:
Procedemos de la siguiente forma:

1) Multiplicamos el numerador y denominador del integrando por la constante 4a.(En
este caso 8)

J~ dx _ J' 8dx
2xr =3x+4 16x% —24x +32

2) Escribimos el denominador de la forma (2ax + b)2 + k , donde a,b,k son constantes

a determinar. En este caso,

16x% —24x +32=(4x—-3)* +23
de donde a=2, b=-3 y k=23. De esta forma, la integral pedida queda:

J' 8dx 3 J' dx
16x* —24x +32 (4x-3)* +23
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3) Debemos transformar el denominador en una expresién de la forma (f(x))* +1,
por tanto, debemos multiplicar y dividir la integral por el valor k (en este caso, por 23).

(4x—3)> +23 23 (4x—3)2+1_2_3 (4,6_3)2
23 I

J23
4x -3
V23

4) En el numerador debemos obtener la derivada de la funcion f(x) mediante
multiplicacion y division de constantes. Cuando se haya obtenido, la integral es

g J‘ dx 8 dx 8 dx

+1

donde en este caso deberemos obtener f'(x) =

inmediata. En este caso multiplicamos y dividimos la integral por

23

5.- Integrales del tipo I . Algoritmo de los cuatro pasos. Se pueden

dx
vax? +bx+c

presentar varios casos:

S (x)dx

—=———== Yy por
I+ (f(x)?
Fx)+(f(x)? + 1‘ +C=argsenh f(x)+C

a)Sia>oy b? —4ac<0. Es una integral del tipo I

tanto:

= |n

J S (x)dx

VI+(f(x)?

19
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S (x)dix

T y
V()" =1
7 (x) er/(f(x))2 - 1‘ + C=argcosh f(x)+C

b)Sia>0y b> —4ac>0. Es una integral del tipo J por

tanto:

= In|

J‘ S (x)dix

N (x)? -1

¢)Sia<0 y b* —4ac>0.Es una integral del tipo j

"(x)dx

V1= (f(x)*

= arc sen f(x) +C

y por tanto:

J- f'(x)dx

V- (F(x))’

c) Sia<0 y b* —4ac <0 . En este caso el radicando es siempre negativo y por tanto
la integral no tiene sentido en variable real.

Veremos la aplicacion del algoritmo de los cuatro pasos para este tipo de integrales en
el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 7.- Calcular

dx
'[\Isz +x+3.

SOLUCION:
Procedemos de la siguiente forma:

1) Multiplicaremos el numerador y denominador por 4|a| . En este caso particular

por\/g = 2\/5:

=zﬁj :zﬁj

J' dx dx dx
N2x2 +x+3 222x2 4 x+3 V16x2 +8x +3

2) Escribiremos el radicando de la forma (2ax +b)* +k , cona, by k a determinar.

16x% +8x+3=(4x +1)" +23
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de donde a=2, b=1, k=23. De esta forma la integral pedida queda:

2\/§IL:2\/§I“’—X
V16x* +8x+3 J@x+ 1% +23

3) Deberemos transformar el radicando en una expresioén de la forma (f(x))* +1; para

ello multiplicaremos numerador y denominador por ~/K, en este caso +/23,
obteniendo:

242 dx
2x/5.[ /(4x+1) +23 \/_j (4x+1)2 .
\/Z +

4x +1
porlo que f(x)= .
V23

4) En el numerador deberemos conseguir la derivada de f(x), por tanto multiplicaremos
y dividiremos la integral por la constante adecuada. Una vez obtenido esto, la integral

4 .
V23°
4x+1 , 4x+1
\/51‘4x+1 (4x+1 ?

4x +1
—In| + +1|+C = argsenh( j+C0
2 ‘ V23 V23 j

pedida es inmediata. En este caso, multiplicaremos y dividiremos por

2x/_x/_J‘

V23

1.2.3.- Integracion por descomposicion.- Este método consiste en descomponer la
funcidén que deseamos integrar en suma o diferencia de otras funciones mas sencillas
para su posterior resolucion.

21
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1.2.3.1.- Descomposicion trigonométrica e hiperbélica.- DPnominaremos asi al
proceso que permite obtener la descomposicion utilizando férmulas trigonométricas,
incluidas en los anexos 1 y 2. Veremos los casos mas importantes:

1.- Integrales del tipo J' sen Ax sen Bxdx . Aplicaremos la identidad trigonométrica:

sen Axsen Bx = %(COS(A — B)x—cos(A4+ B)x)

EJEMPLO 8.- Calcular
I sen? 3xdx

SOLUCION: En este caso particular, consideramos A=B=3, por lo que se obtiene:

jsenz 3xdx:lj(1 —cos6x)dx = lx —isen6x +C o
2 2 12

2.- Integrales del tipo I sen Ax cos Bxdx . Aplicamos la identidad trigonométrica:

sen Ax cos Bx = %(sen(A — B)x+sen(A+ B)x)

EJEMPLO 9.- Calcular

j sen2x cosSxdx

SOLUCION: En este caso particular, consideramos A=2, B=5, por lo que se obtiene:

I sen 2x cosSxdx —%J. (sen(—3x) +sen7x)dx =
1 1
= 5-[ sen(—3x)dx + 5-[ sen 7xdx =
=—ljsen3xdx+ljsen7xdx= .
2 2

= lcos3x - iJ‘cos7m’x +C
6 14
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3.- Integrales del tipo I cos Ax cos Bxdx . Aplicaremos la formula trigonométrica:

cos Ax cos Bx = %(COS(A - B)x + cos(A + B)x)

EJEMPLO 10.- Integrar
J cos4x cos xdx

SOLUCION: En este caso particular, consideramos A=4, B=1, por lo que se obtiene:

J cos4x cosxdx :%J' (cos 3x + cosSx)dx =

lJ‘cos3xa’x +ljcos5xdx = lsen?ax +isen5x +C o
2 2 6 10

Se procede andlogamente cuando se consideran integrales de productos de funciones
hiperbdlicas.

1.2.3.2.- Descomposicion racional. Se utiliza para el tipo de Integrales racionales
mx+n . . o
Iz—dx . Para resolver este tipo de integrales, procederemos de la siguiente
ax” +bx+c

forma:

1) Multiplicaremos y dividiremos la integral por una determinada constante H para que
el numerador se transforme en una expresion del tipo:

2ax+b+k
2) Descompondremos la integral en suma de dos integrales:

J' mx +n H(mx +n) dxzi'[ 2ax+b+kdx:

- dx=—
ax® +bx +c HJ‘ax2+bx+c HY ax? +bx+c

_I 2ax +b dr _J‘ 2/’cdx
ax? +bx +c HY ax” +bx+c

23
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La solucion de la primera integral es In ax® +bx+¢|+C; La segunda se resolvera

mediante la regla de los cuatro pasos.

EJEMPLO 11.- Calcular

Jf;}dx
X" +x+2
SOLUCION:
J‘ 2x+3 dx=lj 22x+6 dlej. 22x+1+5dx
X +x+2 29 x  +x4+2 29 x  +x4+2
_lJ- 22x+1 dx+i‘[ 2 dx
29 x  +x+2 29 x  +x+2
S 1

:iln‘xzﬂc + 2‘ + \/; arctgsz;—Jr C

1.2.3.3.- Descomposicion irracional. Se utiliza para calcular las integrales del tipo

mx+n o, .
J‘ x/i dx. Se procede de forma analoga a la descomposicion racional:
ax® +bx +c

1) Transformaremos la integral para que en el numerador obtengamos la derivada del
radicando mas una constante K.

b) Descompondremos la integral asi obtenida en suma de dos integrales. la la primera
integral es inmediata y vale:

2Vax? +bx + ¢ +C

El célculo de la segunda integral se efectuara mediante la regla de los cuatro pasos.




Capitulo 1. Integral indefinida

EJEMPLO 12.- Calcular

J' 3x+1 dr
Vox?+x+3
SOLUCION:
4] x+l 4x +—
j ,—dx=3j —_— dx—_jg_,—dx—
2x* +x+3 2x* +x+3 2x* +x+3
3J‘4x+1+1/3 _[ 4x +1 dx+lj dx _
V2x? +x+3 V2x? +x+3 4° Vox? +x+3

2
3.5, - ‘4x+1 [4x+1j
—N2x° + +3+—1 ,— — +1|+C ¢
2 X X ‘ 23

EJERCICIOS.- Calcular las siguientes integrales:

1.1.- J.senidx

X
1.2.- I mdx

sen x
1.3 .- dx
J.\'1+ CcoSX

25
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-3
1.6.- | —————dx
-|-1+x+2x2

1.7.- J- 3 dx

3x2 +243x +2
1.8.- I;dx
V—ﬁ3+x+5

2
1.9.- | ————dx
Iv2x2+3

1.10.- j cos(=3x) sen(8x) dx

1.11.- '[sen(x —1)cos(x + 2)dx

1.12.-
J.x +2x+3

1.13.- jﬂdx
o -x"4+x-3

1.14.- j 2x+3

Vx? +x+1

115_{ 3x+1

V5 —3x?

-1
116~ [——— e
IV—x2+2x



Capitulo 2.- Integracion por sustitucion

2.1.- Concepto

Este método denominado también cambio de variable, consiste en encontrar una
funcioén x=g(?) que, al sustituirla en la integral, la convi erta en otra mas sencilla.

La sustitucién debe cumplir dos condiciones:

1%.- x=g(#) debe ser una funcion derivable y con derivada no nula en todo el intervalo de
integracion.

% =g'(t), dedonde dx=g'(t)dt

2%.- x=g(t) admite funcién inversa, esto es:
x=g(t) dedonde t=h(x)

Este método es de los que mas variantes admite en el calculo integral, ya que la funciéon
de cambio serd diferente para cada tipo de funcién que exista bajo el signo integral. A
continuacion examinaremos algunos de los tipos de cambio mas habituales.

2.2.- Aplicacion al calculo de integrales racionales

Representaremos por R(x, f{x)) cualquier funcién racional que dependa tanto de la
variable x como de la funcion f{x). De forma analoga representaremos por R( g(x), h(x))
cualquier funcién racional con respecto a dos funciones g(x) y s(x). En los siguientes
apartados estudiaremos los tipos mas frecuentes de integrales de funciones racionales
que se expresan de esta forma:

2.2.1.- Integrales De Funciones Racionales R(X, F(X)):

CASO 1.- Integrales del tipo I R(x,a")dx donde a>0. Se efecttia el cambio

a® =t .Calculamos a continuacién dx y x, en funcién de la nueva variable #:
Int dt
a'=t > x=— , d&x=——
Ina tlna

27
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EJEMPLO 1.- Calcular:
J‘ dx
9a* +4a "

SOLUCION:
j dx ) a =t _
9a" +4a™ |dx= dt
tlna
dt
J'tlnazlj-dtzlj-dt:
9t+4:~ Ina’ 9’ +4 4lna’9 >

'[ 1 2¢ 3/24dt 1 3t
— = arctg—+C
41na 3 (3‘[)2 6lna 2

+1

2
Deshaciendo el cambio el cambio de variable en la solucion obtenida:

X

dx 1 3a
j — = arctg +C ¢
9a" +4a™" 4lna 2

CASO 2.- Integrales del tipo '[R(x, e )dx . Se efectiia el cambio e* =7 . De aqui:
dt

e'=t = x=Int , dx=—
t

CASO 3.- Integrales del tipo .[ R(x,In x)dx . Se efectua el cambio /nx=¢ . De aqui:

Inx=¢t = x=e', dx=e'dt



Capitulo 2. Integracion por sustitucion

CASO 4.- Integrales del tipo IR(x, arctg x)dx . Se efectiia el cambio arctgyr=r. De

aqui:
dt
COSzt

arctgx=¢ = x=tgt , dx=

CASO 5.- Integrales del tipo '[R(x,arcsen x)dx .Se efectia el cambio arcsenx=¢ De

aqui:
arcsenx=¢ = x=sent , dx=costdt

CASO 6.- Integrales del tipo IR(x,arccos x)dx . Se efectia el cambio arccosx=¢. De

aqui:
arccosx=¢t = Xx=cost , dx=-sentdt

CASO 7.- Integrales del tipo jR(x, arg thx)dx . Se efectiia el cambio argthx=¢. De

aqui:
dt
2
cosh”t

argthx=t = x=tght , dx=

CASO 8.- Integrales del tipo J R(x,argsenh x)dx . Se efectua el cambio argsenhx=z.

de aqui:
argsenhx =7 = x=senht , dx=coshtdt

CASO 9.- Integrales del tipo jR(x,arg cosh x)dx . Se efectua el cambio aegcoshx=t.
De aqui:

argcoshx=¢ = x=cosht , dx=senhtdt

29
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2.2.2.- Integrales de funciones racionales R(Sen(X), Cos(X)).

Definicion 1.- Diremos que la funcion R(senx,cosx) es impar en senx, cuando al
sustituir en la funcion senx por -senx , la funcion cambia de signo. Es decir:

R(senx, cosx)=-R(-senx, cosx)

Definicion 2.- Diremos que la funcion R(senx, cosx) es par en senx, cuando al sustituir
en la funcion, senx por -senx, la funcién no cambia de signo. Es decir:

R(senx, cosx)=R(-senx, cosx)
Analogamente se definiria funciéon impar en cosx y par en cosx. Resolvamos las

integrales de estas funciones racionales segun los diferentes casos que pueden
presentarse:

CASO 1.- Integrales del tipo J R(senx,cosx)dx, donde R es una funcién impar en

senx. En este caso se efectuia el cambio cosx=¢. Por tanto:

5 -dt
cosx=t = senx=+1-t = x=arccost , dx=—=
1-t?
EJEMPLO 2.- Calcular:
J‘ sen x dx
1+4cos® x
SOLUCION:
En este caso, la funcidn racional
senx
R(senx , COS x)= —_—
1+ 4cos “x
es impar en senx , puesto que
- senx
R(— sen x,cosx) = — = - R(sen x,cosx)

1+ 4cos?x




Capitulo 2. Integracion por sustitucion

Efectuando el cambio de variable propuesto:

cos(x) =1,
se obtiene :

J- sen(x) dx _J- —dt

1 1
= = —— 2 = ——
I+ dcos’ (1) arctg(2¢) + C 5 arctg(2 cos(x)) + C o

1+4¢° 2

EJEMPLO 3.- Calcular:

3
J~sen4xdx
cos” x
SOLUCION:
cosx =t
3
jsen4xdx:{imparensenx}: senx =+1-1°
cos” x @
dx =
1-1¢?
(-1 )\/ —t* —dt dt dt
- f =[]
t t
:—1+%+C=— ! +;3+C .
t 3t cosx 3cos’ x

CASO 2.- Integrales del tipo J. R(senx,cosx)dx, donde R es una funcion Impar en

cosx. El cambio a efectuar en este caso es senx=¢. De donde:

senx=7 = cosx=+1-t> = x=arcsent , dx=
1-t?
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EJEMPLO 4.- Calcular:

d
s

SOLUCION:

En este caso, la funcidn racional

1
coSsX

R(sen x,cosx) =
es impar en COSX, puesto que

1

R(sen X,— cosx)z
— cosx

= - R(sen x,cosx) .

Efectuando el cambio de variable propuesto,

senx ==,
se obtiene :

I B R IR " T e
cosx 1-¢ 2 2

=—lln|senx — 1| +lln|senx + 1| +C
2 2

EJEMPLO 5.- Calcular:

sen x cosx
[ senxcos
1-senx
SOLUCION:
2
J~senx cosX d = {impar en cosx}:I N1—t dt ZJ- tdt
1-senx I—1 J1-¢2 1—1
1
{dividiendo los dos polinomios}= J. (— 1+ I—]dt =—f- 1n|1 - t| +C
-1

=-senx - 1n|1 —sen x| +C
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CASO 3.- Integrales del tipo IR(sen x,cosx)dx en donde R es una funcion par en

senx y cosx simultaneamente. El cambio a efectuar en este caso es tgx=t.
De aqui:

dt
* tgx=t =>x=arctgt , dx= 5
1+t
sen x
=t = senx=tcosx= tvVl-sen’x
CcoS X
de donde:
t
sen” x=1"(1-sen’ x) = senx=——-—;
N1+t2
como:

sen X 1
= COSX=——

1+t2

COS X =

EJEMPLO 6.- Calcular:

dx
-[1+coszx

SOLUCION:

La funcidn a integrar es par en senx y cosx, por tanto, efectuamos el cambio

tgx =t
resultando:
dt
dx 1+t2 dt 1 t
= = =—arctg—+C
JAlJrcoszx Il 1 J.2+t2 \/5 g\/f
1+1¢°
—Larctg(Ltgx) +C .
2 V2

33
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CASO 4.- Integrales del tipo JR(Sen x,cosx)dx en la que R no es de ninguno de los

tipos considerados anteriormente. En este caso el cambio a efectuar es tgx/2=t. De aqui:

X 2dt

tg—=¢t = x=2arctgt , dx= >

2 1+t

Teniendo en cuenta que:

By 1—cos2x » x l—cosx
sen“ x=—— = sen’ —=———

2 2 2
2 14cos2x » X _l+cosx

COS X - COoS 5—

2

Dividiendo miembro a miembro las dos ultimas igualdades se obtiene:

»x l—cosx > 1-t?
tg-—=——=1" = CcOSX= >
2 l+cosx 1+¢

y de forma analoga:

2 2t
senx=+1—cos" x = sen x =

1+ ¢2

EJEMPLO 7.- Calcular:

J‘1+senxdx

1+ cosx

SOLUCION:
Efectuando el cambio

X )
tg — =t
g2




Capitulo 2. Integracion por sustitucion

la integral propuesta queda de la forma :

1+2¢+1¢°

2t
J‘1+senxd J~ 1+12 2dt
1+ cosx 1—12 14142

1+t2

- Cdeg? 2dr

1+ +1—¢% 1+¢2
1+1¢2

It +m+1d j(t+1 tjﬁ j( 22)&
1+¢2 241 1+142 1+1¢

4+mhﬂﬂ+C:g%+m

+C 3

1+tg2
g2

EJEMPLO 8.- Calcular:

J‘ dx
1+ sen(x) + cos(x)

SOLUCION:

Efectuando el cambio:

X )
tg — =t
gZ

la integral propuesta queda de la forma :

J- dx _J-dl‘
1+ sen(x) + cos(x) t+1

In| + C .

X
th + 1
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EJEMPLO 9.- Calcular:

J' dx
4+5 cos(x)
SOLUCION:
Efectuando el cambio
X
tge — =t
& 2

la integral propuesta queda de la forma :

J' dx 2 dt _ 1 In

= + C
4 +5cos(x) 9—¢? 3

o3) -+ 3 (3 -

NOTA 2.- En la practica hay que evitar utilizar el cambio indicado en el apartado
anterior para el calculo de integrales trigonométricas siempre que sea posible, porque
puede dar lugar a integrales mas complejas de calcular que aplicando los cambios
correspondientes a los casos 1,2y 3.

+lln
3

*

2.2.3.- Integrales de funciones racionales R(Senh(X), Cosh(X)).

CASO 1.- Integrales del tipo J.(senh x,cosh x)dx , en la que R es una funcidén impar en

senhx. El cambio a efectuar en este caso es coshx=f. Analogamente a los casos
anteriores se tiene:

dt

t* -1
Recordando las propiedades de las funciones hiperbdlicas (Anexo 2), se tiene:

coshx=¢ = x=argcosht , dx=

cosh’x —senh? x=1 = senhx=+/cosh’x—1 = senhx=+¢> -1




Capitulo 2. Integracion por sustitucion

CASO 2.- Integrales del tipo j(senh x,cosh x)dx en la que R es una funcién impar en

coshx El cambio a efectuar es senhx=¢. de aqui:

dt
Vt? +1

Recordando las propiedades de las funciones hiperbdlicas (Anexo 2), se tiene:

cosh’x —senh? x=1 = coshx=+/senh’x+1 = coshx=+/¢> +1

senhx=¢ = x=argsenht , dx=

CASO 3.- Integrales del tipo J.(senh x,cosh x)dx en la que R es funcion par en coshx

y senhx. El cambio a efectuar es tghx=¢. de donde:

dt
tghx=¢t = x=argtht , dx= -
-t
analogamente a los casos anteriores (5 y 6):
t 1
senhx = —— coshx =
1-1¢ 1-t

CASO 4.- Integrales del tipo I(senh x,cosh x)dx en la que R no es de ninguno de los

. . . . X
tipos considerados anteriormente. En este caso el cambio a efectuar es tghE =1. De

donde:
2dt
tghizt = x=2argtht , dx=—3
2 1-t
analogamente a los casos anteriores (5, 6y 7):
2t 1+t2
senhx = > coshx = 5
1-1¢ 1-¢
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EJERCICIOS.- Resolver las siguientes integrales:

2
COS
21- I i

sen- x

COS X
22 j dx
COS X — Sen X

dx

2.3.j .

COS” X + sen x cosx
o4 .[ sen2x

1+ cos® 2x
5. I sen 3x

2+cos3x
2 6. J~ tgx

1+ cosx



Capitulo 3.- Método de integracion por partes

3.1.- Concepto. Casos
Este método se aplica cuando queremos calcular una integral I f(x) dx, tal que f(x)

puede descomponerse como producto de otras dos funciones, de la forma:
S (x) = u(x) v'(x)

siendo u(x), v(x), u’'(x), v'(x) funciones definidas en el mismo campo de definicion de
f(x). Si calculamos la diferencial de la funcidn producto de u(x) v(x) obtendremos:

d(u(x) v(x))=u(x) v'(x) dx + v(x) u’(x) dx

Para mayor comodidad en la notacidn, y teniendo en cuenta que u(x) y v(x) verifican
v'(x) dx = dv, u’(x) dx = du, podremos escribir:

duv) =udv+vdu

Integrando esta tltima expresion se obtiene:

J. d(uv) =uv = J. udv+j vdu
O lo que es lo mismo:

J f(x)dxzjudVZMV—Jvdu
D D

Este método se aplica siempre que la integral del segundo miembro B es mas facil de
integrar que A.

A la formula:

Iudv :w—jvdu

se la conoce como féormula de la integracion por partes.
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EJEMPLO 1.- Calcular:

I In xdx
SOLUCION:
) u=Inx du = ax )
Efectuamos el cambio = X y, aplicando la foérmula de
dv=dx
V=X
integracion por partes, obtendremos:
dx
Ilnxdx:xlm-fx—lenx—I dc=xInx—-x+C .
b

Pueden presentarse muchas variantes en la aplicacion del método de integracidén por
partes, segun como sea la funcidn f(x) y su posible descomposicion en producto de otras
dos. Veremos a continuacion una tabla resumen de los casos mas frecuentes en los que
es conveniente aplicar el método:

f(x)=A(x) B(x)

CASO Ax) B(x) u v’
S
1° Polinomio en x Funcioén exponencial A B
2° Polinomio en x Funcién trigonométrica A B
directa
3° Funcion trigonométrica Polinomio en x o funcion A B
inversa, o logaritmica racional en x
4° Funcion exponencial Funcion trigonométrica directa | A6B | BO A




Capitulo 3. Método de integracion por partes

Veremos algunos ejemplos de aplicacion del método de integracion por partes en los
diferentes casos:

EJEMPLO 2.- Calcular
J. (x2 - 3x)ezxdx

SOLUCION:

La integral propuesta se incluye en las del primer caso, por tanto efectuaremos la
integracion por partes tal como se propone en la tabla.

du =2x-3)d

u:(x2—3x) “ (x )x

Efectuamos el cambio 5 = 1, , obteniendo:
dv=e"dx v=—e

2
1 1
I (x2 - 3x)e2xdx =—e** (x2 - 3x) - —I (2x - 3)e2xdx
2 2
Esta tltima integral es también del caso 1°, y se calcula de la misma forma:

u=(2x-3) =240 (o3

2 _ 2x _ _ 2x 2x
j(x 3)e dx PR :>v=%ezx —2 e Ie dx
luego:
2x -3
.[ (2x—3)ez"dx:(x—)ezx —lez" +C
2 2

Sustituyendo en la integral propuesta, se obtiene:

X2 2 3x)eFdr=—e(x? —3x)—— V2 4 Lo 4 ¢ .
i e
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EJEMPLO3.- Calcular

I X cos 3xdx

SOLUCION:

La integral propuesta se incluye en las del segundo caso, por tanto efectuaremos la
integracion por partes tal como se propone en la tabla.

du = dx

= 1 con lo que la integral inicial
V= 3 sen3x

u=x

Efectuamos el cambio:
dv = cos3xdx

queda:
I x cos3xdx = X sen3x — J lsen 3xdx
3 3

Resolviendo ésta ultima:

J- x cos3xdx =

ﬁsen3x —lcos3x+ C
3 9

EJEMPLO 4.- Calcular:

J x arctg xdx

SOLUCION:

La integral propuesta se incluye en las del tercer caso, por tanto efectuaremos la
integracion por partes tal como se propone en la tabla.

dx
1+ x?

~ |u=arctgx B
Efectuamos el cambio

dv = xdx




Capitulo 3. Método de integracion por partes

Sustituyendo en la integral:

2 1
tgxdx= *arctgx — — A
J.xarc g Xdx > arctg x )

DondeA:I xd =J. 1+x2_1dx=jdx—J. iy =x—arctgx +C

2

1+ x? 1+ x° 1+ x
Sustituyendo en la integral inicial:
2
b 1
_[ xarctg xdszarctgx _E(X — arctg x) +C .

EJEMPLO 5.- Calcular:

I sen x e>*dx

SOLUCION:

La integral propuesta se incluye en las del cuarto caso, por tanto efectuaremos la
integracion por partes tal como se propone en la tabla.

_ du = cos xdx
u=senx

con lo que la integral inicial

Efectuamos el cambio: { .

1
v=—c¢

2

dv =e*dx
queda:

I senxezxdx:senxlezx —lj' cosxe** dx
2 2

Esta tltima integral es también del mismo tipo, por tanto, se calcula de la misma forma:

du = —sen xdx

1
5 =_cosxe”” +—I sen xe>* dx
* 2 2

yv=—e
2

- U=CoSx
I cosxedx= )
dv=e""dx
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Sustituyendo en la integral inicial, queda:
2x 1 2x 1 2x 1 2x
j senx e dx=senx56 +Zcosxe _Z-[ senx e dx

Observemos que la integral del segundo miembro es la misma que la integral inicial, por
tanto, pasandola al primer miembro y simplificando, obtendremos su valor:

J. senxe”*dx = %(sen xe™ — %cos xezx) +C .

3.2.- Férmulas de reduccion

Este procedimiento se aplica a integrales de funciones que, aunque en principio pueden
ser resueltas por partes, debido a que en la funcion aparecen exponentes enteros de valor
muy elevado, deberiamos aplicar el método de integracidon por partes repetidas veces. El
procedimiento a seguir consiste en que partiendo de una integral con exponente entero

n, (que denominaremos I,) , aplicando la integracién por partes , obtengamos otra
integral de la misma forma que la primera pero con el exponente reducido , ésto es:

In = K(X) + In-h

Aplicando sucesivamente la formula de reduccion deberemos llegar a una integral
inmediata.

A continuacion obtendremos algunas formulas de reduccion:

e 1.- Férmula de reduccion de la integral J x"edx

Denominaremos 7, =J. x"e*dx vy aplicaremos la formula de integracidn por partes:

n n-1
u=x du=nx""dx
-1
I, = =x"e" —j nx"" e dx
dv=e'dx v=e"

Por tanto:

I =x"e" —nl

n n—1
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Con esta formula, obtenemos una reduccion de h=1. Aplicandola sucesivamente
llegaremos a la integral Iy, que es inmediata:

10=J. e'dx=e"+C

EJEMPLO 6.- Calcular:
J x3edx

SOLUCION:

Observemos que para la integral propuesta se tiene la siguiente formula de reduccion:
I, =x"e"—nl

n-1

Por tanto la integral propuesta es I5 : De esta forma se tiene:
I = 3n
s=x¢ =31,
L =x¢-2I,,
I,=xé'—-1,,donde [,=¢€"+C.
Por tanto:

I, =xe" -3I,

=x’e" — 3(xze’r -2

o~
~——

=x’e" —3[xze" —Z(x)ex —[0]
=x’e" —3[xzex —Z(X)ex —ex]

=e"(x*=3x2 +6x-6)+C
( )

45



Introduccion al cdlculo integral

e 2 .- Formula de reduccion para la integral I sen” xcos” xdx m,n € N, para reducir
el exponente de cos x.

Denominaremos I,,, = I sen” x cos” xdx , aplicamos el método de integracién por

partes:
u=cos" 'x du= (m- l)cos’”_2 x(— senx)dx
Im,n = ., Senn+1 X
dv = sen” xcosx y=—--
n+1
m+1 n+l
cos""xsen” ' x m-1 2 2
= + I cos” " xsen""* xdx
n+1 n+1
Por tanto:
m—1 n+l1
cos" " xsen""x m-—1 _
I, = + I sen, x(l — cos’ x)cos’” * xdx
’ n+1 n+1
m—1 n+l
cos”" " xsen""x m-—1 . m-—
= + J‘ sen” x cos™ % xdx — J. sen” x cos” xdx
n+1 n+1 n+1
O lo que es lo mismo:
I cos” ' xsen"" x m—1 m—1
mmn T + m-2n m,n
n+1 n+l1 n+1
Pasando I,,,, al primer miembro, obtenemos:
m—1 m+n cos" ' xsen"'x m—1
1 + [m n = Im n = + m-2.,n
n+1 ’ n+l n+l1 n+1 ’

Despejando, obtenemos una féormula de reduccién en la que h=2:

cos" 'xsen"'x m-1
I = + I, 5.,
m+ n m -+ n
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Aplicando sucesivamente esta formula de reduccidn llegaremos a dos tipos de integrales
segun sea m un nimero par o impar:

-Simespar = Io,n:-[ sen” xdx que se puede calcular mediante el cambio tg x =t

-Simes impar = I, = I sen” x cosxdx que esuna integral inmediata:

n+l

sen"” x+C

I sen” xcosxdx =
n+1

EJEMPLO 7.- Calcular:

j cos® xsen? x dx

SOLUCION:
Observemos que para la integral propuesta se tiene la siguiente férmula de reduccion:
m—1 n+l
cos" xsen"" x m-—1
Im n = + ]m -2.,n
m+ n m+n

Por tanto la integral propuesta es I g, : De esta forma se tiene:

_cos’ xsen’x 7

= + —
52 10 10 %
cos’ xsen® x 7(cossxsen3x 5 j
=+ ——+=],,
10 10 8 8

cos’ xsen’x 7 5 3 7 (cos3 xsen’x 3 j
=———————+—cos"xsen" x+—| ——+—1/,,
10 80 16 6 ’

cos’ xsen®x 7 5 3 7cos® xsen’x 7 [cosxsen’x 1
=———+—cos’xsen” X+ —M—— —_—+—-1,

10 80 96 32 4 4
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Finalmente llegamos a la integral I, = '[ sen” xdx que es inmediata:

X sen2x

= +C
2 4

Ipo= j sen’ xdx —%J. (1 - cos2x)dx =

Sustituyendo en lo anterior y simplificando, se obtiene:

+C

I. . =sen? x(COS7 X, 7cos’ x N 7cos’ x N 7cosx} _ Tsenxcosx N Tx
- 10 80 96 128 256 256

e 3°- Férmula de reduccién para la integral J. sen” xcos”" xdx m, n € N, para

reducir el exponente de senx:.

Aplicando un método analogo al anterior, se obtiene la formula de reduccion:

I cos” " xsen”' x  n-1 ]
mn T + mpn—2

m+n m+n

EJEMPLO 8.- Calcular:

.[ cos? xsen* x dx

SOLUCION:

Observemos que para la integral propuesta se tiene la siguiente formula de reduccion:

_cos"xsen"'x  n—1
[m,n - + Im,n—2

m+n m+n




Capitulo 3. Método de integracion por partes

Por tanto la integral propuesta es I ,4 : De esta forma se tiene:

cos® xsen’x 3

I, =— —+=]
2.4 6 6 22
cos® xsen®x 1 cos® xsenx 1
=+ | ———+ -1,
6 2 4 4 -

COS3 X sen3 X COS3 xXseénx  COSxSsenx X
=- - + +—=+C .
6 8 16 16

NOTA.- Las anteriores formulas de reduccion se pueden aplicar indistintamente, e
incluso es posible aplicar una combinacion de ellas en la resolucion de la integral I,

Otras formulas de reduccion que se pueden obtener por el mismo método, son:

1 _ m—
°4.- Im:_[ sen” xdx = ——sen””" xcosx + I, .,
m m
m 1 m—1 m-—
5. Im:J- cos” xdx = —cos” " xsenx + 1,

m m

m-2

0 6.-1,=| tg” xdx = Ltg"”1 x—1
m—1

°7.- Im:'[ x" cosxdx = x" senx +mx""" cosx —m(m-1)I,_,

° Q.- Im=.[ (lnx)mdx = x(lnx)m —ml

m—1

3.3.- Algunos casos especiales

En este aparatado vamos a estudiar dos tipos de integrales, ambas resolubles por partes,
para las que vamos a presentar un método alternativo de calculo.

49



Introduccion al cdlculo integral

a) Integrales del tipo

[ e cos(Bxydx, [ e sin(Bx)dx, @, € R

Para la resolucion de este tipo de integrales vamos a utilizar numeros complejos, y en
particular la conocida identidad de Euler:

e”* = cos(fx) +isen(fx), S € R

Para ello consideremos la expresion dada por
(4)=[ e cos(Bx) dx+i [ ¢ sin(fx) dx.

Aplicando la identidad de Euler y las propiedades de la exponencial compleja, se tiene:

(A) = I e” cos(fx)dx+i I e”"sin(fx) dx = Ie‘”(cos(ﬂx) + isen(fx))dx

— ‘[eaxeiﬂxdx — J.eaxﬂﬂxdx — JQX(a+iﬁ)dx.

La integral Jex(a“ﬁ ) es formalmente inmediata, por lo que, aplicando las

propiedades de los nimeros complejos

x(a+i e
(4)=e" ﬂ)dx:m
_la—iplee”
(a+if)a—-iB)
e (a - iﬂ)(cos(ﬂx) + isen(ﬂx))
a’+
_e"|acos(Bx) + B sen(Bx) + i(a sen(Bx) — Bcos(fx))]

a’+
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Igualando partes reales e imaginarias en la expresion obtenida para (A) tenemos

[ e cos(fx)de = e (acos(fx) + fi sen(Bx)) c.

a’+ f?

J. e”"sin(fx) dx = eax(a sen(fix) - ﬁcos(ﬁx)) +C.

a’+

b) Integrales del tipo

I e”P(x)dx, n €N

Este tipo de integrales pueden resolverse aplicando partes # veces. Vamos a resolverlas

resolviendo un sistema de ecuaciones lineales de 7 +1 ecuaciones con n+1
incdgnitas. Para ello observemos que

[ e P (x)dx = e7Q,(x)+C

donde Q, (x) es un polinomio indeterminado del mismo grado #n que P, (X)

Veamos un ejemplo.

EJEMPLO 9.- Calcular:

[ e (ax? +2x-1)ax

SOLUCION:

En este caso es 7 =2, con P,(x)=2x" +2x -1y a =3. Consideramos por tanto

un polinomio indeterminado de grado 7 = 2,0, (x) = ax” + bx + ¢, y tenemos

j e3"(2x2 +2X-1)dX= e“(ax2 +bx+c)+C (B)
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Para determinar los coeficientes del polinomio (), (x), derivamos en (B) y obtenemos:
e (2)(2 +2X - 1): 3¢’ (ax2 +bx + c)+ e (Zax + b)
=e (3ax2 +3b+2a)x+3c+ b)

Cancelando el término e>* en la igualdad anterior obtenemos la identidad de
polinomios

2x% +2x-1=3ax> +(3b+2a)x+3c+b,

De donde igualando coeficientes del mismo gado, obtenemos el sistema de 3
ecuaciones con 3 incognitas:

- > 2 2 11
2 = 3b+2(1 :a:—’bz—:‘c:——
3 9 27
-1 = 3c+b
Y por tanto
Ie3x(2x2+2x-l)dx:e3x Exz+zx_£ +C N
3 9 27

| EJERCICIOS.- Resolver las siguientes integrales:

3.1.- I(x —3x? )e"dx

3.2.- j(?.x - 2)ln xdx

3.3.- Ie“ sen2x dx

Inx
3.4.- J.de

3.5.- Ix sen’ x dx
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3.6.- I(xz —3x sen2x+ex)dx
3.7.- J.cos4 xsen’ x dx

3.8.- j sen” (Ax) cos(Ax) dx
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Capitulo 4.- Integracion de funciones racionales

4.1.- Descomposicion factorial de un polinomio

Comencemos este capitulo recordando un resultado sobre polinomios que suponemos
ya conocido.

4.1.1.- Teorema 4.1.- Para cualquier polinomio de gradon> 1,
P(x)=ax"+a x""'+-+ax+a,,

con coeficientes a,,d,,d,,...,d, reales, existen numeros reales o complejos

a,,a,,...,a, tales que :

P(x) = an(x—al)(x—az)(x—a3)---(x—an).

A la expresion:

P(x) = an(x—al)(x—az)(x—a3)~--(x—an)

se la denomina descomposicion factorial del polinomio P(x). A los valores
a,,Q,,...,0, se les denomina raices del polinomio P(x) y al término a, se le

denomina coeficiente director del polinomio P(x).

n

Si en la descomposicion factorial de un polinomio P(X) una raiz ¢; aparece solo una
vez, se dice entonces que «; es una raiz simple de P (x) o equivalentemente, que su
orden de multiplicidad es 1. En caso contrario, se dice que «; es una raiz miltiple, y si
aparece 7; veces, se dice que su orden de multiplicidad es 7, o también que es una
raiz de orden n,. Asi, si hay 7, raices iguales a «,, n,raices iguales a @, y, en

general, 7, raices iguales a «, , se verificara:

n,tn,+-+n, =n,
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y la factorizacion del polinomio P(x) quedaré de la forma:

P =a,(x—a)" (x— )" (x =) (x—at, )"

4.2.- Descomposicion en fracciones simples de una funcion racional

El siguiente resultado es clave pues nos proporciona la descomposicidon en fracciones
simples de una funcién racional.

P(x)
O(x)
P(x) y O(x) de grados respectivos p y q (p<gq).Sean «,,0,, -, a, las
raices reales de (Q(x)=0 con o6rdenes de multiplicidad respectivos
m,,m,,---,m, y sean a,tib,,a, tib,,---,a, £ib, sus raices complejas con

ordenes de multiplicidad respectivos #n,,n,, -, n,, verificindose :

4.2.1.- Teorema 4.2.- Sea una funcién racional, cociente de dos polinomios

m; +m,+-—+m, +2(n, +n,+-+n,)=q ,
entonces existen ¢ constantes reales Unicas :
1 1 1 1 k k k k
A laA 29A 37"'9"4 m]ﬂ"'aA 19A 23A 39"'9A my 9

1 1 1 / ! ! ! !
Bl)BZ’B 3:“'9B "19"':BlaBZ:B3>”'5B n; s
1 1 1 / / 1 i /
C19C2aC3,“'9CVI/9"'7ClaC23C39"'an/a

tales que se verifica :

P(x) A4 A" A A" A% AL,
= + - oo + -

o) x-a (x-a)’ (x—a)" x—op  (x—ap)’ (x—a )™
1 1 1 ! 1 1 ! !
n le—i;Clz_l_ Bax+C2 — Baux+Cy - le-l-ZC12
(x—ay)” +b [(x—al)z-i-blz] [(x—al)z-i-bl2 1 (x—a;)” +b,
BIZX+C]2 Bln,x+Cln,
+ +

(x—a,)2+bﬁ]2 m+[(x—a,>2+bﬁ]"’ |
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P(x)
O(x)

numerador mayor o igual que el grado del denominador, se efectaa la division de los
dos polinomios, de forma que se obtiene :

NOTA 1: En el caso de que en la funcidon racional se tenga el grado del

P(x) _
o(x)

R(x)
O(x)”

C(x)+
R(x)

O(x)

R(x)
le es aplicable el teorema 4.2, y bastara a esta descomposicion en fracciones

O(x)

simples de

donde en se tiene el grado del numerador menor que el grado del denominador.

A

R(x)
O(x)

factores de la funcion racional original

sumarle el polinomio C(x) para obtener la descomposiciéon en

P(x)
O(x)

Veamos algunos ejemplos de la aplicacion de este teorema.

EJEMPLO 1 :. Calcular la descomposicién en fracciones simples de
x+1

2+ 3x—9x>

SOLUCION:

El numerador tiene grado estrictamente menor que el denominador, por lo que es

2

aplicable el teorema 4.2. Las raices del denominador 2 + 3x —9x? son =3y

1

x= ——. Por tanto, aplicando el teorema 4.2 la descomposicion pedida sera de la forma:

x+1 4 B

=
2+3x-9x x—% x+1
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donde hay que determinar el valor de las constantes A, B. Para determinarlas, sumamos
las fracciones en la descomposicion anterior, y aplicando que por el teorema 4.1 se
obtiene:

2+43x-9x% = —9(x—lj(x+z) ,
3 3

identificando los numeradores de las fracciones resultantes, se obtiene :

x+1:A(x+l)+B(x—2)
3 3

A partir de este momento, podemos seguir dos caminos. En primer lugar, la Gltima

igualdad es una igualdad entre polinomios, y por tanto, deberan ser iguales sus
coeficientes. Podemos por tanto desarrollar la expresion

I{x+%j+3@>%)=(A+Bp+%@p43y

e igualar coeficientes con el polinomio X + 1. De esta forma se obtiene un sistema de
ecuaciones que permite obtener los valores de las constantes:

5
1=A4A+B Azg
=4 2p= 2

303 B=—3

Otro camino posible es sustituir la variable x por algunos valores concretos en la
expresion:

1 2
x+1= A(x+—) +B(x——)
3 3
Para simplificar, daremos a x los valores que anulan términos en el lado derecho de la

1 2
igualdad. Asi, dando a x los valores x=—— y x= T, obtenemos un sistema de

ecuaciones , que resuelto, nos proporciona el valor de las constantes.
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En este caso:

(Este método se conoce como método de coeficientes indeterminados).

De esta forma, la descomposicion en fracciones simples quedara :
5

x+1 3

2 +3x—9x’ 2

3

R [FSH )

W | =

X X

EJEMPLO 2:. Calcular la descomposicion en fracciones simples de
x*+x-15
x*=10x* +9

SOLUCION:

El grado del numerador es estrictamente menor que el grado del denominador, por lo

que es aplicable el teorema 4.2. Las raices del denominador x* —10x” +9 son
x=*1y x= % 3. Por tanto, aplicando el teorema 4.2 la descomposicion pedida sera de
la forma:

xt+x-15 A B C D

4 2 - + + ’
x"—=10x"+9 x-1 x+1 x-3 x+3

donde hay que determinar el valor de las constantes A, B, C, D. Para determinarlas,
quitamos denominadores en la expresiéon en fracciones simples. De esta forma,
aplicando que

x'=10x? +9=(x—1)(x+)(x-3)(x+3),
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se obtiene

X2 +x—15=A(x +1)(x = 3)(x + 3) + B(x — 1)(x = 3)(x + 3) + C(x = 1)(x + 1)(x + 3)
+ D(x - 1)(x + 1)(x - 3) .

Aqui de nuevo podemos seguir dos caminos, desarrollar la expresion e igualar
coeficientes o aplicar el método de los coeficientes indeterminados. Desarrollando la
expresion :

A(x +1)(x = 3)(x +3) + B(x = 1)(x = 3)(x + 3) + C(x = 1)(x + 1)(x + 3)
+D(x = 1)(x +1)(x - 3)

e igualando sus coeficientes con los del polinomio x*> +x—15 obtendriamos un
sistema de ecuaciones. El método de los coeficientes indeterminados es en este caso
mas sencillo, utilizando los valores de x que anulan términos en el lado derecho de la
igualdad. Asi, dando a x los valores x=*1 y x= %3, obtenemos el sistema de
ecuaciones :

16

—13=-164 | 4773
~15=168 |g__15
_3=48C 16
C=-16

~9=-48D D:?

por lo que la descomposicion en fracciones simples quedara de la forma :
615 16
x> +x—-15 _ 13 16 16 L3
x*=10x2+9 x-1 x+1 x-3 x+3
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EJEMPLO 3:. Calcular la descomposicion en fracciones simples de
2
x“+4

(x — 1)2(x + 1)2

SOLUCION:

El numerador tiene grado estrictamente menor que el denominador, por lo que es

aplicable el teorema 4.2. Las raices del denominador (x - l)z(x + 1)2 son x=1 con

multiplicidad 2 y x= — 1 con multiplicidad también 2. Por tanto, aplicando el teorema
4.2 la descomposicion pedida sera :

x2+4 A B C D

G-t 1) (1) T (xr1) wA D

donde hay que determinar el valor de las constantes A, B, C, D. Para determinarlas,
quitamos denominadores en la expresion en fracciones simples. De esta forma se
obtiene :

x4+ 4= A(x+1)" +B(x+1)" (x = 1)+ C(x=1)" + D(x —1)" (x +1)

Aqui podemos seguir el camino de igualar los coeficientes en los dos lados de la

igualdad, desarrollando la expresion :

x’ +4=A(x2 +2x+1)+B(x3 +x° —X—1)+C(X2 —2x+1)+D(x3 -x’ —x+l)
=(B+D)x’ +(4+B+C—-D)x*+(24-B-2C-D)x+(A-B+C+D)

. . . . 2 .
e igualando coeficientes con el polinomio X~ + 4, obtenemos el sistema de
ecuaciones :

S

0=B+D 4

l1=4+B+C-D B==4
=

0=24-B-2C—-D 5

4=A-B+C+D g

4
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Otro camino es utilizar el método de los coeficientes indeterminados. Damos a x los
valores que anulan términos en el lado derecho de la igualdad, x=1y x=—1, y como
nos faltan valores para determinar todas las constantes, damos a la variable x otros dos
valores arbitrarios, por ejemplo x=0 y x=2, obteniendo el sistema de ecuaciones :

A=

5-44 43
5=4C B==7
4=A4-B+C+D c=>
8=94+9B+C+3D 4
3

D==

4

3 3
X4 4 4 4
J’_

(x-1)°(x+1)"  (x-1)" x-1 (x

EJEMPLO 4 . Calcular la descomposicion en fracciones simples de
2x+3

SOLUCION:

El numerador tiene grado estrictamente menor que el denominador, por lo que es
aplicable el teorema 4.2. Las raices del denominador (x + 1)(x2 + 4) son X=1,x=-

i, x= 21, x=2i. Por tanto, aplicando el teorema 4.2 la descomposicidn pedida sera :

2x+3 _Ax+B  Cx+D

(et rd) (o) (v ea)

donde hay que determinar el valor de las constantes A, B, C, D.
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Para determinarlas, quitamos denominadores en la expresion en fracciones simples. De
esta forma se obtiene :

x+3 =(Ax+B)(x2 +4)+(Cx+D)(x2 +1).
Aqui de nuevo podemos seguir dos caminos. Desarrollando la expresion :
x+3=(A+C)x’ +(B+D)x’ +(C+4A)x+(4B + D),

e igualando coeficientes con el polinomio X + 3, obtenemos el sistema de ecuaciones :

0=A+C gyl
0=B+D P

= 1
1=C+44 |- 1
_ 3
3=4B+D D=_1

El otro camino es ¢l método de los coeficientes indeterminados. En este caso no hay
valores de x reales que hagan ceros las expresiones de la parte derecha de la ecuacion.
Asi, habria que dar valores arbitrarios a x.

Utilizando los valores calculados anteriormente de A, B, C, y D, obtenemos la
descomposicion en fracciones simples pedida :

1 1
—x+1 —x+1
2x+3 3 3 .

(x2 + 1)(x2 +4) (x2 + 1) (x2 +4)

EJEMPLO 5 :. Calcular la descomposicion en fracciones simples de:
x+1

(x2 + 1)2 (x2 + 4)

SOLUCION:

El numerador tiene grado estrictamente menor que el denominador, por lo que es

2
aplicable el teorema 4.2. Las raices del denominador (x + 1) (xz + 4) son x=*1]

63



Introduccion al cdlculo integral

64

con multiplicidad 2, x= & 2i con multiplicidad 1. Por tanto, aplicando el teorema 4.2 la
descomposicion pedida sera :

x+1 Ax+B Cx+D Ex+F

(o8 (fef (0r) (@)
donde hay que determinar el valor de las constantes A, B, C, D, E, F. Para

determinarlas, quitamos denominadores en la expresion en fracciones simples,
obteniendo :

x+1=(Ax+ B)(x2 + 4) +(Cx + D)(x2 + 1)(x2 + 4) +(Ex+ F)(x2 + 1)2 .

Igualando coeficientes en los dos términos de esta ultima igualdad, se obtiene un
sistema de soluciones :

a=-1
9
p=_1L
9
c-1
3
p-1
3
E=1
9
F=1
9

(Otra forma seria aplicar el método de los coeficientes indeterminados, pero en este
caso no hay valores de x reales que hagan ceros las expresiones de la parte derecha de la
ecuacion. Asi, habria que dar valores arbitrarios a x.)

Utilizando los valores calculados anteriormente de A, B, C, D, E y F obtenemos la
descomposicion en fracciones simples pedida:

11 1.1 1 .1
——X—-— —Xx+t- —Xx+—-
x+1 _ 9 9,3 3.9 9 .

(e (ced) (2o (Fr) (Fed
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EJEMPLO 6 : Calcular la descomposicion en fracciones simples de:

dx

SOLUCION:
El numerador tiene el mismo grado que el denominador, por lo que para aplicar el
teorema 4.2 debemos antes efectuar la division entre los dos polinomios, obteniendo.

X! +5x045x° +9x +6x +2x2 +x+1

xT x40 1 2xt 0 427

B 1_’_4x6-+-3x5—i-7x4 +5x° +x7 +x+1

>

7 6 5 4 3 2
X' X" +2x7+2x" +x7 +x
y calculamos ahora la descomposicion en fracciones simples de la funcion racional

A0 437 +7x  +5x° +x2 +x+1

xTaxt 2+ 2xt P x?
que tiene ya el grado del numerador menor que el grado del denominador.
El denominador x” + x® +2x” +2x* + x” + x* se factoriza como

x4+ xt 2% +2xt + 17+ x? =x2(x + 1)(x2 + 1)2
Por tanto, aplicando el teorema 4.2, la descomposicion sera :

A8 +3x° +7xt +5x3 +x2 +x+1

x4t +2xt P 427

_i+£+ C +D)H—E+F)H-G
X x (x+l) (x2+1) (x2+1)2’

donde hay que determinar el valor de las constantes A, B, C, D, E, Fy G.
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Para determinarlas, quitamos denominadores en la expresion en fracciones simples e
igualando numeradores se obtiene un sistema de ecuaciones, que resolvemos:

4=B+C+D
3=A+B+D+E
7=A+2B+2C+D+E+ F
5=24+2B+D+E+F+G =
1=2A+B+C+E+G
1=A4+B
1=4

Il
w = O =

Il
|
—

QA ® 5 A w o
I I
[\]

Il
|
—

Sustituyendo estos valores, se obtiene la descomposicion en fracciones simples pedida :

X! +5x045x° +9x* +6x> +2x2 +x+1

xT e xt 20 1 2xt 0 27

1 1 3x-1 2x -1
=1+—+ + + : ¢

) ) ey

4.3.- Calculo de integrales de funciones racionales

P(x)
o(x)

Px)
O(x)

numerador tiene grado estrictamente menor que el polinomio denominador. En caso
contrario, se procederia a efectuar la division de los polinomios.

dx

El procedimiento a seguir para el calculo de una integral racional j

sera en primer lugar asegurarse que en la expresion racional el polinomio

PG) . R
00~ o)
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R(x)

Una vez se tiene ya una expresion racional en las condiciones del teorema 4.2,

X
R(x)

O(x)

propiedades de la integral indefinida, se descompone la integral dada en suma de
diversos factores, que seran de alguna de las siguientes formas :

se calcula la descomposicion en fracciones simples de . Por ultimo, aplicando las

TIPO 1°.- Integrales de la forma '[ C(x)dx , donde C(x) es un polinomio. El calculo

de estas integrales es inmediato.

dx
TIPO 2°.- Integrales de la forma J. , que se calculan de la siguiente forma:
X—r
dx
I = In|x — 7|
X—=r
dx

TIPO 3°.- Integrales de la forma I —, que se calculan de la siguiente forma:

(x=7)

TIPO 4°.- Integrales de la forma:

I Mx + N
X 2 + px+q
Este tipo de integrales esta estudiado en el capitulo 1° y se calculan mediante el
algoritmo de los cuatro pasos.

dx (M,N,p,q eR,p’ —4g< O)

TIPO 5°.- Integrales de la forma:

Mx+ N —dx (M,N,p,q eR,m eN,p* —4q <0)

(x2 +px+q)
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Estas integrales se calculan por reduccion de la siguiente manera :

Escribiendo el polinomio x* + px+q de la forma (x— a)2 +b* con

b # 0, la integral J'Mx—+dex quedara de la siguiente forma :
x* + px + q)
Mc+ N M(x —a)

dx = —dx
(x—a)2+b2]
B Gl PRV ds
'[(x—a)2+b2]md . N)I[(x—a)2+b2]m
:MJ. 2(x—a)

2 (x—a)2 +b2]m

dx
[(x-a)* +07]"
dx

recurrente. Llamando J, = J. , se tiene :

[(x —a)’ + bz]n

(x2 + px + q)m

dx
(x - a)2 + bz]m

a’x+(Ma+ N)J.

donde la integral se calcula ahora por un procedimiento

dx _i bdx

[(x-a) +52]" ¥’ J-[(x—a)z +b2]“”

-

n

:%J‘(xa+b2 I 1 1

((c—ay <0] [x p +b] B



Capitulo 4. Integracion de funciones racionales

(x-a)°

donde K, = j ) - dx . Calculamos esta ultima integral por partes,
[(x —a)” +b’ ]
tomando
u=x-—a = du=dx
dV = X—_an 3 V= 1 I
[(x—a)2+b2] 2(1—n)(x—a)2+b2]

de donde se obtiene

X—a 1

20— nfx—ay <] 2An=)

Kn = n—1"*

Sustituyendo este valor para K, en la expresion recurrente de J, , queda finalmente:

J = R L3 s

n n— n—1 >
2b2(1—n)(x—a)2+b2]1 2b2(n—1)

donde el valor de J, se calcula por ser una integral del tipo 4.

NOTA 2: Como ha podido observarse, el calculo de integrales de la forma

Mx+ N . .
— dx resulta ser bastante laborioso. Este es uno de los motivos para

(x2 + px + q)
introducir el método de Hermite (Apartado 4.4) para el caso de integrales racionales
donde en la factorizacidn del denominador se tengan raices complejas multiples, que

Mx+ N
(x2 +px+q)

método de Hermite sera aplicable también al caso de raices reales multiples.

son las que dan lugar a integrales de la forma - dx . Sin embargo, el
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1
EJEMPLO 7 : Calcular: J. ; dx
V—=2x"-5x+3

SOLUCION:
El grado del numerador es menor que el grado del denominador, por lo que
directamente se tiene la descomposicidn en fracciones simples :
2x% +3 5 4 2
3 2 - 3T P
=343+l (x-1) (x-1) (x-)

por lo que la integral pedida queda de la forma :

2x2+3 dx dx dx

dx =5 4 2
-[x3—3x2+3x+1 g '[(x—l)3+ J-(x_l)z i -[(x—l)
! 4 +21n|x—1|+C

(x—1" (x=1)

_2
2

EJEMPLO 8 : Calcular I _ —4x+10
2
Voxt+dx-3

SOLUCION:

El grado del numerador es menor que el grado del denominador, por lo que
directamente se tiene la descomposicion en fracciones simples :

2 1 2 1
2% 43 Jy+l gt

(x2+1)(x* +4)  >+1 x> +4
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por lo que la integral queda de la forma :

J‘ 2x+3 d__[i +1d_j
(x2+1)(x2+4) BRI R
= lln()c2 + 1)+arctgx—%ln(x2 +4)—%arctg(§) +C .

4.4.- Método de Hermite

P(x)

Sea
O(x)
respectivos p y ¢ (p<gq).Sean ,,,, -, a, las raices reales de Q(x) =0
m,m,,---,m, y sean

una funcién racional, cociente de dos polinomios P(x) y Q(x) de grados

con ordenes de multiplicidad  respectivos
a, xib,,a, +ib,,---,a, ib, sus raices complejas con érdenes de multiplicidad
respectivos  #,, 1, ,---, N, verificindose :

m, +my+-+m, +2(n, +n,+-+n,)=q ,

P(x)
entonces existe una descomposicion Unica de ) del tipo :
X

P d (R A A A

(x) :( (x)j R T S,
o(x) dx\Sx)) x-o x-q xX—o

N Bx+C e Bx+C,
(x—a) +b’ (x—a)’ +b}

donde

B,.C,,C,,---,C,,

L, Dy,

Al’Aza“')AkaBlaBza'

son constantes reales, S(X) es un polinomio en x con un cero para cada raiz multiple
a de Q(x) =0, pero de modo que & es un cero de S(x)=0 con una multiplicidad una
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unidad menor que la multiplicidad de @ como cero de Q(x)=0y R(x) es un
polinomio en x de grado una unidad menor que S(x). Una vez determinados S(x) y
R(x), y las constantes A,,4,,---,4,,B,,B,,--,B,,C,,C,,---,C,, se puede

afirmar que :

P(x) _ R(x) A,
IQ(x) =S '[x e Ix—a et +jx akdx
J‘ Bx+C, d J‘ Bx+C,
(x—a)’ +b’ e (x—a) +b>"

donde las integrales a calcular son de los tipos 2, 3 y 4.

EJEMPLO 9 : Calcular

I 8x2 +14x + 20
R N tsd) 3

Vx? +2x+3

SOLUCION:

El grado del numerador es menor que el grado del denominador, y las raices del
denominador son x=-1 (simple) y las complejas correspondientes al polinomio

xt+x+1 (complejas multiples) por lo que aplicamos el método de Hermite :

x'—x+1 d ( Ax+B j C  Dx+E
= + + s
(x+lXx2+x+02 dx x+1 x*+x+1
donde el polinomio x® +x+1 tiene las mismas raices que el denominador del

integrando, pero con un orden de multiplicidad una unidad menor (la raiz x=-1 no
aparece por ello en este polinomio) y el polinomio indeterminado Ax + B tiene un

x?+x+1

. 2
grado menos que su denominador x° + x + 1.
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Nos queda determinar los coeficientes A, B, C, D y E. Para determinarlos, derivando en
la ltima expresion se obtiene :

xP—x+1 :i( Ax+B)+ C  Dx+E
(x+1)(x2+x+1)2 dx

:A(X2+x+1)—(Ax+B)(2x+l)+ C  Dx+E

(x2+x+1)2 x+1 xP4x+1’

x2+x+1 x+1 x?+x+1

de donde, quitando denominadores:

(x3—x+1):(—Ax2 —2Bx+A—B)(x+1)+C(x2 +x+1)2
+(LM4aEXx+IXx2+x+J>

e identificando coeficientes, se tiene el sistema de ecuaciones :

0=C+D AZ%
1=—A4+2C+2D+E B=>
0=-A-2B+3C+2D+2E = {._]
—-1=4-3B+2C+D+2FE D=-1
1=4-B+C+E E=i
3
De esta forma:
1 5

¥ —xtl 353 e Oty
dx = > +I +I 5 dx

x“+x+1 x+1 x“+x+1

(x + 1)(x2 +x+ 1)2

2

Txed 1 N 3 11 2(”;)
=g+ln|x+1|——ln (x+—j + = |+ ——arctg| —— |+ C.
x“+x+1 2 2
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dx

(x+1)2\/x2 +x+1

Ejemplo 10.- Calcular I

SOLUCION:

El grado del numerador es menor que el grado del denominador, y las raices del
denominador son x=0 (triple) y x=% i (dobles), por lo que aplicamos el método de
Hermite :

x2 =2 d| Ax* +Bx* +Cx+D £ Fx+G

(x2+1)2x3 dx xz(sz) ! x " P+l

donde el polinomio xz(xz + 1) tiene las mismas raices que el denominador del
integrando, pero con un orden de multiplicidad una unidad menor (la raiz x=0 sera
doble y la raiz compleja x=Fisimple) y el polinomio indeterminado
Ax® + Bx* + Cx + D tiene un grado menos que su denominador X’ (x2 + l) . Nos

queda determinar los coeficientes A, B, C, D, E, F y G. Para ello, derivando en la tltima
expresion, se obtiene :

xr=2 d| Ax> + Bx> +Cx+ D £+Fx+G

(x2 +1)2x3 v x2(x2 +1) x o oxT+1

(3Ax2 +2Bx + C)xz(x2 + 1) - 2x(Ax3 + Bx® + Cx + D) E Fx+G
= —+

) (x2(x2 +1))2 " x  xX+1

de donde, quitando denominadores e identificando coeficientes, se obtiene un sistema
de ecuaciones que resolvemos, obteniendo:

5D O o
[T | !
wn = OoON|uwno

Q?m
1l
o |,
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De este modo:

1
J' 2x 2 3dx: 2 - +I£dx+jx2?1dx=x§(x2+l)+.

+ 51n|x| —gln(x2 + 1) +C .

‘ EJERCICIOS.- Resolver las siguientes integrales:

- I — 5x? +6x

42.- j ;3__11 dx

dx

-] (257 +2)(s7 +4)

4.4.- de
x(x2 + 1)2
4.5.- idx
xz(x2 + 2)2

46.- Iidx

4.7.-







Capitulo 5.- Integracion de funciones irracionales
5.1.- Integracion de funciones racionales en x y potencias racionales de
(ax + bj
cx+d

TEOREMA 5.1.- Una integral de una funcién racional en X y en potencias racionales

+
de (ax bj , escrita de la forma :
cx +

P P> Pn

I—J‘R X (ax+b)ml (ax+b)mz (ax+bjmn e
Nex+d) \ex+d T Nex+d ’

b P, P V4 , . . .
donde =L, 22 3 L1 gon numeros racionales, expresados de forma irreducible,

b
m, m, m m

n

se reduce a una integral racional mediante el cambio de variable :

tM ax+b

cx+d

donde M es el minimo comun multiplo de los denominadores de las fracciones
b Py P3P
oo ,

b b b
m; m, m; m

n

M= m.c.m.(ml,mz’“_,mn).

Veamos algunos ejemplos de la utilizacion del teorema 5.1.
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EJEMPLO 1°.- Calcular:

ix
J‘1+\/;dx

SOLUCION:

El integrando es una expresion racional en X y de potencias racionales de x, donde

ﬂ:l &:lya:l) b:O’ Czo,dzl.

m= 2 m, 4
Se tiene M =m.c.m. (2,4) =4, por lo que efectuamos el cambio de variable :

Y—x,dv=4 dt,

y por tanto la integral pedida queda de la forma :

1
i

4
2dt=4jt2—1+
1+1¢

t
dx =
J.l-i-\/_ J-1+t2 1+¢
3
=4(%—t+arctg(t)} +C
:%4\/?—44x/;+4arctg(4\/;)+C .

At3dt = 4-[

¢
EJEMPLO 2: Calcular :
Vx -1
[Pl
6(3{/; + 1)

SOLUCION:
El integrando es una expresion racional en x y de potencias racionales de x, donde
p 1 p 1
e e ya=1,b=0,c=0,d=1.
m o 2’'m, 3

Se tiene M =m.c.m. (2,3) =6, por lo que efectuamos el cambio de

variable :

S=x,dc=6¢tdt,
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y por tanto la integral pedida queda de la forma :

Jx - 3 s s )
16(3x/)ix—+ll)dx:j6(tf2—+ll)615dt gl tﬁ +11 “ ZI(’() = -1 ttz +11jd,
4 3

I S A A & 1./,
—7_?_T+?+7_t_51n(t +1)+arctg(t)+c

1 272 12 ¢ Lt LT 1 1
=—x0 ——x0 ——x3+—x2+—x3 —x® —=In| x3 +1| +arctg| x® | +C
7 5 4 3 2 2
¢
EJEMPLO 3: Calcular:
1 4x+1
j T
x-=2\x-3
. . . . . 4x+1
El integrando es una expresion racional en X y de potencias racionales de ,

x-3
1
donde &=— ya=4, b=1, ¢c=1, d=-3.
m, 2
Se tiene M =m.c.m. (2) =2, por lo que efectuamos el cambio de variable :
) _ 4x +1
x-3"

de donde, despejando la variable x, se obtiene :

1+3¢°
xX=— ,
t? -4
diferenciando, se obtiene :
6t(1> —4) = 2¢(1+ 3¢
P e S P

P
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y por tanto la integral pedida queda de la forma :

J-l /4x+1dx_j 1 26t dtj —261° &
- 2 2 - 2 2
x=2\ x-3 12+3t L, (t2_4) (2 —4)t2+9)
t* -4
=2ln(ﬂj —6arctg(£) +C
1-2 3

Deshaciendo el cambio:

dx +1 dx+1
+2
—oqn| X3 — 6arctg *=3 | c
4x +1
-2
x-3

5.2.- Integracion de funciones racionales en x y v ax’ +bx+c

—

Teorema 5.2.- Una integral de una funcion racional en X y en ax® +bx+c ,

escrita de la forma :

[:IR(x, ax’ +bx+c)dx ,

con a,b,ceR , a#0 puede transformarse en una integral racional mediante

alguno de los siguientes cambios de variable :

CASO1: Sia>0 — Efectuar el cambio ax’> +bx+c=t+ ax.

N

CASO2: Sic>0 = Efectuarel cambio ax’+bx+c=xt+ c

CASO 3: Si la ecuacion ax’ +bx+c=0 tiene raices reales «,,,, entonces

efectuar el cambio : /

ax’ +bx+c=(x—a)t,
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siendo & cualquiera de las dos raices ¢, ,, . (Eventualmente, las dos raices pueden
ser iguales).

NOTA 1 : El teorema 5.2 nos proporciona el cambio general a efectuar en integrales del

tipo [ :IR(x,Vaxz +bx+c)dx. Estos cambios se denominan en la literatura

cambios de Euler. Estos cambios no tienen por que ser incompatibles entre si, es decir,

una misma integral irracional del tipo [ = I R(x, Nax® +bx+ c)dx puede calcularse

por mas de uno de los cambios descritos. El signo T que se utiliza en los cambios de los
casos 1 y 2 indica que es indiferente tomar un signo u otro, siendo valido emplear
cualquiera de los dos (habitualmente se toma el signo +).

1

JVx2+x+1

EJEMPLO 4 : Calcular dx

SOLUCION:
1
La integral jz—dx es una funcién racional en X y enVx® +x+1 ,
Vx©+x+1

luego le son aplicables los cambios del teorema 5.2, en particular, los cambios 1 y 2,

. . 2 . , .
puesto que el polinomio X~ +x+1 no tiene raices reales. Procedamos mediante el
cambio del caso 1 :

Nxl+x+l=t+x,

de donde, elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene :

Nx2dx+l=t+x=>x’ +x+1l=t+x* +2xt => x+1=¢> +2xt

t*—1 2e* +1+1)
=x= >di=—""—>5"dt,
1+2¢ (1+2¢)

con lo que el cambio quedard de la forma :

5 t? =1 37 +1-1
Nx“+x+1=t = :

+ =
1+2¢ 1+2¢
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y la integral quedara :

j 1 p _J- 1 2 +1+1) ~ J- 1?+1+1 P
Seirart s (w2 T G o)1)
1+2¢

que es ya una integral racional. Si en lugar del cambio VX ‘tx+l=t+x ,
efectuamos el cambio xP+x+1l=t—x , obtenemos :

Nxl+x+l=t—x=x +x+1=t*+x* 2xt=> x+1=¢t>-2xt
1?1 2(e* +1+1)

=dv=——"7"dt
1+2¢ (1+2¢)°

=x=

con lo que el cambio de variable quedara de la forma :

5 =1 7 +t+1
VX +x+1=¢- = ,

1+2¢ 1+2¢

y la integral quedara ahora:

I 1 g | 12 +z+1
I +x+1 2 +t+1 (1+20)°

1+2¢

—Inf2x +1+24x% +x 1 1[+C .

I—dt—ln|2t+1|+C

Observemos que efectuando el segundo cambio de variable, la integral racional es
mucho mads sencilla de resolver que la obtenida a partir del primer cambio. Vamos ahora
a calcular la integral propuesta a partir del cambio del caso 2 :

Efectuamos ahora el cambio de variable :

NxtH+x+l=xt+1,
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de donde, elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene :

Nxldx+l=xt+l= x> +x+1=2x2 +2xt+1=> x> +x=17x> +2xt

21‘—21 e 22 —1+1)

1-¢ (1-2%)

(Dividiendo porx):>x+1:t2x+2t =x= dt ,

con lo que el cambio quedara de la forma :

5 2t-1 1*—t+1
vVl tx+l=—"F t+l=——7—,
1-¢ t

y la integral quedara :

1-1¢2
=ln|1+t|+ln|1—t|+C

[ 2 [ 2
X +x+1—1+ln1_ X +x+1—1+C.

X X

=In|l +

De forma analoga podria efectuarse el segundo cambio de variable del caso 2 :

Nxt4x+l=xt-1.

EJEMPLO 5 : Calcular
dx

Ix\/ﬁﬁ'

SOLUCION:
dx

La integral I—
xVx® +4

aplicables los cambios del teorema 5.2, en particular, los cambios 1 y 2, puesto que el

., . [ 2
es una funcién racional en X y envVx~ +4 , luego le son

. . 2 . ,
polinomio x~ + 4 no tiene raices reales.
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Procedamos mediante el cambio del caso 2 :

Nxl+d=n+2,

de donde, elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene :

Vx?+4 =tx+2=x* +4 = 1’x* + 4+ 41x = (Simplificando y dividiendo por x)
2

-1 (1—12)2

con lo que el cambio quedara de la forma :

= x=tx+4t = x=

dt ,

5 4t 2t% +2
x“+4=t T+2= o
1-¢ 1-¢
y la integral quedara :
2 2
j__L__ﬂzj 12 4t +td=j_iLii_d=l dt
N 4 20242 (1_,2) 4;(212+2) 291
-t 1-¢°
2 —
=%1n|t|+c=%1n—“x+42+c .
X

EJEMPLO 6 : Calcular

dx
J'\/—)c2—3x+4.

SOLUCION:

dx
La integral _[ > es una funcion racional en X y env— x® —3x+4 ,
V=x"-3x+4

luego le es aplicable los cambios del teorema 5.2, en particular, el cambio 2. Puesto que
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el polinomio —x* —3x+4 factoriza como — x> —3x+4 = —(x - 1)(x + 4) con

raices reales 1 y -4, podemos aplicar a la integral también el cambio del caso 3.
Procedamos mediante el cambio del caso 3, para la raiz x = -4:

—x2—3x+4:(x+4ﬁ,

de donde, elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene :

m=(x+4)t:>—(x+4)(x— )=(x+4)2t2

= (Dividiendo po (x + 4)) = (x - 1) = (x + 4) t*

— 2 —
=>x= 11 4t2 :dxzﬁdl,
+1 1+1¢°
y de esta forma, la integral quedara :
I————L———%hzj : _anw:—q'zl dt
V=x%—3x+4 S LA O+,ﬁ " +1

1+¢2

= 2arctg(?)+ C = -2arct
g( ) g( x+4

V= x? —3x+4]+c .
.

K
2—dx se puede resolver también
Vax” +bx+c

mediante el método de los cuatro pasos estudiado en el capitulo 1°

NOTA 2 : El tipo de integrales [ = I
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EJEMPLO 7 : Calcular :

dx .

1
j\/—2x2—5x+3

SOLUCION:
Aplicamos el método de los cuatro pasos (Capitulo 1°), por lo que escribimos:

~2x% =5x+3=-2(x-a)’ + = 2x* —5x+3=-2x> +4ox —2a° + f§

2
:az—é,ﬂzﬂz —2x2—5x+3=—2(x+§j +£,
4 4 4 4

de donde nuestra integral quedara de la forma :

. : 5 .
Efectuamos ahora el cambio de variable : # = x + — => dx = du, con lo que se tiene :

1 1 1
dx = dx = | ——=dlu,
jJ—2x2—5x+3 I\/37 (Hs)z I 3T o

i 4

4

Sacando factor comun 2 en el radical de la ultima integral, se tiene :

1 1 1
[ = [,
3 e V2T T

4 8
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] / 3
y efectuando ahora el cambio de variable: u = %t =du= %dt, la ultima

integral se resuelve y se deshacen los cambios efectuados :

ﬁ
1 1 1 8 1 1
—_— du=— dt = — dt =—=arcsen(?)+ C
2I 37 2I 37 37, ZJ\/I—tZ 7o)
8 8 8
=—arcsen[ iu) +C=Larcsen(2 i(eréDJrC s
2 3 NG 3 4
de donde
1
dx = 1arcsen[2 2(x+5jJ+C. ¢
jJ—2x2—5x+3 2 37\ 4

5.3.- Método aleman
P, (x)

Para resolver integrales del tipo [ = jz—dx , donde Pn(x) es un
vax” +bx+c

polinomio en la variable x de grado n>1, a,b,c €R, a# 0 , es aplicable el

método del teorema 5.2. Sin embargo, puede suponer una economia de calculo utilizar
el siguiente método, conocido como método aleman, que consiste en descomponer el
integrando de la siguiente forma:

P (x) d [ 2 K
———=—10,,(x) Vax" +bx+c|+—F———,
Nax® +bx+c dx( 1( ) ) Nax? +bx +c¢

donde Q (x) es un polinomio indeterminado de grado n-1y K es una constante real.

Una vez determinados O, ,(x) y K, se tiene :

j G =0, ,(x) \/ax2+bx+c+'[

K
——dx = —dx,
Vax? +bx+c Nax? +bx+c
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K
donde la integral Iz—dx puede calcularse utilizando el método del
vax” +bx+c

teorema 5.2 o utilizando el método de los cuatro pasos.(Véase nota 2). En el caso de que
el polinomio P, (x) tenga grado 1, es interesante sefialar que sin necesidad de utilizar el
. . . K
método aleman podemos reducirla al calculo de una integral del tipo I T dx ,
Vax” +bx+c

mediante el método de descomposicion estudiado en el capitulo 1.

EJEMPLO 8 : Calcular :
—_— dx.

V=x?+4x-3

I —4x+10

SOLUCION:

En este caso el polinomio -4x + 10 tiene grado 1, por tanto, aplicando el método
aleman:

[ L o R [ e m—
V=x®+4x-3 V=x®+4x-3

=44/ x? +4x—3+2arcsen(x—2)+C .

EJEMPLO 9 : Calcular :

R s

Vx? +2x+3

I8x2+14x+2o
X .

SOLUCION:

En este caso el polinomio 8x* + 14x + 20 tiene grado 2. Aplicando el método
aleman, se tiene :

8x” +14x +20 d[ C
—_— Ax+B\/x2+2x+3J+—,
Vx?42x+3 ¥ ( ) Vx? +2x+3
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de donde, derivando la expresion anterior y quitando denominadores, se obtiene :
8x7 +14x+20 = A(x* +2x +3) + (Ax + B)(x+1)+ C,

igualando coeficientes en la ultima igualdad, se sigue :

8=24 A=4
14=34+B =<B=2
20=34+B+C C=6

y por tanto :

8x% +14x+20 6
—_—dx = 4x+2\/x2+2x+3+ —_—dx,
'[ Nx? +2x+3 ( ) J.\/x2+2x+3

Aplicando ahora el método de los cuatro pasos, se obtiene :

dx = 6arg sh(x—Hj ,

6
J‘\/xz+2x+3 \/5

y por tanto :

2
dex=(4x+2)\/x2 +2x+3+6argsh(x—+lj+C. .
Nx? +2x+3 V2

dx

Ax+B)"Vax* +bx+c

A,B, a,b,ceR, A#0,a#0, n €N, es aplicable el teorema 5.2, pero puede
ser mas sencillo su calculo si se realiza el cambio de variable :

1
Ax+B:;,

NOTA 4: Para resolver integrales del tipo [ = I ( , donde
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1 1
con lo que se obtendrd : Xx = Z(;—B) =dx=— P dt . De esta forma, el

radical del integrando quedar3 :

5 N Mt* + Nt + P
vax® +bx+c =

t

>

donde M.N.P €R se calculan a partir de A, B, a,b,c y la integral queda ahora
de la forma :

1

- dt
J' dx :.[ A2 :_lj " dt
(Ax+ B)'Vax® +bx +c (1) VM + N+ P AT M+ Ne+ P
t t
" dt

1
donde la integral ——I , se puede calcular de distintas formas

N Mt*+Nt+ P

segun sean los valores de #:

e Si n=1 utilizaremos el método de los cuatro pasos y buscaremos una integral del
tipo arcsen, argsh, argch.

e Si n = 2 utilizaremos una descomposicion irracional (Véase el apartado 1.2.3.3, del
capitulo 1°).

e Si n2>2 laintegral es calculable por el cambio del teorema 5.2, o utilizando el
método aleman.

EJEMPLO 10 : Calcular:

I dx
(x+1) Vo 4 x+1

SOLUCION:

La integral pedida pertenece al tipo de las estudiadas en la nota 4, por tanto efectuamos
el cambio de variable:

1
x+1=—,
t
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con lo que se obtendra :

1 1
x=——-1=>dx=——dt.
t t
De esta forma, el radical quedara :

T el A
J .

y la integral queda de la forma :

1

dx 2
T IMT pFr
t* t

Escribimos ahora esta ultima integral como suma de dos, siendo una de ellas inmediata :

_J' tdt J‘ 2t —1dt +lj dt
Vtz—t+1 i+l 20—
L ERP L S
2 Zj\/tz—tﬂ

dt
Calculamos ahora la tltima integral : I— .
NtP -t +1

Descomponiendo el radicando en suma de cuadrados. en este caso, se tiene:
2
ot (r 1) :
— + — - — + — s
2 4

J\/ﬁ argsh(z*/_( %)J

Sustituyendo en la integral original :

por tanto :

! m_gargsh@((l)_%c_

x+1 2

(x+1)2\/x2+x+1 2(x+1)

¢
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5.4.- Integracion de funciones racionales en x y el radical ax® +bx+c
incompleto

Las integrales que estudiaremos en esta seccion se dividen en cuatro tipos:

TIPO 1.- Son integrales de la forma [ = I R(x,\/02 —a’x? )dx . Estas integrales

se reducen a integrales de tipo trigonométrico mediante el cambio de variable :

c c
x=—sen(t) 6 x=—cos(z) .
a a

TIPO 2.- Son integrales de la forma [ = I R(x,\/c2 +a’x? )dx . Estas integrales

se reducen a integrales de tipo trigonométrico mediante el cambio de variable :

X = £‘[g(t) .
a

TIPO 3.- Son integrales de la forma [ = I R(X,Va2x2 -’ )dx . Estas integrales

se reducen a integrales de tipo trigonométrico mediante el cambio de variable :

c
x =—sec(?).
a

TIPO 4.- Son integrales de la forma [ = J. R(x,\/ax t c)dx . Estas integrales son

1
en realidad de la forma/ =IR(x,(ax ib)2)dx, que se calculan utilizando el

teorema 5.1.

EJEMPLO 11 : Calcular: I >
x° -1

SOLUCION:

La integral dada pertenece al tipo 3, por lo que efectuamos el cambio de variable :

x =sec(t) = dx = sec(?) tg(t)dt ,
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de esta forma, la integral propuesta quedara :

I xdx IS“ ﬁﬂi)@(Lﬁ:jﬁm%QW:*40+C¥”dmf“dx»+c'

\/sec? (t) 1

5.5.- Integrales binomias

L

5.5.1.- Definicién : Una integral binomia es una integral irracional de la forma :
I= Ix'”(a + bx”)pdx

donde a,b eR,mn,p €Q.

5.5.2.- Resolucion de integrales binomias.

Las integrales binomias se pueden transformar en integrales racionales cuando alguno

m+1 m+1

7pa
n n

efectuamos previamente el cambio de variable :

de los numeros : + pes un numero entero. Para resolverlas,

1

1 -
"=t = dx=—1t" dt,
n

con lo que la integral binomia queda de la forma :

m+1

I=[x"(a+bx") dx =1j17 (a+bt)" dr

n

El segundo cambio de variable a efectuar depende de cual de los nimeros

m+1 m+1

9]7’
n n

+ p es un entero. Estudiemos caso por caso :

m+1
e CASO 1.-Si
n

es un entero, se efectiia ahora el cambio de variable :

a+ bt =z",siendo 7 el denominador de p cuando p viene expresado como una

fraccion irreducible.
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e CASO 2.-Si p esun entero, se efectiia ahora el cambio de variable :

t=z",
m+1

— 1 cuando
n n

siendo 7 el denominador de — 1 viene expresado como una

fraccion irreducible.

+1

e CASO 3.- Si + p es un entero, multiplicamos y dividimos el integrando

m+1

LA}
t " (a+bt)" por t”, porlo que la integral se transforma en :

m+1 1

]:-[xm<a+bxn>pdx :ljtT_l(a+bt)pdt :;'[t":l‘“z?(antbt)”dt

n !

a

a+ bt

Y
que es ahora una integral del tipo : [ = j Rt ,( j dx , que ya se ha

estudiado en el teorema 5.1, por lo que efectuando ahora el cambio de variable :

a+ bt
t

=Z’

siendo 7 el denominador de p cuando p viene expresado como una fraccion
irreducible.

Los cambios estudiados en los tres casos, transforman la integral binomia, en una
integral racional. Si la integral binomia no puede clasificarse en ninguno de los tres
casos anteriores, no sera resoluble mediante operaciones elementales. (Véase la nota 2
del capitulo 1°).
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EJEMPLO 12 : Calcular:
_[ xZdx

Vi+x? .

SOLUCION:
Esta integral es una integral binomia, ya que puede escribirse de la forma:

J‘dezsz(br)ﬁ);dx = m:2,n=3,p=—%.

Vi+x®

+1 1 m+1 1
=1, p=——, + p=—, por lo que podemos
n 2 n 2

mediante cambios de variable convertir la integral propuesta en una integral racional.
Efectuamos primero el cambio general:

Por tanto, se tiene :

1 2
xX’=t = dngt 3dt,

con lo que la integral binomia queda de la forma :

jx2(1+x3)_;dx Z%J.(1+ t)%dt ;

2

x
——dx =
'l.\/1+)c3

>

m+1

y teniendo en cuenta que es un entero, efectuamos el cambio de variable del

n
caso 1:

l+t=z" = dt=2zdz,
con lo que obtenemos :

= Ixz(l +x3)_;dx = %J‘(l + t)_%dt = %Izlzdz :§z +C

:% 1+t+C:§\/1+x3 +C .

IL””‘
Vi+x®
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EJEMPLO 13 : Calcular : j ——dx

B

SOLUCION:

Esta integral es una integral binomia, ya que puede escribirse de la forma:

1

-2
I(l-‘r\/_) dXZJ-x;(]-i-xzj dx = m= %n:%,p:_z_

. m+1 8 m+1
Por tanto, se tiene : =—,p=-2,
n 3 n

cambios de variable convertir la integral propuesta en una integral racional. Efectuamos
primero el cambio general :

2 .
+p= g, por lo que podemos mediante

1
x2 =t = dx=2tdt,

con lo que la integral binomia queda de la forma :

Vx 1 N7 5 )
I—zdxzjx3 1+x?| dx =2J‘t3(1+t)7 dt,
(1 ++/x )
y teniendo en cuenta que p es un entero, efectuamos el cambio de variable del caso 2:
t=z" = dt=3z%dz,
con lo que obtenemos :
7

I%dx J.x3(1+x;J_2dx —2jt31+t dt—6jﬁdz.
1++/x S
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La ultima integral es ya una integral racional. Resolviéndola, se obtiene :

z’ 1043 V3(2z-1)| 10
6J.1+223+Zédz=— 3 arcth—gln( —z~|—1)~|—

22(323 +5)
(23 + 1)

por lo que, deshaciendo los cambios de variable efectuados, se tiene :

ﬁ[z?/;—lj

3
Ux sdx =— 10;/5 arctg [\f x2 + 1]

+?ln(z+1)+ +c

1
Vx| 3x2 +5
10, [3 3
+?ln X+l ————+C
(]ﬂ-‘r]}

5

x2(2 +x3)5

EJEMPLO 14 : Calcular : j o

SOLUCION:

Esta integral es una integral binomia, ya que puede escribirse de la forma:

j——j 2+x zdx = m=-2,n=3,p=
x2(2+x)
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m+1 1 5 m+1

= E 5 p = E 5
mediante cambios de variable convertir la integral propuesta en una integral racional.
Efectuamos primero el cambio general:

Por tanto, se tiene : + p=-2, por lo que podemos

1 2
ot = dx=§t 3dt,

con lo que la integral binomia queda de la forma :

J‘L [x2(2+x) i ——jt: (2+1) 3dr
. :

x2(2 + x3)7

m+1

y teniendo en cuenta que + p es un entero, siguiendo los pasos estudiados en el

5

caso 3, multiplicamos y dividimos el integrando por ¢ 3, por lo que la integral se
transforma en

[ = [e(2ex) sdx__j
x2(2+x3)5

Efectuamos ahora el cambio de variable del teorema 5.1:

5

2+t) 3dt ——jt (ZHJ 3alz

A
3

2
ﬁ:f = t= 2 dtzLdz,

! 1-2°’ (1_23)2

con lo que se obtiene :
5

ILE I (2+x)3dx ——It52+t)3dt ——.ft (2+tj Edt:
x2(2+x3)

:Zj(l—f) Z_S(l_ ) __I -

S
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La ultima integral es ya racional. Integrandola y deshaciendo los cambios de variable
efectuados, se obtiene :

1
J- dx 1(24-)(33)3
4

x2(2+x3)g

EJERCICIOS.- Resolver las siguientes integrales:

5.2.- J. 16 — x* dx

dx
53- | ———
J.x«/xz+1
54-_[ LA PN
o x—1

dx
5.5.- jm

56'IL
- xZ41+x?

2
X
5.7.- J'de
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Capitulo 6.- Ejercicios resueltos

EJERCICIO 1°.- Calcular las siguientes integrales:

I)J‘ dx )J' 2x+7 Sx dx
9x* — 4 2x’ +2x+1 1= x*
SOLUCIONES:

1) Es una integral del tipo estudiado en el apartado 1.2.2:

dx
= '[996 -4 J.336)2—4
L 12p 3de 100
_ZI(?)Z I_Z 3j(3;)_1 6argTh +C

2) Es una integral racional del tipo estudiado en el apartado 1.2.3.2:

_.[ 2x+7 __J- 4x +14

2x% +2x+1 2x? +2x+1

:_I 4x +2 x+6J.2L
2x? +2x+1 2x° +2x+1

= Eln(ZxZ +2x+ 1) +1,

Calculando aparte /,

dx dx
[ = :2 =
1 j2x2+2x+1 I4x2+4x+2

:I—(z 2?;2 1=arctg (2x+1)+C
x+1)" +
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Sustituyendo en la integral pedida:
I:%ln(sz +2x+1)+arctg (2x+1)+C N

3) Es del tipo estudiado en el apartado 1.2.3.3:

1= I Sxdx :éj 2xd zéarcsenx2 +C .
)
EJERCICIO 2 .- Calcular las siguientes integrales:
x+4 6x° —1 6—x
4 | ——nk 5| 6) dix
I\/x2+x+l j4x3—2xﬂ J 4x* —12x+7

SOLUCIONES:

4) Es una integral irracional que se resuelve segtn lo estudiado en el apartado 1.2.3.3.-

:J- x+4 J- 2x+1 d"'j 7dx

Vxl+x+1 xt+x+1 2Wxr +x+1
[
=Vx"+x+1+1,

Calculamos aparte [ :

_ dx _ dx
11_7'[\/4x2+4x+4 7I l(2x+1)2+3
S R S S5

V3 (2%1)2 +1 2 ’1_'_(2:%1)2
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Por tanto:
2x +1

V3

1 =Za Sh +C
2

La integral pedida sera:

2x+1

NE)

5) Es una integral casi inmediata, estudiada en el apartado 1.2.2:

I= x2+x+l+%argSh +C .

I 6x* -1 _1 I 12x% =2

- l1n(4x3 —2x+1)+C .
4x —2x+1 4x3 —2x+1 2

6) Es una integral estudiada en el apartado 1.2.3.3.:

/}Y:_lj‘ 8x —48 i

|
\/4x2—12x+7 \/4x —12x+7 49 2\ax* —12x+7

__14/4)62 —12x+7 +I 36dx :—l\/4x2 -12x+7 + 1,
4 Vax® —12x+7 4

Calculando aparte la integral /, (Es del tipo 1.2.2):

1, :18&]*5—”1’“2_9\/5 ar Ch(z’j/;’) +C
&) -

La integral pedida sera:

L e —12x+7+9ﬁarg0h[2x_3j+c .
. V2
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EJERCICIO 3.- Calcular las siguientes integrales:

7)J~ x> dx

dx
(4+x )3 Y J.\ll—x2 arcsen x

SOLUCIONES:

7) Es una integral racional, pudiendo simplificar los calculos mediante un cambio de
variable previo:

x dx v Xxde 1 (t-4)dr
1= [ EE __lvial- SRy
4

(4-1—)c2)3 Ixdx = dt (44—)62)3 2
Ao b5)

Calculando el valor de los parametros a, b, c:

a=0
I=<b=1}=—|—-2 —:—Et+—+C
c=4

Deshaciendo el cambio de variable:

8) Es una integral casi inmediata del tipo 1.2.2. Efectuamos un cambio de variable
para simplificar :

arcsenx =t

dx
J.\ll—xz arcsen x dt =

Deshaciendo el cambio:

1-x?

= 1n|arcsen x| +C

9) j(4 +2x +x2)e_2xdx
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9) Es una integral que se resuelve por el método de integracion por partes,estudiado en
el apartado 3.2-1.- En este caso se tendra que aplicar el método, dos veces:

-2x 1 —2x
dx=d =——
I=I(4+2x+x2)e_2xdx= ¢ f Y :>V 2e
u=x"+2x+4 du=2x+2
du=2
1 e/ 1 . 2x+2=u
=——e Tx " +2x+4)+—|(2x+2 dx = =
2 ( ) 2-[( )e {d\/:ezxdx VZEe‘Z"

1 . 1 1 oy
:_Ee 2 (x2+2x+4)+5{—5e 2 (2x+2)+je 2 dx}

- _%e“(xz +2x +4)—%e“(2x +2) —%e“ +C

Simplificando el resultado:

1=—%e‘2"(x2+4x+3)+c *

EJERCICIO 4.- Calcular las siguientes integrales:
3
x +1
10) [ In® xdlx 1) [
(x=1)

5
X
D[

SOLUCIONES:

10) Es una integral del tipo estudiado en el apartado 3.2.3: En este caso se tendra que
aplicar el método de integracion por partes dos veces:

Izjxs(lnx)zdxz (1nx)2 -

duy = 2nx g 4
= ! 4x x}z(lnx)zx?—%jxﬂnxdx
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Simplificando, quedara:

4
I:x—(lnzx—llnx+lj+c .
4 2 8

11) Es una integral racional del tipo estudiado en el apartado 4.3: En este caso el
denominador sélo tiene una raiz con grado de multiplicidad n=4

x’+1 a b d
I—(x—1)4 dx:j—(x—l)dx+f(x—1)2 dx+I( dx+I(x— - dx

&
3
x—1)
Calculamos los valores de los parametros:

x3+1:a(x—1)3+b(x—1)2+c(x—1)+d
a=1 b=3 ¢c=3 d=2

Quedando cuatro integrales inmediatas. El resultado es:

[:ln(x—l)— 3 3 2 +C .

(=1 (x-1)" 3(x-1)

12) Es una integral irracional del tipo estudiado en el apartado 5.1 :

1+x°=¢ ¥xldy 2 (tz—l)tdl
- jTJ—xd { 2tdt} I i

I:zt —£+C
9 3

Deshaciendo el cambio:

=2 (1+x3)3—3«/1+x3+c .
9 3
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EJERCICIO 5 .- Calcular las siguientes integrales:
e’ dx sen” x

13 % 5xd 14) | — 15
) Jcos®sud R [

dx

SOLUCIONES:

13) Es del tipo estudiado en el apartado 2.2.2: Efectuamos un cambio de variable para
facilitar el calculo:

Sx=t
1= [ cos” sxd = _L[Lrcosdty,
de=4] 52

sen 2t

_ 1 _r
[_EJ.(1+cos2t)dt—10+

Deshaciendo el cambio:

_5x  senlOx C:£+sen10x+c .

T100 20 2 20

14) Mediante un cambio de variable para facilitar el célculo, se transforma en una
integral racional:

g = = tdr
e X t
[=|————=ix=Int = -
I\/1+2e’f—e2x ) r;t I\/1+2t—t2 j\/(1_z)2
de = —
t
tdt —1+1—¢ dt
i o T vl £
[=—1n|1—t|—t+c=—ln(1—ex)—ex+C
deshaciendo el cambio:
I=—ln(1—ex)—ex+C .
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15) Es una integral trigonométrica del tipo estudiado en el apartado 2.2.2:

tg’x=1°
2 2
sen” x tg” x 1 5\2
1= dx = dx = =(1+1¢
Icosﬁx o J.cos4x o cos® x ( )
dt
dx =
Tt

I+1¢
3 5
t t
I=—+—+C
3 5
deshaciendo el cambio:
3 5
= tg7x tgx C .
EJERCICIO 6 .- Calcular las siguientes integrales:
l+senx dx xlnx
16) [———e'dx 17)] 18)] dx
1+ cosx (x +x+1) 1+x)
SOLUCIONES:

16) Utilizando transformaciones trigonométricas, la integral se transforma en suma de
cuatro integrales; dos de ellas se resuelven por partes, y su resultado se simplifica con
las otras dos:

J-1+senx Yy J- (1+senx) l—cosx) R
1+ cosx 1—cos’ x
l—cosx+senx—cosx senx
I = 3 e dx
1—cos” x
e’ cosxe’ e’ COSX |
I=_[ > dx—J.—zdx+J‘ dx—_[ edx=1-1,+1,-1,
sen” x sen” x sen x sen x
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Resolviendo aparte las integrales /, y /;:

e‘dx=dviv=e"

X
[1 = 1 —COSX =—e cotgx+14
S =uldu = dx
sen” x sen x
e'dcx=dv|v=e" .
e
I;=4 1 —cosx (= +1,

=u |ldu= 3 dx sén x

sen x sen” x

El resultado sera la suma de las cuatro integrales, por tanto:

x ) +(1-cos
I=—-e"cotgx+1,+ ¢ +1,-1,-1,=e (—x +C .
sen x sen x

17) Esta integral racional del tipo estudiado en el apartado 4.3:

dx adx bdx mx +n
J'(x—l)z(x2+x+1) ZI(X—1)+'[(x—1)2 +J‘x2 +x+1dx

Para calcular los parametros, se tiene:

1 a b mx+n

(X—l)z(x2+x+1) :(x—1)+(x—1)2 T x+l

l:a()c—l)z(x2 +x+l)+b(x2 +)c+1)+(mxJrn)(x—l)2
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Quedando dos integrales inmediatas y otra del tipo estudiado en 1.2.3.2:

l¢ de 1 dx Kx+h
J=—— —
SI(x—l)+3'[(x—l)2 +Ix2+x+ldx

1 1
I=—§1n(x—1)+ +gh’l(x2 +x+1)+1,

3(x—1)

Resolviendo esta tltima aparte:

I_IJ' dx _1J- dbx
= _1
67 x* +x+1 67 (x+12)" +3/4
B g
11:li Z—xz—ﬁ rctg(2x+1)+C
637 (ryy » 9 V3
ﬁZ

El resultado final sera:

I:—lln(x—l)Jr ! +lln(x2+x+1)+£arctg(2x+1)+C
3 6 9

3(x - 1) V3

18) Es una integral que se resuelve por el método de integracion por partes

Inx=u duzﬁ
xlnx X

I=|—""—dx= dv = xdx |- d
(1+xz)2 v (1+x2)2 V:J‘<1:_CT)Z)2=]1
Resolviendo aparte esta integral:
i xdx _{1+x2:t Ledt 1
( =

1+x2)2 242

I= 2xa’x:dt:2 tz__2(1+x2)
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Queda:

]__ _J- ~ Inx i,
- x(1+x?)  2(1+x?) 7

Esta /,, se resuelve como una integral racional, quedando:

I, = ﬂ—J. dez =lnx—lln(1+x2)+C
X 1+x 2
El resultado final sera:
Iz—m—x+lnx—lln(1+x2)+c .
2(1+x2) 2

EJERCICIO 7.- Calcular las siguientes integrales:

19)‘[ dx 20)J' sen2x e 21) J-sen (2x +3)
(1+x)V1+x+x? J1—ksenx COSX

SOLUCIONES:

19) Es una integral irracional del tipo estudiado en el apartado 5.2:

V1+x+x2:x+t _t2+t+1

2 dt
- dx ) -l o (1-21)°
Qe )ex+ x| 12 -2 - -]
—2t7 +2t-2 1-2¢t 1-2¢
dy = ———————
(1-21)

I= j 2di —J._dl+jtdt =—1nt+1n(t—2)+C
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Por las propiedades de las funciones logaritmicas:

I:In(t;—2)+C

Deshaciendo el cambio,

Vxl +x+1-2
Vx? +x+1

I=—ln% %+C ¢

20) Mediante transformaciones trigonométricas, y un cambio de variable para
simplificar los calculos, la integral se transforma en una integral. irracional estudiada en
el apartado 1.2.3.3:

sen2x
'[«/l—ksenx
Nl—kt =u
I_j2senxcosxdx_ senx =t _J- 2¢dt B t_l—uz 3
4 Jl—ksenx ~ |dt=cosxdx| Y1-k |  k a
—2udu
dt =
k
L’ 2u g -4
Izzjkau:k—z (l—uz)du

Que es una integral inmediata:

=4kt N 43(1- ket)?
- 2 3k2

1

k

Deshaciendo los cambios:

k? 3

I=—i«/1—ksenx[1——vl_ksenxj+c N
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21) Mediante transformaciones trigonométricas, la integral se descompone en suma de
integrales trigonométricas mas sencillas:

sen(2x + 3) A
== de=]
coSX cOSX

dx

A= sen(2x + 3) =sen2x cos3 + cos2x sen3
=2senxcosx cos3 + (cos2 x —sen’ x) sen3

=2co0s3 senx cosx +sen3 cos’ x —sen3 sen’ x

La integral queda, por tanto:

sen® x
I =2cos 3I senx dx + sen 3j cosx dx —sen 3I dx
CcOSX

o lo que es lo mismo:

I =2cos3], +sen3/, —sen3l,

Calculandolas aparte:

I, =J‘senxabc=—cosx+Cl

1, :jcosxdx =senx + C,

dx

sen’ x
o

COSXx

Como es una funcidn impar en cosx, se aplica el cambio senx =z. El resultado es:

2

sen- x

13=I dx =1n
COSX

COSXx

tg(x + ”) —-senx +C
2 4 ’
El resultado final sera la suma de los tres integrales:

I =-2cos3 cosx+2sen3 senx —sen3 In tg(; Z) —sen3 senx + C

*
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EJERCICIO 8.- Calcular las siguientes integrales:

In|x + l|

N

22) [x*sen(lnx)dx  23) [are cos2xdx 24) [—

SOLUCIONES:

22) Efectuamos un cambio de variable para simplificar los célculos, quedando una
integral del tipo estudiado en el apartado 3.2.4: Tendremos que aplicar el método de
integracion por partes dos veces

Inx=¢
Izsz sen(lnx)dxz x=é' =Ie3’ sent dt
dx=e'dt
4= sent du = cost dt y -
1= =1y, =—e sent—J.—e costdt
3 3

dv=eddl v==e
3

Volviendo a aplicar el método de integracion por partes

_ du=—sent dt
1 5 1 5 u = cost
I=—¢ sent—I—e cost dt = e 3
3 3 dv=e’dll v=—e
1 1 1
3t 3t 3t
=—e’'sent——e cost——je sent dt
3 9 9
Esta ultima integral es la inicial, por tanto:
1 1
3¢ 3¢
=—e’ ' sent——e” cost——1
3 9 9

Despejando el valor de /, y deshaciendo el cambio de variable:

:2(1631” sen lnx—le“"x cos lnxj +C *
10\3 9
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23) Efectuando dos cambios de variable sucesivos para simplificar los calculos, nos
queda una integral que se puede resolver por el método de integracion por partes segin
lo estudiado en el apartado 3.2.2:

2x =t
I = _[arc cos2xdx = p dt ZEIarccost dt
k =—
2
arccos t =z
‘ | d
=CcoSz =——\|zsenz dz
2
t =—senz dz
U=z du=dz 1
I = =—z CcoSz —Icoszdz
dv=senz dz [v=—cosz| 2

zZ
— cosz—— senz+ C
2 2

Deshaciendo los cambios, queda:

I:xarccos2x—%\/1—4x2 +C *

24) Es una integral irracional del tipo estudiado en el apartado 5.1, resolviéndose
después por el método de integracidon por partes:

:Iln|x+l| x+1= =4J~tlnt dt
AVx+1 dx =2tdt t

duzﬁ
= p =4z1nt—4jdt

Inr=4

:4j1ntdt= e
=dayv

Resolviendo esta ultima integral, que es inmediata, y deshaciendo el cambio, queda:

1=4Jﬁ(m‘ﬁ‘-1)+€ .
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EJERCICIO 9.- Calcular las siguientes integrales:

25) J- x arcsen xdx

e ] ( ; )3 27) [’ —a?ds
X a

SOLUCIONES:

25) Es una integral que se resuelve por el método de integracion por partes, segun lo
estudiado en el apartado 3.2.3:

arcsenx =u du = dix

2

I= J‘XCU"CSCI’IX

= xde |= 1-x

dv=——=
V1-x? v=—1-x’

/ 2
=—1-x2 arc senx+jl_—xdx
V1-x?

Resolviendo esta ultima integral:

I=-Al1-x*>arcsenx+x+C 3

26) Se puede resolver mediante un cambio de variable hiperbdlico (Anexo 2):

X
Sht—

1= I
x +a’ +1 dx = achta’t

_L achtdt _LJ‘
ch’t

3 3
a (shzt + 1)
Esta ultima integral es inmediata;
1 1 sht
]=—2tht C——2—+ C
a a’ cht
Deshaciendo el cambio de variable:
2
1
= x—2 +C .
a x*+a’
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27 ) Es una integral irracional que se resuelve mediante el cambio estudiado en el
apartado 5.1:

2 _ 2 _ 2
I=J‘x3 x2—azdxzj‘xzvxz—a2 xdx = v !
xdx=tdt

:I(tz +a2)t2dt:§+ az;s

+C

Deshaciendo el cambio de variable:

o /(xzaz)S +a2 }(xz _a2)3 »
5 3

EJERCICIO 10.- Calcular las siguientes integrales:
3x? +5x

dx
%)j@_g@+uzm: ”)I%F—%E

SOLUCIONES

28) Es una integral racional estudiada en el apartado 4.3:

3x? +5x
'[ (x - 1)(x + 1)2

Descomponiendo la funcion racional en suma de fracciones simples:

3x? +5x a b c

+ +
-+l (=) (1) (1)
Calculamos los parametros a ,by c:

3x? +5x=a(x—1)2 +b(x+1)(x+1)+c(x+l)
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Quedando la integral como suma de tres integrales inmediatas:

dx+j ;de

(x+1)

IJ' 3x% +5x

2 -1
x+1) dxzj mdx-l—_[ (le)

Resolviendolas:

+C 3

I=2In(x-1)-In(x+1)- .
X+

29) Es una integral irracional que se resuelve mediante el cambio estudiado en el
teorema 5.1:

=J~ dx _ x=1* ngt dt
x5 —8/x  |dx=8t"dt| -t

obteniendo una integral racional con numerador de mayor grado que el denominador,
por tanto, efectuando la division:

2
I=_[812+ ! a’t—
-1

Deshaciendo el cambio de variable:

I 8x3/8

+ 81,

Calculamos aparte esta segunda integral:

- d d
Il:jt“t i j( & +)(1t il)dtzjﬂisz“il:]ﬁ%

La integral /, es inmediata. La integral /; es una integral racional que se resuelve
mediante descomposicion en fracciones simples:

dt
1, _J-l+t2 =arctgt + C,
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dt

13:J‘ dt Iadtijbdt’L mt +n

o1 devl o 2 +1

3 3 1
= —Zln(t + 1) +Zln(t - 1) +5 arctg? + C,

Deshaciendo el cambio de variable y tomando C =C, + C,:

6

1/8
I=§x3/8+12arctgxl/8—ln XTH +C .
3 X8 1
EJERCICIO 11.- Calcular las siguientes integrales:
30) j e cos® xdx  31) j cos? 2xsen’ xdx  32) j 2x +104 dx

(x + 2)()52 —-2x+ 2)2

SOLUCIONES:

30) Haciendo un cambio trigonométrico tendremos una integral que se puede resolver
por el método de integracidn por partes segtn lo visto en el apartado 3.2.4:

o 1+ cos2x

I=|e™cos’ xdx=|e dx
] Jer =,
=1J.e“xdx+lje“” cos2x dx:ie“x Jrll1
2 2 2a 2
Calculamos aparte la integral I;:
_ du=-2sen2xdx
U =cos2x 2
I, = = 1 =—e” cost+—Ie“x sen2xdx =
dv=e®dx v=—e a a
a
I, = lewC cos2x + 2 € sen2x- EI e” cos2xdx
a al a a
2
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Despejando /;.
1, =% cos2x +
a a
4 ax 2 ax
= Il(l+—2j =% cos2x + e2 sen2x
a a a

senzx—izl1

ax

= I, = Ze (acost+sen2x)+C
a” +4

Sustituyendo en la integral propuesta:

eax eax
I=—+—[a cos2x+sen2x]+C .

2a 2(a2 +4)

31) Efectuamos un cambio trigonométrico y después un cambio de variable para
simplificar el calculo:

2
1= I cos” 2x sen® x dx = j (cos2 x —sen? x) (1 —cos® x) sen x dx

{iosse); tdx:dz}:_j(tz —(1—12))2(1—12)dt :.[(4t6 — 8t +17 - l)dt

que es una integral inmediata:

7 5 3
]:i_gL_FSL_t_{_C
7 5 3

Deshaciendo el cambio de variable:

I=%cos7x—%cos5x+§cos3x—cosx+c *

32) Es una integral racional que se calcula segun lo visto en el apartado 4.4 por el
método de Hermite.

2x+104 ax+b +.[ A dx +J- Mx + Ndx
(

1= dx =
(x+2)(x2—2x+2)2 x? =2x+2 x+2) X2 —2x+2
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Calculando los valores de las constantes 4, M, N, a, b:
A=1 , M=-1 , N=20 , a=16 , b=-11

se obtiene:

16x—11 —x+20
I=———  +lg(x+2)+ | —————dx
2_2x+2 g( ) I 2_2x+2

La segunda integral se resuelve por el método de los cuatro pasos, segun el apartado
1.2.2. El resultado final es:

[=%+lg(x+2)—%lg(x2—2x+2)+19arctg(x—1)+C .

EJERCICIO 12.- Calcular:

Ux+2 +\/x+2dx

33) | e

SOLUCION:

33) Es una integral irracional, que se resuelve mediante el cambio estudiado en el
apartado 2.6.1:

j\/x+2+\/x+ x+2=1" —12[Z4+t6t“dt
et =126 ar t?
13 15
= 12" +tl4)dt:12(t—+t—j e
13 15
Deshaciendo el cambio:
12 B2 12 15/12
[:—(x+2) +—(x+2) +C .
13
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Capitulo 7.- Soluciones de los ejercicios propuestos

‘ Soluciones de los ejercicios del Capitulo 1°

1.1.- Isen%dx = —2cos§+ C

=Vx* +1+C

X
1.2.- dx
Isz +1

senx
1.3 - | —dx=-2+1+cosx +C
J‘\/1+cosx

3x-1

1.4.- j——————%h=lmpﬁ—ax+ﬁ+c
33X —2x+5 2

1.5.-J. 2x dx = arctgx® + C
1+x*

1.6.- ‘[_—3dx = jarctgﬂ +C

1+ x +2x7 ﬁ \/7
17.- j 3

mdx = arctg(\/gx + 1) +C

dx = x/_arcsen6 1+C

R s T

2
| \/§x+1/2i+1
3 3

V2
19- [ —=2—dr=In
IV2x2+3

+C

cosSx N cos9x

1.10.- jcos(—Sx) sen8xdx = — 0 5

+C
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cos(2x+1)

1.11.- jsen(x—l)cos(x+2)dx=—%sen3— 1

+C

X — 1dx 1
1.12.- 1 fox+ 3 —VRarete S 4 ¢
J'x +2x+3 ‘x * ‘ s V2

1.13.- jM:_%ln‘xz_X+3‘_ 9 arctg2x+1+c

x> +x-3 \/ﬁ \/ﬁ

2
1.14.- I 2x+3 x2 +x+1+2ln‘2x+1+ (ZXHJ +1|+C

N RIS

3x+1 1 3
1.15.- —A5-3x% +— arcsen\/:erC
I\/5 3¢ 3 5

x—1
1.16.- | ———dx=-vV-x*+2x+C
'[\/—x2+2x

Soluciones de los ejercicios del Capitulo 2°

2
cos 1 cos 1. [1-—cos
2.1.-.[ =t Ly X, c
sen” x 2sen”x 2 | sen x |
2
2.2.- I%dxziln senx — ln senx +—|+C
cos” x—sen” x \/_ \/5

2.3 I > e =1n|1+tgx|+C
COS” X +Senxcosx
sen2x 1
2.4.- = ——arctg(cos2x)+ C
JA1+cos 2x 2 & )
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2.5.- I sen 3x =—lln|2+cos3x|+C
2+cos3x 3

2.6.- I tgx = ln|l+cosx|—ln|cosx|+ C
1+ cosx

Soluciones de los ejercicios del Capitulo 3°

3.1.- I(x—3x2)exa’x=ex(— 3x? +7x—7)+C

2

3.2.- I(2x - 2)lnxdx = (x2 - Zx)lnx _x_+ 2+C
2
3.3.- IeSx sen2xdx = isean e —£e3x cos2x+C
13 13

3.4.- Ilnxdx 2/x(Inf| - 2) +C

2
3.5.- Ixsenz xdx = xT_ xsejzx _ Co;Zx ‘e

3.6. J.(xz - 3x)(sen 2x+e” )dx
= (x2 —5x+ S)e" + (— lx2 + ix + l) cos2x +(1x—3)se112x+C
2 2 4 2 4

COS7 X COS5 X

3.7.- J‘cos“ xsen’ xdx = — +C
7 5
m+1
3.8.- Isen’" Axcos Axdx = iu +C
A m+l
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Soluciones de los ejercicios del Capitulo 4°

x—1 1 1 2
4.1.- Imdx = —gh’l|X| —Eln|x —2| +§ln|x —3| +C

4.2.- Ix—_ldx :iarcthJr C

x® -1 ﬁ ﬁ

43- '[(2x2 +;’x)(x2 ) — ol =2 oo+ 2+ S+ 34

44- | %dp Infx| + Infx” + 1| + arctg x + x2_+x1 +C

o xz(x:z++42)2 b= 4\/_ tgj_ 4j(xx ++82) ve
4.6.-I%d =—1n|x—1| —ln‘2x +x+]+ ﬁarctg%vLC
47.- J.L:iarctg£+l al

Soluciones de los ejercicios del Capitulo 5°

30,4
5.1.- jﬂdxzéx%+2x12x +C
Ux 7 13
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5.2.- I 16—x2dx=8arcsen%+%\/16—x2 +C

53] x|

x\/x +1 |1+\/x +1|

5.4.- J“/Hidx:\/xz —1+argcoshx+C
x_

dx
55- [ —2arctagx +C
J.x/;(1+x) arctgv/x +
2
5.6.—J. de _ NIEXT o
xz\/lix2 X
5.7.- Im 9+ x? +%1nx+\/9+x +C
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Anexo 1.- Formulas trigonométricas

Recogemos a continuacion las principales formulas que relacionan las diversas
funciones trigonométricas:

a).- -Senx= Sen(-x) Funcion Impar

b).- Cosx = Cos(-x) Funcion Par

c).- Tg(-x)=-Tgx Funcion Impar

d).- Cos’x+Sen’x =1 Propiedad fundamental o pitagérica.
e).- Sen(x = y)=SenxCosy *+ CosxSeny

f).-  Sen2x =2SenxCosx

g).- Cos X ¥ )=£osxCosy BenxSeny

h).- Cos2x=Cos’x - Sen’x

Tgx+ Tgy
2F TegxTgy

- Tgxty)=
Derivadas de las funciones trigonométricas.

a).- i(Senx) = Cosx

dx

b).- i(Cosx) = —Senx
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d).- di(Co tgx)=—

e).- %(Secx) = SecxTgx

f).- i(Co sec X) =—CosecxCotgx

dx
9 - (Aresenx) - 1_1X2
h).- %(ArcCosx): 1:1X2
i).- diX(Archx)szz
j).- %(ArcCotgx)zl_:iz
K).- %(Arc Secx):|x| :2 —
~1

d
1).- E(Arc Cosec x) =

|x|\/x2 -1
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Anexo 2.- Funciones hiperbolicas

Definiciones.
et —e ™" e +e " et —e "
SenHX = ——— CosHx = —+— TgHx = ~
2 2 e +e "
e"+e " 2 2
Co tg Hx = ~  x SecHX = ~ x CosecHX = S
e’ —e e +e e’ —e

Funciones inversas. Equivalencia con funciones irracionales.

FUNCION FUNCION IRRACIONAL DOMINIO DE
HIPERBOLICA DEFINICION
ArgSenHx —00 < X <00
g ln‘x +/x% +1
ArgCosHx 1<x<w
& ln‘x +4/x% =1
ArgTgHx 1. N+x -l1<x<l1
—In|
1-x
ArgCotgHx 1, |[x+1 X € ]—oo,—l[ U ]l,oo[
—In|
x—1
ArgSecH <
rgSecHx ln1+m 0<x<1
X
ArgCosecHx 1 /1 e X € ]—oo,O[ U ](), oo[
In|— + ———
x [
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Propiedades.
a).- CosHx = CosH(-x) Funcion par
b).- SenHx =-SenH(-x) Funcién impar
¢)- CosH?’x —SenH’x =1 Propiedad fundamental.

d).- CosH(x+y) = CosHx CosHy + SenHx SenHy

¢).- CosH2x = CosH*x + SenH’x

f).- CosH(x-y) = CosHx CosHy - SenHx SenHy
g).- SenH(x+y) = SenHx CosHy + CosHx SenHy
h).- SenH2x = 2SenHx +2CosHx

i).- SenH(x-y) = SenHx CosHy - CosHx SenHy

TgHx + TgHy

.- TeH(xxty)=
Do TeROEY) = 1 i Taty

Derivadas de las funciones hiperbélicas.

a).- %(Seon) = CosHx

b).- i(Cost) = SenHx

dx
d 1
- —(TeHx) = ——
© dx( & X) CosH?*x
d -1
d).- —(CotgHx) = ———
) dx( o' X) SenH?*x
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g)--

h).-

3

k).

1).-

d 1
i).- —(ArgTgHx) =
dx( rggx) 1

- i(SecHx) = —SecHxTgHx

dx

- i(Co sec Hx) = —Cosec HxCo tg Hx

dx

d 1
—(ArgSenHx) =

dx ( ) V1+x?
i(ArgCost) _ X € [1,+oo]
dx x* -1

-1,1
L e

%(ArgCo tng) = " ! 5 X e[—l,l]

—X

-1

%(ArgSecHx) = m X € ]O,l[
i(ArgCo sec Hx) = 1 . 0

dx |x|\/1+x2
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Anexo 3.- Calculo de las raices enteras y racionales de un
polinomio

Sabemos que un polinomio tiene tantas raices como su grado indica, contando cada una
de las raices tantas veces como indique su multiplicidad. Otra cuestion diferente es
como calcularlas. En esta seccion veremos el procedimiento a seguir para encontrar las
raices racionales de un polinomio con coeficientes racionales. De hecho, nos bastara
suponer que los coeficientes del polinomio son numeros enteros, puesto que dado un
polinomio

P(x)=a,x"+a, x""'+ - +ax+a, , a, #0

con coeficientes racionales, multiplicando los coeficientes del polinomio por su minimo
comun multiplo, M = m.cm (a,,d,,d,,...,4, ), obtenemos el polinomio M P(x)

que tiene los coeficientes enteros y las mismas raices que el polinomio P(x). Por tanto,
en todo este anexo supondremos que el polinomio:

P(x)=a,x"+a, x""'+ - +ax+a, , a, #0,

tiene coeficientes a,a,,a,,...,a, enteros.

Calculo de las raices enteras.

Para calcular las raices enteras de un polinomio

n—1

P(x)=a,x"+a, x" + - +a,x+a,
utilizaremos los siguientes resultados :

Teorema 1: Las raices enteras del polinomio

P(x)=a,x"+a, x""'+ - +ax+a,

son divisores del término independiente a,,.

Asi, dado un polinomio P(x), para calcular sus raices enteras, lo primero que tendremos
que calcular son los divisores del término independiente de P(x) y luego comprobar
cudl de ellas es raiz. El problema que muchas veces se plantea es que el nimero de
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divisores del término independiente puede ser muy elevada. Para disminuir el nimero
de candidatos a raiz utilizaremos el siguiente resultado :

Teorema 2: Las raices enteras de P(x)=0 disminuidas en una unidad, deben ser
divisores de P(1), y aumentadas en una unidad, deben ser divisores de P(-1).

NOTA 1: Téngase en cuenta que cuando obtengamos una raiz entera, ¢ , se sigue que :

P,(x)=(x-a)P,_ (x)

n

siendo P,H(x) un polinomio de grado n-1, calculable facilmente por medio de la

Regla de Ruffini y cuyos coeficientes son todos enteros. Al polinomio P, (x) le
podemos aplicar de nuevo los teorema 1 y 2.

Como consecuencia de los teoremas 1 y 2 y de la nota 1, la forma de proceder para
calcular las raices enteras de una polinomio sera la siguiente :

1°) Calculamos P(1) y P(-1). Si 1 6 -1 es raiz de P(x)=0, se dividira el polinomio
original por (x— 1) 0 (x + 1) , segun sea el caso, tantas veces como sea el orden de

multiplicidad de dichas raices. Y con el polinomio resultante, el cual no tiene a 1 6 -1
como raices, continuaremos con el paso 2.

2°) Calculamos la lista de los divisores, llamémoslos b;, del término
independiente del polinomio obtenido en el paso 1°. Tomando una de las posibles
raices b, le sumaremos y le restaremos una unidad, obteniendo los valores b+1 y b-1.
Comprobaremos si se verifican las dos condiciones del teorema 2. Si para la raiz b se
verifican estas condiciones, comprobamos si b es una raiz del polinomio. En caso de no
serlo, se elimina b de la lista de posibles raices enteras y se procede con la siguiente. En
el caso de ser raiz, se dividira el polinomio original por (x-b) tantas veces como sea el
orden de multiplicidad de dicha raiz b. Y con el polinomio resultante, el cual no tiene a
b como raiz, calculamos la lista de los divisores de su término independiente,
llamémoslos ¢; , eliminando de la lista de los b; aquellos términos que no aparezcan en
la lista ¢; y repetiremos el paso 2° con el siguiente término de la lista resultante.
Cuando ya no quede ningtn candidato a raiz, el polinomio P(x) ya no tiene mas raices
enteras.

Después de calcular las raices enteras del polinomio P(x), procedemos al calculo
de las raices fraccionarias.
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Calculo de las raices fraccionarias.

Para calcular las raices fraccionarias de un polinomio

P(x)=a,x"+a, x""'+ - +ax+a,

utilizaremos los siguientes resultados :

Teorema 3: Las raices fraccionarias irreducibles ; del polinomio

P(x)=a,x"+a, x""'+ - +ax+a,

verifican que su numerador h es un divisor del término independiente @, y su

denominador k es un divisor de @, .

Como consecuencia del teorema 3, se tiene :

Corolario 1 : Si un polinomio

P(x)=a,x"+a, x""'+ - +ax+a, ,

con coeficientes enteros tiene coeficiente director ag=1, entonces todas sus posibles
raices racionales seran enteras.

Un procedimiento para descartar valores de la lista de posibles raices fraccionarias del
polinomio P(x) es utilizar el siguiente resultado :

Teorema 4: Las raices racionales irreducibles de P(x)=0 satisfacen que expresadas en
forma de fraccion irreducible, la diferencia entre su numerador y su denominador debe
ser divisor de P(1), y la suma de su numerador y de su denominador debe ser divisor de
P(-1).

Asi, para determinar las raices racionales del polinomio P(x), suponiendo que ya se han
calculado las enteras, podemos proceder de la siguiente forma :

1°) Calculamos P(1) y P(-1), donde ya se supone que 1 y -1 no son raices de P(x)=0.

2°) Calculamos la lista de los divisores del término independiente y del término director
del polinomio P(x) y a continuacion escribimos todos los racionales no enteros, cuya
fraccion irreducible que los representa tiene un numerador entre los divisores del
término independiente y un denominador entre los divisores del coeficiente director del
polinomio.
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3°) Descartamos de esta lista los términos que no verifiquen las condiciones del teorema 4.
Tras esta criba nos quedaran algunos términos que seran las posibles raices racionales
del polinomio. Procedemos ahora a su comprobacion.

Otro procedimiento para calcular las raices fraccionarias es utilizar el corolario 1,
transformando el polinomio dado

n—-1

P(x)=a,x"+a, x"" + - +ax+a,

en otro cuyo coeficiente director sea la unidad. Para ello, basta tomar una nueva
incognita :

_ Y
y=xa, = x=——
an
con lo que el polinomio P(x)=a,x" +a, ,x"' + -+ +a,x+a, se transforma
en el polinomio
n n-1
Y Y
P(x)y=a,—+a, ,——+ - +a1a—+a0 =0
n n n

" ttaa," y+aga,” =0

-1

:P(x):yn +ar/—1yn +an—2any

en el que el coeficiente director es la unidad, y que por el corolario 1 carece de

soluciones fraccionarias. Cada raiz entera de este polinomio, pongamos ¢« , segun el
o

cambio, da lugar a las raiz fraccionaria ff=—".
a

n
Por tanto, se tiene la siguiente regla para determinar las raices fraccionarias de un
polinomio :

1°) Una vez calculadas las raices enteras de la ecuacion

n—1

= n LIS =
P(x)=a,x" +a, x" + +a,x+a, =0,
y suprimiendo dichas raices por division por los binomios correspondientes, se
transforma la ecuacion resultante en otra cuyo primer coeficiente sea la unidad,
mediante la sustitucion :

con lo que se obtiene un nuevo polinomio Q(y) y una nueva ecuacién en la variable “y”
de la que se determinan las raices enteras.
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2°) Una vez determinadas las raices enteras del polinomio Q(y), para cada raiz entera de

(04
dicho polinomio & , se tiene una raiz fraccionaria f# =——"del polinomio inicial P(x).
a

n

EJEMPLO 1 : Calcular la descomposicion factorial del polinomio

P(x)=6x>—13x" +9x -2

SOLUCION:

En primer lugar calculamos sus raices enteras: para ello lo primero a efectuar es
calcular la lista de los divisores del término independiente, estos divisores son : 1, 2, -1,
-2. Calculamos a continuacion P(1) y P(-1). Se tiene que P(1)=0, por lo que tenemos
determinada una raiz entera.

Dividiendo el polinomio P(x) por el binomio (x - l) se obtiene :
P(x)=6x" —13x> +9x -2 = (x = 1)(6x” ~ 7x +2)

Podemos comprobar que no hay ya mas raices enteras. Procedemos ahora al célculo de
las raices fraccionarias. Aplicando la transformacion :

se tiene el nuevo polinomio en la variable “y” , Q(y)=y> —7y+12 , que carece
de soluciones fraccionarias. Procedemos ahora al célculo de las raices enteras de
y2 =7y +12, elaborando la lista de los divisores del término independiente 12.
Estos son: 1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,6,-6, 12, -12.

Calculamos a continuacion Q(1)=6 y Q(-1)=20, por lo que en nuestra lista podemos
eliminar a 1 y a -1 como posibles raices. Descartamos de nuestra lista aquellos términos
que disminuidos en una unidad no dividen a Q(1) , descartando 6,12,-3,-4,-6,-12, y que
aumentados en una unidad no dividen a Q(- 1), descartando 2. Quedan en nuestra
lista los candidatos: 3, 4, -2. Aplicando Ruffini podemos comprobar que 3 y 4 son raices
enteras de Q(y), y que por tanto

| W
N | =

4 2
X=—=—, X=
6 3

139



Introduccion al cdlculo integral

140

son las raices racionales de P(x). Por tanto, P(x) quedara factorizado como :

P(x) = 6x> —13x> +9x -2 = (x— l)(x—%)(x—%)

También se podria haber simplificado el problema a partir de la factorizacion
P(x) = 6x° —13x> +9x -2 = (x—1)(6x> — 7x +2)

pues el polinomio 6x> —7x+2 es un polinomio de segundo grado y por tanto

resoluble por radicales.
¢

EJEMPLO 12 : Calcular la descomposicion factorial del polinomio

P(x)=x"—10x’ +30x> —40x + 24

SOLUCION:

Calculamos sus raices enteras, pues por el corolario 1 el polinomio no tiene
raices fraccionarias. Calculamos la lista de los divisores del término independiente,
estos divisores son: 1, 2,3,4,68,12,24, -1 ,-2,-3,-4,-6,-8,-12,-24. Calculamos a
continuacion el valor de P(1) y P(-1). Se tiene que P(1)=5 y P(-1)=105, por lo que en
nuestra lista podemos eliminar a 1 y a -1 como posibles raices.

Descartamos de nuestra lista aquellos términos que disminuidos en una unidad no
dividen a P(1), y que aumentados en una unidad no dividen a Q(- 1), descartando los
valores 3, 4, 8, 12, 24, -2, -3, -6, -8, -12, -24. Quedan en nuestra lista los términos: 2, 6,
-4,

Aplicando Ruffini podemos comprobar que 2 y 6 son raices enteras simples , por lo que
nuestro polinomio quedara factorizado como

P(x)=x* —10x" +30x* —40x + 24 = (x —2)(x — 6)(x* —2x +2)

donde el polinomio x® —2x+2 tiene raices complejas como se puede comprobar.
*
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NOTA 2 : Respecto al calculo de las raices reales de un polinomio, salvo contados
casos, es bastante dificil conseguir el valor exacto de estas raices. Deben emplearse
entonces métodos aproximados. Lo mismo puede decirse respecto a las raices
complejas, salvo en el caso de que la factorizacién nos proporcione términos
cuadraticos (polinomios de segundo grado) como factores, tal como sucedia en el
ejemplo 12. Es interesante recordar que para las raices complejas de un polinomio se
verifica el siguiente resultado :

Teorema 5: Si un polinomio de coeficientes reales P(x) tiene una raiz compleja

a+ ib, entonces el niimero complejo conjugado @ —ib es también raiz del polinomio
Px).
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