
Contents

Declaración inicial III

Abstract V

Resumen VII

Resum IX

Acknowledgements XI

Contents XIII

1 Introduction 1

1.1 Motivation and objectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Dynamics of viscoelastic structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3 Thesis organization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3.1 A new recursive scheme to eigenvalues’ computation . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3.2 The non-viscous set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.3 The parametric method: single dof systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.4 The parametric method: multiple dof systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3.5 The Equivalent Viscous Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.6 An application to frame structures with free viscoelastic layers . . . . . . . . 12

Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

XIII



Contents

2 Computation of eigenvalues in proportionally damped

viscoelastic structures based on the fixed–point iteration

(published in Applied Mathematics and Computation) 19

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Single Degree–of–Freedom Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2.1 Eigenvalue Problem and Recursive Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2.2 Complex Eigenvalues. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2.3 Real Eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.3 Multiple Degree–of–Freedom Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4 Numerical Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.4.1 Example 1: Single Degree–of–Freedom Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.4.2 Example 2: Multiple Degree–of–Freedom Systems . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Appendix 2.A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3 Characterization of Real Eigenvalues in Linear Vis-

coelastic Oscillators and the Non-viscous Set (submitted to

Journal of Applied Mechanics, Transactions of the ASME) 57

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2 Location of real eigenvalues; the non-viscous set . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.1 Exact Limits of the Non–viscous Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.2.2 Approximated Limits of the Non–visocus Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.3 Numerical Computation of Non-viscous Eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.3.1 Existing One-Step Methods. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.3.2 Proposed Method. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.4 Numerical Example. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4 Parametric solutions of the eigenvalue problem for single–

degree–of–freedom viscoelastic systems (submitted to AIAA Jour-

nal) 81

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

XIV



Contents

4.2 Dynamics of Single Degree–of–Freedom Viscoelastic Systems . . . . . . . . . . 84

4.3 Parametric computation of the eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.3.1 Fundamentals of the method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.3.2 Taylor expansion of the eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.3.3 Improving the solution. Eigenvalue differential equation . . . . . . . . . . . . 87

4.4 Analysis of the error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.5 Analysis of particular cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.5.1 The viscous model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.5.2 The Biot’s exponential model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.5.3 The Biot’s multi–exponential model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.6 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

Appendix 4.A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

Appendix 4.B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5 Multiparametric Computation of Eigenvalues for Lin-

ear Viscoelastic Structures (published in Computers & Structures) 117

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.2 The Eigenvalue Problem in viscoelastic structures . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

5.2.1 The Set of Eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

5.2.2 Parametric formulation of the Eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.3 Eigenvalues’ Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

5.3.1 Proportional Damping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.3.2 Non–proportional Damping. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

5.4 Approximation of eigenvectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5.4.1 Solution of the ill–conditioned linear system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5.4.2 Approximation for lightly non–proportional damping . . . . . . . . . . . . . . 131

5.4.3 Approximation for light damping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

5.5 Analysis of the error and computational complexity . . . . . . . . . . . . . . . . 132

5.5.1 Analysis of the error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

5.5.2 Computational Complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

5.6 Numerical Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5.6.1 Example 1. Discrete structures with proportional damping . . . . . . . . . . 136

5.6.2 Example 2. Discrete structures with non-proportional damping . . . . . . . 143

5.6.3 Example 3. Continuous structures with non–proportional damping . . . . . 148

XV



Contents

5.7 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6 An Equivalent Viscous Model for Linear Viscoelastic

Systems (submitted to Mechanical Systems and Signal Processing) 159

6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

6.2 Fundamentals of the Proposed Method. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

6.2.1 Eigenproblem in Viscoelastic Structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

6.2.2 The Equivalent Viscous Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

6.3 Decomposition of the Transfer Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

6.3.1 The Transfer Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

6.3.2 Expansion of the complex eigenvectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

6.3.3 Expansion of the Residues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

6.3.4 Expansion of the TF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

6.4 Bound of the Residual Transfer Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

6.4.1 Indexes of non–proportionality and damping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

6.4.2 Upper Bound Computation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

6.5 Numerical Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

6.5.1 Description. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

6.6 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

Appendix 6.A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

Appendix 6.B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

Appendix 6.C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

Appendix 6.D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

7 Dynamic analysis of frame structures with free vis-

coelastic layers: New closed-form solutions of eigenval-

ues and a viscous approach (submitted to Engineering Structures) 191

7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

7.2 Finite element formulation in frequency domain. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

7.2.1 Kinematic and constitutive relationships. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

7.2.2 Motion equation in frequency domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

XVI



Contents

7.3 The viscous approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

7.3.1 Closed–form expressions for eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

7.3.2 Approximation of the transfer function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

7.4 Numerical examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

7.4.1 Example 1: Cantilever beam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

7.4.2 Example 2: Frame structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

7.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

Appendix 7.A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

Bibliography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

8 Conclusions 225

8.1 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

8.2 Recommendations for further work . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

XVII


