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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo se obtendra el movimiento en un punto de una estructura isostatica
mediante el Principio de Conservacion de la Energia, PCE, y, posteriormente,
mediante el Teorema de la Carga Unidad, TCU, (caso particular del Principio de las
Fuerzas Virtuales). El desarrollo del tema se realizara mediante un ejemplo practico.

2 Introduccidn

En ocasiones se desea obtener el movimiento en un punto concreto de la
estructura, sin necesidad de resolverla cinematicamente por completo.

Cuando la estructura es isostatica o se ha resuelto estaticamente es posible calcular
dicho movimiento mediante el Principio de Conservacion de la Energia (PCE)
siempre que haya una fuerza aplicada en ese punto y en la direccion del
movimiento buscado. Esa fuerza debe ademas ser la Unica que genere un trabajo
exterior. Se planteard la ecuacion de balance energético cuya Unica incégnita
sera el movimiento buscado.

Si no hay una fuerza aplicada en el punto y direccién del movimiento buscado hay
gue recurrir al Principio de las Fuerzas Virtuales, y, generalmente, al Teorema de la
Carga Unidad, caso particular del anterior. En ese caso, se planteara un estado
virtual con una fuerza virtual unidad aplicada en ese punto, generandose un
trabajo virtual complementario externo e interno. De la ecuacion de balance
energético se obtendra el movimiento buscado.

3 Objetivos

EL alumno, tras la lectura de este documento, sera capaz de:

» Determinar si es aplicable el PCE para la obtencion del movimiento deseado vy,
sino lo es, simplificar la estructura para que lo sea.

* Obtener el movimiento mediante el PCE

* Plantear el estado virtual necesario para la obtenciobn del movimiento
mediante el TCU

* Obtener el movimiento mediante el TCU

4 Calculo del movimiento en un punto mediante el
PCEy el TCU

4.1 Datosy esquema del proceso de calculo

La estructura de la figura 1, con comportamiento elastico y lineal, esta formada
por 10 barras articuladas entre si y 7 nudos (5 libres y 2 apoyos). Los apoyos,
nudos D y G son, respectivamente, un apoyo deslizante y un empotramiento.

La estructura es isostatica y esta cargada con tres cargas puntuales aplicadas
en los nudos A, B y C. Se obtendra el movimiento vertical del nudo F (dys),
despreciando la energia de deformacioén por cortante.
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Figural. Esquema de la estructura

El proceso de calculo que se seguira es el siguiente:
¢ Aplicabilidad del Principio de Conservacion de la Energia.

e Obtencién del movimiento mediante el Principio de Conservacion de la Energia
(previa simplificacién de la estructura si es el caso). Obtencion del trabajo y de
la energia de deformacion y planteamiento de la ecuacion de balance
energético.

e Obtencion del movimiento mediante el Teorema de la Carga Unidad:
planteamiento del estado virtual y de la ecuacion de balance. Se resolvera
manteniendo la estructura completa, comprobando que es equivalente al
planteamiento sobre la misma simplificacién que en el caso anterior.

4.2 Aplicabilidad del Principio de Conservacion de la
Energia (PCE)

La estructura es isostatica por lo que puede resolverse estaticamente aplicando
las ecuaciones de equilibrio, es decir, el primer requisito para poder aplicar el
PCE se cumple.

Con el PCE, teniendo en cuenta un comportamiento elastico y lineal de la
estructura, se plantea la ecuacioén de balance energético siguiente:

W* = We = Wex/2 = U = U* 1)
Siendo:
W*: trabajo complementario de las fuerzas exteriores
We: trabajo elastico de las fuerzas exteriores
Wext: trabajo total de las fuerzas exteriores
U: energia de deformacion

U*: energia de deformacién complementaria
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Si aplicamos el PCE a la estructura de la figura tendremos la siguiente ecuacion
de balance energético:

W = U )
Siendo:
W * = Wext — ('10) dyA + ('20) dyB + ('10) dyc
2 2

(3)

9
U*= ZU;xi + U}]lo (La barra 10 no tiene axil ya que Rxg = 0) (4)
i=1

Podemos apreciar claramente como de esta forma no podemos utilizar el PCE
para calcular dyr, ya que, dado que hay tres fuerzas exteriores aplicadas sobre
tres nudos que se desplazan, tenemos tres incégnitas en la ecuacion, y, ademas,
no son el movimiento buscado ya que ninguna de ellas esta en el nudo F.

No puede utilizarse el PCE directamente por lo que habra que estudiar si es
posible su simplificacion para poder aplicarlo.

4.3 Simplificacion de la estructura para la aplicacion del

Principio de Conservacion de la Energia (PCE)
A la vista de la estructura que se propone podemos apreciar como la
subestructura de la izquierda formada por la celosia transmitira idnicamente una

fuerza vertical a la barra de la derecha (figura 2), por tanto, si la sustituimos
podremos obtener el desplazamiento vertical buscado.
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Figura 2. Esquema del equilibrio en las subestructuras

Por tanto, para poder utiizar el PCE en la obtencion de dyr se suprime la
subestructura de la celosia, sustituyéndola por sus fuerzas sobre la subestructura
formada por la barra 10.
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4.4 Obtencidn del movimiento dyr mediante el Principio de
Conservacion de la Energia

Tenemos la subestructura representada en la figura 3.

e
20 KN G
0 — \ —> Rxg=0
10 -~ j
F M1o(X
) T RMg = -60 KNm
Rys= 20 KN

M1o(X) = -20x

Figura 3. Subestructura para el calculo de dyr con PCE

Si aplicamos el PCE a esta subestructura tendremos la siguiente ecuacion de
balance energético:

W = U* (5)
Siendo:
W * = Wes — (-20) dyF (6)
2 2
_ ILm (Mlo(x)) _ I (=20x)" 20x) _ 3600 o
U, 2EI 2EI 2EI

Sustituyendo trabajo y energia se obtiene el valor del desplazamiento:

@)

= dy. =—

(-20)dy, _ 3600 180 | i )
2 2| El

4.5 Obtencién del movimiento dyr mediante el Teorema de
la Carga Unidad

Calculemos ahora el desplazamiento vertical dyr, sin simplificar la estructura,
mediante el Teorema de la Carga Unidad, TCU.

Plantearemos el equilibrio en la estructura real determinando, ademas de las
reacciones en los apoyos, los esfuerzos en las barras.

Posteriormente, plantearemos un estado virtual de fuerzas que consistira en
aplicar una fuerza virtual unidad vertical en el nudo F. Se equilibrara el estado
virtual obteniendo los esfuerzos virtuales en las barras.

Finalmente, a partir de la ecuacién de balance energético (equivalente a una
ecuacion de compatibilidad) se obtendra el movimiento buscado.
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Estructura real:

Equilibrio global de la estructura:

YF=0 Rxc =0 )
SFy=0 Ryb + Ryc = 40 (10)
>Mp=0 Ryc - 13 + RMa = 20 - 5+ 10 - 10 = 200 (11)

Aislamos la barra 10 y tomamos momentos en el extremo inicial:
2Mi=0 Ryc -3+ RMg =0 RMg = - 3 Rys (12)

Sustituyendo en (11): Ryc - 13-3Ryc = 200 = Ryc = 20 KN
Volviendo a las ecuaciones (10) y (12): = Ryp = 20 KN
= RMg = -60 KN

Una vez calculadas las reacciones iremos efectuando los equilibrios parciales,
barras y nudos, para calcular los esfuerzos de extremo y los axiles en las barras de
la celosia, equilibrio que se representa en la figura 4.
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Figura 4. Equilibrio en la estructura real completa
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Leyes:
N1=Nz2=-25
N4 =Ne = 26.9
N3 =Ns=N7=-20
Ns =Ny =Nio=0
Mio(X) = - 20x

Estado virtual:

Se aplica una fuerza virtual unidad vertical en el nudo F (figura 5).

ORXg
—>
10 G j
y T 3RMg
4 oRyp 5P = 1 KN SRy
TR
Figura 5. Esquema del estado virtual
Equilibrio global de la estructura:
YF=0 ORxc =0 (13)
> Fy=0 SRyp + 6RyG = 1 (14)
> Mb=0 8RyG - 13 +38RMc =1 - 10 (15)
Aislamos la barra 10 y tomamos momentos en el extremo inicial:
Y Mi=0 S8Ry - 3+ 8RMg =0 0RMg = - 3 8Rye (16)
Sustituyendo en (15): 8Ryc - 13- 3 8Ryc = 10 = ORyc = 1 KN
Volviendo a las ecuaciones (14) y (16): = ORyp = 0 KN
= ORMg = -3 KN
Leyes:

ON1 = 8N2 = 8N3 = 8N4 = 6Ns5 = 8Ne = dN7 = 6Ng = N9 = dN10 = 0
dM1o(X) = - x



UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

Sélo trabaja en el estado virtual la barra 10 a flexién. Tendremos, por tanto la
misma ecuacion de balance energético que si hubiésemos simplificado la
estructura desde el principio.

Ecuacién de balance energético

La ecuacion de balance energético es la siguiente:
SW* = sU* 7
Siendo:

dW*: trabajo virtual complementario

SW *=-1 dy . (18)

8U*: energia de deformacién virtual complementaria

SU* = SU;m — '[(I)‘m MlO(X)ESIMlO(X)dX — J'Og(_zoé)l (_X)dX — 1§|0 (19)

Sustituyendo trabajo y energia se obtiene el valor del desplazamiento:

180 © oy, =28 () (20)

-1d =
Ye =g El

Tanto con el PCE como con el TCU se ha utilizado el criterio de signos geométrico
para fuerzas y movimientos: las fuerzas llevan el signo correspondiente segun el
sistema de ejes globales adoptado y los movimientos, por ser incoégnitas, se
consideran positivos. El signo del resultado nos dira el sentido del movimiento
segun los ejes globales.

5 Cierre

A lo largo de este tema se ha obtenido el desplazamiento vertical del nudo F
mediante el Principio de Conservacion de la Energia (una vez simplificada la
estructura) y mediante el Teorema de la Carga Unidad.

Como ejercicio de aplicacion se propone calcular el valor del giro en ese mismo
nudo (correspondiente al extremo inicial de la barra 10), mediante ambos
meétodos, si fuese posible.

(Resultado: PCE: no es posible calcularlo por este método ya que, aunque la
estructura pueda simplificarse no hay ningin momento real aplicado en F.

TCU: ¢, = %rad)
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