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Resumen

En este articulo vamos a presentar un ejemplo de colaboracion entre dos materias
basicas: las Matematicas y la Informatica. La idea es mejorar el aprendizaje de los
alumnos, reforzando los conceptos impartidos en ambas, poniendo de manifiesto
qgue las materias basicas, que en ocasiones resultan poco interesantes, son
importantes para su formacién como profesionales. En este caso abordaremos los
costes de los algoritmos recursivos, punto de interés para asignaturas de
Informatica, a través de la resolucidon de relaciones de recurrencia, herramienta
proporcionada por las asignaturas de Matematicas.

1 Introduccion

Aprender a programar es un proceso que necesita que el alumno desarrolle
recursos de diversa indole:

o Debe llegar a dominar herramientas especificas, como el lenguaje o
lenguajes de programacion y sus entornos de desarrollo, ademas de las
técnicas algoritmicas, basicas y avanzadas, de aplicacion en el ambito
informatico.

¢ Debe llegar a ser capaz de enfrentarse a la resolucion de problemas, en el
sentido mas amplio, de modo que pueda analizarlos y hacerlos abordables
mediante las técnicas anteriores.

En ambos aspectos interviene de forma significativa su formaciéon matematica.

Al mismo tiempo, que el alumno perciba qué conceptos y técnicas matematicas
le respaldan en su tarea de programador, puede ayudarle a:

e Sentirse mas interesado en el estudio de las matemaéaticas.
e Reforzar la asimilacion de los conceptos matematicos, que se revisan con
ejemplos procedentes un ambito diferente.

Consideramos que una buena manera de fomentar esta interrelacion es
desarrollando uno a uno, y detalladamente, ejemplos concretos como los que se
presentan en este articulo, donde se analiza el tiempo de ejecucion de los
algoritmos recursivos.

2 Objetivos

El trabajo tiene como objetivo poner de manifiesto la estrecha relacién entre los
conceptos impartidos en asignaturas basicas en los grados y para ello
resolveremos problemas propios de asignaturas de informatica, utilizando las
herramientas proporcionadas por las asignaturas de matematicas.

3 Analisis del coste de los algoritmos recursivos

Una caracteristica importante de un buen programa informatico es el tiempo que
toma su ejecucion, especialmente cuando se trata con grandes volimenes de
datos y con problemas complejos. El analisis del coste de los algoritmos es la parte
de la Programacion que se ocupa de estudiarlo, y nos ayuda a fijarnos en los
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aspectos de un programa que influyen decisivamente en el tiempo consumido,
sobre todo a medida que crece el volumen de los datos de entrada, e
independientemente de la maquina concreta en que se ejecuta.

Dicho problema se resuelve contando los pasos que se ejecutan para un volumen
de datos o talla del programa. Como se discute en el capitulo 12 de [1],
entendemos por paso de programa toda aquella operacidn que se hace
independientemente de lo grande que sea el dato, obteniendo el nimero de
pasos de programas como una funcién de coste T(n), en donde n es la talla.

Cuando un algoritmo esta expresado recursivamente y queremos contar los pasos
de programa que toma su ejecucién, podemos suponer que las subllamadas
recursivas generadas tienen el mismo comportamiento temporal que la llamada
inicial, dado que siguen la misma estrategia, pero trabajando con datos de menor
talla. Por ello, lo més natural parece ser expresar también T(n) de forma recurrente.

Por ejemplo, dado un entero n>0, el algoritmo de la figura 1 calcula
recursivamente su representacion en binario. El algoritmo viene dado como un
método Java que recibe a n como parametro, y que escribe en la salida una
secuencia de 0 y 1 correspondiente a su representacion en base 2.

/** Dado n>=0, escribe en la salida la
*  representacidn en binario de n.
*  (@Gparam n un entera »>=0
>/
public static vold binario{int nj){
if (n<=1) System.out.print(n);
else { binario(n/2);

System.out.print(n%2) ;

}
Figura 1. Calculo de la representacién en binario de n.

Se trata de un ejemplo de recursividad lineal no final (segun la clasificaciéon dada
en el capitulo 11 de [1]), donde en primer lugar obtenemos la representacién en
binario de n/2, y a su derecha se escribe el bit menos significativo (el resto de
n/2, calculado en Java como n%2). Por ejemplo, para calcular la representacion
en binario de 18, en primer lugar escribimos la representacion de 9, es decir, 1001,
escribiendo a continuaciéon 0 para obtener como resultado 10010.

De esta manera, en cada llamada recursiva se va afadiendo un bit mas al
resultado. Notamos que el bit mas significativo del argumento (que vale 1 para
cualquier n, salvo en el caso particular n=0) se obtiene en la llamada
correspondiente al caso base.

Una vez analizado el problema llegamos a la relaciéon de recurrencia para el coste

1 n=1

= n
T(m) {1+T(§) n>1

Ecuacion 1. Coste del algoritmo de la figural.
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3.1 Solucidn a través de sustitucion

La recurrencia de la ecuacion 1 podemos resolverla por sustitucion

T(n) =1+ T(g)zz +T(%) =3+T(g)=---=k+T(2n—k)

Si hacemos el cambio de variable n = 2%, obtenemos que

n
T(n)=k+T(2—k)= log,n+T(1) =log,n+1

Este resultado nos indica que el coste es proporcional a la parte entera de log,n, €s
decir, al nUmero de veces que debemos dividir n por 2 para llegar a 1, o dicho de
otro modo, el coste es proporcional al numero de cifras de n en base 2.

Precisamente, otro posible analisis del problema consiste en considerar como talla
el numero de bits de n, al que podemos llamar k. Asi, en cada llamada recursiva
reducimos en uno el numero de bits, y entonces

1 k=1
T(k) _{1+T(k—1) k> 1

Ecuacioén 2. Relacién de recurrencia lineal
La resolucioén por sustitucidn en este caso es la siguiente

Th)=1+T(k—1)=2+T(k-2)=3+T(k-3)=-=k+T(1) = k+1.

3.2 Solucion por el método de la ecuacidn caracteristica

Las recurrencias de las ecuaciones 1 y 2 son relativamente sencillas y se han podido
resolver de forma directa por sustitucion reiterada de términos.

Encontramos otro ejemplo un poco mas complejo en el problema de buscar el
minimo de un array de enteros, entre unas posiciones inicial ini y final fin. En la
figura 2 vemos, escrita en Java, una resolucion del problema mediante recursiéon no
lineal.

En este método, si a[ini.. fin] tiene un nimero de componentes n mayor que 1, se
reduce a dos subarrays no vacios de talla las partes enteras por defecto o por
exceso de n/2, es decir [n/2], o bien [n/2]. Una vez calculados los minimos de
ambas partes, es suficiente comparar ambos minimos para obtener el minimo
buscado. Si el array tiene a lo sumo un elemento, dicho elemento es trivialmente el
minimo.

Por ejemplo, si a es el array {3,4,2,6,0,—2,3}, y el rango de indices ini..fin abarca
todo el array, es decir, va desde 0 a 6 inclusive, el problema se reduce a calcular
recursivamente el minimo en el rango 0..3 (las cuatro primeras componentes), y el
minimo en el rango 4..6 (las tres dltimas); estos minimos son respectivamente 2y —2,
y de la comparacion de ambos se obtiene que el minimo de a es —2.

Asi pues, todo problema se va reduciendo recursivamente a dos subproblemas de
talla aproximadamente mitad y que en el caso base seran de talla 1.
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f*% Dado un array a de int, calcula &l minimo de
* los valo s oen alini..fin], O<=ini<=fin<a.length.
¥ @Eparam int[] a

*  @Eparam int ini

@param int fin

* f@return el minimo de alini..fin]
*
public static int minime(int[] a,int ini,int fin){
if (ini==fin) return al[inil];
else | int medioc = (ini+fin)/2,
minl = minimo{a,inl,medio},
min? = minimo{a,medioc+l, fin);
if (minl<min?) return minl; else return min?;

}

Figura 2. Calculo del minimo de un array en el rango ini.. fin.

Una vez analizado el problema llegamos a la relaciéon de recurrencia para el coste

1 n=1
T = {1g 41, ) 71 ]) no

Ecuacion 3. Coste el algoritmo de la figura 2.

que aproximaremaos por

1 n=1
T(n)={1+27‘(g) n>1

Ecuacion 4. Coste el algoritmo de la figura 2.

En este caso podemos resolverla por sustitucion
k

T(n) =1+2 T(g)=1+2 (1+2T(%))=---=22i‘1+2kT(2£k)

i=1

Utilizando el hecho de que Zle 271 =2k —1 y haciendo el cambio de variable
n = 2*¥ obtenemos
T(n) =2"—1+2"T(£) =n—-1+nT(1) =2n—-1
2k

Con el objetivo de utilizar las herramientas matematicas para resolver la relacién de
recurrencia obtenida en la ecuacion 4, realizamos el cambio de variable n =
2k, donde consideramos que k es la parte entera de log,n y %= 2k=1, Por tanto, la
relacion de recurrencia lineal viene dada por la sucesion a, = T(2¥) con a, = T(2°) =
T =1ya,=TR)Y=1+2TC2*Y) =1+ 2a,_,, k> 0.

De esta forma hemos modificado el problema inicial transformandolo en un
ejercicio tipico de ecuaciones en diferencias de la asignatura de matemaéaticas.

_{1 k=0
%=1 +2a5, k>0

Ecuacioén 5. Relacién de recurrencia lineal con coeficientes constantes.
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Para resolverlo es necesario encontrar una familia de sucesiones que seran la
solucién general de la relacién de recurrencia. Para ello utilizaremos el siguiente
teorema:

“La solucién general de una recurrencia lineal a,, = b(n) + ¢;a,_4 ... + ¢ a,_, donde
ci ER, ¢, # 0y b(n) es un funcion de n € N, viene dada por la expresion a, = al + af,
donde a! representa la solucion general de la ecuacion lineal homogénea
asociada, es decir a,, = ¢;a,_; ...+ cxa,_x Y ab es una solucion particular (cualquiera)
de la ecuacion completa” ([3]).

Siguiendo el método habitual para resolver ecuaciones en diferencias ([4]),
calculamos la soluciéon general de la recurrencia homogénea de coeficientes
constantes a;, — 2a,_, = 0, considerando la ecuacion caracteristica asociada, dada
en este caso poriA—2 = 0.

Utilizando las soluciones de esta ecuacién, en nuestro caso A =2, construimos la
familia de sucesiones al! = €2*, donde C es una constante arbitraria, que cumplen la
igualdad a;, — 2a,_, = 0.

Puesto que la recurrencia lineal de la ecuacion 5 tiene la funcién b(n) = 1, es decir
b(n) es un polinomio de grado cero, sabemos que sus soluciones particulares tienen
la forma a} = A, donde A es una constante que tendremos que determinar.

Para ello sustituimos en la relacién de recurrencia anterior a; — 2a,_, = 1
ap—2a, =A-24=1-A4=-1
Luego a} = —1 y la familia de sucesiones que cumplen la relacién de recurrencia

a, =1+ 2a,_,, €s decir, la solucién general de la recurrencia viene dada por
a; = af +al = C2*¥ —1,donde C es una constante arbitraria.

Para encontrar la solucion particular, es decir la Unica sucesion que la relacion de
recurrencia sujeta a la condicion inicial a, = 1, sera necesario calcular la constante
C. Para ello sustituimos la condicidn inicial en la soluciéon general

1=a,=C2"—-1->C=2

Luego la solucion de la ecuacion 5 viene dada por aq, = 22 —1 =2k — 1, para
todo k = 0.

Deshaciendo el cambio de variable n =2y recordando que hemos denotado
a, = T(2¥), obtendremos la sucesibn que cumple la recurrencia dada por la
ecuacion 4

Tn)=TR2" =aq,=22-1=2n-1, n>1.

4 Desarrollo del coste de Fibonacci

El dltimo ejemplo que trataremos es la sucesion de Fibonacci definida por la
recurrencia:
0 n=20
frn=141 n=1
fn—l + fn—z n>1

Ecuacioén 6. Sucesion de Fibonacci.
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En la parte izquierda de la figura 3, vemos un método recursivo que implementa el
calculo del término f, siguiendo literalmente la definicion anterior. Mientras que a
la derecha, en la misma figura, tenemos una version iterativa de Fibonacci que
calcula f,, con n pasos de programa.

/** Calculo de la sucesidn de Fibonacci /** CAlculo de la sucesién de Fibonacci
*  @param n un enterc >=0 *  Eparam n un entero =0
* Breturn el n-ésimo términoc *  Breturn el n-ésimo término
*/ */
public static int fR{int n){ public static int £I{int n){
if {(n<=1l} return n; if (n<=1l} return n;
else return fR(n-1)+ int fAntZ = 0, fantl =1, £ = 1;
fR(n-2); for {(int i = 2; i<n; 1++) |
} fEnt2 = fantl; fantl = f;

f = fAantl + fAnt2;
}

return £;

Figura 3. Calculos recursivo e iterativo de la sucesién de Fibonacci.

Una diferencia que podemos observar entre las dos versiones es que el céalculo
recursivo repite muchos calculos, como vemos por ejemplo en la figura 4, en la que
hemos desarrollado el arbol de llamadas recursivas paran = 5.

f(5)
/\-\\
f(4) f(3)
— T
f(3) f(2) f(2)  f(1)

f(2)  f(1) f(1) f(O) f(1) f(O)
/\\

f(1) f(0)

Figura 4. Arbol de llamadas del calculo recursivo de Fibonacci de 5.

Para medir co6mo va a afectar esta redundancia al tiempo de ejecucidn de este
algoritmo, nos vamos a plantear a continuacion el estudio del coste mediante las
relaciones de recurrencia para T(n).

4.1 Solucion a través de sustitucion
El coste del calculo recursivo de Fibonacci se expresa mediante la siguiente
relacion

1 0<n<l1
T(n):{1+T(n—1)+T(n—2) n>1

Ecuacion 7. Relacion de recurrencia del coste de Fibonacci recursivo.
En este caso no podemos resolverla directamente por sustitucion, pero si podemos
acotarla por dos sucesiones mas simples ya que es una sucesion creciente

1+ T(n—-2)+4T(n—-2)<14+Tnh—-1)+Tn-2)<1+ Tn—-1)+Tn-1), n>1
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luego1+2Tn—-2)< Tn) <1+ 2T(n—-1), n> 1.
Por tanto aplicando sustitucién a la cota inferior obtenemos

k
1+2T(n—2)=1+2(1+2T(n—4))=---=Zzi—1+2kT(n—2k)
i=1

Sustituyendo Zle 2i=1 = 2k — 1, el término general de la sucesion viene dado por

1+2T(n—=2)=2k—14+2*T(n—2k)=a2"?2 -1, n>1

donde a=2sin=2k (par)y a =22 sin=2k+ 1 (impar). Aplicando el mismo
razonamiento de sustitucion a la cota superior obtenemos

k
1+2T(n—1)=1+2(1+2T(n—1))=-~=Zzi-1+2’<T(n—k)
i=1

Sustituyendo Zle 271 = 2k — 1, el término general de la sucesién en este caso viene
dado por una Unica expresion para todo n
142T(n—1)=2¥—142*Tn—k)=22"-1, n>1
Por tanto
a2™?—1=142Tn—-2)<TM) <1+ 2T(n—-1)= 2"1 -1, n>1

donde a = 2sines par y a = 22 sin esimpar.

Por ejemplo, para n = 5 la cota inferior corresponde a suponer un desarrollo de
llamadas como se muestra en la figura 5, a la izquierda; mientras que la cota
superior corresponde a suponer un desarrollo de llamadas recursivas como el de la
misma figura a la derecha.

f(5) f(5)
//’/“\_\ /\\
f(3) f(3) f(4) f(4)
f(1) f(1) f(1) f(1) f(3) f(3)
/_A\\- /_A\\
£(2) f(2) £(2) £(2)
N S S S
fy 1) f1) () ) f) (1) )
T N N ~ ~ N ~ N
£(0) £(0) f(0) f(0) f(0) f(0) F(0) F(O) .. (0] £(0) F[O) F(O) (O) (O) () f(O)

Figura 5. Cotas inferior y superior del comportamiento de
Fibonaccirecursivo paran = 5.

En resumen, las dos cotas anteriores son exponenciales en n (con bases 22 y 2,
respectivamente), lo que puede resultar suficiente para compararlo con el coste
del Fibonacci iterativo.

Aun asi, podemos ser todavia mas precisos si aplicamos las herramientas
matematicas ya conocidas.



UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

4.2 Solucion a través de relaciones de recurrencia
Consideramos T(n) = a,, para transformar el problema del coste de la ecuacion 7 en
un tipico ejercicio de ecuaciones en diferencias de la asignatura de matematicas
B { 1 0<n<1
an = 1+a,1+a,, n>1

Ecuacioén 8. Relacion de recurrencia lineal con coeficientes constantes.

Para calcular la solucion general de la recurrencia homogénea de coeficientes
constantes a, = a,_; + a,_,, hecesitamos construir la ecuaciéon caracteristica, dada
en este caso por 22—1-1=0.

. . ., s g 1++/5 .
Utilizando las soluciones de la ecuacion caracteristica 1 = ‘ZV_, construimos la

familia de sucesiones a que cumplen la igualdad a, = a,_; + a,_,. Estas vienen

n n
dadas por la expresidon a; = C; (“2 5) +C, (1_2‘/5) , donde C; y C,son constantes

arbitrarias.

Puesto que la recurrencia lineal de la ecuacion 8 tiene la funcién b(n) = 1, sabemos
gue las soluciones particulares tienen la forma af = A, donde A es una constante
gue tendremos que determinar.

Para ello sustituimos af, en la relacién de recurrencia anterior a, — a,_; — a,_, = 1
p p 14 — — —
ap—ay,_,—a, ,=A—-2A=1-A4A=-1

Luego af = —1 y la solucién general de la recurrencia viene dada por a, = a? + af =

n n
C; (1+2\/§) +C, (1_2‘/5) —1,donde (; y C, son constantes arbitrarias.

Para encontrar la soluciéon particular de la ecuacioén 8, sera necesario calcular las
constantes C; y C,. Para ello sustituimos las condiciones iniciales a; =a; =1en la
solucion general

) o1t V5 b V5
=adn = A4 — = , =
R
Y por tanto la solucién de la recurrencia de la ecuacion 7 viene dada por
1+ \/§<1+ «/§>”+1— «/§<1— x/§>” L onso
—1, n=0.
V5 2 V5 2

T(n)=a, =

5 Conclusion

Mediante algunos ejemplos de analisis del coste de algoritmos recursivos, hemos
podido comprobar:

e En primer lugar, el interés de conocer y aplicar una herramienta
matematica concreta: la resolucion de recurrencias lineales, al estudio del
comportamiento temporal de un conjunto de algoritmos recursivos.

e Por otra parte, que los problemas de andlisis de algoritmos que se ha
resuelto puede ayudar a interpretar los pasos dados cuando se aplica
dicha herramienta matematica.
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De una manera mas general, queremos resaltar la importancia de la formacién
matematica de los estudiantes de Informatica para su profesion ([5]). Una muestra
notable de esta importancia es el premio “Fronteras del conocimiento” otorgado
en Espafia en 2011 al matematico Donald E. Knuth. Como se resefia en [6], el
jurado le atribuyé “hacer de la programacion informatica una ciencia
introduciendo técnicas matematicas para el analisis riguroso de los algoritmos”, y
reconocié que “aportd elegancia al promover la escritura de un coédigo de
programacion sencillo, compacto y comprensible de forma intuitiva”.
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