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Resumen

Las variaciones de los tipos de interés ofrecidos por el dinero en bancos y otras entidades
financieras afectan directamente a los mercados bursétiles. Asi, por ejemplo, cuando los tipos de
interés suben, se producen bajadas en las cotizaciones de las acciones en la bolsa. Estos
movimientos decrecientes pueden explicarse por diferentes razones. En primer lugar, los altos
tipos de interés elevan las cargas financieras de las empresas y, por lo tanto, empeoran los
resultados econémicos, lo que provoca un descenso de los dividendos repartidos y de las
cotizaciones. Asimismo, cuando suben los tipos de interés aumenta la rentabilidad de las
inversiones en renta fija, como las obligaciones, la deuda publica o los bonos, por ejemplo. Esto
provoca un desplazamiento de los inversores hacia los titulos de renta fija, en detrimento de la
renta variable, que siempre implica un mayor riesgo. En tercer lugar, los tipos de interés elevados
hacen disminuir el consumo al encarecerse la financiacion de las ventas a crédito. Esto provoca
una disminucion de las ventas y, por tanto, un empeoramiento de los resultados de las empresas,
lo que afecta a las cotizaciones de las acciones. Desde este simple razonamiento podemos
justificar la importancia del estudio de modelos apropiados para modelizar la evolucion de los tipos

de interés.

En esta memoria estudiaremos y aplicaremos un modelo estocastico para modelizar los tipos
de interés en el corto plazo. Este modelo, en su primera formulacion fue propuesto por Vasicek
(1977) y pertenece a una clase de modelos estocasticos, denominados de un factor. Los modelos

de un Unico factor son representados por la siguiente ecuacion diferencial estocastica:
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dr(t) = u(t,r(t))dt + a(t,7(t))aw (¢),

donde u y o representan funciones deterministas apropiadas, las cuales estan relacionadas con
la deriva o tendencia y la variabilidad del tipo de interés, respectivamente, y W(t) denota el

movimiento browniano o proceso estocastico de Wiener.

El modelo de Vasicek asume que el comportamiento de los tipos de interés tiene un
comportamiento regresivo hacia un valor fijo que define el valor estable de los tipos de interés.
Dicho modelo es conocido como modelo de regresion a la media. El modelo de Vasicek ha sido
utilizado con éxito para modelizar tipos de interés denominados “short-term”, i.e., en el corto plazo.
Esto es debido a que en su puesta en practica, se requiere la calibracion de los parametros del
modelo, y para que las técnicas estadisticas disponibles -tales como el método de maxima
verosimilitud- puedan aplicarse, la hipdtesis de que la volatilidad sea constante permite aplicar
dichas técnicas satisfactoriamente. Cabe también sefialar que desde el trabajo pionero de Vasicek
se han propuesto otros modelos similares para modelizar los tipos de interés. Sin embargo, hay
que subrayar que en muchos casos la formulacién de Vasicek sigue siendo valida y, por tanto,
estando en plena vigencia. Generalizaciones del modelo de Vasicek son: el modelo de CIR (Cox,
Ingersoll y Ross) (1985) y el modelo de Hull-White (1990). La aplicacion practica del modelo de
Vasicek se realiza sobre el tipo de interés EONIA con el objetivo de obtener una prediccién
probabilistica de este tipo de interés. EONIA (Euro OverNight Index Average) es el tipo de interés
medio diario (y por tanto a corto plazo) de la Unidén Europea, fruto de las operaciones de crédito

interbancarias.

Cabe sefalar que el desarrollo de esta memoria ha supuesto una ampliacién de los
conocimientos cursados en el Master de Direccion Financiera y Fiscal, ya que ha exigido una
introduccidn al calculo estocastico de Itd. Es por ello, que la primera parte de la memoria estara
destinada a introducir los preliminares estocasticos que requieren para estudiar el modelo de
Vasicek y, en la segunda parte se dedica a la aplicacion del modelo de Vasicek para predecir el
tipo de interés EONIA. Esta segunda parte del trabajo, requiere del uso de diferentes técnicas

estadisticas para realizar adecuadamente la validacion de las predicciones.
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Objetivos del Trabajo Final
de Master

El principal objetivo de esta memoria es el estudio de técnicas cuantitativas para la prediccion
de tipos de interés a corto plazo, incluyendo su aplicaciéon a un caso practico. Concretamente, los
resultados teéricos que se estudian en este trabajo se aplican para la modelizacién y prediccidn
del tipo de interés diario interbancario europeo EONIA. Este indice es utilizado como referencia

para la toma de decisiones relativas a operaciones interbancarias y de derivados financieros.

El mencionado estudio se realizara mediante el modelo de Vasicek perteneciente a la familia
de los denominados modelos de un factor. Este es un modelo de tipo estocastico que requiere del
potente calculo 1td para su resolucion. Por tanto, es también objetivo de esta memoria, el estudio
de las herramientas estocasticas pertenecientes a dicho calculo que se necesitan para estudiar
los modelos de un factor y en particular, el modelo de Vasicek.

Un segundo objetivo de este trabajo es la puesta en practica del modelo de Vasicek para
modelizar con datos reales el tipo interbancario EONIA y realizar predicciones probabilisticas. Ello
conduce de forma natural al estudio de técnicas estadisticas apropiadas, como los modelos de
regresion, el andlisis de residuos, construccion de intervalos de confianza, analisis de la bondad
de ajuste, realizacion de simulaciones y obtencion de predicciones, que también seran utilizados

en el desarrollo de este trabajo.




El modelo estocéastico de Vasicek para la prediccion de tipos de interés

10



El modelo estocéastico de Vasicek para la prediccion de tipos de interés

Antecedentes. Situacion
actual

Como hemos sefialado en el Resumen de esta memoria, las variaciones de los tipos de interés
ofrecidos por las entidades financieras afectan directamente a los mercados bursatiles. Cuando
los tipos de interés aumentan, se producen descensos en las cotizaciones de las participaciones
en los mercados bursatiles. Estos descensos se pueden se producen por diferentes razones. En
primer lugar, los altos tipos de interés aumentan las cargas financieras de las empresas
empeorando sus balances, lo que provoca un descenso de los dividendos y de las cotizaciones.
Cuando los tipos de interés aumentan, también lo hace la rentabilidad de las inversiones en renta
fija, como por ejemplo, las obligaciones, la deuda publica o los bonos. Esto produce una huida de
los inversores hacia los titulos de renta fija. En tercer lugar, los tipos de interés altos provocan una
disminucién del consumo al encarecerse la financiacion en las ventas a crédito. Esto produce una
disminucion de las ventas y, un empeoramiento de los balances de las empresas, afectando
negativamente a las cotizaciones de las acciones. Contrariamente, cuando los tipos de interés
bajan, las cotizaciones de las acciones tienden a mejorar. Las causas de esta mejoria se deben,
basicamente, a tres factores. El primero de ellos es que la bajada de los tipos de interés reduce
los costes financieros de las empresas, con lo que éstas mejoran sus resultados econdmicos v,
por tanto, pueden repartir mas dividendos y las cotizaciones de las acciones aumentan. En

segundo lugar, si los tipos de interés se reducen, las inversiones de renta fija ofrecen una menor
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rentabilidad. Este hecho hace méas apetecibles las inversiones en renta variable, en detrimento de
la renta fija. Por ultimo, los bajos tipos de interés estimulan la obtencion de financiacién por parte
de los consumidores, o cual eleva las ventas a crédito de las empresas y contribuye a mejorar los
resultados de éstas. Por estos motivos, cualquier informacion relativa a variaciones en los tipos de
interés provoca efectos inmediatos en la dinamica de la Bolsa. Posiblemente, los tipos de interés
son la variable mas influyente en que la evolucién del mercado sea alcista o bajista. El
comportamiento de los tipos de interés tiene repercusion no solo en la vision inversora de los
particulares y entidades privadas que acuden a los mercados financieros, sino también influyen en
las politicas monetarias que desarrollan las autoridades que gobiernan en cada pais para obtener

financiacién.

Las ideas expuestas en el parrafo anterior justifican la importancia de estudiar métodos
cuantitativos que traten de modelizar el comportamiento de los tipos de interés, con objeto de
predecir su valor futuro. Sin embargo, esta tarea no estad exenta de dificultades debido a la
volatilidad que suele estar asociada al comportamiento de los tipos de interés. Las finanzas
cuantitativas es un area de gran importancia en investigacion econdémica que trata, entre otras

cosas, de desarrollar modelos apropiados para los tipos de interés.

Las finanzas cuantitativas se iniciaron en Estados Unidos en los afios setenta, cuando algunos
inversores comenzaron a utilizar formulas matematicas para la asignacion de precios de acciones
y bonos. Los primeros modelos continuos de tipos de interés se formularon en el marco de la teoria
de las ecuaciones diferenciales deterministicas (véase Apartado 3.1). Este tipo de modelos
postulan un comportamiento estable de los tipos de interés, y se denominan modelos de tipos de
interés con reversion o regresion a la media. Esta hipétesis es sostenida porque las propias leyes
del mercado o las autoridades reguladoras de los mismos, tienden a adoptar medidas de forma
natural o artificial, respectivamente, para que los tipos de interés tengan un valor estable, ya que,
de ellos dependen, como hemos sefalado, la dinamica de los mercados. Sin embargo, en la
practica, y de forma mas acusada durante los Ultimos afios, se ha observado una gran volatilidad
en los tipos de interés. Esto puede atribuirsele a la gran cantidad de factores que determinan
finalmente el valor de un determinado tipo de interés. Estos factores en muchos casos pueden
considerarse de naturaleza aleatoria. Esto ha conducido a que se reformulasen los modelos
clasicos deterministas por nuevos modelos matematicos donde se considera la aleatoriedad. La
introduccion de esta aleatoriedad se ha realizado formalmente mediante el proceso estocastico de
Wiener o también llamado movimiento browniano. La consideracion de este nuevo ingrediente,

hace que técnicamente el calculo estocastico clasico sea una herramienta adecuada para resolver
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las nuevas ecuaciones diferenciales estocasticas a traves de las cuales se representan los nuevos
modelos. Ello requiri6 historicamente el desarrollo de un calculo estocastico especial para manejar
tales modelos, siendo It6 (1951) su precursor en el ambito matematico. Posteriormente, fue Merton

(1969) quien introdujo el calculo estocastico en su aplicacion en las finanzas.

Los primeros modelos continuos de tipo estocasticos orientados a modelizar los tipos de interés
se deben a Roll (1970,1971), Merton (1973, 1974) y Long (1974). Pero fue Vasicek (1977) quien
en un trabajo’ pionero propuso un modelo estocastico de reversion a la media para los tipos de
interés. Este trabajo ha representado un punto de inflexion en la modelizacion de los tipos de
interés, ya que, posteriormente se han desarrollado otros modelos mas elaborados como el
modelo Cox-Ingersoll-Ross? (1985) o su generalizacion debida a Maghsoodi® (1996), pero todos
ellos basados las ideas que formuld Vasicek en su trabajo, que han tenido una gran repercusion

en el ambito financiero

1 Vasicek, O. (1977). “An Equilibrium characterization of the term structure”, Journal of Financial Economics 5:177-
188.

2Cox, J.C., J.E. Ingersoll and S.A. Ross (1985). "A Theory of the Term Structure of Interest Rates", Econometrica
53:385-407.

3 Maghsoodi, Y. (1996). "Solution of the extended CIR Term Structure and Bond Option Valuation". Mathematical
Finance 6: 89-109.
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1. El papel del tipo de
interés en los mercados
financieros

El estudio de Vasicek (1977) se basa en la importancia que tienen los tipos de interés en los
mercados financieros debido a que el comportamiento de los tipos de interés tiene repercusion no
solo en la visidn inversora de los particulares y entidades privadas que acuden a los mercados
financieros, sino también influyen en las politicas monetarias que desarrollan las autoridades que
gobiernan en cada pais para obtener financiacion. El modelo de Vasicek se centra en una
economia de mercado eficiente, por lo tanto, existe informaciéon completa por parte de todos los
agentes econdémicos que acttan en los mercados y no existe informacion privilegiada que permitan

obtener cualquier tipo de ventaja.

A continuacién desarrollaremos los diferentes tipos de interés a corto plazo, definiremos los
mercados financieros y la politica monetaria llevada a cabo por el BCE junto con los diferentes
intermediarios financieros existentes en el marco europeo. Por ultimo, explicaremos el rol que

desempefian a nivel macroeconomico los tipos de interés en la economia.
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1.1. Los tipos de interés a corto a plazo

Uno de los tipos de interés que realizan operaciones a corto plazo son los referentes al mercado
interbancario, es decir, los tipos de interés a un dia. Cabe sefialar los siguientes tipos de interés a
corto plazo que operan en el mercado interbancario: el Sterling OverNight Index Average (SONIA),
Swiss Average Rate Overnight (SARON), Federal Funds Rate, London Interbank Offered Rate
(LIBOR) y Euro OverNight Index Average (EONIA).

Los tipos de interés anteriores se utilizan en el mercado interbancario de préstamos en el que
los bancos se prestan unos a otros dentro de un plazo determinado. La mayor parte de préstamos
interbancarios se realizan con vencimiento maximo en una semana, siendo la mayoria de ellos a
un dia. Estos préstamos se realizan al tipo interbancario, por lo que los bancos prestaran y tomaran
prestado en el mercado interbancario para poder gestionar su liquidez y cumplir con regulaciones
como el coeficiente de caja?. Por lo tanto, las condiciones en dicho mercado pueden tener amplios
efectos en el sistema financiero y en la economia real influyendo asi sobre las decisiones de

inversion de las empresas y los hogares.

Por otra parte, es conveniente centrarnos en el tipo de interés interbancario del BCE, EONIA,
ya que se trata del tipo de interés diario de la Unién Europea y sobre el cual, como se vera en el
Capitulo 4, se aplicaré el modelo de Vasicek. El tipo EONIA (Euro OverNight Index Average) es el

indice medio del tipo del euro a un dia, fruto de las operaciones de crédito interbancarias.

El EONIA es calculado por la European Banks Federation (EBF) a partir de los datos
suministrados por 39 instituciones de crédito junto con la ayuda del BCE. Es un tipo de referencia
usado en operaciones de productos derivados, especialmente derivados de financiacion
interbancaria y productos como los seguros de créditos para las operaciones interbancarias. Los
datos EONIA se publican diariamente entre las 18:45 y las 19:00 horas, y representan la tasa
promedio ponderada de las operaciones de préstamo “sin garantia de TARGET®” llevadas a cabo

4 El coeficiente de caja es el porcentaje de un banco que debe ser mantenido en reservas liquidas y por lo tanto no
pueda ser utilizado para invertir o realizar préstamos. Las autoridades de cada pais estableceran el coeficiente minimo

de reserva que todas las entidades financieras han de cumplir.

> TARGET (Trans-European Automated Real-time Gross settlement Express Transfer system) es lo que se conoce

como LBTR operado por el Eurosistema. Hoy dia es denominado, TARGET2. Las transacciones de pago se liquidan
una por una en una base continua de dinero del Banco Central con una firma inmediata. Tampoco existe un limite

16



El modelo estocéastico de Vasicek para la prediccion de tipos de interés

antes del cierre de sistemas “liquidacion en tiempo real bruto (LBTR)”, a las 18:00. En caso de que
un banco necesitara liquidez de TARGET y estuviera cerrado el mercado, se puede recurrir a la
llamada de facilidad marginal de crédito con su banco central nacional no més tarde de las 19:00,
mediante el pago de una tasa de interés (tasa marginal de crédito del Eurosistema) de 100 puntos
basicos sobre la tasa REPO® de interés. Por el contrario, en el caso de exceso de liquidez, los
bancos pueden depositar sus saldos de una cuenta (depositos overnight) en su banco central

nacional (facilidad de deposito).

1.2. La importancia de los tipos de interés en los
Mercados Financieros

Los mercados financieros son el espacio donde se realizan los intercambios de instrumentos
financieros y se obtienen sus precios. En dichos mercados, nos podemos encontrar una gama de
tipos de interés como: tipos de interés como instrumento de la politica monetaria, tipos de interés

en la banca, tipos de interés nominales y reales y tipos de interés del mercado.

La tasa de interés fijada por el banco central de cada pais para préstamos del Estado a otros
bancos o para los préstamos entre los bancos, se denomina tasa interbancaria. Esta tasa
corresponde a la politica macroeconémica del pais para promover el crecimiento econdémico, la
estabilidad financiera y la situacién en los mercados de acciones de un pais determinado. Si los
precios de las acciones estan subiendo, la demanda por dinero aumenta, y con ello, la tasa de

interés.

Las principales funciones de los mercados financieros son: establecer la posibilidad de los

mecanismos en el contacto entre los participantes en la negociacion, fijar los precios de los

superior o inferior en el valor de los pagos y se asienta principalmente en operaciones de politica monetaria y las

operaciones del mercado monetario.

6 Un REPO es una operacion con pacto de recompra, es decir, una entidad financiera vende un activo con un pacto
de recompra por un precio determinado dentro de un tiempo determinado. Las operaciones de repo se suelen realizar
con titulos de deuda fija, especialmente con titulos de deuda publica como letras, bonos y obligaciones del estado. En
este tipo de operaciones el inversor esta proporcionando un préstamo a la entidad financiera, solo que garantizado
con un titulo de deuda publica, normalmente se trata de una forma de obtener liquidez a corto plazo para los bancos.

También es un instrumento de politica monetaria de los bancos centrales.
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productos financieros en funcién de su oferta y su demanda, reducir los costes de intermediacion

y administrar los flujos de liquidez de productos o mercado.

La clasificacion de los mercados financieros se estipulara segun diversos criterios para poder
observar sus caracteristicas. Una categorizacion considera que si la operacién financiera se refiere
a la primera compra de una emision se encontrara en el mercado primario, mientras que si se trata
de una negociacion posterior entre los tenedores de los valores se tratara de un mercado
secundario. Dentro de este ultimo, encontramos dos tipos: el organizado, en el que compradores
y vendedores se encuentran en un lugar comun para realizar operaciones, (definido como mercado
bursatil) y el mercado no organizado (OTC), que es aquel en el que los intermediarios compran y

venden valores a otras contrapartes de forma bilateral.

Por lo general, se efectla una distincion entre el vencimiento inferior a un afio y el vencimiento
igual o superior a un afio, dando lugar a los mercados monetario y de capitales respectivamente.
El mercado monetario difiere de los demas mercados financieros en que suele ser un mercado
interbancario mayorista con operaciones de gran volumen que puedan influir directamente al
Eurosistema a través de sus operaciones de politica monetaria. Debido a que el BCE tiene el
monopolio de la oferta de activos de liquidez, puede llegar a fijar las condiciones de financiacién
para las entidades de crédito de la zona euro. Esto puede llegar a influir en las condiciones en las
que las entidades de crédito y otros participantes en el mercado de dinero cruzan sus operaciones.
Ademas, en lo que respecta a los instrumentos de los mercados monetarios y de capitales, se
distingue entre instrumentos “con garantia” y sin garantia”. Por ejemplo, en el mercado monetario,
el tipo de interés de oferta en el mercado interbancario del euro (EONIA) se refiere a los préstamos
sin garantia, mientras que los préstamos con garantia suelen adoptar la forma de “cesiones
temporales”, en las que el prestatario hipoteca una garantia. Cuando se exige que el valor de la
garantia sea superior al de los fondos obtenidos en préstamo, se lleva a cabo lo que se denomina

un “recorte”.

Otra clasificacion cominmente utilizada se basa en la forma del instrumento financiero
negociado en un mercado. Una distincién importante es la diferencia entre los mercados de renta
variable y los de renta fija. La principal diferencia entre la renta variable y la renta fija consiste en
que la primera no tiene que ser reembolsada por el emisor, mientras que la renta fija comprende
instrumentos financieros que, habitualmente hay que reembolsar (por importes especificos, a un

determinado tipo de interés y en una fecha concreta).
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1.2.1. Los derivados financieros

Por otra parte, también podemos destacar los derivados que constituyen otra importante
categoria de instrumentos financieros. Se trata de contratos financieros cuyo valor se obtiene a
partir de diversas referencias, como puede ser el precio del activo subyacente, los tipos de interés,
los tipos de cambio, los indices bursatiles o los precios de las materias primas. Los derivados
basicos son los futuros, las opciones, los swaps y los acuerdos sobre tipos de interés futuros. Por
ejemplo, el tenedor de una opcion de compra (de venta) tiene el derecho, pero no la obligacion,
de comprar (vender) un instrumento financiero, como un bono o una accion, a un precio dado en
una fecha futura. Combinando estas categorias se han desarrollado otros muchos productos
derivados. Los mercados de derivados pueden facilitar el funcionamiento de los mercados
financieros porque se pueden utilizar para mejorar la valoracién y la asignacion de los riesgos
financieros. No obstante, los errores de valoracion y las consiguientes variaciones de los precios

de los derivados financieros pueden incluir una mayor variabilidad en los precios de otros activos.

1.2.2. El mercado interbancario

El tipo de interés interbancario EONIA es negociado dentro del denominado mercado
interbancario. Este se define como un mercado en el que los bancos se prestan dinero unos a
otros en un plazo determinado. Como se ha sefialado anteriormente, la mayoria de este tipo de
préstamos interbancarios se realizan con un vencimiento maximo de una semana, siendo la mayor
parte de todos ellos a un dia. Para dichas operaciones, se utiliza el tipo interbancario de acuerdo
a la zona en la que se realicen. La principal razén por la que dichas entidades bancarias realizan
este tipo de operaciones es debido a que los principales 6rganos institucionales les exigen
mantener una cantidad adecuada de activos liquidos como puede ser dinero en efectivo, para
poder hacer frente a las posibles salidas de capitales de las entidades bancarias. En el caso de
que un banco no pueda cumplir con estos requisitos de liquidez, debera tomar prestado dinero del
mercado interbancario para cubrir el descubierto que puedan llegar a obtener. Por otra parte,
podemos encontrar bancos que tengan un exceso de activos liquidos por encima de los requisitos
legales de liquidez, por lo tanto, estos bancos prestaran dinero en el mercado interbancario y a

cambio obtendran un rendimiento por sus activos prestados.
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El tipo interbancario es el tipo de interés cargado a los préstamos a corto plazo entre los
bancos, es decir, es el tipo de interés utilizado por los bancos para las operaciones que realizan
en el mercado interbancario para poder cumplir con las regulaciones como pueda ser el coeficiente
de caja. Una funcién de los préstamos interbancarios en el sistema financiero es que se toma
como referencia para préstamos a corto plazo, es decir, sirven como referencia para asignar un
precio a numerosos instrumentos financieros mientras que por otra parte sirven para la transmision

de la politica monetaria.

Los tipos de interés a corto plazo, son aquellos que se encuentran en el denominado “Overnight
Market”, definido como el mercado a un dia. Es aquel mercado donde los prestamistas se ponen
de acuerdo en facilitar a los prestatarios fondos solamente durante la noche, es decir, el prestatario
debera pagar el dinero entregado mas los intereses al inicio de las actividades del dia siguiente.
La mayor parte de la actividad de dicho mercado se lleva a cabo en la mafiana inmediata después
del inicio de la jornada laboral. Una explicacion de este mercado seria el ejemplo de un grupo
encargado de la gestion de efectivo para un depdsito de una institucién financiera que comienza
con la prevision de la liquidez de los clientes de la institucion que necesitan en el transcurso de
ese dia. Si dicha prevision es que los clientes de las instituciones necesitaran mas dinero en el
transcurso del dia del que dispone de forma efectiva la institucion. Entonces, la institucion pedira
prestado dinero en el mercado durante la noche de ese dia, mientras que, si la institucion dispone
de dinero excedente ese dia, entonces se prestanran dinero en el mercado de la noche del mismo
dia.

1.3. La Politica Monetaria de la Unién Europea y los
intermediarios financieros existentes

Como en nuestro caso, nos vamos a centrar en aquel tipo de interés interbancario utilizado por
el Banco Central Europeo (BCE), el EONIA, llevaremos a cabo una explicacion sobre la politica
monetaria desarrollada por la Unién Europea. Se afirma que la politica monetaria influye en la
economia, ya que el BCE es el tnico emisor de billetes y el Unico proveedor de reservas bancarias,
es decir, tiene el monopolio de la oferta de la base monetaria. EI BCE puede influir en las
condiciones del mercado monetario y controlar los tipos de interés a corto plazo. En dicho plazo,

una variacion de los tipos de interés del mercado monetario inducida por el banco central pone en
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marcha una serie de mecanismos y de acciones de los agentes econdmicos que, finalmente,

repercuten en la evolucion de variables econémicas como el producto o los precios.

El 1 de enero de 1999, el BCE, se adjudica la responsabilidad de la politica monetaria de la
zona del euro. Dicha politica en el marco institucional se sustenta en dos principios fundamentales,
en primer lugar, el mandato del BCE se centrara claramente en el mantenimiento de la estabilidad
de precios y en segundo lugar, el BCE sera independiente. El principal objetivo del BCE es la
estabilidad de precios pero ello no quiere decir que los tipos de interés no sean importantes dentro
de la institucion, ya que depende de la decision que se tome respecto a los tipos de interés

oficiales, se produciran cambios en la economia.

Para decidir y gestionar la politica monetaria del euro, la Unién Europea (UE) se ha dotado de
una nueva institucion con personalidad juridica propia, el BCE, que forma, junto con los bancos
centrales de toda la UE, el Sistema Europeo de Bancos Centrales (SEBC). EI Consejo de Gobierno
del BCE ha decidido adoptar el término “Eurosistema”, es decir, donde el SEBC realiza sus
principales tareas. El Eurosistema comprende el BCE y los Bancos Centrales Nacionales (BCN)
de los Estados miembros que han adoptado el euro y esta dirigido por el Comité Ejecutivo y el
Consejo de Gobierno del BCE. Por lo que respecta al SEBC, esta dirigido, al igual que el
Eurosistema, por el Comité Ejecutivo y el Consejo de Gobierno del BCE, a los que se afiade un
tercer 6rgano de decisién del BCE: el Consejo General. En la practica, el Consejo de Gobierno se
reline cada quince dias, mientras que las decisiones sobre los tipos de interés sélo se toman el

primer jueves de cada mes para evitar incertidumbre en los mercados.

Respecto a la estrategia llevada a cabo por la politica monetaria, hay que destacar que se
sustenta en dos pilares esenciales denominados por el BCE, el analisis econémico y el analisis
monetario. Dentro del analisis econdmico, el BCE puede actuar sobre la demanda agregada
mediante los tipos de interés. Si sube los tipos de interés aplica una politica monetaria restrictiva,
los créditos se encarecen, lo que tendera a moderar el consumo y la inversion. Esto es lo que hara
el BCE ante una perturbaciéon de demanda que ponga en peligro el cumplimiento del objetivo de
inflacién. Por ejemplo, en los dos primeros afios de la existencia del euro se produjo un escenario
como el descrito, “burbuja de las nuevas tecnologias”, que provocd fuertes incrementos de la
inversion y el consumo, elevando los tipos de interés desde finales de 1999 hasta el afio 2000.
Cuando a finales de 2000 estallé la burbuja, el BCE disminuyd los tipos de interés, entre mayo de
2001 y junio de 2003. Todo esto nos indica también que entre un afio y medio y dos afios se
necesitan para ver exactamente que un movimiento de los tipos de interés transmite todos sus

efectos al comportamiento de los precios. En lo que respecta al andlisis monetario citado
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anteriormente, en los dos primeros afios de existencia del euro, cuando se mantuvieron altos los
tipos de interés para contrarrestar el aumento de la demanda agregada, la tasa de expansion
monetaria fue mas moderada y se respetd. Sin embargo, se bajan los tipos de interés sin que se

haga nada por impedirlo.

Parece claro que es en el primer pilar, el analisis economico, donde han de buscarse los
fundamentos de las decisiones de politica monetaria del BCE sobre los tipos de interés. Primero,
se analizaran las perturbaciones de oferta y demanda que pueden tener consecuencias para la
inflacién a corto plazo. Después, en el anélisis monetario, simplemente se reflexionara sobre los
efectos a largo plazo de esas decisiones, para no perder de vista, mientras se responde a las
perturbaciones, ya que la relacidn existente entre la cantidad de dinero y los precios. Dentro del
mercado monetario, el tipo de interés es determinado por la igualdad de la oferta y la demanda de
dinero que se encuentra en dicha economia. Modificando la oferta monetaria, es el modo en el
que el BCE puede influir en el tipo de interés. Las operaciones de mercado abierto en las que el
BCE eleva la oferta monetaria comprando bonos provocan una subida de precio y una bajada del
tipo de interés mientras que en el caso en el que reduce la oferta monetaria vendiendo bonos
provocan un descenso del precio de los bonos y una subida del tipo de interés. El tipo de interés
a corto plazo viene determinado por la condicién que acabamos de analizar: el equilibrio entre la

oferta de dinero y la demanda de dinero.

Las decisiones de politica monetaria con el nivel de precios comienzan con una modificacion
de los tipos de interés oficiales que fija el BCE para sus propias operaciones de financiacién a las
entidades de crédito. Debido a su monopolio sobre la creacion de la base monetaria, el BCE puede
determinar los tipos de interés que aplicara a sus operaciones. Dado que, con ello, el banco central
influye en el coste de financiacion de la liquidez de las entidades de crédito, estas tienen que
trasladar dichos costes a las operaciones de préstamo con su clientela. A través de este proceso,
el banco central puede ejercer una influencia dominante en las condiciones del mercado monetario
y controlar los tipos de interés de dicho mercado. A su vez, las variaciones de los tipos de interés
del mercado monetario repercuten en otros tipos. Por ejemplo, las variaciones de los tipos del
mercado monetario influyen en los tipos de interés que las entidades de crédito aplican a los

préstamos y depdsitos a corto plazo.

Como podemos observar en la Figura 1.1, representa el mecanismo existente por parte de la

politica monetaria llevada a cabo por el BCE, de la transmision de los tipos de interés a los precios.
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Figura 1.1. Mecanismo de transmisién de los tipos de interés a los precios.
Fuente. BCE (2011), “La Politica Monetaria del BCE”. Pagina 64.

Ademas, las expectativas sobre futuras modificaciones de los tipos de interés oficiales afectan
a los tipos de interés de mercado a mas largo plazo, ya que estos reflejan las expectativas sobre
la evolucion futura de los tipos de interés a corto plazo. Las modificaciones de los tipos de interés
oficiales del banco central no influyen, en general, en los tipos de interés a més largo plazo, salvo
si ocasionan un cambio en las expectativas del mercado relativas a las tendencias econdmicas a
largo plazo. Las variaciones de los tipos de interés influyen en las decisiones de ahorro, gasto e
inversion de los hogares y las empresas. Por ejemplo, manteniéndose constantes las demas
variables, unos tipos de interés mas altos tienden a hacer que a los hogares o a las empresas les
resulte menos atractivo endeudarse para financiar su consumo o su inversion y, también, que los
hogares prefieran ahorrar en vez de gastar sus ingresos corrientes, ya que la rentabilidad de su

ahorro es mayor.

En lo que respecta a los posibles intermediarios financieros que podemos encontrar en los
mercados financieros, podemos decir que se agrupan en dos grandes categorias: las Instituciones
Financieras Monetarias (IFM) y Otros Intermediarios Financieros (OIF). Las primeras comprenden

el Eurosistema (el BCE y los BCN de los paises que han adoptado el euro), las entidades de
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crédito y otras entidades, cuya actividad consiste en recibir depdsitos de entidades distintas de las
IFM y conceder créditos y/o invertir en valores. La gran mayoria de IFM de la zona del euro son
entidades de crédito (es decir, bancos comerciales, cajas de ahorro, etc.), definidas con claridad
con dos directivas sobre coordinacion bancaria y sujetas a normas de supervision comunes para
toda la UE. Las entidades de crédito son las entidades de contrapartida en las operaciones de
politica monetaria del banco central. Dado que conceden créditos a los hogares y a las empresas,
en base, principalmente, al crédito recibido del banco central, estas entidades resultan cruciales

para la transmision de las decisiones de politica monetaria a la economia.

Los intermediarios financieros que entran dentro de la categoria de OIF, también prestan
servicios financieros a los hogares y a las sociedades no financieras y negocian por cuenta propia
en los mercados financieros. El sector de otros intermediarios financieros incluye las empresas de
seguros y los fondos de pensiones, los auxiliares financieros, los fondos de inversion, las
sociedades y agencias de valores y derivados financieros y las instituciones financieras que
participan en operaciones de préstamo. El sector incluye, ademas, las entidades creadas por las
IFM para facilitar la titulizacion de los préstamos que, de otra manera, se mantendrian en el
balance de las IFM. La diferencia fundamental entre los OIF y las IFM es que estas Ultimas pueden
captar depositos del publico, mientras que los primeros se financian por otros medios, como la

emision de valores.

1.4. Aspectos macroeconémicos

A nivel macroecondmico, las politicas de caracter monetario, cambiario y fiscal pueden ayudar
a corregir los desequilibrios de la economia. En nuestro caso tendremos en cuenta la politica
monetaria. En el caso en el que nos encontremos ante una fase expansiva, los tipos de interés
disminuiran mientras que en el caso de una fase contractiva ocurrira el efecto contrario, los tipos

de interés aumentaran.

Por ultimo, podemos decir que el mercado, en el que se negocian valores tales como bonos,
acciones, futuros, etc., por efecto de la oferta y la demanda, fija para cada clase de activos un tipo
de interés que depende de factores como las expectativas existentes sobre la tasa de inflacion. El
riesgo asociado al tipo de activo y la preferencia por la liquidez, es decir, cuanto menos liquido sea

un activo, mayor compensacion exigiran los inversores. Sin embargo, en los mercados bursatiles,
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cuando suben los tipos de interés a un afio actuales y futuros esperados, el precio de las acciones

baja.

Mientras que el tipo de interés a largo plazo es una media geométrica de los tipos de interés a
corto plazo, hasta el momento del vencimiento. Una vez que el tipo de interés a corto plazo es
conocido, pero no asi los que prevaleceran en el futuro, por lo que los agentes tienen que utilizar
las expectativas de los mismos. Aunque la diferencia entre los tipos de interés a corto y a largo
plazo en el presente esta determinada por las expectativas de los agentes de las condiciones
economicas futuras, es decir, la estructura temporal de los tipos de interés contiene informacion

sobre las expectativas de los agentes de la evolucion futura de la economia.

En lo que respecta al modelo macroeconédmico IS-LM (también denominado Hicks-Hansen),
inspirado en las ideas de J.M. Keynes y sintetizado con las ideas de A. Marshall, si el tipo de
interés disminuye, entonces la inversion aumenta, el aumento de la inversién es un aumento en la
demanda agregada, por lo tanto esto es un aumento en renta que a su vez induce a un aumento
en el consumo, inversion... y vuelve a hacer subir la renta y el ahorro. En definitiva, el equilibrio
del mercado de bienes implica que una subida del tipo de interés provoca una disminucion de la
produccion. En el caso del equilibrio de los mercados financieros implica que, dada una oferta de
dinero real, un aumento del nivel de renta, que eleva la demanda de dinero, provoca una subida

del tipo de interés.
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2. Preliminares
estocasticos

2.1. Movimiento browniano o proceso de Wiener

El movimiento browniano es un proceso estocastico de tipo Gaussiano que inicialmente fue
propuesto para describir matematicamente ciertos fenémenos fisicos relativos al movimiento
aleatorio de diminutas particulas inmersas en un fluido. Dicho proceso fisico fue descubierto por
el biblogo Robert Brown (1827) cuando estudiaba en el microscopio el movimiento de particulas
de polen flotando en el agua. R. Brown observé que dichas particulas seguian un movimiento
errante o irregular debido a la interactuaciéon molecular. Posteriormente, Louis Bachelier (1900)
utilizé las ideas de R. Brown en el campo de las finanzas en su tesis doctoral titulada: “La teoria
de la especulacion” para modelizar ciertos activos financieros. Sin embargo, cabe subrayar que el
trabajo de L. Bachelier no fue comprendido en su época y permaneci6 ignorado durante muchos
afos, hasta que se consiguié formalizar matematicamente su fundamento. El trabajo de
formalizacion matematica del concepto de movimiento browniano fue realizado por Norbert
Wiener, a quien debe su nombre, ya que muchas veces al movimiento browniano se le denomina

también proceso de Wiener.
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2.2. Propiedades del movimiento browniano

El objeto de esta memoria es el estudio y aplicacién de un modelo estocastico de tipos de
interés, concretamente el modelo de Vasicek. Para formular y comprender con cierta profundidad
este modelo, es necesario introducir uno de sus principales ingredientes: el proceso estocastico
que introduce en dicho modelo la aleatoriedad. Este proceso es el movimiento browniano o
proceso de Wiener. Este proceso, tiene la peculiaridad de definirse a través de las propiedades

que lo caracterizan, en lugar de definirse a través de una formula matematica.

El movimiento browniano o proceso de Wiener, W = {W(t),t € R*}, es un proceso

estocastico real tal que cumple:

W.1. Comienza en el origen con probabilidad 1: P[W (0) = 0] = 1.
W.2. W tiene incrementos estacionarios:
Wit+A) — WL W(s+At) —W(s), Vs,t:0<s<tEe][0,+oo],

donde el simbolo ¢ denota que la igualdad anterior es en distribucion.

W.3. Los incrementos del proceso dados por W (t) — W (s) son independientes
W(ty) —W(t), W(ts) — W(ta), .., W (tn+1) — W(tn),
con0<t; <ty <t, <thyq < t00.

W.4. Los incrementos tienen una distribucion Gaussiana (o normal) con media 0 y varianza
(t—s)V 0 <s <t esdecir, W(t) — W(s)~N|[0,Vt — s]. Enel caso particular
en que s=0 y considerando la propiedad W.1., podemos decir que
W(t)~N [0, x/?] esto es, W (t) es una variable aleatoria normal o Gaussiana de
media 0 y desviacion tipica, vt: W (¢£)~N[0,t].

W.5. Las trayectorias de W (t) son continuas, pero no son diferenciables en ningin punto.

Algunas de las trayectorias muestrales del proceso browniano de este proceso pueden verse
en el Grafico 2.2.1. Estas cumplen las condiciones W.1-W.5. Cabe indicar que aunque el proceso
de Wiener introduce en el modelo de Vasicek la aleatoriedad, ésta no se corresponde directamente
con el movimiento browniano sino con su diferencial, o que genera un nuevo proceso estocastico

que también es Gaussiano y que se denomina ruido blanco.
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Grafico 2.2.1. Simulacién Movimiento Browniano.
Fuente: Elaboracion propia. Software Mathematica.

La eleccién de la diferencial del movimiento browniano para modelizar la aleatoriedad en el
modelo no debe de resultar sorprendente en base al Teorema Central del Limite, ya que son muy
numerosos y diferentes, los factores y variables que en el mundo real pueden llegar a determinar

el valor de un activo financiero susceptible de ser modelizado.
El proceso de Wiener W = {W (t), t = 0} tiene las siguientes propiedades estadisticas:
a) Funcion media: Por la propiedad W.4 se deduce inmediatamente que la media es nula:
uw () =0,vt = 0.
b) Funcién Covarianza:
Cov[W(t),W(s)] = Min]s,t],Vs,t = 0.

En particular, se deduce que la varianza es t tal y como indica la propiedad W 4.

1 . . e .
c) Es > —autosemejante: esta es una propiedad geométrica que se escribe formalmente

como sigue:
NTW(t) = W(Tt), Vt=0,vT>0.

La primera propiedad nos indica que, en media, el valor que toma este proceso es nulo (como

podemos apreciar intuitivamente en el Gréfico 2.2.1). La funcidn de covarianza mide el grado de
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relacion lineal (en sentido estadistico) entre las variables aleatorias W (s) y W (t) que se

observan al fijar dos instantes s y t. La ultima propiedad es Gnicamente geométrica.

2.3. Calculo de Ito

En este apartado, se enuncia una version apropiada para nuestros intereses de la herramienta
fundamental del célculo estocastico, a saber, la formula de K. Itd. Este resultado constituye una
version estocastica de la regla de la cadena para procesos estocasticos X (t) que son solucion de

una ecuacion diferencial estocastica de la siguiente forma:
dX(©) = f(t, X(0))dt + g(¢t, X(£))aw (). (2.3.1)

La formula de Itd tiene numerosas aplicaciones de interés, siendo el calculo exacto de la
solucién de la ecuacion diferencial estocastica (2.3.1) el principal en esta memoria. Cabe sefalar
que, al igual que sucede en el contexto determinista, el calculo de la solucion exacta de (2.3.1) no

siempre es posible, ello depende esencialmente de la forma de los coeficientes f (t,X (t)) y

g(t, X (t)). Sin embargo, en el caso que nos ocupa en este trabajo, el modelo de Vasicek, como

veremos en el Capitulo 3, ello si es factible.

Consideremos la ecuacion diferencial estocastica (2.3.1.) con condicién inicial X, una variable
aleatoria de segundo orden, es decir, tal que su momento central de segundo orden sea finito:
E[(Xy)?] < +o. Sea F = F(t,x) una funcion F:[0,T] xR - R de modo que las
siguientes derivadas parciales son continuas:

OF (t,x) OF(t,x) 0F(t,x) OF(t,x) 0F(t,x)
at ' ox ' otz ’ 0x2 ' Otox '’

0<t<T, xeR

y tal que:
Existe k; > 0 tal que:
2
E||F(t2 X (t2)) = F(t, X())|'] < ka(It — ta] + ELX () = X(£)I2])
Vt,, t,€[0,T].

i.  F(0,X(0)) es una variable aleatoria de segundo orden.
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Entonces F satisface una ecuacion diferencial estocastica (e.d.e.) del tipo (2.3.1),

concretamente:
oF (t, X OF(t,X) 1 92F (t, X
dF(t,X() = < gtt )+f(t,X) g; )+§gz(t,X)—a§2 )>dt
+ (g(t,X)aFg;X)>dW(t).

2.4, Integral de 1t6 y sus propiedades

En esta seccion introduciremos el concepto de integral de 1t6 de una funcidn determinista y las
propiedades de dicha integral que posteriormente necesitaremos para calcular las principales
funciones estadisticas, tales como la media, la varianza y covarianza, de la solucion del modelo
de Vasicek, ya que, dicha solucidn se expresa en términos de una integral de 1t de una funcion

determinista (véase Apartado 3.1.4).

Es importante sefialar que la integral de It6 puede definirse, y de hecho es mas general y usual
hacerlo asi, para procesos estocasticos, sin embargo, en esta memoria dicha integral solo se
requerira para integrar funciones deterministas, las cuales obviamente puede tratarse como casos
particulares de procesos estocasticos. Sin embargo, para dotar de mayor generalidad a la

presentacion que sigue introduciremos la integral de It de forma general.

La integral de It6 es el corazon del andlisis estocastico, siendo la principal razén para la
existencia de un analisis que difiere de la teoria matematica clasica de integracion y diferenciacion.
La integral de 1té define lo que uno deberia de entender por integracion de un proceso estocastico
con respecto al movimiento browniano (u otro proceso estocastico). El objetivo de este apartado

es dar una interpretacion de la expresion
[, X()dw(s), (24.9)

donde X (s) es un proceso estocastico que cumple ciertas condiciones que especificaremos méas
adelante. Nosotros decimos que (2.4.1) es la integral de It6 de X (t) con respecto al movimiento

browniano o el proceso de Wiener.
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Primero vamos a recordar lo que la interpretacion de dicha integral seria si X(s) y W (s) no
fueran procesos estocasticos, sino funciones deterministas. Asumimos f(s) y g(s) son dos

funciones suaves del tiempo s, y consideramos la integral

[ g()df(s). (242)

Cuando f(s) es una funcion diferenciable, nosotros escribimos % = f'(s), 0 en otras

palabras, df (s) = f'(s)ds. Sustituyendo esto en la integral (2.4.2) llegamos a

[ 9@are = [ g1 s
0 0

que reconoceremos como una integral estandar’. ;Pero qué sucede si f (s) no es diferenciable?®
Podemos todavia definir la integral (2.4.2). Cuando f (s) no es demasiado irregular como funcion
del argumento s, es decir, cuando f(s) es lo que se denomina como una funcién de variacion

acotada, podemos probar que la integral esta bien definida como el siguiente limite:

t n-1
| 9)ares) = lim " gG0(FCsien) = £50).
0 i=1

Puesto que f(s) tiene variacion acotada, f(s;.,) esta proximo a f(s;). A partir de esto
podemos probar que el limite anterior existe siempre que g(s) no varie demasiado. Por supuesto,
silafuncion g(s) es extremadamente fluctuante en diferentes puntos en el tiempo, el limite puede

todavia ser divergente.

Definiremos la integral (2.4.1) de forma analoga como el siguiente limite:
[, X (s, w)dW (s, w) = lim FE X (5, @) (W (5141, @) = W(si, ). (243)

Noétese que tomamos el limite para cada w fijo en el espacio muestral Q de la variable aleatoria

W (). El problema aqui es que el limite para cada w en general no existe (empieza en +oo) para

7 Recordamos que tales integrales son definidas como un limite puntual de la siguiente manera:
¢ n-1
[ 9@r©ads=lim " g6 66 - 50
0 i=1

donde 0 =5, <5, < -+ < 5, = t. Ademas, como es costumbre usaremos refinamientos de particiones, es decir,
asumimos que los puntos de particion {s,, ...s,} con n valores estan contenidos en los puntos de particion
{s1, -, S, Spe1) Que contiene n + 1 puntos. Cuando n crece, obtendremos un refinamiento paso a paso de la
particion del intervalo [0, ¢].

8 Un ejemplo de una funcién que no es diferenciable en el punto s = 0 es f(s) = |s|.
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muchos procesos estocasticos X (s). Para cada w, la funcion s — W (s, w) es extremadamente
volatil. De hecho, como hemos indicado anteriormente (véase propiedad W.5), el proceso de
Wiener es un ejemplo de un proceso estocastico con trayectorias muestrales continuas, pero no
diferenciables en ningun punto. Aun peor, el movimiento browniano como funcién del tiempo no
es una variacion acotada para cada w, como requerimos para f (s). Tenemos que compensar la
rugosidad de las trayectorias del movimiento browniano poniendo dos condiciones en el proceso
integrador X (s). Bajo estas condiciones el limite existira a pesar de la irregularidad del movimiento
browniano. La primera condicion es que asumiremos que X(s) es independiente de los
incrementos del movimiento browniano, mientras que la segunda condicion esta relacionada con
la variacion de la integracion (similar a la condicion de que g(s) en (2.4.2) no debe variar

demasiado).

A partir de la Propiedad W.2 del movimiento browniano sabemos que la variacion de un

incremento browniano esta dada como:
2
E [(W(5i+1) —W(sy)) ] = Si+1 — Si-

Si X (s;) es independiente del incremento W (s;;1) — W (s;), obtenemos

E|(xGoWsun - W) | = EXOIE[(Wesin) - W)
= E[X?(s)](si41 — 50)-

Considerando el segundo momento de la variable aleatoria

YEL X)W (sie) =W (s), (244)
y asumiendo que X (s;) es independiente de W (s;;,) — W (s;) para cadai =1,..,n—1,
puede verse utilizando que la independencia de os incrementos brownianos que:

2

E (Z X (W (sien) - W(si))) = > EIX*(s)1(siv1 — 50

Reconocemos la suma del miembro derecho como una aproximacién de la integral

) Ot E[X?(s)] ds. Por lo tanto, si esta integral existe, deducimos:
2

lim E <Z X(sl-)(W(sHl) — W(sl-))> _ ftE [X2(s)]ds
i=1 0

n—-0o
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esto nos conduce a la conclusién de que la varianza de la suma en (2.4.4) converge a

) Ot E[X?(s)]ds. Asumiendo que esta integral existe, demostramos que

B[ (tim 21 X GOW i) ~ W(s0)) | = [ B2 )lds. (245)

Cabe subrayar que la existencia de la integral que aparece en el lado derecho de la ecuacion
(2.4.5) puede, en algunos casos, no existir. Esta integral existe siempre que es finita, es decir,
siempre que el proceso estocastico X (s) es de tal que el segundo momento puede ser integrado
de 0 at. Es simple hacer ejemplos donde no es tal el caso. Por ejemplo, para el proceso X (s) =

s~IW(s), por la propiedad W.2 del movimiento browniano, tenemos

t t
f E[X?%(s)]ds = f s7lds=Int—1In0 = +oo.
0 0

Por otra parte, tomando X (s) = B(s), se puede facilmente reconocer que X (s) satisface la

condicion de integralidad. Esto se cumple también para una larga clase de procesos estocasticos.

Volviendo a la relacion (2.4.5), concretamente considerando el limite de la parte izquierda que
X (s;) debe ser independiente de incrementos W (s;;1) — W (s;) para todos los valores s;, i =
1, ...,n — 1. Esto conduce de forma natural a introducir la condicién denominada de adaptabilidad

del proceso integrador:

- Definicidn 1. Una variable aleatoria X es llamada F;-adaptada si X puede ser escrita
como (un limite de una sucesion de) funciones de W (t) para uno o mas t < s, pero
no como funcién de cualquier W (u) conu > s. Un proceso estocastico X (s) se
dice que es adaptado si para cada tiempo s € [0, t], la variable aleatoria X (s) es F-

adaptada.

Sefialemos algunos aspectos de la Definicion 1. En primer lugar, procesos que se derivan de
composiciones simples del movimiento browniano tales como X(s) = f(s,W(s)) son
adaptados, mientras que procesos como X (s) = W (s + 1) nolo son. Si nosotros consideramos
la integral X(s) = fos W (t)dt, también define un proceso estocastico adaptado, porque la

integral es el limite de sumas del movimiento browniano en diferentes tiempos menores que s. Es

decir, por la definicién de integral, tenemos

s n—-1
X(s) = f W@z = lim Y W)@~ 1)
0 i=1
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Por lo tanto, focalizando sobre la integral de It6, vemos que siempre que el proceso integrando
X(s) sea adaptado, la integral fOtX (s)dW (s) tiene sentido como el limite puntual en (2.4.3).

Ademas, este limite (2.4.3) puede probarse que converge en media cuadratica y por lo tanto

también para cada w € €. Concluimos nuestra exposicion con la definicion de la integral de It6.

- Definicion 2 (integral de It6). Un proceso estocastico X (s) es integrable segun It6
en el intervalo [0, t] si:

1. X(s) es adaptado paras € [0,t], y

2. [JE[X?(s)]ds < oo.
La integral es Ito se define como la variable aleatoria
fOtX(s, w)dW (s, w) = rlll—{go Y X (s @) (W(sigg, ©) — W(s;w)),  (24.6)
donde el limite es considerado por cada w € ().

Puede demostrarse que la integral de 1td goza de las siguientes propiedades, las cuales no
estan enunciadas con la maxima generalidad, sino en el contexto en que se requeriran para el

desarrollo de la memoria. Por ello, dichas propiedades se enuncian solo en el caso particular en

que el integrando X (s) es una funcién determinista h(s) tal que fot(h(s))zds < 4o00;
11, Media: E [ foth(s)dW(s)] = 0.
2. Varianza: Var [f; h(s)aw (s)] = [} (h(s)) ds.

1.3. Covarianza: Cov [ INAGELOANE (T)dW(T)] = [T by (Dhy (D,

siendo t A s = min (¢, s).

4. Normalidad: f, h(s)dW (s)~N [0; [ (h(s))"ds]
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3. Modelo de tipos de
interés de Vasicek o de
regresion a la media

Las variaciones de los tipos de interés afectan directamente sobre la toma de decisiones de
inversion y gestion de riesgos en los mercados financieros. Los modelos de un solo factor
constituyen una clase de modelos para estudiar los tipos de interés que han demostrado ser de
gran utilidad para estudiarlos. Los modelos de un unico factor son representados por la siguiente

ecuacion diferencial estocastica:
dr(t) = u(t,r(®))dt + a(t,7(£))dW (¢),

donde u y 0 representan la deriva o tendencia y la volatilidad del proceso de tipo de interés r(t),

respectivamente, y W (t) denota el movimiento browniano o proceso de Wiener.

El modelo propuesto por Vasicek (1997) pertenece a la clase de modelos de un factor donde
se asume que el término u(t, r(t)) es una funcion lineal del tipo de interés r(t) con la propiedad
de que dicha funcién induce un comportamiento asintéticamente estable hacia un valor medio ,

concretamente se toma: u(t,7(t)) = a(r, — r(£)) y, el término de volatilidad o (¢, (¢t)) se
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asume constante, es decir, o(t,7(t)) = o . La ecuacion diferencial estocastica que se obtiene
es conocida como ecuacion de Ornstein-Uhlenbeck® con coeficientes constantes. Este tipo de
ecuaciones ha sido usado extensamente para la evaluacion de bonos, futuros y derivados que

requieren una estimacion de la estructura temporal.

3.1. Motivacion del modelo deterministico de tipos de
interés

El objetivo de este apartado es motivar la introduccion de un modelo estocéstico de tipos de
interés, concretamente el modelo de Vasicek, a partir de un modelo determinista, el cual se

analizara a continuacion.
Denotemos por:

e 1(t), el tipo de interés en el instante t,

e u, eltipo de interés medio a largo plazo,

e k, constante de proporcionalidad que medira la velocidad del ajuste de los tipos de
interés,

e 1y, el tipo de interés actual o inicial (t=0),

entonces el siguiente problema de valor inicial (p.v.i.) describe, de forma deterministica, la

evolucién del tipo de interés r = r(t)

r'(t) = k(u — r(t)), k>0, ueR (3.1.1)
r(0) =1y, ro€R o

Este modelo se denomina “modelo deterministico de tipos de interés con reversidn (o regresién)

a la media”. A continuacién, se detallara el significado del modelo, lo que justificara su

denominacion de “reversion a la media” y se calculara su solucion temporal r = r(t) asi como

su comportamiento asintético, es decir, a largo plazo, calculando el siguiente limite: lim r(t).
—00

9 El proceso de Ornstein-Uhlenbeck es un proceso estocastico, que describe la velocidad de una particula bajo los
efectos de la friccion provocada por un movimiento de tipo browniano. El proceso es estacionario, Gaussiano y
Markoviano, y es el tnico proceso no trivial que satisface estas tres condiciones. Dicho proceso es la solucion de una
ecuacion diferencial estocastica del tipo descrito.
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Concretamente, se vera que %im r(t) = u, lo que justifica la denominacion anterior de este
—00

parametro como el interés medio a largo plazo.

En primer lugar, a partir de la interpretacién geométrica de la derivada, se observa desde la

ecuacién diferencial ordinaria (e.d.o.) dada en el p.v.i. (3.1.1) que:

k>0
e Siu>r(t)= r'(t) >0 = r(t)escreciente,

k>0
e Siu<r(t) =>> r'(t) < 0 = r(t) es decreciente,

indicandonos que si el tipo de interés actual, r(t) es menor (mayor) que el tipo de interés medio
a largo plazo, p, entonces r(t) tiende a crecer (decrecer). Esta interpretacion, indica que el tipo
de interés r(t) aunque fluctue, a largo plazo tiende a retornar o regresar a un valor medio u. Mas
especificamente, segln la e.d.o. (3.1.1) la variacién instantanea del tipo de interés, r'(t), es
directamente proporcional a la diferencia (positiva 0 negativa) del tipo de interés actual r(t)
respecto de su valor medio a largo plazo, es decir: k(u — r(t)). A la constante positiva k, se le

denomina parametro de restitucion o velocidad del ajuste del tipo de interés actual hacia su valor

medio a largo plazo.

El p.v.i. (3.1.1) esta basado en una e.d.o. de tipo lineal a coeficientes constantes, cuya solucion

es bien conocida (véase (3.1.2)).

x'(t) =ax(t)+ b} _ b\ a(t-t,) _ P .

x(ts) = x, = x(t) = (xo + a) e ==, sia# 0. (31.2)

Identificando los parametros del modelo general (3.1.2) con el (3.1.1) se deduce:
x(t)=rt),a=—-k+0, ty=0, b=ku, (31.3)

donde obsérvese que se ha utilizado que por hipétesis k > 0. Por tanto, segun (3.1.2) la

evolucion temporal del tipo de interés esta dada por:
r®)=pu+@Go—we™™, t>0. (314)
Observamos a partir de (3.1.4) que efectivamente el tipo de interés medio a largo plazo es u:
-kt

limr(t)z,u+(r0—u)£ime =Uu.

En el Grafico 3.1.1 se ilustra el comportamiento del modelo.
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Grafico 3.1.1. Representacion grafica de la solucién del modelo determinista dado por el p.v.i. (3.1.1).
Fuente: Elaboracién propia.

3.2. Motivacion del modelo estocastico de tipos de
interés: El modelo de Vasicek

En el apartado anterior se ha presentado un modelo de tipos de interés con reversion a la media

dr(t)

completamente determinista. Introduciendo la notacion diferencial de la derivada: r'(t) = ”

en dicho modelo, éste se reescribe equivalentemente como:

dr(t)
22 = ke(u—r(®),

dr(t) = k(u — r(t))dt (3.2.1)

Observemos que en la practica el valor por el cual tiende a largo plazo el modelo determinista
depende de un gran numero de factores econdémicos, como pueda ser las politicas monetarias, el
riesgo financiero,..., factores todos ellos que contienen incertidumbre debido a la complejidad de
los subfactores que a su vez los determinan. Es por ello mas razonable tratar el parametro u no
como una cantidad deterministica, si no como una cantidad aleatoria. Esto motiva la siguiente

representacion estocastica del parametro u:
u->pu+ W), A>0 (322

siendo W (t) el movimiento browniano o proceso de Wiener (introducido en el Apartado 2.1), A >
0 suintensidad y W'(t) la derivada en el sentido de las distribuciones de W (t), que se denomina

proceso ruido blanco.
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De esta forma, introduciendo la sustitucién (3.2.2) en (3.2.1), se obtiene:
dr(t) = k[(p + AW'®)) — r(0)]de,
dr(t) = k(u—r@®)dt + k AW'(t)dt. (3.2.3)

Ahora, razonando formalmente, dado que: dW (t) = W'(t)dt, el modelo (3.2.3) se escribe

como:

dr(t) = k(p—71@®)dt+kAdW(t),

‘o) = 1 } (3.2.4)

En la literatura financiera este modelo de tipos de interés con reversion a la media se denomina

modelo de Vasicek'® o de Ornstein-Uhlenbeck.

3.3. Solucion del modelo estocastico de Vasicek de
tipos de interés mediante el calculo de It6

Una vez hemos motivado desde el escenario determinista el planteamiento estocastico del
modelo de tipos de interés de Vasicek, en este apartado estudiaremos, desde el punto de vista
analitico y estadistico, su solucion (que es un proceso estocastico) y sus principales funciones
estadisticas, las cuales jugaran un rol esencial en el ajuste de los parametros del modelo cuando

éste se aplica a casos practicos.

Para mayor claridad en el desarrollo posterior, vamos a reescribir el modelo de Vasicek dado

en (3.2.4) en la siguiente forma equivalente:

dr(t) = a(r, — r(t))dt + o dW (1),
(3.3.1)
r(0) = 19,
donde hemos realizado la siguiente identificacion de los parametros:
a=k, T, =U, o=kA>0.

A continuacion, utilizando el calculo de It6 (véase Apartado 2.3), resolveremos la ecuacion

diferencial estocastica (3.3.1), i.e., calcularemos r(t).

10 Vasicek, O. (1977). “An equilibrium characterization of the term structure”, J. Financial Economics, 5, 177-188.

41



El modelo estocéastico de Vasicek para la prediccion de tipos de interés

Para calcular en el proceso estocastico r(t) que satisface la ecuacion diferencial estocastica

(3.3.1), primero vamos a reformular dicha ecuacién. Para ello, introducimos el cambio de variable:

r(t) = X@)—r,

ar@®) = dax@p 32

Xt)y=r@t)-n, = {

y sustituyendo en (3.3.1) obtenemos:
dX(t) = —aX(t)dt + cdW(t), (3.3.3)
siendo ahora la condicion inicial
X0)=r0)—1r,=1ry—1,. (3.34)

Ahora aplicaremos la formula de It6 