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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo se muestran los fundamentos del analisis del estado tensional que ac-
tla en un punto de un sdélido deformado en régimen elastico lineal. También se abor-
dan los procedimientos practicos que permiten calcular, a partir del tensor que descri-
be el estado tensional alrededor de un punto, la magnitud de las tensiones principales
y las direcciones principales asociadas.

Mediante el desarrollo detallado de un ejercicio practico se muestra coémo obtener las
componentes del tensor a partir de las acciones y las solicitaciones que soporta una
barra de una estructura sencilla. Posteriormente se localizan los puntos criticos en los
gue comenzaria el proceso de plastificacion.

2 Introduccidn

El andlisis de las deformaciones de una estructura suele realizarse admitiendo que la
estructura recuperara su forma original cuando dejen de actuar las cargas a las que
fue sometida. En tal caso se dice que la estructura esta trabajando en régimen elasti-
co. Si, ademas, las deformaciones son proporcionales a las cargas aplicadas, entonces
el proceso se desarrolla en régimen elastico lineal.

El fendbmeno de la deformaciéon de un sdélido suele caracterizarse representando el
estado tensional que generan las cargas en cada uno de sus puntos. Si se pretende
que el sdlido deforme en régimen elastico, en ningun punto del sélido deberia alcan-
zarse un estado tensional que exceda el limite elastico del material con el que se ha
construido el sélido. En caso contrario, se producirian plastificaciones localizadas y el
solido pasaria a deformarse en régimen elastoplastico. Como consecuencia, el solido,
incluso después de que las cargas dejaran de actuar, no recuperaria por completo su
forma original ya que la parte plastica de las deformaciones quedaria remanente.

Uno de los méas conocidos criterios de fluencia plastica [1] es el de las tensiones princi-
pales. Asi pues, se dice que en un punto del sélido deformable comenzara la fluencia
plastica cuando el estado tensional en dicho punto sea tal que la maxima tension
principal es igual al limite elastico del material.

En régimen elastico lineal y para el caso de pequefias deformaciones y movimientos,
es valido el principio de superposicion de causas y efectos. Asi pues, si un solido esta
sometido a la accion de varias fuerzas, el estado tensional en un punto podra obte-
nerse como superposicion de los estados tensionales generados, en ese mismo punto,
por cada una de las fuerzas actuando por separado. No obstante, incluso con esta
simplificacion, es muy dificil obtener una formulacién que permita expresar, con cierta
generalidad, la distribucion de tensiones en un sélido cualquiera.

En el caso de que el sélido analizado fuera una barra, el problema de la distribucién
de tensiones se simplifica. Utilizando las formulaciones que proporciona la Resistencia
de Materiales [2] (ecuacidon de Navier y teorema de Colignon) pueden obtenerse las
distribuciones de tensiones, normales y tangenciales, generadas por los axiles, los cor-
tantes y los momentos flectores.

Conocidas las tensiones debidas a cada una de las solicitaciones en cada uno de los
puntos de la barra se podra caracterizar el estado tensional de los puntos mas signifi-
cativos, calcular las tensiones principales, compararlas con el limite elastico del mate-
rial y predecir si se producira, o no, fluencia plastica en la barra.
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3 Objetivos

Una vez que el lector estudie con detenimiento este documento, sera capaz de

» Deducir las tensiones que, en régimen elastico lineal, genera cada una de las soli-
citaciones que soporta una barra.

» Expresar de qué manera se superponen en un punto las tensiones provocadas por
cada una de las solicitaciones.

» Detectar los puntos criticos de una barra en los que conviene centrar el analisis
para averiguar donde y cuando comenzaran a aparecer plastificaciones locali-
zadas.

= Discriminar los casos en los que las tensiones tangenciales debidas a los cortantes
tienen una relevancia comparable a la de las tensiones normales generadas por
los axiles y los momentos flectores.

= Caracterizar un estado tensional construyendo su tensor y elaborando la represen-
tacion grafica de dicho estado.

= Calcular la magnitud de las tensiones principales en un estado de tensiones (bia-
xial o triaxial) y localizar las direcciones principales asociadas.

= Utilizar los procedimientos graficos asociados al circulo de Mohr para obtener ten-
siones y direcciones principales.

= Discriminar entre estados de carga que generan la fluencia plastica y aquellos
gue mantienen a la barra dentro del dominio elastico.

Para ilustrar debidamente cada uno de estos objetivos se resuelve detalladamente un
ejercicio practico y se proponen actividades de aprendizaje autbnomo para las que
se proporcionan los resultados y con las que el lector puede autoevaluar su progreso.

4 Resolucion del caso practico

4.1 Datos del ejercicio

El problema consiste en averiguar si en alguno de los puntos mas significativos de la
estructura de la Fig. 1 llegaran a producirse plastificaciones localizadas.

Se propone analizar es estado tensional de los puntos A, B, C y D. El limite elastico del
material se fija en 50 N/mm2. La geometria se define en la Fig. 1. Como puede obser-
varse, se trata de una barra en voladizo empotrada en un bloque macizo de grandes
dimensiones. La seccion transversal del voladizo es rectangular (200 x 300 mm).

Por lo que respecta a las cargas, puede verse que el voladizo esta sometido tan solo a
tres fuerzas aplicadas en su extremo libre. Una de ellas (1200 kN) provoca el acorta-
miento del voladizo y las otras dos (400 y 800 kN) generan la curvatura de la barra de-
bida a los momentos flectores al tiempo que provocan el desplazamiento relativo de
las secciones debido a la cizalladura por efecto del cortante. Como no se trata de un
problema de dimensionado, no es necesario mayorar las cargas.

4.2 Distribucion de tensiones

La distribuciéon de tensiones normales debidas al axil N y a los momentos flectores M; y
My viene dada por la ecuacion de Navier [2]
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La distribucion de tensiones tangenciales debidas a los cortantes T; y Ty puede obtener-
se del teorema de Colignon [2] y de su concrecion para el caso de tension maxima en
una seccion rectangular
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Como la barra es muy corta comparada con sus dimensiones transversales (relacion
luz/canto = 500/300 = 1.66 < 2), las tensiones tangenciales tendran una relevancia
comparable a la de las tensiones normales.
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Fig. 1 Dimensiones de la estructura, definicion de las cargas y puntos criticos
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4.3 Solicitaciones en la seccion del empotramiento

Las fuerzas aplicadas generan las siguientes solicitaciones en la seccién del empotra-
miento

N =-1200 m (axilde compresion) ; T =800kN T, =400 kN
M, =800-0.5=400 kN- m (negativo) ; M, =400-0.5=200 kN- m (negativo) ec. 3

4.4 Geometria de masas de la seccion

Para poder utilizar la ec. 1 y la ec. 2 es necesario conocer las siguientes propiedades
mecanicas de la seccion rectangular

Q=Db-h=200-300=60-10° mm?

3 3
Z:b h” _ 200-300 =450-10° mm* ; |,
12 12 12

_h-b® 300-200° ec.4

[ =200-10° mm*

4.5 Tensiones normales en la seccidén del empotramiento

En la Fig. 2 se muestran las distribuciones de tensiones normales generadas por el axil y
por los momentos flectores en cada uno de los puntos de la seccion de la barra situa-
da en el empotramiento.

Estas distribuciones se han obtenido sustituyendo en la ec. 1 las solicitaciones dadas en
la ec. 3y las propiedades geométricas de la seccion obtenidas en la ec. 4
~ -1200-10° -200-10° _ -400-10°

= + -7+ .y =-20-2-0.888- ec.5
77760.10°  200-10° 450.10° 7 y

Sustituyendo las coordenadas de los puntos A, B, Cy D en la ec. 5 se obtiene la tension
normal que generan el axil y los momentos flectores en tales puntos

A z=-100 y=0 o, =—20+100 = 80 N/mm’®

B z=0 y =-150 0y =-20+133.3 =113.3 N/mm? cc. 6
C z=-100 y =150 0. =-20+100-133.3 = -53.3 N/mm?

D z =100 y =-150 op =-20-100+133.3 =13.3 N/mm?

En la Fig. 3 se puede observar la superposicion de tensiones normales obtenida con
SigmaCAD [3] y comprobar los valores indicados en la ec. 6.

Como actividad autébnoma de aplicacion practica de los contenidos de este articulo,
se propone al lector que calcule la magnitud de la maxima tensién normal de com-
presidon y que localice el punto que debe soportarla. Al final del articulo se proporciona
la respuesta a ambas cuestiones.

4.6 Tensiones tangenciales en el empotramiento

En la Fig. 4 se muestran las distribuciones de tensiones tangenciales generadas por
ambos cortantes en cada uno de los puntos de la seccion de la barra situada en el
empotramiento.

Estas distribuciones se han obtenido sustituyendo en la ec. 2 las solicitaciones dadas en
la ec. 3y las propiedades geométricas de la secciéon obtenidas en la ec. 4



POLITECNICA
DE VALENCIA

3
_§ Mzzo N/mm?2

. _ 3 400-10°
Ty 2 60-10°

Tmaxz = = ——— =10 N/mm? ec.7
* 2 60-10

Observando la posicién de los puntos A, B, Cy D con relacion ala Fig. 4 y de acuerdo
con los valores obtenidos en la ec. 7, se obtiene la tension tangencial que generan los
cortantes en tales puntos

A 7,=0 ; 7,=20N/mm’ B 7, =10 N/mm?* ; 7, =0
C 7,=0 ; z'y:O D 7,=0 7, =0

y

ec. 8

4.7 Superposicion de tensiones en los puntos de control

Las tensiones a las que se encontraria sometido el material de la barra en el entorno
de los puntos A, B, Cy D, debido a la actuacién conjunta de las tres fuerzas, se muestra
en la Fig. 5.

4.8 Tensiones principales en estados triaxiales

La magnitud de las tensiones principales que actian en cada uno de los puntos de
control podria obtenerse utilizando la formulacion general [1] aplicable a los estados
de tension triaxiales y que viene dada por la ec. 9.

De su desarrollo se deduce la ecuacion caracteristica del tensor de tensiones (ec. 10)
en funcién de sus invariantes (ec. 11). La ecuacioén caracteristica es una funcién poli-
némica cuyas raices son |os valores principales del tensor.

(0'11 - O') O O3

( [e]-0o1] ) [n]=[0] - o (0, —0) Oy =0 ec.9
O13 F (633 - O_)
o®- Lo*+ Lo - 1,=0 ec. 10
0. o 0. o o o O O O3
. _|Pu O 11 O3 22 O23| _
L=0,+0,+0y 5 |, = + + v =0, 0, Oy ec. 11
O12 Oy [O13 O3z |03 Oz

O13 Oy O33

En el caso de un estado triaxial genérico, el procedimiento mas eficaz para calcular los
valores principales es el que utiliza el Angulo de Lode. Este a&ngulo no tiene significado
fisico y viene dado por la ec. 12. Sustituyendo su valor en la ec. 13 se obtienen direc-
tamente las tensiones principales. Téngase en cuenta que en ambas ecuaciones el
angulo de Lode se expresa en radianes.

2 3
c0536:—& azlL—I2 b:—Z-(Iij +Q—I3 C:Z\/g ec. 12
ac 3 3 3 3
clzli+c-cose 02=|i+c~cos[9+ﬁJ c3=|—1+c-cos(e+ﬂ] ec. 13
3 3 3 3 3

De la Fig. 5 se deduce cual es la expresidn del tensor de tensiones en el punto A. El
tensor y sus invariantes se muestran en la ec. 14.
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0O 0 0 | =80
[ca]=|0 80 -20 ; l, =-400 ec. 14
0 20 0 ,=0

El &ngulo de Lode y los parametros que permiten calcularlo se detallan en la ec. 15.
Los valores principales obtenidos aplicando la ec. 13 se muestran en la ec. 16.

2 3 -
a=29 _(400)=253333 : b=—2. (?j +w — _48592.593

2533.333 3-(-48592.593)

3
c=2-,|——=58.12 ; cos36=— =0.99001 ec. 15
3 2533.333-58.119

6 =0.046949 rad

1

D
B = B B %
5o < 4
AL

oo‘“p
Al A
o‘“p‘B
ck—T = 20 c

1333

T L

Fig. 2 Distribuciones de tension normal debidas al axil y a los momentos flectores
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o, = %+58.119 -c0s0.046949 = 84.72 N/mm?®

G, = %+58.119 : 005(0.046949 +%) =-4.72 N/mm? ec. 16

o, = % +58.119- COS(0.046949 +%) =0

Se propone al lector que obtenga la expresion del tensor de tensiones en el punto By
gue calcule, utilizando el angulo de Lode, las tensiones principales. La solucién a estas
cuestiones es la siguiente

0 -10 O 6, =114.18 N/mm?
[05]=|-10 1133 0 c, =-0.88 N/mm? ec. 17
O 0 o0 o, =0
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Fig. 3 Superposicion de tensiones normales debidas al axil y a los momentos flectores
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Fig. 4 Distribucion de tensiones tangenciales debidas a los cortantes

4.9 Tensiones principales en estados de tension plana

Con frecuencia, nos encontramos con estados tensionales biaxiales conocidos como
estados de tensidn plana. Se caracterizan porque su tensor tiene una fila y una colum-
na llena de ceros. En tales casos, el tercer invariante se anula ya que es el determinan-
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te de la matriz del tensor. A su vez, la ecuacion caracteristica adopta el siguiente for-
mato

o0+, 0-l,=c-(c" |- +1,)=0 ec. 18

X3 X3 X3 X3
‘ ‘ N 13.
Xo Xo X2 X2
X1 Xy

Xy X1
Fig. 5 Superposiciéon de tensiones en los puntos A, B, Cy D

por lo que es inmediato concluir que una de las raices es nula. Las otras dos se pueden
obtener resolviendo la ecuacién de segundo grado resultante.

Las soluciones explicitas de la ec. 18 son las siguientes

L |12
o, = I ec. 19
275 g2

2
|1 I1

DTN g2

Es evidente que tanto el entorno del punto A como el entorno del punto B estan some-
tidos a estados de tension plana.

113
20 10

80 L L
X, Xy

A 80 B

20 10

113

Fig. 6 Estados tensionales planos en los punto Ay B

El tensor y la ecuacion caracteristica en el punto A son los siguientes

80 -20
[O-A]:|: 20 0 } 0°-80-0-400=0 ec. 20

Las raices de la ec. 20 pueden obtenerse de la ec. 19. Como puede comprobarse a
continuacion, coinciden, l6gicamente, con los valores obtenidos en la ec. 16

2 2
alzﬁ+,/ |L—|2 :@h/ ﬂ—(—400):84.72 N/mm?
2 V4 2 4
2 2
o, =ﬁ—4/ IA—|2 =@-4/ 80 —(~400) = -4.72 N/mm?
2 Va 2 4

Una de las direcciones principales es la perpendicular al plano del tensor y las otras dos
pueden obtenerse de la siguiente expresion

ec. 21
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e —_13.28°
t92(/70 :L d th(DO = 2 ( 20) %0 ec. 22
0110 80 -13.28°+90°=76.72°
2

Sustituyendo el angulo en la siguiente expresidn se obtiene la tensién principal que ac-
tuara en la direccién orientada a 13.28°

_0ut0oy +O'11_‘7
2
80 80

0 ==+~ CO5(-26.56°) +(-20)- sen(-26.56°) = 84.72

22.Cc0S2¢ + 0y, - Sen2p
ec. 23

También pueden obtenerse faciimente las tensiones y las direcciones principales utili-
zando procedimientos graficos. En la Fig. 7 se muestra el circulo de Mohr del estado
tensional en el punto A, las tensiones y direcciones principales y la posicién del Polo.

El trazado del circulo de Mohr se fundamenta en la representacion grafica de las si-
guientes ecuaciones

2
o =Tut% +\/ {—Uﬂ;%} +0% =PA+VAB +BC =PA+AC

2
ec. 24
2
o, = “112022 _\/ {“ﬂ;"zz} +0% =PA-VAB +BC =PA-AC
siendo
ﬁ:%zs_zo:m : ?:%:%0:40 ; BC=0,=-20 ec. 25

Obsérvese que la ec. 24 no es mas que la expresion explicita de la ec. 19.

Como actividad de aprendizaje autbnomo se propone al lector que calcule, grafica y
analiticamente, las tensiones principales en el punto B y compruebe sus valores com-
parandolos con los obtenidos previamente en la ec. 17.

4.10 Tensiones principales en estados uniaxiales

Como puede observarse en la Fig. 5, en el entorno de los puntos C y D el estado ten-
sional es uniaxial. En estos casos dos filas y dos columnas de la matriz del tensor estan
llenas de ceros. Por lo tanto, el tensor de tensiones ya esta referido a las direcciones
principales. Ademas, al anularse el segundo y el tercer invariante, dos de las tensiones

principales son nulas. La tercera tension principal en C vale o, =-53.33 N/mm’ mientras
que en D esigual o, =13.33 N/mm?.

4.11 Comprobacion de la plastificacion

Como puede comprobarse, si las cargas crecieran simultanea y progresivamente, el
punto B seria el primero en alcanzar la plastificacion dado que la tensiéon principal ma-
xima en ese punto es, en valor absoluto, mayor que en A, C o D.

No obstante, observando la Fig. 2, la Fig. 3 ylaFig. 4, se deduce que la plastificacion
realmente comenzaria por la esquina inferior derecha de la secciéon (punto de coor-
denadas y = 150 mm y z = 100 mm). En dicho punto, las tensiones tangenciales son nu-
las (igual que ocurre en el punto C y en el D) pero las tensiones normales alcanzan el

10
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valor maximo (mucho mayor que en A o B). Basta con sustituir las coordenadas del
punto en la ec. 5 para comprobar que, si se aplicaran las tres fuerzas en toda su mag-
nitud, en dicho punto se alcanzaria una tensién principal de compresion de 253.3
N/mmz2. Como el limite elastico del material es de 50 N/mm?2, la seccidén estaria comple-
tamente plastificada.

Para mantener la estructura en régimen elastico y limitar la plastificacién al menciona-
do punto, tan solo deberia aplicarse un porcentaje de las cargas igual a 50/253.3 =
19.74 % del total. Esto aplicando 236.87 kN de axil, 157.91 kN de fuerza vertical y 78.95
kN de fuerza horizontal, toda la seccion estaria sometida a tensiones menores a 50
N/mm?2y sélo la fibra de la esquina inferior derecha plastificaria.

Fig. 7 Estado tensional y circulo de Mohr en el punto A

5 Cierre

En este articulo se ha analizado la distribucién de tensiones generadas por multiples
solicitaciones (axil, cortantes en dos direcciones y momentos flectores actuando sobre
dos ejes). Se considera que las solicitaciones provocan deformaciones en el rango
elastico lineal y se trata de averiguar cual seria la magnitud maxima que podrian al-
canzar las cargas para que no se produzcan plastificaciones.
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