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Introduccion

En muchas aplicaciones, aparece la necesidad de calcular para una matriz
A una cierta funcién f(A), como puede ser la exponencial, el logaritmo, la
raiz cuadrada, la funcién signo u otras. En algunas de estas aplicaciones,
especialmente en el contexto de matrices dispersas de gran dimensién, no es
necesario obtener de forma explicita la matriz f(A) sino que se requiere uni-
camente el cédlculo de f(A)v para un cierto vector v. En este caso, es posible
plantear un enfoque del problema basado en proyecciones sobre subespacios
de Krylov, con lo que los algoritmos de Arnoldi y Lanczos constituyen el
principal niicleo computacional. En particular, el cdlculo de exp(tA)v, para
un cierto escalar ¢, es la base de algunos métodos para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias que gobiernan el comportamiento de muchos fené-
menos fisicos. El software EXPOKIT implementa este calculo de forma se-
cuencial, y no existe ningiin software paralelo que ofrezca una funcionalidad
similar. El objetivo de este trabajo final de méster consiste en implementar
una nueva clase de métodos en SLEPc que permitan realizar dicho célculo,
aprovechando los métodos de Krylov de que dispone.

El presente documento esta estructurado tal y como se indica a conti-
nuacion: en el capftulo 1 se resumen aspectos claves sobre la teoria de las
funciones matriciales y se describen algunos métodos de resolucién. El ca-
pitulo 2 presenta el algoritmo empleado por EXPOKIT para el célculo de
la funcién exponencial. El capitulo 3 realiza una breve introduccién a las
librerfas PETSc y SLEPc. En el capitulo 4 se muestran los detalles mas
relevantes de la implementacion en SLEPc.

Después, la descripcién de los experimentos que comprueban la funcio-
nalidad y miden las prestaciones de la implementacién, son recogidos en el
capitulo 5 junto a los resultados.

Por tltimo, se encuentran las conclusiones del trabajo en el capfitulo 6 y
al final se adjunta tanto la bibliografia referida durante el documento como
las referencias mas importantes consultadas durante su elaboracién.



Capitulo 1

Funciones matriciales

La necesidad de evaluar una funcién f(A) € C™*" de una matriz A €
C™™ surge en un amplio y creciente nimero de aplicaciones, que van desde
la solucién numérica de ecuaciones diferenciales a la medida de la comple-
jidad de las redes. En este capitulo se estudian métodos numéricos para la
evaluacién de las funciones de una matriz, junto con una breve descripcién
de la teorfa subyacente.

1.1. Definiciéon y propiedades

Se entiende por funcién matricial aquella funcién f : C**™ +— C™*" que
se define en términos de una funcién escalar. De una manera informal, dada
una funcién f(z) definida sobre el espectro de una matriz cuadrada A, la
matriz f(A) se puede obtener sustituyendo la variable z por la matriz A
en la expresién que define a f(z). En consecuencia, por ejemplo, det(A), la
matriz adjunta y la matriz p(X) = AX?+ BX +C (donde todas las matrices
son m X n) no son funciones matriciales en este sentido.

Una de las propiedades més importantes es que f(A) es un polinomio en
A € C™" los coeficientes del polinomio dependen de A. Esta propiedad no
sorprende en vista del teorema de Cayley-Hamilton.

Teorema 1.1 (Cayley-Hamilton) Sea A € C"™*™ y q(t) = det(t] — A) el
polinomio caracteristico de A. Entonces, q(A) = 0.

El teorema implica que la potencia n-ésima de A, y por induccién todas
las potencias superiores, se pueden expresar como una combinacién lineal de
I,A,- -, A" ! Asi, cualquier serie de potencias en A puede ser reducida a
un polinomio de A de grado, a lo sumo, n — 1.
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1.1. DEFINICION Y PROPIEDADES

Otras propiedades se recogen en el siguiente teorema.
Teorema 1.2 Sea A € C"*" y f definida en el espectro de A, entonces
(a) f(A) conmuta con A
(b) f(AT) = f(A)"
(¢c) F(XAXTY) = X f(A)X™

(d) los valores propios de f(A) son f(\;), donde \; son los valores propios
de A

(e) si A = (A;j) es triangular, entonces F' = f(A) es triangular con la
misma estructura de A y Fy; = f(Ay)

(f) si A= diag(A11, Asg, -+, Amm) es diagonal por bloques, entonces
f(A) = diag(f(Anr), [(A2), -, f(Anm))

A menudo conviene representar a la funcién matricial como una serie de
potencias o serie de Taylor.

Teorema 1.3 (Convergencia de la serie de Taylor de una matriz) Si
f tiene una serie de Taylor

f(z) = §< ot (e fﬁ@)

con radio de convergencia r. Si A € C"*" entonces f(A) se define mediante

a(A — al)*

WK

f(A) =

B
Il

0

si y solo si cada uno de los valores propios A1, -+, s de A, donde s es el
numero de valores propios, satisface una de las condiciones

(a) |\ —a] <,

(b) |\i —a| =7 y la serie para f™~Y(N\) (donde n; es el indice de \;) es
convergente en el punto A = X\;,i=1:s.



1.2. TECNICAS GENERALES

De este modo, la exponencial de una matriz se define mediante la eva-
luacion de la siguiente serie de potencias.
2 A3
A p— — — . ..
et =1+A+ o +3! +

y el seno y coseno mediante

cos(A)=T—A+—+—— "+

Otras funciones importantes son: la funcién signo, raiz cuadrada, riiz
p-ésima y logaritmo.

1.2. Técnicas generales

Existen diferentes técnicas para calcular o aproximar funciones matricia-
les, algunas de ellas muy generales y otras especializadas en determinadas
funciones.

1.2.1. Transformaciones de semejanza

El uso de transformaciones de semejanza se basa en la siguiente relacion:
f(XBX™!) = Xf(B)X ! Laidea es factorizar A = XBX !, con B de una
forma que permita facilmente calcular f(B). Entonces f(A) = X f(B)X ™!
se obtiene rapidamente.

La opciéon méas obvia de semejanza es una diagonalizacion, suponiendo
que A es diagonalizable: A = Xdiag()\;)X !, donde los \; son los valores
propios de A y las columnas de X sus vectores propios.

En aritmética de precision finita, este planteamiento es fiable solamen-
te si X estd bien condicionada, esto es, si el nimero de condicién k(X) =
| X |IX || no es demasiado grande. En la clase de matrices normales (A*A =
AA*, A € C™") se garantiza que la diagonalizacién esta bien condicionada.
Esta clase incluye las matrices ortogonales, simétricas, antisimétricas y sus
andlogas complejas, unitarias, hermitianas y antihermitianas. De hecho, las
matrices normales son precisamente esas que son diagonalizables mediante
una matriz unitaria, y las matrices unitarias estdn perfectamente condicio-
nadas en la 2-norma ky(X) = 1. La descomposicién espectral A = QDQ*
con () unitaria y D diagonal es siempre posible y si esta descomposicion



1.2. TECNICAS GENERALES

se puede hallar, entonces la férmula f(A) = Qf(D)Q* ofrece una excelente
manera de calcular f(A).

En matrices generales, si X debe ser unitaria, lo méas cerca a la forma
diagonal que A puede ser reducida es la forma Schur: A = QT'Q* donde
@ es unitaria y T triangular superior. Los valores proprios de A aparecen
en la diagonal de 7. La descomposicién Schur se puede hallar mediante el
algoritmo QR, entonces f(A) = Qf(T)Q* se reduce ahora a evaluar f con
una matriz triangular superior.

Surge un problema con el método de la diagonalizacién cuando A es real
con algin valor propio complejo y f(A) es real, entonces errores de redondeo
pueden causar que f(A) tenga una pequena parte imaginaria distinta de
cero (Para las matrices simétricas el sistema de valores propios es real y
estas consideraciones no se aplican). Una forma de solventar este problema
es emplear la diagonalizacién por bloques A = XDX ™! con D, X € R™"
y D tiene bloques diagonales 2 x 2 correspondiente a los valores propios
complejos conjugados.

1.2.2. Aproximaciones racionales y polinomiales

La forma natural de aproximar f(A) es imitar lo que se hace con las
funciones escalares: aproximar f(A) mediante r(A) donde r es alguna apro-
ximacién racional o polinomial a f. De la teorfa sobre la aproximacion escalar
se sabe que f(z) = r(z) es una buena aproximacién en cierta regién de C.
Sin embargo, no hay garantfa de que la aproximacién matricial f(A) ~ r(A)
sea igual de buena si el espectro de A se encuentra en esta regiéon. En
realidad, si A es diagonalizable con A = XDX ™! entonces f(A) —r(A) =
X(f(D)~ (D)X, por lo que || f(A) — r(A)]| < #(X)||f(D) - r(D)]. Por
consiguiente, el error en la aproximacién matricial es k(X)) veces mayor que
el error en la aproximacion escalar. Si A es normal, ko(X) = 1, la aproxima-
cion escalar y matricial son esencialmente la misma.

Una aproximacién polinomial cuando f tiene una serie de Taylor f(z) =
Yo aiz" es la serie de Taylor truncada

k

Ti(A) =) a; Al

=0

Dentro de las aproximaciones racionales, la aproximacién de Padé resul-
ta ser particularmente til. 74, (2) = Pem(2)/qrm(z) es una aproximaciéon de
Padé [k/m] de f si prm ¥ Qrm son polinomios de grado k y m, respectiva-
mente ; Gun(0) = 1y f(2) — rem(2) = O(ZFF™1). Un aproximante de Padé



1.3. EL PROBLEMA F(A)B

reproduce tantos términos como sean posibles de la serie de Taylor sobre el
origen. Si un aproximante [k/m] de Padé existe, entonces es tinico.

1.2.3. Iteraciones matriciales

Algunas funciones matriciales son susceptibles de calcular mediante ite-
raciones de la forma

X1 = 9(Xg)

donde ¢ es una funcién polinémica o racional. En la practica, la matriz de
inicio X se toma como Xg = I o Xy = A y la funcién de iteracién g puede
ser o no dependiente de A.

Tales iteraciones son fédciles de implementar mediante la multiplicaciéon
de matrices y la solucién de sistemas lineales con multiples lados derechos.
Sin embargo, la estabilidad numérica en aritmética de precision finita es un
problema.

1.3. El problema f(A)b

En muchas aplicaciones, especialmente en el contexto de matrices disper-
sas de gran dimensién, no es necesario calcular f(A) sino que se requiere el
célculo de la accién f(A)b para un determinado vector b. Esto es anédlogo a
resolver el sistema lineal Ax = b sin calcular A~L.

1.3.1. Meétodos de Krylov

Estos métodos consisten, basicamente, en obtener una aproximacion de
f(A)b a partir del subespacio de Krylov generado por los vectores {b, Ab, A%D,
siendo m un nimero entero positivo relativamente pequeno con relacion a la
dimensién de la matriz A.

Kn(A,b) = span{b, Ab,---, A" b}

Entre estos métodos se encuentra el procedimiento de Arnoldi.

Procedimiento de Arnoldi

El procedimiento de Arnoldi para una matriz A € C"*" obtiene una re-
duccién a la forma Hessenberg, Q*AQ = H, donde () € C™*™ es unitaria y
H € C"*" es Hessenberg superior. Escribiendo @ = [q1, -, ¢n] vy equiparan-
do k columnas en AQ = QH tenemos que

o Amlpy



1.3. EL PROBLEMA F(A)B

k+1

Age =Y haa, k=1:n-1 (1.1)
=1

Esto se puede reescribir como

k
hieikrer = Agy — Y hagi =: 7 (1.2)
i1

donde, usando el hecho de que @) es unitaria,

siempre que 7 #£ 0, qpi1 = Tk/hk+1,k7 con hk+1,k = ||7”k||2
A partir de (1.1) se deduce por induccién que

Span{(h? to 7qk} = Span{qla Aqh to 7Ak71q1}

es decir, los vectores de Arnoldi forman una base ortonormal para el subes-
pacio de Krylov (A, ¢;). El procedimiento de Arnoldi produce la factori-
zacién

AQk = QrHy + his1 kQur1€),
donde Qi = [q1, -+, qx] y Hi = (hi;) es una matriz k x k Hessenberg superior.
Las columnas 1 hasta k — 1 de esta factorizacién son justo (1.1), mientras
que la columna k es (1.2). La ecuacién (1.3) puede ser escrita como

QLAQ, = Hy
que dice que Hj es la proyeccién ortogonal de A en span{q,---,q} =
’Ck(Aa(_h)
Tras generar la base ortonormal ¢i,---, ¢, para IC,(A,q) el procedi-

miento termina si el residuo es igual a cero

hm+1,mqm+1 =0:= T'm,

ya que, entonces K, (A, q1) = K1 (A4, ¢1).

Dada una matriz A € C"*" y ¢q; € C" de 2-norma unidad, el algoritmo 1.1
usa el procedimiento de Arnoldi para calcular la factorizaciéon AQ = QH,
donde @ € C™™ (m < n) con columnas ortonormales y H € C™ ™ es
Hessenberg supeior.

El algoritmo 1.1 usa el método de Gram-Schmidt modificado para orto-
gonalizar Aq, contra qq,---,q;. El método Gram-Schmidt clédsico se puede



1.3. EL PROBLEMA F(A)B

Algoritmo 1.1 Procedimiento de Arnoldi
1: fork=1:ndo

2: z=Aq

33 fori=1:kdo
4: hixk = ¢z

5: z=2z— hyq;
6: end for

T Pk = |2l

8: if hk-i—l,k =0V m =k then
9: quit

10:  end if

11: ey = 2/ his1k
12: end for

usar en su lugar, remplazando la linea 2 por las asignaciones r, = Agqy,
z2 =7y z por 1 en la linea 5 y en adelante. La perdida de ortogonalidad en
los vectores de Arnoldi puede ocurrir en aritmética de precisién finita para
ambos métodos de Gram-Schmidt (mds para el cldsico Gram-Schmidt), pero
se puede solucionar mediante reortogonalizacién. Otra alternativa es usar
una implementacion del procedimiento de Arnoldi basado en las reflexiones
de Householder.

Cuando A es Hermitiana muchos de los productos interiores del bucle
interno del procedimiento de Arnoldi son cero y no necesitan ser calculados.
En realidad, para matrices Hermitianas el procedimiento de Arnoldi se redu-
ce al procedimiento de Lanczos, el cual produce una matriz H; tridiagonal
simétrica real.

Aproximacién Arnoldi de f(A)b

Si el procedimiento de Arnoldi, con la matriz A y el vector inicial ¢; =
b/ ||b]|,, completa k pasos, se puede aproximar f(A)b mediante

fie = |Ibll, Qrf (Hi)es
= Quf(Hr)Qpb

La evaluacién de f se lleva a cabo con la matriz k x k Hy, donde en la
practica k < n y se puede hacer con cualquiera de los métodos disponibles
para matrices densas de pequenia dimensién. Realmente, se esta evaluando f
en el subespacio de Krylov K(A, q;) vy hay que llevar el resultado al espacio
original C".
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1.4. LA FUNCION EXPONENCIAL

1.3.2. Cuadratura y aproximacién racional

Si tenemos una representacién integral f(A) = [r(A,t)dt, donde r es
una funcién racional de A, entonces se puede aplicar cuadratura y aproxi-
mar f(A)b mediante ), 7(A,t;)b. Dependiendo de como r se represente, la
evaluacion de esta aproximacion se reduce a resolver uno o mads sistemas
lineales.

Para una funcién analitica f se puede emplear la férmula integral de
Cauchy

F(A) = QLM,/Ff(z)(z[ A ds (1.4)

donde I' es un contorno cerrado que se encuentra en la regiéon de f y rodea
el espectro en el sentido contrario a las agujas del reloj. De (1.4) se obtiene

1
- omi

f(A)D /f(z)(z] — A)bdz (1.5)
r
Cualquier método basado en (1.5) necesita ser especializado para una f
y matriz A en particular, ya que la seleccién del contorno I' es crucial para
la efectividad y fiabilidad del método.

1.4. La funciéon exponencial

Especial interés tiene la funcién exponencial por su papel en la solucién
de ecuaciones diferenciales. El cldsico problema escalar

dy

A -
o =y, y(0) = b,

tiene solucién y(t) = e*b, mientras el problema andlogo vectorial

d
d—?i = Ay, y(0)=b, yeC" AeC™

tiene solucién y(t) = eb.

Han sido propuestos numerosos métodos para calcular e?. En "Nineteen
dubious ways to Compute the Exponential of a Matrix"[10] de Moler y Van
Loan se clasifican una amplia variedad de ellos. La aproximacién de Padé,
combinada con el método de escalado y potenciacién, es el método mas
usado.

La aproximacién de Padé de orden (p,q) para e se define mediante la
expresion

11



1.4. LA FUNCION EXPONENCIAL

donde
p +q— l |
Z (p q J Ly
=+ —J)
y
q .
(p+q—7)¢ :
qu(A) = _A)J-

= (p+a)lila =)

El problema es que iinicamente proporcionan buenas aproximaciones cer-
ca del origen. Una manera de evitar esto es hacer uso de la propiedad

A m
eA = (em>

El método de escalado y potenciacién consiste en seleccionar un valor
m como potencia de 2, m = 27, de manera que /™ pueda calcularse con
precisién y eficiencia, y entonces calcular (e#/™)™ mediante potenciacién
repetida. Eligiendo j como el menor entero positivo que cumpla

1Al o 1
2 =%

se obtiene el valor de m maés adecuado.

Existen varias razones para utilizar aproximantes diagonales de Padé
(p = q) en lugar de los no diagonales (p # ¢). Por ejemplo, si todos los valo-
res propios de A estdn en el semiplano Re(z) < 0, entonces los aproximantes
calculados con p > ¢ suelen tener errores de redondeo debido a problemas
de cancelacion, mientras que con p < ¢ se suelen producir debido al mal
condicionamiento del denominador D,,(A).

En muchas ocasiones puede ser interesante calcular directamente el pro-
ducto e4*b sin hallar expresamente la matriz e4*. Los métodos que calculan
este producto estdn basados en los subespacios de Krylov, como el procedi-
miento de Lanczos para matrices simétricas, y el procedimiento de Arnoldi
para el caso en que A no sea simétrica. Partiendo de A € C™*" y del vector
inicial b € C™ se obtiene la reduccién de Hessenberg,

Avm - VmHm + hm—l—l,mvm—l—le;

12



1.5. SOFTWARE DISPONIBLE

donde V,,, es una base ortonormal de m vectores, H,, es una matriz Hessen-
berg superior de dimensién m, e,, es la columna m-ésima de la matrix [,,, y
Um+1 €S Un vector unitario que satisface VXv,,11 = 0. La aproximacién que
se realiza es

eMb ~ BV eflmer
siendo 8 = ||b||, v e1 la primera columna de I,. Se pueden obtener muy
buenas aproximaciones con valores de m relativamente pequenos.

1.5. Software disponible
Sofware disponible para el cédlculo de funciones matriciales.

MATLAB En MATLAB se puede usar funm para evaluar funciones matri-
ciales. La tabla 1.1 muestra la sintaxis para las funciones predefinidas.

Funcion Sintaxis

exponencial funm (A, Qexp)
logaritmo funm (A, @log)
seno funm (A, @sin)
€oSeno funm (A, Qcos)
seno hiperbdlico funm (A, @sinh)

coseno hiperbdlico funm (A, @cosh)

Tabla 1.1: Sintaxis de funm

Para calcular la raiz cuadrada se puede usar sqrtm(A). La funcién
expm implementa el método de escalado y potenciacién en el célculo
de la funcién exponencial y la funcién logm implementa una versiéon
especifica para el logaritmo.

Octave GNU Octave es un programa libre similar a MATLAB. Incluye la
funcién expm y la funcién thfm para evaluar funciones trigonométricas
e hiperbdlicas.

SPARSKIT Es un paquete de subrutinas escritas en FORTRAN para tra-
bajar con matrices dispersas. Incluye algunas rutinas de manipulacién
de matrices dispersas asi como algunos solvers iterativos. Las rutinas
relacionadas con la matriz exponencial son exppro, que calcula ev y
phipro para e'v + tp(tA)u.

13



1.5. SOFTWARE DISPONIBLE

EXPOKIT Es el software més extendido para calcular la matriz exponen-
cial. Calcula et para matrices pequefias densas y e'4v para matrices
dispersas de gran dimensién. Las rutinas para matrices dispersas utili-
zan métodos de Krylov. Estd disponible para FORTRAN y MATLAB.

14



Capitulo 2
EXPOKIT

En este capitulo se describe el paquete de software EXPOKIT y se ana-
liza, partiendo de los aspectos clave sobre funciones matriciales vistos en el
capitulo 1, el algoritmo para el célculo de et4v.

2.1. Descripcion

EXPOKIT es un paquete de software que provee un conjunto de rutinas
dirigidas al cédlculo de la exponencial de una matriz. Mas concretamente,
calcula la exponencial de pequenas matrices densas, la exponencial de gran-
des matrices dispersas por un vector o la solucién de un sistema lineal de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de la forma

dt
w(0) = v, valor inicial

{ ) — Aw(t) +u, tel0,T]
Su solucién analitica se sabe que es
_tA
w(t) = e v+ te(tA)u
donde ¢(z) = (e* — 1)/x.

Cuando u = 0, la solucién es simplemente w(t) = e'4v. EXPOKIT provee
rutinas en FORTRAN 77 y MATLAB para abordar ambas situaciones (caso
u =0y caso u # 0) tanto con matrices reales como con matrices complejas
y suministra rutinas especificas para matrices simétricas o Hermitianas.

15
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2.2. Fundamentos

A continuacion se detallan los fundamentos del algoritmo propuesto por
EXPOKIT para el célculo de la exponencial de una matriz por un vector.

Algoritmo 2.1 Calcula w(t) = exp(tA)v
w=v;t, = 0;

H,y9 = zeros[m + 2, m + 2J;
while ¢, < ¢ do

v=w; B = [|vfly;
vy = v/f;
for j=1:mdo
p = Avj;
for:=1:7do
hij = vip;
p =p — hju;;
end for

hivis = 1Ply;
if thrl’j < tol HAH then
happy-breakdown
end if
Vi1 = p/hjr1;
end for
Hm+2,m+1)=1;
repeat
T = stepsize;
Frnyo = exp(THpy2);
w = va+lF<1 tm+ 17 1)7
err _loc = local error estimate;
until err_loc < dtol;
tk = tk + T
end while

Considérese una matriz grande y dispersa A de n X n elementos (real
o compleja), un vector v y un escalar ¢ € R. El algoritmo 2.1 propuesto
por EXPOKIT calcula una aproximacién de w(t) = exp(tA)v. El principio
fundamental es aproximar
(tA) (tA)?

TR TR

Dado un entero m, la expansién de Taylor, puede ser truncada en orden

m — 1, produciendo de esta forma una aproximacién polinémica de grado

w(t) = e =v +

16
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m—1
cov + c1(tA)v + CQ(tA)QU 4ot Cm—l(tA)m_lv,

con coeficientes ¢; = 1/i! que aproxima al vector. Sin embargo, estos no son
necesariamente los mejores coeficientes y se sabe que todas las aproximacio-
nes polinémicas de grado a lo sumo m — 1 (incluyendo el polinomio truncado
de Taylor, asi como la aproximacién polinémica éptima) son elementos del
subespacio de Krylov definido como

Km(tA,v) = Span{v, (tA)v,---, (tA)™ 'v}.

Por lo tanto, se reformula el problema al de como encontrar un elemento de
K. (tA, v) que aproxime w(t).

Los elementos del subespacio de Krylov son mejor manipulados me-
diante su representacién en una base ortonormal. El procedimiento Arnol-
di construye convenientemente esta base sobre la secuencia de potencias

[v, (tA)v, -, (tA)™ o).
Partiendo del vector inicial v, si Arnoldi se aplica simplemente con A

(més que con tA) se construyen dos matrices

Vm+1 = [Ulﬁ Vo, -+ 7UM+1] € CnX(m+1)

H = [h”] c C(m+1)><m

satisfaciendo la relacién

Avm - Vm-l—lH = VmHm + hm—i—l,mvm—i-le;kn

V*AV,, = Hp,
Para j = 1,---,m + 1, el subconjunto V; = [vy,---,v;] € C™J es una
base ortonormal de KC;(A, v), es decir, V;*V; = I. El primer vector de la base
vy es v normalizado, particularmente v = Ve, donde 5 = ||v||, v €; es el

1-ésimo vector unitario.

Las matrices H y H,, tienen una forma especial

H _ Hm c C(m+1)><m

0 -+ 0 hmpim
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2.2. FUNDAMENTOS

hll h12 h13 U hlm
h21 h22 h23 U th

H, = : c ¢mxm
0 hm,m—l—l hmm

H,, = V*AV,, es una matriz Hessenberg (triangular con una subdiago-
nal extra) y representa la proyeccién del operador A sobre el subespacio de
Krylov con respecto a la base V,,,.

Para cualquier escalar 7, IC,,,(T A, v) = K,,(4, v), de hecho, multiplicando
(2.1) y (2.2) por 7 se muestra que es facil extender estas relaciones a 7A
usando 7H y 7H,, sin cambiar V,,;. Por lo tanto no hay pérdida de gene-
ralidad cuando se aplica el procedimiento Arnoldi directamente a A.

Sea w,y la aproximacién éptima de Krylov a w(7) = exp(7A)v, donde
Vin es una base del subespacio de Krylov, W, = ViYopr con Yo € C™. Por
definicién

lwop —wrlly = _min, iz —wrll, = min [[Viy — wrl,

El problema lineal de minimos cuadrados definido por la iltima expresién
es de rango completo y es sabido que su solucién y,,: se puede expresar en
términos de V. (inversa de Moore-Penrose de V},,) como

Yopt = Viiw(T) = (ViV,,) " 'VEiw(r) = Viexp(t A
Usando el hecho que v = V,,e; tenemos que
Wopt = VinYopt = BV (Virexp(TA)V,)e

Esta relacion caracteriza a la aproximacién 6ptima pero es incomoda ya
que requiere exp(7A). Sin embargo, se puede aproximar V*exp(TA)V,, por
exp(TV*AV,,). En otras palabras, la proyeccién del operador exponencial
exp(TA) con respecto a la base V,, es aproximada por la exponencial de la
proyeccion del operador 7A con respecto a la misma base. Ahora sustituyen-
do (2.2), se obtiene la aproximacién

exp(TA)v = [V,exp(TH,,)e

Por otra parte, se puede hacer un mayor uso de los componentes calculados
por el procedimiento de Arnoldi para definir una aproximacién mejorada

exp(TA)v ~ BV 1exp(THpy1)er (2.3)
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donde ) B
Hm+1 _ (H‘O) e (C(m—i-l)x(m-i-l)

Asi, la caracteristica distintiva de esta aproximacién de Krylov es que el
problema original de gran tamaifio n se convierte en un problema maés pe-
queno (por lo general m < 50, mientras que n puede superar muchos miles).
El célculo del problema de tamafio reducido (exp(tH,,.1)) se hace con los
métodos clasicos densos, tales como el método de Padé.

Debido a que en realidad ¢ || A|| puede ser muy grande, w(t) = exp(tA)v
no se calcula de una sola vez. En su lugar se emplea una estrategia paso a
paso junto a una estimacién de error. Tipicamente, el algoritmo evoluciona
con el esquema de integracion

{w(O) = v

w(tg1) = exp((ty + ) A)v = exp(rA)w(ty)
donde
k?:O,l,"',S T = tk41 — Tk O=ti<ti < - <ty <tgyg =t.

La seleccion de un determinado tamano de paso 7 se hace de modo
que exp(TA)v sea eficazmente aproximada por (2.3) usando la informacién
del actual proceso de Arnoldi. Siguiendo el procedimiento para solucionar
EDOs, un control a posteriori de error se lleva a cabo para asegurar que
la aproximacién intermedia sea aceptable con respecto a las expectativas
del error global. El punto de partida de esta critica cuestién es la siguiente
expansién en serie

exp(tA)v = BVexp(THy)er + BThmi1m Z e ; (THp)er(TA)Y Mg

j=1

/BLm 1eXp<THm+1)61 + 6 h +1’m7'j€mg0-(TH )€1Aj IU 1
m J m m+
Jj=2

donde @o(2) = €, ;(2) = (p;-1(2) — 9;-1(0))/2 = X252 /(i + ), j =
1. Las funciones ¢; son positivas, crecientes, y ;11 < ¢;/j en [0,+00).
Una forma de controlar el error viene dada por el algoritmo 2.2, donde los
coeficientes hm+17m7'j erw;(THy)e; se calculan eficientemente basdndose en
el teorema 2.1.
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Algoritmo 2.2 Estimacion del error local
errl = ﬁ’herl,mTe:fn(pl (THm)el‘;
err2 = ﬁ|hm+1,m7'2€:z§02(7-Hm>el| AV y1lly;
if errl > err2 then
err = err2;
else if errl > err2 then
err = err2 % —imy;

errl

else
err = errl;
end if
err_loc = max(err, roundoff );

Teorema 2.1 Sea ce C™ y

H, ¢ 0 --- 0
0 1 :
F[m+p = 0 -. 0 e C(m+p)x(m+p)
1
0 0
entonces
exp(TH,,) Tp1(THy)e T20o(THpy)e - TP, (THy,)c
T . TPl
B 1 1! (p—1)!
exp(THpip) = 1 :
1
0 1

Demostracion 2.1 Considérese la descomposicion triangular superior

o1 --- 0 6;
ﬁm+p:<1{)m le)’J: 0 B : = :*
1 ep
0 0 0
entonces
T TPl
L% G
iy 6'er F - 1 .
eHm“’:( 0 6TJ>76J: . . JF:[f17”'7fp]
: il
0 1
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A partir de Hm+peTHm+P = eTHm+PHm+p tenemos que H,,F —FJ = eTHmce*{—
ceje™ . Multiplicando por la derecha por e; para extraer la j-ésima columna,
se obtiene la relacion

fi = 1p1(THpy)c
-1 .
Hy.f; = fj—l—ﬁc I<g<p

y por induccion fj =7 (p;_1(THpm) — p;—1(0)1) H e = T i(THyp)e.

Cololario 2.1 Seace C™ y

H,, 0
c* 0
Hy,=| 0 1 0 c C(m+p)x(m+p)
0 0 1 0
entonces
exp(THy,) 0
Tc*p1(THyp) 1
eap(rHpyy) = | T Hm) 51
TpC*‘Pp(THm) % % 1

Asignando ¢* = hy,41.me), en particular, los coeficientes deseados pueden
ser recuperados de la primera columna justo debajo de la m-ésima fila de

exp(THpmip)-

Si tol indica la tolerancia establecida, el primer stepsize se elige para
satisfacer un lfmite tedrico conocido y dentro del proceso de integracién se
selecciona por medio de la férmula

7 = y(tol Jerr) Y Ty

El valor de » es m — 1 o m dependiendo de si el error estimado err proviene
de errl o err2 (ver algoritmo 2.2). Un paso es desestimado si errg; > dtol.
Los escalares v y 0 son unos factores de seguridad destinados a reducir el
riesgo de desestimacién del paso. Se han asignado los clésicos valores 0,9 y
1,2 respectivamente.
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2.3. Rutinas del paquete

Los nombres de las rutinas de FORTRAN 77 en EXPOKIT siguen el
patrén TXYYYZ de acuerdo con la descripciéon de la tabla 2.1. No todas las
combinaciones son posibles.

T indica el tipo de dato Z indica el alcance

D doble precision M Matriz

Z complejo*16 v Vector

X indica la matriz

G General YYY indica la operacion

H Hermitiana PAD Padé

S Simétrica CHB Chebyshev

M Markov EXP Exponencial

N Hessenberg PHI ¢ (problema no homogéneo)

Tabla 2.1: Nomenclatura

Algunas de las rutinas de alto nivel més relevantes son:

__EXPV calcula w = exp(tA)v, t puede ser positivo o negativo. Las variantes
que se ocupan de matrices simétricas o Hermitianas usan el proceso de
Lanczos en lugar del proceso de Arnoldi.

__PHIV calcula w = exp(tA)v + tp(tA)u que es la solucién a la EDO li-
neal no homogénea. El pardmetro de entrada ¢ puede ser positivo o
negativo. Si u = 0 el procedimiento es mateméticamente equivalente
a __EXPV y si v = 0 calcula tp(tA)u. Las variantes que se ocupan de
matrices simétricas o Hermitianas usan el proceso de Lanczos en lugar
del proceso de Arnoldi.

__PADM calcula la exponencial de una matriz exp(tH) donde H es una ma-
triz relativamente pequena. El método empleado es la aproximacién
racional de Padé para la funcién exponencial combinada con escalado
y potenciacién.

__CHBV calcula exp(tH)y donde H es una matriz relativamente pequena
usando la aproximacién racional de Chebyshev del tipo (14,14) para la
funcién exponencial.

La versién homologa a los algoritmos escrita en MATLAB estd también
incluida en la distribucién. Por ejemplo, expv.m es homoéloga a __EXPV.
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Capitulo 3
SLEPCc

En este capitulo se realiza una breve introduccién a la librerfa SLEPc, su
estructura bédsica y sus clases.

3.1. Las librerias SLEPc y PETSc

SLEPc (Scalable Library for FEigenvalue Problem Computation) [11] es
una librerfa orientada a la resoluciéon de problemas de valores propios y
valores singulares grandes y dispersos en entornos paralelos. La mayoria de
los métodos que ofrece SLEPc son métodos de proyeccién como Iteracién del
Subespacio, Arnoldi, Lanczos o Krylov-Schur. Soporta problemas estdandares
y generalizados, tanto Hermitianos como no Hermitianos, y en aritmética
real o compleja.

SLEPc se apoya en PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific
Computation) [12], proporciondndole la filosoffa y las estructuras de datos
bésicas para resolver problemas numéricos de ecuaciones en derivadas par-
ciales.

Como el propio acrénimo indica, PETSc es Portable porque es facilmente
utilizable en varios entornos, incluyendo una amplia variedad de compilado-
res y sistemas operativos. Por otra parte es Fxtensible debido a la estructura
modular, capaz de aceptar extensiones con nuevas funcionalidades.

Otras caracteristicas que cabe destacar:

= usa un estilo de programacién orientado a objetos, facilitando su ex-
tensién y mantenibilidad;

= la implementacion de la estructura de datos es neutra permitiendo,
por ejemplo, ser compilado para precisién simple, doble o aritmética
compleja;
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= es muy flexible en tiempo de ejecucién, con el objetivo de poder ajustar
ciertos pardmetros sin necesidad de recompilar;

= proporciona herramientas para la introespeccién, midiendo el tiempo
de ejecucion y el ntimero de operaciones en coma flotante;

= es portable a una gran variedad de plataformas paralelas, que soporten
MPI,;

= ofrece interfaz a Fortran y a otros lenguajes que puedan interoperar
con C

Las familias de objetos (matrices, vectores, etc) y las operaciones dispo-
nibles para cada uno de estos, estdn ordenadas en sucesivas capas de abs-
traccién, con la base fundamental de BLAS, LAPACK y MPI como pilares
primitivos.

» BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) esté formado por una serie
de rutinas creadas para operar vectores y matrices.

» LAPACK (Linear Algebra PACKage) proporciona rutinas para resolver
sstemas lineales de ecuaciones, sistemas lineales generados por minimos
cuadrados, problemas de valor propio y problemas de valor singular.

» MPI (Message Passing Interface) es una especificacion esténdar para
definir un protocolo de comunicacién entre varias computadoras que
trabajan en paralelo, independiente del lenguaje con el que trabajen
internamente.

La figura 3.1 representa la funcionalidad proporcionada por SLEPc y c6-
mo se relaciona con PETSc.

Los objetos Matriz, Vector y Index Set son la base de PETSc.

Matriz Un gran conjunto de estructuras de datos y cédigo para manipular
matrices dispersas paralelamente.

Vector Proporciona las operaciones con vectores necesarias para manipu-
lar y resolver problemas lineales y no lineales de gran escala. Facilita
ademads su uso en entornos paralelos.

Index Set Herramientas de permutacion, renumeracién, etc.

SLEPc incorpora toda la funcionalidad necesaria para la resolucién de
problemas de valores propios:
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PETSc SLEPc
Modlinear Systems Time Steppers ' SWD Solvers Quadratic
Line Trust Blackward | Pseudo Tme | Cross | Clic Thick R. | | Linear- :
Search | Region Other Euler Euler Stepping Other Product | Matrix Lanczos Lanczos | | ization G-hariciel
Krylov Subspace Methods | Eigensolvers
GMRES | CG | CGS | Bi-CG5tab | TFQMR | Richardson | Chebychey | Other Kiylaw-Sehir | Amnaldi | Lanezes | GD 10 | Other

Preconditioners | Spectral Transformation

Additive Black

: Jacebi ILL 1CC Lu Other Shift | Shift-and-invert | Cayley | Fold | Preconditioner
Schwarz Jacobi

Matrices

Compressed Block Compressed |Block Diagonal

Sparse Row (L)) | Sparse Row (BAJY | (BDIAG) | Dense | Other

Index Sets

Vectors i '
Indices | Block Indices Stride Other

Figura 3.1: Organizacién de los paquetes PETSc y SLEPc

EPS El objeto Figenvalue Problem Solver especifica un problema de valores
propios, ya sea en su forma estdndar o generalizada. Proporciona una
interfaz uniforme a diversos solvers de valores propios.

ST La clase Spectral Transformation encapsula técnicas de aceleracién ba-
sadas en la transformacién del espectro. Los objetos ST estdn siempre
relacionados con los EPS. Un usuario no deberfa crear un objeto ST
independiente.

SVD El Singular Value Decomposition es muy similar al objeto EPS, pero
destinado al cdlculo de la descomposicién parcial en valores singulares.

QEP El Quadratic Figenvalue Problem es el objeto proporcionado por SLEPc
para especificar un problema de valores propios cuadratico.

DS Los objetos Direct Solver proporcionan rutinas auxiliares que utilizan
internamente los diferentes solvers. Representan problemas de dimen-
sién mas pequena que son resueltos dentro de los solvers iterativos con
métodos directos. Se pueden ver como una estructura contenedora de
la funcionalidad de LAPACK.
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IP Inner Product es un objeto auxiliar que encapsula diferentes aplicaciones
del producto escalar, y varias implementaciones del procedimiento de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

La programacién con SLEPc y PETSc se realiza principalmente mediante
las clases de interfaz mostradas en la figura 3.1. Cada uno de los bloques se
corresponde con clases abstractas que encapsulan tanto estructuras de datos
(matrices y vectores) como métodos de resolucién. En la parte inferior de los
bloques se muestran algunas de las subclases encargadas de la implementa-
cion especifica de una estrucutra de datos o de un método de resolucién. La
librerfa estd organizada jerdrquicamente de forma que cada clase depende
para su implementacién tdnicamente de la interfaz abstracta de las clases en
los niveles inferiores del diagrama.

Los algoritmos que resuelven el mismo tipo de problema derivan de la
misma clase abstracta, proporciondndoles una interfaz comin. Mediante esta
interfaz es posible cambiar de método numérico simplemente indicando la
instancia de la subclase que lo implementa. El ciclo de vida tipico de estos
objetos es:

1. Creacion del objeto.

2. Establecimiento de parametros y seleccién del método.
3. Ejecucion.

4. Recuperacion de la solucién.

5. Destruccién y liberacién de memoria.

Esta misma filosoffa de disefio se aplica a las estructuras de datos como
matrices y vectores, resultando muy interesante para ocultar las distintas
posibilidades de implementacién.

3.2. Modelo de paralelismo

Las maquinas paralelas mas potentes en la actualidad son practicamente
todas de tipo cluster con un gran nimero de nodos interconectados median-
te una red de altas prestaciones. Estos nodos son ordenadores completos
construidos a partir de los mismos componentes utilizados para equipos con-
vencionales. Como cada uno de los nodos dispone de su propia memoria
principal, el cluster es considerado una méquina paralela de memoria distri-
buida.
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Desde hace bastante tiempo, los microprocesadores de gama alta incor-
poran facilidades hardware para compartir la memoria entre un ntimero
pequeno de procesadores independientes. Recientemente, este ntimero se ha
incrementado gracias a la inclusién de varios nicleos de proceso en un tinico
circuito integrado. De esta forma, cada uno de los nodos de un cluster se
convierte en una pequefia maquina paralela de memoria compartida.

Las maquinas paralelas de memoria compartida y distribuida se progra-
man tradicionalmente de forma diferente, pero el paso de mensajes es mas
general y funciona también en las maquinas de memoria compartida. La al-
ternativa méds sencilla es utilizar este modelo entre todos los procesadores,
compartan o no memoria.

PETSc utiliza el estdndar MPI [5] para la comunicacién entre proce-
sadores. Este estandar permite desarrollar programas independientes de la
arquitectura paralela subyacente. Se define como una librerfa de funciones
que encapsulan las primitivas de paso de mensajes entre procesadores. En
el modelo de ejecucién de PETSc cada procesador arranca una copia idén-
tica del programa en un espacio de direcciones privado, lo que se ajusta a
un modelo de memoria distribuida. También puede utilizarse en méaquinas
de memoria compartida. MPI estd implementado en préacticamente todas
las méquinas paralelas y suele tener excelentes prestaciones porque ha si-
do optimizado para el hardware de interconexién por el propio fabricante.
También existen implementaciones del estdndar de dominio publico que fun-
cionan sobre hardware de interconexién de propésito general como MPICH
y OpenMPI.

3.3. Distribucion de datos

En PETSc se intenta que la paralelizaciéon sea practicamente transparente
para el usuario. Para ello la gestién de la distribuciéon de datos se realiza
de forma automética. Esto no impide que el usuario pueda modificar esta
distribucién si lo considera necesario.

La distribucién de datos por defecto en PETSc para las matrices es por
bloques de filas donde a cada procesador se le asigna un conjunto de filas
contiguas. Los elementos de los vectores se encuentran repartidos en bloques
contiguos entre los procesadores. Con esta distribucion, la paralelizacién de
las primitivas tipicas que aparecen en los algoritmos para matrices dispersas
queda de la forma siguiente:

Producto matriz por vector PETSc proporciona la funcién MatMult, cu-
yas prestaciones dependen del patrén de dispersion de la matriz. Si se

27



3.3. DISTRIBUCION DE DATOS

elige un reparto adecuado de los elementos entre los procesadores sola-
mente son necesarias comunicaciones punto a punto entre procesadores
vecinos.

Producto escalar y norma de vectores Las funciones VecDot y VecNorm
calculan el producto escalar y la norma con una multireduccién. Esta
primitiva de MPI es una comunicacién global donde todos los proce-
sadores envian sus datos parciales y todos reciben el resultado global
de la operacion. La implementacién de esta primitiva implica multiples
mensajes y estd optimizada para cada arquitectura de red especifica.
También se dispone de la funcién VecMDot que permite realizar el pro-
ducto con varios vectores con una tnica comunicacion.

Suma, escalado y copia de vectores Estas operaciones (VecAXPY, VecScale,
VecSet, VecCopy) pueden realizarse totalmente en paralelo sin comu-
nicaciones gracias a céomo se realiza la distribuciéon de los datos en
PETSc. También se dispone de la funcién VecMAXPY que es una ver-
sién optimizada de VecAXPY para la suma escalada de varios vectores.

Todas estas primitivas tienen en comun realizar un nimero de operaciones
aritméticas del orden de la cantidad de datos utilizados. Por ejemplo, el
célculo de la norma de un vector supone aproximadamente dos operaciones
aritméticas por cada elemento.
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Capitulo 4

Implementaciéon en SLEPc

Una vez descrito el algoritmo del cdlculo de la exponencial de un ma-
triz utilizado en EXPOKIT y sus fundamentos tedricos, en este capitulo se
considerardn los aspectos més relevantes de su implementacién en SLEPc.

4.1. El objeto Matrix Function

Siguiendo la filosofia de PETSc y SLEPc se ha creado un nuevo objeto
que anade la funcionalidad necesaria para el cdlculo de funciones matriciales:

MFN El objeto Matriz Function especifica el problema = = f(aA)b donde f
es una funcién matricial, A una matriz y b un vector. El escalar a € R
representa un factor de escala.

Como se vio en el capitulo 1 el problema f(A)b se puede resolver median-
te distintas técnicas. Por tanto, el objeto MFN se ha disenado para soportar
la implementacion de distintos solvers y, al igual que el objeto EPS, propor-
cionar una interfaz comun.

La figura 4.1 muestra como el objeto MFN se agrega en la jerarquia de
clases de SLEPc.

4.1.1. Interfaz de MFN

El ciclo de vida tipico de un objeto MFN es similar a cualquier objeto
de PETSc. Seguidamente se listan las funciones que proporciona la interfaz
para trabajar con un objeto MFN:

1. Creacion del objeto mediante la funcién MFNCreate
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SVD Solvers | Quadratic

Cro= | Cydic Thick R. | | Linear :
Praduct | Matrix Lanczos tamese | | Gaein -Armeddi

Eigensolvers

SLEPc

KrylawSehur | Armaldi | Lances | GD JD | Ocher

Spectral Transformation MEN

Shift | Shifc-and-invert | Cavley | Fold | Preconditioner | | Krylow | Other

—

Matrices

Compressed Block Compressed |Block Diagonal

Sparse Fow (AlJ) | Sparse Row (BAU) |  (BDIAG) Other

—PETSc

[remse

Index Sets

Vectors ) ) )
Indices Black Indices Stride Oither

Figura 4.1: El nuevo objeto Matrix Function en la jerarquia de SLEPc

2. Seleccién del método y establecimiento de pardmetros con varias fun-
clones:
= MFNSetType selecciona el método de resolucién.
= MFNSetOperator especifica la matriz A.

» MFNSetFunction especifica la funcién f. Por defecto la funcién
exponencial.

» MFNSetScaleFactor especifica el escalar a.

= MFNSetDimensions especifica la dimension del subespacio utiliza-
do por el solver.

= MFNSetTolerances define la tolerancia y el ntimero méximo de

iteraciones externas.

Todos los atributos que no implican matrices o vectores pueden especi-
ficarse en tiempo de ejecucién mediante la funcién MFNSetFromOptions
que procesa los pardametros de la linea de comandos. La tabla 4.1 mues-
tra la correspondencia entre funciones y pardmetros de la interfaz MFN.

3. Ejecucion del solver mediante la funcién MFNSolve.
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4.1. EL OBJETO MATRIX FUNCTION

Funcion Parametro
MFNSetType -mfn_type
MENSetFunction -mfn_exp
MFNSetScaleFactor -mfn_scale
MFNSetDimensions -mfn_ncv
MFNSetTolerances ~min_tol

-mfn_max_it

Tabla 4.1: Equivalencia entre funciones y pardmetros

4. Recuperacién de cierta informacién:

s MFNGetIterationNumber devuelve el ntmero de iteraciones em-
pleadas por el solver.

» MFNGetConvergeReason devuelve la razén por la cual el método
fue detenido.

5. Destruccién y liberacién de memoria mediante MFNDestroy.

A modo de ejemplo, el siguiente fragmento de cédigo crea un objeto MFN,

establece algunas opciones e invoca al solver.

/ *
Create MFN context
*/
ierr = MFNCreate (PETSC_COMM_WORLD ,&mfn) ; CHKERRQ (ierr) ;
/%
Set operators.
*/
ierr = MFNSetOperator (mfn,A); CHKERRQ (ierr) ;

ierr = MFNSetTolerances(mfn,0.15e-07,1000) ; CHKERRQ (ierr) ;
ierr = MFNSetFunction (mfn,SLEPC_FUNCTION_EXP) ; CHKERRQ (
ierr);

/ *
Set solver parameters at runtime

*/
ierr = MFNSetFromOptions (mfn) ; CHKERRQ(ierr) ;

Solve the problem
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4.1. EL OBJETO MATRIX FUNCTION

ierr = MFNSolve(mfn,b,x) ; CHKERRQ(ierr);

/ *
Optional: Get some information from de solver
*/

ierr

MFNGetIterationNumber (mfn,&its) ; CHKERRQ (ierr) ;
ierr PetscPrintf (PETSC_COMM_WORLD, "Number of
iterations of the method: %D\n", its) ;CHKERRQ(ierr);

/ *
Free work space
*/
ierr = MFNDestroy (&mfn) ; CHKERRQ(ierr);

En tiempo de ejecucion se indica el factor de escala y el numero de
vectores de la base.

$ ejemplo -mfn_scale 10 -mfn_ncv 30

4.1.2. La funcién f

La funcién f dota de funcionalidad al objeto MFN. Aunque el objeto MFN
estd preparado para albergar cualquier funcién matricial, en esta ocasién se
ha implementado la funcién exponencial de una matriz. Por diseno, segin
el algoritmo empleado para el cdlculo de la funciéon f especificada, el objeto
MFN utiliza un determinado solver para resolver el problema. El algoritmo
empleado por EXPOKIT (algoritmo 2.1) se basa fundamentalmente en en-
contrar el subespacio de Krylov que aproxime w = e‘4v. Por tanto, se ha
implementado un solver basado en el método de Arnoldi.

Cuando la funcién f se especifica mediante MFNSetFunction, el objeto
MFN cambia su funcionalidad por la del solver correspondiente. Es decir, si se
especifica la funcién exponencial como en el ejemplo anterior (ver linea 80), el
objeto MFN resolverd el problema mediante el solver asociado a la etiqueta
SLEPC_FUNCTION_EXP. El solver asociado a la etiqueta SLEPC_FUNCTION_EXP
es justamente el que implementa el algoritmo de EXPOKIT.

Desde el punto de vista de la programacién orientada a objetos conven-
cional, el objeto MFN se instancia en una de sus subclases dependiendo de la
funcién f. El diagrama de clases UML de la figura 4.2 muestra esta relacién.
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4.2. EL OBJETO DIRECT SOLVER

MFH

K.yl

ExP

Figura 4.2: Jerarquia de clases MFN

4.2. El objeto Direct Solver

El objeto DS se utiliza, tradicionalmente, en SLEPc para resolver pro-
blemas de dimensién pequena con métodos directos. Con esta filosofia, se le
han anadido nuevas rutinas a su interfaz para dotarle con la funcionalidad
necesaria para calcular funciones matriciales.

= DSSetFunctionMethod especifica el método para calcular una funcién
matricial.

» DSComputeFunction calcula una funcién matricial.

Opcionalmente, se puede especificar el método en tiempo de ejecucién me-
diante el uso del pardmetro -ds_function_method en la linea de comandos.

Cuando se invoca la rutina DSComputeFunction con el pardmetro SLEPC_FUNCTION_EXP
se calcula la funcién exponencial utilizando la aproximacion racional de Pa-
dé, con aproximantes diagonales (p = ¢), combinado con el método de es-
calado y potenciacién mencionaddo en la seccién 1.4. La rutina __PADM de
EXPOKIT utiliza el mismo método. La implementacién en SLEPc se realiza
mediante llamadas a BLAS y LAPACK.

4.3. Paralelizacion

La paralelizacion del algoritmo 2.1 se realiza mediante primitivas de
PETSc. La matriz y los vectores del problema se declaran como Mat y Vec
respectivamente, lo que hace la paralelizacién bastante directa.

El algoritmo 4.1 es una version esquematizada del algoritmo propuesto
por EXPOKIT, donde se puede deducir el uso de las funciones VecCopy y
VecNorm para implementar la primera linea.
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4.3. PARALELIZACION

Algoritmo 4.1 Calcula w(t) = exp(tA)v
tow—of ol
2: t, = 0;
3: while ¢, <t do
4: [V, H, p] = arnoldi(A, w, m);
5 repeat
6: T = stepsize;
7 w = BVexp(TH)e;
8
9

err _loc = local error estimate;
until err_loc < dtol;
10: tp =1 +7;
11: end while

Un paso importante en el algoritmo es la factorizacién realizada por
el procedimiento de Arnoldi (ver linea 4). Donde los vectores de la base
del subespacio (Vi = [v1,v9, -+, vx]) se declaran como Vec, por lo tanto se
encuentran repartidos entre los distintos procesadores. La matriz proyectada
H,. esta replicada en todos los procesadores, dado que suele ser de pequeno
tamano y no resulta eficiente su paralelizaciéon. Ademads, no estd declarada
como Mat sino como un array de elementos consecutivos. De esta forma se
pueden aprovechar las funciones de BLAS para operar con ella. La figura 4.3
muestra la distribucién de datos realizada.

La implementacién del procedimiento de Arnoldi (algoritmo 1.1) se rea-
liza mediante operaciones Matriz-Vector. En el célculo del vector w = Avy,
se emplea la primitiva MatMult. Después, en la ortogonalizacién, se emplean
VecMAXPY y VecMDot. Estas rutinas consideran al conjunto de vectores Vj
como una matriz, lo que permite aprovechar mejor la jerarquia de memorias
mediante un producto matriz vector. Como estas rutinas obtienen mejores
prestaciones que un bucle de operaciones VecAXPY o VecDot, el método de
Gram-Schmidt cldsico resulta més competitivo que el Gram-Schmidt modi-
ficado debido a que realiza menor nimero de sincronizaciones en paralelo.

Un vez realizada la factorizacion, el cédlculo de la exponencial de Hy
se realiza en todos los procesadores de forma replicada mediante el objeto
DS interno al solver. Seguidamente se emplea la primitiva VecMAXPY para
actualizar el vector w (ver linea 7) y ,tras comprobar el error cometido, se
inicia una nueva iteracion.
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Vo]

Figura 4.3: Distribucién de datos
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Capitulo 5

Experimentos y resultados

En este capitulo se describen los experimentos llevados a cabo y sus
resultados con el objetivo de comprobar la funcionalidad del algoritmo im-
plementado.

5.1. MAquinas y colecciones de problemas

Las matrices usadas en las pruebas pertenecen a las colecciones de Matrix
Market [9] y de la University of Florida Sparse Matriz Collection [1]. Se han
realizado pruebas con matrices reales, generales, simétricas y sus andlogas
complejas, hermitianas. La tabla 5.1 recoge las matrices empleadas en las
pruebas. Todos los problemas proceden de aplicaciones reales.

Matriz Dimensién  No nulos
AMAZONO0302 262.111 1.234.877
BCSTM35 68.902 375.558
CAGE13 445.315  7.479.343
HCIRCUIT 105.676 513.072
MHD1280A 1.280 47.906
ORANIGT8 2.529 90.158
P2P-GNUTELLA30 36.682 88.328
SOC-EPINIONS1 75.888 508.837

Tabla 5.1: Matrices de las pruebas

Los experimentos se han ejecutado en el clister Kahan, propiedad de
la Universidad Politécnica de Valencia y gestionado conjuntamente por el
Departamento de Sistemas Informéaticos y Computacién y por el Master
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Universitario en Computacién Paralela y Distribuida. El clister consta de
6 nodos biprocesadores AMD Opteron 16 Core 6272 a 2.1GHz conectados
mediante una red InfiniBand QDR 4X (40Gbps, tasa efectiva 32Gbps). For-
mando, en total, una maquina con 192 nicleos de procesamiento y 192GB
de memoria.

5.2. Evaluaciéon numérica

Con el fin de comprobar la correccién del resultado obtenido por el solver
se ha realizado una prueba para medir el error cometido

[l — exp(tA)b]l,

donde z es la aproximacién obtenida por el solver y exp(tA)b es la matriz
exponencial de tA, calculada mediante el método de Padé, multiplicada por
el vector b.

La figura 5.1 muestra los resultados obtenidos para distintas tolerancias.
En el experimento se ha utilizado la matriz ORANI678, que acompana al
paquete EXPOKIT con el mismo propésito, un tamano de la base de 30
vectores y 1000 iteraciones como méaximo. El vector b es el vector unidad
[1,1,---,1]7 y ¢ igual a 10. La tolerancia se ha ido variando en las distintas
ejecuciones mediante el pardmetro -mfn_tol.

Lot N —FError - - - Iteraciones 16
_3 ’ &
1070 =
o .S
5 tg
1073 =

3

-7 L
10 9

| | | | |
109 1072 107 107° 1072 107'® 10718
Tolerancia

Figura 5.1: Evaluacién numérica

Los resultados muestran que el error cometido por el solver se estanca
a cierta tolerancia y que el nimero de iteraciones para resolver el problema
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incrementa. Dado que no se va a obtener mejor solucién y que el coste del
algoritmo aumenta con el nimero de iteraciones, un error aceptable es el
cometido con la tolerancia 1078

|z — exp(tA)bl|, = 4,052 x 1077

en el que el solver emplea 3 iteraciones y 0,0290 segundos, frente a los 290
segundos que emplea el método de Padé.

5.3. Evaluacién de las prestaciones en para-
lelo

Para evaluar las prestaciones paralelas, se han realizado dos experimen-
tos, uno para medir el speed-up y otro para comprobar la escalabilidad del
método.

5.3.1. Speed-up

El principal indice de las prestaciones de los algoritmos paralelos es el
speed-up, es decir, la aceleracion que se obtiene al utilizar varios procesadores
con respecto a la versién secuencial. Idealmente, el tiempo de ejecucién se
debe reducir en un factor p si se utilizan p procesadores. El speed-up se
calcula como

donde Ty es el tiempo en secuencial del algoritmo mds rdpido y T}, es el
tiempo en paralelo con p procesadores.

En esta prueba se obtiene el speed-up del método configurando el solver
con la matriz HCIRCUIT, ¢ igual a 1, una tolerancia de 10~® y manteniendo
el niimero de iteraciones méaximo a 1000. Esta matriz es bastante més grande
que la anterior, con una dimensién de 105.676 y un total de 513.072 elemen-
tos no nulos, proveniente de la simulacién de circuitos semiconductores.

Se han utilizado opciones de afinidad, incorporadas en OpenMPI, para
aprovechar mejor la jerarquia de memorias de los nodos de Kahan. Concreta-
mente, se han lanzado las pruebas especificando los pardmetros -bysocket y
—-cpus-per-proc 8y se ha comprobado una clara mejoria en el rendimiento.
En la figura 5.2 se muestran los resultados obtenidos. La tabla 5.2 recoge los
valores obtenidos para el speed-up y la eficiencia ejecutando la prueba con
las opciones de afinidad.
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24 - 1.5
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---- Sin afinidad --- Sin afinidad

Figura 5.2: Speed-up y eficiencia con la matriz HCIRCUIT

Proc. Tiempo(seg.) Speed-up Eficiencia

1 2,5882 1 1
2 1,2941 2 1
4 0,6590 3,9274 0,9818
6 0,5346 4,8413 0,7975
8 0,5892 6,8758 0,8594
12 0,4646 9,3335 0,7777
24 0,5143 16,2779 0,6782

Tabla 5.2: Speed-up y eficiencia con la matriz HCIRCUIT

5.3.2. Speed-up escalado

Existe un limite en las prestaciones paralelas al utilizar problemas de
tamano fijo, debido a que el tiempo empleado en la parte del algoritmo pa-
ralelizable disminuye al repartirlo entre un nimero mayor de procesadores,
mientras que el tiempo empleado en la parte secuencial se mantiene cons-
tante. Para evitar este efecto se ha recurrido a un problema tridiagonal de
dimensién proporcional al niimero de procesadores, con elementos aleatorios
entre 0 y 1. Asumiendo que el coste computacional crece de forma lineal con
la dimension, se define el speed-up escalado para p procesadores como

Ts X p

S =
Tp
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5.4. PARALELIZACION

En este prueba se ha construido una matriz pseudo-aleatoria de dimen-
sién 1.000.000 xp con la que se ejecuta el solver con diferente niimero de
procesadores. El resto de pardmetros se mantienen iguales a la prueba ante-
rior. En la figura 5.3 se puede ver que el método escala perfectamente.

16 T T -,
--- Ideal o
14| Ry
12 -
= 10 :
1 7
E >
O 8 o .
U% ;
6 -
4 -
2 [ |
| | | | | |

|
2 4 6 8 10 12 14 16
Procesadores

Figura 5.3: Speed-up escalado

5.4. Paralelizacion

Aprovechando las facilidades de introspeccién que incorpora la libreria
PETSc, se ha realizado un experimento que mide el tiempo empleado por
cada una de las partes més relevantes del algoritmo 4.1. Estas son: la facto-
rizaciéon de Arnoldi, el cdlculo de la exponencial de la matriz H mediante el
método de Padé y la actualizacion del vector w, como se vio en la seccién
4.3.

En este prueba se ha utilizado la matriz CAGE13 de dimensién 445.315
y 7.479.343 elementos no nulos. El resto de pardametros del solver se han
establecido a los valores por defecto: 30 vectores para la base de Krylov,
tolerancia igual a 1078, el factor de escala t = 1 y 1000 iteraciones como
méaximo. La figura 5.4 muestra los resultados obtenidos.

La mayor parte del tiempo empleado por el solver para resolver el pro-
blema (MFNSolve, arriba a la izquierda) es consumido por el procedimiento
de Arnoldi (MFNBasicArnoldi, arriba a la derecha). También se puede ob-
servar que las partes paralelizadas del algoritmo, tanto el procedimiento de
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MFNSolve MFNBasicArnoldi
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Procesadores Procesadores

Figura 5.4: Tiempos con la matriz CAGE13

Arnoldi como la actualizacién de w (VecMAXPY, abajo a la derecha) escalan
muy bien.
5.5. Caso de uso: Propagador Crank-Nicolson

La ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

d

i V() = HU() (5.1)

puede ser numéricamente resuelta para cada tiempo ¢,, como

W(t,) = e HEIA Y1, ) (5.2)
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donde At =t,, — t,,—1. Calcular la exponencial de la matriz H(t) para cada
tiempo es costoso. En su lugar, se puede aproximar la exponencial como:

-1
e WAL <1 +iH(t)%) (1 - z’H(t)%)

La expresién anterior se obtiene simplemente aproximando las derivadas de
primer orden de la ecuacién (5.1) como se indica a continuacién para el caso
particular del atomo de Helio.

El operador Hamiltoniano contiene las componentes independientes del
tiempo (Hy) y las dependientes del tiempo (V}):

H=H,+V,

donde, Hj tiene los términos del primer y segundo electrén y

1
Vi=—+pk(t)
T12

Tal particion es conveniente, ya que los términos del primer electrén son
bloques en la diagonal de la matriz y los términos de V; son diagonales fuera
de la diagonal a bloques.

Entonces, la aproximacién de las derivadas de la ecuacién (5.1) es:

U(tn1) = V(tp1)]  H)Wppr + H(t) ¥y

2At 2

Después de reorganizar los términos nos encontramos con la siguiente expre-
sién, que hay que resolver para cada paso de tiempo.

(L4 iDLH ()W (tys1) = (1 — iSLH (£) D (1)
Para ello, debe resolverse un sistema de ecuaciones (Az = b) donde el lado

derecho es b = (1 — iAtH(t))¥(t,—1) v  la funcién de onda obtenida para
cada nuevo paso de tiempo V(t,.1).

Con el solver implementado en el nuevo componente de SLEPc (MFN) se
podria calcular directamente la expresién (5.2) multiplicando, previamente,
la matriz Hamiltoniana por —i. Como demostracién, se ha realizado una
prueba con H independiente del tiempo. La figura 5.5 muestra la estructura
de la matriz Hamiltoniana de dimension 37.636 y 1.247.808 elementos no
nulos.

En esta prueba se ha obtenido el speed-up configurando el solver con la
matriz Hamiltoniana, una base de 30 vectores, ¢ igual 0,5, una tolerancia
de 10~® y 1000 iteraciones como méximo. La figura 5.6 muestra la gréifica
del speed-up y la tabla 5.3 recoge el tiempo de ejecucién para los diferentes
procesadores.
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Figura 5.5: Estructura de la matriz Hamiltoniana para un dtomo de Helio

Proc. Tiempo(seg.) Speed-up

1 21,278 1
2 10,733 1,9824
4 5,6010 3,7989
6 3,8624 5,5090
8 2,9358 7.2477
12 2,0493 10,383
24 1,1308 18,816

Tabla 5.3: Tiempos con la matriz Hamiltoniana
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Figura 5.6: Speed-up con la matriz Hamiltoniana
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

Tras una introduccién al estado del arte de los métodos utilizados para
resolver funciones matriciales, en este trabajo se ha disenado un nuevo com-
ponente para dotar de dicha funcionalidad a la librerfa SLEPc. A modo de
ejemplo, se ha implementado la funcién exponencial de una matriz partiendo
del algoritmo propuesto por EXPOKIT. Esto ha supuesto familializarse con
las librerfas PETSc y SLEPc, conocer su estructura, y realizar un estudio
del software EXPOKIT.

La implementacion realizada se ha validado mediante una bateria de
pruebas con matrices procedentes de aplicaciones reales. Las prestaciones
paralelas se han medido en una madaquina tipo clister comprobando una
buena escalabilidad. El trabajo termina con el estudio de un caso de uso,
resolviendo satisfactoriamente la ecuacién de Schrodinger para un dtomo de
Helio. Dado los prometedores resultados y las facilidades que incorpora este
nuevo componente a la librerfa, se incluird en la préxima versiéon de SLEPc
de modo experimental.

Como trabajo futuro se plantean diferentes posibilidades. Por un lado, se
podria implementar el caso no homogéneo (u # 0) del sistema lineal EDO
planteado en el capitulo 2. La rutina __PHIV de EXPOKIT soluciona el
problema w = exp(tA)v + tp(tA)u. Por otro lado, se podrian implementar
otras funciones matriciales como la funcién logaritmica o la funcién signo,
que junto a la funcién exponencial son las més usuales.
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