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1 Resumen de las ideas clave

En este arficulo se efectuard un andlisis cinemdtico de las estructuras planas
consistente en la definicién de las componentes cinemdticas y la relacién entre
ellas, la definicion y obtencidon del grado de indeterminacion cinemdtica, el
establecimiento de las hipdtesis de pequenos movimientos desde el punto de vista
cinemdtico, el planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad y la definicidn
de la configuracién cinemdtica admisible.

2 Introduccidn

En el cdlculo de una estructura intervienen siempre componentes estdticas y
cinemdticas. Las componentes cinemdticas (movimientos externos e internos) se
relacionan entre si mediante ecuaciones de compatibilidad (externa o interna), de
manera que todos los movimientos deben ser compatibles o cinemdticamente
admisibles.

La resoluciéon cinemdtica de la estructura consiste en la determinacion del valor de
todas las incognitas cinemdticas (movimientos de los nudos, movimientos de los
extremos de barra y funciones de desplazamiento). Para ello, dado que
habitualmente las estructuras son hipercinemdticas e hiperestdticas, serd necesario
incluir en el proceso de resolucidon tanto las ecuaciones derivadas de la aplicacion
de las condiciones de compatibilidad como las condiciones de equilibrio y leyes de
comportamiento, en funcidn del método escogido.

Para abordar el cdiculo cinemdtico de una estructura, establecidas las hipdtesis
previas (pequenos movimientos, etc.), deben identificarse las incdgnitas
cinemdticas y formularse las ecuaciones de compatibilidad adecuadas.

3 Objetivos

EL alumno, tras la lectura de este documento, serd capaz de:

 lIdentificar las incognitas cinemdticas.

» Establecer las implicaciones cinemdticas de hipdtesis de pequenos
movimientos

« Formular las condiciones de compatibilidad

« Obtener el grado de indeterminacién cinemdtica

« Dibujar una configuracién cinemdtica admisible

4 Analisis cinematico de estructuras planas

4.1 Componentes cinematicas.

Las componentes cinemdticas, figura 1, son los movimientos externos
(movimientos de los nudos) y los movimientos internos (movimientos de los
extremos de las barras). Algunos movimientos de los nudos serdn dato,
concretamente aquellos movimientos restringidos de los apoyos que constituyen
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las condiciones e contorno de la estructura. En el caso de estructuras planas
deberdn ser como minimo 3.

‘ MOVIMIENTOS EXTERNOS: LIBRES/RESTRINGIDOS ‘ MOVIMIENTOS INTERNOS
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Figura 1. Componentes cinematicas

La relacidn entre las funciones de deformacidn y las funciones de
desplazamiento de la barra se establecen mediante integraciéon o derivacién.
Estas relaciones, en el caso del axil y la flexién, se recogen en la figura 2. En esta
misma figura se expresan también las relaciones entre funciones de

desplazamiento y leyes de esfuerzos, supuesto un comportamiento lineal de la
estructura.
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Figura 2. Relacion funciones de deformacion, funciones de desplazamiento y
leyes de esfuerzos en la barra
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4.2 Implicaciones cinematicas de la hipotesis de pequeios
movimientos

La hipdtesis de pequenos movimientos puede aceptarse en el cdiculo de
estructuras cuando los movimientos son de pequeia magnitud en comparaciéon
con las dimensiones de las barras. Entonces, las relaciones entre fuerzas vy
movimientos asi como las relaciones entre estos Ultimos son lineales.

Desde el punto de vista cinemdtico, la adopcién de la hipdtesis de pequenos
movimientos tiene las siguientes implicaciones cinemdticas:

¢ Larotacién es pequena, por tanto, la tangente y el seno del dngulo girado
coinciden prdcticamente con el valor del dngulo en radianes y el coseno
fiendea 1: tg (0) =0 sen(0) =0 cos(0) =1

e Larotacién de sdélido rigido vy la flexidon no modifican la longitud de la barra

e Las elongaciones son pequenas y Unicamente son producidas por axil

La figura 3 muestra la posicion inicial y final de una barra, aceptando la hipdtesis
de peqguenos movimientos en el caso de que se produzca o no elongacion de la

misma.
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Figura 3. Movimientos de la barra (hip6tesis de pequefios movimientos)

En el caso de que haya elongacién, la longitud inicial y final de la barra difieren
en un infinitésimo de 1er orden (L=L+AL) y los desplazamientos fransversales de un
punto, antes y después de la deformacioén, difieren en infinitésimos de 2° orden y
son, por tanto, despreciables (¢ AL)

4.3 Ecuaciones de compatibilidad en estructuras planas

El desplazamiento global de la estructura serd compatible con las condiciones
de contorno. Ademds, el desplazamiento de cualquier parte de la estructura
serd compatible con el desplazamiento general de la estructura completa,
siendo continuo en todas sus partes o fragmentos. La compatibilidad se planteq,
por tanto, en el contorno (compatibilidad externa) e internamente, en los puntos
de corte de cada parte o fragmento en que se subdivida ésta.

El cumplimiento de estas condiciones genera unas ecuaciones llamadas
ecuaciones de compatibilidad. En estructuras planas se dispone, Unicamente,
de 3 ecuaciones de compatibilidad en cada punto, expresadas en forma de
igualdad de los tres movimientos posibles (desplazamientos segin los ejes X e Y,
giro segun el eje 7).
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COMPATIBILIDAD EXTERNA (figura 4)

Se plantea en los nudos de apoyo de la estructura. La estructura plana necesita,
como minimo, fres enlaces no nulos y no concurrentes para ser estable, por eso,
habrd, como minimo, 3 condiciones de compatibilidad externa. El nUmero de
condiciones dependerd del tipo de apoyo.

i, hy, 00=0 iy, dyy=0 dyy, B,=0 ey, 0,=0 dyy=0 =0 e eloba
[: jesglobales
[ =] L o s /O
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Figura 4. Compatibilidad externa

COMPATIBILIDAD INTERNA

a) Separacion de la estructura en fragmentos (figura 5):
La compatibilidad se plantea entre los movimientos a ambos lados del corte
La continuidad puede ser total (3 condiciones de compatibilidad) o parcial (1
0 2 condiciones de compatibilidad)
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Figura 5. Compatibilidad entre dos fragmentos de la estructura

b) Compatibilidad de movimientos en la barra (figura 6):
Aislando la barra de la estructura mediante cortes en sus extremos, se pueden
relacionar las 6 incognitas cinemdticas planteando las ecuaciones de
compatibilidad en ejes locales, expresando los movimientos en el exiremo j en
funcion de los movimientos en el extremo i, quedando reducidas éstas a 3.
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Figura 6. Compatibilidad de movimientos en la barra
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Las componentes exo, €yb Y €0b, representan las componentes segun cada
uno de los ejes de la deformacidén efectiva de la barra. De este modo queda
claramente representado el movimiento de la barra como sdlido rigido vy
como sdlido deformable.

Las funciones de desplazamiento [u(x). v(x), 8(x)] definen el movimiento de
cualquier seccidén garantizando la continuidad entre secciones consecutivas.

c) Compatibilidad de movimientos entre extremo de barra y nudo (figura 7):
Los movimientos de los exiremos de las barras deben ser compatibles con los
movimientos de los nudos a los que estdn asociadas, en funcidon de sus
condiciones de vinculo. La compatibilidad se establece en ejes globales.
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Figura 7. Compatibilidad de movimientos entre extremo de barra y nudo

4.4 Grado de indeterminacidn cinematica

El grado de indeterminacion cinemdatica (GIC) o nUmero de grados de libertad
es el nimero minimo de movimientos con el que es posible definir la
configuracion cinemdtica completa de la esfructura, es decir, el nUmero de
movimientos independientes incognita de la misma.

Son incégnitas cinemdticas los movimientos de nudo y los movimientos de
extremo de barra.

Al aplicar las condiciones de compatibilidad en la barra y entre extremo de
barra y nudo, estas incdgnitas quedan reducidas a los movimientos de los nudos
(3 para cada nudo libre, 1 o 2 para los apoyos si las condiciones de contorno
permiten movimientos libres y 1, 2 o 3 si se trata de apoyos eldsticos) y a los
movimientos de los extremos de barra que son diferentes de los de sus nudos
asociados, es decir, desconexiones totales o parciales en extremo de barra.

De este modo el niUmero minimo de movimientos con el que es posible definir la
configuracion cinemdatica completa de la estructura, GIC, serd el movimiento de
los nudos y de los extremos de barra con desconexiones, siempre que éstos sean
independientes.

El GIC se puede obtener, por tanto, descontando del nimero total de
movimientos incégnita el nUmero de movimientos dependientes.

NUMERO DE MOVIMIENTOS INCOGNITA

Las coordenadas cinemdticas son las componentes de movimiento asociadas a
nudo (fomando como origen la posicion inicial de éste) y a extremo de barra (si
difiere del movimiento nudo).

El nUmero de coordenadas cinemdaticas (NCC) de una estructura plana serd:
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NCC = 3(NL+A) + 3DTp + >DPsp
siendo NL = nUmero nudos libres, A= nUmero de nudos de apoyo, YDTp =
numero de desconexiones totales en extremo de barra, Y DPr = nUmero de
desconexiones parciales en extiremo de barra (muelles)

La capacidad cinemdtica (CC) de la estructura se define como el nUmero total
de movimientos incégnita, es decir, tfodos los movimientos de nudos y extremos
de barra con desconexiones que no sean nulos. Obtendremos la capacidad
cinemdtica descontando del nUmero de coordenadas cinemdticas los
movimientos nulos (en los apoyos).

CC = NCC — MN= 3(NL+A) + >DTp + YDPo— MN
siendo MN = n° de movimientos nulos.

Como el niUmero de movimientos libres en cada apoyo serd 3 menos el nUmero
de sus movimientos nulos: (3A-MN= >DTs +>DP4) la capacidad cinemdtica
puede expresarse también como:

CC=3NL+ >DTp + YDTa + YDPp+ Y DPq
siendo YDTa = numero de desconexiones totales en los apoyos, YDPqa =
numero de desconexiones parciales en los apoyos (muelles)

NUMERO DE MOVIMIENTOS DEPENDIENTES

El nimero de movimientos dependientes coincidird con el nimero de
condiciones de dependencia (YCD) o relaciones entre movimientos que se
establezcan, ya que cada condicidn de dependencia expresa un movimiento
dependiente en funcidn de uno o mds movimientos independientes. Estas
condiciones de dependencia se generan cuando haya modos rigidos en las
barras (una condicidon para modo rigido axil, MRA, y dos para modo rigido a
flector/cortante, MRF/C), apoyos inclinados o nudos dobles.

5> CD: nUmero de condiciones de dependencia (movimientos dependientes)

Por tanto el grado de indeterminacién cinemdtica se obtiene descontando de la
capacidad cinemdtica de la estructura el nimero de condiciones de
dependencia.
GIC=CC-3CD

es decir;

GIC= [3(NL+A) + >DTb + YDPb — MN]-[3> CD]
o bien

GIC=[3NL + 3DTb + YDTa + YDPb + > DPa]-[> CD]

Veamos un ejemplo de obtencidén del GIC (figura 8)
GIC= [3(NL+A) + >DTb + YDPb — MN]-[>CD] = [3- (1+3)+2+0-6] - [2] =8-2=6
o bien
GIC=[3NL + YDTb + YDTa + YDPb + YDPa]-[>CD] = [3-1+2+3+0+0] - [2] =8-2=6

Los movimientos independientes son: dxa, dya, 0a, dxs, 0s, 0;3 (el giro del exiremo
inicial de la barra 1 es el giro del nudo A) y los movimientos dependientes: 0i2, 0j2
ya que la barra 2 tiene un modo rigido MR F/C, por ser una barra biarticulada sin
carga.
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‘ GIC= [3(NL+A) + 5DTh + 5DPb — MNJ-[SCD] ‘ — ‘ GIC= [3- [143)+240-6] ~[2] = 8-2=6 ‘
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Figura 8. Ejemplo de determinacion del GIC

Las estructuras se clasifican cinemdticamente (figura 9), segun el GIC, en
estructuras hipercinemadticas (GIC > 0), estructuras: isocinemdticas (GIC = 0) y
estructuras hiperrestringidas (GIC < 0).
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ESTRUCTURA HIPERRESTRINGIDA

ESTRUCTURA HIPERCINEMATICA

ESTRUCTURA ISOCINEMATICA

Figura 9. Elemplos de estructuras hipercinemdticas, isocinemdticas e
hiperrestringidas.

En las estructuras hipercinemdticas, el nUmero de vinculos cinemdticos es menor
gue el nUmero de coordenadas cinemdticas, por lo que estdn cinemdticamente
indeterminadas, es decir, tienen infinitas configuraciones cinemdaticamente
admisibles. Para obtener la configuracién cinematica real, es decir, el valor real
de las incognitas cinemdticas, hay que considerar las condiciones de
compatibilidad y las leyes de comportamiento.

En las estructuras isocinemdticas el niUmero de vinculos cinemdticos coincide con
el nimero de coordenadas cinemdticas, por lo que estdn cinemdaticamente
determinada, tienen una Unica configuracién cinemdtica admisible, es decir,
una Unica solucién cinemdtica posible. La configuracién cinemdtica real para el
estado de cargas aplicadas, es decir, el valor real de las incdgnitas cinemdticas
se obtiene con las ecuaciones de compatibilidad.

En las estructuras hiperrestringidas el niUmero de vinculos cinematicos es excesivo
ya que supera el nUmero de coordenadas cinemdticas. El nUmero negativo se
debe al nUmero de restricciones en exceso, por lo que estard mal modelizada.
El cdlculo de una estructura hiperrestringida no seria factible (no hay solucién
cinemdtica) salvo que se detectaran, de antemano, las condiciones de rigidez
redundantes y se suprimieran, pasando a ser isocinemdtica o hipercinemdtica.
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4.5 Configuraciéon cinematica admisible

La representacion cinemdtica o configuracidn cinemdtica de la estructura
completa (o de un fragmento de la misma) consiste en la representacién de la
posicién desplazada de todos sus puntos (deformada].

La configuracién cinemdtica serd admisible si cumple con las condiciones de
compatibilidad.

Veamos un ejemplo (figura 10). En la figura inferior izquierda se representan |os
movimientos de los nudos y en la de la derecha los movimientos de los extremos
de barra, con las componentes de movimiento de sdlido rigido y de
deformacion.

LT O bt i G0

— ||| A > -n B d'xji=dxs d'yin=dys=0 611 =65
200 ' f
d"%i2= dxc=0 d'yiz= dyc=0 0i2=0=0

Relacién entre movimientos de extremo de barra en ejes locales y globales:
Barra 1: ambos sistemas de ejes son coincidentes:

v oA dxllzd‘xll de: d‘yu 9.1:9‘11
: dxp=d'xp  dyp=d'yn 61=6'n
| - Barra 2 los ejes locales estan girados 902 en sentido antihorario:
Sl
¢ | dXiFd'ij (=0) dViF - d'xiz (=0) 9\2:e‘j2(:0)
dxjz=d'y;z dyjp= - d'x; 02=0"2
dxjt \\.e—,
A ; B ﬂm |
e |
R dyz=ey2,, | Y.
6
- dyji =0
2 2 ."jle;-
ey
dxz=0
c dys=0 C  dy2=0
6==0 62=0
Movimientos totales del extremo j: dx;=dx; + e, dy;= (dyi+ 6-L)+ e, 0=0+es
Barra 1: No deforma por axil (e,.=0), pero si flecta Barra 2: No hay movimientos de sélido rigido. No deforma por axil (e..=0), pero sf flecta.
dxj1 = +en= +0= dxp=dx;+e.=0+0=0
dyja=( J+e.=0 dyiz = (dyi + B2-Le) + 2= (040} + &=z
8= 0.+ 250 Bi2= B2 + e5,= 0 + €50= €52

Figura 10. Configuracién cinematica admisible.

Cierre

A lo largo de este tema se ha presentado un andlisis desde el punto de vista
cinemdtico, identificando las componentes cinemdticas, enumerando las
implicaciones cinemdticas de la hipdtesis de los pequenos movimientos,
formulando las ecuaciones de compatibiidad y calculondo el grado de
indeterminacioén cinemdtica, es decir el nUmero de movimientos incdgnitas
independientes, clasificando a partir de éste las estructuras. Se ha dibujado,
asimismo la configuracion cinemdatica admisible de una estructura.

Como ejercicio de aplicacién se propone calcular el valor del grado de
indeterminacién cinemdtica de la estructura de la figura, identificando los
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movimientos dependientes, si los hay. (Resultado: GIC=13, movimientos
dependientes: giros de extremo de la barra 4)
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Figura 11. Ejercicio propuesto.
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