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Diseño y caracterización de metamateriales
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8.1. Metamaterial acústico: parámetros efectivos . . . . . . . . . . 132
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A.1.3. Formas asintóticas para argumentos pequeños . . . . . 169
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Resumen de la tesis doctoral

Diseño y caracterización de metamateriales
acústicos basados en gúıas de onda

de

D. Rogelio Graciá Salgado

El objetivo de este trabajo ha sido la obtención de metamateriales acústi-

cos que exhiban doble negatividad en sus parámetros efectivos a partir de es-

tructuras fabricadas con materiales acústicamente ŕıgidos. Para lograr dicho

objetivo se consideraron metamateriales acústicos cuyas unidades dispersivas

consisten en cavidades perforadas en el interior de una gúıa bidimensional. Se

realizó un estudio paramétrico del comportamiento de la densidad dinámi-

ca de masa y del módulo de compresibilidad efectivos como función de la

frecuencia.

Este estudio ha permitido encontrar nuevos metamateriales acústicos que

presenten un comportamiento negativo en uno o en los dos parámetros efec-

tivos que les caracterizan, abriendo de esta manera la posibilidad de diseño

de nuevos dispositivos acústicos.

Como resultados destacables del trabajo realizado cabe señalar la obten-

ción de un metamaterial que presenta una densidad dinámica de masa menor

que la del medio que lo rodea y un módulo de compresibilidad que presenta

un comportamiento resonante en determinados rangos de frecuencia. Tam-

bién es destacable el diseño de una unidad dispersiva que permite obtener

metamateriales que presenten una densidad dinámica de masa cercana a cero

en un determinado rango de frecuencias y que, en otro rango, presentan un

comportamiento doblemente negativo en sus parámetros efectivos.

Como principales aplicaciones de impacto y novedad dentro del campo

de la acústica se han propuesto y simulado el efecto túnel, filtro de modos

verticales, divisor de ondas acústicas. Todas estas aplicaciones son posibles

gracias al comportamiento de las estructuras diseñadas como metamateriales

con densidad dinámica de masa cercana a cero. Otra aplicación de interés

que se ha propuesto es la posibilidad de diseñar una lente acústica mediante

cavidades localizadas en el interior de una gúıa de ondas.



Resum de la tesi doctoral

Disseny i caracterització de metamaterials
acústics basats en guia d’ona

de

D. Rogelio Graciá Salgado

L’objectiu d’aquest treball ha sigut l’obtenció de metamaterials acústics

que exhibisquen doble negativitat en els paràmetres efectius a partir d’estructures

fabricades amb materials acústicament ŕıgids. Per a assolir l’objectiu, s’han

considerat metamaterials acústics les unitats dispersives dels quals consis-

teixen en cavitats perforades a l’interior d’una guia d’ones bidimensional.

S’ha dut a terme un estudi paramètric del comportament de la densitat

dinàmica de massa i del mòdul de compressibilitat efectius com a funció de

la freqüència.

Aquest estudi ha permès trobar nous metamaterials acústics que presen-

ten un comportament negatiu en un o en els dos paràmetres efectius que

els caracteritzen, un fet que obri la possibilitat de dissenyar nous dispositius

acústics.

Com a resultats destacables d’aquest treball, cal assenyalar l’obtenció d’un

metamaterial que presenta una densitat dinàmica de massa menor que la del

medi que l’envolta, i un mòdul de compressibilitat que presenta un compor-

tament ressonant en determinats rangs de freqüència. També és destacable

el disseny d’una unitat dispersiva que permet obtenir metamaterials que pre-

senten una densitat dinàmica de massa propera a zero en un determinat rang

de freqüències i que, en un altre rang, presenten un comportament doblement

negatiu en els paràmetres efectius.

Com a principals aplicacions d’impacte i novetat dins del camp de l’acstica,

s’han proposat i s’han simulat l’efecte túnel, el filtre de modes verticals i el

divisor d’ones acústiques. Totes aquestes aplicacions són possibles gràcies al

comportament de les estructures dissenyades com a metamaterials amb den-

sitat dinàmica de massa propera a zero. Una altra aplicació d’interès que s’ha

proposat és la possibilitat de dissenyar una lent ac´stica mitjanant cavitats

localitzades a l’interior d’una guia d’ones.



Abstract of the doctoral thesis

Design and characterization of acoustic
Metamaterials in waveguides

by

D. Rogelio Graciá Salgado

The aim of this work has been to obtain acoustic metamaterials which ex-

hibit double negative behavior in their effective parameters from structures

made of materials that are considered acoustically rigid. To accomplish this

objective, an acoustic metamaterial whose scattering units consist of dri-

lled cavities inside two-dimensional waveguide are considered. A parametric

study of the effective dynamical mass density and effective bulk modulus as

a function of frequency was performed. This study has demonstrated new

acoustic metamaterials that possess a negative behavior in one or both ef-

fective parameters that characterize them, enabling the possibility to design

new acoustic devices.

The significant results of the work performed include the theoretical and

experimental demonstration of an acoustic metamaterial having to a dyna-

mical mass density less than of the surrounding medium and bulk modulus

having a resonant behavior over a range frequencies. Furthermore, the de-

sign of the scattering unit allows one to obtain metamaterials which exhibit

a near zero density in over a range of frequencies and that, in another range

of frequencies, has a double negative behavior in their effective parameters.

Based in this work novel application in the field of acoustics are possible

including the tunneling effect, controlling the radiation field, and a acoustic

wave guide splitter. All these applications are made possible by making use

of near zero density behavior that exhibited by some of the metamaterials

studied in this work. Another interesting application that has been proposed

is the possibility of designing an acoustic lens using cavities localized inside

of the waveguide.



Caṕıtulo 1

Introducción

Este caṕıtulo sirve como introducción al lector para que adquiera una

visión general del trabajo realizado dentro del campo de los metamateriales.

El caṕıtulo se organiza de la siguiente manera: en la sección 1.1 se realiza

una introducción histórica sobre los metamateriales para seguidamente des-

cribir los trabajos realizados en el campo espećıfico de los metamateriales

acústicos, subrallando de esta manera la aportación de este trabajo en los

distintos tópicos expuestos. En la sección 1.2 se expone el objetivo de la tesis

y finalmente en la sección 1.3 se hace una breve descripción del contenido de

los caṕıtulos que componen el presente manuscrito.

1.1. Estado del Arte

Los metamateriales son medios estructurados que presentan propiedades

inusuales, no encontradas en los materiales naturales que los constituyen.

Estas propiedades son debidas al comportamiento de la estructura en śı,

más que en la de sus componentes elementales. En un sentido más estricto

se considera metamaterial a aquél material constituido por una estructura

periódica de unidades elementales, cuya dimensión y periodicidad sea menor

que la longitud de onda con la que se vaya a trabajar.

En 1968 Victor Veselago, un f́ısico de la antigüa unión soviética introdujo

por primera vez la propuesta de materiales electromagnéticos doblemente ne-

gativos, es decir, metamateriales que presentan una permitividad eléctrica ϵ

y permeabilidad magnética µ negativas [Ves68]. En esa época se sabia que la
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permitividad y la permeabilidad de un material depend́ıan de la frecuencia.

El comportamiento frecuencial de estas magnitudes mostraba que presenta-

ban valores negativos en ciertas regiones frecuenciales, aunque no de manera

simultánea. Basándose en esto Veselago se cuestionó que ocurriŕıa si la ondas

electromagéticas se propagarán en un medio con ambos parámetros negati-

vos. De su trabajo se predice una velocidad de fase negativa, es decir, que la

fase de la onda se desplaza en sentido contrario a la propagación de enerǵıa

dado por el vector de Poynting, como exige el principio de causalidad, dando

por tanto origen a lo que ahora se conoce como metamaterial con ı́ndice de

refracción negativo.

28 años después Sir John Pendry, del Imperial College de Londres, fue

el primero en teorizar una forma práctica de implementar un metamaterial

electromagnético, obteniendo con la ayuda de sus colaboradores un material

artificial (metamaterial) con permitividad dieléctrica ϵ negativa [PHSY96].

Sin embargo el verdadero reto, debido a que en la naturaleza existen me-

dios que presentan permitividad negativa (ferroeléctricos), era la obtención

de metamateriales que presentaran una permeabilidad magnética µ negati-

va. Finalmente, en 1999 nuevamente Pendry y sus colaboradores idearon una

forma de obtener un permeabilidad negativa mediante resonadores con forma

de “C” [PHRS99]. Un año más tarde, David Smith y sus colaboradores de

la universidad de Califormia en San diego fueron los primeros en implemen-

tar de una manera práctica las ideas de Pendry y fabricaron un metama-

terial que presenta simultáneamente ambos parámetros negativos [SPV+00].

Inmediatamente después se pudo verificar experimentalmente un metamate-

rial que presenta un ı́ndice de refracción negativo [SSS01] y se demostraron

fenómenos tan interesantes como la super resolución [Pen00] y el manto de

invisibilidad [SMJ+06].

La contraparte acústica comenzó sobre el año 1993 con los estudios de

estructuras periódicas de elementos de dispersión del sonido, los cristales sóni-

cos, que permitieron demostrar fenómenos f́ısicos como la existencia de “band

gaps” [KHDDR93, SPCMS+98,RCSP+99]. Con estas estructuras cristalinas

se pudo demostrar la focalización de un cristal bidimensional de cilindros

ŕıgidos en aire [CSSP+01] y se pudo obtener un ı́ndice de refracción negativo

empleando una distribución 3D de esferas sólidas en agua [YPL+04].

A partir del 2003 el estudio del comportamiento de los cristales sónicos



1.1 Estado del Arte 3

para grandes longitudes de onda (grande en comparación con la separación

entre los elementos dispersores) empezó a cobrar creciente interés. En este

régimen el cristal sónico se comporta como un medio efectivo cuyos paráme-

tros ( el módulo de compresibilidad B∗ y densidad dinámica de masa ρ∗)

veńıan determinados principalmente por la fracción de volumen que ocupan

los elementos dispersores. Las propiedades refractivas fueron estudiadas por

diversos grupos [KAG03,GY03a,MLWS06,THCSD06,TSD06,TSD07b].

Las propiedades de homogenización de los cristales sónicos han sido em-

pleadas para diseñar dispositivos acústicos refractivos como, por ejemplo,

lentes acústicas cuyas propiedades de focalización están basadas la forma que

presentaba la superficie externa del cristal sónico [CSSP+01,GY03b,HC05].

Cabe señalar que en el primer trabajo de Cervera y colaboradores [CSSP+01]

se obtuvo el ı́ndice de refracción de la lente acústica mediante un modelo feno-

menológico, que posteriormente se demostró como válido solo para fracciones

de llenado bajas.

También se han fabricado y caracterizado experimentalmente dispositivos

refractivos obtenidos mediante la técnica de diseño inverso, usando algorit-

mos genéticos [HSD04]. Por otra parte, usando inteligentemente la estruc-

tura compositiva [TSD07a,CLHL07,CLHL07] se pudieron también obtener

dispositivos acústicos que presentaban refracción negativa [QZL05,DDH+09,

ZYF09]. Lentes acústicas con gradiente de ı́ndice fueron propuestas por To-

rrent y Sánchez-Dehesa en 2007 [TSD07a], pero no fue hasta el 2010 que

pudieron ser demostradas experimentalmente [CTSD10,MNO+10].

A partir de los resultados obtenidos con la teória de homogenización se

propuso estudiar un sistema con densidad dinámica de masa menor que la del

medio que lo rodea, dicha propiedad se utilizó para el diseño de un disposi-

tivo acústico refractivo bidimensional que permitió la focalización del campo

acústico en una región del espacio. Este trabajo se describe en el caṕıtulo 5

de esta tesis.

El concepto de metamaterial ha abierto una nueva frontera en el campo

de la acústica porque está permitiendo obtener materiales con parámetros

que no se pueden encontrar en los materiales acústicos convencionales. Por

ejemplo, metamateriales que presenten un módulo de compresibilidad ne-

gativo han sido demostrados por diferentes grupos de manera independien-

te [FXA+06,ZSC+08,LPCS09]. Se ha demostrado que el módulo de compre-
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sibilidad negativo se obtiene de forma efectiva gracias a la existencia de una

resonancia monopolar embebida en las unidades que se repiten. El inconve-

niente es que estas unidades presentan pérdidas debido a la fricción del aire

en el cuello del resonador. Partiendo de estos resultados, en esta tesis se di-

señó un nueva estructura con la que se obteńıa el mismo tipo de resonancia pe-

ro que presenta pocas pérdidas. La caracterización experimental de este tipo

de metamaterial se encuentra en el caṕıtulo 6. Por otra parte, diversos grupos

de manera independiente han demostrado que la densidad dinámica efectiva

negativa se obtiene a través de una resonancia dipolar [YMY+08,ZXY+11].

La resonancia dipolar en la propagación aérea se ha obtenido hasta ahora

únicamente mediante el uso de membranas.

Mediante la combinación de ambos tipos de resonancias en la propagación

aérea o mediante el uso materiales elásticos se han propuesto y caracterizado

experimentalmente metamateriales que exhiben un comportamiento doble-

mente negativo [LC04,LLQ06,CXL08,ZYF09,LPY+10,BLM10,FZ11]. Con

estos precedentes, en esta tesis nos propusimos diseñar un metamaterial que

exhibiera el mismo comportamiento mediante la inclusión de un metaflui-

do en cada una de las unidades dispersivas que forman el metamaterial. El

análisis teórico de este material se encuentra descrito en el caṕıtulo 7.

También han sido propuestos otros tipos de metamateriales acústicos co-

mo los metamateriales con masa efectiva anisótropa [TSD08,PL08]. Algunos

de ellos han sido experimentalmente demostrados usando estructuras corru-

gadas [TSD11a, STSD11]. En base a los resultados obtenidos en dichos tra-

bajos, se extrajo la idea de proponer un nuevo metamaterial que mediante la

utilización de una estructura anisótropa presenta un comportamiento doble-

mente negativo y una densidad cercana a cero. El análisis teórico aśı como

su caracterización experimental se exponen en el caṕıtulo 8. Es interesante

apuntar que este tipo de metamateriales están bajo estudio debido a sus apli-

caciones potenciales como el manto de invisibilidad acústica [CS07] o lentes

de aumento [LFY+09].

1.2. Objetivo de la tesis

El objetivo fundamental de esta tesis ha sido la obtención de metama-

teriales acústicos que exhibieran un comportamiento doblemente negativo y
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que presentará pocas pérdidas siendo el medio de propagación de las ondas

acústicas el aire.

Para lograr dicho objetivo nos hicimos dos preguntas:

1. ¿ Cuáles son los mecanismos que permiten la obtención de los paráme-

tros negativos?.

2. ¿ Cómo se pueden implementar dichos mecanismos en la unidad dis-

persiva del sonido y que además presenten pocas pérdidas?.

Para hacer frente a la primera pregunta se hizo necesario una documenta-

ción bibliográfica de los trabajos realizados hasta el momento aśı como el

seguimientos de publicaciones que abarcarán este tópico. En estos trabajos

se exponen los mecanismos mediante los cuales se obtienen los parámetros

negativos. Este mecanismo se basa en introducir un comportamiento reso-

nante en la unidad dispersiva que formaba el metamaterial. Los trabajos

realizados hasta el momento indicaban que obteńıan la doble negatividad

mediante medios elásticos considerando el agua como medio de propagación

del campo acústico. Sin embargo en la propagación aérea se obteńıan uti-

lizando dos mecanismos resonantes, el primer mecanismo era resonador de

Helmholtz y el segundo lo constituyen las membranas. Ambos mecanismos

presentan pérdidas y, además, la utilización de las membranas presenta in-

convenientes añadidos, ya que no se puede asegurar que la tensión sea la

misma en todas las membranas que constituyen el metamaterial. Por otra

parte, los parámetros que caracterizan a las membranas cambian con el paso

del tiempo; es decir, las membranas se deterioran.

Para hacer frente a la segunda pregunta se comenzó con un análisis teórico

que nos permitiera obtener un modelo f́ısico que explicara, si era posible con

expresiones anaĺıticas, el comportamiento resonante de la unidad dispersiva.

Este ánalisis teórico se complementó con simulaciones basadas en elementos

finitos (Comsol) para la comprobación y validez del modelo teórico formula-

do.

El primer paso para alcanzar el objetivo establecido era obtener el mismo

comportamiento resonante que se obtiene con los resonadores de Helmholtz

pero que presentara pocas pérdidas. Las pérdidas de estos resonadores son

principalmente debidas a la fricción, ya que la masa de aire localizada en
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el cuello presenta un movimiento oscilatorio, cuya frecuencia coincide con la

frecuencia del campo incidente, produciéndose pérdidas debido a la fricción

de la masa del aire con las paredes del cuello del resonador. Finalmente se

alcanzó dicho objetivo con el estudio de un sistema de cavidades localizadas

en el interior de una gúıa de ondas. Este sistema demostró que a partir de

ciertos valores umbrales de la longitud de la cavidad presentaba el mismo

comportamiento resonante que los resonadores de Helmholtz pero con pocas

pérdidas.

El segundo objetivo presentaba un reto mayor, ya que se teńıa que propo-

ner un mecanismo que dotara a la unidad dispersiva de un comportamiento

resonante dipolar. Dicho comportamiento se hab́ıa obtenido en aire mediante

el uso de membranas. Por tanto el reto era encontrar una unidad dispersi-

va que presentara el comportamiento resonante de las membranas pero que

fuera mucho más robusto que estas, es decir que evitaran las inconvenien-

cias de las membranas y que además presentara pocas pérdidas. Para ello se

realizó un estudio paramétrico de los parámetros efectivos para cada una de

las estructuras que se consideraron candidatas a ese tipo de comportamien-

to. El criterio de búsqueda de las estructuras se basó en un sistema que nos

permitiera obtener el mecánimo reportado en [LC04], es decir sistemas que

presentaran una densidad menor que la del aire (ρ∗ < ρb) y que la velocidad

de propagación del sonido a través del metamaterial fuera menor que la del

aire (c∗ < cb). Finalmente se obtuvo dicho comportamiento mediante dos ti-

pos de unidades dispersivas. Sin embargo, la verificación experimental quedo

enmascarada por la pérdidas que obtuvimos con el montaje experimental.

Dichas pérdidas no eran debidas a la unidad dispersiva en śı, ya que se ob-

servo que también se obteńıa pérdidas muy altas cuando se media el campo

sin la muestra. Este hecho nos impidió verificar experimentalmente que la

muestra propuesta presentaba pocas pérdidas.

1.3. Contenido de la tesis

El contenido de la tesis se divide en dos partes, una parte teórica y otra

de aplicaciones.

En la parte teórica se exponen los conceptos, fundamentos y las herra-

mientas necesarias que nos permiten realizar el estudio teórico de los me-
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tamateriales propuestos. La parte teórica está formada por los siguientes

caṕıtulos:

• Caṕıtulo 2: en este caṕıtulo se exponen los principios fundamentales

para la deducción de la ecuación de onda acústica. Dicha ecuación se

resuelve para el caso de una onda acústica propagándose a través de un

medio fluido localizado en el interior de una gúıa de ondas. Finalmente

se introduce el concepto de cristal sónico.

• Caṕıtulo 3: en este caṕıtulo se explica el método utilizado para la

obtención de la matriz de transferencia que caracteriza las propiedades

dispersivas del elemento de dispersión general, a partir del cual se pue-

den derivar todos los casos estudiados en el presente trabajo. También

se obtiene las expresiones anaĺıticas que permite el cáculo del campo le-

jano. El caṕıtulo finaliza con la descripción de la teoŕıa de la dispersión

múltiple.

• Caṕıtulo 4: en este caṕıtulo se expone el método de homogenización

empleado en la obtención de las expresiones anaĺıticas que nos permiten

el cálculo de los parámetros efectivos que caracterizan al metamaterial.

En la parte de aplicaciones se realizan análisis más completos de los me-

tamateriales que se han propuesto para conseguir el objetivo marcado de esta

tesis. La parte de aplicaciones consta de los siguiente caṕıtulos:

• Caṕıtulo 5: en este caṕıtulo se analizan las propiedades refractivas

del metamaterial que hemos utilizado en el diseño de un dispositivo

refractivo que permite la focalización del campo de presiones. También

se exponen los resultados experimentales preliminares de una prueba

de concepto. Esta prueba consistió en demostrar que las propiedades

refractivas no se quedan confinadas en la gúıa de onda sino que se

pueden acoplar al espacio libre.

• Caṕıtulo 6: en este caṕıtulo se expone la caracterización teórica y ex-

perimental de un metamaterial que presenta un módulo de compresibi-

lidad efectivo negativo. La caracterización del metamaterial se obtuvo

mediante la medida de la reflectancia y la transmitancia, la extracción

de los parámetros efectivos, la obtención de la relación de dispersión y,

finalmente, mediante la medición del efecto pelicular.
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• Caṕıtulo 7: en este caṕıtulo se realiza un estudio teórico de un me-

tamaterial que presenta un comportamiento doblemente negativo y se

analiza dicho comportamiento en función de los parámetros f́ısicos que

caracterizan las unidades de dispersión.

• Caṕıtulo 8: en este caṕıtulo se realiza un estudio teórico y la carac-

terización experimental de un metamaterial que presenta densidades

negativa y cercana a cero, respectivamente. Este metamaterial permi-

te, en principio, la excitación de ondas superficiales aśı como el diseño

de diversos dispositivos acústicos, explotando la propiedad de densidad

cercana a cero.

• Caṕıtulo 9: este caṕıtulo resume los principales resultados de la tesis

aśı como las propuestas de trabajo futuro.



Parte I

Teoŕıa





Caṕıtulo 2

La ecuación de onda acústica

En este caṕıtulo se exponen los conceptos fundamentales para la deduc-

ción de la ecuación de onda acústica. La obtención de la ecuación de onda

se ha realizado considerando únicamente fenómenos acústicos lineales des-

preciando, por tanto, los términos no lineales que aparecen en la ecuación

general. Finalmente se realizará una breve introducción sobre los cristales

sónicos.

2.1. Acústica

En el presente trabajo se considerará que las ondas acústicas se propagan

en un medio fluido ideal. El concepto f́ısico de fluido ideal involucra ciertas

condiciones que han de verificar las fuerzas que actúan en el fluido. Para ex-

poner dichas condiciones considérese un elemento de superficie ∆S con una

forma arbitraria localizada en el interior de un medio fluido. Las porciones

del fluido localizadas en esa superficie arbitraria están sometidas a un campo

de fuerzas debido al contacto ejercido por ellas. Cuando estas fuerzas son

normales a la superficie (i.e. no tienen componente tangencial) y las mag-

nitudes de esas fuerzas son independientes a la orientación de la superficie

(fuerza isótropa), entonces el sistema puede caracterizarse mediante una úni-

ca magnitud P , la presión, cuya definición viene dada por

P ≡ ĺım
∆S→0

(∣∣∆F
∣∣

∆S

)
, (2.1.1)
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cuando un fluido satisface estas condiciones se denomina fluido ideal.

Para la deducción de la ecuación de onda es necesario introducir el prin-

cipio de conservación de la masa en forma de ecuación diferencial, definir

la condición de equilibrio mecánico de un fluido y, finalmente, introducir la

ecuación de estado de un fluido ideal.

2.1.1. Principio de conservación

Un medio fluido se caracteriza mediante su densidad ρ, y su campo de

velocidades v(r,t).

La conservación de masa de un fluido ideal impone ciertas restricciones en

el campo de velocidades que caracteriza al fluido. Para la obtención de dichas

restricciones se considera una superficie cerrada S, cuya posición está fija en

el espacio, la cual define un volumen V ocupado en su totalidad por el fluido.

Si ρ(r, t) es la densidad del fluido, en la posición r y en el instante t, la masa

m de fluido encerrada en ese volumen para cualquier instante t es

m =

∫
V

ρ(r, t)dV, (2.1.2)

siendo dV un diferencial de volumen encerrado.

Por otra parte, debido a que las part́ıculas que constituyen el fluido están

en continuo movimiento, se considera la existencia de un flujo neto de masa

que atraviesa la superficie definida por el elemento de volumen dV , el cual

se obtiene mediante la siguiente expresión

Φ =

∫
S

ρv · ndS, (2.1.3)

siendo dS el diferencial de área definida alrededor de la superficie y n el

vector unitario normal a la superficie.

El principio de conservación o de continuidad de masa establece que, en

ausencia de fuentes, la masa del fluido se conserva, pudiendo escribir la si-

guiente igualdad

d

dt

∫
V

ρdV = −
∫
S

ρv · ndS, (2.1.4)
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realizando operaciones sobre esta expresión y transformando la integral de

superficie en una integral de volumen se puede reescribir la anterior expresión

como ∫
V

{
dρ

dt
+∇ · (ρv)

}
dV = 0. (2.1.5)

Esta relación es válida para cualquier elemento de volumen que cubra el

fluido en su totalidad, lo cual es posible si la integral es idénticamente cero

en cualquier punto del fluido. Teniendo en cuenta este argumento podemos

extraer la condición que ha de verificar el campo de velocidades en todos los

puntos del fluido ideal

dρ

dt
+∇ · (ρv) = 0. (2.1.6)

La ecuación (2.1.6) es una de las ecuaciones fundamentales de la mecánica

de fluidos. También se le conoce como “ecuación de continuidad de la masa”,

sin embargo en este estudio hemos considerado mejor denominarla “ecuación

de conservación” debido a que este nombre ejerce una mayor alusión al sentido

f́ısico que involucra esta ecuación.

2.1.2. Equilibrio mecánico de un fluido ideal

Se dice que un sólido se encuentra en estado de equilibrio cuando la suma

de todas las fuerzas que actúan sobre éste, tanto internas como externas,

es cero. Sin embargo las condiciones que determinan el estado de equilibrio

en un fluido son más complicadas. Dichas condiciones deben considerar que

los diferentes elementos que constituyen el fluido pueden desplazarse uno

respecto del otro y deben permanecer individualmente en equilibrio.

Sobre cualquier elemento de fluido actúan fuerzas volumétricas y super-

ficiales. Las fuerzas volumétricas son debidas a agentes externos al elemento

de fluido, mientras que el origen de las fuerzas superficiales es debido a la ma-

teria que rodea la porción de fluido. Para que el fluido se considere en estado

de equilibrio las fuerzas que intervienen en cualquier porción del fluido deben

estar equilibradas. La fuerza total que actúa sobre el fluido, de volumen V, es
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FV =

∫
V

ρfdV = 0, (2.1.7)

donde f es la fuerza por unidad de masa y ρ es la densidad del fluido, pu-

diendo ser ambas cantidades, en general, función de la posición del fluido r.

La fuerza total ejercida por el contacto de la materia que rodea a la superficie

S es

FS = −
∫
S

PndS, (2.1.8)

donde P es también, en general, función de la posición r del fluido y n es el

vector unitario normal a la superficie S. Esta última integral puede ser trans-

formada en una integral de volumen usando el teorema de la divergencia, de

modo que la condición de equilibrio en el fluido viene dada por la siguiente

expresión ∫
V

(
ρf+∇P

)
dV = 0, (2.1.9)

esta condición es válida para cualquier elemento de volumen V que incluya

el elemento de fluido, lo cual es posible si la integral de volumen en cualquier

punto de fluido es cero.

De esta expresión se obtiene la condición de equilibrio mecánico que han

de satisfacer las fuerzas involucradas en cualquier punto del fluido

ρf = −∇P. (2.1.10)

2.1.3. Ecuación de estado de un fluido ideal

La ecuación de estado completa la descripción de un fluido ideal y es la

primera expresión que relaciona todas las variables del fluido. Su obtención

se realiza mediante la definición del coeficiente de comprensibilidad

B ≡ ρ
∆P

∆ρ
, (2.1.11)
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dicha expresión se puede reescribir en forma diferencial

B ≡ ρ
dP

dρ
→ dP =

B

ρ
dρ. (2.1.12)

En el caso general en que la presión P (r, t; ρ) y la densidad ρ(r, t) son

funciones tanto de las coordenadas espaciales r como del tiempo podemos

desarrollar, en la ecuación (2.1.12), los términos dP y dρ obteniendo de esta

manera la siguiente ecuación

∂P

∂t
dt+ v · ∇Pdt =

B

ρ

∂ρ

∂t
dt+

B

ρ
v · ∇ρdt. (2.1.13)

Finalmente, la expresión anterior se puede dividir por dt, obteniendo de

esta manera la ecuación de estado de un fluido ideal

∂P

∂t
+ v · ∇P =

B

ρ

∂ρ

∂t
+

B

ρ
v · ∇ρ. (2.1.14)

2.2. La ecuación de onda

El punto de partida para la obtención de la ecuación de onda es la relación

de equilibrio mecánico obtenida en el apartado

(2.1.2)

ρf = −∇P, (2.2.1)

que se puede reescribir teniendo en cuenta la segunda ley de Newton, la cual

nos indica que la fuerza por unidad de masa es

F

m
= f = a, (2.2.2)

sustituyendo la expresión anterior dentro de la ecuación (2.2.1) obtendremos

ρa = −∇P, (2.2.3)

donde a representa la aceleración del fluido. Nótese que la cantidad a no
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representa la aceleración del elemento del fluido en la posición r en el ins-

tante t, debido a que dicho elemento se encuentra instantáneamente en esa

posición. La expresión correcta de la aceleración de un elemento de fluido se

deduce teniendo en cuenta que un elemento en la posición r′ en un instante

∆t puede escribirse como

r′ = r + v(r, t)∆t. (2.2.4)

Un cambio en el vector de posición implica un cambio en su velocidad, la

cual viene dada por

v′(r′, t′) = v′(r + v(r, t)∆t, t+∆t) ≃

v(r, t) +

[
v(r, t) · ∇

]
v(r, t)∆t+

∂v(r, t)

∂t
∆t,

(2.2.5)

de donde se obtiene la aceleración de una part́ıcula de fluido, que, por defi-

nición, es

a ≡ ĺım
∆t→0

(
v′ − v

∆t

)
=

∂v

∂t
+ (v · ∇)v, (2.2.6)

sustituyendo este resultado en la ecuación (2.2.3), se obtiene la segunda re-

lación entre las variables del fluido

−∇P = ρ

[
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]
. (2.2.7)

Para poder desacoplar el campo de velocidades y el campo de presiones

del fluido de la expresión (2.2.7), necesitamos otra ecuación que nos relacio-

ne las variables P y v. Esa relación la obtenemos en la ecuación de estado

obtenida en el apartado 2.1.3 que es

dP

dt
+ v · ∇P =

B

ρ

∂ρ

∂t
+

B

ρ
v · ∇ρ. (2.2.8)

Usando la ecuación de conservación (2.1.6) la anterior ecuación se puede

reescribir como

∂P

∂t
+ v · ∇P = −B∇ · v. (2.2.9)
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Las expresiones (2.2.7) y (2.2.9) constituyen las ecuaciones básicas para

la obtención de la ecuación de onda. Se puede ver que estas ecuaciones tie-

nen términos intŕınsecamente no lineales. En la ecuación (2.2.7) el término

no lineal (v · ∇)v puede ser despreciado, ya que se asume que las variación

de la posición del elemento del fluido es pequeña predominado el término

lineal sobre los términos cuadráticos. Finalmente se asume que la densidad

del fluido solo depende de las coordenadas espaciales. Esta última aproxi-

mación se puede entender considerando que las variaciones temporales de la

densidad son términos de segundo orden, los cuales, al multiplicarlos por la

derivada temporal de la part́ıcula v resulta una cantidad insignificante. La

aproximación lineal de la ecuación (2.2.7) será

∇P + ρ
∂v

∂t
= 0. (2.2.10)

En la ecuación (2.2.9) el término no lineal es v∇P ; despreciando ese

término, la versión lineal de esta ecuación es

∂P

∂t
+B∇v = 0. (2.2.11)

Es conveniente indicar de una manera impĺıcita la dependencia con las

variables espaciales y temporales de los parámetros involucrados en ellas

∇P (r, t) + ρ(r)
∂v(r, t)

∂t
= 0, (2.2.12)

∂P (r, t)

∂t
+B(r)∇ · v(r, t) = 0. (2.2.13)

Para poder realizar el desacoplamiento entre las variables v y P , en pri-

mer lugar se deriva la ecuación (2.2.13) respecto del tiempo y el resultado

se introduce en la ecuación (2.2.12) obteniendo de esta forma la ecuación de

onda lineal

∂2P (r, t)

∂t2
+B(r)∇

[
ρ−1(r)∇P (r, t)

]
= 0. (2.2.14)

Para el caso de un campo de presión armónico con una frecuencia angular

ω

P (r, t) = P (r)e−iωt, (2.2.15)
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y expandiendo el segundo término de la ecuación (2.2.14) obtendremos la

ecuación de Helmholtz inhomogénea

[
∇2 + k2(r)

]
P (r) = −ρ(r)∇ρ−1(r)∇P (r), (2.2.16)

siendo

k2(r) =
ρ(r)

B(r)
ω2. (2.2.17)

2.3. Condiciones de contorno

Cuando se realiza un estudio de un sistema generalmente nos centramos

en una región determinada del espacio donde nuestro sistema, en general,

presenta discontinuidades en el medio (paredes, cavidades, ect..). La presencia

de discontinuidades nos permite considerar que el sistema es homogéneo en

limitadas regiones o porciones del espacio considerando, por tanto, que el

sistema involucra la presencia de diferentes medios. A la región espacial de

separación entre dos medios se denomina interfaz.

Para la resolución de problemas que involucran más de un medio es ne-

cesario imponer ciertas condiciones al campo que describe el sistema en la

interfaz definida por los dos medios. Estas condiciones se denominan condi-

ciones de contorno y dependen de la naturaleza de los medios involucrados

en el sistema, es decir, no son las mismas condiciones de contorno impuestas

en una interfaz que separa dos medios fluidos que las que se imponen en una

interfaz que separa un medio fluido de un medio elástico. Sin embargo, dichas

condiciones se pueden generalizar considerando una interfaz elástica-elásti-

ca, y posteriormente especificarlas para el caso de un fluido, considerando el

medio fluido como un medio elástico que no presenta ondas transversales a

la dirección de propagación.

Las condiciones de contorno generales que se imponen en una interfaz

elástica-elástica son la continuidad del vector desplazamiento u(r, t) y la con-

tinuidad de la componente normal del tensor de fuerzas σij:

u+ = u−, (2.3.1)∑
i

σ+
nini =

∑
i

σ−
nini, (2.3.2)
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donde los signos ± nos indican el medio donde se ha de evaluar las cantida-

des indicadas. Si uno de los dos medios es un fluido, la primera condición se

reemplaza por la continuidad de la componente normal del campo de velo-

cidades v del elemento del fluido. En el presente trabajo las interfaces están

definidas por estructuras que presentan simetŕıa ciĺındrica, a continuación se

enumeran las condiciones de contorno que presentan los sistemas estudiados.

• Cilindro fluido en un medio fluido

1

ρb

∂P−(r)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

=
1

ρa

∂P+(r)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

, (2.3.3)

P−(Ra) = P+(Ra). (2.3.4)

• Cilindro sólido en un medio fluido

0 = σ+
rθ(Ra), (2.3.5)

1

ρb

∂P−(r)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

= u+
r (Ra), (2.3.6)

−P−(Ra) = σ+
rr(Ra). (2.3.7)

De estas últimas se puede extraer la condición de contorno que ha de

verificar un sistema que se considera sólido ŕıgido (ρa → ∞)

• Cilindro ŕıgido en un medio fluido

1

ρb

∂P−(r)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

= 0. (2.3.8)
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Figura 2.1: Definición de variables para la caracterización del campo de pre-

siones en el interior de una gúıa de ondas de altura h. La gúıa se encuentra

rellena de un medio fluido caracterizado por la densidad ρ y la velocidad del

sonido c

2.4. Gúıa de ondas

En el presente trabajo se realizan estudios de sistemas acústicos que se

encuentran localizados en el interior de una gúıa de ondas (ver figura 2.1).

Para la realización de dichos estudios es necesario conocer la forma funcio-

nal del campo que caracteriza el sistema que, en nuestro caso particular,

corresponde al campo de presiones P (r).

En la obtención del campo de presiones se realizan las siguientes hipótesis:

i) ausencia de fuentes dentro de la gúıa de ondas, ii) el campo de presiones

en el interior de la gúıa presenta un comportamiento armónico y, finalmente,

iii) los parámetros que caracterizan el medio fluido en el interior de la gúıa

de ondas, densidad ρ y velocidad del sonido c, no dependen de la posición.

Considerando estas condiciones la ecuación de onda (2.2.16) se reduce a la

ecuación de Helmholtz homogénea

[
∇2 + k2(r)

]
P (r) = 0. (2.4.1)

Los sistemas acústicos estudiados en este trabajo presentan una simetŕıa

ciĺındrica, siendo el campo de presión una función P (r, θ, z). La ecuación

(2.4.1) en coordenadas ciĺındricas es
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1

r

∂

∂r

(
r
∂P (r, θ, z)

∂r

)
+

1

r2
∂2P (r, θ, z)

∂θ2
+
∂2P (r, θ, z)

∂z2
+k2P (r, θ, z) = 0. (2.4.2)

La resolución de esta ecuación diferencial en derivadas parciales se realiza

mediante el método de separación de variables. Este método se basa en supo-

ner que la dependencia funcional del campo de presiones se puede expresar

de la siguiente forma

P (r, θ, z) = R(r)Θ(θ)Z(z). (2.4.3)

Sustituyendo esta última expresión en la ecuación (2.4.2) y dividiendo

por R(r),Θ(θ), Z(z) se obtiene

1

r

1

R(r)

∂

∂r

(
r
∂R(r)

∂r

)
+

1

r2
1

Θ(θ)

∂2Θ(θ)

∂θ2
+

1

Z(z)

∂2Z(z)

∂z2
+ k2 = 0. (2.4.4)

Analizando la expresión anterior se puede encontrar un término que de-

pende únicamente de la variable z, pudiéndose establecer la siguiente relación

1

Z(z)

∂2Z(z)

∂z2
= −k2

z . (2.4.5)

A través de la resolución de esta relación se puede extraer la forma fun-

cional Z(z)

Z(z) = Aeikzz +Be−ikzz, (2.4.6)

donde A, B y kz son constantes cuyo valor se podrá determinar a través de

las condiciones de contorno del problema a resolver.

Las gúıas de ondas presentadas en este trabajo están formadas por dos

superficies paralelas ŕıgidas separadas una distancia h. En la resolución de

los sistemas abordados en el presente trabajo, el origen de la coordenada z se

establece en una de las paredes que conforman la gúıa de ondas, situando de

esta manera las paredes en z = 0 y z = h, como se puede ver en la figura 2.1.

De la imposición de la condición de contorno de paredes ŕıgidas explicada en

el apartado 2.3

∂Z(z)

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0 (2.4.7)
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y
∂Z(z)

∂z

∣∣∣∣
z=h

= 0 (2.4.8)

se obtiene la expresión final de Z(z)

Z(z) = A cos(kzz), (2.4.9)

siendo

kz =
nπ

h
n = 0,±1,±2, · · · , (2.4.10)

la cual nos indica que kz no puede tomar cualquier valor sino que es una

variable discreta cuyos posibles valores son múltiplos enteros de π
h
. Teniendo

en cuenta la ecuación (2.4.5) y multiplicando por r2, la ecuación (2.4.4) se

puede reescribir como

r

R(r)

∂

∂r

(
r
∂R(r)

∂r

)
+

1

Θ(θ)

∂2Θ(θ)

∂θ2
+ r2k2

r = 0, (2.4.11)

siendo

k2
r = k2 − k2

z . (2.4.12)

Vemos que Θ(θ) debe cumplir

1

Θ(θ)

∂2Θ(θ)

∂θ2
= −q2, (2.4.13)

donde q es una constante.

La solución a esta ecuación es análoga a la ecuación (2.4.5), obteniendo

la forma funcional de la función Θ(θ)

Θ(θ) =
+∞∑

q=−∞

Aqe
iqθ. (2.4.14)

Para que la condición de periodicidad en θ se verifique, la constante q ha

de ser un valor entero. Retornando a la ecuación (2.4.11), desarrollando el
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término de la derivada parcial con respecto de r, multiplicando por R(r) y

teniendo en cuenta (2.4.14), obtenemos la ecuación que satisface la función

R(r)

r2
∂2R(r)

∂r2
+ r

∂R(r)

∂r
+ (k2

r − q2)R(r) = 0. (2.4.15)

Esta ecuación es la ecuación diferencial de Bessel, cuyas soluciones son

R(r) = AqJq(kr) +BqYq(kr), (2.4.16)

donde Jq y Yq son, respectivamente, la función de Bessel de primera y segunda

especie.

Finalmente la forma funcional del campo de presiones en el interior de

una gúıa de ondas se obtiene sustituyendo las ecuaciones (2.4.16), (2.4.14),

(2.4.9) en la ecuación (2.4.3) y haciendo las suma para todos los valores po-

sibles de q y de kz

P (r, θ, z; k) =
∞∑
n=0

∞∑
q=−∞

[
AqnJq(krr) + BqnYq(krr)

]
eiqθ cos

(nπ
h
z
)
. (2.4.17)

2.5. Cristales Sónicos

Un cristal sónico es una estructura periódica constituida por elementos

dispersores del campo acústico y a través de la cual está permitida la pro-

pagación de las ondas. La interacción del campo acústico con los elementos

dispersores produce, en general, un acoplamiento del campo de presiones

en el interior de los elementos dispersivos excitando, de esta manera, ondas

elásticas que se propagan en el interior de estos elementos.

El problema consiste, principalmente, en obtener los parámetros que ca-

racterizan estas distribuciones periódicas, pero también caracterizar la pro-

pagación de las ondas acústicas a través de estas distribuciones y los efectos

del campo dispersado.

Los sistemas tratados a lo largo del presente trabajo son estudiados en

el ĺımite de grandes longitudes de onda. En este ĺımite las distribuciones

de elementos dispersores del sonido se comportan como un medio efectivo,

que presenta unas propiedades acústicas que difieren de las que presentan
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Figura 2.2: Cristal sónico localizado en el interior de una gúıa de ondas de

altura h. Los elementos dispersores del sonido son cavidades ciĺındricas de

longitud L y radio R que penetran en una de las superficies de la gúıa.

individualmente los elementos dispersivos que lo componen. Este ĺımite se

conoce como ĺımite de homogenización y define un nuevo tipo de material

acústico denominado metamaterial, cuyas propiedades acústicas no se pueden

encontrar en la naturaleza.



Caṕıtulo 3

Dispersión del campo acústico:

Matriz-T

Este caṕıtulo comienza explicando el método utilizado para la obtención

de la matriz-T, que caracteriza las propiedades dispersivas del campo acústico

de una discontinuidad localizada en el interior de una gúıa de ondas. Poste-

riormente se introduce la teoŕıa de la dispersión múltiple, donde se analiza

un sistema formado por un número finito de elementos dispersores del campo

localizados de una manera arbitraria en el espacio.

3.1. Dispersión de ondas

El fenónemo de dispersión se produce cuando un campo externo alcanza

una región cerrada del espacio ∂Ω que presenta diferentes parámetros acústi-

cos con respecto al medio que lo rodea. Esta variación provoca la excitación

de un campo dispersado cuando se produce la propagación de la onda acústi-

ca a través de dicho medio. A la región del espacio que provoca el fenómeno

de dispersión se le denomina región dispersiva.

En este trabajo, debido a la simetŕıa ciĺındrica que presentan los elementos

de dispersión del campo, la frontera entre ambos medios corresponderá a una

superficie ciĺındrica con el eje paralelo al eje z.

El campo externo incidente en una gúıa de ondas sin fuentes se puede
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Figura 3.1: Esquema del problema general de dispersión del campo acústico.

El sistema consiste en una gúıa de ondas, de altura h, en cuyo interior se lo-

caliza una región dispersiva ∂Ω que presenta diferentes parámetros acústicos

respecto al fluido que lo rodea.

descomponer siempre mediante las funciones regulares de Bessel Jq(·)

P in(r, θ, z;ω) =
∞∑
n=0

∞∑
q=−∞

AqnJq(knr)e
iqθ cos

(
nπ

h
z

)
, (3.1.1)

sin embargo, para caracterizar el campo dispersado es necesario incluir el

comportamiento de las funciones no regulares de Bessel Yq(·)

P dis(r, θ, z;ω) =
∞∑
n=0

∞∑
q=−∞

[BqnJq(knr) + CqnYq(knr)]e
iqθ cos

(
nπ

h
z

)
, (3.1.2)

donde kn =
√(

ω
cb

)2 − (
nπ
h

)2
es el número de onda, cb la velocidad del sonido

y h la altura de la gúıa de ondas.

Para que el campo dispersado verifique la condición de radiación Som-

merfeld,

r

(
∂P dis

∂r
− ikP dis

)
→ 0 con r → ∞, (3.1.3)

la ecuación (3.1.2) toma la siguiente forma

P dis(r, θ, z;ω) =
∞∑

n=−∞

∞∑
q=−∞

BqnHq(knr)e
iqθ cos

(
nπ

h
z

)
, (3.1.4)

donde Hq(·) = Jq(·) + iYq(·) es la llamada función Hankel.
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Esta expresión es la que se utilizará para caracterizar el campo dispersado

fuera de la región dispersiva.

En el problema general (ver Fig.3.1), los coeficientes Aqn del campo inci-

dente son magnitudes conocidas, mientras que los coeficientes Bqn son mag-

nitudes a determinar. Los coeficientes Bqn son magnitudes que dependen de

la naturaleza del dispersor y del campo incidente.

La dependencia con el dispersor se obtiene mediante las condiciones de

contorno. La dependencia con el campo incidente se puede obtener mediante

argumentos f́ısicos.

Todos los fenómenos de dispersión del campo acústico analizado en este

trabajo son lineales en frecuencia, esto significa que el campo dispersado

por la incidencia de un campo externo asociado a una frecuencia ω sobre la

región dispersiva corresponderá a la misma ω. Para caracterizar el campo

dispersado se tiene que encontrar para cada coeficiente Bqn una función del

siguiente tipo

Bqn = fqn(Asm), (3.1.5)

donde q, s = 0,±1,±2, · · · ,∞ y n,m = 0, 1, 2, · · · ,∞ son números enteros.

Si imponemos el comportamiento lineal en la respuesta del campo interno la

función fqn es un tensor, de manera que la relación (3.1.5) será

Bqn =
∞∑
n=0

s=∞∑
s=−∞

(T (ω; ξ)qs)nmAsm, (3.1.6)

donde el argumento ξ indica que los elementos de la matriz (Tqs)nm dependen

de una serie de constantes f́ısicas. Los elementos de la matriz (Tqs)nm forman

la denominada “matriz de transferencia” o matriz-T. La expresión de la ma-

triz no sólo depende de la naturaleza f́ısica del elemento dispersor del campo

acústico, sino también, de la forma externa del elemento dispersor.

3.2. Campo incidente: La onda plana

Cuando se trabaja en el marco de la teoŕıa de la dispersión múltiple

los campos incidentes, independientemente de su forma funcional, se han de

expresar en términos de las funciones regulares de Bessel.

En este trabajo se ha usado la onda plana como campo incidente. La

finalidad de este apartado no es solo introducir el concepto de onda plana
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Figura 3.2: Definición de coordenadas para el campo incidente.

sino mostrar también cómo se puede expresar la onda plana en términos de

la funciones regulares de Bessel.

La onda plana es una distribución de campo que presenta la siguiente

forma funcional

P in(r) = Coe
ik·r, (3.2.1)

donde k = kxx̂ + kyŷ + kz ẑ es el vector de onda expresado en coordenadas

cartesianas y Co es la amplitud de la onda.

La expansión de Jacobi-Anger nos permite expresar la onda plana como

P in(r;k) = Coe
ik·r = Co

(
Aeikzz +Be−ikzz

)∑
q

iqe−iqθoJq(knr)e
iqθ. (3.2.2)

En este trabajo la onda plana se propaga en el interior de una gúıa de

ondas de altura h. Aplicando las condiciones de contorno en las paredes de

la gúıa la expresión anterior se puede reescribir como

P in(r;k) = Coe
ik·r = Co

∑
n

∑
q

iqe−iqθoJq(knr)e
iqθ cos

(
nπ

h
z

)
. (3.2.3)

Comparando (3.2.3) con (3.2.1) vemos que los coeficientes del campo in-

cidente en la base de coordenadas ciĺındricas Aqn se expresan de la siguiente

forma

Aqn = Coi
qe−iqθo cos

(
nπ

h
z

)
. (3.2.4)
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En la teoŕıa de la dispersión múltiple, el cálculo del campo dispersado

debido a la presencia de N elementos se realiza mediante la suma del campo

dispersado por cada elemento que constituye el cristal. El campo dispersado

por cada elemento se calcula teniendo como origen de sistema de coordenadas

el centro de dicho elemento cuya contribución se va a calcular. De esta manera

tendremos N cambios de origen de coordenadas para calcular el campo total

dispersado del cristal sónico.

Por ello se hace necesario mostrar la modificación en la expresión del

campo incidente al someterlo a un cambio de sistema de referencia que lo

describe r′ = r −R′.

Para la obtención de la expresión se considera que no hay cambio en

la coordenada z entre los dos sistemas de referencia, es decir, el cambio de

coordenadas se realiza en el plano con z′ = z,

r′ = r −R′, (3.2.5)

donde R′ es el vector que va desde el origen de coordenadas del sistema de

referencia r al origen de coordenadas del sistema de referencia r′

P in(r;k) = Coe
ik·r = Coe

ik·R′
eikzzeik·r

′

= Co

∑
n

∑
q

eik·R
′
iqe−iqθoJq(knr)e

iqθ′ cos

(
nπ

h
z

)
,

(3.2.6)

obteniendo aśı la relación que cumplen los coeficientes del campo incidente

acústico expresados en dos sistemas de referencia diferentes

A′
qn = Coe

ik·R′
iqeiqθo cos(

nπ

h
z) = eik·R

′
Aqn. (3.2.7)

3.3. Matriz-T de una cavidad con un fluido

anisótropo en su interior

En esta sección se explica el proceso para obtener la expresión, de la

matriz T para el sistema mostrado en la figura (3.3). El sistema esta formado

por una gúıa de ondas de altura h y una cavidad ciĺındrica de paredes ŕıgidas

de altura L y radio Rb, perforada en uno de los lados de la gúıa. El interior



30 Dispersión del campo acústico: Matriz-T

Figura 3.3: Esquema para la obtención de la matriz-T. El sistema esta for-

mado por una gúıa de ondas, de altura h, y una cavidad de altura L y radio

Rb. El interior de la cavidad presenta un cilindro ŕıgido de radio Ra rodea-

do de un fluido anisótropo caracterizado por una densidad tensorial ρ̂a y un

módulo de compresibilidad Ba escalar. El sistema se divide en dos regiones:

region I, fuera de la cavidad y que presenta unos parárametros acústicos ρb
y cb, y la región II, dentro de la cavidad.
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de la cavidad presenta un cilindro ŕıgido, de radio Ra, rodeado de un fluido

anisótropo; es decir, de un fluido cuyas propiedades acústicas dependen de la

dirección de propagación de la onda acústica, caracterizado por una densidad

tensorial ρ̂a, y un módulo de compresibilidad escalar Ba.

La obtención de la matriz T se realiza haciendo uso del método de adap-

tación de modos (“mode matching”) [KT70,Ito76,Ri76,TP83,KWB85,RGP,

RP87,RSP89,Chr10]. La base teórica de este método fue formulada por Schel-

kunoff [KT70] para gúıas de ondas electromágneticas.

El método consiste fundamentalmente en la descomposición de las ondas

acústicas en sus modos propios, los cuales constituyen una base ortogonal, y

la proyección de estos modos en las condiciones de contorno que el sistema ha

de satisfacer. A continuación se mostrará, de una forma detallada, el proceso

de obtención de la matriz-T.

En la figura (3.3) se puede observar que el sistema se ha dividido en dos

regiones. Se denomina región I a la zona de la gúıa de ondas fuera de la región

dispersiva, y region II a la zona de la gúıa de ondas que se encuentra en el

interior de la región dispersiva. El campo de presiones que describe la región

I se construye mediante la suma de dos contribuciones

P I(r;ω) = P in(r;ω) + P disp(r;ω), (3.3.1)

donde P in es el campo incidente y P disp es el campo dispersado por la región

II. El campo dispersado en la región I ha de verificar la condición de radiación

de Sommerfeld (ver Ec.(3.1.3)).

Teniendo esto en cuenta, la forma funcional del campo de presiones en la

región I viene dada por

P I(r;ω) =
∞∑

q=−∞

∞∑
n=0

[AqnJq(k
I
nr) +BqnHq(k

I
nr)]Φ

I
n(z)e

iqθ, (3.3.2)

donde Aqn y Bqn son los coeficientes del campo incidente y campo dispersado,

respectivamente. Las funciones ΦI
n(z) son autofunciones normalizadas de los

modos propios verticales kI
z de la región I y que satisfacen las condiciones de

pared ŕıgida en z = 0 y z = h, es decir, ∂ΦI
n(z)
∂z

= 0 en z = 0 y z = h,

ΦI
n(z) =

√
ϵn
h
cos(kI

nzz), ϵn =

{
1 si n ̸= 0

2 si n = 0
. (3.3.3)
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Estas autofunciones constituyen una base ortonormal en la región I cum-

pliéndose la siguiente relación de ortogonalidad∫ h

0

ΦI
n(z)Φ

I
k(z)dz = δnk. (3.3.4)

Los coeficientes ϵn se obtienen al normalizar la condición de ortogonaliza-

dad de los modos verticales. Finalmente, las cantidades kI
n y kI

nz representan

a las componentes transversal y vertical del vector de ondas kI , cuyos valores

se pueden obtener mediante las siguientes relaciones

(kI
n)

2 =

(
ω

cb

)2

− (kI
nz)

2 y kI
zn =

nπ

h
. (3.3.5)

Llegados a este punto cabe recordar que en los problemas analizados a

lo largo de este trabajo se generan dos tipos modos, los propagantes y los

evanescentes. El número de modos propagantes depende de la geometŕıa del

problema a analizar y de la frecuencia de trabajo. En nuestro caso, se dice

que un modo es propagante si dado un n se cumple la siguiente condición(
ω

cb

)2

− (kI
nz)

2 > 0, (3.3.6)

mientras que si no satisface dicha relación se le denomina evanescente.

El campo de presiones que describe la región II presenta dos contribucio-

nes

P II(r;ω) = P+(r;ω) + P−(r;ω) (3.3.7)

donde P+ es el campo transmitido de la región uno a la región II y P− es el

campo dispersado debido a la presencia de un cilindro ŕıgido, de radio Ra y

altura L+ h, localizado en el interior de la zona dispersiva.

En la región II la onda se propaga a través de un fluido anisótropo caracte-

rizado por el tensor diagonal densidad ρ̂a y por el módulo de compresibilidad

escalar Ba. La resolución de la ecuación de ondas para un fluido anisótropo

establece que el campo de presiones en la región II presenta la siguiente forma

funcional

P II(r;ω) =
∞∑

q=−∞

∞∑
m=0

[
CqmJγq(k

II
m r) +DqmYγq(k

II
m r)

]
eiqθΦII

m (z), (3.3.8)
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donde Cqm y Dqm son los coeficientes del campo transmitido y del campo

dispersado por el cilindro ŕıgido. Las funciones ΦII
m son las autofunciones de

los modos verticales propios de la región II

ΦII
m (z) =

√
ϵm

h+ L
cos(kII

mzz), ϵm =

{
1 si m ̸= 0

2 si m = 0
, (3.3.9)

las cuales satisfacen la condición de contorno ∂ΦII
m

∂z
= 0 en z = 0 y z = L+ h

y constituyen una base ortonormal en la region II∫ h+L

0

ΦII
m (z)ΦII

k (z)dz = δmk. (3.3.10)

Las cantidades kII
m y kII

mz corresponden a la componente normal y vertical

del vector de ondas kII y vienen dadas por las siguientes expresiones

(kII
m )2 =

(
ω

cr

)2

− (γzk
II
mz)

2 y kII
zm =

mπ

h+ L
, (3.3.11)

donde cr es la componente radial del tensor velocidad de propagación de la

onda, γ =
√

ρr
ρθ

y γz =
√

ρr
ρz

son los ı́ndices de anisotroṕıa, respecto a la

dirección radial, de la componente angular y vertical, respectivamente.

La relación entre los coeficientes Dqm y Cqm se puede obtener imponiendo

la condición de cilindro ŕıgido localizado, según el esquema de la Fig.3.1, en

r = Ra

∂P II(r;ω)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

= 0. (3.3.12)

Sustituyendo en esta ecuación la expresión (3.3.8) del campo P II obtene-

mos la expresión final del campo de presiones en la región II

P II(r;ω) =
∞∑

q=−∞

∞∑
m=0

Cγqm

[
Jγq(k

II
m r)− J̇γq(k

II
mRa)

Ẏγq(kII
mRa)

Yγq(k
II
m r)

]
eiqθΦII

m (z).

(3.3.13)

donde Ẋ(u(r)) ≡ ∂X
∂u

∂u(r)
∂r

dr

Una vez caracterizadas las dos regiones que forman el sistema se imponen

las condiciones de contorno que deben satisfacer los campos en la interfaz,

que se encuentra situada, según la Fig.(3.3), en r = Rb

P I(r;ω)
∣∣
r=Rb

= P II(r;ω)
∣∣
r=Rb

, (3.3.14)
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1

ρb

∂P I(r;ω)

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

=
1

ρr

∂P II(r;ω)

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

. (3.3.15)

La primera condición corresponde a la continuidad del campo de presiones

en la interfaz, mientras que la segunda corresponde a la continuidad de la

componente normal de la velocidad de propagación.

Para una correcta proyección de los modos propios en las condiciones de

contorno anteriores primero se ha de buscar cuál es la condición de contorno

más restrictiva que se aplica en la interfaz, y cuál de las regiones en que se

divide el problema produce esa restricción. Una vez localizada la condición y

la region más restrictiva se procede a proyectar en esa condición de contorno

los modos propios de esa región.

En el sistema que estamos analizando la condición más restrictiva es la de

la continuidad del campo de presiones y el motivo de esta restricción se debe

a que el campo de presiones en la región I esta definido para z ϵ[0, h]. Por

tanto, en nuestro caso, se proyectan los modos de la región I en la condición

de continuidad del campo de presiones, mientras que los modos de la región

II se proyectan en la condición de continuidad de la componente normal del

campo de velocidades, pudiendo aśı escribir

∫ h

0

P I(r;ω)
∣∣
r=Rb

ΦI
k(z)dz =

∫ h

0

P II(r;ω)
∣∣
r=Rb

ΦI
k(z)dz, (3.3.16)

1

ρb

∫ h+L

0

∂P I(r;ω)

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

ΦII
k (z)dz =

1

ρr

∫ h+L

0

∂P II(r;ω)

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

ΦII
k (z)dz.

(3.3.17)

Después de integrar los campos y teniendo en cuenta la propiedad de

ortogonalidad de los modos propios (3.3.6) y (3.3.10), las ecuaciones (3.3.16)

y (3.3.17) se convierten en

AqkJq(k
I
kRb) +BqkHq(k

I
kRb) =

∞∑
m=0

Cqm

[
Jγq(k

II
m r)− J̇γq(k

II
mRa)

Ẏγq(kII
mRa)

Yγq(k
II
m r)

]
Gkm

(3.3.18)
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y

1

ρb

∞∑
n=0

[
AqnJ̇q(k

I
nRb) + Ḣq(k

I
nRb)

]
Gnk =

1

ρr
Cqk

[
J̇γq(k

II
k Rb)−

J̇γq(k
II
k Ra)

Ẏγq(kII
k Ra)

Ẏγq(k
II
k Rb)

]
,

(3.3.19)

donde Gkm representan la interacción entre los modos de la region I y II,

respectivamente, cuyos valores son

Gkm ≡
∫ h

0

ΦI
k(z)Φ

II
m (z)dz =

1

2

√
h

h+ L
ϵkϵm

[
sinc((kI

kz+kII
mz)h)+sinc((kI

kz−kII
mz)h)

]
,

(3.3.20)

siendo sinc(x) ≡ sin(x)
x

.

Los coeficientes Cγqk se obtienen de la ecuación (3.3.19)

Cqk =
ρr
ρb

∞∑
n=0

[
J̇q(k

I
nRb)GnkAqn + Ḣq(k

I
nRb)GnkBqn

J̇γqk(kII
k Rb)−

J̇γqk(k
II
k Ra)

Ẏγqk(k
II
k Ra)

Ẏγqk(kII
k Rb)

]
, (3.3.21)

y, se insertan en la ecuación (3.3.18) para obtener, después de un poco álge-

bra, la siguiente relación

AqkJq(k
I
kRb)−

ρr
ρb

∞∑
n=0

∞∑
m=0

[
J̇q(k

I
nRb)GkmGnm

Jγq(k
II
mRb) +

J̇γq(kIImRa)

Ẏγq(kIImRa)
Yγq(k

II
mRb)

J̇γq(kII
mRb) +

J̇γq(kIImRa)

Ẏγq(kIImRa)
Ẏγq(kII

mRb)

]
Aqn =

−
[
BqkHq(k

I
kRb)−

ρr
ρb

∞∑
n=0

∞∑
m=0

[
Ḣq(k

I
nRb)GkmGnm

Jγq(k
II
mRb) +

J̇γq(kIImRa)

Ẏγq(kIImRa)
Yγq(k

II
mRb)

J̇γq(kII
mRb) +

J̇γq(kIImRa)

Ẏγq(kIImRa)
Ẏγq(kII

mRb)

]
Bqn

]
.

(3.3.22)

Esta ecuación se puede reescribir en forma matricial

∞∑
n=0

(Ĵq)knAqn = −
∞∑
n=0

(Ĥq)knBqn (3.3.23)
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donde

(Ĵq)kn ≡ Jq(k
I
kRb)δnk −

ρr
ρb

∞∑
m=0

[
J̇q(k

I
nRb)GkmGnm

Jγq(k
II
mRb) +

J̇γq(kIImRa)

Ẏγq(kIImRa)
Yγq(k

II
mRb)

J̇γq(kII
mRb) +

J̇γq(kIImRa)

Ẏγq(kIImRa)
Ẏγq(kII

mRb)

]
,

(Ĥq)kn ≡ Hq(k
I
kRb)δnk −

ρr
ρb

∞∑
m=0

[
Ḣq(k

I
nRb)GkmGnm

Jγq(k
II
mRb) +

J̇γq(kIImRa)

Ẏγq(kIImRa)
Yγq(k

II
mRb)

J̇γq(kII
mRb) +

J̇γq(kIImRa)

Ẏγq(kIImRa)
Ẏγq(kII

mRb)

]
.

(3.3.24)

Multiplicando la ecuación (3.3.23) por la inversa de la matriz (Ĥq)
−1
nm pode-

mos obtener los Bqm

Bqm =
∞∑
n=0

(Tq)mnAqn (3.3.25)

donde

(Tq)mn = −
∞∑
k=0

(Ĥq)
−1
mk(Ĵq)kn (3.3.26)

obteniendo de esta manera la matriz de transferencia del sistema.

3.4. Casos particulares

En esta sección se describen las expresiones particulares de las matrices-

T utilizadas para la obtención de los parámetros efectivos de los estructuras

estudiadas. Estas expresiones corresponden a casos particulares de la matriz

obtenida en la sección (3.3). En todos los casos expuestos, la matriz T se

calcula haciendo uso de la expresión (3.3.26). Los casos particulares expues-

tos únicamente modifican las expresiones de las matrices (Ĵq)km y (Ĥq)km
necesarias para el cálculo de la matriz-T.

3.4.1. Matriz-T de una cavidad con un fluido isótropo

en su interior

Para obtener la matriz-T que caracteriza a éste sistema se considera que

γ = γz = 1, ρa y ca son escalares y verifican ρr = ρθ = ρz = ρa. Se pueden

distiguir dos situaciones:
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• Matriz-T de una cavidad con un cilindro ŕıgido en su interior

En este caso las ecuaciones (3.3.24) se transforman en

(Ĵq)kn = Jq(k
I
kRb)δnk −

ρa
ρb

∞∑
m=0

[
J̇q(k

I
nRb)GkmGnm

Jq(k
II
mRb) +

J̇q(kIImRa)

Ẏq(kIImRa)
Yq(k

II
mRb)

J̇q(kII
mRb) +

J̇q(kIImRa)

Ẏq(kIImRa)
Ẏq(kII

mRb)

]
,

(Ĥq)kn = Hq(k
I
kRb)δnk −

ρa
ρb

∞∑
m=0

[
Ḣq(k

I
nRb)GkmGnm

Jq(k
II
mRb) +

J̇q(kIImRa)

Ẏq(kIImRa)
Yq(k

II
mRb)

J̇q(kII
mRb) +

J̇q(kIImRa)

Ẏq(kIImRa)
Ẏq(kII

mRb)

]
.

(3.4.1)

• Matriz-T de una cavidad vacia

En este caso la cavidad no tiene un cilindro ŕıgido en su interior. El campo en

la región II se construye con el campo transmitido de la región I a la región II.

Este caso se puede obtener a partir de las ecuaciones (3.3.24) considerando

que los términos con las funciones Yγq(·) y Ẏγq(·) no contribuyen, pudiendo

escribir

(Ĵq)kn = Jq(k
I
kRb)δnk −

ρa
ρb

∞∑
m=0

[
J̇q(k

I
nRb)GkmGnmJq(k

II
mRb)

J̇q(kII
mRb)

]
,

(Ĥq)kn ≡ Hq(k
I
kRb)δnk −

ρa
ρb

∞∑
m=0

[
Ḣq(k

I
nRb)GkmGnmJq(k

II
mRb)

J̇q(kII
mRb)

]
.

(3.4.2)

3.4.2. Matriz-T de una cavidad con un fluido que pre-

senta una fuerte anisotropa angular

En este caso el fluido localizado en el interior de la cavidad presenta

únicamente anisotroṕıa en la componente angular ρθ → ∞, γ = 0, γz=1,
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Figura 3.4: Campo de presiones de una cavidad de longitud L = 0.5h lo-

calizada en el interior de una gúıa de ondas de altura Rb = 0.9h para una

longitud de onda λ = 3.64h. Para el cálculo del campo de presiones se ha

considerado que la densidad y la velocidad de propagación en el interior de

la cavidad verifican las siguientes relaciones ρa=ρb y ca=cb.

modificando de esta manera las ecuaciones (3.3.24)

(Ĵq)kn = Jq(k
I
kRb)δnk −

ρr
ρb

∞∑
m=0

[
J̇q(k

I
nRb)GkmGnm

J0(k
II
mRb) +

J̇0(kIImRa)

Ẏ0(kIImRa)
Y0(k

II
mRb)

J̇0(kII
mRb) +

J̇0(kIImRa)

Ẏ0(kIImRa)
Ẏ0(kII

mRb)

]
,

(Ĥq)kn = Hq(k
I
kRb)δnk −

ρr
ρb

∞∑
m=0

[
Ḣq(k

I
nRb)GkmGnm

J0(k
II
mRb) +

J̇0(kIImRa)

Ẏ0(kIImRa)
Y0(k

II
mRb)

J̇0(kII
mRb) +

J̇0(kIImRa)

Ẏ0(kIImRa)
Ẏ0(kII

mRb)

]
.

(3.4.3)
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3.5. Campo lejano

Los mapas de presión 2D nos proporcionan una forma visual de compren-

der algunos aspectos del fenómeno de dispersión del campo acústico debido

a la presencia de elementos dispersivos. Sin embargo, la comparación de dos

campos de presiones diferentes es una tarea dif́ıcil de realizar. Siendo, por

tanto, necesario una forma de representación que nos permita realizar la

comparación de una manera más sencilla.

El campo lejano es una cantidad usual para entender las propiedades del

campo dispersado debido a la presencia de elementos dispersivos y se define

como

σdis(θ z;ω) ≡ ĺım
r→∞

∣∣√rP dis(r, θ, z;ω)
∣∣. (3.5.1)

Empleando la forma asintótica de la función de Hankel para argumentos

grandes (ver apéndice A) podemos reescribir el campo dispersado como

P dis(r;ω) =
∞∑
n=0

∞∑
q=−∞

BqnHq(k
I
nr)e

iqθΦI
n(z) ≃

+
∞∑
n=0

∞∑
q=−∞

√
2

kI
nπr

e−
iπ
4 eik

I
nr(−i)q(Bq)ne

iqθΦI
n(z).

(3.5.2)

Si consideramos que para una frecuencia dada ω en nuestro sistema pre-

senta N modos no evanescentes, la ecuación (3.5.2) se puede desdoblar en

dos contribuciones

P dis(r;ω) =
N∑

n=0

∞∑
q=−∞

√
2

kI
nπr

e−
iπ
4 eik

I
nr(−i)q(Bq)ne

iqθΦI
n(z)

+
∞∑

n=N+1

∞∑
q=−∞

√
2

kI
nπr

e−
iπ
4 e−kInr(−i)q(Bq)ne

iqθΦI
n(z),

(3.5.3)

donde hemos usado que la kI
n de los modos evanescentes es imaginaria pura.

Sustituyendo esta expresión (3.5.3) en la ecuación (3.5.1) el término de los

modos evanescentes tiende a cero, contribuyendo en el cálculo del campo
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Figura 3.5: Campo de dispersión lejano para el caso de un ciĺındro ŕıgido

(curva continua) y una cavidad (curva discontinua), localizados ambos en el

interior de una gúıa de ondas, de altura Rb = 0.9h. La longitud de onda

es el doble del radio del elemento de dispersón considerado en el cálculo

(λ = 1.82h). Para la cavidad se ha usado ρa = ρb y ca = cb y L = 2h.



3.6 Convergencia 41

lejano los N modos que se propagan en el sistema

σdis(θ, z;ω) =

∣∣∣∣ N∑
n=0

∞∑
q=−∞

√
2

πkI
n

Bqne
iqθΦI

n(z)

∣∣∣∣. (3.5.4)

La cantidad calculada para un ángulo θ = 0 se denomina “foward scatte-

ring” y se denota por σdisp
0 y la cantidad calculada para un θ = π se denomina

“back scattering” y se denota por σdisp
π .

En la figura (3.5) se representa el campo de dispersión lejano correspon-

diente a un cilindro ŕıgido y una cavidad, ambos localizados en una gúıa de

onda de altura h = 1.1Rb. La cavidad presenta un longitud L = 2h.

Se puede ver que el campo dispersado por el cilindro ŕıgido es mayor que

el campo dispersado por la cavidad presentando una mayor dispersión en la

región incidente del campo de presiones, como es de esperar.

3.6. Convergencia

En los sistemas analizados a lo largo de este trabajo se considera el modo

fundamental como el único modo que se propaga en la gúıa de ondas. No

obstante, para el cálculo de la matriz-T se consideran los modos evanescentes,

debido a que en el proceso de cálculo de la matriz-T hay una inversión de

matrices, influyendo de esta manera los modos evanescentes sobre el elemento

(Tq)00 correspondiente al modo fundamental. Por tanto es necesario hacer un

estudio de convergencia sobre la matriz (Tq)nm y otro estudio sobre el cálculo

del campo dispersado.

3.6.1. Convergencia de la matriz-T

Para estudiar la convergencia se elige un número N de modos evanes-

centes y se realiza el cálculo de la matriz-T. Una vez terminado el cálculo

se incrementa el número de modos evanescentes N = N + 1 y se vuelve a

calcular la matriz-T para finalmente comparar este resultado con el resultado

obtenido en el cálculo anterior. Este procedimiento se repetirá a menos que

la diferencia entre ellos sea menor o igual a un error definido previamente y

que se considera aceptable.
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Figura 3.6: Estudio de la convergencia del elemento de la matriz T para el

orden q = 0. En la figura se muestra los valores del elemento de la matriz

(T0)00 correspondiente al modo fundamental para diferentes valores de N

frente a un barrido en frecuencia.
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Figura 3.7: Estudio de la convergencia del elemento de la matriz T para el

orden q = 1. En la figura se muestra los valores del elemento de la matriz

(T1)00 correspondiente al modo fundamental para diferentes valores de N

frente a un barrido en frecuencia.
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Figura 3.8: Estudio de la convergencia de campo dispersado para los dife-

rentes ordenes q. En la figura se representa los valores del campo dispersado

en la dirección incidente frente a un barrido en frecuencia.

Las figuras (3.6) y (3.7) representan los resultados obtenidos para el ele-

mento de matriz (T0)00 y (T1)00 para diferentes valores de N. En ellas se

puede observar que la convergencia depende de la frecuencia. Por tanto el

número de modos evanescentes N que se debe escoger dependerá del ran-

go frecuencial en el que se realizará el estudio. En este trabajo se considera

λ > 0.5Rb quedándose la convergencia garantizada para N = 4. Se ha re-

presentando únicamente los modos q = 0 y q = 1 debido a que estos modos

son predominantes en el cálculo del campo dispersado. Aunque el estudio se

ha realizado hasta q = 4 se ha considerado que las gráficas de convergencia

de los otros modos no aportan información adicional a la discutida en las

gráficas mostradas.

3.6.2. Convergencia del campo dispersado

Una vez garantizada la convergencia de la matriz-T, se obtienen los coe-

ficientes del campo dispersado pudiendo calcular el campo con la siguiente
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expresión.

P dis(r;ω) =
∞∑

q=−∞

N∑
n=0

BqnHq(k
I
nr)Φ

I
n(z)e

iqθ. (3.6.1)

Esta suma infinita de q se puede reducir a un valor finito Q siempre que

aseguremos que la suma ha alcanzado la convergencia. El criterio de conver-

gencia es el mismo que se ha usado en la sección anterior, es decir, una vez

seleccionado un valor finito Q se calcula el campo dispersado. Una vez calcu-

lado el campo dispersado se incrementa el valor Q = Q + 1 para finalmente

comparar este resultado con el obtenido anteriormente. Esta operación se

realiza hasta que la diferencia entre los campos dispersados calculados sea

menor que un cierto error definido previamente y que se considera aceptable.

En la figura (3.8) se representa el campo lejano para θ = 0 frente a la

frecuencia para diferentes valores de q. Al igual que ocurre en la sección

anterior la convergencia depende del rango frecuencial en el que se realiza el

estudio. Para el rango de frecuencias considerado en este trabajo, λ > 0.5Rb,

la convergencia queda garantizada para q = 4.

Es recomendable realizar una análisis de convergencia para todos lo sis-

temas que sean objeto de estudio. El motivo de realización del análisis con-

vergencia es debido al tiempo requerido por la CPU para la resolución de un

sistema que contenga un número elevado de elementos dispersivos del campo

acústico. En este tipo de sistemas, si no se realiza un análisis de convergencia

el tiempo de resolución puede ser excesivamente elevado, siendo recomenda-

ble usar el número más pequeño Qmax que garantice la convergencia.

3.7. Elementos dispersivos localizados arbi-

trariamente en el espacio

Considérese una gúıa de ondas, de altura h, en cuyo interior se encuentran

L dispersores localizados en Rα, con α = 1, 2, · · · , L.
Si un campo incidente P in(r, ω) interacciona con dichos elementos, el

campo total dispersado vendrá dado por la suma del campo dispersado por

cada uno de ellos, es decir

P disp(rα, ω) =
L∑

α=1

∞∑
q=−∞

∞∑
n=0

(Bα)qnHq(k
I
nrα)e

iqθαΦn(zα), (3.7.1)
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Figura 3.9: Definición de las variables empleadas en la teoŕıa de dispersión

múltiple.

donde Hq(·) es la función de Hankel de orden q de primera especie, rα =

(rα, θα, z) son las coordenadas ciĺındricas respecto al sistema de referencia

localizado en el centro del elemento dispersor-α; es decir, rα = r−Rα como

se muestra en la figura (3.9), kI
n corresponde al número de onda de la región

no dispersiva, cuyos valores vienen dados a través de la siguiente expresión

kI
n =

√(
ω
cb

)2 − (
nπ
h

)2
y, finalmente, (Bα)qn son los coeficientes a determinar.

El campo incidente en el cilindro α se puede expresar como una combinación

lineal de funciones de Bessel de primera especie:

P in(rα;ω) =
∞∑

q=−∞

∞∑
n=0

(Aα)qnJq(k
I
nrα)e

iqθαΦI
n(zα). (3.7.2)

Los coeficientes del campo incidente (Aα)qn están relacionados con los

coeficientes del campo dispersado (Bα)qn mediante la siguiente relación:

(Bα)qn =
∞∑

s=−∞

∞∑
m=0

((Tα)qs)nm(Aα)sm, (3.7.3)

donde Tα es la matriz T del elemento dispersor α.

El campo total incidente en el elemento dispersor α es la suma del campo

externo incidente P ext(rα;ω) y el campo dispersado por todos los demás
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elementos, es decir

P in(rα;ω) =
∞∑

q=−∞

∞∑
n=0

(A0
α)qnJq(k

I
nrα)e

iqθαΦI
n(zα)+

∞∑
n=0

∞∑
q=−∞

L∑
β ̸=α

(Bβ)qnHq(k
I
nrβ)e

iqθβΦI
n(zβ),

(3.7.4)

donde los coeficientes (A0
α)qn corresponden al campo incidente externo refe-

renciado en el elemento dispersor α.

El término del campo dispersado se puede escribir en el sistema de referen-

cia del elemento dispersor α mediante el uso del teorema de Graf (ver apéndi-

ce A). Pudiendo, de esta manera, reescribir la ecuación (3.7.4) en términos

del elemento dispersivo α,

P in(rα;ω) =
∞∑

q=−∞

∞∑
n=0

(A0
α)qnJq(k

I
nrα)e

iqθαΦI
n(z)

+
∞∑

q=−∞

∞∑
n=0

L∑
β ̸=α

∞∑
s=−∞

(Bβ)snHq−s(k
I
nrαβ)e

i(s−q)θαβJq(k
I
nrα)e

iqθαΦI
n(z).

(3.7.5)

Si comparamos la ecuación (3.7.5) con la ecuación (3.7.2) obtenemos que los

coeficientes del campo incidente vienen dados por la siguiente relación

(Aα)qn = (A0
α)qn +

∑
β ̸=α

∞∑
s=−∞

(Bβ)snHq−s(k
I
nrαβ)e

i(s−q)θαβ . (3.7.6)

Multiplicando la ecuación (3.7.6) por ((Tα)rq)nm y sumando, para los valores

posibles de q y m, se obtiene la siguiente relación

∞∑
m=0

∞∑
q=−∞

((Tα)rq)nm(Aα)qm =
∞∑

m=0

∞∑
q=−∞

((Tα)rq)nm(A
0
α)qm+

L∑
β ̸=α

∞∑
s=−∞

∞∑
m=0

∞∑
q=−∞

((Tα)rq)nmHq−s(k
I
mrαβ)e

i(s−q)θαβ(Bβ)qm.

(3.7.7)
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Haciendo uso de la ecuación (3.7.3) se puede agrupar los coeficientes (Bα)rn
en la ecuación (3.7.7) obteniendo

(Bα)rn −
L∑

β ̸=α

∞∑
s=−∞

∞∑
m=0

((Gαβ)rs)nm(Bβ)sm =

∞∑
q=−∞

∞∑
m=0

((Tα)rq)nm(A
0
α)qm,

(3.7.8)

donde ((Gαβ)rs)nm se define como

((Gαβ)rs)nm ≡
∞∑

q=−∞

((Tα)rq)nmHq−s(k
I
mrαβ)e

i(s−q)θαβ . (3.7.9)

Finalmente, definiendo

((Mαβ)rs)nm ≡ δαβδrsδnm − ((Gαβ)rs)nm (3.7.10)

La ecuación (3.7.8) se puede escribir en forma matricial

∑
β ̸=α

∞∑
s=−∞

∞∑
m=0

((Mαβ)rs)nm(Bβ)sm =
∞∑

q=−∞

∞∑
m=0

((Tα)rq)nm(A
0
α)qm. (3.7.11)

Las sumas en (3.7.11) corresponden a sumas infinitas. En la sección 3.6

se expuso que estas sumas se pueden reducir a una suma finita de valores que

garanticen su convergencia. Si la suma de q y s se reducen a un valor Qmax

y las sumas en n y m a un valor Mmax, la Ec.(3.7.11) nos define un sistema

lineal de N(2Qmax + 1)(Mmax + 1) ecuaciones con N(2Qmax + 1)(Mmax + 1)

incógnitas. La inversa de la matriz M nos permite obtener la solución del

sistema de ecuaciones

B = M−1TA0. (3.7.12)

Esta solución está obtenida en términos de la posición, de las propiedades de

cada uno de los elementos de dispersión y del campo externo.

En este trabajo el campo externo es una onda plana de amplitud C0 y un

ángulo de incidencia θo, los coeficientes (A
0
α)qm vienen dados por la expresión

(A0
α)q0 = Coi

qe−iqθoeikRα . (3.7.13)
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Figura 3.10: Dispersión del campo acústico en el plano (r, θ) definido por

z = 0 debido a una distribución cuadrada de cavidades, de longitud L = 0.39a

y radio Ra = 0.36a, que presentan un cilindro ŕıgido en su interior, de ra-

dio Ra = 0.5Rb, localizadas en el interior de una gúıa de ondas, de altura

h = 0.36a. La figura de la izquierda corresponde a una λ = 8a y la de la

derecha corresponde λ = a. Se observa que el comportamiento dispersivo

de la distribución depende de la longitud de onda. Cuando la λ = 8a la

distribución se comporta como un fluido homógeneo pudiendo observar una

concentración del campo de presiones en el interior de la distribución y en las

proximidades de la misma. Para el caso de λ = a se observan ondas de difrac-

ción produciéndose una focalización del campo debido a las ondas difractadas

en los bordes de la distribución. El color rojo indica amplitud máxima del

campo de presiones mientras que el color azul indica valor mı́nimo.

Finalmente, el campo total de presión en cualquier punto del espacio es

la suma del campo incidente y el campo total dispersado

P (r;ω) = P in(r;ω) +
Mmax∑
n=0

Qmax∑
q=−Qmax

L∑
α=1

(Bα)qnHq(k
I
nrα)e

iqθαΦI
n(z). (3.7.14)

En la figura (3.10) se representa el mapa de presión obtenido para el

caso de una onda plana incidiendo en una estructura periódica de elementos

dispersores ordenada en una red cuadrada, cuyo parámetro de red es a. Los

elementos dispersores que forman la red periódica están formados por una

cavidad, de altura L = 0.78a y de radio Rb = 0.36a, que presenta un cilindro

ŕıgido en su interior, de radio Ra = 0.18a, localizados en el interior de una

gúıa de altura h = 0.39a.
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En la izquierda de la figura (3.10), se representa el mapa de presiones

obtenido para λ = 8a; en este caso la estructura se comporta como un medio

homogéneo que presenta unas propiedades acústicas efectivas que difieren de

las que presentan individualmente los elementos dispersores, como se verá en

el siguiente caṕıtulo.

En la derecha de la figura (3.10), se representa el mapa de presiones

obtenido para λ = a; se puede ver un efecto de focalización del campo debido

a los efectos de difracción que presenta la estructura.

Al igual que explicamos en la sección 3.5 para el caso de un elemento de

dispersión del campo acústico, la forma usual de comparar los campos de

presiones obtenidos para el caso de dos estructuras compuestas por N ele-

mentos dispersores localizados de manera arbitraria en el espacio, es mediante

el campo lejano.

El campo dispersado por una estructura compuesta por L dispersores

viene dada por

P dis(r;ω) =
L∑

α=1

∞∑
q=−∞

∞∑
m=0

(Bα)qmHq(k
I
mrα)e

iqθαΦI
m(z). (3.7.15)

Esta ecuación, usando la expresión asintótica de la función de Hankel para

argumentos grandes (kr ≫ 1), se puede reescribir como

P dis(r;ω) ≃ e−iπ
4

L∑
α=1

∞∑
q=−∞

∞∑
m=0

(Bα)qm(−i)q

√
2

πkI
mrα

eik
I
mrαeiqθαΦI

m(z),

(3.7.16)

donde el vector rα, según la figura (3.9), es

rα = r−Rα, (3.7.17)

y por tanto

|rα|2 = r2 +R2
α − 2rRα cos(θ − Φα)

r≫Rα≃ r2 − 2rRα cos(θ − Φα)

y

|r| ≃ r −Rα cos(θ − Φα),

(3.7.18)

de forma que (3.7.16) se puede escribir como

P dis(r;ω) ≃ e−iπ
4

L∑
α=1

∞∑
q=−∞

∞∑
m=−∞

(Bα)qm(−i)q

√
2

πkI
mrα

eik
I
mreiqθαe−iRα cos(θ−Φα)ΦI

m(z).

(3.7.19)
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Al igual que en el caso de un cilindro dentro de la gúıa de ondas para una

frecuencia ω se propagarán M modos siendo, por tanto, el resto de modos

evanescentes.

Teniendo esto en cuenta y realizando algunas operaciones algebraicas llega-

mos a la expresión que nos permite calcular el campo lejano

σdisp(ω, θ) ≡ ĺım
r→∞

|
√
rP dis(r;ω)| =

=

∣∣∣∣ L∑
α=0

M∑
m=0

∞∑
q=−∞

√
2

πkI
m

(−i)q(Bα)qme
iqθe−iRα cos(θ−Φα)ΦI

m(z)

∣∣∣∣
(3.7.20)



52 Dispersión del campo acústico: Matriz-T



Caṕıtulo 4

Homogenización

En este caṕıtulo se describe el método utilizado para la obtención de

los parámetros efectivos, módulo de compresibilidad efectiva B∗ y densidad

efectiva ρ∗, que caracterizan una distribución de elementos dispersores del

campo acústico en el ĺımite de homogenización.

4.1. Homogenización de una distribución de

elementos dispersores

Las teoŕıas de homogenización para una distribución de elementos de dis-

persión se basan en las expansiones asintónticas a baja ω de los campos que

describen tanto la región dispersiva como la región no dispersiva.

Cuando se trabaja con metamateriales se asume que el número de onda aso-

ciado al medio que rodea la región de dispersión es asintóticamente pequeño,

mientras que el número de onda asociado a la región de dispersión no pre-

senta ese comportamiento asintótico, siendo por tanto un número finito que

puede ser comparable al tamaño del elemento de dispersión. F́ısicamente,

esto significa que fuera de la región dispersiva el campo se propaga a través

de un medio efectivo, pero en el interior de las regiones dispersivas se pro-

ducen oscilaciones del campo. Éstas conducen a la obtención de parámetros

negativos en un estrecho rango de frecuencias como se verá a continuación

mediante un ejemplo.

Si la región dispersiva presenta una velocidad del sonido menor que la

región que la rodea ca ≪ cb, entonces se obtiene que la longitud de onda
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dentro de la región dispersiva es mucho menor que la longitud de onda del

medio que lo rodea, es decir, λa ≪ λb. Por tanto el campo fuera de la región

dispersiva oscila lentamente, ya que el campo presenta una frecuencia espa-

cial kb = ω/cb, mientras que el campo en el interior de la región dispersiva

presenta una oscilación mayor como función de ka = ω/ca.

La teoŕıa de homogenización establece que para frecuencias por debajo de

un cierto umbral, es decir para λ > 4a el cristal sónico se comporta como un

medio efectivo caracterizado mediante unos parámetros efectivos constantes,

pero, debido al campo dentro de la región efectiva, el medio efectivo resultante

presenta unos parámetros que son finalmente dependientes de la frecuencia.

El método de homogenización utilizado para obtener los parámetros efec-

tivos es la homogenización del campo dispersado. Esta condición de homo-

genización se basa en la suposición de que, dado una distribución finita de

dispersores, el campo dispersado para bajas frecuencias por la distribución

será igual al campo dispersado por un elemento homogéneo compacto. Ma-

temáticamente esta condición se expresa de la siguiente manera

ĺım
kb→0

P dis
dist(r; kb)− P dis

hom(r; kb)

P dis
hom(r; kb)

= 0. (4.1.1)

El campo dispersado por una distribución de elementos dispersores es:

P dis
dist(r; kb) =

∑
qs

∑
nm

(T dist
qs )nmA

0
smHq(k

I
nr)e

iqθΦI
n(z), (4.1.2)

donde el elemento de matriz (T distrib
qs )nm es ( [TSD06])

(T dist
qs )nm =

∑
αβ

∑
k

∑
l

((M−1
αβ )qk)nl((Tβ)ks)lm. (4.1.3)

El campo dispersado por un elemento compacto homogéneo es

P dis
hom(r; kb) =

∑
qs

∑
nm

(T hom
qs )nmA

0
smHq(k

I
nr)e

iqθΦI
n(z). (4.1.4)

Estas expresiones se pueden simplificar empleando un elemento homogéneo

compacto con simetŕıa ciĺındrica. Este hecho tiene como consecuencia que la

matriz-T se vuelva diagonal en q, simplificando de esta manera el cálculo de

la misma.

Otro aspecto a tener en cuenta es que en el ĺımite de homogenización λ → ∞
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se considera el modo fundamental como el único modo no evanescente en la

gúıa de ondas, pudiendo omitir el sumatorio en n en las ecuaciones (4.1.2) y

(4.1.4). El campo dispersado por una distribución de elementos dispersores

es

P dis
dist(r; kb) =

∑
q

(T dist
q )00A

0
qHq(k

I
br)e

iqθ, (4.1.5)

y el campo dispersado por un elemento homogéneo será

P dis
hom(r; kb) =

∑
q

(T hom
q )00A

0
qHq(k

I
br)e

iqθ. (4.1.6)

A partir de las expresiones simplificadas y teniendo en cuenta la condición

de homogenización (4.1.1) se obtiene que en el ĺımite de homogenización

(λ → ∞) las matrices de ambos sistemas cumplen ( [TSD06])

(T dist
q )00

k(2q+δoq2)
=

(T hom
q )00

k(2q+δoq2)
. (4.1.7)

Mediante esta condición se pueden determinar, como se verá a continua-

ción, los parámetros que caracterizan a la distribución de elementos disper-

sores. En nuestro caso los parámetros a determinar son la densidad efectiva

(ρ∗) y el módulo de compresibilidad (B∗).

4.2. Parámetros acústicos del elemento de dis-

persión para bajas frecuencias

Para la obtención de los parámetros acústicos tomamos como elemento de

dispersión un cilindro fluido de radio Rb cuyas propiedades efectivas vienen

caracterizadas mediante la matriz-T (ver apéndice B)

(Tq)00 =
χqJ

′
q(kbRb)− Jq(kbRb)

χqH ′
q(kbRb)−Hq(kbRb)

, χq =
ρacaJq(kaRb)

ρbcbJ ′
q(kaRb)

. (4.2.1)

El método de homogenización basado en la teoŕıa de dispersión múltiple

usa las formas asintóticas de las funciones de Hankel y Bessel para derivar las

propiedades efectivas del medio. En particular se consideran la componente

monopolar y dipolar (q = 0 y q = 1) de la matriz-T para obtener el módulo

de compresibilidad efectivo y la densidad efectiva, respectivamente, cuando
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ambos son positivos [THCSD06,TSD06]. Sin embargo, como se mostrará a

continuación, el comportamiento de metamaterial (es decir, con parámetros

efectivos que presentan valores negativos) aparece en el régimen donde sola-

mente las funciones de Hankel y Bessel correspondientes al medio que rodea

el metamaterial se pueden reemplazar por sus formas asintóticas para bajas

frecuencias. En otras palabras, cuando se considera que la longitud de onda

en el medio que rodea la región dispersiva es grande mientras que la longitud

de onda dentro de la región dispersiva es comparable a su tamaño.

Considerando que los argumentos de las funciones de Bessel Jq(·) y Han-

kel Hq(·) son pequeños (kbRb) ≪ 1, y usando sus formas asintóticas (ver

apéndice B), la componente monopolar de la matriz-T es

(T0)00 ≈
iπR2

bk
2
b

4

1 + 1
2
kbRbχ0

k2bR
2
b

2
ln(kbRb)− 1

2
kbRbχ0

(4.2.2)

donde el término logaŕıtmico en el denominador es despreciable en compa-

ración con el término lineal kb en el ĺımite de bajas frecuencias pero no se

desprecia cuando se trata con metamateriales. Cuando se consideran meta-

materiales que presentan parámetros acústicos negativos el término χ0 depen-

de de ka, donde para cierto rango en frecuencias se puede tener que ka < kb
y por tanto el término 1

2
kbχ0Rb no predomina sobre el término logaŕıtmico.

Este término se ha despreciado en los estudios realizados anteriormen-

te sobre metamateriales acústicos y electromágneticos, siendo un parámetro

importante para la determinación de los parámetros efectivos por lo ante-

riormente mencionado.

Realizando las mismas consideraciones obtenemos que la componente di-

polar de la matriz-T es

(T1)00 ≈
iπR2

bk
2
b

4

χ1

kbRb
− 1

χ1

kbRb
+ 1

. (4.2.3)

Por otra parte, si se considera un elemento de dispersión homogéneo con

parámetros ρa y ca, las expresiones asintóticas de la componente monopolar

y dipolar de la matriz-T que caracteriza al elemento presenta la siguiente

forma (ver apéndice B)

(T0)00 ≈
iπR2

bk
2
b

4

[
Bb

Ba

− 1

]
, (4.2.4)
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(T1)00 ≃
iπR2

bk
2
b

4

ρa − ρb
ρa + ρb

. (4.2.5)

Comparando las ecuaciones (4.2.2) y (4.2.3) con (4.2.4) y (4.2.5), se pue-

de introducir la dependencia en frecuencia del módulo de compresibilidad y

la densidad

Ba(ω)

Bb

=
k2
bR

2
b

2
ln(kbRb)−

1

2
kbRbχ0, (4.2.6)

ρa(ω)

ρb
=

χ1

kbRb

. (4.2.7)

Estas cantidades dependen de la densidad ρb del medio fluido, del campo y

de su derivada en la superficie del elemento de dispersión.

4.3. Parámetros efectivos de una distribución

de elementos dispersores

Una distribución de elementos de dispersión ciĺındricos definida por sus

parámetros homógenos ρa y Ba se comporta en el ĺımite de bajas frecuencias

(es decir, para longitudes de onda más grandes que la distancia de sepa-

ración entre los elementos de dispersión) como un medio homogéneo con

parámetros efectivos ρ∗ y B∗. Estos parámetros fueron obtenidos por Berry-

man [Ber80] en 1980 haciendo la comparación de las propiedades de disper-

sión que presentaba la distribución y el elemento efectivo de dispersión. El

resultado obtenido no es exacto debido a que no se consideraron los términos

de la dispersión múltiple. Este enfoque fue generalizado incluyendo todos los

términos de interacción de la dispersión múltiple entre los elementos de dis-

persión obteniendo de esta manera expresiones generales de los parámetros

efectivos [THCSD06,TSD06,TSD08].

En las siguientes secciones se mostrarán los argumentos que permiten la

generalización de la expresiones que se obtuvieron en los estudios anterior-

mente citados para el caso de los metamateriales cuyos parámetros presentan
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una dependencia en frecuencia. Para ello se considera que los parámetros ρa
y Ba se pueden reemplazar por sus valores dependientes en frecuencias ρa(ω)

y Ba(ω). En el trabajo de tesis de Daniel Torrent [TSD11b] se demuestra que

este método es consistente y que proporciona un buen método que permite

la obtención de los parámetros efectivos que caracterizan a un metamaterial

acústico en el ĺımite de bajas frecuencias.

4.3.1. Módulo de compresibilidad efectivo B∗

Para la obtención del módulo de compresibilidad efectivo se parte de la

condición de homogenización para la componente monopolar q = 0 a baja ω

de la matriz-T

(T dist
0 )00 = (T hom

0 )00. (4.3.1)

Asumiendo que la estructura de dispersión efectiva es un cilindro fluido

de radio Reff , el término monopolar de la matriz-T que caracteriza al medio

fluido es

(T hom
0 )00 ≈

iπR2
effk

2
b

4

[
Bb

B∗ − 1

]
. (4.3.2)

Por otra parte, la forma asintótica de la componente monopolar de la

matriz-T para una distribución finita de N cilindros fluidos es

(T dist
0 )00 =

N∑
α=1

((Tα)0)00 ≈
N∑

α=1

iπR2
αk

2
b

4

[
Bb

Bα(ω)
− 1

]
. (4.3.3)

Igualando las ecuaciones (4.3.2) y (4.3.9) obtenemos[
Bb

B∗

]
=

∑
α

[
Bb

Bα(ω)
− 1

]
fα; fα =

NR2
α

R2
eff

. (4.3.4)

Resolviendo la ecuación anterior para el módulo de compresibilidad efec-

tivo se obtiene

1

B∗(ω)
=

1− f

Bb

+
N∑

α=1

fα
Bα(ω)

. (4.3.5)

Si todos los cilindros son iguales

1

B∗(ω)
=

1− f

Bb

+
f

Ba(ω)
. (4.3.6)



4.3 Parámetros efectivos de una distribución de elementos
dispersores 59

Siempre que el sistema se pueda considerar homogéneo el módulo de com-

presibilidad efectivo se calcula mediante la ecuación (4.3.6).

A continuación se muestra el proceso mediante el cual se calcula el módulo

de compresibilidad efectivo de un sistema:

1.- Con la matriz-T del sistema a estudiar se extrae χ0 usando (4.2.2).

2.- Se calcula Bα(ω) introduciendo el valor χ0 en (4.2.6).

3.- Se introduce el valor Bα(ω) en (4.3.5).

4.3.2. Densidad efectiva ρ∗

El proceso para la obtención de la densidad efectiva es similar al descrito

en la sección anterior . La condición de homogenización para la componente

dipolar es

(T dist
1 )00 = (T hom

1 )00. (4.3.7)

La forma asintótica de la componente dipolar q = 1 de la matriz-T de un

cilindro fluido efectivo de radio Reff es

(T compact
1 )00 ≈

iπR2
effk

2
b

4

[
ρ∗ − ρb
ρ∗ + ρb

]
. (4.3.8)

Para una distribución de cilindros

(T distrib
1 )00 =

N∑
α=1

((Tα)1)00 ≈
N∑

α=1

iπR2
bk

2
b

4

[
ρα(ω)− ρb
ρα(ω) + ρb

]
. (4.3.9)

En la ecuación anterior se ha asumido que los elementos que forman la

distribución son iguales.

Igualando las ecuaciones (4.3.8) y (4.3.9) se obtiene la siguiente igualdad

ρ∗ − ρb
ρ∗ + ρb

=
∑
α

ρα(ω)− ρb
ρα(ω) + ρb

fα. (4.3.10)

Suponiendo todos los elementos dispersores iguales y resolviendo para la

densidad efectiva en la ecuación anterior obtenemos

ρ∗(ω) =
ρa(ω)(1 + f) + ρb(1− f)

ρa(ω)(1− f) + ρb(1 + f)
ρb. (4.3.11)
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Esta última ecuación solamente es válida para distribuciones de elementos

de dispersión que presenta una fracción de llenado baja. Esto es debido a que

en la deducción de esta ecuación no se ha tenido en cuenta los efectos de la

dispersión múltiple debido a las interacciones entre los elementos que forman

la distribución.

En los trabajos [THCSD06,TSD06] se obtiene la expresión de la densidad

efectiva generalizada para altas fracciones de llenado, donde los términos de

la dispersión múltiple son introducidos en (4.3.11) mediante el llamado factor

∆

ρ∗(ω) =
ρa(ω)(∆ + f) + ρb(∆− f)

ρa(ω)(∆− f) + ρb(∆ + f)
ρb. (4.3.12)

El factor ∆ se define como ∆ ≡
∑

αβ((M
−1
αβ )11)00

N
y representa la correción

para la densidad efectiva. Tiene en cuenta todas la interacciones que se pro-

ducen en la dispersión múltiple entre los elementos de una distribución. Para

las fracciones de llenado bajas los trabajos [THCSD06,TSD06] demuestran

que el factor delta ∆ = 1 recuperándose el resultado obtenido en la ecuación

(4.3.11). Los detalles técnicos de su derivación vienen dados en el apéndice

de [TSD11b].

No obstante, las redes consideradas en el presente trabajo presentan una

fracción de llenado lo suficientemente baja para poder despreciar lo efectos

de interacción de la dispersión múltiple entre los elementos que forman la

distribución. Por tanto, la densidad efectiva que caracteriza la distribución

se obtiene utilizando (4.3.11).

Por último, se indica el proceso mediante el cual se obtiene la densidad

efectiva de una distribución homómegena:

1.- Con la matriz-T del sistema estudiado se extrae χ1 usando (4.2.3).

2.- Se calcula ρa(ω) introduciendo el valor de χ1 en (4.2.7).

3.- Se introduce el valor ρa(ω) en (4.3.11) si la fracción de llenado es

f ≤ 70% o en (4.3.12) para fracciones de llenado f > 70%.

4.3.3. Velocidad efectiva

Una vez obtenido el módulo de compresibilidad efectivo y la densidad

efectiva se puede determinar la velocidad efectiva mediante la siguiente ex-
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presión

c∗(ω) = ±

√
B∗(ω)

ρ∗(ω)
. (4.3.13)

La propagación del sonido a través del metamaterial viene determinada

por esta expresión.

Cuando la velocidad de fase del metamaterial efectivo es imaginaria pura el

sonido no se puede propagar dentro en el medio. Este caso ocurre cuando

uno de los dos parámetros B∗ o ρ∗ que caracterizan el medio es imaginario

puro. Por otra parte, cuando ambos parámetros son positivos o negativos

la velocidad del sonido es número real positivo o negativo, respectivamente

propagándose el sonido a través del medio efectivo.Cuando ambos parámetros

son negativo se dice que estamos en una zona de propagación doblemente

negativa (DN) [ZL04,DLQS07,LL12].
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Parte II

Aplicaciones





Caṕıtulo 5

Dispositivo refractivo: Lente

acústica

En este caṕıtulo se aplica el método de homogenización del caṕıtulo 4

en la caracterización de una distribución de cavidades localizadas en el inte-

rior de una gúıa de ondas. Esta caracterización servirá para el diseño de un

nuevo tipo de dispositivo refractivo basado en distribuciones de cavidades en

lugar del caso habitual de cilindros ŕıgidos [MN72,CSSP+01,GY03a,TSD07a,

LHSW09,PHJ+10,CTSD10].

El caṕıtulo se organiza de la siguiente manera: en la sección 5.1 se ana-

liza el sistema considerando el modo fundamental como el único modo no

evanescente en el interior de la gúıa de ondas y despreciando la interacción

de los demás modos sobre el fundamental. En la sección 5.2 se diseña un dis-

positivo acústico refractivo. A continuación en la sección 5.3 se expondrá la

realización experimental que permite la verificación del modelo teórico ex-

puesto. En la sección 5.4 teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el

experimento se analizará la influencia de los modos evanescentes sobre los

parámetros efectivos y sobre las propiedades dispersivas de la distribución.

En la sección 5.5 se expone un estudio preliminar mediante el cual se observa

el acoplamiento de las propiedades refractivas del dispositivo acústico al es-

pacio libre. Finalmente en la sección 5.6 se exponen las conclusiones de este

estudio.
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Figura 5.1: Esquema del elemento de dispersión. Este consiste en una cavidad

de radio Rb y longitud L localizada en el interior de una gúıa de ondas de

altura h.

5.1. Caracterización de una distribución de

cavidades

En esta sección se obtienen los parámetros efectivos de una distribu-

ción periódica de elementos dispersores en el espacio, caracterizada por un

parámetro de red a. Los elementos de dispersión consisten en cavidades

ciĺındricas de radio Rb y de longitud L situada en el interior de una gúıa

de ondas de altura h. En la figura 5.1 se representa el elemento de dispersión

empleado.

En el ĺımite de homogenización, que está definido para longitudes de onda

λ ≥ 4a, se considera el modo fundamental como único modo no evanescente

en el interior de la gúıa de ondas, pudiendo despreciarse la contribución de los

modos evanescentes y obteniéndose, de esta manera, un modelo sencillo que

describe el comportamiento de este sistema. En la figura 5.1 se puede ver que

el sistema se ha divido en dos regiones: la región I (r > Rb) que corresponde
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al medio no dispersivo (aire en este trabajo) y la región II (r < Rb) que

corresponde al interior de la cavidad.

El campo de presiones en la región I se puede expresar de la siguiente

forma

P I(r, θ) =
∑
q

[AqJq(kr) + BqHq(kr)]e
iqθ, (5.1.1)

mientras que el campo de presión en la región II se puede expresar

P II(r, θ) =
∑
q

CqJq(kr)e
iqθ. (5.1.2)

Donde los coeficientes Aq, Bq y Cq representan el campo incidente, el

campo dispersado y el campo transmitido, respectivamente. Para obtener los

coeficientes Bq y Cq se aplican las siguientes condiciones de contorno:∫ h

0

P I(Rb)dz =

∫ h

0

P II(Rb)dz, (5.1.3)

∫ h

0

∂P I(r)

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

dz =

∫ h+L

0

∂P II(r)

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

dz. (5.1.4)

Sustituyendo (5.1.1) y (5.1.2) en las condiciones de contorno obtenemos

AqJq(kRb) +BqHq(kRb) = CqJq(kRb), (5.1.5)

hk[AqJ
′
q(kRb) + BqH

′
q(kRb)] = (L+ h)kCqJ

′
q(kRb), (5.1.6)

donde ′ representa la derivada con respecto al argumento. De esta última

ecuación se obtienen los coeficientes Cq

Cq =
h

L

[J ′
q(kRb) +B′

qHq(kRb)]

J ′
q(kRb)

, (5.1.7)

introduciendo estos coeficientes en la ecuación (5.1.5) obtenemos

AqJq(kRb) +BqHq(kRb) =
h

L

Jq(kRb)

J ′
q(kRb)

[J ′
q(kRb) +B′

qHq(kRb)], (5.1.8)
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agrupando los coeficientes y resolviendo para los coeficientes Bq, obtenemos

que la matriz-T es:

Tq = −
χqJ

′
q(kRb)− Jq(kRb)

χqH ′
q(kRb)−Hq(kRb)

, (5.1.9)

donde

χq =
h

h+ L

Jq(kRb)

J ′
q(kRb)

. (5.1.10)

La matriz-T obtenida para este sistema tiene la misma forma funcional

que la de un cilindro fluido (ver apéndice) donde la cantidad χfluido
q es igual

χfluido
q =

ρaca
ρbcb

Jq(kaRb)

J ′
q(kaRb)

. (5.1.11)

Comparando (5.1.10) con (5.1.11) obtenemos:

ρa =
h

L+ h
ρb; ca = cb, (5.1.12)

donde ρa (ρb) corresponde a la densidad del elemento de dispersión (fluido que

lo rodea, aire en este caso) y ca (cb) es la velocidad del sonido del elemento de

dispersión (del aire). A partir de estas relaciones se puede obtener el módulo

de compresibilidad que presenta el elemento de dispersión.

Ba = c2aρa = c2b
h

h+ L
ρb. (5.1.13)

Por tanto, el elemento de dispersión se comporta como un cilindro fluido

de tal forma que si L ≫ h la densidad que presenta el elemento de dispersión

es mucho menor que la del medio que lo rodea.

Una vez obtenidos los parámetros que caracterizan el elemento de dis-

persión se pueden obtener los parámetros efectivos que caracterizan a una

distribución formada por cavidades ciĺındricas, utilizando (4.3.6) y (4.3.12).

En la figura 5.2 se representan los parámetros efectivos de una distribu-

ción hexagonal de cavidades localizadas en el interior de una gúıa de ondas.

Para el cálculo de estos parámetros efectivos se ha considerado un valor fijo

de altura de la gúıa de ondas y se ha realizado un barrido para diferentes

alturas de la cavidad. La fracción de llenado que se ha considerado para este
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Figura 5.2: Parámetros efectivos para el caso de una red hexagonal de cavi-

dades que presente una fracción de llenado del 40%

.

cálculo es f = 40%, pudiendo de esta manera despreciar la contribución de

las interacciones de la dispersión múltiple en la ecuación de la densidad efec-

tiva expuesta en el caṕıtulo anterior. La figura 5.2a representa la densidad

efectiva de la distribución de cavidades en función de la longitud de la cavi-

dad. Se puede ver que el medio efectivo se comporta como un medio fluido

cuya densidad es menor que la densidad del medio que lo rodea. La figura

5.2b representa el módulo de compresibilidad del medio efectivo en función

de la longitud de la cavidad. Se puede observar que presenta un comporta-

miento similar al de la densidad.

5.2. Lente acústica

A partir de los parámetros efectivos representados en la figura 5.2 es fácil

deducir que la velocidad efectiva que presenta el sistema es menor que la del

medio que lo rodea, es decir, que el ı́ndice de refracción es mayor que el del

medio que rodea la distribución. Este hecho nos permite diseñar dispositivos

refractivos, como por ejemplo una lente acústica.

El ı́ndice de refracción del medio efectivo se define como:

n∗ =
cb
c∗
, (5.2.1)
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Figura 5.3: Variación del ı́ndice de refracción de una distribución de cavida-

des en función de la fracción de llenado. Las Ĺıneas de colores representan los

diferentes valores de la longitud de la cavidad considerados en este estudio.

con

c∗ =

√
BaBb

Ba(1− f) + fBb

ρa(1− f) + ρb(1 + f)

[ρa(1 + f) + ρb(1− f)]ρb
. (5.2.2)

Para un valor fijo de la altura de la gúıa de ondas h se puede ver que el

valor del ı́ndice de refracción efectivo depende de la longitud de la cavidad

L y de la fracción de llenado de la red f . El estudio de la dependencia del

ı́ndice de refracción con estos dos parámetros se muestra en la figura 5.3

En esta figura se representa el valor del ı́ndice de refracción en función de la

fracción de llenado para diferentes valores de longitud de la cavidad (ĺıneas

de colores). Se pueden ver que para todos los casos considerados el ı́ndice de

refracción máximo se obtiene para el caso donde la fracción de llenado de la

red es f ≈ 44%.

La lente acústica se realizó usando de una red hexagonal de parámetro

de red a y manteniendo, dentro de las limitaciones f́ısicas existentes en la

construcción de la lente real, la relación entre los parámetros geométricos que

definen la lente acústica para la obtención del máximo ı́ndice de refracción.
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5.3. Experimento numérico: Lente acústica

Para la realización del experimento numérico, utilizando el software Com-

sol, de la lente acústica se consideró una muestra finita con forma lenticular

que consiste en 7 filas de cavidades de radio Rb = 1cm y longitud L = 9cm.

La red hexagonal que distribuye las cavidades presenta una parámetro de

red a = 3cm. Esta muestra se sitúa en una gúıa de ondas acústica 2D que

presenta una altura h = 5cm.

Con el objetivo de demostrar que la focalización de la lente acústica es de-

bido a un fenómeno refractivo y no difractivo se realizó otro experimento

númerico donde se introdujo una muestra con forma cuadrada. El resultado

de estos experimentos numéricos se muestra en las figuras 5.4 y 5.5, donde

comparamos los mapas de presión obtenidos para una muestra que presenta

una forma lenticular y para una muestra rectangular. En la columna de la iz-

quierda de las figuras 5.4 y 5.5 se representan los mapas de presión obtenidos

para las frecuencias indicadas en la parte superior de la figura. La selección

de esas frecuencias nos permite ver el comportamiento del dispositivo.

En el intervalo de frecuencias estudiado se observa que conforme aumentamos

la frecuencia el punto focal se define de una manera más ńıtida y se obtiene

una región más estrecha de focalización como se puede ver en la columna de

la izquierda de la figura 5.5 para la frecuencia correspondiente a ν = 2655Hz.

Se puede observar que los patrones del campo de presión transmitido ob-

tenidos mediante la lente son muy diferentes a los obtenidos por la muestra

cuadrada. Los patrones obtenidos por la lente presentan una mayor concen-

tración del campo en la región espacial localizada en el centro de la lente. Sin

embargo se observa que conforme nos alejamos de la zona central obtenemos

que el campo de presión es mı́nimo. Este comportamiento difiere al observado

por la muestra cuadrada donde se puede observar que los patrones obtenidos

no presentan una gran concentración del campo en su zona central. Nótese

que en la zona central presenta una zona muy localizada donde el campo es

mı́nimo, este hecho no se encuentra en los patrones obtenidos por la lente.

También se observa que la amplitud del campo es más uniforme en las zona

espaciales alejadas del centro de la muestra. Esto se debe a que los patrones

del campo transmitido obtenidos son debidos a la difracción que se produce

en los bordes de la muestra.
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Nótese que la focalización debido a la difracción de la muestra rectangular

no coincide en posición ni en magnitud con la obtenida mediante la muestra

con forma lenticular pudiendo decir que la focalización observada en la lente

acústica se debe a un fenómeno refractivo.

Por otra parte, cabe señalar que los resultados de la simulaciones nos

muestran que el comportamiento del dispositivo acústico depende de la re-

gión de frecuencias exhibiendo dos tipos de comportamiento, uno como coli-

mador del campo acústico y otro como lente acústica. Este hecho nos indica

que los parámetros efectivos que caracterizan el dispositivo dependen de la

frecuencia conduciéndonos a revisar el modelo aproximado explicado en la

sección anterior. Para obtener un modelo teórico más completo que explique

lo observado se tiene que incluir la interacción de los modos evanescentes en

el modelo teórico.

5.4. Influencia de los modos evanescentes so-

bre los parámetros efectivos de una red

de cavidades

En vista de los resultados obtenidos anteriormente se hace necesario re-

visar el módelo teórico desarrollado en la sección 5.1. En el desarrollo del

modelo simplificado se consideró el modo fundamental sin incluir la interac-

ción que ejercen los modos evanescentes sobre el modo fundamental.

El procedimiento para la obtención de la matriz-T teniendo en cuenta la

interacción de los modos evanescentes se explicó en el caṕıtulo 3 llegando a

la siguiente expresión de la matriz-T

(Tq)mn = −
∞∑
k=0

(Ĥq)
−1
mk(Ĵq)kn, (5.4.1)
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efectivos de una red de cavidades 73

Figura 5.4: En la columna de la izquierda se representan los mapas de presión

obtenidos con la lente acústica en las simulaciones basadas en elementos

finitos (Comsol) para las frecuencias 2598Hz y 2611Hz. En la columna de

la derecha se representa los campos acústicos obtenidos en la simulación

con la muestra rectangular para las frecuencias 2598Hz y 2611Hz. Para

la realización de las simulaciones se utilizó una distribución hexagonal de

cavidades de radio Rb = 1cm y longitud L = 9cm y de parámetro de red

a = 3cm.
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Figura 5.5: En la columna de las izquierda se representan los mapas de

presión obtenidos con la lente en una simulación númerico utilizando Com-

soll para las frecuencias 2624Hz y 2655Hz. En la columna de la derecha se

representa el campo acústico obtenido con la muestra rectangular para las

mismas frecuencias. Para la obtención de las simulaciones se utilizó una dis-

tribución hexagonal de cavidades de radio Rb = 1cm y longitud L = 9cm y

de parámetro de red a = 3cm.
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donde las cantidades (Ĥq)mk y (Ĵq)kn se definen de la siguiente manera:

(Ĵq)kn ≡ Jq(k
I
kRb)δnk −

∞∑
m=0

[
J̇q(k

I
nRb)GkmGnmJq(k

II
mRb)

J̇q(kII
mRb)

]
,

(Ĥq)kn ≡ Hq(k
I
kRb)δnk −

∞∑
m=0

[
Ḣq(k

I
nRb)GkmGnmJq(k

II
mRb)

J̇q(kII
mRb)

]
,

(5.4.2)

siendo

Gkm =
1

2

√
h

h+ L
ϵkϵm

[
sinc((kI

kz + kII
mz)h) + sinc((kI

kz − kII
mz)h)

]
, (5.4.3)

donde el término Gkm representa la interación de los modos verticales gene-

rados en la interfaz, localizada en r = Rb, de la gúıa de ondas y de la cavidad.

Las ki
l con i = I, II son los números de onda correspondientes a la región I

y II y cuyos valores se obtienen mediante la siguiente expresión

ki
l =

√(
ω

c

)2

− (ki
z)

2, siendo ki
z =


lπ
h

si i = I

lπ
h+L

si i = II

. (5.4.4)

La expresión de la matriz en este caso es más compleja no pudiendo obtenerse

una forma anaĺıtica como la que se obtuvo en el modelo anterior.

Para la verificación de la matriz obtenida con el modelo teórico se utilizó el

método explicado en el apéndice C. Mediante este método se puede realizar

la comparación de la matriz-T obtenida mediante el modelo teórico y la

obtenida mediante una simulación basada en elementos finitos.

En la figura 5.6a y 5.6b se muestra la comparación de los elementos de

matriz q = 0 y q = 1, respectivamente, en función de la frecuencia, para

el caso de una cavidad de radio Rb y de longitud L = 0.33Rb localizada en

el interior de una gúıa de ondas de altura h = 0.33Rb. Se puede ver que

los elementos de matriz obtenidos por ambos métodos presentan el mismo

comportamiento en frecuencia, validando de esta manera la matriz -T que

caracteriza el sistema.
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Figura 5.6: (a) Amplitud de los elementos de la matriz de transferencia T0

en función de la frecuencia obtenidos mediante el modelo teórico y mediante

una simulación basada en elementos finitos. (b) Amplitud de los elementos

de la matriz de transferencia en una cavidad para el caso q = 1 en función

de la frecuencia obtenidos por el modelo teórico y la simulación basada en

elementos finitos. Ambos casos corresponden a una cavidad de radio Rb y

longitud L = 0.33Rb localizada en el interior de una gúıa de ondas de altura

h = 0.33Rb.

Una manera de ver como influye el incluir los modos evanescentes en el

modelo teórico sobre las propiedades dispersivas del elemento de dispersión

es mediante el campo lejano. En la figura 5.7a se muestra el campo lejano

de una cavidad incluyendo los modos evanescentes (ĺınea continua) y el ob-

tenido mediante el modelo simplificado (ĺınea discontinua) para el caso de

una cavidad de radio Rb y de longitud L = 0.33Rb localizada en una gúıa de

ondas de altura h = 0.33Rb para una longitud de onda incidente λ = 2Rb. Se

puede observar como difiere no solo la forma del campo dispersado obtenido

por ambos modelos sino también su amplitud. La figura 5.7b muestra el cam-

po lejano obtenido mediante una simulación 3D basada en elementos finitos.

Nótese que la forma del campo lejano extráıda de la simulación coincide con

la obtenida mediante el modelo teórico cuando se incluyen los modos evanes-

centes. Por tanto, aunque el modo fundamental es el único modo propagante

en la gúıa de ondas es necesario incluir los modos evanescentes en el cálculo

de los elementos de la matriz de transferencia.

Cabe señalar que el modelo simplificado se obtuvo en el ĺımite de homo-

genización, es decir para una λ → ∞. Con el fin de mostrar la validez del
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Figura 5.7: (a) Campo Lejano obtenido mediante el modelo teórico (linea

continua) y el modelo simplificado (linea discontinua). (b) Campo lejano

obtenido mediante una simulación 3D basada en elementos finitos. Ambas

figuras corresponden al caso de una cavidad de radio Rb y de longitud L =

0.33Rb localizada en el interior de una gúıa de ondas de altura h = 0.33Rb

para una λ = 2Rb.
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Figura 5.8: Densidad efectiva, obtenida a partir del modelo simplificado

(ĺınea continua) y el modelo general (ĺınea discontinua), que caracteriza a un

metamaterial constituido por cavidades de radio Rb = 0.33a en función de la

altura de las cavidades L localizado en el interior de una gúıa de ondas de

altura h = 1.67a. Donde a es el parámetro de red que caracteriza a la red

hexagonal que presenta una fracción de llenado f = 40%. La Longitud de

onda del campo incidente es λ = 100a

modelo simplificado se calculó la densidad efectiva que caracteriza un me-

tamaterial localizado en una gúıa de ondas de altura h = 1.67a constituido

por cavidades de radio Ra = 0.33a en función de longitudes de la cavidades

que constituyen el metamaterial para una longitud de onda λ = 100a. En

el cálculo de los parámetros efectivos se consideró una red hexagonal que

presenta una fracción de llenado del 40%. El resultado de dicho estudio se

muestra en la figura 5.8 en donde se compara la densidad efectiva obtenida

mediante el modelo simplificado (ĺınea continua) y la densidad efectiva ob-

tenida incluyendo los modos evanescentes (ĺınea discontinua). Nótese que el

modelo simplificado sólo es válido para valores pequeños de la longitud de la

cavidad L < 0.5h. Este estudio demuestra que para las longitudes considera-

das en la construcción del dispositivo acústico el modelo simplificado no es

aplicable y por tanto el modelo teórico de dicho dispositivo debe incluir la

influencia de los modos evanescentes.

Para una mejor compresión de lo observado se realizó el cálculo de los

parámetros efectivos con el nuevo modelo desarrollado. El cálculo de los

parámetros efectivos se realizó siguiendo el proceso indicado en el caṕıtu-
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lo 4 a partir de la matriz Tq que caracteriza las propiedades dispersivas de la

red de cavidades.

Para el cálculo de los parámetros efectivos se consideró el caso de la lente

acústica, es decir, un metamaterial formado por cavidades de radio Rb = 1cm

y longitud L = 9cm que se encuentran localizadas en una gúıa de ondas de

altura h = 5cm. La red que forma el metamaterial es una red hexagonal cuyo

parámetro de red es a = 3cm obteniendo una fracción de llenado f = 40%.

Los resultados de estos cálculos se muestran en la figura 5.9; en la figura 5.9a

se representa la densidad efectiva del metamaterial en función de la frecuencia

mientras que en la figura 5.9b se representa el módulo de compresibilidad en

función de la frecuencia.

Se puede ver que la densidad efectiva es menor que la del medio que lo

rodea en casi todo el rango de frecuencias salvo cuando nos acercamos al

ĺımite de homogenización que corresponde a νh ≈ cb/4a = 2858Hz.

No obstante, el comportamiento interesante del sistema a estudiar se ve

reflejado en el módulo de compresibilidad. Se puede ver que presenta un

comportamiento resonante en ciertos intervalos de frecuencia, teniendo por

tanto dos regiones en frecuencia donde el módulo de compresibilidad efectiva

se hace negativo. Debido a la definición de la velocidad efectiva c∗(ν) =√
B∗(ν)/ρ∗(ν) las regiones donde el módulo de compresibilidad es negativo

el sonido no puede pasar a través del metamaterial. Dicho comportamiento

resonante será objeto de estudio en el siguiente capitulo 6.

Finalmente para poder entender el comportamiento de la lente acústica

observado en las simulaciones se procedió a obtener el valor del ı́ndice de re-

fracción que presenta dicho metamaterial en función de la frecuencia n∗(ν).

Dicho comportamiento se representa en la figura 5.10, donde se puede obser-

var como el valor del ı́ndice de refracción presenta dos regiones en frecuencia

donde su valor es nulo. En esas regiones de frecuencia el ı́ndice de refracción

es imaginario puro, ya que corresponden a las regiones donde únicamente el

módulo de compresibilidad es negativo.

Si nos centramos en el intervalo frecuencial de interés de la lente acústica

que corresponde a las frecuencias [2580− 2655]Hz se puede ver que el ı́ndice

de refracción experimenta grandes variaciones en función de la frecuencia.

Estas grandes variaciones son debidas a que nos encontramos cerca de la

segunda resonancia del módulo de compresibilidad dando por tanto valores
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Figura 5.9: (a) Densidad de masa efectiva en función de la frecuencia. (b)

Módulo de compresibilidad efectivo en función de la frecuencia. Ambas figuras

corresponden al caso de un metamaterial formado por cavidades de radio

Rb = 0.01cm y de longitud L = 9cm localizadas en una gúıa de onda de

altura h = 5cm. El parámetro de red del metamaterial a = 3cm dando una

fracción de llenado f = 40%.

del ı́ndice de refracción que vaŕıan entre n∗(ν)ϵ[1.8− 6] en un rango estrecho

en frecuencia. Este hecho demuestra la alta dependencia en frecuencia tanto

de la posición del punto focal como la concentración del campo acústico que

se observa en la lente acústica.

En la figura 5.11 se muestran cuatro mapas de presión con los que se

puede resumir el comportamiento de la lente acústica que predice el modelo

teórico.

La amplitud del campo de presión se representa en código de colores (azul

el mı́nimo y rojo el máximo). El rango de amplitud es el mismo en los cuatro

mapas de presión.

Se puede observar que conforme aumenta la frecuencia el punto focal de

la lente se localiza en una región espacial más estrecha, mejorando aśı su

definición. Obteniendo su mejor definición para la frecuencia ν = 2640Hz

que corresponde a la frecuencia donde el ı́ndice de refracción obtiene su valor

máximo n∗ = 6.49. A partir de esa frecuencia el foco desaparece debido a

que el módulo de compresibilidad se hace negativo, no permitiéndose en esa

región de frecuencia la propagación del sonido a través de la lente.

Nótese que el comportamiento en frecuencia de la lente observado en es-

tas figuras es el mismo que el observado en las figuras 5.4 y 5.5. Por tanto



5.4 Influencia de los modos evanescentes sobre los parámetros
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Figura 5.10: Índice de refracción en función de la frecuencia de un meta-

material formado por cavidades de radio Rb = 1cm y de longitud L = 9cm

que se encuentran localizadas en el interior de una gúıa de ondas de altura

h = 5cm. La red que forma el metamaterial corresponde a una red hexagonal

cuyo parámetro de red es a = 3cm con una fracción de llenado f = 40%,

obtenida bajo esas condiciones. Las zonas sombreadas corresponden a las re-

giones en frecuencia donde en ı́ndice de refracción es puramente imaginario.

El rectángulo de la figura corresponde a la región de frecuencias de trabajo.
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podemos decir que el modelo teórico general explica adecuadamente el com-

portamiento de la lente acústica en función de la frecuencia. El modelo teórico

predice los dos comportamientos observados en las simulaciones basadas en

la dispersión múltiple y en el experimento numérico, ya que dependiendo de

la región en frecuencias el dispositivo acústico presenta un ı́ndice de refrac-

ción permitiendo actuar al dispositivo acústico como colimador del campo

acústico o como lente acústica.

Como la refracción del campo acústico es debida principalmente al com-

portamiento en frecuencia que presenta el módulo de compresibilidad en la

zona próxima a la resonancia, el rango frecuencial en el que el dispositivo

actúa como lente es muy pequeño.

Para finalizar esta sección cabe señalar que existe un desplazamiento en

frecuencia ∆ν/ν = 0.5% entre el modelo teórico general y las simulaciones

basadas en elementos finitos. Es posible que dicho desplazamiento frecuen-

cial se pueda minimizar añadiendo mayor número de elementos de mallado

en la simulación. Sin embargo, el hecho de ser una simulación 3D conlleva

aumentar de manera significativa el tiempo de cálculo de cada simulación.

Aunque existe ese pequeño deplazamiento frecuencial, el modelo teórico y las

simulaciones predicen el mismo comportamiento para el dispositivo acústico.

5.5. Acoplamiento de las propiedades disper-

sivas al espacio libre

Para finalizar este caṕıtulo expondremos un breve estudio preliminar que

demuestra que las propiedades dispersivas de un metamaterial confinado en

un gúıa de ondas pueden acoplarse al espacio libre.

En este caso se demuestra experimentalmente que la focalización del sonido

de una lente acústica formada por cavidades confinadas en una gúıa de ondas

también se produce en el espacio libre.

Para ello construimos el montaje experimental representado en la figura

5.12. La lente acústica se construyó a partir de dos placas de alumnio de

12mm de espesor. La red de cavidades, de parámetro de red a = 4mm, se ha

realizado mediante brocas de 3mm de diámetro que perforan completamente
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Figura 5.11: Mapas de la amplitud del campo de presiones obtenidos a

partir de la teoŕıa de la dispersión múltiple para el caso de un metamaterial

con forma lenticular formado por cavidades de radio Rb = 1cm y longitud

L = 9cm localizadas en el interior de una gúıa de ondas de altura h = 5cm

para las frecuencias ν = 2587, 2604, 2622, 2640Hz.
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Figura 5.12: En la figura de la izquierda se muestra una representación

art́ıstica del montaje experimental empleado en la realización del experi-

mento. La figura de la derecha muestra la placa de aluminio de dimensio-

nes 60mm × 120mm × 12mm donde se han perforado cavidades de radio

Rb = 15mm y longitud L = 12mm distribuidas mediante una red hexagonal

que presenta un parámetro de red de a = 4mm

una de las placas que forma la lente acústica. La lente se sustenta mediante

tres columnas, que permiten regular la posición y la altura de la misma. En

el montaje experimental se ha incluido una pared de madera con el objetivo

de evitar la difracción del sonido por el borde de la lente, garantizando de

esta manera que el sonido registrado por el micrófono sólo pasa a través de

la muestra.

La excitación acústica se realiza mediante un altavoz situado a 10cm del

centro de la lente operando en un rango de frecuencias de 17kHz a 21kHz. El

campo acústico es registrado a través de un micrófono modelo B&K − 4958

que se desplaza por la zona de medida por dos desplazadores lineales de

Thorlabs. La señal registrada por el micrófono es digitalizada mediante una

tarjeta NI PXI-5142. El procesado de datos aśı como el movimiento de los

desplazadores y la generación de la señal de excitación son gestionados a

través de un ordenador ejecutando un programa implementado en la plata-

forma LabView.
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Figura 5.13: (a) Medida en el exterior de la gúıa de ondas del campo de

presión transmitido correspondiente a la medida de vaćıo. (b) Medida en el

exterior de la gúıa de ondas del campo de presión transmitido para una lente

formada por cavidades de radio Rb = 15mm y de longitud L = 12mm para

una altura de la gúıa de ondas h = 5mm. Se puede observar la focalización

del sonido en una región del espacio. Ambas figuras corresponden a una

frecuencia ν = 20kHz.
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Figura 5.14: (a) Perfil de la medida del campo de presiones transmitido en

el punto focal en la dirección vertical respecto a la orientación de la lente.

(b) Perfil de la medida del campo de presiones transmitido en el punto focal

en la dirección horizontal respecto a la orientación de la lente. Ambas figuras

corresponden al caso de una lente formada por cavidades de radioRb = 15mm

y de longitud L = 12mm para una altura de la gúıa de ondas h = 5mm y

para una frecuencia ν = 20kHz.
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El proceso de obtención de las medidas experimentales se comenzó reali-

zando una medida en vaćıo. Dicha medida consiste en colocar una muestra

con dos placas sin cavidades. Seguidamente se coloca y se mide la mues-

tra perforada. De esta manera las condiciones de medida son las mismas en

ambos casos, cambiando únicamente la muestra. Puediendo aśı calcular las

pérdidas de insercción del sistema mediante la siguiente expresión:

IL =
Pm

Psm

, (5.5.1)

donde Pm y Psm corresponden al campo de presión para la muestra con

cavidades y para la muestra sin cavidades, respectivamente.

Las medidas se realizaron para longitudes de onda λ > 4a, que en nuestro

caso son para λ > 16mm, que corresponden a frecuencias ν < 21kHz. Los

resultados nos muestran que la lente focaliza el sonido fuera de la gúıa de

ondas para un ancho de banda limitado, que correspoden a las frecuencias

dentro del intervalo [19.9 − 20.6]kHz. A continuación en la figura 5.13 se

puede observar el campo obtenido para una frecuencia de 20kHz. La figura

5.13a nos muestra la amplitud del campo acústico obtenido en la medida de

vaćıo, es decir, el campo sin la lente acústica. Se puede ver como el campo se

concentra en la zona más cercana a la muestra (siendo el centro de la muestra

el origen de coordenadas) disminuyendo su amplitud conforme nos alejamos

de la muestra.

La figura 5.13b nos muestra la amplitud del campo acústico obtenido tras

realizar el cálculo de la pérdida de insercción. Nótese que existe una región en

el espacio donde se produce el fenómeno de focalización debido a la presencia

de la lente. Este fenómeno es debido al carácter refractivo de la lente y no por

difracción de la muestra ya que la focalización no se observa en la medida de

vaćıo (ver Fig.5.13a). Cabe concluir que los patrones de difracción observados

son debidos a la naturaleza tridimensional del dispositivo, ya que el campo

acústico ha sido medido fuera de la gúıa y no dentro de ella.

Las asimetŕıas observadas en el mapa de presión pueden ser debidas a

que las placas paralelas que forman la lente no se encuentren perfectamente

paralelas entre śı teniendo, por tanto, zonas donde la distancia entre las

placas sea mayor o menor.

En la figura 5.14 representamos los perfiles del campo acústico en torno

al punto focal que se encuentra localizado en (x, y) = (80, 0). La figura 5.14a
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corresponde al perfil en la dirección x̂; en esta figura se puede observar que

conforme nos desplazamos en la dirección vertical respecto a la orientación

de la lente el campo acústico va aumentando en amplitud hasta alcanzar

un valor máximo, que corresponde al punto focal de la lente. Si seguimos

alejándonos de la lente la amplitud comienza a decaer como es de esperar.

La figura 5.14b corresponde al perfil en la dirección ŷ tomando x = 80mm,

en esta figura se observa un comportamiento análogo al descrito en la figura

5.14a pero desplazándonos en la dirección horizontal respecto a la orientación

de la lente. Se puede ver que el campo de presión es máximo en la zona central

de la lente acústica, como es de esperar en dispositivos de este tipo.

Finalmente cabe decir que mediante este estudio preliminar se ha demos-

trado experimentalmente que las propiedades refractivas de una lente acústica

no se quedan confinadas dentro de la gúıa de ondas, sino que se acoplan al

espacio libre. Este experimento abre una posible ĺınea de investigación en la

que se obtenga un modelo teórico que permita comprender como se produce

el mecanismo que permite el acoplamiento de las propiedades dispersivas de

un metamaterial confinado en una gúıa de ondas al espacio libre

5.6. Resumen

En resumen, se ha demostrado que una distribución de cavidades loca-

lizadas en el interior de una gúıa de ondas se puede utilizarse para diseñar

dispositivos acústicos refractivos, debido a que una cavidad simple puede

ser modelada como un fluido que presenta una densidad menor que la del

medio que lo rodea. Se ha analizado teóricamente un metamaterial basado

en cavidades localizadas en el interior de una gúıa de ondas, estableciéndo-

se los ĺımites del primer modelo simplificado siendo únicamente válido para

valores pequeños de longitud L < 0.5h. A partir de los resultados obtenidos

mediante simulaciones basadas en elementos finitos y experimentalmente se

ha demostrado la necesidad de incluir la contribución de los modos evanes-

centes que se forman en la interfaz definida entre el medio dispersivo y el

medio no dispersivo para la obtención de un modelo general que explique el

comportamiento frecuencial del dispositivo acústico.

Finalmente, y mediante un estudio preliminar se ha observado que las

propiedades de focalización bidimensionales de la lente se mantienen cuando
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el dispositivo se acopla al espacio libre, mostrando que las propiedades del

dispositivo no están restringidas a la gúıa de ondas.

Cabe señalar que mediante el análisis teórico realizado en este caṕıtulo se

abren dos v́ıas de investigación. La primera v́ıa, en vista del comportamiento

en frecuencia del módulo de compresibilidad, el diseño de metamateriales

que presenten uno o ambos parámetros efectivos negativos. La segunda v́ıa,

en vista del resultado obtenido en el estudio preliminar, el desarrollo de

un modelo teórico que nos permita comprender los mecanismos que hacen

posible el acoplamiento de las propiedades refractivas al espacio libre.
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Caṕıtulo 6

Metamaterial acústico con

módulo de compresibilidad

negativo

En este caṕıtulo se propone un nuevo tipo de metamaterial acústico que

presenta un comportamiento negativo en módulo de compresibilidad efectivo.

Esta propiedad ha sido estudiada previamente usando estructuras basadas

en resonadores de Helmholtz [FXA+06, ZSC+08, CLX10, FR11] o mediante

agujeros abiertos [LPY+10] en el interior de una gúıa de ondas unidimensional

(1D), donde el conjunto de agujeros radiaban como una fuente monopolar

efectiva.

Este caṕıtulo describe la realización f́ısica de un metafluido quasi-bidimen-

sional (2D) con módulo de compresibilidad negativo. El metafluido consiste

en una red hexagonal de cavidades acústicas en una gúıa 2D. Por otra parte

la realización de la caracterización experimental del módulo de compresibi-

lidad negativo se realiza en un entorno bidimensional (gúıa 2D) usando una

red 2D de unidades individuales. Los trabajos anteriormente citados emplean

distribuciones de resonadores de Helmholtz en un entorno quasi-1D. En la

estructura propuesta el comportamiento negativo del módulo de comprensi-

bilidad aparece como consecuencia de la interacción de los modos, localizados

en la cavidad, con las ondas acústicas que se propagan dentro de la gúıa de

ondas. Se demuestra que la estructura introducida en este caṕıtulo, al con-

trario que las estructuras anteriormente citadas, no presenta pérdidas y es
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fácilmente sintonizable.

Este caṕıtulo se organiza de la siguiente manera: en la sección 6.1 se

comenzará definiendo el metafluido y se realizará un análisis teórico a partir

del cual se obtendrán y se analizarán las estructuras de bandas que presenta la

estructura. En la sección 6.2 se expone la caracterización experimental de una

estructura finita (se mide la transmitancia y la reflectancia) pudiendo extraer

los parámetros efectivos que caracterizan esta distribución, comparándose

los resultados obtenidos con simulaciones basadas en elementos finitos. En

la sección 6.3 se caracteriza experimentalmente el fenómeno “skin depth”

y se contrasta con un modelo anaĺıtico que depende de los parámetros del

metafluido. Finalmente, en la sección 6.4 se exponen las conclusiones del

estudio realizado.

6.1. Metafluido quasi-bidimiensional: Estruc-

tura de bandas acústica

Supongamos un sistema como el mostrado en la figura 6.1, formado por

una distribución periódica de cavidades, que presentan el mismo radio Rb

y la misma profundidad L, perforadas en una de las superficies sólidas que

forman la gúıa de ondas de altura h. La posición de la cavidad α dentro de

la gúıa de ondas viene dada por Rn = n1a1 + n2a2, donde los vectores a1 y

a2 son los vectores primitivos de la red de Bravais y que para el caso de la

red hexagonal definida en la figura 6.1 toman los siguientes valores

a1 = a

(√
3

2
x̂− 1

2
ŷ

)
,

a2 = a

(√
3

2
x̂+

1

2
ŷ

)
,

(6.1.1)

donde a es el parámetro de red.

Conviene recordar que las ondas sonoras que se propagan en el interior de

una gúıa de ondas (2D) formada por paredes ŕıgidas de altura h, presentan

frecuencias propias ωn = 2π × νn que dependen de la altura [Mun]
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Figura 6.1: Esquema para la obtención de las estructuras de bandas de

sistemas periódicos constituidos por una red hexagonal (cuyo parámetro de

red es a) de cavidades (de altura L y radio Rb) localizadas en una gúıa de

ondas de altura h.
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νn =
c

2π

√
k2
x + k2

y +

(
nπ

h

)2

, (6.1.2)

donde c es la velocidad del sonido en el aire y n es un número entero,

n = 0, 1, 2, 3, · · · . Por lo tanto el número de onda en el plano XY viene

dado por la siguiente relación

k2
x + k2

y ≡ k2
∥,n =

√
k2
0 −

(
nπ

h

)2

, (6.1.3)

donde ko = ωo/c. Cualquier modo puede propagarse sin atenuación si

k2
0 −

(
nπ

h

)2

> 0. (6.1.4)

Una vez recordado ésto se abordará el problema estudiando cómo cam-

bia la relación de dispersión (6.1.2) dentro de la gúıa de ondas cuando en

el interior de ésta se encuentra una red hexagonal de cavidades perforadas

en su superficie inferior. La solución se ha obtenido mediante el método de

adaptación de modos (“mode matching technique”) como se explicará a con-

tinuación.

Para la obtención de las estructuras de bandas se ha divido el problema

en dos regiones (ver figura 6.1). La región I corresponde a z > 0 y la región

II corresponde a z < 0. El campo de presiones en la región I, P I , se obtiene

mediante una combinación de modos de Bloch que satisfacen las condiciones

de contorno en la superficie inferior y superior de la gúıa de ondas. Consi-

derando que las superficies son paredes ŕıgidas, la componente normal de la

velocidad de las part́ıculas, ∂P I

∂z
, es cero en z = 0 (superficie inferior) y en

z = h (superficie superior). La expresión que se obtiene para el campo de

presiones en la región I es por tanto

P I(K, r, z;ω) =
∑
G

AGe
iK·reiG·r cos(kz(z − h)), (6.1.5)

donde r = (x, y) define un punto arbitrario en el espacio 2D y k2
z = k2

0 −
|K + G|. Los vectores del espacio rećıproco son G = h1b1 + h2b2, con
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b1 = 2π
a
( 1√

3
x̂ − ŷ) y b2 = 2π

a
( 1√

3
x̂ + ŷ). El vector K = K(ω) define la

estructura de bandas. Las funciones eiK·reiG·r son funciones ortogonales en

la superficie Sd de la celda unidad que verifican∫ ∫
Sd

eiG·re−iG′·rdSd = SdδGG′ . (6.1.6)

Dentro de las cavidades el campo de presiones se puede escribir de la

siguiente manera

P II(r, θ, z;ω) =
∞∑

q=−∞

BqJq(krr)e
iqθ

[
Ceikzz +De−ikzz

]
. (6.1.7)

El campo de presiones dentro de las cavidades de radio Rb y de longitud L

ha de verificar las siguientes condiciones de contorno

∂P II

∂z

∣∣∣∣
z=−L

= 0, (6.1.8)

∂P II

∂r

∣∣∣∣
r=Rb

= 0. (6.1.9)

Sustituyendo (6.1.7) en los condiciones de contorno (6.1.8) y (6.1.9) se obtiene

la forma funcional que describe el campo de presiones dentro de las cavidades

P II(r, θ, z;ω) =
∞∑

q=−∞

∞∑
m=1

BqJq(α
′
qm

r

Rb

)eiqθ cos(kzqm(z + L)), (6.1.10)

donde (r, θ) son las coordenadas polares en el plano XY, los α′
qm corresponden

al n-énesimo cero de la derivada de la función de Bessel Jq(·) para m =

1, 2, 3, · · · , y

kzqm =

√
k2
0 −

(
α′
qm

Rb

)2

. (6.1.11)

Las funciones Jq(α
′
qm

r
Rb
)eiqθ son funciones ortogonales en la superficie Sc

formada por la cavidad∫ ∫
Sc

Jq(k
′
rqm

r

Rb

)eiqθJq(k
′
rsn

r

Rb

)eisθdSc = Scδmnδqs. (6.1.12)
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Considerar modos diferentes al modo fundamental implicaŕıa oscilaciones

del campo a lo largo de la coordenada radial, estas oscilaciones debeŕıan aco-

plarse con la oscilación del campo en z = 0. Pero en z = 0 el campo también

se describe mediante ondas de Bloch y debido a que las longitudes de onda

consideradas en este trabajo son mayores que cuatro veces el radio de la ca-

vidad, λ ≫ 4Rb, la excitación de modos diferentes al modo fundamental para

las frecuencias consideradas serán muy débiles, por lo que se puede considerar

únicamente el modo fundamental. Con esta notación el modo fundamental

corresponde al k01 = 0 donde J0(0) = 1 y Jq(0) = 0 para q ̸= 0, y por tanto

kz01 = k0,1 pudiendo escribir la ecuación (6.1.10) de la siguiente manera

P II(r, θ, z;ω) ≈ B cos(k0(z + L)). (6.1.13)

Siguiendo el proceso explicado en la sección 3.3 la proyecciones de las

funciones ortogonales de cada región∫ ∫
Sc

P I(K,r, z;ω)|z=0Jq(k
′
rsm

r

Rb

)e−isθdSc =

∫ ∫
Sc

P II(r, θ, z;ω)|z=0Jq(k
′
rsm

r

Rb

)e−isθdSc,

(6.1.14)

∫ ∫
Sd

∂P I(K, r, z;ω)

∂z

∣∣∣∣
z=0

e−iK·re−iG′·rdSd =

∫ ∫
Sd

∂P II(r, θ, z;ω)

∂z

∣∣∣∣
z=0

e−iK·re−iG′·rdSc.

(6.1.15)

La condición de contorno (6.1.14) correspondiente a la continuidad del cam-

po de presiones, se simplifica si tenemos en cuenta que los modos de orden

superior al modo fundamental son despreciables, proyectándose únicamente

J0(0)e
i0 = 1. Teniendo esto en cuenta y sustituyendo las ecuaciones (6.1.5) y

(6.1.13) en la ecuación (6.1.14) obtenemos

∑
G

AG cos(kzh)

∫ ∫
Sc

eiK·reiG·rdSc = πR2
bB cos(k0L), (6.1.16)
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donde la integral de superficie es∫ ∫
Sc

eiK·reiG·rdSc = 2π
Rb

|G+K|
J1(|G+K|Rb). (6.1.17)

Por otro lado, sustituyendo (6.1.5) y (6.1.13) en la condición de contorno

del campo de velocidades a través de la celda unidad (6.1.15) y teniendo en

cuenta (6.1.12) obtenemos

kzAG′ sin(kzh)Sd = −k0B sin(k0L)

∫ ∫
Sc

e−iK·re−iG′·rdSc. (6.1.18)

Resolviendo la anterior ecuación para AG′ se tiene

AG′ = −2f
k0 sin koL

kz sin kzh

J1(|G′ +K|Rb)

|G′ +K|Rb

, (6.1.19)

donde f = Sc/Sd es la fracción de llenado de la red hexagonal.

Finalmente insertando la ecuación (6.1.19) en la ecuación (6.1.16) llega-

mos a la ecuación que describe la estructura de bandas

cot

(
ωL

c

)
= fχ(ω;K), (6.1.20)

siendo

χ(ω;K) = −4
∑
G

k0 cos(kzh)

kz sin(kzh)

(
J1(|G+K|Rb)

|G+K|Rb

)2

. (6.1.21)

En la figura 6.2 se muestran las relaciones de dipersión de las ondas que se

propagan en la gúıa de ondas para los valores: h/a = 1.667 (a), h/a = 0.5

(b) y h/a = 0.1 (c). El radio y la longitud de las cavidades se mantienen fijas

y corresponden a Rb = a/3 y L = 3a, respectivamente.

Llegados a este punto es conveniente recordar que las frecuencia lineal de

las resonancias localizadas en una cavidad ciĺındrica de radio Rb y de longi-

tud L [Mun] son
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νc,m =
ωc,ma

2πc
=

2m+ 1

4

(
L
a
+ 0.8Rb

a

) (6.1.22)

donde m es un número entero (0, 1, 2, 3, · · · ). Para las cavidades empleadas

en este estudio, las frecuencias correspondientes son νc,1 = 0.076, νc,1 = 0.229

y νc,1 = 0.383, que corresponden a las bandas planas mostradas en la figura

6.2b y 6.2c. Las ĺıneas gruesas continuas representan la bandas, que están

representadas a lo largo de las direcciones de simetŕıa de la red en la zona de

Brillouin de la red hexagonal (véase el recuadro), donde kJ = 2π/a(2/3, 0).

La ĺınea continua roja y la punteada representan la relación de dispersión de

los modos νg,0 y νg,1, respectivamente, de una gúıa (2D) vaćıa (ver (6.1.2))

νg,0 =
ν0a

2π
=

a

2π

√
k2
x + k2

y

νg,1 =
ν1a

2π
=

a

2π

√
k2
x + k2

y +

(
π

h

)2

.

(6.1.23)

Nótese en la figura 6.2 que la primera banda del modo excitado en el

punto Γ tiene como valor νg,1 = 0.30 para h = 1.667a, siendo la ĺınea de

puntos representada en la figura 6.2 la relación completa de dispersión. Sin

embargo, las bandas del primer modo excitado correspondientes a los valores

h = 0.5a y h = 0.1a tienen valores en frecuencia superiores a los mostrados

en la figura 6.2b y figura 6.2c, respectivamente. Se observa que la relación de

dispersión de los modos de la gúıa de ondas con cavidades son el resultado

de la interacción entre los modos localizados dentro de las cavidades (banda

plana) con los modos que se propagan en la gúıa de ondas vaćıa.

La figura 6.2a muestra que la interacción entre el primer modo de las

cavidades νc,1 con el modo fundamental νg,0 de la gúıa de ondas produce un

“band gap” frecuencial completa en la región [0.078 − 0.095]. Este “band

gap” aparece en frecuencias mucho más bajas que el “gap” de Bragg situada

en νBragg ≈ kJa/2π = 0.667 (no se muestra en la Fig.6.2). La existencia del

“band gap” a bajas frecuencias en la relación de dispersión para cristales

fonónicos está t́ıpicamente asociado con la existencia de modos de baja fre-

cuencia en los elementos de dispersión individuales y han sido descritos en la
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Figura 6.2: Estructura de bandas de un sistema formado por una distribución

hexagonal de cavidades ciĺındricas y de parámatro de red a (ver Fig.6.1). Las

bandas mostradas corresponden a tres valores diferentes de la altura de la

gúıa de ondas: (a) h = 1.667a, (b) h = 0.5a y (c) h = 0.1a. El radio y altura de

las cavidades son Rb = 0.3a y L = 3a, respectivamente. La ĺınea discontinua

(punteada) representa la relación de dispersión del modo fundamental n = 0

(el primer modo excitado, n = 1) que se propaga en una gúıa de ondas sin

la distribución de cavidades. El recuadro muestra la zona de Brillouin para

una red hexagonal y sus puntos de mayor simetŕıa.
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Figura 6.3: Montaje experimental. Gúıa de ondas bidimiensional formada por

placas de madera que forma la superficie superior de la misma, en el centro

se coloca la muestra.

literatura [ZXY+11, FXA+06, SXG08, ZSC+08], por ejemplo, el ánalisis que

realizó Wang [ZSC+08] sobre la estructura de bandas en una gúıa de ondas

estrecha unidimensional con una distribución de resonadores de Helmholtz

conduce a conclusiones similares, es decir, la interacción entre los modos re-

sonantes con las ondas propagantes producen “band gaps” alrededor de las

frecuencias de resonancia. En nuestro caso los “band gaps” de bajas fre-

cuencias están determinados por la resonancia de la cavidad que puede ser

fácilmente modificada mediante los parámetros f́ısicos Rb y L.

Las Fig.6.2b y Fig.6.2c muestran que estrechando la gúıa de ondas (es

decir, decreciendo h) se produce un ensanchamiento de la interacción entre

los modos propagantes en la gúıa de ondas con los modos 1D localizados en

la cavidades. A partir de esas figuras se puede concluir que para h → 0 la

relación de dispersión consistirá en una banda baja que comenzará desde cero

en el punto Γ y que alcanzará el valor νc,1 dado por la ecuación (6.1.2). Para

frecuencias superiores a νc,1, se obtendrán un conjunto de bandas dispersi-

vas que corresponderá a los valores discretos m = 3, 5, 7, · · · en la ecuación

(6.1.2).

6.2. Realización experimental

Para la verificación experimental de los resultados expuestos en la sección

anterior se ha construido una muestra que consiste en 7 filas de cilindros de

bronce huecos con una longitud L = 9 cm y un radio Rb = 1 cm. Cada fila
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contiene 15 cilindros a lo largo del eje ŷ. Los cilindros están sujetos a una

placa de Plexiglass que tiene un área 68 cm × 68 cm donde se ha perforado

una red hexagonal (que presenta un parámetro de red a = 3 cm). La muestra

se sitúa en el centro de una gúıa de ondas acústica 2D de dimensiones 460

cm × 366 cm × 5 cm, la altura de la gúıa de ondas es h = 5 cm. La

superficie superior de la gúıa de ondas esta hecha de placas de madera y

se utilizó el suelo de la habitación como superficie inferior. La temperatura

dentro de la gúıa durante la medida tomaba valores 23.7 0C ±1 0C, que

dan a la velocidad del sonido un valor de 345 m/s, el cual se utilizó para la

realización de simulaciones numéricas. Cabe señalar que no se esperan modos

con variaciones a lo largo de la dirección vertical hasta frecuencias superiores

al valor de corte ωg,1 = 2π × 3.45 Hz, la cual corresponde a la condición de

h = λ
2
. El sonido que se propaga en el interior de la gúıa de ondas es excitado

usando una columna de altavoces localizada frente a la gúıa de ondas. Los

laterales de la gúıa son tapados usando 5 cm de espesor de fibra de vidrio para

evitar reflexiones no deseadas. En la cara opuesta del altavoz hay un robot

programable que mueve el micrófono con una resolución espacial de 5 mm a

lo largo de la ĺınea debajo de la muestra con el fin de poder medir el perfil

de la presión a lo largo de la interfaz aire/metamaterial, que se discutirá en

la sección 6.3.

La generación del sonido se realiza a través de una tarjeta NI PCI-6731;

la salida analógica de este dispositivo va a un amplificador de potencia que lo

conduce a un altavoz. Cabe señalar que algunas reflexiones tienen lugar entre

el altavoz, la habitación y los espacios abiertos de la gúıa de ondas, debido a

esto la señal se emite en un tiempo limitado y los datos son adquiridos hasta

el tiempo de llegada de la primera reflexión no deseada, pudiendo decir de

esta manera que las medidas son realizadas bajo condición libre de ecos. La

señal excitada consta de una onda sinusoidal modulada por una envolvente

Gaussiana. La frecuencia de la portadora es de 2.5 Hz y el espectro de la

señal completa cubre un rango en frecuencia que abarca desde el valor de

corte inferior del altavoz (alrededor de 80 Hz) hasta los 5 kHz.

El sonido dispersado por la muestra es captado por tres micrófonos B&K

4958 Mic1, Mic2 y Mic3 cuya posición está fijada al porta-muestras, como

muestra el esquema de la figura 6.4, con l1 = 3 cm y l2 = 9 cm. La recepción

de datos se realizará a través de los micrófonos y son amplificados mediante
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Figura 6.4: Esquema del montaje experimental empleado para la caracteriza-

ción del metamaterial. Los ćırculos azules representan las cavidades; a1 y a2

son los vectores primitivos de la red hexagonal con parámetro de red a. Pa-

ra la medida de la reflectancia y transmitancia se han usado tres micrófonos

(Mic), dichas magnitudes son empleadas para la extracción de los parámetros

que caracterizan al metamaterial.
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un dispositivo B&K 2694-B. La señal resultante es entonces adquirida por

un Picoscope 3224 digitalizer, el cual vuelca los datos a la computadora don-

de son almacenados y procesados. Durante la medida se emite un pulso que

contiene todas las componentes en frecuencia que se obtienen a partir de los

datos adquiridos a través de la FFT (“Fast Fourier Transform”). Con el fin

de reducir el ruido aleatorio, se emiten varios pulsos promediándose las res-

puestas . Este proceso se realiza para cada uno de los micrófonos localizados

en sus posiciones fijas de la figura 6.4 y también para cada posición del ba-

rrido espacial. Todo el proceso (generación del sonido, movimiento del robot,

adquisición del sonido y procesado) es gestionado por un programa que fue

desarrollado por el grupo de fenómenos ondulatorios.

6.2.1. Medida de la estructura de bandas

Las siete filas de la estructura bajo estudio son alineadas a lo largo de

la dirección ΓJ de la zona de Brillouin y su ancho total se toma como D =

7×
√
3
2
a = 21.87 cm, el cual ha sido calculado considerando que las superficies

están localizadas a la mitad de la distancia de la capa de separación. Esta es

la suposición tradicional cuando se trabaja con superficies cristalinas.

El ancho de la muestra es lo suficientemente grande para que se pueda

obtener experimentalmente la relación de dispersión a partir de la fase del

coeficiente de transmisión φt a través de la relación φt = ksD+2πl, donde l es

un número entero y ks el número de onda de la muestra que se quiere calcular.

Los “band gap” de frecuencia se identifican en la relación de dispersión a

través de las discontinuidades en φt. El parámetro l permite ajustar la banda

teniendo en cuenta las discontinuidades de φt.

Los triángulos en la figura 6.5 representan los puntos experimentales me-

didos usando esta técnica. Nótese la gran concordancia entre la relación me-

dida y la que predice el módelo teórico para las dos primeras bandas. Para la

tercera banda la concordancia entre la teoŕıa y los datos experimentales no es

suficientemente buena, debido al hecho que la condición de homogenización

λ ≈ 4a no se cumple satisfactoriamente para esta tercera banda.
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Figura 6.5: Estructura de bandas a lo largo de la dirección de alta simetŕıa

ΓJ de la zona de Brillouin. Los śımbolos representan la banda medida usan-

do la técnica de la diferencia de fase. Las ĺıneas negras son la relación de

dispersión usando el método de adaptación de modos (“mode matching”).

Esta estructura de bandas corresponde a la mostrada en la Fig.6.2a. La ĺınea

discontinua (punteada) define la relación de dispersión de modo 0(1) en una

gúıa de ondas libre.
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Figura 6.6: Reflectancia (a) y transmitancia (b) de una muestra que con-

siste en 7 filas de tubos huecos metálicos abiertos a una gúıa de ondas bi-

dimensional con altura h = 5cm. Los tubos están distribuidos en una red

hexagonal con parámetro de red a = 3cm y tienen una longitud L = 9cm y

un radio Rb = 1cm. Los ćırculos en ambas gráficas corresponden a los datos

experimentales, mientras que la ĺıneas continuas representan las simulaciones

numéricas basadas en elementos finitos.
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6.2.2. Reflectancia y transmitancia espectral

Para bajas de frecuencias, como las usadas en este trabajo, el sonido se

propaga con un frente de onda plano y el campo de presiones a lo largo del

eje puede ser obtenido resolviendo la ecuación de ondas de propagación 1D

d

dx

[
1

ρ(x;ω)

dP (x;ω)

dx

]
+

ω2

B(x;ω)
P (x;ω) = 0, (6.2.1)

donde los parámetros ρ(x;ω) y B(x;ω) son inhomogéneos y pueden depender

de la frecuencia. Dentro de la gúıa de ondas, se distinguen dos regiones que

se pueden asociar a un medio I y a un medio II, que corresponderán al aire

dentro de la gúıa de ondas y al metamaterial, respectivamente. Para el medio

I la ecuación (6.2.1) se reduce a

1

ρ0

d2P I(x;ω)

dx2
+

ω2

B0

P I(x;ω) = 0, (6.2.2)

donde B0 = 1.01× 105 Pa y ρ0 = 1.2041 Kg/m3 son el módulo de compresi-

bilidad y densidad del aire,respectivamente. El coeficiente de reflexión r y el

de transmisión t se obtiene rápidamente usando los datos adquiridos por lo

micrófonos Mic1 y Mic2 a través de la relación (ver apéndice D)

r(ω) =
P2e

−ik0x1 − P1e
−ik0x2

P1e−ik0x2 − P2e−ik0x1
, (6.2.3)

t(ω) =
P3

P2

e−ik0x2 + reik0x2

e−ik0x3
eik0D, (6.2.4)

donde P1, P2 y P3 son los valores complejos de la presión adquirida en las

posiciones x1, x2 y x3 por los micrófonos Mic1, Mic2 y Mic3, respectivamente.

D representa el espesor de la muestra. Nótese que (6.2.3) no es válida cuando

x1−x2 es igual a un múltiplo entero de media longitud de onda, estableciendo

un ĺımite superior de frecuencias en la medida. En nuestro caso la separación

entre el Mic1 y el Mic2 es l1 = 3 cm, localizando por tanto ese ĺımite para

frecuencias ≥ 5750 Hz, la cual es mucho mayor que las frecuencias de interés.
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Figura 6.7: Mapa de presión tomado en el plano ecuatorial para la gúıa de

ondas mostrada en Fig.6.1. Las frecuencias seleccionadas se indican con una

flecha en la Fig.6.6.

Una vez obtenidos los coeficientes r y t se calcula la reflectancia R y la

transmitancia T mediante la siguiente relación

R(ω) =
∣∣r(ω)∣∣2, T (ω) =

∣∣t(ω)∣∣2. (6.2.5)

Los śımbolos en la figura 6.6a muestran el espectro de la reflectancia

obtenida experimentalmente haciendo uso de la ecuación (6.2.3). La ĺınea

cont́ınua representa las soluciones basadas en elementos finitos simulando

el montaje experimental. Nótese que el espectro muestra caracteŕısticas de

interés, como las cáıdas estrechas asociadas a los modos resonantes Fabry-

Perot, estas cáıdas estrechas no se observan experimentalmente debido a que

aunque nuestro sistema no presenta casi pérdidas como se demostrará en

la sección 6.2.3 , éstas nos impiden detectar experimentalmente esas cáıdas.

Los perfiles experimentales muestran las principales caracteŕısticas del es-

pectro predichas por las simulaciones de elementos finitos, a pesar que se ha

empleado un modelo 1D para su medida.

El espectro T (ω) está representado en la Fig.6.6b junto a su correspon-

diente simulación numérica. Como en el caso del espectro R(ω) se encuentra

una gran concordancia entre la transmitancia obtenida experimentalmente

y la obtenida a través de las simulaciones numéricas basadas en elementos

finitos. Para ser más exhaustivos en este estudio, se muestran los mapas de

presión obtenidos a través de las simulaciones de elementos finitos en las figu-

ras 6.7 y 6.8. Las frecuencias seleccionadas corresponden a las caracteŕısticas

espectrales observadas en el espectro de la reflectancia y que son indicadas
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mediante flechas en la figura 6.6(a). La frecuencia más baja corresponde a

la resonancia Fabry-Perot, la cual se caracteriza por una bajada (pico) en

el espectro de la reflectancia (transmitancia). En el mapa 2D de la figura

6.7 se puede observar claramente este comportamiento, donde la longitud de

onda coincide perfectamente con la anchura de la muestra d. En la figura

6.8 se muestra una gran concentración de sonido localizado en el interior de

las cavidades, siendo la intensidad sonora dependiente de la posición de la

cavidad a lo largo del eje x̂. Las mayores intensidades se localizan en la pri-

mera, media y última fila, las cuales corresponden al máximo de amplitud en

el plano ecuatorial (ver figura 6.7). Para la frecuencia correspondiente a 930

Hz, que está situada dentro del “gap”, el correspondiente mapa de presión

de la figura 6.7 muestra una reflexión cercana a la unidad, ya que el sonido

solo penetra en la primera fila, como se puede ver en la figura 6.8 (b). Final-

mente, para la frecuencia correspondiente a 1265 Hz, la figura 6.7 muestra

una perfecta transmisión del sonido y la figura 6.8 (c) muestra que el sonido

penetra en todas las cavidades, que tienen el mismo perfil de intensidad a lo

largo del eje del ciĺındro.

6.2.3. Parámetros efectivos

Estamos interesados aqúı en las propiedades de la estructura para frecuen-

cias por debajo de la frecuencia umbral definida por el ĺımite de homogeni-

zación. Este ĺımite ha sido establecido experimentalmente para longitudes

de onda λ ≥ 4a para una red hexagonal de cilindros ŕıgidos [THCSD06].

En este experimento se toma este ĺımite como válido, el cual toma como

valor ωl = 2π × 2.87 kHz para la estructura bajo estudio, ya que su vali-

dez ha sido demostrada en muchas estructuras equivalentes que consisten en

distribuciones de elementos de dispersión del sonido en aire. Sin embargo la

estructura artificial estudiada actúa como un metamaterial acústico con unos

parámetros efectivos dados, cuyos valores se obtendrán a continuación, para

cualquier frecuencia por debajo de 2.87 kHz.

La dependencia en frecuencia de los parámetros efectivos del metamaterial

ρ∗(ω) y B∗(ω) es extráıda a partir de la reflectancia R(ω) y la transmitancia

T (ω) y el procedimiento de su extracción está explicado en el apéndice D. La

densidad de masa efectiva no depende de la frecuencia y su valor es prácti-
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Figura 6.8: Mapas de presión dentro de la estructura artificial bajo estudio .

Fueron obtenidas a partir de simulaciones basadas en elementos finitos para

tres valores diferentes de frecuencias, las cuales están señaladas por flechas

en la Fig.6.6. El panel (a) corresponde ν = 822 Hz, (b) ν = 910 Hz y (c)

ν = 1265.5 Hz.

Figura 6.9: Dependencia en frecuencia del módulo de compresibilidad efectivo

del metamaterial. Los śımbolos representan el módulo de compresibilidad ex-

tráıdos a partir del espectro de la reflectancia y de la transmitancia, mientras

que la ĺınea continua define el parámetro extráıdo de las simulación numérica

basada en elementos finitos.
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camente igual al del aire ρ0. El módulo de compresibilidad efectivo B∗(ω),

normalizado al aire, se representa por śımbolos en la figura 6.9, donde la

región con sombra indica las frecuencias en las que el módulo de compresi-

bilidad toma valores negativos. Los parámetros efectivos teóricos han sido

extráıdos a partir del espectro de reflectancia y transmitancia obtenidos a

partir de las simulaciones númericas y el método explicado en el apéndice D.

La figura 6.9 muestra la extracción teórica del módulo de compresibilidad

efectivo (ĺınea cont́ınua), y es comparada con los valores obtenidos experi-

mentalmente (śımbolos). Se puede observar que existe una gran concordancia

entre la teoŕıa y el experimento. Nótese que el módulo de compresibilidad es

negativo en el marco de frecuencias que corresponde con el primer “gap”,

definida por la región gris. La densidad de masa efectiva extráıda es prácti-

camente constante con un valor ρ∗ ≈ 0.98ρ0.

Se puede concluir que la estructura se comporta como un medio fluido

efectivo que tiene como módulo de compresibilidad B∗(ω) cuyo perfil es si-

milar al que presenta la distribución de resonadores de Helmholtz y puede

ser expresado de la siguiente manera

(B∗)−1 = B−1
0

[
1− Fω2

0

ω2 − ω2
0 + iΓω

]
, (6.2.6)

donde F es un factor que define el ancho del band gap, determinado por

frecuencias ω0 < ω < ω0

√
1 + F ; ω0 es la frecuencia angular de resonancia y

Γ es la pérdida por disipación en las cavidades resonantes. El perfil mostrado

en la figura 6.9 se ajusta perfectamente a este modelo usando como valores

ω0 = 2π × 874 Hz, que corresponde a la frecuencia del modo m = 1 de los

tubos cerrados y F = 0.556, que determina el ancho del “gap”. El término de

pérdidas es el único parámetro que se ajusta y su valor (Γ = 2π× 3.4 Hz) es

mucho más pequeño que los valores obtenidos (Γ = 2π× 400 Hz) para meta-

materiales basados en distribuciones de resonadores de Helmholtz [FXA+06].

Las pérdidas en la estructura propuesta son también más pequeñas que las

medidas con las distribuciones de agujeros abiertos en sus dos extremos en

una gúıa unidimensional, estructura que fue propuesta como metamaterial

con pocas pérdidas. Es importante indicar que la estructura propuesta tie-

ne pocas pérdidas en comparación con las anteriormente citadas debido a

diferentes razones. Por una parte, en comparación con los resonadores de
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Figura 6.10: Amplitud de presión medida a lo largo del eje x̂ de la muestra

constituida por siete filas de cavidades ciĺındricas. Se observa el decaimiento

exponencial dentro del metamaterial (región sombreada).

Helmholtz [FXA+06,ZSC+08,CLX10,FR11], la estructura propuesta no pre-

senta canales estrechos donde tienen lugar procesos de disipación debidos a la

fricción del aire con las paredes. Por otra parte, con respecto a la estructura

que consiste en cavidades abiertas por sus extremos [LPY+10], la estructu-

ra propuesta no presenta pérdidas por radiación debido al hecho de que las

cavidades usadas están cerradas por un extremo de las mismas.

6.3. Efecto pelicular en la interfaz aire-metamaterial

Supongamos una interfaz entre dos medios semi infinitos donde el medio

I es el aire (con un densidad de masa y módulo de compresibilidad positivos)

mientras que el medio II es el metamaterial bajo estudio con una densidad

de masa positiva ρ∗ y módulo de compresibilidad B∗ negativo. La ecuación

(6.2.1) particularizada al metamaterial se convierte



112
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1

ρ∗
d2P II(x;ω)

dx2
− ω2

|B∗(ω)|
P II(x;ω) = 0, (6.3.1)

cuya solución es

P II(x;ω) = Ae−x/δ +Bex/δ, (6.3.2)

δ es rápidamente obtenida por la sustitución de la ecuación (6.3.2) en la

ecuación (6.3.1)

δ2 =
1

ω2

|B∗(ω)|
ρ∗

. (6.3.3)

En nuestro caso el coeficiente de la ecuación 6.3.2 debe cumplir B = 0

para obtener una solución con significado f́ısico. El término δ nos indica el

valor del efecto pelicular del metamaterial. Este valor es un indicativo de la

profundidad de penetración de la onda en el metamaterial de manera que

cuanto mayor es el valor δ más capacidad tiene de penetrar la onda en el

metamaterial. La ecuación de onda para la propagación del sonido en aire

(medio I) viene dada por (6.2.2) y su solución es

P I(x;ω) = eikox + re−ikox, (6.3.4)

donde r es el coeficiente de reflexión, que se determina aplicando la condi-

ción de continuidad del campo de presiones y de la componente normal de

velocidades en la interfaz aire/metamaterial,

r = −Z0 − iZ∗(ω)

Z0 + iZ∗(ω)
, (6.3.5)

donde Z0 =
√
B0ρ0 y Z∗(ω) =

√
|B∗(ω)|ρ∗(ω) son las impedancias carac-

teŕısticas del aire y del metamaterial, respectivamente. La expresión para r

indica que |r|2 = 1 (reflexión total) para cualquier frecuencia. El espectro de

la reflectancia mostrado en la figura 6.6, el cual se obtuvo para una muestra

finita de metamaterial, muestra que esta conclusión es verdadera para una

región grande en frecuencias dentro del “gap”. Se usará este resultado para
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Figura 6.11: Efecto pelicular δ como función de la frecuencia. Los śımbolos

corresponden a los valores obtenidos ajustando los perfiles de amplitud, mos-

trados en la Fig. 6.10 a una función exponencial decreciente mostrada en la

Ec(6.3.2). La ĺınea continua son los valores previstos por el modelo (6.3.3),

en el cual se han empleado los parámetros extráıdos del experimento

analizar la reflexión en la interfaz usando la fórmula obtenida a partir de un

medio semi-infinito.

Experimentalmente, se empleó un micrófono para escanear la gúıa de on-

das 2D a lo largo del eje x̂ dentro del metamaterial. El micrófono empleado

corresponde al modelo B&K 4598 que tiene un 1/4 de pulgada de diámetro,

para las frecuencias consideradas el diámetro es aproximadamente λ/10, con-

siderando por tanto que la alteración producida por el micrófono al campo

de presiones medido es despreciable. La figura 6.10 representa la amplitud de

la presión como función de la posición para tres valores diferentes de frecuen-

cias que pertenecen al “band gap”. Se observa que el campo que incide en el

metamaterial es una función oscilante, mientras que dentro del metamaterial

es una función exponencialmente decreciente.

El parámetro del efecto pelicular δ se ha obtenido experimentalmente

mediante el ajuste de los perfiles mostrados en la figura 6.10 con una función

exponencial decreciente. El resultado se representa en la figura 6.11 mediante

śımbolos y son comparados con los resultados obtenidos usando la fórmula

(6.3.3) (ĺınea continua). Se puede concluir que δ crece monotonamente en

la región del gap. Para frecuencias cercanas a la resonancia del módulo de
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compresibilidad efectivo B∗, δ incrementa con la frecuencia siguiendo un

perfil exponencial.

6.4. Resumen

En resumen, se ha introducido un metamaterial acústico quasi-bidimensional

que presenta intŕınsecamente pocas pérdidas y con módulo de compresibili-

dad negativo. La estructura artificial consiste en una distribución periódica

2D de cavidades ciĺındricas a una gúıa de ondas 2D. Las medidas y el mode-

lo teórico desarrollado muestran que la región donde la estructura presenta

un módulo de compresibilidad negativo desarrolla un “band gap” frecuencial

cuyo ancho puede ser modificado con los parámetros geométricos de las ca-

vidades (radio y longitud). Se ha realizado una completa caracterización del

metamaterial incluyendo el efecto “skin depth”.

Por otra parte, la amplitud extraordinaria de sonido obtenido dentro de

las cavidades puede ser usada para diseñar dispositivos de alta absorción me-

diante el relleno de las cavidades de material disipativo.

Un metamaterial que presenta ambos parámetros negativos puede lograr-

se fácilmente añadiendo a esta estructura membranas como las descritas

en [PPL+11].

Este caṕıtulo esta basado en:

1.− Victor Manuel Garćıa-Chocano, Rogelio Graciá-Salgado, Daniel To-

rrent, Francisco Cervera y José Sánchez-Dehesa.Quasi-Two-dimensional acous-

tic with negative bulk modulus. Phys. Review. B. Vol. 85, art. nro. 184102,

pp.1− 8, (2012)
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doblemente negativo

En el caṕıtulo anterior se mostró que una distribución de cavidades pre-

senta un comportamiento resonante en el módulo de compresibilidad efectivo

que caracteriza a esa distribución en el ĺımite de homogenización. Dicho com-

portamiento se ha obtenido con estructuras basadas en resonadores de Helm-

holtz y cavidades abiertas en el extremo de las mismas [FXA+06,LPCS09].

Para poder obtener un metamaterial que presente un comportamiento do-

blemente negativo en sus parámetros efectivos se ha de proponer un meca-

nismo que permita que la densidad efectiva sea negativa. Cuando la pro-

pagación del sonido es en aire, la fabricación de metamateriales que pre-

senten una densidad efectiva negativa no es fácil de obtener, ya que invo-

lucran estructuras más complejas, incluyendo la mayoŕıa de ellas membra-

nas [YMY+08,YZH10,PPL+11]. Este hecho dificulta la obtención de estruc-

turas que presenten comportamiento doblemente negativos a pesar de que

las condiciones para realizarlos están relativamente bien establecidas ya que

no se puede garantizar que la tensión y el coeficiente elástico de cada una de

las membranas que forman el metamaterial sean idénticos.

Se ha demostrado que un medio efectivo que presente densidad negativa

se puede obtener a través de una distribución de elementos dispersores que

presenten una densidad y una velocidad efectiva mas baja que el medio que

lo rodea [TSD11b].

Estas propiedades son fáciles de obtener cuando el medio que rodea a los
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elementos dispersores es agua, ya que hay solidos con ρ < ρagua y c < cagua.

Sin embargo en aire, donde todos los materiales son considerados acústica-

mente ŕıgidos, estas propiedades son dif́ıciles de obtener. En este caṕıtulo se

demostrará que se pueden obtener metamateriales que presenten una den-

sidad negativa o un comportamiento doblemente negativo en aire mediante

materiales ŕıgidos. Los metamateriales propuestos implican el uso de meta-

fluidos que presenten una velocidad más pequeña que el aire y una densidad

mayor que el aire. Estas propiedades no son usuales en los fluidos, pero se

pueden obtener mediante una distribución de varillas ŕıgidas para longitudes

de ondas mucho mayores que su separación [THCSD06,TSD06,TSD07a].

El caṕıtulo se organiza de la siguiente manera: en la sección 7.1 se realizá un

análisis del elemento del dispersión objeto de estudio en el ĺımite de bajas

frecuencias. En la sección 7.2 se resuelve el problema de una distribución

de cavidades obteniéndose los parámetros efectivos de la estructura en fun-

ción de las variables geométricas que definen una cavidad, permitiendo de

esta manera encontrar las dimensiones donde ambos parámetros , módulo de

compresibilidad efectivo y densidad efectiva, son negativos simultáneamente.

Finalmente, los resultados son resumidos en la sección 7.3.

7.1. Parámetros efectivos del elemento

de dispersión: Ba(ω) y ρa(ω)

La estructura bajo estudio se encuentra representada en la figura 7.1a. Es-

ta estructura consiste en una distribución de elementos dispersivos ciĺındricos

localizados en el interior de una gúıa de ondas, de altura h, donde los elemen-

tos de dispersión penetran una longitud L dentro de la superficie superior de

la gúıa de ondas. La figura 7.1b describe la estructura interna que presenta

cada elemento de la distribución, que consiste en una cavidad ciĺındrica, de

radio Rb y altura L, perforada en una de las superficies que forman la gúıa de

ondas 2D. En el interior de la cavidad se encuentra un cilindro ŕıgido, de ra-

dio Ra < Rb, rodeado de un meta-fluido que presenta una densidad ρs > ρb y

una velocidad cs < cb, donde cb es la velocidad del sonido y ρb la densidad del

sonido que corresponden al medio que rodea el elemento de dipersión (aire en

este trabajo). Es interesante resaltar que este sistema presenta 6 parámetros
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Figura 7.1: (a) Esquema de la estructura objeto de estudio. Esta estructura

consiste en una distribución de dispersores ciĺındricos localizados en el interior

de una gúıa de ondas 2D. Nótese que éstos penetran la superficie superior de

la gúıa de onda. (b) Estructura interna de un elemento de dispersión. Este

elemento consiste en una cavidad, de altura L y radio Rb, perforada dentro

de la gúıa de ondas de altura h (región I). Un cilindro ŕıgido, de radio Ra

y longitud h + L, está localizado en el interior de la cavidad y está rodeado

por un meta-fluido (región II) que presenta una densidad efectiva ρs > ρb y

una velocidad efectiva cs < cb, donde ρb y cb son la densidad y la velocidad,

respectivamente, del fluido en la región I.
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que se pueden modificar con el fin de ajustar las propiedades acústicas de los

elementos que forman la distribución: Ra, Rb, L, h, ρs, cs.

La longitud de onda en el interior del elemento de dispersión es más pe-

queña que fuera, ya que cs < cb. Por tanto, aunque la longitud de onda puede

ser mucho más grande que Rb, el campo de presiones dentro del elemento de

dispersión puede tener un comportamiento oscilatorio, conduciendo a un con-

junto de respuestas resonantes en el metamaterial. Si la cavidad representada

en la figura 7.1a no existiera (es decir L = 0) la densidad efectiva del elemento

de dispersión es mayor que la densidad del medio que lo rodea. No obstante,

esta densidad se puede hacer más pequeña usando la cavidad (L > 0), como

se explicará a continuación.

La posibilidad de diseñar densidad de masa más pequeña que el medio

fluido que rodea a la estructura ha sido propuesta en [TSD11a, STSD11],

donde se muestra que una cavidad que presenta una profundidad L dentro de

una gúıa de ondas 2D se comporta como un elemento de dipersión del sonido

con una velocidad igual a la del sonido y densidad de masa ρc ≃ h/(h+L)ρb,

siendo h la altura de la gúıa de ondas y L la profundidad de la cavidad. Por

tanto, si la cavidad es rellenada por un meta-fluido de densidad ρs y velocidad

cs, el sistema completo se comportará como un elemento de dispersión con

una densidad dada por:

ρa ≃
h

h+ L
ρs. (7.1.1)

Esta expresión nos indica, en primera aproximación, que conforme L aumen-

te se reduce la densidad efectiva del fluido obteniendo, de esta manera un

elemento de dispersión del sonido en el que tanto la densidad efectiva como

la velocidad efectiva son más pequeñas que la del fluido que lo rodea. Por

lo tanto, esta estructura es idónea para que presente parámetros efectivos

negativos.

El módelo de la densidad efectiva del elemento de dispersión propuesto

es solamente cualitativo, ya que como se vio en el caṕıtulo ?? es una buena

aproximación para 0 < L < 1. Esta predicción, por tanto, debe ser demostra-

da resolviendo el problema general, es decir, teniendo en cuenta la influencia

de los modos evanescentes sobre los parámetros efectivos, como se mostrará a

continuación.

En el marco de la teoŕıa de dispersión múltiple la matriz-T es una mag-
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nitud compleja que presenta una dependencia con la frecuencia y que nos

permite extraer, (ver caṕıtulo 4), la dependencia en frecuencia del módulo

de compresibilidad y densidad usando las siguiente relaciones

ρa(ω)

ρb
=

χ1

kbRb

,

Ba(ω)

Bb

=
k2
bR

2
b

2
ln(kbRb)−

1

2
kbRbχ0,

(7.1.2)

donde ρb y Bb corresponden a la densidad y módulo de compresibilidad, res-

pectivamente, del medio que rodea al elemento de dispersión y kb corresponde

al número de ondas fuera del elemento de dispersión. Las cantidades χ1 y χ0

son obtenidas utilizando la siguiente expresión

Tq = −
χqJ

′
q(kRa)− Jq(kRa)

χqH ′
q(kRa)−Hq(kRa)

, (7.1.3)

ya que las expresiones que se obtuvieron en el caṕıtulo 4 secciones 4.3.1 y

4.3.2 no se pueden aplicar en este caso debido a que la parte real de la matriz

Tq es una cantidad comparable a la parte imaginaria de la misma en el rango

de frecuencias en el que se producen las resonancias.

El comportamiento en frecuencia de los parámetros que caracterizan al

elemento de dispersión representado en la figura 7.1b se muestra en la figura

7.2. El cálculo de estos parámetros corresponden al caso en que h = L = Rb,

ρs = 4ρb y cs = 0.3ca. Se puede observar como los parámetros, en unidades

normalizadas, presentan un comportamiento complejo en su respuesta en

frecuencia, debido a que en el interior del elemento de dispersión el campo

de presiones oscila y, consecuentemente, se produce un proceso resonante.

En la figura 7.3a se representa el patrón del campo de presiones dispersado

calculado en el plano ecuatorial de la gúıa de ondas para una frecuencia

ν = 0.06 (en unidades reducidas), donde el módulo de compresibilidad es

negativo. El campo presenta el patrón de una resonancia monopolar que

es responsable del valor negativo del módulo de compresibilidad [LC04]. La

figura 7.3b representa el patrón del campo dispersado para una frecuencia

ν = 0.12 u.r, donde la densidad efectiva es negativa. En este caso el campo

presenta un patrón que tiene la forma de resonancia dipolar, que explica el

valor negativo de la densidad.
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Figura 7.2: Dependencia en frecuencia (en unidades reducidas) del módu-

lo de compresibilidad (arriba) y densidad de masa (abajo) del elemento de

dispersión representado en la figura 7.1b para h = Rb, L = h, Ra = 0.5Rb,

ρs = 4ρa y cs = 0.3cb. Las zonas sombreadas definen las frecuencias en las

que los parámetros son negativos.
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Figura 7.3: (a) Mapa del campo de presión dispersado correspondiente a una

frecuencia ν = 0.06 (en unidades reducidas) donde el módulo de compresibi-

lidad es negativo. (b) Mapa del campo de presión dispersado correspondiente

a una frecuencia ν = 0.12 u.r donde la densidad dinámica es negativa. La ca-

vidad esta centrada en la posición (0, 0) y el radio de la cavidad es Rb = 1cm.
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Los parámetros efectivos, B∗ y ρ∗, que caracterizan al medio efectivo de-

penden de las dimensiones de los elementos que forman el medio (Ra,Rb,h,L)

y del meta-fluido localizado en su interior (ρs,cs). Las expresiones anaĺıticas

para B∗(ω) y ρ∗(ω) son dif́ıciles de obtener, no obstante, en la siguiente sec-

ción se mostrarán los resultados obtenidos en diagramas de fase, donde las

condiciones en las que aparecen los parámetros negativos se pueden mostrar

de una forma más clara.

7.2. Parámetros efectivos del metamaterial:

B∗(ω) y ρ∗(ω)

Los parámetros acústicos Ba(ω) y ρa(ω) que caracterizan individualmente

a los elementos de dispersión son empleados aqúı para obtener los parámetros

efectivos de una red formada por esos elementos.

Considerando una red isótropa (es decir hexagonal o cuadrada) en la que

la fracción del volumen ocupado por los elementos es f y siguiendo el proceso

explicado en el caṕıtulo 4, los parámetros efectivos pueden ser obtenidos

usando las siguiente expresiones

1

B∗(ω)
=
1− f

Bb

− f

Ba(ω)
,

ρ∗(ω) =
(1 + f)ρa + (1− f)ρb
(1− f)ρa + (1 + f)ρb

,

(7.2.1)

en las que los términos de la dispersión múltiple no son considerados debido a

que en el presente caṕıtulo consideramos los metamateriales con una fracción

de llenado baja.

Las resonancias que tienen lugar en el interior del elemento de dispersión

generan en los parámetros efectivos fuertes oscilaciones que pasan por cero.

El presente trabajo se centra en las regiones donde los parámetros efecti-

vos cambian de signo, ya que el signo define las regiones de propagación

que tienen lugar en el metamaterial. Estas regiones se encuentran definidas
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mediante la velocidad de fase efectiva que presenta el metamaterial,

c∗(ω) =

√
B∗(ω)

ρ∗(ω)
. (7.2.2)

De esta relación se deduce que cuando ambos parámetros son positivos o

negativos, la velocidad de fase del sonido es positiva o negativa, respecti-

vamente. Sin embargo, cuando uno de los parámetros es negativo y el otro

positivo el resultado es una velocidad de fase puramente imaginaria y, por

tanto, no hay propagación a través del medio. El estudio del signo en los

parámetros efectivos se realiza a través de los diagramas de fase, donde los

cambios de signo de los parámetros efectivos son representados en función

de la frecuencia y una selección de variables f́ısicas que definen el elemento

de dispersión. Esta forma de representación de datos es especialmente útil

cuando las magnitudes de interés dependen de muchos parámetros.

En este trabajo se muestran dos ejemplos de diagramas de fase: uno en

el que se mantiene constante la relación Ra/Rb observándose los cambios

de signo como función de la relación L/h; otro en el que se mantiene cons-

tante esta relación mostrándose los cambios de signo en función de Ra/Rb.

En ambos ejemplos el valor de la altura de la gúıa de ondas está fijado a

h = 0.44a, siendo a el parámetro de la red hexagonal donde los elementos

de dispersión se encuentran distribuidos. Este valor pequeño de h es necesa-

rio para reforzar la naturaleza cuasi bidimensional del sistema. El término

cuasi bidimensional es debido a que a pesar de que el problema es estricta-

mente tridimensional se considera propagación en el plano XY. También se

mantiene en ambos ejemplos el valor del radio externo de la cavidad, siendo

Rb = 0.44a = h. Este valor es escogido para que la fracción de llenado f

sea lo suficientemente alta para observar los efectos de la dispersión pero los

suficientemente baja para despreciar la correción de la dispersión múltiple

en los parámetros efectivos. En los dos ejemplos el meta-fluido localizado en

el interior de las cavidades presenta una densidad ρs = 4ρb y cs = 0.3cb.

Los valores del meta-fluido no se han escogido de forma aleatoria; sino que

corresponden a valores de parámetros efectivos considerando redes formadas

por cilindros ŕıgidos [THCSD06,TSD06,TSD07a].
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Figura 7.4: Las regiones de color representan los valores de ω−L/h donde el

módulo de compresibilidad efectivo (panel izquierdo) y la densidad dinámica

efectiva (panel derecho) son negativos. Con el próposito de comparar ambos

diagramas se representan las ĺıneas continuas (negras) en el panel derecho

que encierran las regiones donde el módulo de compresibilidad es negativo;

la superposición con las regiones de densidad negativa define las condiciones

donde ambos parámetros son negativos simultáneamente.

7.2.1. Diagramas de fase en el plano ω − L/h

La figura 7.4 muestra el diagrama de fase para el módulo de compresibili-

dad (panel izquierdo) y densidad efectiva (panel derecho) para el caso en que

el radio del cilindro ŕıgido localizado en el interior del elemento de dispersión

tiene como valor Ra = 0.5Rb y realizando el barrido para la relación L/h.

La zona de color representa los valores en los que los parámetros acústicos

presentan signo negativo.

El panel izquierdo de la figura 7.4 muestra que B∗ se hace negativo a partir

de un valor de corte L/h ≥ 0.3, ya que por encima de este valor la cavidad

actúa como un resonador de Helmholtz como se explicó en el caṕıtulo 6. El

panel derecho de la figura 7.4 muestra que la densidad negativa, al contrario

del módulo de compresibilidad, no presenta un valor de corte.

En comparación con B∗, las regiones que presentan valores de ρ∗ negati-

vos son más anchas en frecuencia. No obstante, como en el caso del módulo
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Figura 7.5: Módulo de compresibilidad efectivo (arriba) y densidad efectiva

(abajo) en función de la frecuencia para la estructura analizada en la figura

7.1(a). Estos resultados corresponden al caso definido por L = 3h en el

diagrama de fase de la figura 7.4.
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de compresibilidad efectivo, conforme la profundidad L de la cavidad se in-

crementa, el número de resonancias aumenta, apareciendo más regiones con

ρ∗ negativa.

En el panel derecho de la figura 7.4 también se representan ĺıneas dis-

continuas que encierran la región en la que el módulo de compresibilidad es

negativo. La superposición con las regiones de color rojo definen las condi-

ciones en que se espera un comportamiento doblemente negativo, los cuales

se pueden determinar fácilmente a partir de los diagramas de fase.

Nótese que puede obtenerse una región que presenta un rango de frecuencia

relativamente ancho donde ambos parámetros acústicos son negativos usan-

do cavidades con valores comprendidos en 0.52 ≤ L/h ≤ 1.26. Mientras que

para cavidades 2.1 ≤ L/h ≤ 2.28 y 3.3 ≤ L/h ≤ 4 se obtienen regiones que

presentan un comportamiento doblemente negativo pero en un rango más

estrecho de frecuencias.

La figura 7.5 muestra la dependencia en frecuencia del módulo de compre-

sibilidad efectiva (panel izquierdo) y de la densidad efectiva (panel derecho)

extráıdos de la figura 7.5 para una relación L/h = 3, que está definida por

una ĺınea vertical roja en el diagrama fase. Se puede ver que los parámetros

efectivos presentan regiones negativas conforme a lo descrito en el diagrama

de fase.

7.2.2. Diagramas de fase en el plano ω −Ra/Rb

La figura 7.6 muestra el diagrama de fase para B∗ (panel izquierdo) y

ρ∗ (panel derecho) para el mismo metamaterial estudiado en la figura 7.4,

pero en este caso se fija el valor L = h y el barrido se hace ahora en la

relación Ra/Rb. En este caso el medio presenta una variación más suave ya

que el número de resonancias no incrementa, pudiendo decir que el número

de resonancias es esencialmente función de L. Se puede observar que cuan-

do la relación Ra/Rb → 1 el comportamiento negativo desaparece, como es

de esperar, ya que la cavidad se convierte en un cilindro ŕıgido. También es

destacable que, aunque la región de frecuencias en la que el módulo de com-

presibilidad es negativo vaŕıa lentamente como función de Ra/Rb, la región

en la que la densidad es negativa aparece a bajas frecuencias para un valor

Ra/Rb ≃ 0.7. Siendo esta región la más apropiada para trabajar, ya que el
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Figura 7.6: La región en color define los valores ω−Ra/Rb donde el módulo

de compresibilidad efectivo (panel izquierdo) y la densidad (panel derecho)

efectiva son negativos. Con el próposito de comparar ambos diagramas se

representan ĺıneas discontinuas en el panel derecho que encierran los valores

en el que el módulo de compresibilidad es negativo. La superposición en-

tre ambas regiones define las condiciones en las que se esperan que ambos

parámetros sean negativos.
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Figura 7.7: Dependencia en frecuencia del módulo de compresibilidad efecti-

vo (arriba) y densidad dinámica efectiva (abajo) para la estructura estudiada

en la figura 7.6. Estos resultados corresponden al caso Ra = 0.7Rb. La linea

discontinua horizontal actúa como referencia visual para indicar el valor cero

del parámetro acústico correspondiente.
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comportamiento del metamaterial es mejor cuanto menor sea la frecuencia.

La superposición entre el módulo de compresibilidad (representado mediante

ĺıneas discont́ınuas en el panel derecho) y la densidad efectiva se obtiene para

valores 0.32 ≤ Ra/Rb ≤ 0.97. Esta región se podŕıa utilizar para construir

una muestra que exhiba refracción negativa.

La figura 7.7 muestra el comportamiento en frecuencia de los parámetros

efectivos del sistema descrito en la figura 7.6 para Ra/Rb = 0.6.

7.3. Resumen

En resumen, en este caṕıtulo se ha introducido una nueva estructura de

dispersión en una gúıa de ondas 2D para la propagación del sonido en aire

que puede ser usada para diseñar metamateriales que presenten uno o ambos

parámetros acústicos negativos.

El elemento de dispersión diseñado consiste en una cavidad perforada en

una de las superficies que forman la gúıa de ondas con un ciĺındro ŕıgido

en su interior, siendo el resto de la cavidad rellenada por un metafluido que

tiene una velocidad de fase del sonido menor que la del aire. Esta estruc-

tura de dispersión es especialmente adecuada para diseñar metamateriales

con parámetros acústicos negativos cuando el sonido se propaga en aire, pero

también puede usarse para construir metamateriales viables para la propa-

gación del sonido en agua. Se ha mostrado que la modificación o adaptación

de los parámetros acústicos efectivos del metamaterial presenta muchos gra-

dos de libertad, como la fracción de llenado, la altura de la gúıa de ondas,

la longitud de la cavidad, ect, los cuales hacen que sea un problema dif́ıcil

de analizar. Para superar esa dificultad los resultados se han representado

en diagramas de fase, que permiten de una manera más fácil el diseño de

metamateriales negativos.

Debido al reto que supone la construcción de metamateriales que presenten

simple o doble negatividad en sus parámetros acústicos y que además pre-

senten pocas perdidas para la propagación del sonido en aire, la estructura

de dispersión propuesta en este caṕıtulo es un buen candidato para lograr

dicho objetivo.
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Caṕıtulo 8

Metamateriales acústicos con

densidad negativa y cercana a

cero: diseño y aplicaciones

En el caṕıtulo anterior se demostró que cuando el medio de propagación

del sonido es el aire, la obtención de un metamaterial acústico que presenta-

ra un comportamiento doblemente negativo en sus parámeteros efectivos se

pod́ıa realizar mediante una distribución de cavidades en cuyo interior se lo-

calizaba un metafluido isótropo con una velocidad efectiva del sonido menor

que la del aire.

En este caṕıtulo se muestra el diseño de un nuevo tipo de material acústico

formado por elementos de dispersión anisótropos que presenta resonancias en

ambos parámetros acústicos efectivos, módulo de compresibilidad y densidad

de masa.

El caṕıtulo se organiza de la siguiente manera: En la sección 8.1 se ana-

liza la estructura propuesta en el ĺımite de homogenización; obteniéndose

los parámetros efectivos que caracterizan al metamaterial resultante. En la

sección 8.2 se expone la realización de un experimento numérico donde se

muestra que es posible la excitación de estados superficiales. En la sección

8.3 se analizan varias aplicaciones de este tipo de metamateriales en el rango

de frecuencias en el que muestra una densidad dinámica de masa efectiva cer-

cana a cero como el efecto túnel, filtrado de modos transversales, transmisión

del campo a través de varios canales, etc . . . . En la sección 8.4 se analizará la
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caracterización experimental de dos muestras diferentes de metamaterial. Fi-

nalmente, en la sección 8.5 se resumirán los resultados obtenidos.

8.1. Metamaterial acústico: parámetros efec-

tivos

La figura 8.1a muestra el esquema del metamaterial objeto de estudio.

Éste consiste en una distribución de elementos dispersores ciĺındricos locali-

zados en el interior de una gúıa de ondas, formada por dos placas paralelas

separadas una distancia h. La estructura de cada elemento se muestra en la

figura 8.1b. Las cavidades son agujeros de longitud L y de radio Rb perfora-

das en una de las dos placas que forman la gúıa de ondas. Dentro de cada

cavidad hay un cilindro de radio Ra y de altura h+L. En el espacio definido

entre el cilindro ŕıgido y el radio externo de la cavidad existe una distribución

angular de capas que consiste en la alternancia de un material acústicamente

ŕıgido y aire, tal y como se muestra en la figura 8.1c.

Es interesante resaltar que al igual que en el caṕıtulo anterior, el siste-

ma consta de 5 parámetros mediante los cuales se pueden ajustar las pro-

piedades acústicas de la unidad diseñada: Rb,Ra,h,L,α. En primer lugar se

mostrará que la unidad de dispersión presenta resonancias monopolares y di-

polares en intervalos separados de frecuencia. Esta propiedad justifica su uso

como elemento unidad en la construcción de metamateriales que presenten

parámetros acústicos negativos.

8.1.1. Parámetros efectivos de la unidad de dispersión:

Ba(ω) y ρa(ω)

En el ĺımite de homogenización la unidad de dispersión se puede describir

como un fluido anisótropo homogeneizado. La estructura propuesta presenta

anisotroṕıa ciĺındrica, ρr = cte, ρθ = ∞. Esta anisotroṕıa establece que en el

interior de la estructura de dispersión se verifique que cθ = 0 y cr = cb, donde

cb es la velocidad del sonido en el fluido que rodea el elemento de dispersión,

siendo por tanto el coeficiente de anisotroṕıa γ = cθ
cr

= 0.

Para obtener los parámetros que caracterizan la unidad dispersiva hay
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Figura 8.1: (a) Vista esquemática de la estructura objeto de estudio. Ésta

consiste en una distribución anisótropa de elementos dispersores localizados

en el interior de una gúıa de ondas de altura h. (b) Esquema de un elemento

individual de dispersión que consiste en una estructura ciĺındrica de radio

Rb de altura total L + h, donde L es la longitud que se extiende en el in-

terior de la gúıa de ondas 2D. (c) Sección del elemento de dispersión que

muestra la anisotroṕıa angular. Las regiones grises representan un material

acústicamente ŕıgido.
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que obtener la matriz de transferencia del sistema. El proceso de obtención

de la matriz-T fue explicado en el caṕıtulo 3,

(Tq)mn = −
∞∑
k=0

(Ĥq)
−1
mk(Ĵq)kn (8.1.1)

donde

(Ĵq)kn = Jq(k
I
kRb)δnk −

ρr
ρb

∞∑
m=0

[
J̇q(k

I
nRb)GkmGnm

J0(k
II
mRb) +

J̇0(kIImRa)

Ẏ0(kIImRa)
Y0(k

II
mRb)

J̇0(kII
mRb) +

J̇0(kIImRa)

Ẏ0(kIImRa)
Ẏ0(kII

mRb)

]
,

(Ĥq)kn = Hq(k
I
kRb)δnk −

ρr
ρb

∞∑
m=0

[
Ḣq(k

I
nRb)GkmGnm

J0(k
II
mRb) +

J̇0(kIImRa)

Ẏ0(kIImRa)
Y0(k

II
mRb)

J̇0(kII
mRb) +

J̇0(kIImRa)

Ẏ0(kIImRa)
Ẏ0(kII

mRb)

]
,

(8.1.2)

y

Gkm =
1

2

√
h

h+ L
ϵkϵm

[
sinc((kI

kz + kII
mz)h) + sinc((kI

kz − kII
mz)h)

]
. (8.1.3)

Los kI
n y kII

m corresponden al número de onda en el medio que rodea la unidad

de dispersión y en el interior del elemento de dispersión, respectivamente,

siendo

ki
k =

√(
ω

cb

)2

− (ki
zk)

2, ki
zk =

{
kπ
h

si i = I
kπ
h+L

si i = II
, (8.1.4)

Como se ha visto a lo largo de este trabajo, el módulo de compresibilidad y

la densidad dinámica de masa efectiva del elemento de dispersión resonante

presenta una dependencia en frecuencia a través de las siguientes relaciones

Ba(ω)

Bb

=
k2
bR

2
b

2
ln(kbRb)−

1

2
kbRbχ0,

ρa(ω)

ρb
=

χ1

kbRb

,

(8.1.5)

donde Bb y ρb son los parámetros del medio que rodea a la estructura dis-

persiva y kb el número de onda de dicho medio. Las cantidades χ0 y χ1 están
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relacionadas con la matriz-T como se vio en el caṕıtulo 4, pero en este caso, al

igual que el caṕıtulo anterior, su extracción se realiza a través de la siguiente

relación

Tq = −
χqJ

′
q(kbRb)− Jq(kbRb)

χqH ′
q(kbRb)−Hq(kbRb)

. (8.1.6)

Las soluciones de χ0 y χ1 obtenidas en la anterior ecuación se introducen

en las ecuaciones 8.1.5, permitiéndonos aśı obtener el comportamiento en

frecuencia de los parámetros que caracterizan el elemento dispersivo Ba(ω)

y ρa(ω).

La figura 8.2 muestra el comportamiento en frecuencia de estos paráme-

tros para una geometŕıa dada. En ellas se puede ver que la respuesta en

frecuencia es compleja debido a las oscilaciones del campo de presión en el

interior del elemento de dispersión. Estas oscilaciones aparecen por las an-

isotroṕıa. Nótese que el elemento de dispersión penetra una longitud L en

una de las superficies de la gúıa de ondas presentando una densidad efectiva

aparente más pequeña que la del medio que lo rodea (≈ h
L
), y la presencia de

sectores ŕıgidos en el interior del elemento de dispersión impiden la propaga-

ción del sonido en la dirección angular, que tiene como efecto la disminución

de la velocidad del sonido en el interior del mismo. La existencia de una

región en frecuencia donde la estructura presenta un módulo de compresi-

bilidad negativo, es debido a que la longitud de la cavidad actúa como un

resonador de Helmholtz, como se ha visto en caṕıtulos anteriores.

8.1.2. Parámetros efectivos del metamaterial acústico:

B∗(ω) y ρ∗(ω)

Se ha demostrado experimentalmente la existencia de metamateriales

con densidad dinámica de masa negativa usando esferas de goma en agua

[ZXY+11], o empleando membranas en aire [YMY+08,YZH10,PPL+11]. El

valor negativo de la densidad es obtenido mediante una resonancia dipolar

que presentan las unidades dispersivas que constituyen el metamaterial. Este

tipo de resonancias dipolares producen que la aceleración este en contra fase

con el gradiente de la presión dinámica [LC04].

El inconveniente de este tipo de metamateriales es la repetición exacta de

las unidades dispersivas (tension en la membrana, parámetros elásticos) para
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Figura 8.2: (a) Módulo de compresibilidad y (b) densidad de masa efectiva en

función de la frecuencia en unidades reducidas. Ambas figuras corresponden

a un elemento de dispersión representado en la Fig.?? b). Los parámetros

geométricos con los que se ha obtenido dicho comportamiento son h = Rb,

L = 3.5h, Ra = 0.5Rb y α = π/8. Las zonas sombreadas definen las frecuen-

cias donde los parámetros acústicos presentan valores negativos.
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la construcción de metamateriales. Este problema hace necesario la investi-

gación de nuevos enfoques que permitan proponer estructuras más robustas

que presenten el mismo comportamiento negativo en la densidad de masa

efectiva.

Vamos a considerar ahora una estructura periódica como la mostrada

en la figura 8.1a, que consiste en una distribución hexagonal de unidades

dispersivas como las mostradas en la figura 8.1b. Para longitudes de ondas

más grandes que el parámetro de red a, estas estructuras se convierten en un

medio efectivo que presenta una densidad efectiva de masa y un módulo de

compresibilidad efectivo que depende de la frecuencia, y que se obtienen a

través de los parámetros efectivos que caracterizan un elemento de dispersión

Ba(ω) y ρa(ω) usando las siguientes relaciones

1

B∗(ω)
=

1− f

Bb

+
1

Ba(ω)
,

ρ∗(ω) =
ρa(ω)(1 + f) + ρb(1− f)

ρa(ω)(1− f) + ρb(1 + f)
ρb,

(8.1.7)

donde f es la fracción de llenado de la distribución. Para el caso de una red

hexagonal f =
(
2π/

√
3
)(
Rb/a

)2
. Al igual que en el caṕıtulo anterior, debido

a los numerosos parámetros que presenta el sistema primero, se realizó un

estudio donde se hacen variar los parámetros L y Ra de la unidad dispersiva

fijando los valores h = Rb = 0.44a.

La figura 8.3 representa el diagrama de fase obtenido en el plano ω−L/h,

es decir, manteniendo constante el valor del radio del cilindro interno a

Ra = 0.5Rb. El área encerrada por la ĺıneas continuas representa las regiones

donde la densidad dinámica de masa efectiva es negativa, mientras que el

área encerrada por la ĺıneas de puntos corresponden a las regiones donde el

módulo de compresibilidad es negativo. El rango de frecuencias representado

corresponde al ĺımite de homogenización, es decir, en términos de longitudes

de onda para λ ≥ 0.25a [THCSD06]. El comportamiento negativo de la den-

sidad efectiva empieza para valores L/h ≥ 0.78. Por encima de este punto,

la reducción de la densidad efectiva en la unidad de dispersión es lo sufi-

cientemente grande para producir un metamaterial con densidad dinámica

negativa. La figura también muestra que la cavidad del elemento de disper-
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Figura 8.3: Diagrama de fase en el plano ω−L/h del metamaterial. El área

encerrada por la ĺınea de puntos define los valores ω − L/h donde el módulo

de compresibilidad es negativo. El área encerrada por la ĺınea cont́ınua de-

fine la región donde la densidad dinámica de masa es negativa. El pequeño

solapamiento entre ambas regiones nos indica las condiciones donde ambos

parámetros son simultáneamente negativos.

sión no actúa como un resonador de Helmholtz hasta valores L/h ≥ 2. Nótese

que al incrementar los valores L/h los valores en frecuencia en los que se ob-

tienen parámetros negativos se desplazan hacia bajas frecuencias, donde la

homogenización es mucho más precisa.

Si realizamos la comparación con estructuras análogas basadas en distri-

buciones de metafluidos isótropos (ver Fig.7.5) observamos que el solape entre

las regiones negativas ahora se producen en un rango estrecho en frecuencias.

Este resultado es debido a la separación en frecuencia en que se producen las

resonancias asociadas a la densidad efectiva y al módulo de compresibilidad

efectivo que presenta la unidad dispersiva, como se muestra en la figura 8.2.

Conviene recordar que la negatividad en uno de los parámetros que caracteri-

zan el metamaterial (ver fig.8.3) corresponde a valores puramente imaginarios

de la velocidad efectiva c∗. En esas regiones no habrá propagación a través del

metamaterial, existiendo un “gap” de frecuencias en la estructura de bandas

para un sistema infinitamente periódico.

La dependencia en frecuencia de los parámetros efectivos se muestra en

la figura 8.4, correspondiente a un corte a lo largo de L = 3.5h en el dia-

grama de fase mostrado en la figura 8.3. En esta figura se puede observar

la región estrecha en frecuencia, localizado en [0.146, 0.151], donde ambos
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Figura 8.4: Parámetros efectivos de la estructura representada en figura 8.1.

(a) Dependencia en frecuencia del módulo de compresibilidad. (b) Depen-

dencia en frecuencia de la densidad de masa. Los resultados corresponden a

h = Rb = 0.44a, Ra = 0.5Rb y L = 3.5h. Las regiones sombreadas correspon-

den a las frecuencias donde los valores de los parámetros son negativos.
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parámetros son negativos. El comportamiento doblemente negativo permite

observar fenómenos muy interesantes en todo tipo de metamateriales pero su

demostración en aire constituye un gran desaf́ıo debido a que la posibilidad

de obtener estructuras resonantes es muy limitada, porque la interacción de

las ondas acústicas con estructuras sólidas es muy débil.

En la figura 8.5 se representa el diagrama de fase en el plano ω−Ra/Rb.

En él se representa la dependencia en frecuencia para la misma estructura pe-

ro ahora se mantiene constante la longitud de la cavidad, L = 3.5h, pudiendo

analizar el comportamiento negativo en función (Ra/Rb). Como antes, el área

encerrada en las ĺıneas cont́ınuas y punteadas encierran las regiones donde

se encuentran la densidad dinámica de masa efectiva y el módulo de com-

presibilidad negativos. Se puede ver que la influencia que ejerce el parámetro

del radio del cilindro ŕıgido interno es débil para valores Ra/Rb ≤ 0.4, lo

que significa que en el proceso de fabricación el cilindro no afecta al com-

portamiento global del metamaterial. Por encima de ese valor, se observa

el estrechamiento de las regiones negativas hasta que desaparecen comple-

tamente para Ra ≃ Rb, donde las unidades dispersivas se convierten en un

cilindro ŕıgido.

8.2. Estados acústicos superficiales

Se ha demostrado la amplificación de ondas evanescentes en metamate-

riales 2D basados en membranas [PPL+11]. En esta sección se demuestra

que la amplifición es también posible usando nuestras estructuras quasi-2D

en las regiones en frecuencia donde la densidad de masa es negativa. La am-

plificación de modos evanescentes fue teóricamente expuesta por Ambati y

colaboradores [AFSZ07] siguiendo un resultado análogo que se obtuvo para

ondas electromagnéticas que se propagaban en distribuciones de materiales

que presentaban una permitividad negativa.

8.2.1. Relación de dispersión de los estados superficia-

les

Considérese una interfaz entre dos medios semi infinitos (ver figura 8.6)

donde el medio I es un fluido con densidad dinámica de masa (ρb > 0) y
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Figura 8.5: Diagrama de fase del metamaterial en el plano ω − Ra/Rb.

área encerrada por las ĺıneas discont́ınuas indican los valores de ω − Ra/Rb

en los que se obtiene el módulo de compresibilidad negativo mientras que

el área encerrada por la ĺıneas cont́ınuas indica la condiciones en la que

obtenemos una densidad de masa negativa. La regiones en donde se producen

solapamiento indica las condiciones en las que se obtiene simultáneamente

ambos parámetros negativos. (a) Representa el estudio para el caso en el que

se fija la longitud de las cavidades L = 3.5h. (b) El caso donde la longitud

de la cavidad es L = 2.5h.
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Figura 8.6: Esquema del experimento númerico. Un sistema multicapa, ai-

re/metamaterial/aire, es encerrado en un dominio que presenta contornos no

reflectantes. Una fuente puntual es colocada en la esquina inferior izquierda

del metamaterial a una distancia próxima a éste con el fin de excitar los

modos superficiales a lo largo de la interfaz.
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módulo de compresibilidad (Bb > 0) positivos, mientras que el medio II es

un metamaterial acústico, isótropo, caracterizado por una densidad de masa

dinámica efectiva (ρ∗) y un módulo de compresibilidad (B∗).

El campo de presiones en el medio I se puede escribir como

P I(x, y) = Poe
i(−kbxx+kby−ωt), (8.2.1)

y en el metamaterial como

P II(x, y) = Poe
i(kMx x+kMy −ωt), (8.2.2)

donde kb = (kb
x, k

b
y) y kM = (kM

x , kM
y ) es el número de ondas del medio

fluido y del metamaterial respectivamente. Un estado superficial representa

una peturbación en el campo de presión que es máxima en la interfaz y

que decae exponencialmente en la dirección perpendicular a la superficie que

define la interfaz.

Para obtener la condición necesaria que permite la existencia de estos

estados superficiales aplicamos las condiciones de contorno de continuidad

del campo de presiones y de continuidad de la componente normal del campo

de velocidades en la interfaz fluido/metamaterial (x = 0)

P I |x=0 = P II |x=0,

1

ρb

∂P I

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
1

ρ∗
∂P II

∂x

∣∣∣∣
x=0

.

(8.2.3)

Sustituyendo (8.2.1) y (8.2.2) en (8.2.3) obtenemos la siguiente relación

kb
x

ρb
+

kM
x

ρ∗
= 0. (8.2.4)

La condición necesaria para que exista un estado superficial en la interfaz

fluido/metamaterial es que las ki
x, con i = b y M tengan parte imaginaria

positiva, lo cual implica que la densidad del metamaterial debeŕıa de ser

negativa (ρ∗ < 0). La relación de dispersión de los estados superficiales entre

ω y el vector de onda ky de los estados superficiales se deduce de la ecuación
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(8.2.4), y las relaciones de dispersión del medio fluido y del metamaterial

(kb
x)

2 + (kb
y)

2 = ω2

(
ρb
Bb

)
,

(kM
x )2 + (kM

y )2 = ω2

(
ρ∗

B∗

)
,

(8.2.5)

siendo requerida la continuidad del vector de onda tangencial ky sobre la in-

terfaz, es decir kb
y = kM

y . Despejando ki
x con i = b,M de las ecuaciones (8.2.5)

y sustituyéndolos en la ecuación (8.2.4) obtenemos la siguiente igualdad

ω2

(
1
Bb

)
ρb

−
k2
y

ρ2b
=

ω2

(
1
B∗

)
ρ∗

−
k2
y

(ρ∗)2
, (8.2.6)

haciendo un poco de álgebra y resolviendo la ecuación anterior para ky ob-

tenemos la relación de dispersión de los estados superficiales

ky = ω2 ρ∗ρb
(ρ∗)2 − (ρb)2

(
ρ∗

Bb

− ρb
B∗

)
(8.2.7)

8.2.2. Experimento numérico usando Comsol Multiphy-

sics

Para la realización del experimento numérico se consideró una distribu-

ción finita, de ancho d = 9a, de los elementos de dispersión objeto de es-

tudio (ver figura 8.1a). los elementos se colocan en una red cuadrada con

un parámetro de red a. La figura 8.6 muestra las condiciones de contorno

que se han impuesto en la simulación para los dominios externos. Éstos se

consideran medios no reflectantes que absorben las ondas salientes. La exci-

tación de los estados superficiales se realiza a través de una fuente puntual

situada en la proximidad de la superficie del metamaterial. Se ha elegido la

red cuadrada porque presenta ventajas a la hora de representar ciertos datos,

como por ejemplo, la obtención del campo de presiones a lo largo de un eje

que pase a través de dos filas consecutivas de elementos dispersores. El me-

tamaterial se localiza en el interior de una gúıa de ondas de ancho W = 17a

y altura h = 0.44a. Los valores de los parámetros que describen las unidades

dispersivas son (ver figura 8.1b) Ra = 0.5Rb y L = 1.65a (L = 3.5h). Para
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estos valores el comportamiento de la densidad dinámica de masa negativa

aparece dentro del rango en frecuencias ωa/2πcbϵ[0.105, 0.135].

La figura 8.7a muestra la amplitud del campo de presión excitado con

una fuente radiante a una frecuencia ωa/2πcb = 0.122. En ella se observa

que las ondas superficiales acústicas son generadas en ambas interfaces ai-

re/metamaterial. La cuant́ıa de este efecto se representa mejor en la figura

8.7b, donde se muestra dependencia de la amplitud a lo largo del eje ho-

rizontal para un valor y = 8.5a. Esta figura muestra que la amplitud es

máxima en la interfaz donde se localiza la fuente y decrece conforme se aleja

del metamaterial, como es de esperar. Sin embargo, nótese que conforme nos

adentramos en el interior del metamaterial la envolvente de la amplitud de-

crece hasta alcanzar el centro del metamaterial, donde comienza a aumentar

hasta alcanzar la interfaz opuesta. Los máximos observados en la envolvente

son debidos a la excitación de resonancias locales en los elementos disper-

sores, produciéndose una acumulación del campo acústico en el interior de

los mismos. Esta acumulación es menor cuanto más profunda es la posición

del elemento dispersor en el interior del metamaterial. El incremento de la

amplitud de la interfaz opuesta es debido a que las condiciones para la propa-

gación de las ondas superficiales se cumple. Sin embargo, ya que la anchura

del metamaterial es lo suficientemente pequeña , es posible el acoplamiento

entre ambos estados superficiales. Por tanto, mediante de la excitación de

estados superficiales en una de las interfaces del metamaterial se obtiene la

excitación en la interfaz opuesta. Este comportamiento es similar al obser-

vado experimentalmente por Park y colaboradores [PPL+11], quien usó una

distribución 2D de membranas localizada en el interior de una gúıa de ondas

h = 5mm. Existe la posibilidad de construir una lente acústica que presente

super-resolución mediante el uso de las unidades dispersivas propuestas si las

pérdidas asociadas a las resonancias del tipo dipolar son los suficientemente

pequeñas [PPL+11].

La obtención de la relación de dispersión de los estados superficiales se ha

realizado mediante los datos extráıdos de la simulación númerica basada en

el método de elementos finitos programada en el software comercial Comsol

Multiphysics. La componente vertical del vector de ondas ky de cada estado

se obtiene a partir de la longitud de onda a lo largo del eje y para cada

frecuencia. Ésta tarea se llevó a cabo a través de la transformada de Fourier
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Figura 8.7: (a) Onda superficial excitada en el interfaz aire/metamaterial

usando una fuente puntual que radia a una frecuencia ωa/2πcb = 0.122. La

ĺınea vertical punteada indica la zona donde el campo de presión es procesado

para obtener la relación de dispersión de los modos. (b) Perfil de amplitud

normalizada del campo de presión de los modos evanescentes a lo largo de la

dirrección-x. Se obtiene en un plano ecuatorial entre dos filas de elementos

de dispersión.
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Figura 8.8: Relación de dispersión de los estados superficiales obtenidos en la

interfaz del metamaterial, donde el metamaterial consiste en una distribución

hexagonal de unidades dispersivas ciĺındricas representada en la Fig.8.1. Los

parámetros geométricos que definen las unidades de dispersión son: Ra =

0.5Rb, Rb = h = 0.47a, L = 3.5h y α = π/8, donde a es el parámetro de

red. La ĺınea cont́ınua representa los resultados obtenidos usando el método

de adaptación de modos (mode matching) mientras que los śımbolos son los

resultados obtenidos en las simulaciones 3D basadas en elementos finitos.

La ĺınea negra discont́ınua describe la propagación en el medio que rodea el

metamaterial, aire en este caso ω = kbcb
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del campo de presiones evaluada a lo largo de la ĺınea discontinua represen-

tada en la figura 8.7a que es paralela a la interfaz aire/metamaterial para

x = 9a. La respuesta obtenida se representa mediante śımbolos en la figura

8.8. La ĺınea cont́ınua representada en esta figura corresponde a la relación

de dispersión teórica obtenida previamente (ver 8.2.7).

La relación de dispersión de los estados superficiales, mostrada en la figura

8.8, es similar a la de los plasmones superficiales, ya que se localizan en la

superficie del metamaterial y aparecen a frecuencias por debajo de la ĺınea

de luz kbcb, que es representada por una ĺınea discontinua negra en la figura

8.8. Cabe señalar que en esta figura existen pequeñas discrepancias entre

los datos obtenidos en la simulación y los datos obtenidos por el modelo

anaĺıtico. Esta desviación es debido a que en el enfoque teórico se aproxima

el coeficiente de anisotroṕıa γ a 0. Por otra parte, valores elevados de ky
conducen a longitudes de onda pequeñas a lo largo del eje y, por tanto la

distribución ya no se comporta como un metamaterial homogéneo. Este hecho

conduce a los puntos espúreos observados en las frecuencias más altas de la

figura 8.8. No obstante, se ha obtenido una gran concordancia entre el modelo

teórico y el experimento numérico.

8.3. Aplicaciones de metamateriales con ρ∗ ≈
0

La contraparte electromagnética de los metamateriales acústicos con den-

sidad cercana a cero (ρ∗ ≈ 0) son aquellos materiales que presentan una

permitividad dieléctrica ϵ∗ cercana a cero (ϵ∗ ≈ 0) que han sido propues-

tos para una variedad de aplicaciones, como el manto de invisibilidad (cloa-

king) [AE05,WL13], efecto túnel para ondas electromagnéticas a través de

canales estrechos [SE06,LCH+08,EAY+08] y control del patrón de la radia-

ción [ASSE07], ya que todos los fenómenos citados explotan básicamente la

condición de velocidad de fase infinita de las ondas electromagnéticas que

presentan los materiales con ϵ∗ ≈ 0. Se espera un comportamiento similar en

la contraparte acústica cuando se trabaja con metamateriales con ρ∗ ≈ 0.

En esta sección se expone, a través de simulaciones basada en elementos

finitos, que las estructuras introducidas pueden ser empleadas para desarro-
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llar aplicaciones similares. En particular, se demuestra teóricamente el efecto

túnel a través de canales estrechos, la transmisión perfecta através de un

codo de 90 o varios canales y la filtración de modos verticales.

8.3.1. Efecto Túnel para ondas acústicas a través de

canales estrechos

Una aplicación del metamaterial propuesto es la posibilidad de pasar gran

parte de la enerǵıa de propagación del sonido 2D a través de un canal ultra

estrecho, como ha sido recientemente demostrado en su contraparte electro-

magnética [LCH+08,EAY+08]. Como en el caso de ondas electromagnéticas,

el fenómeno puede ser explicado en términos de la velocidad de fase efec-

tiva, que es infinita dentro del metamaterial (ρ∗ ≈ 0). En resumen, como

c∗ =
√
B∗/ρ∗, para las frecuencias seleccionadas tenemos una ρ∗ ≃ 0, por

lo que c∗ → ∞ y consecuentemente el vector de onda dentro del metamate-

rial kM = ω
c∗

→ 0, implicando que la fase en el interior del metamaterial no

avanza mientras el sonido avanza por el interior del mismo.

Cabe señalar que las reflexiones son evitadas en la interfaz aire/metamaterial

mediante la selección de una frecuencia particular ω0 que verifica una condi-

ción adicional en la que se consigue un acoplamiento perfecto de impedan-

cias con el aire, en otras palabras, Z∗(ω) = ρ∗(ω)c∗(ω) = ρb(ω)cb(ω) = Zb(ω).

Ambas condiciones permiten el fenónemo de efecto túnel a través de un canal

estrecho existente en el interior del metamaterial DNZ, como se muestra en la

figura 8.9b. Esta figura muestra una instantánea de la transmisión de la onda

del sonido a una frecuencia ωa/2πcb = 0.1455 a través de un metamaterial al

que se le ha introducido un canal estrecho. El metamaterial está formado por

nueve capas de las estructuras analizadas y el canal presenta una anchura en

la dirección del eje y de un parámetro de red a y una anchura en la dirección

del eje x de 2Rb. Nótese que a es la longitud mı́nima del canal que se puede

construir con el metamaterial objeto de estudio. La figura 8.9a muestra el

resultado que se obtiene cuando se usa la misma configuración pero sin el

metamaterial. Como se puede observar parte de la onda incidente se refleja

debido a la presencia de la pared ŕıgida, mientras que la onda transmitida

ya no presenta un frente de onda plano. Es interesante señalar que el com-

portamiento mostrado en la figura 8.9b ha sido obtenido en una región en
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Figura 8.9: (a) Mapa del campo de presión obtenido en la propagación del

sonido a través de canales estrechos. La franja blanca representa una pared

ŕıgida. (b) Mapa de presión resultante cuando el canal está localizado en

el interior de un metamaterial con ρ∗ ≈ 0 compuesto por las estructuras

representadas en 8.1. La flechas blancas indican la dirección de propagación

de la onda.



8.3 Aplicaciones de metamateriales con ρ∗ ≈ 0 151

Figura 8.10: Enerǵıa de flujo transmitido a través del metamaterial mostrado

en la figura 8.9(b). Los valores son obtenidos en el intervalo en frecuencia

donde el metamaterial es doblemente negativo (ver figura 8.4). La unidad de

transmisión se produce a una frecuencia ωa/2πcb = 0.1455 donde el efecto

túnel tiene lugar.

frecuencia donde el metamaterial es doblemente negativo.

Con el fin de determinar la cantidad de enerǵıa sonora que se transmite

a través del canal se ha calculado el flujo de enerǵıa transmitido ϕt y se ha

comparado con el flujo de enerǵıa incidente ϕin. La figura 8.10 muestra el

flujo transmitido normalizado respecto al flujo incidente. El flujo de enerǵıa

que pasa a través de una superficie S en una posición arbitraria se calcula

mediante la siguiente expresión

ϕ(x;ω) =

∫ ∫
S

Re(P (ω)v∗x(ω)dSx), (8.3.1)

donde dSx es el área perpendicular al eje x, v∗x es el complejo conjugado de

la componente x de la velocidad y P es el campo de presiones. Cabe señalar

que la transmisión perfecta se obtiene a ωa/2πcb = 0.1455, frecuencia que

corresponde a la instantánea del efecto túnel representada en la figura 8.9b.

También hay que tener en cuenta que el efecto túnel aparece a una frecuencia

correspondiente a una longitud de onda mucho más grande que la anchura

del canal a, es decir λ = 6.0a.

El efecto túnel se puede obtener para grandes longitudes de onda com-

paradas con la apertura del canal mediante el uso de metamateriales que

presenten una mayor longitud de cavidad L (ver figura 8.3) ya que el com-
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portamiento de ρ∗ ≈ 0 se obtiene a frecuencias más bajas. La simulación

numérica mostrada en la figura 8.9b junto con la unidad de transmisión ob-

tenida a la misma frecuencia confirma el “estrechamiento de la onda acústica”

en el canal con un desplazamiento de fase insignificante a través del meta-

material aqúı introducido.

8.3.2. Control del campo de radiación

Un trabajo reciente de Wei y colaboradores [WCL13] investiga sobre la

propagación de ondas en 2D de metamateriales acústicos con ı́ndice de refrac-

ción cercano a cero (n∗ ≈ 0) y con (ρ∗ ≈ 0) que incluyen defectos. Aunque

no proponen ninguna estructura espećıfica con las propiedades bajo estu-

dio, sus simulaciones indican una transmisión total, una refracción total y

una transmisión ajustable que puede ser alcanzada mediante la introducción

adecuada de defectos. En particular se muestra un efecto de invisibilidad

acústica. Resultados similares se pueden obtener mediante las estructuras

artificiales analizadas seleccionando para ello frecuencias donde se obtengan

n∗ ≈ 0 y ρ∗ ≈ 0. Sin embargo en esta sección vamos a analizar otra aplicación

interesante de los metamateriales ρ∗ ≈ 0: el control del campo de radiación.

Considérese las dispersión de una onda plana que incide en un defecto

localizado en una gúıa de ondas 2D vaćıa. Por simplificación suponemos que

el defecto es un elemento de dispersión ŕıgido con sección circular y radio

Rd. El campo dispersado presenta un patrón complejo como se muestra en

la figura 8.11a. Obsérvese que el campo radiado contiene ondas planas de

orden superior a cero. Sin embargo, si ponemos un metamaterial DNZ a una

cierta distancia detrás del elemento dispersor ŕıgido el frente de onda plano

se recupera perfectamente. Este fenómeno se observa en la figura donde se

muestra una instantánea del campo de presiones para el sistema descrito.

Cabe señalar que el metamaterial ρ∗ ≈ 0 esta formado por tres capas de

estructuras artificiales.

La figura 8.11b demuestra como se transforma el complejo patrón de ra-

diacción de campo a la salida del metamaterial: El campo de radiacción a

la salida presenta una forma conforme a la superficie S de salida del meta-

material debido a que la variación de fase en el interior del mismo es muy

pequeña. De esta manera se consigue filtrar todas las componentes transver-
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Figura 8.11: (a) Mapa de presión (parte real) del sonido dispersado por una

ciĺındro ŕıgido (circulo blanco). (b) Mapa de presión en el que un metamate-

rial ρ∗ ≈ 0 se coloca detrás del ciĺındro ŕıgido. Las flechas blancas representan

la dirección de la propagación del sonido. Se observa que los modos de or-

den superior al cero, que aparecen como resultado de la dispersión debida al

ciĺındro ŕıgido, son completamente suprimidos a la salida del metamaterial.
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sales de las ondas viajeras. A pesar de las simplificaciones empleadas para

definir la forma del defecto dispersor y sus propiedades acústicas, la princi-

pal conclusión es completamente general y puede extenderse a cualquier tipo

de forma y material que el defecto dispersivo forme. De hecho este resulta-

do se puede considerar una aplicación de los metamateriales ρ∗ ≈ 0 como

medio para la adaptación del patrón de fase de la radiación de fuentes arbi-

trarias, una aplicación que fue previamente presentada para materiales EM

con ϵ∗ ≈ 0 [ASSE07].

8.3.3. Transmisión perfecta a través de curvas cerradas

y esquinas

La idea de transmisión perfecta de ondas EM a través de canales estrechos

rodeados de metamateriales ϵ∗ ≈ 0 puede extenderse al caso en el que los

metamateriales ϵ∗ ≈ 0 forman curvas cerradas o esquinas [SE06]. Como en el

caso de la transmisión a través de canales estrechos, el valor extremadamente

grande de la longitud de onda dentro del metamaterial implica que la onda

tiene que ser capaz de propagarse con pérdidas de reflexiones despreciables a

través de curvas cerradas o cruces [LXC+12]. En la contraparte acústica, los

metamateriales DNZ pueden ser empleados como medios que presenta una

transmisión perfecta del sonido en el interior de una gúıa de ondas 2D con

curvas cerradas o esquinas. Como ejemplo se ha estudiado el caso en el que

el metamaterial ρ∗ ≈ 0 objeto de estudio se usa como enlace entre dos gúıas

que presenta la misma anchura.

La figura 8.12 representa la transmisión a través de una curva de 90o en

la que los brazos horizontales y verticales de la gúıa de ondas presenta una

anchura de tres veces el parámetro de red. Obsérvese que la onda del sonido

pasa a través de la esquina sin reflexión manteniéndose el frente de ondas

plano. La contraparte EM del fenómeno ha sido demostrada experimental-

mente usando materiales ϵ∗ ≈ 0 por Edwards y colaboradores [EASE09].

8.3.4. Divisor de ondas acústicas

A parte de las aplicaciones basadas en una gúıa simple los metamateriales

ρ∗ ≈ 0 también permiten el diseño de redes que contienen más de dos puer-

tos. Un ejemplo consiste en un divisor de ondas, donde la enerǵıa de la señal
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Figura 8.12: Instantánea del campo de presión (parte real) que muestra

la transmisión a través de una curva de una gúıa de ondas que tiene una

curva de 90o. Nótese que se ha introducido un metamaterial con ρ∗ ≈ 0 para

conseguir la transmisión perfecta.
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Metamateriales acústicos con densidad negativa y cercana a cero:

diseño y aplicaciones

Figura 8.13: Mapa de presión de un divisor de onda basado en metamaterial

ρ∗ ≈ 0. La enerǵıa del puerto de entrada se transfiere a las salidas de la gúıa

de ondas. Las flechas blancas indican la dirección de propagación del sonido.

de entrada es dividida en múltiples salidas. Este tipo de dispositivo ha sido

propuesto recientemente para ondas EM mostrando que se puede proporcio-

nar una distribución perfecta de potencia, independiente de su forma y de la

sección transversal, aśı como del número de salidas y orientación [OMP13].

Cabe señalar que esas caracteŕısticas se logran siempre que la suma de las

secciones transversales de todas las salidas sea igual a la del puerto de entra-

da. En la figura 8.13 se muestra un divisor de gúıa de onda donde la enerǵıa

del puerto de entrada (puerto izquierdo) es transmitida a dos puertos (puer-

tos de la derecha). La anchura del puerto de entrada es de 4a, cada puerto

presenta una anchura de 2a, la frecuencia de operación y los parámetros

geométricos son los que se emplearon en las secciones anteriores. Debido a la

existencia de una transmisión de enerǵıa perfecta no se observan reflexiones

en la entrada mientras que la amplitud de la onda de salida coincide con la

amplitud de la onda incidente. Cabe señalar que este dispositivo se puede

usar de manera inversa, de tal forma que se obtendŕıa un combinador, si am-

bos puertos son simultanéamente excitados transmitiendo su enerǵıa hacia

el puerto izquierdo.
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8.4. Caracterización experimental

En esta sección se exponen los resultados experimentales obtenidos en la

caracterización de las estructuras artificiales propuestas. Para ello se fabri-

caron dos muestras, hechas en plástico con una impresora 3D. El plástico

utilizado presenta los siguientes parámetros una densidad ρ = 1050 Kg/m3

una velocidad del sonido transversal ct = 880.91m/s y longitudinal cl = 1833

m/s, pudiéndose considerar que las muestras son acústicamente ŕıgidas con

respecto al aire. En la figura 8.14 se pueden ver las fotograf́ıas de las muestras

utilizadas. Las muestras se fabrican de una sola pieza incluyendo los elemen-

tos dispersores ciĺındricos, la superficie superior de la gúıa de ondas 2D y las

paredes laterales. Estas paredes permiten realizar el encaje de la pieza en la

gúıa de ondas.

Las muestra A, mostrada en la figura 8.14a, consiste en 7 filas de centros

dispersivos con parámetros Rb = 9.8mm, Ra = Rb/2, h = 9mm, L = 3.5h

y α = π/8. Estos se distribuyen en una red hexagonal con un parámetro

de red constante a = 21mm, que corresponde a una fracción de llenado del

70%. La muestra B, mostrada en la figura 8.14b, es fabricada con centros

dispersivos más pequeños (Rb = 7mm), siendo la fracción de llenado del

40%. La longitud de las cavidades perforadas en la parte inferior de la gúıa

de ondas son L = 3.5h y L = 2.5h para las muestras A y B, respectivamente.

La longitud de la muestra viene determinada por el número de filas, mientras

que la anchura corresponde a un parámetro de red a, de tal manera que las

paredes laterales actúan como un espejo. Por lo tanto, las muestras pueden

ser consideradas infinitas a lo largo de los laterales.

La gúıa donde inciden y se transmiten las ondas consiste en un tubo

de aluminio de altura h y anchura a. La muestra se coloca en el centro de

la gúıa de onda dejando una longitud de 1.5m en cada lado. En un lado

del tubo se coloca un altavoz para proporcionar una señal de excitación,

y un micrófono B&k − 4958 se coloca al otro lado de la muestra a una

distancia de 20cm respecto del centro de la muestra. Cabe decir que la gúıa

de ondas tiene una longitud finita produciéndose reflexiones no deseadas en

ambos extremos. Para evitar los ecos se ha empleado una técnica de medida

pulsada. En resumen, la técnica emplea como señal de excitación un pulso

corto que contiene todas las frecuencias de interés; cuando la señal es emitida
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( a )

a

( b )

( a )

Figura 8.14: Fotograf́ıas de las muestras fabricadas con una impresora 3D.

Las unidades de dispersión están ordenadas en una red hexagonal de paráme-

tro de red (a = 21mm), con radio exterior Rb = 9.2mm para la muestra en

(a), y Rb = 7mm para la muestra en (b). La fracción de llenado correspon-

diente es de 70% y 40%, respectivamente.
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el micrófono adquiere los datos hasta la llegada del primer eco. Este proceso

se lleva a cabo varias veces obteniéndose aśı el promedio de la presión con el

fin de mejorar la relación señal-ruido.

Debido a las enormes pérdidas medidas a la hora de adquirir los resulta-

dos experimentales, la caracterización se realizó estudiando las pérdidas de

inserción (insertion Loss, IL). Para ello, primero se midió la dependencia en

frecuencia del campo transmitido Pt para cada muestra. Una vez obtenido se

midió la presión de referencia P0, repitiendo la medida en las mismas condi-

ciones, pero esta con la gúıa vaćıa. Mediante estas dos medidas se obtienen

las pérdidas de insercción IL = Pt/Po. Este resultado se muestra en la figu-

ra 8.15 y se compara con la inversa del coeficiente de transmisión obtenido

mediante simulaciones basadas en elementos finitos (Comsol Multiphysics).

Como se puede observar ambas muestras presentan un “gap” caracterizado

mediante un perfil que muestra una alta atenuación.

Es importante señalar las pérdidas observadas en todo el espectro, inclu-

so con la gúıa vaćıa. Estas pérdidas son debidas a las pequeñas dimensiones

de la gúıa de tal manera que la enerǵıa es disipada debido a la fricción vis-

cosa en las paredes de la gúıa y de la muestra. Como consecuencia, el pico

de transmisión debido a la doble negatividad no se puede detectar experi-

mentalmente; sin embargo, la posición de los “gaps” donde estas estructuras

responden dinámicamente con negatividad simple han sido correctamente

caracterizadas. Este resultado es alentador ya que la densidad dinámica de

masa en aire sólo se ha obtenido mediante estructuras compuestas de mem-

branas [PPL+11]. Se espera que se disminuya las pérdidas por viscosidad para

estructuras con dimensiones escogidas apropiadamente, esperando observar

fenómenos asociados a la doble negatividad y a la densidad cercana a cero.

8.5. Resumen

En resumen, se ha introducido un nuevo tipo de estructura bidimensional

basada en unidades dispersivas que presentan una anisotroṕıa angular. Los

parámetros efectivos se pueden sintonizar mediante el ajuste de los paráme-

tros f́ısicos que caracterizan a la unidad dispersiva. Para las unidades anali-

zadas en este trabajo se ha demostrado que los metamateriales exhiben com-

portamientos de simple negatividad, doble negatividad y densidad cercana a
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Figura 8.15: (a) Transmitancia de la muestra A en función de la frecuencia.

La ĺınea de puntos representa la medida experimental y la ĺınea continua la

teórica. La longitud de esta muestra corresponde a L = 31.5mm. (b) Corres-

ponde a los resultados obtenidos en la muestra B donde L = 22.5mm. Los

cálculos teóricos han sido realizados mediante elementos finitos. Las regiones

sombreadas definen las frecuencias donde los parámetros acústicos toman va-

lores negativos de acuerdo con la teoŕıa de homogenización. Los picos de la

transmitancia corresponden a las frecuencias donde las muestras se compor-

tan como un metamaterial doblemente negativo.
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cero, dependiendo de la región en frecuencia de trabajo. En particular, se ha

demostrado que para frecuencias donde el metamaterial exhibe una densidad

dinámica de masa negativa esta estructura puede usada para la amplifica-

ción de ondas evanescentes y, por tanto, para la fabricación de dispositivos

acústicos que presenten super-resolución.

Por otra parte, en las regiones en frecuencia donde el metamaterial pre-

senta una comportamiento doblemente negativo y una densidad dinámica de

masa cercana a cero se ha mostrado que las estructuras pueden ser usadas

para diseñar dispositivos acústicos que permiten a la onda acústica desplazar-

se a través de canales extremadamente estrechos, o que actúen como filtros

de modos transversales, aśı como para una perfecta transmisión a través de

curvas cerradas y esquinas.

Sin embargo mientras que en la caracterización de las muestras fabri-

cadas se pod́ıan observar la densidad de masa negativa, el comportamiento

doblemente negativo que se esperaba obtener en las muestras ha sido com-

pletamente enmascarado debido a la fuerte absorción observada en todo el

rango de frecuencias. Debido a que los materiales constitutivos no presentan

pérdidas de manera intŕınseca, la fuerte atenuación observada es atribuida a

las pérdidas por viscosidad en aire, concluyendo que una realización práctica

de los metamateriales aqúı propuestos debeŕıan realizarse aumentando la di-

mensión de los mismos, donde se espera que las pérdidas por viscosidad sean

más pequeñas.

Este caṕıtulo esta basado en:

1.− Rogelio Graciá-Salgado, Victor Manuel Garćıa-Chocano, Daniel Torrent,

and José Sánchez-Dehesa Negative mass density and ρ-near-zero quasi-two-

dimensional metamaterials:Design and applications Phys. Review. B. Vol.

88, art. nro. 224305, pp.1− 12 (2013)
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Caṕıtulo 9

Observaciones finales

En este caṕıtulo se resumen los principales resultados obtenidos a lo largo

de este trabajo. Se muestra que aunque este trabajo ha resuelto varios pro-

blemas de interés ha abierto nuevos problemas que merecen ser estudiados

más exhaustivamente.

9.0.1. Conclusiones

Es evidente que el comportamiento a bajas frecuencias de un cristal sóni-

co nos abre la posibilidad de diseñar nuevos metamateriales acústicos que

exhiben propiedades inusuales que no existen en la naturaleza. Concretamen-

te en este trabajo se ha centrado en el diseño de metamateriales acústicos

cuasi-bidimensionales localizados en el interior de una gúıa de ondas cuyas

unidades dispersivas están formadas por elementos que se consideran acústi-

camente ŕıgidos.

Mediante el estudio de las propiedades refractivas de los metamateriales

se diseñó un nuevo dispositivo refractivo basado en cavidades que permite

la focalización del campo acústico en una región del espacio. Mediante una

prueba de concepto se demostró que las propiedades refractivas del dispo-

sitivo no se quedan confinadas en la gúıa de ondas, sino que se acoplan al

espacio libre.

A través del estudio de los parámetros efectivos que caracterizan al meta-

material acústico se han obtenido metamateriales acústicos que nos permiten

obtener un comportamiento de simple o doble negatividad en sus parámetros

efectivos, abriendo aśı la posibilidad de fabricar nuevos dispositivos acústicos.
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La implementación de este tipo de metamateriales está exenta del uso

de membranas, ya que están basadas en estructuras que son consideradas

acústicamente ŕıgidas, dando de esta manera una mayor robustez al sistema.

Las propiedades acústicas de los metamateriales estudiados a lo largo de

este trabajo pueden ser fácilmente seleccionadas mediante el diseño apropiado

de los parámetros geométricos que definen la unidad dispersiva.

Además de la obtención de los parámetros negativos, se han podido obte-

ner metamateriales que presentan una densidad cercana a cero. Dicho com-

portamiento probablemente es el que mayor impresión provoca, ya que per-

mite la observación del efecto túnel y abre la posibilidad al diseño de nuevos

dispositivos acústicos como, por ejemplo, filtro de modos verticales, divisor

de ondas, ect · · · .

9.0.2. Trabajo Futuro

Los resultados obtenidos en el presente trabajo sugieren que es posible

la obtención de metamateriales acústicos que presenten ambos parámetros,

densidad y módulo de compresibilidad efectivos, negativos a través de unida-

des de dispersión que son consideradas acústicamente ŕıgidas. No obstante,

la verificación experimental de este comportamiento en los metamateriales

propuestos no se ha realizado todav́ıa debido a las pérdidas observadas en

las muestras consideras.

Es evidente, por tanto, que es necesario un estudio sobre la absorción de

las ondas acústicas para llegar a entender que factores son los relevantes en

la absorción de dichas ondas y poder diseñar muestras que presenten poca

absorción, evitando de esta manera el enmascaramiento del comportamiento

doblemente negativo del metamaterial.

Por otra parte, aunque el metamaterial estudiado en el caṕıtulo 8 mues-

tra un comportamiento doblemente negativo, se hace necesario diseñar me-

tamateriales que sean fácilmente implementables y robustos que permitan

la obtención de los parámetros efectivos negativos en un amplio rango de

frecuencias y que presenten pocas pérdidas.

Finalmente, cabe mencionar que mediante un estudio experimental pre-

liminar se observó que es posible el acoplamiento de las propiedades del

dispositivo refractivo (lente acústica) al espacio libre, abriendo por tanto, un
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posible estudio en el que se comprenda los mecanismos que permiten que

dicho acoplamiento sea posible.
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Apéndice A

Funciones de Bessel

A.1. Relaciones básicas

A.1.1. Ecuación diferencial de Bessel y soluciones

Las funciones de Bessel son soluciones canónicas Ψq de la ecuación dife-

rencial de Bessel

(
x2d

2Ψq(x)

dx2
+ x

dΨq(x)

dx
+ (x2 − q2)

)
Ψq(x) = 0, (A.1.1)

donde q puede ser un número real o complejo y es el orden de las funciones

de Bessel.

La ecuación de Bessel aparece cuando se buscan soluciones de la ecuación

de Helmholtz o de la ecuación de Laplace mediante separación de variables en

coordenadas tanto ciĺındricas como esféricas. Por ello las funciones de Bessel

son importantes en cualquier problema descrito por la ecuaciones anterior-

mente mencionadas en śımetrias ciĺındrica y esférica. Cuando se resuelve la

ecuación de Bessel en coordenadas ciĺındricas el orden de la función de Bessel

es un número entero, por la simetŕıa del problema verificando aśı la periodi-

cidad angular.

Como la ecuación de Bessel es una ecuación de orden dos, tiene dos solu-

ciones que son ĺınealmente independientes. La solución regular de la ecuación

de Bessel es la llamada función de Bessel que para q enteros es
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Jq(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ q + 1)!

(
x

2

)2n+q

. (A.1.2)

La función de Bessel para órdenes enteros cumple la siguiente propiedad

J−q(x) = (−1)qJq(x). (A.1.3)

Esta última relación nos indica que la función de Bessel de órdenes ente-

ros negativos no es linealmente independiente y, por tanto, no puede ser la

segunda solución de la ecuación de Bessel.

La segunda solución linealmente independiente de la funciones de bessel Jq(·)
son las denominadas funciones irregulares de Bessel

Yq(x) = ĺım
p→q

Jp(x) cos(pπ)− J−p

sin(px)
, (A.1.4)

y también verifica la propiedad

Y−q(x) = (−1)qYq(x). (A.1.5)

En este trabajo, la llamada función de Hankel de primera especie es usada

para presentar las ondas dispersivas salientes, y son las soluciones más usadas

para las soluciones no regulares

Hq(x) = Jq(x) + iYq(x). (A.1.6)

A.1.2. Relaciones de recurrencia

En esta sección se indican algunas relaciones de recurrencia que verifican

las funciones de Bessel irregulares y regulares (el śımbolo ′ representa la

derivada respecto al argumento).

Ψq+1(x) =
2q

x
Ψq(x)−Ψq−1(x), (A.1.7)
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Ψ′
q+1(x) =

1

2
[Ψq−1(x)−Ψq+1(x)], (A.1.8)

Ψ′′
q+1(x) =

1

4
[Ψq−2(x)− 2Ψq(x) + Ψq+2(x)]. (A.1.9)

A.1.3. Formas asintóticas para argumentos pequeños

En este apartado se indican las expresiones asintóticas de las funciones

de Bessel y Hankel para el ĺımite cuando el argumento x → 0. La función de

Bessel se puede aproximar en

Jq(x) ≈
1

q!

xq

2q

[
1− x2

4(q + 1)

]
, (A.1.10)

mientras que la función de Hankel se aproxima por

Hq(x) =


− i(q−1)!

π
2q

xq q > 0,

2i
π
lnx q = 0.

(A.1.11)

Con las expresiones de arriba se puede ver que la forma asintótica para

la primera derivada de la función de Bessel viene expresada por

J ′
q(x) =


1

(q−1)!
xq−1

2q
q > 0,

−x
2

q = 0,

(A.1.12)

mientras que para la función de Hankel es

Hq(x) =


iq!
π

2q

xq+1 q > 0,

2i
πx

q = 0.

(A.1.13)
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A.1.4. Formas asintóticas para argumentos grandes

En el ĺımite en el que el argumento de la funciones de Bessel y Hankel

x → ∞ se pueden expresar como

Jq(x) ≈
√

2

πx
cos

(
x− qπ

2
− π

4

)
, (A.1.14)

Yq(x) ≈
√

2

πx
sin

(
x− qπ

2
− π

4

)
, (A.1.15)

Hq(x) ≈
√

2

πx
(−i)qeiπ/4eix. (A.1.16)

A.1.5. Forma integral de las funciones de Bessel

La representación integral de las funciones de Bessel y Hankel son de

especial utilidad cuando se tratan problemas de dispersión.

La representación integral para la función de Bessel es

Jq(x) =
i−q

2π

∫ π

−π

eix cos τeiqτdτ. (A.1.17)

La representación integral para la función de Neumann es

Yq(x) =
1

π

∫ π

0

sin(x sin τ − qτ)dτ − 1

π

∫ ∞

0

[
eqt + (−1)qe−qt

]
e−x sinh tdt.

(A.1.18)

Con las expresiones anteriores se obtiene la expresión integral de las fun-

ción de Hankel

Hq(x) =
i−q

πi
ĺım
ϵ→∞

∫ ϵ+πi

−ϵ

ex sinh te−qtdt. (A.1.19)

Si reemplazamos t = i(π/2− τ) encontramos

Hq(x) =
i−q

π
ĺım
ϵ→∞

∫ −iϵ+π/2

iϵ−π/2

eix cos τeiqτdτ. (A.1.20)
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Figura A.1: Figura de la sección 3.7

A.2. Teorema de adición: caso bidimensional

El teorema de adicción permite un cambio en el sistema de referencia de

las funciones de Bessel. El teorema establece que

Ψs(w)e
iθwu =

∑
q

Ψs+q(u)Jq(v)e
iqθuv , v < u (A.2.1)

donde las funciones Ψq(·) pueden ser funciones de Bessel o de Hankel y

las cantidades u, v, w, θwu, θvu están definidas en la figura A.1.

En la teória de la dispersión múltiple descrita en la sección 3.7 el objetivo

es expresar la cantidad

Hs(krβ)e
iqrβ , (A.2.2)

en el sistema de referencia del cilindro α.

Para la geometŕıa considerada en la figura A.1 el triángulo que envuelve el

cambio de sistema de referencia es el definido por rα, rβ yRαβ. Es importante

relacionar este triángulo con el triángulo ûvw.

A partir de la figura A.2 se puede ver w = rβ ya que rβ es la variable de

la función a la que se le aplica el cambio de referencia. Ya que este cambio

es necesario para aplicar las condiciones de contorno, en el nuevo marco rα
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Figura A.2: Definiciones de ángulos y distancia para el teorema de adicción

de Graf bidimensional
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que será igual al radio del cilindro siendo, siempre mas pequeño que Rαβ es

decir

rα < Rαβ. (A.2.3)

Teniendo en cuenta ésto, se pueden hacer las identificaciones v = rα y

u = Rαβ. El ángulo θwu corresponde al ángulo formado entre el vector rβ y el

vector Rαβ, el cual es θwu = Φαβ−θβ. Finalmente el ángulo θuv es el formado

entre los vectores rα y Rαβ, que es θuv = θα −Φαβ. Teniendo en cuenta esto

el teorema de Graff puede expresarse como

Hs(krβ)e
isΦβαe−isθβ =

∑
q

Hs+q(kRαβ)Jq(krα)e
iqθαe−iqΦαβ (A.2.4)

o

Hs(krβ)e
isθβ = (−1)seisΦβα

∑
q

Hq−s(kRαβ)Jq(krα)e
iqθαe−iqΦαβ . (A.2.5)

Teniendo en cuenta que Φαβ = π + Φβα, como muestra la figura A.1 se

obtiene

Hs(krβ)e
isθβ =

∑
q

Hq−s(kRαβ)e
i(q−s)ΦαβJq(krα)e

iqθα . (A.2.6)
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Apéndice B

Comportamiento para bajas

frecuencias:

Matriz-T cilindro fluido

B.1. Matriz-T cilindro fluido

Considérese un cilindro fluido de radio Ra y parámtros acústicos ρa y ca,

rodeado por otro fluido cuyos parámetros acústicos son ρb y cb.

En la región externa al cilindro fluido el campo de presiones viene dado

por la suma del campo externo y el campo dispersado

P I(r) =
∑
q

[AqJq(kbr) +BqHq(kbr)]e
iqθ, (B.1.1)

mientras que en el interior del cilindro fluido no presenta fuentes y, por tanto,

el campo viene dado por

P II(r) =
∑
q

CqJq(kar)e
iqθ, (B.1.2)

donde el k y ka son el número de onda de la región I y del cilindro fluido

respectivamente.

Las condiciones de contorno que hay que aplicar a la superficie circular

son:
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P I(Ra) = P II(Ra), (B.1.3)

1

ρb

∂P I(r)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

=
1

ρa

∂P II(r)

∂r

∣∣∣∣
r=Ra

, (B.1.4)

sustituyendo (B.1.1), (B.1.2) en las condiciones de contorno obtenemos

∑
q

[AqJq(kRa) +BqHq(kRa)]e
iqθ =

∑
q

CqJq(kaRa)e
iqθ, (B.1.5)

k

ρb

∑
q

[AqJ
′
q(kRa) +BqH

′
q(kRa)]e

iqθ =
ka
ρa

∑
q

CqJ
′
q(kaRa)e

iqθ, (B.1.6)

donde ′ representa la derivada respecto al argumento.

Las sumas en q se pueden eliminar multiplicando cada ecuación por eisθ

e integrando desde 0 hasta 2π. En este caso los términos que verifican s = q

son diferentes de cero obteniendo

[AqJq(kRa) +BqHq(kRa)]e
iqθ = CqJq(kaRa)e

iqθ, (B.1.7)

k

ρb
[AqJ

′
q(kRa) + BqH

′
q(kRa)]e

iqθ =
ka
ρa

CqJ
′
q(kaRa)e

iqθ. (B.1.8)

Ahora se puede obtener la relación de los coeficientes del campo dispersa-

do Bq respecto al campo incidente Aq, que define la matriz-T. Despejando los

coeficientes Cq de la ecuación B.1.8 y sustituyéndolos en la ecuación (B.1.7)

se obtiene la matriz-T

Tq = −
χqJ

′
q(kRa)− Jq(kRa)

χqH ′
q(kRa)−Hq(kRa)

, (B.1.9)

donde

χq =
ρaca
ρbcb

Jq(kaRa)

J ′
q(kaRa)

. (B.1.10)
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B.1.1. Casos particulares

A partir de la expresión de la matriz-T (B.1.9) se pueden obtener las

expresiones para dos casos ĺımites. El primero es la matriz de un cilindro

ŕıgido, donde la densidad del cilindro ρa en relación con la densidad del

fluido que lo rodea ρb se puede considerar infinita. Teniendo esto en cuenta

la cantidad definida por χq es infinita, obteniendo que la expresión de la

matriz-T para un cilindro ŕıgido es

Tq = −
J ′
q(kRa)

H ′
q(kRa)

. (B.1.11)

El segundo caso es el de un cilindro vaćıo, que corresponde al caso opuesto

al considerado anteriormente. Ahora la densidad del cilindro fluido ρa en

relación con la densidad del fluido que lo rodea se puede considerar cero,

obteniendo como matriz-T para un cilindro vaćıo

Tq =
Jq(kRa)

Hq(kRa)
. (B.1.12)

B.2. Comportamiento en bajas frecuencias

La teoŕıa de la homogenización explicada en este trabajo se basa en las

propiedades de los elementos de dispersión en el ĺımite de bajas frecuencias.

En este apartado se obtienen las expresiones de la matriz-T de un fluido para

dicho ĺımite.

La matriz T de un fluido-fluido viene dada por la ecuación (B.1.9)

Tq = −
χqJ

′
q(kRa)− Jq(kRa)

χqH ′
q(kRa)−Hq(kRa)

, (B.2.1)

donde

χq =
ρaca
ρbcb

Jq(kaRa)

J ′
q(kaRa)

. (B.2.2)

En el apéndice A se dan las expresiones asintóticas de las funciones de

Bessel para argumentos pequeños. Estas expresiones son utilizadas para ana-

lizar el comportamiento de la matriz-T en el ĺımite de bajas frecuencias,

debido a que λ → ∞ el número de onda k → 0.
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• Para q = 0 la cantidad χ0 cuando ka → 0 será

χ0 =
ρaca
ρbcb

Jq(kaRa)

J ′
q(kaRa)

≈ −ρaca
ρbcb

2

kaRa

. (B.2.3)

Por tanto, el numerador de la matriz-T será

χqJ
′
q(kRa)− Jq(kRa) ≈

ρac
2
a

ρbc2b
− 1, (B.2.4)

y el denominador de la matriz-T será

χqH
′
q(kRa)−Hq(kRa) ≈ −ρac

2
a

ρbc2b

4i

πk2R2
a

− 2i

π
ln(kRa). (B.2.5)

El término proporcional 1/k2 en el ĺımite k → 0 domina sobre el término

logaŕıtmico pudiendo escribir

χqH
′
q(kRa)−Hq(kRa) ≈ −ρac

2
a

ρbc2b

4i

πk2R2
a

. (B.2.6)

Por tanto la forma asintótica del elemento de matriz T0 será

T0 ≈
iπR2

a

4

[
ρac

2
a

ρbc2b
− 1

]
k2. (B.2.7)

Teniendo en cuenta que Ba = c2aρa y Bb = c2bρb la anterior expresión se

puede reescribir como

T0 ≈
iπR2

a

4

[
Ba

Bb

− 1

]
k2. (B.2.8)

• Para q > 0 el elemento χq será

χq ≈
ρaca
ρbcb

kaRa

q
, (B.2.9)

y el numerador de la matriz T será

χqJ
′
q(kRa)− Jq(kRa) ≈

kqRq
a

q!2q

[
ρa
ρb

− 1

]
, (B.2.10)
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mientras que el denominador será

χqH
′
q(kRa)−Hq(kRa) ≈

i(q − 1)!2q

πkqR2
a

[
ρa
ρb

+ 1

]
. (B.2.11)

Teniendo, por tanto, que la forma asintótica del elemento de matriz Tq

será

Tq ≈
iπR2q

a

4q
1

q!(q − 1)!

ρa − ρb
ρa + ρb

k2q. (B.2.12)

Nótese que de la ecuación (B.1.9) se puede ver que

T−q = Tq, (B.2.13)

por lo que la forma asintótica también es válida para q < 0.
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Apéndice C

Cálculo de la matriz-T

mediante elementos finitos

En el caṕıtulo 3 se obtienen las expresiones teóricas de la matriz-T en el

marco de la teoŕıa de la dispersión múltiple, mediante la aplicación de con-

diciones de contorno en las interfaces que definen los diferentes medios que

conforman el problema de dispersión. Este procedimiento es relativamente

simple de realizar en el caso en que los elementos de dispersión ciĺındricos

presenten sección circular. Sin embargo cuando no se verifican estas condi-

ciones la obtención de la matriz-T se hace más compleja siendo útil otra

herramienta que permita su calculo. En las simulaciones basadas en elemen-

tos finitos se puede simular cualquier estructura permitiéndonos calcular la

matriz-T genérica de un ciĺındro genérico.

En el caṕıtulo 3 se explicó que el campo de presiones incidente se puede

expresar como

P in(r) =
∑
q

AqJq(kr)e
iqθ, (C.0.1)

mientras que el campo dispersado se puede expresar como

P disp(r) =
∑
q

BqHq(kr)e
iqθ. (C.0.2)

Suponiendo que los elementos de dispersión tienen sección circular, la

matriz-T que caracteriza las propiedades dispersivas del elemento de disper-
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sión se convierte en una matriz diagonal. Los elementos de la matriz-T son

definidos mediante la siguiente relación

Tq =
Bq

Aq

. (C.0.3)

La extracción de la matriz-T se realiza aplicando un campo incidente

ciĺındrico que presenta la siguiente forma funcional Pin = Jq(kr)e
iqθ para un

q dado. En este caso el campo dispersado presenta la siguiente forma forma

funcional TqHq(kr)e
iqθ ya que se Aq = 1 pudiéndose obtener la matriz-T me-

diante el campo dispersado obtenido en las simulación a través de la siguiente

relación

Tq =
Pdis,q

Hq(kr)eiqθ
. (C.0.4)

Aunque para la extracción de la matriz-T se ha supuesto una sección

circular, cabe señalar que esta condición puede ser flexible, ya que median-

te este método se puede extender para obtener las matrices-T de elementos

de dispersión que presenten en promedio una sección circular y a elemen-

tos dispersivos que presenten irregularidades y detalles que estén por debajo

de longitud de onda incidente cuyos efectos, bajo estas condiciones se ho-

mogeneizan. También puede aplicarse para casos en el que los cilindros que

presenten variaciones en la dirección de sus ejes, el cual implica simulaciones

3D.

C.1. Procedimiento

Considérese un elemento de dispersión desconocido que tiene un radio

externo R. Este elemento de dispersión deber ser simulado en un entorno

de elemento finitos. Una vez introducido la geómetria del problema en el

entorno gráfico del simulador de elementos finitos, este elemento debe ser

rodeado mediante un anillo concéntrico de radio externo Rext y un radio in-

terno R. Este anillo representa el medio no dispersivo. El campo incidente se

configura en la circunferencia (simulaciones 2D) o en la superficie ciĺındrica

(simulaciones 3D) de radio Rext.Es importante realizar un mallado adecuado

(que presente muchos elementos) en esta zona y en las interfaces entre los
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Figura C.1: Modulo del elemento T0 y T1 en el caso de una cavidad, de radio

Rb = 3cm y longitud L = 3.5h, en cuyo interior hay un fluido anisótropo

y que se encuentra localizada en el interior de una gúıa de ondas de altura

h = Rb. Las ĺıneas azules corresponden a la matriz-T obtenida por elementos

fińıtos y la ĺınea verde la obtenida mediante un análisis teórico

diferentes medios que formen el problema, para obtener resultados que ase-

guren que se ha alcanzado la convergencia. Una vez finalizada la geometŕıa

y definido los parámetros acústicos se realiza un barrido en frecuencia para

cada orden q. La matriz-T es obtenida a partir de la ecuación (C.0.4) para

cada frecuencia y cada orden simulado. Cualquier punto que pertenezca al

medio no dispersivo es válido para obtener la matriz-T del sistema, aunque es

recomendable extraer el campo dispersado en r = Rext ya que pueden existir

modos evanescentes en las cercańıas de las interfaz definida por el medio no

dispersivo y el medio dispersivo que influyen en el campo dispersado, obte-

niendo un resultado erróneo. También se puede realizar la extracción de la

matriz-T seleccionando múltiples puntos y realizando el promediado.

C.2. Ejemplo

A continuación mostramos un ejemplo que nos permita realizar test del

método aplicado. Para ello consideramos una cavidad localizada en el interior

de una gúıa de ondas de altura h y en cuyo interior se encuentra localizado

un fluido aniótropo. La expresión de la matriz T se puede encontrar en la

ecuación en la sección 3.3. El radio de la cavidad es de Rb = 3cm y el radio
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del anillo concéntrico es Rext = 15Rb. En la figura C.1 muestra la compara-

ción entre la matriz-T obtenida mediante un ánalisis teórico y la obtenida

mediante elementos finitos para q = 0, 1. Se puede ver gran concordancia

entre la matriz-T obtenida por ambos métodos obteniendo, por tanto, un

método de verificación que nos permite validar el procedimiento teórico que

nos permite la obtención de la matriz-T del sistema a estudiar. Se puede ver

discrepancias que normalmente aparecen al incrementar la frecuencia debido

a que se incrementan las distancias entre los elementos relativos conforme de-

crece la longitud de onda. Obviamente este problema se resuelve añadiendo

mas elementos al mallado. Este método presenta una fuerte dependencia a la

densidad de elementos que envuelve el proceso de mallado, especialmente en

las interfaces o fronteras. Por otra parte, este ejemplo en particular la discre-

pancia también es debida a la aproximación que se realizó para la obtención

de la matriz-T anaĺıtica como se comenta en el caṕıtulo 8.



Apéndice D

Caracterización de un

metamaterial acústico

En este apéndice se expondrán las distintas magnitudes a partir de las

cuales se puede caracterizar un metamaterial y que permiten, en el caso

de que las pérdidas no sean muy grandes, la extracción de los parámetros

acústicos que lo caracteriza.

D.1. Reflectancia y transmitancia

Cuando una onda acústica se propaga a través de un medio y se encuentra

con la frontera de un segundo medio se generan ondas de reflexión y trans-

misión. El estudio de este fenómeno se simplifica si se asume que las ondas

incidentes y las generadas en la frontera del medio son ondas planas y que

los medios involucrados puedan considerarse fluidos.

La relación de las amplitudes de las ondas reflejadas y la transmitidas,

respecto de la onda incidente, depende de la impedancia acústica del medio,

de la velocidad de propagación del sonido y del ángulo de incidencia que

define la onda en la interfaz del segundo medio.

Consideremos el sistema definido en la figura D.1. El sistema consiste en

una multicapa donde se pueden distinguir tres regiones. La regiones 1 y 3,

en el caso considerado, son el mismo fluido caracterizado por ρb, cb mientras

que la región 2 representa el segundo medio de propagación del sistema,

caracterizado por los parámetros ρa, ca.
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Figura D.1: Esquema de un sistema donde un fluido con densidad ρa y ve-

locidad del sonido ca se localiza entre dos medios fluidos de densidad ρb y

velocidad del sonido cb. Cada cambio de medio genera una onda reflejada que

se representa mediante una flecha que indica la dirección opuesta al campo

incidente en la interfaz de cada región, en este caso, hacia la izquierda
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Para obtener la expresión teórica de la reflectancia y de la transmitancia

consideraremos el convenio de signos utilizado por los ingenieros (que no es

más que el complejo conjugado de la magnitud obtenida mediante el convenio

de signos en los libros de f́ısica), el motivo de la elección de este convenio es

debido a que se utilizó para la caracterización del metamaterial expuesto en

el caṕıtulo 6.

Las expresiones de los campos acústicos que se propagan en los diferentes

medios son (se asume eiωt)

P I(x;ω) = e−ikbx +Reikbx, (D.1.1)

P II(x;ω) = ζ1e
−ikax + ζ2e

ikax, (D.1.2)

P III(x;ω) = Ce−ikbx. (D.1.3)

Mediante la siguiente relación podemos obtener la velocidad de propaga-

ción de la onda en los diferentes medios

v =
−1

iωρ
∇P. (D.1.4)

Sustituyendo las ecuaciones D.1.1, D.1.2 y D.1.3 en D.1.4, obtenemos

vI(x;ω) =
1

zb

[
e−ikbx −Reikbx

]
, (D.1.5)

vII(x;ω) =
1

za

[
ζ1e

−ikax − ζ2e
ikax

]
, (D.1.6)

vIII(x;ω) =
1

zb
Ce−ikbx, (D.1.7)

donde zb = ρbcb y za = ρaca
A partir del campo de presión y de la velocidad del campo de presiones

se obtienen las expresiones de la reflectancia y transmitancia imponiendo las

siguientes condiciones de contorno.

P I(0;ω) = P II(0;ω), (D.1.8)

vI(0;ω) = vII(0;ω), (D.1.9)

P II(d;ω) = P III(d;ω), (D.1.10)
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vII(d;ω) = vIII(d;ω). (D.1.11)

Sustituyendo las expresiones de los campos se obtienen las siguientes re-

laciones

1 +R = ζ1 + ζ2, (D.1.12)

1

zb

[
1 +R

]
=

1

za

[
ζ1 + ζ2

]
, (D.1.13)

ζ1e
−ikd + ζ2e

ikd = Ce−ik0d, (D.1.14)

1

Za

[
ζ1e

−ikd − ζ2e
ikd

]
=

1

zb
Ce−ikd. (D.1.15)

A partir de estas relaciones se llega a las expresiones finales de la reflec-

tancia y transmitancia

R(ω) = ρ
1− e−2ikd

1− ρ2e−2ikd
, (D.1.16)

T (ω) =
1− ρ2

1 + ρ2e−2ikd
e−ikdeik0d, (D.1.17)

donde

ρ =
za − zb
za + zb

. (D.1.18)

D.2. Medida de la transmitancia y la reflec-

tancia

Las ecuaciones de la transmitancia y la reflectancia obtenidas en la sec-

ción anterior nos permiten calcular ambas magnitudes cuando se conocen las

magnitudes que caracterizan al medio.
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Figura D.2: Esquema del sistema para la extracción de la transmitancia y

la reflectancia a partir de la obtención del campo de presiones en tres puntos

diferentes

Las medidas experimentales de la reflectancia y la transmitancia que se

obtienen al introducir un material cuyos parámetros acústicos son desco-

nocidos se realiza a través del campo de presiones obtenido en tres puntos

diferentes. La colocación de los micrófonos se realiza de la siguiente manera

se colocan dos miscrófonos separados una distancia s en la parte de la mues-

tra donde incide el campo y un micrófono en el lado opuesto de la misma. La

distancia de separación de los dos micrófonos s tiene que ser tal que s ≤ λ/2,

siendo λ la longitud de onda del campo incidente.

Suponiendo que el campo de presiones corresponde a una onda plana

obtenemos los campos captados por los micrófonos P1, P2, P3 están dados

por

P1 = Ae−ikox1 +Beik0x1 , (D.2.1)

P2 = Ae−ikox2 +Beik0x2 , (D.2.2)

P3 = Ce−ikox3 . (D.2.3)
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La reflectancia se define como R = B/A y la transmitancia como T =

C/A.Para obtener la transmitancia despejamos el coficiente A de la ecuación

D.2.2 obteniendo

A = P2e
ikox2 −Be2ikox2 . (D.2.4)

Sustituyendo el coeficiente A en la ecuación D.2.1 obtenemos el coeficiente

B

B =
P1e

ikox1 − P2e
ikox2

e2ikox1 + e2ikox1
, (D.2.5)

pudiendo obtener el coeficiente A

A =
P1e

−ikox1 − P2e
−ikox2

e−2ikox1 − e−2ikox1
. (D.2.6)

Finalmente la reflectancia se obtiene a a través de la siguiente relación:

R(ω) =
B

A
=

P2e
−ikox1 − P1e

−ikox2

P1eikox2 − P2eikox1
. (D.2.7)

En el proceso de obtención de la transmitancia dividimos por el coeficiente

A la ecuación D.2.2 y resolvemos la ecuación para el coeficiente A obteniendo

A =
P2

e−ikox2 −Re−ikox2
. (D.2.8)

El campo de presión obtenido en el punto x3 hay que referenciarlo en el

origen del coordenadas como indica la figura D.2

P3 = Ce−ik0x3e−ik0d. (D.2.9)

Despejando de la anterior ecuación y dividiendo por ecuación D.2.8 ob-

tenemos la expresión que nos permite obtener la transmitancia

T (ω) =
P3e

−ikox2 −R(ω)eikox2

P2e−ikox3
e−ikd. (D.2.10)

D.3. Extacción de parámetros

En este apartado se expondrá el método utilizado para la extracción de

los parámetros efectivos que caracterizan a un metamaterial a partir de la

reflectancia y transmitancia obtenidas experimentalmente.
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Este método es una extensión del método que permite caracterizar las propie-

dades efectivas de los metamateriales electromagnéticos [SSMS02,CGW+02].

En este método de extracción se obtiene el ı́ndice de refracción efectivo

y la impedancia efectiva a partir de los coeficientes de la transmitancia y

la reflectancia considerando que los campos son ondas planas y que inciden

normalmente al metamaterial. La densidad de masa efectiva y la velocidad

efectiva se extraen de n y z.

Para obtener las expresiones finales que permiten obtener los parámetros

anteriormente mencionados se parte de las expresiones de la transmitancia y

de la reflectancia en función de las impedancias de los medios que intervienen

en el proceso.

Considérese una onda plana que incide en un fluido con densidad ρ2 y

velocidad del sonido c2 localizado entre dos medios fluidos diferentes con

densidades ρ1 y ρ3 y velocidades c1 y c3, la transmitancia y la reflectancia en

este viene dada por las siguientes relaciones [Bre]

R =
(z1 + z2)(z2 − z3)e

−2iϕ + (z1 − z2)(z2 + z3)

(z1 + z2)(z2 − z3)e−2iϕ + (z1 − z2)(z2 − z3)
, (D.3.1)

T =
4z1z2

(z1 − z2)(z2 − z3)eiϕ + (z1 + z2)(z2 + z3)
, (D.3.2)

donde zi = ρici y ϕ = k2d = ω
c2

para el caso de la incidencia normal θinc =

0. siendo w la frecuencia angular de la onda acústica y d la anchura del

metamaterial.

Teniendo en cuenta el sistema de la figura D.1 se puede ver que z1 = z3
pudiendo simplificar las anteriores ecuaciones D.3.1 y D.3.2 obteniendo

R =
z22 − z21

z21 + z22 + 2iz1z2 cot(ϕ)
, (D.3.3)

T =
1 +R

cos(ϕ)− z1
z2
sin(ϕ)

. (D.3.4)

Definiendo las siguientes cantidades m = ρ2/ρ1, n = c1/c2, k = ω/c1 y

ξ = ρ2c2/ρ1c1, sustituyéndolas en las ecuaciones anteriores y tras una serie

de operaciones matemáticas llegamos a las siguientes expresiones
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R =

tan(nkd)

(
1
ξ
− ξ

)
i

2− tan(nkd)

(
1
ξ
+ ξ

)
i

, (D.3.5)

T =
2

cos(nkd)

[
2− tan(nkd)

(
1
ξ
+ χ

)
i

] . (D.3.6)

Resolviendo las anteriores ecuaciones para ξ y n obtenemos:

n =

± cos−1

(
1
2T
[1− (R2 − T 2)]

)
kd

+
2πm

kd
, (D.3.7)

ξ = ±

√
(1 +R)2 − T 2

(1−R)2 − T 2
, (D.3.8)

donde m es una variable entera que aparece al invertir el coseno.

Nótese que cualquier combinación de signos de las ecuaciones D.3.7 y

D.3.8 y para cualquier m el resultado presenta la misma reflectancia y trans-

mitancia. Este problema se puede resolver imponiendo restricciones en las

propiedades de los metamateriales. Los metamateriales pasivos requieren que

la parte real ξ sea positiva, esta condición determina el signo en la ecuación

D.3.8. Además, la componente imaginaria de la velocidad del sonido debe ser

positiva, lo que obliga a que la parte imaginaria del ı́ndice de refracción sea

negativa.

Vladimir Fokin [FASZ07] realizó un examen exhaustivo de las ecuaciones

D.3.7 y D.3.8 y observó que los signos de esas ecuaciones son dependientes.

Cuando Re(ξ) o Im(n) es cercana a cero, o mediante errores en la medidas,

o errores en los cálculos de la transmitancia y reflectancia, puede causar

combinaciones incorrectas de signos en las ecuaciones D.3.7 y D.3.8. Para

resolver ese problema reescribió las ecuaciones D.3.7 y D.3.8 de la siguiente

manera

ξ =
r

1− 2R +R2 − T 2
, n =

−i log x+ 2πm

kd
(D.3.9)

donde

r = ±
√

(R2 − T 2 − 1)2 − 4T 2, x =
1−R2 + T 2 + r

2T
(D.3.10)
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Para finalizar este apartado se indicarán los pasos para la obtención de

los parámetros efectivos a partir de una medida experimental de la transmi-

tancia y la reflectancia del metamaterial:

1.-Se calcula la reflectancia y la transmitancia usando las expresiones D.2.7

y D.2.10.

2.-Se introduce los valores de R y T y obtenemos los dos valores de r (ecua-

ción D.2.7).

3.-Se selecciona cualquiera de los valores de r que obtengan una solución de

ξ que verifique Re(ξ) > 0.

4.-Este valor de r se introduce en la expresión que permite calcular x, elimi-

nando aśı la ambigüedad en la expresión de n.

5.-El signo y el valor de m viene determinado por la continuidad n. Se co-

mienza fijando el valor m = 0 y se aumenta de valor en el rango en frecuencia

donde exista una salto o discontinuidad en n

Mediante este proceso se obtienen resultados consistentes y permite despre-

ciar las soluciones no f́ısicas debido a la elección incorrecta del segundo signo

en las ecuaciones D.3.7 y D.3.8.
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Apéndice E

Producción Cient́ıfica

E.1. Art́ıculos cient́ıficos

1.− Victor Manuel Garćıa, Rogelio Graciá, Daniel Torrent, Francisco Cer-

vera y José Sánchez-Dehesa. Quasi-Two-dimensional acoustic with negative

bulk modulus. Phys. Review. B. Vol. 85, art. nro. 184102, pp.1− 8, (2012)

2.− Rogelio Graciá, Daniel Torrent y José Sánchez-Dehesa.Double-negative

acoustic metamaterial based on quasi-two-dimensional fluid-like shells. New

J. Phys. Vol. 14, art. nro. 103052, pp.1− 15 (2012)

3.− Rogelio Graciá, Victor Manuel Garćıa, Daniel Torrent, and José Sánchez-

Dehesa. Negative mass density and ρ-near-zero quasi-two-dimensional meta-

materials:Design and applications Phys. Review. B. Vol. 88, art. nro. 224305,

pp.1− 12 (2013).

4.− Daniel torrent, Victor Manuel Garćıa, Rogelio Graciá, Francisco Cer-

vera, Josśe sánchez-Dehesa. Quasi-two-dimensional acoustic metamaterial

for sound in ducts SPIE Newsroom DOI: 10.1117/2.1201401.005265 (2014)

E.2. Congresos nacionales o internacionales

1.− Rogelio Graciá, Daniel Torrent, José Sánchez-Dehesa Refractive de-

vices based on acoustic metamaterial, ASME International Mechanical Engi-

neering Congress and Exposition, Denver, Colorado, USA 2011.
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2.− Rogelio Graciá, Daniel Torrent, José Sánchez-Dehesa Acoustic me-

tamaterials based on cavities drilled in two dimensional waveguides 6th In-

ternational Congress on Advanced Electromagnetic Materials in Microwaves

and Optics, San Petersburgo, Rusia 2012.

3.− José Sánchez-Dehesa, Victor Manuel Garćıa, Rogelio Graciá, Fran-

cisco Cervera, Daniel Torrent, Acoustic metamaterials with negative parame-

ters: a multiple scattering approach with examples ACOUSTICS 2012. 163rd

meeting of the Acoustical Society of America (ASA). 9th meeting of the

Acoustical Society of China (ASC). 11th Western Pacific Acoustics Confe-

rence (WESPAC), Hong Kong, China 2012.

4.− Charla invitada Victor Manuel Garćıa, Rogelio Graciá, Francis-

co Cervera, Daniel Torrent, José Sánchez-Dehesa A quasi two-dimensional

acoustic metamaterial with negative bulk modulus3rd International Confe-

rence on Metamaterials, Photonic Crystals and Plasmonics (META 2012),

Paŕıs, Francia 2012.

5.− José Sánchez-Dehesa, Francisco Cervera, Victor Manuel Garćıa, Ro-

gelio Graciá, Daniel Torrent Advances in Acoustic Cloaking and Metamate-

rials with Negative Parameters 2nd International Conference on Phononic

Crystals/Metamaterials, Phonon Transport and Optomechanics, Sharm El-

Sheikh, Egypt 2013.

6.− Victor Manuel Garćıa, Rogelio Graciá, Daniel Torrent, José Sánchez-

Dehesa Negative and density-near-zero acoustic metmaterials based on quasi-

two-dimensional phononic crystals 21st International Congress on Acoustics

(ICA). 165th Meeting of the Acoustical Society of America. 52nd Meeting of

the Canadian Acoustical Association, Montreal, Canada 2013.

7.− Rogelio Graciá, Daniel Torrent, José Sánchez-Dehesa Metamaterial

acústico cuasi-2D doblemente negativo XXXIV Reunión Bienal de la Real

Sociedad Española de F́ısica, Valencia, Spain 2013.
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8.− Charla invitada Daniel Torrent, Rogelio Graciá-Salgado, Victor

Manuel Garćıa, Francisco Cervera and José Sánchez-DehesaQuasi-two-dimensional

acoustic metamaterials, SPIE Photonics West, San Francisco, Califormia,

USA 2014.
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C. Rubio, F. Meseguer, C. López, D. Caballero, and J. Sánchez-

Dehesa. Refractive acoustic devices for airborne sound. Phys.

Rev. Lett., 88:023902, 2001.

[CTSD10] A. Climente, D. Torrent, and J. Sánchez-Dehesa. Sound fo-

cusing by gradient index sonic lenses. Appl. Phys. Lett.,

97:104103, 2010.

[CXL08] Y. Cheng, J. Y. Xu, and X. J. Liu. One-dimensional structured

ultrasonic metamaterials with simultaneosly negative dynamic

density and modulus. Phys. Rev. B. (Condensed matter and

Materials Physics), 77:045134, 2008.

[DDH+09] K Deng, Y. Ding, Z. He, H. Zhao, J. Shi, and Z. Liu. Graded

negative index lens with designable focal lenght by phononic

cristal. J. Phys. D: Appl. Phys., 42:185505, 2009.

[DLQS07] Y. Ding, Z. Liu, X. Qiu, and J. Shi. Metamaterial with simul-

taneously negative bulk modulus and mass density. Phys. Rev.

Lett., 99:093404, 2007.

[EASE09] B. Edwards, A. Alu, M. Silveirinha, and N. Engheta. Reflec-

tionless sharp bends and corners in waveguides using epsilon-

near-zero effects. J. Appl. Phys., 105:044905, 2009.



BIBLIOGRAFÍA 201
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