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RESUMEN DE LA TESIS DOCTORAL

Diseno y caracterizaciéon de metamateriales
acusticos basados en guias de onda

de

D. Rogelio Gracia Salgado

El objetivo de este trabajo ha sido la obtencion de metamateriales actsti-
cos que exhiban doble negatividad en sus parametros efectivos a partir de es-
tructuras fabricadas con materiales actisticamente rigidos. Para lograr dicho
objetivo se consideraron metamateriales actsticos cuyas unidades dispersivas
consisten en cavidades perforadas en el interior de una guia bidimensional. Se
realizo un estudio paramétrico del comportamiento de la densidad dinami-
ca de masa y del modulo de compresibilidad efectivos como funcién de la
frecuencia.

Este estudio ha permitido encontrar nuevos metamateriales actsticos que
presenten un comportamiento negativo en uno o en los dos parametros efec-
tivos que les caracterizan, abriendo de esta manera la posibilidad de diseno
de nuevos dispositivos acusticos.

Como resultados destacables del trabajo realizado cabe senalar la obten-
cion de un metamaterial que presenta una densidad dinamica de masa menor
que la del medio que lo rodea y un médulo de compresibilidad que presenta
un comportamiento resonante en determinados rangos de frecuencia. Tam-
bién es destacable el diseno de una unidad dispersiva que permite obtener
metamateriales que presenten una densidad dindmica de masa cercana a cero
en un determinado rango de frecuencias y que, en otro rango, presentan un
comportamiento doblemente negativo en sus parametros efectivos.

Como principales aplicaciones de impacto y novedad dentro del campo
de la acustica se han propuesto y simulado el efecto tunel, filtro de modos
verticales, divisor de ondas actsticas. Todas estas aplicaciones son posibles
gracias al comportamiento de las estructuras disenadas como metamateriales
con densidad dinamica de masa cercana a cero. Otra aplicacién de interés
que se ha propuesto es la posibilidad de disenar una lente actistica mediante
cavidades localizadas en el interior de una guia de ondas.



RESUM DE LA TESI DOCTORAL

Disseny i caracteritzacié de metamaterials
acustics basats en guia d’ona

de

D. Rogelio Gracia Salgado

L’objectiu d’aquest treball ha sigut 'obtencié de metamaterials actstics
que exhibisquen doble negativitat en els parametres efectius a partir d’estructures
fabricades amb materials acusticament rigids. Per a assolir I'objectiu, s’han
considerat metamaterials actstics les unitats dispersives dels quals consis-
teixen en cavitats perforades a l'interior d'una guia d’ones bidimensional.
S’ha dut a terme un estudi parametric del comportament de la densitat
dinamica de massa i del modul de compressibilitat efectius com a funcié de
la freqiiencia.

Aquest estudi ha permes trobar nous metamaterials actustics que presen-
ten un comportament negatiu en un o en els dos parametres efectius que
els caracteritzen, un fet que obri la possibilitat de dissenyar nous dispositius
acustics.

Com a resultats destacables d’aquest treball, cal assenyalar I’obtencié d’un
metamaterial que presenta una densitat dinamica de massa menor que la del
medi que I'envolta, i un modul de compressibilitat que presenta un compor-
tament ressonant en determinats rangs de freqiiencia. També és destacable
el disseny d'una unitat dispersiva que permet obtenir metamaterials que pre-
senten una densitat dinamica de massa propera a zero en un determinat rang
de freqiiencies i que, en un altre rang, presenten un comportament doblement
negatiu en els parametres efectius.

Com a principals aplicacions d’impacte i novetat dins del camp de 'acstica,
s’han proposat i s’han simulat 1’efecte tinel, el filtre de modes verticals i el
divisor d’ones actstiques. Totes aquestes aplicacions son possibles gracies al
comportament de les estructures dissenyades com a metamaterials amb den-
sitat dinamica de massa propera a zero. Una altra aplicacié d’interes que s’ha
proposat és la possibilitat de dissenyar una lent ac “stica mitjanant cavitats
localitzades a l'interior d’una guia d’ones.



ABSTRACT OF THE DOCTORAL THESIS

Design and characterization of acoustic
Metamaterials in waveguides

by

D. Rogelio Gracia Salgado

The aim of this work has been to obtain acoustic metamaterials which ex-
hibit double negative behavior in their effective parameters from structures
made of materials that are considered acoustically rigid. To accomplish this
objective, an acoustic metamaterial whose scattering units consist of dri-
lled cavities inside two-dimensional waveguide are considered. A parametric
study of the effective dynamical mass density and effective bulk modulus as
a function of frequency was performed. This study has demonstrated new
acoustic metamaterials that possess a negative behavior in one or both ef-
fective parameters that characterize them, enabling the possibility to design
new acoustic devices.

The significant results of the work performed include the theoretical and
experimental demonstration of an acoustic metamaterial having to a dyna-
mical mass density less than of the surrounding medium and bulk modulus
having a resonant behavior over a range frequencies. Furthermore, the de-
sign of the scattering unit allows one to obtain metamaterials which exhibit
a near zero density in over a range of frequencies and that, in another range
of frequencies, has a double negative behavior in their effective parameters.

Based in this work novel application in the field of acoustics are possible
including the tunneling effect, controlling the radiation field, and a acoustic
wave guide splitter. All these applications are made possible by making use
of near zero density behavior that exhibited by some of the metamaterials
studied in this work. Another interesting application that has been proposed
is the possibility of designing an acoustic lens using cavities localized inside
of the waveguide.



Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo sirve como introduccién al lector para que adquiera una
vision general del trabajo realizado dentro del campo de los metamateriales.
El capitulo se organiza de la siguiente manera: en la seccién 1.1 se realiza
una introduccion histérica sobre los metamateriales para seguidamente des-
cribir los trabajos realizados en el campo especifico de los metamateriales
acusticos, subrallando de esta manera la aportacion de este trabajo en los
distintos tépicos expuestos. En la seccion 1.2 se expone el objetivo de la tesis
y finalmente en la seccion 1.3 se hace una breve descripcién del contenido de
los capitulos que componen el presente manuscrito.

1.1. Estado del Arte

Los metamateriales son medios estructurados que presentan propiedades
inusuales, no encontradas en los materiales naturales que los constituyen.
Estas propiedades son debidas al comportamiento de la estructura en si,
mas que en la de sus componentes elementales. En un sentido mas estricto
se considera metamaterial a aquél material constituido por una estructura
periédica de unidades elementales, cuya dimension y periodicidad sea menor
que la longitud de onda con la que se vaya a trabajar.

En 1968 Victor Veselago, un fisico de la antigiia union soviética introdujo
por primera vez la propuesta de materiales electromagnéticos doblemente ne-
gativos, es decir, metamateriales que presentan una permitividad eléctrica e
y permeabilidad magnética p negativas [Ves68]. En esa época se sabia que la
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permitividad y la permeabilidad de un material dependian de la frecuencia.
El comportamiento frecuencial de estas magnitudes mostraba que presenta-
ban valores negativos en ciertas regiones frecuenciales, aunque no de manera
simultanea. Basdndose en esto Veselago se cuestion6 que ocurriria si la ondas
electromagéticas se propagaran en un medio con ambos pardametros negati-
vos. De su trabajo se predice una velocidad de fase negativa, es decir, que la
fase de la onda se desplaza en sentido contrario a la propagacion de energia
dado por el vector de Poynting, como exige el principio de causalidad, dando
por tanto origen a lo que ahora se conoce como metamaterial con indice de

refraccién negativo.

28 anos después Sir John Pendry, del Imperial College de Londres, fue
el primero en teorizar una forma practica de implementar un metamaterial
electromagnético, obteniendo con la ayuda de sus colaboradores un material
artificial (metamaterial) con permitividad dieléctrica e negativa [PHSY96].
Sin embargo el verdadero reto, debido a que en la naturaleza existen me-
dios que presentan permitividad negativa (ferroeléctricos), era la obtencién
de metamateriales que presentaran una permeabilidad magnética p negati-
va. Finalmente, en 1999 nuevamente Pendry y sus colaboradores idearon una
forma de obtener un permeabilidad negativa mediante resonadores con forma
de “C” [PHRS99]. Un ano més tarde, David Smith y sus colaboradores de
la universidad de Califormia en San diego fueron los primeros en implemen-
tar de una manera practica las ideas de Pendry y fabricaron un metama-
terial que presenta simultdneamente ambos pardmetros negativos [SPV*00].
Inmediatamente después se pudo verificar experimentalmente un metamate-
rial que presenta un indice de refraccién negativo [SSS01] y se demostraron
fendmenos tan interesantes como la super resolucién [Pen00] y el manto de
invisibilidad [SMJ*06].

La contraparte actustica comenzo6 sobre el ano 1993 con los estudios de
estructuras periodicas de elementos de dispersion del sonido, los cristales soni-
cos, que permitieron demostrar fenémenos fisicos como la existencia de “band
gaps” [KHDDR93, SPCMST98, RCSP*99]. Con estas estructuras cristalinas
se pudo demostrar la focalizacion de un cristal bidimensional de cilindros
rigidos en aire [CSSPT01] y se pudo obtener un indice de refraccién negativo

empleando una distribucién 3D de esferas sélidas en agua [YPLT04].

A partir del 2003 el estudio del comportamiento de los cristales sonicos
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para grandes longitudes de onda (grande en comparacién con la separacién
entre los elementos dispersores) empezé a cobrar creciente interés. En este
régimen el cristal sénico se comporta como un medio efectivo cuyos pardme-
tros ( el médulo de compresibilidad B* y densidad dindmica de masa p*)
venian determinados principalmente por la fraccion de volumen que ocupan

los elementos dispersores. Las propiedades refractivas fueron estudiadas por
diversos grupos [KAG03, GY03a, MLWS06, THCSDO06, TSD06, TSDO7b].

Las propiedades de homogenizacion de los cristales sonicos han sido em-
pleadas para disenar dispositivos acusticos refractivos como, por ejemplo,
lentes acusticas cuyas propiedades de focalizacién estan basadas la forma que
presentaba la superficie externa del cristal sénico [CSSP01, GY03b, HCO05].
Cabe senalar que en el primer trabajo de Cervera y colaboradores [CSSP*01]
se obtuvo el indice de refracciéon de la lente actistica mediante un modelo feno-
menologico, que posteriormente se demostré como valido solo para fracciones

de llenado bajas.

También se han fabricado y caracterizado experimentalmente dispositivos
refractivos obtenidos mediante la técnica de disenio inverso, usando algorit-
mos genéticos [HSDO4]. Por otra parte, usando inteligentemente la estruc-
tura compositiva [TSD07a, CLHL07, CLHLO7] se pudieron también obtener
dispositivos acisticos que presentaban refraccién negativa [QZL05, DDHT09,
ZYF09]. Lentes actsticas con gradiente de indice fueron propuestas por To-
rrent y Sénchez-Dehesa en 2007 [TSDO7a], pero no fue hasta el 2010 que
pudieron ser demostradas experimentalmente [CTSD10, MNO™10].

A partir de los resultados obtenidos con la tedria de homogenizacién se
propuso estudiar un sistema con densidad dindmica de masa menor que la del
medio que lo rodea, dicha propiedad se utilizé para el diseno de un disposi-
tivo actstico refractivo bidimensional que permitio la focalizacién del campo
acustico en una regién del espacio. Este trabajo se describe en el capitulo 5

de esta tesis.

El concepto de metamaterial ha abierto una nueva frontera en el campo
de la acustica porque estd permitiendo obtener materiales con parametros
que no se pueden encontrar en los materiales acusticos convencionales. Por
ejemplo, metamateriales que presenten un modulo de compresibilidad ne-
gativo han sido demostrados por diferentes grupos de manera independien-
te [FXAT06,ZSCT08,LPCS09]. Se ha demostrado que el médulo de compre-
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sibilidad negativo se obtiene de forma efectiva gracias a la existencia de una
resonancia monopolar embebida en las unidades que se repiten. El inconve-
niente es que estas unidades presentan pérdidas debido a la friccion del aire
en el cuello del resonador. Partiendo de estos resultados, en esta tesis se di-
sefid un nueva estructura con la que se obtenia el mismo tipo de resonancia pe-
ro que presenta pocas pérdidas. La caracterizacion experimental de este tipo
de metamaterial se encuentra en el capitulo 6. Por otra parte, diversos grupos
de manera independiente han demostrado que la densidad dinamica efectiva
negativa se obtiene a través de una resonancia dipolar [YMY08,ZXY*11].
La resonancia dipolar en la propagacion aérea se ha obtenido hasta ahora
unicamente mediante el uso de membranas.

Mediante la combinacion de ambos tipos de resonancias en la propagacion
aérea o mediante el uso materiales elasticos se han propuesto y caracterizado
experimentalmente metamateriales que exhiben un comportamiento doble-
mente negativo [LC04, LLQ06, CXL08, ZYF09, LPY 10, BLM10,FZ11]. Con
estos precedentes, en esta tesis nos propusimos disenar un metamaterial que
exhibiera el mismo comportamiento mediante la inclusion de un metaflui-
do en cada una de las unidades dispersivas que forman el metamaterial. El
analisis tedrico de este material se encuentra descrito en el capitulo 7.

También han sido propuestos otros tipos de metamateriales actusticos co-
mo los metamateriales con masa efectiva anisétropa [TSD08,PL08]. Algunos
de ellos han sido experimentalmente demostrados usando estructuras corru-
gadas [TSD11a,STSD11]. En base a los resultados obtenidos en dichos tra-
bajos, se extrajo la idea de proponer un nuevo metamaterial que mediante la
utilizacién de una estructura anisétropa presenta un comportamiento doble-
mente negativo y una densidad cercana a cero. El andlisis tedrico asi como
su caracterizacién experimental se exponen en el capitulo 8. Es interesante
apuntar que este tipo de metamateriales estan bajo estudio debido a sus apli-
caciones potenciales como el manto de invisibilidad acustica [CS07] o lentes
de aumento [LFY'09].

1.2. Objetivo de la tesis

El objetivo fundamental de esta tesis ha sido la obtencién de metama-
teriales acusticos que exhibieran un comportamiento doblemente negativo y
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que presentara pocas pérdidas siendo el medio de propagacion de las ondas
acusticas el aire.

Para lograr dicho objetivo nos hicimos dos preguntas:

1. ; Cuaéles son los mecanismos que permiten la obtencion de los pardame-

tros negativos?.

2. j, Como se pueden implementar dichos mecanismos en la unidad dis-

persiva del sonido y que ademads presenten pocas pérdidas?.

Para hacer frente a la primera pregunta se hizo necesario una documenta-
cion bibliografica de los trabajos realizados hasta el momento asi como el
seguimientos de publicaciones que abarcaran este topico. En estos trabajos
se exponen los mecanismos mediante los cuales se obtienen los parametros
negativos. Este mecanismo se basa en introducir un comportamiento reso-
nante en la unidad dispersiva que formaba el metamaterial. Los trabajos
realizados hasta el momento indicaban que obtenian la doble negatividad
mediante medios elasticos considerando el agua como medio de propagacion
del campo actstico. Sin embargo en la propagacién aérea se obtenian uti-
lizando dos mecanismos resonantes, el primer mecanismo era resonador de
Helmholtz y el segundo lo constituyen las membranas. Ambos mecanismos
presentan pérdidas y, ademas, la utilizacién de las membranas presenta in-
convenientes anadidos, ya que no se puede asegurar que la tensién sea la
misma en todas las membranas que constituyen el metamaterial. Por otra
parte, los parametros que caracterizan a las membranas cambian con el paso
del tiempo; es decir, las membranas se deterioran.

Para hacer frente a la segunda pregunta se comenzé con un analisis tedrico
que nos permitiera obtener un modelo fisico que explicara, si era posible con
expresiones analiticas, el comportamiento resonante de la unidad dispersiva.
Este analisis tedrico se complementd con simulaciones basadas en elementos
finitos (Comsol) para la comprobacion y validez del modelo tedrico formula-
do.

El primer paso para alcanzar el objetivo establecido era obtener el mismo
comportamiento resonante que se obtiene con los resonadores de Helmholtz
pero que presentara pocas pérdidas. Las pérdidas de estos resonadores son
principalmente debidas a la friccién, ya que la masa de aire localizada en
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el cuello presenta un movimiento oscilatorio, cuya frecuencia coincide con la
frecuencia del campo incidente, produciéndose pérdidas debido a la friccién
de la masa del aire con las paredes del cuello del resonador. Finalmente se
alcanzo dicho objetivo con el estudio de un sistema de cavidades localizadas
en el interior de una guia de ondas. Este sistema demostré que a partir de
ciertos valores umbrales de la longitud de la cavidad presentaba el mismo
comportamiento resonante que los resonadores de Helmholtz pero con pocas
pérdidas.

El segundo objetivo presentaba un reto mayor, ya que se tenia que propo-
ner un mecanismo que dotara a la unidad dispersiva de un comportamiento
resonante dipolar. Dicho comportamiento se habia obtenido en aire mediante
el uso de membranas. Por tanto el reto era encontrar una unidad dispersi-
va que presentara el comportamiento resonante de las membranas pero que
fuera mucho mas robusto que estas, es decir que evitaran las inconvenien-
cias de las membranas y que ademas presentara pocas pérdidas. Para ello se
realizo un estudio paramétrico de los parametros efectivos para cada una de
las estructuras que se consideraron candidatas a ese tipo de comportamien-
to. El criterio de bisqueda de las estructuras se basé en un sistema que nos
permitiera obtener el mecdnimo reportado en [LCO04], es decir sistemas que
presentaran una densidad menor que la del aire (p* < p,) vy que la velocidad
de propagacion del sonido a través del metamaterial fuera menor que la del
aire (¢* < ¢). Finalmente se obtuvo dicho comportamiento mediante dos ti-
pos de unidades dispersivas. Sin embargo, la verificacién experimental quedo
enmascarada por la pérdidas que obtuvimos con el montaje experimental.
Dichas pérdidas no eran debidas a la unidad dispersiva en si, ya que se ob-
servo que también se obtenia pérdidas muy altas cuando se media el campo
sin la muestra. Este hecho nos impidié verificar experimentalmente que la

muestra propuesta presentaba pocas pérdidas.

1.3. Contenido de la tesis

El contenido de la tesis se divide en dos partes, una parte tedrica y otra
de aplicaciones.
En la parte tedrica se exponen los conceptos, fundamentos y las herra-

mientas necesarias que nos permiten realizar el estudio teérico de los me-
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tamateriales propuestos. La parte tedrica estd formada por los siguientes
capitulos:

e Capitulo 2: en este capitulo se exponen los principios fundamentales
para la deduccién de la ecuacién de onda acustica. Dicha ecuacién se
resuelve para el caso de una onda acustica propagandose a través de un
medio fluido localizado en el interior de una guia de ondas. Finalmente
se introduce el concepto de cristal sonico.

e Capitulo 3: en este capitulo se explica el método utilizado para la
obtencion de la matriz de transferencia que caracteriza las propiedades
dispersivas del elemento de dispersiéon general, a partir del cual se pue-
den derivar todos los casos estudiados en el presente trabajo. También
se obtiene las expresiones analiticas que permite el caculo del campo le-
jano. El capitulo finaliza con la descripcion de la teoria de la dispersién

multiple.

e Capitulo 4: en este capitulo se expone el método de homogenizacién
empleado en la obtencion de las expresiones analiticas que nos permiten

el calculo de los parametros efectivos que caracterizan al metamaterial.

En la parte de aplicaciones se realizan andlisis méas completos de los me-
tamateriales que se han propuesto para conseguir el objetivo marcado de esta

tesis. La parte de aplicaciones consta de los siguiente capitulos:

e Capitulo 5: en este capitulo se analizan las propiedades refractivas
del metamaterial que hemos utilizado en el disenio de un dispositivo
refractivo que permite la focalizacién del campo de presiones. También
se exponen los resultados experimentales preliminares de una prueba
de concepto. Esta prueba consistié en demostrar que las propiedades
refractivas no se quedan confinadas en la guia de onda sino que se
pueden acoplar al espacio libre.

e Capitulo 6: en este capitulo se expone la caracterizacion tedrica y ex-
perimental de un metamaterial que presenta un moédulo de compresibi-
lidad efectivo negativo. La caracterizacion del metamaterial se obtuvo
mediante la medida de la reflectancia y la transmitancia, la extraccion
de los parametros efectivos, la obtencion de la relacion de dispersion vy,
finalmente, mediante la medicion del efecto pelicular.
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e Capitulo 7: en este capitulo se realiza un estudio teérico de un me-
tamaterial que presenta un comportamiento doblemente negativo y se
analiza dicho comportamiento en funcion de los pardametros fisicos que

caracterizan las unidades de dispersion.

e Capitulo 8: en este capitulo se realiza un estudio tedrico y la carac-
terizacion experimental de un metamaterial que presenta densidades
negativa y cercana a cero, respectivamente. Este metamaterial permi-
te, en principio, la excitacién de ondas superficiales asi como el diseno
de diversos dispositivos acusticos, explotando la propiedad de densidad

cercana a cero.

e Capitulo 9: este capitulo resume los principales resultados de la tesis
asi como las propuestas de trabajo futuro.



Parte 1

Teoria






Capitulo 2

La ecuacion de onda acustica

En este capitulo se exponen los conceptos fundamentales para la deduc-
cion de la ecuacién de onda acustica. La obtencion de la ecuacion de onda
se ha realizado considerando tnicamente fenémenos acusticos lineales des-
preciando, por tanto, los términos no lineales que aparecen en la ecuacién
general. Finalmente se realizard una breve introduccién sobre los cristales

sonicos.

2.1. Acustica

En el presente trabajo se considerara que las ondas actusticas se propagan
en un medio fluido ideal. El concepto fisico de fluido ideal involucra ciertas
condiciones que han de verificar las fuerzas que actian en el fluido. Para ex-
poner dichas condiciones considérese un elemento de superficie AS con una
forma arbitraria localizada en el interior de un medio fluido. Las porciones
del fluido localizadas en esa superficie arbitraria estan sometidas a un campo
de fuerzas debido al contacto ejercido por ellas. Cuando estas fuerzas son
normales a la superficie (i.e. no tienen componente tangencial) y las mag-
nitudes de esas fuerzas son independientes a la orientacién de la superficie
(fuerza is6tropa), entonces el sistema puede caracterizarse mediante una tini-

ca magnitud P, la presion, cuya definicion viene dada por

r= i35 ) —



12 La ecuacién de onda actstica

cuando un fluido satisface estas condiciones se denomina fluido ideal.

Para la deduccién de la ecuacion de onda es necesario introducir el prin-
cipio de conservacion de la masa en forma de ecuacién diferencial, definir
la condicion de equilibrio mecanico de un fluido y, finalmente, introducir la
ecuaciéon de estado de un fluido ideal.

2.1.1. Principio de conservacion

Un medio fluido se caracteriza mediante su densidad p, y su campo de
velocidades v(r,t).

La conservacion de masa de un fluido ideal impone ciertas restricciones en
el campo de velocidades que caracteriza al fluido. Para la obtencion de dichas
restricciones se considera una superficie cerrada S, cuya posicion esta fija en
el espacio, la cual define un volumen V' ocupado en su totalidad por el fluido.
Si p(r,t) es la densidad del fluido, en la posicién r y en el instante ¢, la masa

m de fluido encerrada en ese volumen para cualquier instante t es
m = / p(r, t)dV, (2.1.2)
1%

siendo dV un diferencial de volumen encerrado.

Por otra parte, debido a que las particulas que constituyen el fluido estan
en continuo movimiento, se considera la existencia de un flujo neto de masa
que atraviesa la superficie definida por el elemento de volumen dV, el cual

se obtiene mediante la siguiente expresién
¢ = /pv~ndS, (2.1.3)
S

siendo dS' el diferencial de area definida alrededor de la superficie y n el
vector unitario normal a la superficie.

El principio de conservacién o de continuidad de masa establece que, en
ausencia de fuentes, la masa del fluido se conserva, pudiendo escribir la si-

guiente igualdad

i/pdV:—/pV-ndS, (2.1.4)
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realizando operaciones sobre esta expresién y transformando la integral de
superficie en una integral de volumen se puede reescribir la anterior expresion

COo1mo

/V{%Jrv-(pv)}d‘/:(). (2.1.5)

Esta relacion es valida para cualquier elemento de volumen que cubra el
fluido en su totalidad, lo cual es posible si la integral es idénticamente cero
en cualquier punto del fluido. Teniendo en cuenta este argumento podemos
extraer la condicion que ha de verificar el campo de velocidades en todos los
puntos del fluido ideal

dp
= : = 0. 2.1.
7 TV (pv) =0 (2.1.6)

La ecuacion (2.1.6) es una de las ecuaciones fundamentales de la mecanica
de fluidos. También se le conoce como “ecuacién de continuidad de la masa”,
sin embargo en este estudio hemos considerado mejor denominarla “ecuacion
de conservacion” debido a que este nombre ejerce una mayor alusion al sentido

fisico que involucra esta ecuacion.

2.1.2. Equilibrio mecanico de un fluido ideal

Se dice que un sélido se encuentra en estado de equilibrio cuando la suma
de todas las fuerzas que actian sobre éste, tanto internas como externas,
es cero. Sin embargo las condiciones que determinan el estado de equilibrio
en un fluido son mas complicadas. Dichas condiciones deben considerar que
los diferentes elementos que constituyen el fluido pueden desplazarse uno
respecto del otro y deben permanecer individualmente en equilibrio.

Sobre cualquier elemento de fluido actian fuerzas volumétricas y super-
ficiales. Las fuerzas volumétricas son debidas a agentes externos al elemento
de fluido, mientras que el origen de las fuerzas superficiales es debido a la ma-
teria que rodea la porcién de fluido. Para que el fluido se considere en estado
de equilibrio las fuerzas que intervienen en cualquier porcion del fluido deben
estar equilibradas. La fuerza total que acttia sobre el fluido, de volumen V, es
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Fy = / pfdV =0, (2.1.7)
\%

donde f es la fuerza por unidad de masa y p es la densidad del fluido, pu-
diendo ser ambas cantidades, en general, funcién de la posicién del fluido r.

La fuerza total ejercida por el contacto de la materia que rodea a la superficie
S es

Fg = —/PndS, (2.1.8)
S

donde P es también, en general, funcién de la posicién r del fluido y n es el
vector unitario normal a la superficie S. Esta ltima integral puede ser trans-
formada en una integral de volumen usando el teorema de la divergencia, de
modo que la condicién de equilibrio en el fluido viene dada por la siguiente

expresion

/V<pf+ VP> dv =0, (2.1.9)

esta condicién es valida para cualquier elemento de volumen V que incluya
el elemento de fluido, lo cual es posible si la integral de volumen en cualquier
punto de fluido es cero.

De esta expresion se obtiene la condicion de equilibrio mecanico que han

de satisfacer las fuerzas involucradas en cualquier punto del fluido

pf = —VP. (2.1.10)

2.1.3. Ecuacién de estado de un fluido ideal

La ecuacién de estado completa la descripcién de un fluido ideal y es la
primera expresién que relaciona todas las variables del fluido. Su obtencion

se realiza mediante la definicion del coeficiente de comprensibilidad

=p— 2.1.11
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dicha expresién se puede reescribir en forma diferencial

ar B
B =p— — dP = —dp. (2.1.12)

dp p
En el caso general en que la presién P(r,t;p) y la densidad p(r,t) son
funciones tanto de las coordenadas espaciales r como del tiempo podemos
desarrollar, en la ecuacién (2.1.12), los términos dP y dp obteniendo de esta

manera la siguiente ecuacién

oPrP B op B

—dt -VPdt = ——dt + —v - Vpdt. 2.1.13

5 +v ot + p v-Vp ( )
Finalmente, la expresion anterior se puede dividir por dt, obteniendo de

esta manera la ecuacién de estado de un fluido ideal

oP Bop B
— VP =——+4 —vVv- . 2.1.14
at+vV p8t+pVVp ( )

2.2. La ecuacion de onda

El punto de partida para la obtencion de la ecuacion de onda es la relacién
de equilibrio mecanico obtenida en el apartado
(2.1.2)
pf = —VP, (2.2.1)

que se puede reescribir teniendo en cuenta la segunda ley de Newton, la cual
nos indica que la fuerza por unidad de masa es

~ =f=a, (2.2.2)

sustituyendo la expresién anterior dentro de la ecuacién (2.2.1) obtendremos

pa = —VP, (2.2.3)

donde a representa la aceleracion del fluido. Nétese que la cantidad a no
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representa la aceleracion del elemento del fluido en la posicion r en el ins-
tante t, debido a que dicho elemento se encuentra instantdneamente en esa
posicion. La expresion correcta de la aceleracion de un elemento de fluido se
deduce teniendo en cuenta que un elemento en la posicion r’ en un instante

At puede escribirse como

' =r+v(r, t)At. (2.2.4)

Un cambio en el vector de posicion implica un cambio en su velocidad, la

cual viene dada por

V() =V (r+v(r )ALt + At) ~

(2.2.5)
t
v(r,t) + [V(r, t) - V] v(r,t)At + %At,
de donde se obtiene la aceleracién de una particula de fluido, que, por defi-
nicién, es
i v —v ov

sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.2.3), se obtiene la segunda re-
lacién entre las variables del fluido

_VP = p{g—;’ +(v- V)v} . (2.2.7)

Para poder desacoplar el campo de velocidades y el campo de presiones
del fluido de la expresion (2.2.7), necesitamos otra ecuacién que nos relacio-
ne las variables Py v. Esa relacion la obtenemos en la ecuacion de estado
obtenida en el apartado 2.1.3 que es

dpP
— +v-VP=—— 4 —v-Vp. (2.2.8)

Usando la ecuacién de conservacion (2.1.6) la anterior ecuacién se puede
reescribir como
opP

E—I—V-VP:—BV-V. (2.2.9)
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Las expresiones (2.2.7) y (2.2.9) constituyen las ecuaciones bdsicas para
la obtencién de la ecuacién de onda. Se puede ver que estas ecuaciones tie-
nen términos intrinsecamente no lineales. En la ecuacion (2.2.7) el término
no lineal (v - V)v puede ser despreciado, ya que se asume que las variacién
de la posicién del elemento del fluido es pequena predominado el término
lineal sobre los términos cuadraticos. Finalmente se asume que la densidad
del fluido solo depende de las coordenadas espaciales. Esta ultima aproxi-
macion se puede entender considerando que las variaciones temporales de la
densidad son términos de segundo orden, los cuales, al multiplicarlos por la
derivada temporal de la particula v resulta una cantidad insignificante. La
aproximacién lineal de la ecuacién (2.2.7) sera

VP + p(g—: = 0. (2.2.10)

En la ecuacién (2.2.9) el término no lineal es vV P; despreciando ese
término, la version lineal de esta ecuacién es
oP

—+ B =0. 2.2.11
8t+ Vv=0 ( )

Es conveniente indicar de una manera implicita la dependencia con las

variables espaciales y temporales de los parametros involucrados en ellas

VP(r,t) + p(r)ﬁv((;];’ D _y (2.2.12)
OP(r, 1) -
T + B(r)V - v(r,t) = 0. (2.2.13)

Para poder realizar el desacoplamiento entre las variables v y P, en pri-
mer lugar se deriva la ecuacion (2.2.13) respecto del tiempo y el resultado
se introduce en la ecuacién (2.2.12) obteniendo de esta forma la ecuacién de
onda lineal

O*P(r,t)
ot

Para el caso de un campo de presion armonico con una frecuencia angular

+ B(r)V[p ' (r)VP(r,t)] = 0. (2.2.14)

P(r,t) = P(r)e ™", (2.2.15)
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y expandiendo el segundo término de la ecuacion (2.2.14) obtendremos la

ecuacion de Helmholtz inhomogénea

[V? 4+ k*(r)| P(r) = —p(r)Vp ' (r)VP(r), (2.2.16)
siendo
k2 (r) = g((?)wQ. (2.2.17)

2.3. Condiciones de contorno

Cuando se realiza un estudio de un sistema generalmente nos centramos
en una region determinada del espacio donde nuestro sistema, en general,
presenta discontinuidades en el medio (paredes, cavidades, ect..). La presencia
de discontinuidades nos permite considerar que el sistema es homogéneo en
limitadas regiones o porciones del espacio considerando, por tanto, que el
sistema involucra la presencia de diferentes medios. A la regién espacial de
separacién entre dos medios se denomina interfaz.

Para la resolucion de problemas que involucran més de un medio es ne-
cesario imponer ciertas condiciones al campo que describe el sistema en la
interfaz definida por los dos medios. Estas condiciones se denominan condi-
ciones de contorno y dependen de la naturaleza de los medios involucrados
en el sistema, es decir, no son las mismas condiciones de contorno impuestas
en una interfaz que separa dos medios fluidos que las que se imponen en una
interfaz que separa un medio fluido de un medio elastico. Sin embargo, dichas
condiciones se pueden generalizar considerando una interfaz elastica-elasti-
ca, y posteriormente especificarlas para el caso de un fluido, considerando el
medio fluido como un medio elastico que no presenta ondas transversales a
la direccién de propagacion.

Las condiciones de contorno generales que se imponen en una interfaz
elastica-eldstica son la continuidad del vector desplazamiento u(r,t) y la con-
tinuidad de la componente normal del tensor de fuerzas o;:

ut=u (2.3.1)

> ohmi=> o, (2.3.2)
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donde los signos + nos indican el medio donde se ha de evaluar las cantida-
des indicadas. Si uno de los dos medios es un fluido, la primera condicién se
reemplaza por la continuidad de la componente normal del campo de velo-
cidades v del elemento del fluido. En el presente trabajo las interfaces estan
definidas por estructuras que presentan simetria cilindrica, a continuacion se
enumeran las condiciones de contorno que presentan los sistemas estudiados.

e Cilindro fluido en un medio fluido

- +
1or~(m)  _1ort) (2.3.3)
po O |_p, Pa O g,
P~ (R,) = P*(Ra). (2.3.4)
e Cilindro sélido en un medio fluido
0= aj@(Ra), (2.3.5)
1 0P
LOP W _ (R, (2.3.6)
Pb 87“ r=R,
—P~(R,) =0, (R,). (2.3.7)

De estas ultimas se puede extraer la condiciéon de contorno que ha de
verificar un sistema que se considera sélido rigido (p, — 00)

e Cilindro rigido en un medio fluido

19P ()

Pb or r=Rgq

= 0. (2.3.8)
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Figura 2.1: Definicién de variables para la caracterizacion del campo de pre-
siones en el interior de una guia de ondas de altura h. La guia se encuentra
rellena de un medio fluido caracterizado por la densidad p y la velocidad del
sonido ¢

2.4. Guia de ondas

En el presente trabajo se realizan estudios de sistemas acusticos que se
encuentran localizados en el interior de una guia de ondas (ver figura 2.1).
Para la realizacion de dichos estudios es necesario conocer la forma funcio-
nal del campo que caracteriza el sistema que, en nuestro caso particular,
corresponde al campo de presiones P(r).

En la obtencién del campo de presiones se realizan las siguientes hipotesis:
i) ausencia de fuentes dentro de la guia de ondas, ii) el campo de presiones
en el interior de la guia presenta un comportamiento arménico y, finalmente,
iii) los pardmetros que caracterizan el medio fluido en el interior de la guia
de ondas, densidad p y velocidad del sonido ¢, no dependen de la posicion.
Considerando estas condiciones la ecuacion de onda (2.2.16) se reduce a la
ecuacion de Helmholtz homogénea

[V?+K*(r)] P(r) = 0. (2.4.1)

Los sistemas actsticos estudiados en este trabajo presentan una simetria
cilindrica, siendo el campo de presién una funcién P(r,0,z). La ecuacién
(2.4.1) en coordenadas cilindricas es
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10 ( 0P(r,0,z) +l82P(r,9,z)+82P(r,9,z)
ror\' or r? 00? 0z

La resolucién de esta ecuacion diferencial en derivadas parciales se realiza

+K*P(r,0,2) = 0. (2.4.2)

mediante el método de separaciéon de variables. Este método se basa en supo-
ner que la dependencia funcional del campo de presiones se puede expresar
de la siguiente forma

P(r,0,z) = R(r)©(0)Z(z). (2.4.3)

Sustituyendo esta tltima expresién en la ecuacién (2.4.2) y dividiendo
por R(r),0(0), Z(z) se obtiene

+k=0. (24.4)

11 (9<T3R(r)> 1 1 0°0() 1 0°Z(z)

rR(r)or\ or 20(0) 802 ' Z(z) 022

Analizando la expresiéon anterior se puede encontrar un término que de-
pende unicamente de la variable z, pudiéndose establecer la siguiente relacion
1 0*Z(z
2) _ —K2. (2.4.5)
Z(z) 022

A través de la resolucién de esta relacién se puede extraer la forma fun-

cional Z(z)

Z(2) = Ae'*=* 4 Be =% (2.4.6)

donde A, B y k. son constantes cuyo valor se podra determinar a través de
las condiciones de contorno del problema a resolver.

Las guias de ondas presentadas en este trabajo estdan formadas por dos
superficies paralelas rigidas separadas una distancia h. En la resoluciéon de
los sistemas abordados en el presente trabajo, el origen de la coordenada z se
establece en una de las paredes que conforman la guia de ondas, situando de
esta manera las paredes en z = 0 y z = h, como se puede ver en la figura 2.1.
De la imposicion de la condicion de contorno de paredes rigidas explicada en
el apartado 2.3

-0 (2.4.7)
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A
0ZG)| (2.4.8)
0z |,
se obtiene la expresién final de Z(z)
Z(z) = Acos(k,z), (2.4.9)
siendo
k, = % n=041,42, - (2.4.10)

la cual nos indica que k, no puede tomar cualquier valor sino que es una
variable discreta cuyos posibles valores son multiplos enteros de 7. Teniendo
en cuenta la ecuacién (2.4.5) y multiplicando por 72, la ecuacién (2.4.4) se

puede reescribir como

r 0 ( OR(r) 1 0°00) 5,5
R(T)E(r o ) + o(0) o0 +1r°k, =0, (2.4.11)
siendo
k2 =k* — k2. (2.4.12)

Vemos que O(6) debe cumplir

(2.4.13)

donde ¢ es una constante.
La solucién a esta ecuacién es andloga a la ecuacién (2.4.5), obteniendo

la forma funcional de la funcién ©(9)

+00
O() = > Ae (2.4.14)
q=—00
Para que la condicion de periodicidad en # se verifique, la constante ¢ ha
de ser un valor entero. Retornando a la ecuacién (2.4.11), desarrollando el
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término de la derivada parcial con respecto de r, multiplicando por R(r) y
teniendo en cuenta (2.4.14), obtenemos la ecuacién que satisface la funcién
R(r)
O?R(r)  OR(r)
2 2 2 —
L +r o + (k; —q¢*)R(r) = 0. (2.4.15)

Esta ecuacién es la ecuacion diferencial de Bessel, cuyas soluciones son

R(r) = A, Jy(kr) + B,Y,(kr), (2.4.16)

donde J, y Y, son, respectivamente, la funcién de Bessel de primera y segunda
especie.

Finalmente la forma funcional del campo de presiones en el interior de
una guia de ondas se obtiene sustituyendo las ecuaciones (2.4.16), (2.4.14),
(2.4.9) en la ecuacion (2.4.3) y haciendo las suma para todos los valores po-
sibles de q y de k,

P(r, 0,z k) = Z Z [AgnJy(kr) + By Yy(kyr)] e’ cos(%z). (2.4.17)

n=0 g=—o00

2.5. Cristales Sonicos

Un cristal sénico es una estructura peridédica constituida por elementos
dispersores del campo acustico y a través de la cual esta permitida la pro-
pagaciéon de las ondas. La interaccion del campo acustico con los elementos
dispersores produce, en general, un acoplamiento del campo de presiones
en el interior de los elementos dispersivos excitando, de esta manera, ondas
elasticas que se propagan en el interior de estos elementos.

El problema consiste, principalmente, en obtener los parametros que ca-
racterizan estas distribuciones periédicas, pero también caracterizar la pro-
pagacién de las ondas actusticas a través de estas distribuciones y los efectos
del campo dispersado.

Los sistemas tratados a lo largo del presente trabajo son estudiados en
el limite de grandes longitudes de onda. En este limite las distribuciones
de elementos dispersores del sonido se comportan como un medio efectivo,
que presenta unas propiedades acusticas que difieren de las que presentan
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Figura 2.2: Cristal sénico localizado en el interior de una guia de ondas de
altura h. Los elementos dispersores del sonido son cavidades cilindricas de
longitud L y radio R que penetran en una de las superficies de la guia.

individualmente los elementos dispersivos que lo componen. Este limite se
conoce como limite de homogenizaciéon y define un nuevo tipo de material
acustico denominado metamaterial, cuyas propiedades actsticas no se pueden

encontrar en la naturaleza.



Capitulo 3

Dispersion del campo acustico:
Matriz-T

Este capitulo comienza explicando el método utilizado para la obtencién
de la matriz-T, que caracteriza las propiedades dispersivas del campo acustico
de una discontinuidad localizada en el interior de una guia de ondas. Poste-
riormente se introduce la teoria de la dispersion miultiple, donde se analiza
un sistema formado por un nimero finito de elementos dispersores del campo

localizados de una manera arbitraria en el espacio.

3.1. Dispersion de ondas

El fenénemo de dispersion se produce cuando un campo externo alcanza
una region cerrada del espacio 0§2 que presenta diferentes parametros acusti-
cos con respecto al medio que lo rodea. Esta variacién provoca la excitacion
de un campo dispersado cuando se produce la propagacién de la onda acusti-
ca a través de dicho medio. A la regién del espacio que provoca el fenémeno
de dispersion se le denomina region dispersiva.

En este trabajo, debido a la simetria cilindrica que presentan los elementos
de dispersiéon del campo, la frontera entre ambos medios correspondera a una
superficie cilindrica con el eje paralelo al eje z.

El campo externo incidente en una guia de ondas sin fuentes se puede
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=1

Figura 3.1: Esquema del problema general de dispersion del campo acustico.
El sistema consiste en una guia de ondas, de altura h, en cuyo interior se lo-
caliza una regiéon dispersiva 0{) que presenta diferentes parametros acusticos
respecto al fluido que lo rodea.

descomponer siempre mediante las funciones regulares de Bessel J, ()

P™(r,0, z;w) Z Z Agndy(kpr)e'® cos(%z) (3.1.1)

n=0 g=—o0

sin embargo, para caracterizar el campo dispersado es necesario incluir el

comportamiento de las funciones no regulares de Bessel Y, (+)

o0

S G i nm
P (1.0, 2; w) Z Z [BynJg(knr) + CgrYq(knr)le qecos(Tz), (3.1.2)

donde k,, = (Cﬂb)2 ("}f ) es el nimero de onda, ¢, la velocidad del sonido
y h la altura de la guia de ondas.
Para que el campo dispersado verifique la condicién de radiaciéon Som-

merfeld,

apdis )
r( o T ide’S> —0 con r — oo, (3.1.3)
r

la ecuacién (3.1.2) toma la siguiente forma

P60, zw) = Y Z By H, (k) qucos<"hﬂ > (3.1.4)

n=—00 ¢g=—00

donde H,(-) = Jy(-) +iY,(+) es la llamada funcién Hankel.
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Esta expresion es la que se utilizard para caracterizar el campo dispersado
fuera de la region dispersiva.

En el problema general (ver Fig.3.1), los coeficientes A, del campo inci-
dente son magnitudes conocidas, mientras que los coeficientes B, son mag-
nitudes a determinar. Los coeficientes By, son magnitudes que dependen de
la naturaleza del dispersor y del campo incidente.

La dependencia con el dispersor se obtiene mediante las condiciones de
contorno. La dependencia con el campo incidente se puede obtener mediante
argumentos fisicos.

Todos los fenémenos de dispersién del campo acustico analizado en este
trabajo son lineales en frecuencia, esto significa que el campo dispersado
por la incidencia de un campo externo asociado a una frecuencia w sobre la
region dispersiva correspondera a la misma w. Para caracterizar el campo
dispersado se tiene que encontrar para cada coeficiente By, una funcién del
siguiente tipo

Bqn = fqn(Asm)> (3'1'5)
donde ¢,s =0,£1,£2,--- ;oo yn,m=0,1,2,---,00 son nimeros enteros.
Si imponemos el comportamiento lineal en la respuesta del campo interno la
funcién f,, es un tensor, de manera que la relacién (3.1.5) sera

o0

s=00
Bon =Y Y (T(w;&)gs)nmAsm, (3.1.6)

n=0 s=—oo
donde el argumento £ indica que los elementos de la matriz (7)., dependen
de una serie de constantes fisicas. Los elementos de la matriz (Ts)n, forman
la denominada “matriz de transferencia” o matriz-T. La expresiéon de la ma-
triz no sélo depende de la naturaleza fisica del elemento dispersor del campo

acustico, sino también, de la forma externa del elemento dispersor.

3.2. Campo incidente: La onda plana

Cuando se trabaja en el marco de la teoria de la dispersion multiple
los campos incidentes, independientemente de su forma funcional, se han de
expresar en términos de las funciones regulares de Bessel.

En este trabajo se ha usado la onda plana como campo incidente. La
finalidad de este apartado no es solo introducir el concepto de onda plana
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Figura 3.2: Definicién de coordenadas para el campo incidente.

sino mostrar también cémo se puede expresar la onda plana en términos de
la funciones regulares de Bessel.
La onda plana es una distribuciéon de campo que presenta la siguiente
forma funcional
Pi(r) = Che™T, (3.2.1)

donde k = k.2 + k,y + k.2 es el vector de onda expresado en coordenadas
cartesianas y C, es la amplitud de la onda.
La expansion de Jacobi-Anger nos permite expresar la onda plana como

P"(r;k) = Coe™™ = C,(Ae™** + Be™=?) Z i9e "% ] (k,r)e'?.  (3.2.2)

q
En este trabajo la onda plana se propaga en el interior de una guia de
ondas de altura h. Aplicando las condiciones de contorno en las paredes de

la guia la expresion anterior se puede reescribir como
. . ) . nim
P (r: k) = C,e*" = C, i%e=% J (ke cos| — 2z |. 3.2.3
(x;K) X3t ) ). 323

Comparando (3.2.3) con (3.2.1) vemos que los coeficientes del campo in-
cidente en la base de coordenadas cilindricas A,, se expresan de la siguiente

forma

Agn = Cyite™ cos <%z) . (3.2.4)
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En la teoria de la dispersion muiltiple, el cédlculo del campo dispersado
debido a la presencia de N elementos se realiza mediante la suma del campo
dispersado por cada elemento que constituye el cristal. El campo dispersado
por cada elemento se calcula teniendo como origen de sistema de coordenadas
el centro de dicho elemento cuya contribucién se va a calcular. De esta manera
tendremos N cambios de origen de coordenadas para calcular el campo total
dispersado del cristal sonico.

Por ello se hace necesario mostrar la modificacién en la expresion del
campo incidente al someterlo a un cambio de sistema de referencia que lo
describe ' = r — R/.

Para la obtencion de la expresién se considera que no hay cambio en
la coordenada z entre los dos sistemas de referencia, es decir, el cambio de

coordenadas se realiza en el plano con 2z’ = z,
r'=r— R, (3.2.5)

donde R’ es el vector que va desde el origen de coordenadas del sistema de
referencia r al origen de coordenadas del sistema de referencia r’

Pm<7‘, k) _ Coeik-r _ Ooeik-R’eikzzeik-r’
(3.2.6)

R = VAN Y nm
=C, E E R e “19"Jq(k;n?")e’q0 coS (TZ)’
n gq

obteniendo asi la relacién que cumplen los coeficientes del campo incidente

acustico expresados en dos sistemas de referencia diferentes

A;n — Coeik-R/iqeiqeo COS(%Z) = eik.RlAqn, (327)

3.3. Matriz-T de una cavidad con un fluido

anisétropo en su interior

En esta seccion se explica el proceso para obtener la expresion, de la
matriz T para el sistema mostrado en la figura (3.3). El sistema esta formado
por una guia de ondas de altura h y una cavidad cilindrica de paredes rigidas
de altura L y radio Ry, perforada en uno de los lados de la guia. El interior
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v<

Figura 3.3: Esquema para la obtencion de la matriz-T. El sistema esta for-
mado por una guia de ondas, de altura h, y una cavidad de altura L y radio
Ry. El interior de la cavidad presenta un cilindro rigido de radio R, rodea-
do de un fluido anisétropo caracterizado por una densidad tensorial p, y un
modulo de compresibilidad B, escalar. El sistema se divide en dos regiones:
region I, fuera de la cavidad y que presenta unos pararametros acusticos py
v ¢, v la regién II, dentro de la cavidad.
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de la cavidad presenta un cilindro rigido, de radio R,, rodeado de un fluido
anisotropo; es decir, de un fluido cuyas propiedades acisticas dependen de la
direccion de propagacion de la onda actstica, caracterizado por una densidad
tensorial p,, y un médulo de compresibilidad escalar B,.

La obtencién de la matriz T se realiza haciendo uso del método de adap-
tacion de modos (“mode matching”) [KT70,1to76,Ri76, TP83, KWB85, RGP,
RP87,RSP89,Chr10]. La base tedrica de este método fue formulada por Schel-
kunoff [KT70] para guias de ondas electromagneticas.

El método consiste fundamentalmente en la descomposicion de las ondas
acusticas en sus modos propios, los cuales constituyen una base ortogonal, y
la proyeccién de estos modos en las condiciones de contorno que el sistema ha
de satisfacer. A continuacién se mostrara, de una forma detallada, el proceso
de obtencién de la matriz-T.

En la figura (3.3) se puede observar que el sistema se ha dividido en dos
regiones. Se denomina regién I a la zona de la guia de ondas fuera de la region
dispersiva, y region II a la zona de la guia de ondas que se encuentra en el
interior de la region dispersiva. El campo de presiones que describe la region

I se construye mediante la suma de dos contribuciones
Pl(r;w) = P™(r;w) + P (r;w), (3.3.1)

donde P™ es el campo incidente y P#*P es el campo dispersado por la regién
I1. El campo dispersado en la region I ha de verificar la condicién de radiacion
de Sommerfeld (ver Ec.(3.1.3)).

Teniendo esto en cuenta, la forma funcional del campo de presiones en la

region I viene dada por

Pl(r;w) = Z Z[Aqn‘]q(k{zr) + Banq(kr[Lr>]q)£(z)6iqg> (3.3.2)

g=—00 n=0

donde A, y By, son los coeficientes del campo incidente y campo dispersado,
respectivamente. Las funciones ®!(z) son autofunciones normalizadas de los
modos propios verticales k! de la regién Iy que satisfacen las condiciones de

paredrigidaenz:()yz:h,esdecir,%:()enz:()yz:h,

dl(2) = \/%cos(kfwz), €n = { L si n70 . (3.3.3)

2 st n=0
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Estas autofunciones constituyen una base ortonormal en la region I cum-

pliéndose la siguiente relacion de ortogonalidad

h
/ L (2)®L(2)dz = Opp- (3.3.4)
0

Los coeficientes ¢, se obtienen al normalizar la condicién de ortogonaliza-
dad de los modos verticales. Finalmente, las cantidades k! y k! representan
a las componentes transversal y vertical del vector de ondas k', cuyos valores
se pueden obtener mediante las siguientes relaciones

2
k2= (2) -~ k=T (335

Cp h
Llegados a este punto cabe recordar que en los problemas analizados a
lo largo de este trabajo se generan dos tipos modos, los propagantes y los
evanescentes. El nimero de modos propagantes depende de la geometria del
problema a analizar y de la frecuencia de trabajo. En nuestro caso, se dice

que un modo es propagante si dado un n se cumple la siguiente condicion

<5)2 —(KL)? >0, (3.3.6)

Co

mientras que si no satisface dicha relacion se le denomina evanescente.
El campo de presiones que describe la regiéon II presenta dos contribucio-
nes

P (r;w) = Pt (r;w) + P~ (r;w) (3.3.7)

donde P* es el campo transmitido de la regién uno a la regién Iy P~ es el
campo dispersado debido a la presencia de un cilindro rigido, de radio R, y
altura L + h, localizado en el interior de la zona dispersiva.

En la region 11 la onda se propaga a través de un fluido anisétropo caracte-
rizado por el tensor diagonal densidad p, y por el médulo de compresibilidad
escalar B,. La resolucion de la ecuaciéon de ondas para un fluido anisétropo
establece que el campo de presiones en la region I1 presenta la siguiente forma
funcional

o ol o]

P! (r;w) = Z Z [Cqu'yq(kﬁﬂ + ququ(kgT)}eiqeq){vﬂz)a (3.3.8)

g=—00 m=0
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donde Cy,, v Dy son los coeficientes del campo transmitido y del campo
dispersado por el cilindro rigido. Las funciones ®!! son las autofunciones de
los modos verticales propios de la region 11

€m 1 st m%O
P (2) = 1/h+Lcos(k,I,fzz), €m :{ 5 s me0’ (3.3.9)

=0enz=0yz=L+h

oP
las cuales satisfacen la condicién de contorno

Fr
y constituyen una base ortonormal en la region II

h+L
/ O (D1 (2)dz = Oy (3.3.10)
0

Las cantidades k! y kI corresponden a la componente normal y vertical

del vector de ondas kI I y vienen dadas por las siguientes expresiones

2
iy = (2) - oki? = (3.3.11)
donde ¢, es la componente radial del tensor velocidad de propagacion de la
onda, v = Z—; Yy = \/g son los indices de anisotropia, respecto a la
direccion radial, de la componente angular y vertical, respectivamente.

La relacién entre los coeficientes Dy, y Cyy, se puede obtener imponiendo
la condicién de cilindro rigido localizado, segtin el esquema de la Fig.3.1, en
r=R,

OPH (r;w)

o — 0. (3.3.12)

r=Rq

Sustituyendo en esta ecuacién la expresion (3.3.8) del campo P! obtene-

mos la expresion final del campo de presiones en la region 11

PH I‘ OJ Z ZC kH ) — MY (kHT)]eiquDH(z)
’qu ’Yq Y (kIIR ) Yq m m .
q\"'m **a

q=—00 m=0 Y

(3.3.13)

v — 90X 8u(7")
donde X (u(r)) = 5 dr
Una vez caracterlzadas las dos regiones que forman el sistema se imponen
las condiciones de contorno que deben satisfacer los campos en la interfaz,

que se encuentra situada, segin la Fig.(3.3), en r = R,

P (r;w)| = P (r;w)| (3.3.14)

r=Ry, r=Ry’
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1 9P (r;w) _ 1 0P!(r;w) (3.3.15)

Po or r=Ry Pr or r=Ry

La primera condicién corresponde a la continuidad del campo de presiones
en la interfaz, mientras que la segunda corresponde a la continuidad de la
componente normal de la velocidad de propagacion.

Para una correcta proyeccion de los modos propios en las condiciones de
contorno anteriores primero se ha de buscar cudl es la condicién de contorno
mas restrictiva que se aplica en la interfaz, y cudl de las regiones en que se
divide el problema produce esa restriccion. Una vez localizada la condicién y
la region mas restrictiva se procede a proyectar en esa condiciéon de contorno

los modos propios de esa region.

En el sistema que estamos analizando la condicion maés restrictiva es la de
la continuidad del campo de presiones y el motivo de esta restriccién se debe
a que el campo de presiones en la region I esta definido para z €[0, h]. Por
tanto, en nuestro caso, se proyectan los modos de la regiéon I en la condicion
de continuidad del campo de presiones, mientras que los modos de la regién
IT se proyectan en la condicion de continuidad de la componente normal del

campo de velocidades, pudiendo asi escribir

h h
/OPI(r;w)‘TRbtpé(z)dz:/o PH(I';w)‘T:Rbéé(z)dz, (3.3.16)
i h+L OP!(r;w) (IDH(z)dZ:l/thL OP (r;w) (I)H(Z)dz'
Po Jo or r=Ry, g PrJo or r=Ry *
(3.3.17)

Después de integrar los campos y teniendo en cuenta la propiedad de
ortogonalidad de los modos propios (3.3.6) y (3.3.10), las ecuaciones (3.3.16)
y (3.3.17) se convierten en

AgeJy (ki Ry) + By Hy(k{Ry) =

o kTR (3.3.18)
Jo(K R,
Com | oo (KHr) — Xm0y (LI Gy
mZ:O q [vq( m ) qu(kgRa) vq( m )} k
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p—z AgnJy(KERy) + Hy (kL Ry)| Gy =
b n=0

(3.3.19)

1 : J..(KITR,
_qu[t]w(kifgb) W(—k)

— = Y. (kH R,
Or }/’Yq(klija) ’Y(I( k b):|

donde Gy, representan la interaccion entre los modos de la region I y II,

respectivamente, cuyos valores son

" 1/ h
Grm E/ i (2)®H(2)dz = = €kEm {sinc((k,ﬁz+kfrfz)h)+sinc((k,£z—kfnlz)h) :
0 2Vh+L
(3.3.20)
siendo sinc(x) = %
Los coeficientes ., se obtienen de la ecuacién (3.3.19)
r s~ [ g (kL Ry) Gt Agn + Hy(kLRy) Gt Byn
c, Z&Zl ol )G Ay +(k EE 0)Crni By } (3.3.21)
P =0 quk(kéle) Myvqk(kHRb)

k(ki' Ra)

y, se insertan en la ecuacién (3.3.18) para obtener, después de un poco &lge-
bra, la siguiente relacién

0o oo Joo (K Ry) + Jw(’“—RaY (kI R,)
A ) = 2257 57 ) G G~ R g =
Po n=0 m=0 qu(kUR ) %Yw(kHRb)

7 II
r N — : Jw(kgm]Rb) + 'JW(szRa)qu(kgRb)
— | By H, (kI Ry) — &ZZ{Hq(kgRb)kaGnm — ’;E:mﬁi - } 1
Pb n=0 m=0 J’yq(km Rb) + %qu(kj Rb)
(3.3.22)

Esta ecuacion se puede reescribir en forma matricial

o0 oo

Z(jq)knAqn == Z(ﬁq)kann (3.3.23)
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donde
7 II
~ b . qu("%{r{Rb) + L']W(k—?lzRa)Yﬁq(kﬁRb)
(Jq)kn = Jq(k‘]gRbysnk - p_ Z [Jq(kin)szmGnm . ?;WE:ZZQ; B
P m=0 qu(’“?{{Rb) + me(lﬁ{,{Rb)
> qu(kHRb) + L‘].W(k%Ra) vq(kHRb)
A r 4 m Y’Yq km a m
() = Hy (KL~ 22 3 | ) GG ulliiRe)
Po m=0 qu<k£{Rb) + myvq(k{n[}%b)

(3.3.24)

Multiplicando la ecuacién (3.3.23) por la inversa de la matriz (H,);}, pode-
mos obtener los B,

qu = Z(Tq)mnAqn (3325)

n=0

donde o
(T)mn = — Z(F[q);z}c(jq)kn (3.3.26)

k=0

obteniendo de esta manera la matriz de transferencia del sistema.

3.4. Casos particulares

En esta seccién se describen las expresiones particulares de las matrices-
T utilizadas para la obtencién de los parametros efectivos de los estructuras
estudiadas. Estas expresiones corresponden a casos particulares de la matriz
obtenida en la seccién (3.3). En todos los casos expuestos, la matriz T se
calcula haciendo uso de la expresion (3.3.26). Los casos particulares expues-
tos unicamente modifican las expresiones de las matrices (Jy)em ¥ (Hy)im

necesarias para el cdlculo de la matriz-T.

3.4.1. Matriz-T de una cavidad con un fluido isétropo
en su interior
Para obtener la matriz-T que caracteriza a éste sistema se considera que

v =7, =1, p, y ¢, son escalares y verifican p, = pyg = p, = p,. Se pueden
distiguir dos situaciones:

|

|
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e Matriz-T de una cavidad con un cilindro rigido en su interior

En este caso las ecuaciones (3.3.24) se transforman en

] 5 Jo(KL Ry) + Jelbsifiely, (pIIR, )
(Jq>kn = J‘](klgRb)(snk — & Z [Jq(kéRb)kaGnm .q quzng )
Po im0 Jy(EITRy) + AN Y (kHRb)
~ 0o ) J(kIIRb) Jq(k: Ra)Y(]{JIIR)
o i - 5,
Pb 120 Jo(KITRy) + o “)Y(k:”R)

Yo (kLI Ra)
(3.4.1)

e Matriz-T de una cavidad vacia

En este caso la cavidad no tiene un cilindro rigido en su interior. El campo en
la region 11 se construye con el campo transmitido de la region I a la regién I1.
Este caso se puede obtener a partir de las ecuaciones (3.3.24) considerando
que los términos con las funciones Y,4(-) v Y44(-) no contribuyen, pudiendo

escribir

) 0 o [Ty (kL RY) G G . (k”Rb)}
I Ven = Jo(KLRy)6, — 22 ["” : om0,
( q)k q( F b) . /)bn;] Jq(krlnIR5>

(3.4.2)

(Hg)kn = Hy(kjRy)Oni — Z:Z

[Hq(’fﬁRb)kaGnqu(kﬁRb)}
0 Jo(kH Ry) '
3.4.2. Matriz-T de una cavidad con un fluido que pre-

senta una fuerte anisotropa angular

En este caso el fluido localizado en el interior de la cavidad presenta
Unicamente anisotropia en la componente angular pg — oo, v = 0, 7,=1,
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Figura 3.4: Campo de presiones de una cavidad de longitud L = 0.5h lo-
calizada en el interior de una guia de ondas de altura R, = 0.9h para una
longitud de onda A = 3.64h. Para el calculo del campo de presiones se ha
considerado que la densidad y la velocidad de propagacién en el interior de
la cavidad verifican las siguientes relaciones p,=py ¥ c,=cs.

modificando de esta manera las ecuaciones (3.3.24)

R > . JO(kﬁRb) JO(knRa)Yb(k R )
(J)n = Jo(kLR) 5w — 223 [Jq(k,{Rb)kaGnm . A ]
py = Jo(KI Ry) + 22 (k”RZ)YO(k IR,)
. < T Jo(KHRy) + JO by R”Yo(k,{{Rb)
Po m=0 JO(k'{r{Rb) + YO(kIIRa)Yb(kgRb)
(3.4.3)
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3.5. Campo lejano

Los mapas de presion 2D nos proporcionan una forma visual de compren-
der algunos aspectos del fenémeno de dispersién del campo acustico debido
a la presencia de elementos dispersivos. Sin embargo, la comparacion de dos
campos de presiones diferentes es una tarea dificil de realizar. Siendo, por
tanto, necesario una forma de representacion que nos permita realizar la
comparacion de una manera més sencilla.

El campo lejano es una cantidad usual para entender las propiedades del
campo dispersado debido a la presencia de elementos dispersivos y se define

CO1mo

0¥ (0 z;w) = lim [v/rP™(r,0, z;w)|. (3.5.1)

T—00

Empleando la forma asintética de la funcion de Hankel para argumentos

grandes (ver apéndice A) podemos reescribir el campo dispersado como

oo o0

P (r;w) =Y Y By Hy(kir)e ™ @) (z) ~

n=0 g=—o0

(3.5.2)

533 e T (B, ).

n=0 g=—o00

Si consideramos que para una frecuencia dada w en nuestro sistema pre-
senta N modos no evanescentes, la ecuacién (3.5.2) se puede desdoblar en
dos contribuciones

N 00
1S 2 iklr . [
Pirw) = 30 37 e TN (i), D (2)

n=0 g=—o00

(3.5.3)

- Z Z klm" 46_k1( i)q(Bq)neiqe(Di(Z)a

n=N-+1qg=—o0

donde hemos usado que la k! de los modos evanescentes es imaginaria pura.
Sustituyendo esta expresiéon (3.5.3) en la ecuacién (3.5.1) el término de los
modos evanescentes tiende a cero, contribuyendo en el célculo del campo
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90 ;5

270

Figura 3.5: Campo de dispersién lejano para el caso de un cilindro rigido
(curva continua) y una cavidad (curva discontinua), localizados ambos en el
interior de una guia de ondas, de altura R, = 0.9h. La longitud de onda
es el doble del radio del elemento de disperséon considerado en el calculo
(A = 1.82h). Para la cavidad se ha usado p, = pp y ¢co = ¢ y L = 2h.
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lejano los N modos que se propagan en el sistema

Z > T B2 (2)).

n=0 g=—o0

o%(0, z;w) (3.5.4)

La cantidad calculada para un angulo # = 0 se denomina “foward scatte-
ring” vy se denota por O'O P vy la cantidad calculada para un 6 = 7 se denomina
“back scattering” y se denota por gdiP.

En la figura (3.5) se representa el campo de dispersion lejano correspon-
diente a un cilindro rigido y una cavidad, ambos localizados en una guia de
onda de altura h = 1.1R;. La cavidad presenta un longitud L = 2h.

Se puede ver que el campo dispersado por el cilindro rigido es mayor que
el campo dispersado por la cavidad presentando una mayor dispersion en la
region incidente del campo de presiones, como es de esperar.

3.6. Convergencia

En los sistemas analizados a lo largo de este trabajo se considera el modo
fundamental como el tinico modo que se propaga en la guia de ondas. No
obstante, para el cdlculo de la matriz-T se consideran los modos evanescentes,
debido a que en el proceso de célculo de la matriz-T hay una inversién de
matrices, influyendo de esta manera los modos evanescentes sobre el elemento
(Ty)oo correspondiente al modo fundamental. Por tanto es necesario hacer un
estudio de convergencia sobre la matriz (7}),, y otro estudio sobre el calculo
del campo dispersado.

3.6.1. Convergencia de la matriz-T

Para estudiar la convergencia se elige un nimero N de modos evanes-
centes y se realiza el calculo de la matriz-T. Una vez terminado el célculo
se incrementa el nimero de modos evanescentes N = N + 1 y se vuelve a
calcular la matriz-T para finalmente comparar este resultado con el resultado
obtenido en el calculo anterior. Este procedimiento se repetird a menos que
la diferencia entre ellos sea menor o igual a un error definido previamente y

que se considera aceptable.
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Figura 3.6: Estudio de la convergencia del elemento de la matriz T para el

orden ¢ = 0. En la figura se muestra los valores del elemento de la matriz

(To)oo correspondiente al modo fundamental para diferentes valores de N

frente a un barrido en frecuencia.
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3.6 Convergencia

Figura 3.7: Estudio de la convergencia del elemento de la matriz T para el

orden ¢ = 1. En la figura se muestra los valores del elemento de la matriz

(T1)oo correspondiente al modo fundamental para diferentes valores de N

frente a un barrido en frecuencia.
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Figura 3.8: Estudio de la convergencia de campo dispersado para los dife-
rentes ordenes ¢. En la figura se representa los valores del campo dispersado

en la direccion incidente frente a un barrido en frecuencia.

Las figuras (3.6) y (3.7) representan los resultados obtenidos para el ele-
mento de matriz (Tp)oo v (71)oo para diferentes valores de N. En ellas se
puede observar que la convergencia depende de la frecuencia. Por tanto el
numero de modos evanescentes N que se debe escoger dependera del ran-
go frecuencial en el que se realizara el estudio. En este trabajo se considera
A > 0.5R;, quedandose la convergencia garantizada para N = 4. Se ha re-
presentando unicamente los modos ¢ = 0 y ¢ = 1 debido a que estos modos
son predominantes en el calculo del campo dispersado. Aunque el estudio se
ha realizado hasta ¢ = 4 se ha considerado que las graficas de convergencia
de los otros modos no aportan informacién adicional a la discutida en las
graficas mostradas.

3.6.2. Convergencia del campo dispersado

Una vez garantizada la convergencia de la matriz-T, se obtienen los coe-
ficientes del campo dispersado pudiendo calcular el campo con la siguiente
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expresion.

PUs(r: w) Z ZBan DL (2)e. (3.6.1)

qg=—00 n=0

Esta suma infinita de ¢ se puede reducir a un valor finito () siempre que
aseguremos que la suma ha alcanzado la convergencia. El criterio de conver-
gencia es el mismo que se ha usado en la seccién anterior, es decir, una vez
seleccionado un valor finito @ se calcula el campo dispersado. Una vez calcu-
lado el campo dispersado se incrementa el valor () = () 4+ 1 para finalmente
comparar este resultado con el obtenido anteriormente. Esta operacién se
realiza hasta que la diferencia entre los campos dispersados calculados sea
menor que un cierto error definido previamente y que se considera aceptable.

En la figura (3.8) se representa el campo lejano para 6 = 0 frente a la
frecuencia para diferentes valores de q. Al igual que ocurre en la seccién
anterior la convergencia depende del rango frecuencial en el que se realiza el
estudio. Para el rango de frecuencias considerado en este trabajo, A > 0.5R,,
la convergencia queda garantizada para ¢ = 4.

Es recomendable realizar una analisis de convergencia para todos lo sis-
temas que sean objeto de estudio. El motivo de realizacién del analisis con-
vergencia es debido al tiempo requerido por la CPU para la resolucién de un
sistema que contenga un nimero elevado de elementos dispersivos del campo
acustico. En este tipo de sistemas, si no se realiza un analisis de convergencia
el tiempo de resolucién puede ser excesivamente elevado, siendo recomenda-
ble usar el nimero mas pequeno (),,., que garantice la convergencia.

3.7. Elementos dispersivos localizados arbi-

trariamente en el espacio

Considérese una guia de ondas, de altura h, en cuyo interior se encuentran
L dispersores localizados en R, con a =1,2,--- , L.

Si un campo incidente P™(r,w) interacciona con dichos elementos, el
campo total dispersado vendra dado por la suma del campo dispersado por
cada uno de ellos, es decir

[© Sl o]

PUP(ry w Z > (Ba)gmHy(khra)e™e®,(z,), (3.7.1)

a=1 g=—o0 n=0



46 Dispersion del campo actstico: Matriz-T

Cilindro-B

Figura 3.9: Definiciéon de las variables empleadas en la teoria de dispersion
multiple.

donde H,(-) es la funcién de Hankel de orden ¢ de primera especie, r, =
(Ta, Oa, z) son las coordenadas cilindricas respecto al sistema de referencia
localizado en el centro del elemento dispersor-a; es decir, r, = r — R, como
se muestra en la figura (3.9), k! corresponde al niimero de onda de la regién
no dispersiva, cuyos valores vienen dados a través de la siguiente expresion
kL = (Cb)2 — (””) y, finalmente, (B, )4, son los coeficientes a determinar.
El campo incidente en el cilindro « se puede expresar como una combinacién

lineal de funciones de Bessel de primera especie:

P™(ro;w Z Z Jo(klrg)e =l (2,). (3.7.2)

g=—00 n=0

Los coeficientes del campo incidente (A,)qn estan relacionados con los
coeficientes del campo dispersado (B, ),, mediante la siguiente relacién:

= > > (Ta)as)nm(Aa)sm, (3.7.3)

s=—oo0 m=0

donde T, es la matriz T del elemento dispersor «.
El campo total incidente en el elemento dispersor « es la suma del campo
externo incidente P**(r,;w) y el campo dispersado por todos los demds
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elementos, es decir

o0

Pr(rgi) = 30 S (A (k)L 2+

g=—00 n=0

(3.7.4)

ST S (B)gnHy(Krg)e " @ (25),

n=0 g=—o0 f#a

donde los coeficientes (A2),, corresponden al campo incidente externo refe-
renciado en el elemento dispersor a.

El término del campo dispersado se puede escribir en el sistema de referen-
cia del elemento dispersor o mediante el uso del teorema de Graf (ver apéndi-
ce A). Pudiendo, de esta manera, reescribir la ecuacién (3.7.4) en términos
del elemento dispersivo «a,

oo o0

Pzn ra; Z Z AO qn kITa) 1q9aq)l< )

g=—o0 n=0

(3.7.5)
F 3 3 S et i)
g=—00 n=0 f#a s=—o0

Si comparamos la ecuacién (3.7.5) con la ecuacién (3.7.2) obtenemos que los

coeficientes del campo incidente vienen dados por la siguiente relacién

(Aa)gn = (AD)gn + > Z (Bg)snHys (kL7 os)eis= 0005 (3.7.6)

BF#a s=—00
Multiplicando la ecuacién (3.7.6) por ((14)rq)nm ¥y sumando, para los valores
posibles de ¢ y m, se obtiene la siguiente relacién

[e.e]

YD (T)rg)um Z Y (Ta)r)um(A2) gm+

m=0 g=—o0 =—00

(3.7.7)

Z Z Z Z T)ra)nm Hos (k] 7)€~ 0%5 (B

B#a s=—o00 m=0 g=—o00
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Haciendo uso de la ecuacion (3.7.3) se puede agrupar los coeficientes (By)rn
en la ecuacion (3.7.7) obteniendo

ZZZ Gap)rs)nm(Bs)sm

B#a s=—o00 m=0

(3.7.8)
Z Z a rq nm Ao)qma
qg=—00 m=0
donde ((Gap)rs)nm se define como
((Gaﬁ)m)nm = Z ((Ta)rq)nmqus(kfnra,ﬁ)ei(Siq)gaﬁ- (3.7.9)
g=—00
Finalmente, definiendo
((Ma,é’)rs)nm = 5&65r56nm - ((Gaﬂ>rs)nm (3710)

La ecuacion (3.7.8) se puede escribir en forma matricial

) Z Z Mag)rs)nm(Bg)sm Z Z W) nm (A gm.  (3.7.11)

B#o s=—o00 m=0 qg=—00 m=0

Las sumas en (3.7.11) corresponden a sumas infinitas. En la seccién 3.6
se expuso que estas sumas se pueden reducir a una suma finita de valores que
garanticen su convergencia. Si la suma de ¢ y s se reducen a un valor Q4.
y las sumas en n y m a un valor M., la Ec.(3.7.11) nos define un sistema
lineal de N(2Qmaz + 1)(Mypas + 1) ecuaciones con N(2Qumaz + 1) (Mg + 1)
incognitas. La inversa de la matriz M nos permite obtener la solucion del
sistema de ecuaciones

B=M"'TA". (3.7.12)

Esta solucion esta obtenida en términos de la posicién, de las propiedades de
cada uno de los elementos de dispersién y del campo externo.
En este trabajo el campo externo es una onda plana de amplitud Cy y un

dngulo de incidencia 6, los coeficientes (A2),, vienen dados por la expresién

(A) 0 = Cile 0o kRe (3.7.13)



3.7 Elementos dispersivos localizados arbitrariamente en el
espacio 49

0 20 40 60
z/a

Figura 3.10: Dispersién del campo acustico en el plano (r,6) definido por
z = (0 debido a una distribucién cuadrada de cavidades, de longitud L = 0.39a
y radio R, = 0.36a, que presentan un cilindro rigido en su interior, de ra-
dio R, = 0.5Ry, localizadas en el interior de una guia de ondas, de altura
h = 0.36a. La figura de la izquierda corresponde a una A = 8a y la de la
derecha corresponde A = a. Se observa que el comportamiento dispersivo
de la distribucién depende de la longitud de onda. Cuando la A = 8a la
distribucién se comporta como un fluido homégeneo pudiendo observar una
concentracion del campo de presiones en el interior de la distribucion y en las
proximidades de la misma. Para el caso de A = a se observan ondas de difrac-
cién produciéndose una focalizacién del campo debido a las ondas difractadas
en los bordes de la distribucién. El color rojo indica amplitud maxima del

campo de presiones mientras que el color azul indica valor minimo.

Finalmente, el campo total de presién en cualquier punto del espacio es
la suma del campo incidente y el campo total dispersado

Mmaz  Qmax
P(rjw) = P"(r;w)+ » Y Z H,y(klry)eed! (2). (3.7.14)
n=0 ¢=—Qmas =1
En la figura (3.10) se representa el mapa de presién obtenido para el
caso de una onda plana incidiendo en una estructura periédica de elementos
dispersores ordenada en una red cuadrada, cuyo parametro de red es a. Los
elementos dispersores que forman la red periddica estan formados por una
cavidad, de altura L = 0.78a y de radio R, = 0.36a, que presenta un cilindro
rigido en su interior, de radio R, = 0.18a, localizados en el interior de una
guia de altura h = 0.39a.
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En la izquierda de la figura (3.10), se representa el mapa de presiones
obtenido para A = 8a; en este caso la estructura se comporta como un medio
homogéneo que presenta unas propiedades acusticas efectivas que difieren de
las que presentan individualmente los elementos dispersores, como se vera en
el siguiente capitulo.

En la derecha de la figura (3.10), se representa el mapa de presiones
obtenido para A = a; se puede ver un efecto de focalizacion del campo debido
a los efectos de difraccién que presenta la estructura.

Al igual que explicamos en la seccién 3.5 para el caso de un elemento de
dispersién del campo actstico, la forma usual de comparar los campos de
presiones obtenidos para el caso de dos estructuras compuestas por N ele-
mentos dispersores localizados de manera arbitraria en el espacio, es mediante
el campo lejano.

El campo dispersado por una estructura compuesta por L dispersores
viene dada por

P (r; w) Z Z Z H,y (kL ry)ei=d! (2). (3.7.15)

a=1 g=—oco m=0
Esta ecuacion, usando la expresion asintotica de la funcién de Hankel para

argumentos grandes (l{:r > 1), se puede reescribir como

2 . .
P ) =TS 5 S Bl e e ),
a=1 g=—oco m=0 a
(3.7.16)
donde el vector r,, segin la figura (3.9), es

r, =1 — R,, (3.7.17)

y por tanto
7">>Ra

ral? =1 + R2 — 2rR, cos( — ®,) r? — 2rR, cos( — @)
y (3.7.18)
|r| >~ r — R, cos(d — ®,),

de forma que (3.7.16) se puede escribir como

[ 2 T ~
szs I‘ w ~ e 2 § E k] ezkmrezqeae—zRa Cos(@—@a)q)?[n(z).
a=1 g=—o0 m=—00 ThmT

(3.7.19)
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Al igual que en el caso de un cilindro dentro de la guia de ondas para una
frecuencia w se propagaran M modos siendo, por tanto, el resto de modos
evanescentes.

Teniendo esto en cuenta y realizando algunas operaciones algebraicas llega-

mos a la expresion que nos permite calcular el campo lejano

ad“p(w,e) = lim |\/7_"Pdis(r;w)| =

700

(3.7.20)

L M 9
DD D o ) (Ba)gne e e )R] (2)
s
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Capitulo 4
Homogenizacion

En este capitulo se describe el método utilizado para la obtencién de
los parametros efectivos, médulo de compresibilidad efectiva B* y densidad
efectiva p*, que caracterizan una distribucién de elementos dispersores del

campo acustico en el limite de homogenizacién.

4.1. Homogenizaciéon de una distribuciéon de

elementos dispersores

Las teorias de homogenizacién para una distribucion de elementos de dis-

persién se basan en las expansiones asinténticas a baja w de los campos que
describen tanto la region dispersiva como la region no dispersiva.
Cuando se trabaja con metamateriales se asume que el nimero de onda aso-
ciado al medio que rodea la regién de dispersién es asintoticamente pequeno,
mientras que el nimero de onda asociado a la regién de dispersién no pre-
senta ese comportamiento asintético, siendo por tanto un nimero finito que
puede ser comparable al tamano del elemento de dispersién. Fisicamente,
esto significa que fuera de la region dispersiva el campo se propaga a través
de un medio efectivo, pero en el interior de las regiones dispersivas se pro-
ducen oscilaciones del campo. Estas conducen a la obtencién de parametros
negativos en un estrecho rango de frecuencias como se verda a continuacion
mediante un ejemplo.

Si la region dispersiva presenta una velocidad del sonido menor que la
region que la rodea ¢, < ¢, entonces se obtiene que la longitud de onda
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dentro de la region dispersiva es mucho menor que la longitud de onda del
medio que lo rodea, es decir, A\, < A,. Por tanto el campo fuera de la region
dispersiva oscila lentamente, ya que el campo presenta una frecuencia espa-
cial k, = w/cp, mientras que el campo en el interior de la regién dispersiva
presenta una oscilacién mayor como funcién de k, = w/c,.

La teoria de homogenizacion establece que para frecuencias por debajo de
un cierto umbral, es decir para A > 4a el cristal sénico se comporta como un
medio efectivo caracterizado mediante unos parametros efectivos constantes,
pero, debido al campo dentro de la region efectiva, el medio efectivo resultante
presenta unos parametros que son finalmente dependientes de la frecuencia.

El método de homogenizacion utilizado para obtener los parametros efec-
tivos es la homogenizacion del campo dispersado. Esta condicion de homo-
genizacion se basa en la suposicién de que, dado una distribucion finita de
dispersores, el campo dispersado para bajas frecuencias por la distribucién
serd igual al campo dispersado por un elemento homogéneo compacto. Ma-
temdaticamente esta condicién se expresa de la siguiente manera
Piia(rs ky) — Pien (T3 k)

1i hom\T
kgino Pdls ( ,k‘b)

hom

= 0. (4.1.1)

El campo dispersado por una distribucién de elementos dispersores es:

Piis(rike) = ) (Tt ) um ALy Hy (kfir)e @) (2), (4.1.2)

qgs nm

donde el elemento de matriz (T*""™),,,, es ( [TSDO6])
leSt Z Z Z aﬁ qk nl (Tﬁ)ks) Im- (413)

El campo dispersado por un elemento compacto homogéneo es

Pl (riky) =Y > (Th™)m A, Hy (kL) @) (). (4.1.4)
qgs nm
Estas expresiones se pueden simplificar empleando un elemento homogéneo
compacto con simetria cilindrica. Este hecho tiene como consecuencia que la
matriz-T se vuelva diagonal en ¢, simplificando de esta manera el calculo de
la misma.

Otro aspecto a tener en cuenta es que en el limite de homogenizacién A — oo
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se considera el modo fundamental como el inico modo no evanescente en la
guia de ondas, pudiendo omitir el sumatorio en n en las ecuaciones (4.1.2) y
(4.1.4). El campo dispersado por una distribucién de elementos dispersores
es
Py (riky) = (T8 )og AYH, (jr)e'™, (4.1.5)
q
y el campo dispersado por un elemento homogéneo sera

Pdis (7’, kb) _ Z(quwm>00Aqu(kl{T)eiq9' (416)

hom
q

A partir de las expresiones simplificadas y teniendo en cuenta la condicion
de homogenizacién (4.1.1) se obtiene que en el limite de homogenizacién
(A — 00) las matrices de ambos sistemas cumplen ( [TSDO06])

(quist>00 (thom)oo

L(0t00g2)  (24+00g2) " (4.1.7)

Mediante esta condicién se pueden determinar, como se vera a continua-
cion, los parametros que caracterizan a la distribucion de elementos disper-
sores. En nuestro caso los parametros a determinar son la densidad efectiva
(p*) y el médulo de compresibilidad (B*).

4.2. Parametros acusticos del elemento de dis-

persion para bajas frecuencias

Para la obtencion de los parametros actsticos tomamos como elemento de
dispersién un cilindro fluido de radio R, cuyas propiedades efectivas vienen
caracterizadas mediante la matriz-T (ver apéndice B)

(T)oo = XoJy (ko) — Jy (ko) = PaCady(kaRp)
VO GH (ko Ry) — Hy(loRo) M pucs i (kaRy)

(4.2.1)

El método de homogenizacién basado en la teoria de dispersién multiple
usa las formas asintéticas de las funciones de Hankel y Bessel para derivar las
propiedades efectivas del medio. En particular se consideran la componente
monopolar y dipolar (¢ =0y ¢ = 1) de la matriz-T para obtener el médulo
de compresibilidad efectivo y la densidad efectiva, respectivamente, cuando
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ambos son positivos [THCSDO06, TSD06]. Sin embargo, como se mostrara a
continuacién, el comportamiento de metamaterial (es decir, con parametros
efectivos que presentan valores negativos) aparece en el régimen donde sola-
mente las funciones de Hankel y Bessel correspondientes al medio que rodea
el metamaterial se pueden reemplazar por sus formas asintéticas para bajas
frecuencias. En otras palabras, cuando se considera que la longitud de onda
en el medio que rodea la regién dispersiva es grande mientras que la longitud
de onda dentro de la region dispersiva es comparable a su tamano.

Considerando que los argumentos de las funciones de Bessel J,(-) y Han-
kel H,(-) son pequenios (kyRp) < 1, y usando sus formas asintéticas (ver
apéndice B), la componente monopolar de la matriz-T es

in Rk} 1+ £k Ryxo
2 P2
4 @ In(kyRy) — 5k Rixo

donde el término logaritmico en el denominador es despreciable en compa-

(To)oo ~ (4.2.2)

racién con el término lineal k;, en el limite de bajas frecuencias pero no se
desprecia cuando se trata con metamateriales. Cuando se consideran meta-
materiales que presentan parametros acusticos negativos el término y, depen-
de de k,, donde para cierto rango en frecuencias se puede tener que k, < k
y por tanto el término %k’onRb no predomina sobre el término logaritmico.

Este término se ha despreciado en los estudios realizados anteriormen-
te sobre metamateriales actsticos y electromégneticos, siendo un parametro
importante para la determinaciéon de los parametros efectivos por lo ante-
riormente mencionado.

Realizando las mismas consideraciones obtenemos que la componente di-

polar de la matriz-T es

; 212 X1 __

(T1)oo =~ (4.2.3)

Por otra parte, si se considera un elemento de dispersion homogéneo con
parametros p, y ¢,, las expresiones asintéticas de la componente monopolar
y dipolar de la matriz-T que caracteriza al elemento presenta la siguiente

forma (ver apéndice B)

(4.2.4)
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iTR2KkE po — po
Ti)oo ~ — b= ——. 4.2.5
e 4:29)

Comparando las ecuaciones (4.2.2) y (4.2.3) con (4.2.4) y (4.2.5), se pue-

de introducir la dependencia en frecuencia del médulo de compresibilidad y
la densidad

B,(w k2 R? 1
B(b ) _ b2 ® In(kyRy) — 5 ko B, (4.2.6)
pa(w> X1
Pb ky Ry, ( )

Estas cantidades dependen de la densidad p, del medio fluido, del campo y
de su derivada en la superficie del elemento de dispersién.

4.3. Parametros efectivos de una distribuciéon

de elementos dispersores

Una distribucién de elementos de dispersién cilindricos definida por sus
pardmetros homogenos p, v B, se comporta en el limite de bajas frecuencias
(es decir, para longitudes de onda méas grandes que la distancia de sepa-
racion entre los elementos de dispersién) como un medio homogéneo con
parametros efectivos p* y B*. Estos parametros fueron obtenidos por Berry-
man [Ber80] en 1980 haciendo la comparacién de las propiedades de disper-
sién que presentaba la distribucion y el elemento efectivo de dispersion. El
resultado obtenido no es exacto debido a que no se consideraron los términos
de la dispersion multiple. Este enfoque fue generalizado incluyendo todos los
términos de interaccion de la dispersion multiple entre los elementos de dis-
persion obteniendo de esta manera expresiones generales de los parametros
efectivos [THCSDO06, TSD06, TSDOS].

En las siguientes secciones se mostraran los argumentos que permiten la
generalizacion de la expresiones que se obtuvieron en los estudios anterior-

mente citados para el caso de los metamateriales cuyos parametros presentan
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una dependencia en frecuencia. Para ello se considera que los parametros p,
y B, se pueden reemplazar por sus valores dependientes en frecuencias p,(w)
y Ba(w). En el trabajo de tesis de Daniel Torrent [TSD11b] se demuestra que
este método es consistente y que proporciona un buen método que permite
la obtencion de los parametros efectivos que caracterizan a un metamaterial
acustico en el limite de bajas frecuencias.

4.3.1. Mobdulo de compresibilidad efectivo B*

Para la obtencién del médulo de compresibilidad efectivo se parte de la
condicién de homogenizacién para la componente monopolar ¢ = 0 a baja w
de la matriz-T

(Tg00 = (TE™)go. (4.3.1)

Asumiendo que la estructura de dispersion efectiva es un cilindro fluido
de radio R.ys, el término monopolar de la matriz-T que caracteriza al medio
fluido es T

(s B,
Thomygy m —<LL20 | 20 4.3.2
(Tpomyoo v T | 22 (132)
Por otra parte, la forma asintética de la componente monopolar de la

matriz-T para una distribucion finita de N cilindros fluidos es

N N

(T5"" oo = Z((Ta)o)oo R Z m}io‘kb [Bf(:) — 1} (4.3.3)

a=1 a=1
Igualando las ecuaciones (4.3.2) y (4.3.9) obtenemos
B B N R?
{ b}:Z{ i —1};@; fo= =2 (4.3.4)

B B, (w) R,

Resolviendo la ecuacién anterior para el médulo de compresibilidad efec-

tivo se obtiene

N
1 1- f fa
= + . 4.3.5
B*(w) By ; B, (w) ( )
Si todos los cilindros son iguales
1 11—
= / + / . (4.3.6)

B*(w) By, B, (w)
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Siempre que el sistema se pueda considerar homogéneo el modulo de com-
presibilidad efectivo se calcula mediante la ecuacién (4.3.6).

A continuacion se muestra el proceso mediante el cual se calcula el médulo
de compresibilidad efectivo de un sistema:

1.- Con la matriz-T del sistema a estudiar se extrae xo usando (4.2.2).

2.- Se calcula B, (w) introduciendo el valor yq en (4.2.6).

3.- Se introduce el valor B, (w) en (4.3.5).

4.3.2. Densidad efectiva p*

El proceso para la obtencion de la densidad efectiva es similar al descrito
en la seccion anterior . La condiciéon de homogenizacién para la componente
dipolar es

(T )90 = (T7"™)oo- (4.3.7)

La forma asintética de la componente dipolar ¢ = 1 de la matriz-T de un
cilindro fluido efectivo de radio R.ss es

iTR2, k2 [ o —
Tcompact ~y eff | P Pb ‘ 4.3.8
(et ~ T B (439
Para una distribucién de cilindros
N N .

istri RikZ [p (w) — py
szstmb)o0 — ((Ta)l)OO ~ T b™b |: o :| (439)

@ 2 21 @ e

En la ecuacion anterior se ha asumido que los elementos que forman la
distribucién son iguales.

Igualando las ecuaciones (4.3.8) y (4.3.9) se obtiene la siguiente igualdad

Z pal) =y (4.3.10)

p* +pb (w +pb

Suponiendo todos los elementos dispersores iguales y resolviendo para la
densidad efectiva en la ecuacién anterior obtenemos

Pa(w)(L+ f) + po(1 — f)
@) T =N+ 1+ N (4.3.11)

p(w) =
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Esta ultima ecuacién solamente es valida para distribuciones de elementos
de dispersién que presenta una fraccion de llenado baja. Esto es debido a que
en la deduccion de esta ecuaciéon no se ha tenido en cuenta los efectos de la
dispersion multiple debido a las interacciones entre los elementos que forman
la distribucion.

En los trabajos [THCSDO06, TSD06] se obtiene la expresion de la densidad
efectiva generalizada para altas fracciones de llenado, donde los términos de
la dispersién multiple son introducidos en (4.3.11) mediante el llamado factor

A
e v PaW) (A f)+ po(A—f)
)= DB DT alaTH”

(4.3.12)

-1
El factor A se define como A = w

para la densidad efectiva. Tiene en cuenta todas la interacciones que se pro-

y representa la correcion

ducen en la dispersiéon multiple entre los elementos de una distribucion. Para
las fracciones de llenado bajas los trabajos [THCSD06, TSD06] demuestran
que el factor delta A = 1 recuperandose el resultado obtenido en la ecuacién
(4.3.11). Los detalles técnicos de su derivacién vienen dados en el apéndice
de [TSD11b].

No obstante, las redes consideradas en el presente trabajo presentan una
fracciéon de llenado lo suficientemente baja para poder despreciar lo efectos
de interaccién de la dispersion multiple entre los elementos que forman la
distribucién. Por tanto, la densidad efectiva que caracteriza la distribucion
se obtiene utilizando (4.3.11).

Por ultimo, se indica el proceso mediante el cual se obtiene la densidad
efectiva de una distribuciéon homdémegena:

1.- Con la matriz-T del sistema estudiado se extrae x; usando (4.2.3).

2.- Se calcula p,(w) introduciendo el valor de x; en (4.2.7).

3.- Se introduce el valor p,(w) en (4.3.11) si la fraccién de llenado es
f <70% o en (4.3.12) para fracciones de llenado f > 70 %.

4.3.3. Velocidad efectiva

Una vez obtenido el médulo de compresibilidad efectivo y la densidad
efectiva se puede determinar la velocidad efectiva mediante la siguiente ex-
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presion
B*(w)
pr(w)

La propagacion del sonido a través del metamaterial viene determinada

w) ==+ (4.3.13)

por esta expresion.

Cuando la velocidad de fase del metamaterial efectivo es imaginaria pura el
sonido no se puede propagar dentro en el medio. Este caso ocurre cuando
uno de los dos pardmetros B* o p* que caracterizan el medio es imaginario
puro. Por otra parte, cuando ambos parametros son positivos o negativos
la velocidad del sonido es niimero real positivo o negativo, respectivamente
propagandose el sonido a través del medio efectivo.Cuando ambos parametros
son negativo se dice que estamos en una zona de propagacion doblemente
negativa (DN) [ZL04, DLQS07,LL12].
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Capitulo 5

Dispositivo refractivo: Lente

acustica

En este capitulo se aplica el método de homogenizacién del capitulo 4
en la caracterizacion de una distribucién de cavidades localizadas en el inte-
rior de una guia de ondas. Esta caracterizacién servira para el diseno de un
nuevo tipo de dispositivo refractivo basado en distribuciones de cavidades en
lugar del caso habitual de cilindros rigidos [MN72,CSSP*01,GY03a, TSDO07a,
LHSWO09,PHJ*10,CTSD10].

El capitulo se organiza de la siguiente manera: en la seccién 5.1 se ana-
liza el sistema considerando el modo fundamental como el tnico modo no
evanescente en el interior de la guia de ondas y despreciando la interaccion
de los deméas modos sobre el fundamental. En la seccion 5.2 se disena un dis-
positivo acustico refractivo. A continuacion en la seccién 5.3 se expondra la
realizacién experimental que permite la verificacién del modelo tedrico ex-
puesto. En la seccién 5.4 teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el
experimento se analizara la influencia de los modos evanescentes sobre los
parametros efectivos y sobre las propiedades dispersivas de la distribucion.
En la seccién 5.5 se expone un estudio preliminar mediante el cual se observa
el acoplamiento de las propiedades refractivas del dispositivo actstico al es-
pacio libre. Finalmente en la secciéon 5.6 se exponen las conclusiones de este
estudio.
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Figura 5.1: Esquema del elemento de dispersién. Este consiste en una cavidad
de radio R, y longitud L localizada en el interior de una guia de ondas de

altura h.

5.1. Caracterizacion de una distribucion de

cavidades

En esta seccion se obtienen los parametros efectivos de una distribu-
cion periddica de elementos dispersores en el espacio, caracterizada por un
pardmetro de red a. Los elementos de dispersién consisten en cavidades
cilindricas de radio R, y de longitud L situada en el interior de una guia
de ondas de altura h. En la figura 5.1 se representa el elemento de dispersion
empleado.

En el limite de homogenizacion, que esta definido para longitudes de onda
A > 4a, se considera el modo fundamental como tinico modo no evanescente
en el interior de la guia de ondas, pudiendo despreciarse la contribucion de los
modos evanescentes y obteniéndose, de esta manera, un modelo sencillo que
describe el comportamiento de este sistema. En la figura 5.1 se puede ver que
el sistema se ha divido en dos regiones: la regién I (r > R;,) que corresponde
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al medio no dispersivo (aire en este trabajo) y la regién II (r < R;) que
corresponde al interior de la cavidad.
El campo de presiones en la region I se puede expresar de la siguiente
forma
P'(r,0) =Y [AgJy(kr) + ByH,(kr))e'™, (5.1.1)

q

mientras que el campo de presion en la region II se puede expresar
P(r,0) = Cydy(kr)e®. (5.1.2)
q
Donde los coeficientes A,, B, y C, representan el campo incidente, el

campo dispersado y el campo transmitido, respectivamente. Para obtener los
coeficientes B, y C, se aplican las siguientes condiciones de contorno:

/h PH(Ry)dz = /h P(Ry)dz, (5.1.3)

0 0

dz. (5.1.4)
r=Ry

[

Sustituyendo (5.1.1) y (5.1.2) en las condiciones de contorno obtenemos

h+L 17
ds — / oOP"(r)
r=Ry 0 or

A, J (kRy) + ByH (kRy) = CyJy(kRy), (5.1.5)

hk[AyJ)(KRy) + ByH,(ERy)] = (L + h)kC,J!(kRy), (5.1.6)

donde " representa la derivada con respecto al argumento. De esta iltima
ecuacion se obtienen los coeficientes C,
h[J;(kRy) + By Hy(kRy)]

== — '1.
CETTaGR) 5-17)

introduciendo estos coeficientes en la ecuacién (5.1.5) obtenemos

_ h J(kRy)

Aqu<ka) + Bqu(ka) - ZJ/(ka)
q

[J,(kRy) + B Hy(kRy)), (5.1.8)
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agrupando los coeficientes y resolviendo para los coeficientes B,, obtenemos
que la matriz-T es:

7 XaJy(BBy) — Jo(kEy)
e XqH(;(k:Rb) — Hq(k‘Rb)’

(5.1.9)

donde
h  Jy(kRy)

X WAL T(kRy)

La matriz-T obtenida para este sistema tiene la misma forma funcional

(5.1.10)

que la de un cilindro fluido (ver apéndice) donde la cantidad X{;l“ido es igual

fluido _ PaCa Jq(kaRb)

= — . 0.1.11
q ,Obe Jé(kjaﬁb) ( )
Comparando (5.1.10) con (5.1.11) obtenemos:
U (5.1.12)
Pa = I h,Ob, Cq = Cp, .

donde p, (py) corresponde a la densidad del elemento de dispersion (fluido que
lo rodea, aire en este caso) y ¢, (¢p) es la velocidad del sonido del elemento de
dispersion (del aire). A partir de estas relaciones se puede obtener el médulo
de compresibilidad que presenta el elemento de dispersion.

h
B, =c2p, = ci}H_—Lpb. (5.1.13)

Por tanto, el elemento de dispersién se comporta como un cilindro fluido
de tal forma que si L > h la densidad que presenta el elemento de dispersion
es mucho menor que la del medio que lo rodea.

Una vez obtenidos los parametros que caracterizan el elemento de dis-
persion se pueden obtener los parametros efectivos que caracterizan a una
distribucién formada por cavidades cilindricas, utilizando (4.3.6) y (4.3.12).

En la figura 5.2 se representan los parametros efectivos de una distribu-
cién hexagonal de cavidades localizadas en el interior de una guia de ondas.
Para el célculo de estos pardametros efectivos se ha considerado un valor fijo
de altura de la guia de ondas y se ha realizado un barrido para diferentes
alturas de la cavidad. La fraccion de llenado que se ha considerado para este
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Figura 5.2: Parametros efectivos para el caso de una red hexagonal de cavi-
dades que presente una fraccién de llenado del 40 %

célculo es f = 40 %, pudiendo de esta manera despreciar la contribucién de
las interacciones de la dispersion multiple en la ecuacion de la densidad efec-
tiva expuesta en el capitulo anterior. La figura 5.2a representa la densidad
efectiva de la distribucion de cavidades en funcién de la longitud de la cavi-
dad. Se puede ver que el medio efectivo se comporta como un medio fluido
cuya densidad es menor que la densidad del medio que lo rodea. La figura
5.2b representa el médulo de compresibilidad del medio efectivo en funcion
de la longitud de la cavidad. Se puede observar que presenta un comporta-
miento similar al de la densidad.

5.2. Lente acustica

A partir de los parametros efectivos representados en la figura 5.2 es facil
deducir que la velocidad efectiva que presenta el sistema es menor que la del
medio que lo rodea, es decir, que el indice de refraccién es mayor que el del
medio que rodea la distribucién. Este hecho nos permite disenar dispositivos
refractivos, como por ejemplo una lente acustica.

El indice de refraccion del medio efectivo se define como:

Cp
== 5.2.1
=2 (5.2.1)
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Figura 5.3: Variaciéon del indice de refraccién de una distribucién de cavida-
des en funcion de la fraccién de llenado. Las Lineas de colores representan los
diferentes valores de la longitud de la cavidad considerados en este estudio.

con

. B.B, pa(l = f)+po(1+ f)
- \/Ba( (5.2.2)

L= )+ [By[pa(L+ )+ p(1 = f)lpp

Para un valor fijo de la altura de la guia de ondas h se puede ver que el
valor del indice de refraccion efectivo depende de la longitud de la cavidad
L y de la fraccion de llenado de la red f. El estudio de la dependencia del
indice de refraccién con estos dos parametros se muestra en la figura 5.3
En esta figura se representa el valor del indice de refraccion en funcion de la
fraccién de llenado para diferentes valores de longitud de la cavidad (lineas
de colores). Se pueden ver que para todos los casos considerados el indice de
refraccién maximo se obtiene para el caso donde la fraccion de llenado de la
red es f ~ 44 %.

La lente actstica se realizé usando de una red hexagonal de pardmetro
de red a y manteniendo, dentro de las limitaciones fisicas existentes en la
construccién de la lente real, la relacién entre los pardmetros geométricos que

definen la lente actstica para la obtencién del maximo indice de refraccién.
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5.3. Experimento numeérico: Lente acustica

Para la realizacion del experimento numérico, utilizando el software Com-
sol, de la lente acustica se considerd una muestra finita con forma lenticular
que consiste en 7 filas de cavidades de radio R, = 1lem y longitud L = 9em.
La red hexagonal que distribuye las cavidades presenta una parametro de
red a = 3cm. Esta muestra se sitia en una guia de ondas acustica 2D que
presenta una altura h = bem.

Con el objetivo de demostrar que la focalizacion de la lente acustica es de-
bido a un fenémeno refractivo y no difractivo se realizé otro experimento
nimerico donde se introdujo una muestra con forma cuadrada. El resultado
de estos experimentos numéricos se muestra en las figuras 5.4 y 5.5, donde
comparamos los mapas de presion obtenidos para una muestra que presenta
una forma lenticular y para una muestra rectangular. En la columna de la iz-
quierda de las figuras 5.4 y 5.5 se representan los mapas de presién obtenidos
para las frecuencias indicadas en la parte superior de la figura. La seleccion
de esas frecuencias nos permite ver el comportamiento del dispositivo.

En el intervalo de frecuencias estudiado se observa que conforme aumentamos
la frecuencia el punto focal se define de una manera mas nitida y se obtiene
una region mas estrecha de focalizacion como se puede ver en la columna de

la izquierda de la figura 5.5 para la frecuencia correspondiente a v = 2655H z.

Se puede observar que los patrones del campo de presion transmitido ob-
tenidos mediante la lente son muy diferentes a los obtenidos por la muestra
cuadrada. Los patrones obtenidos por la lente presentan una mayor concen-
tracién del campo en la region espacial localizada en el centro de la lente. Sin
embargo se observa que conforme nos alejamos de la zona central obtenemos
que el campo de presiéon es minimo. Este comportamiento difiere al observado
por la muestra cuadrada donde se puede observar que los patrones obtenidos
no presentan una gran concentraciéon del campo en su zona central. Notese
que en la zona central presenta una zona muy localizada donde el campo es
minimo, este hecho no se encuentra en los patrones obtenidos por la lente.
También se observa que la amplitud del campo es més uniforme en las zona
espaciales alejadas del centro de la muestra. Esto se debe a que los patrones
del campo transmitido obtenidos son debidos a la difracciéon que se produce
en los bordes de la muestra.
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Notese que la focalizacion debido a la difraccién de la muestra rectangular
no coincide en posicion ni en magnitud con la obtenida mediante la muestra
con forma lenticular pudiendo decir que la focalizaciéon observada en la lente

acustica se debe a un fenémeno refractivo.

Por otra parte, cabe senalar que los resultados de la simulaciones nos
muestran que el comportamiento del dispositivo acustico depende de la re-
gién de frecuencias exhibiendo dos tipos de comportamiento, uno como coli-
mador del campo actstico y otro como lente actistica. Este hecho nos indica
que los parametros efectivos que caracterizan el dispositivo dependen de la
frecuencia conduciéndonos a revisar el modelo aproximado explicado en la
seccién anterior. Para obtener un modelo tedrico mas completo que explique
lo observado se tiene que incluir la interaccién de los modos evanescentes en

el modelo tedrico.

5.4. Influencia de los modos evanescentes so-
bre los parametros efectivos de una red

de cavidades

En vista de los resultados obtenidos anteriormente se hace necesario re-
visar el mddelo tedrico desarrollado en la seccién 5.1. En el desarrollo del
modelo simplificado se consider6 el modo fundamental sin incluir la interac-

cién que ejercen los modos evanescentes sobre el modo fundamental.

El procedimiento para la obtencion de la matriz-T teniendo en cuenta la
interaccién de los modos evanescentes se explicé en el capitulo 3 llegando a
la siguiente expresion de la matriz-T

(Tg)mn = — Z(ﬁq);z}c(jq)km (5.4.1)
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Figura 5.4: En la columna de la izquierda se representan los mapas de presion
obtenidos con la lente acustica en las simulaciones basadas en elementos
finitos (Comsol) para las frecuencias 2598 Hz y 2611Hz. En la columna de
la derecha se representa los campos acusticos obtenidos en la simulacién
con la muestra rectangular para las frecuencias 2598Hz y 2611Hz. Para
la realizacién de las simulaciones se utilizo una distribucién hexagonal de

cavidades de radio R, = lem y longitud L = 9c¢m y de pardmetro de red

a = 3cm.
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v= 2624 Hz
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Figura 5.5: En la columna de las izquierda se representan los mapas de
presiéon obtenidos con la lente en una simulacién nimerico utilizando Com-
soll para las frecuencias 2624H z y 2655H z. En la columna de la derecha se
representa el campo acustico obtenido con la muestra rectangular para las
mismas frecuencias. Para la obtencién de las simulaciones se utilizé una dis-
tribucién hexagonal de cavidades de radio R, = lem y longitud L = 9cem y

de parametro de red a = 3cm.
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donde las cantidades (]:[q)mk v ( j ¢)kn Se definen de la siguiente manera:

. > (k'R GmGnmJ kTR
(Jo)kn = Jq (K Ry)dr. — Z[ 0)Cr ( bq,

— kan)
(5.4.2)
] X[ Hy (kL Ry) Gl Gl Ty (KE R
(Hy)kn = Hqy (ki Ry)dnn —m;){ (ks b)qugk{,{Rb) a b)]’
siendo
Grm = 1/ h €kEm {sinc((kiz + kM) + sine((ki, — kﬁz)h)} . (5.4.3)
2V h+L

donde el término Gy, representa la interacion de los modos verticales gene-
rados en la interfaz, localizada en r = Ry, de la guia de ondas y de la cavidad.
Las k! con ¢ = I, I1 son los ntimeros de onda correspondientes a la regién I

y II y cuyos valores se obtienen mediante la siguiente expresién

: w)” 4 : h .
kj = (E) — (k)2 siendo k. = : (5.4.4)
L

L S 1=11

La expresiéon de la matriz en este caso es mas compleja no pudiendo obtenerse
una forma analitica como la que se obtuvo en el modelo anterior.

Para la verificacién de la matriz obtenida con el modelo tedrico se utilizo el
método explicado en el apéndice C. Mediante este método se puede realizar
la comparacion de la matriz-T obtenida mediante el modelo tedrico y la
obtenida mediante una simulacién basada en elementos finitos.

En la figura 5.6a y 5.6b se muestra la comparacién de los elementos de
matriz ¢ = 0 y ¢ = 1, respectivamente, en funcion de la frecuencia, para
el caso de una cavidad de radio R, y de longitud L = 0.33R; localizada en
el interior de una guia de ondas de altura h = 0.33R,. Se puede ver que
los elementos de matriz obtenidos por ambos métodos presentan el mismo
comportamiento en frecuencia, validando de esta manera la matriz -T que

caracteriza el sistema.
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Figura 5.6: (a) Amplitud de los elementos de la matriz de transferencia Tj
en funcion de la frecuencia obtenidos mediante el modelo tedrico y mediante
una simulacién basada en elementos finitos. (b) Amplitud de los elementos
de la matriz de transferencia en una cavidad para el caso ¢ = 1 en funciéon
de la frecuencia obtenidos por el modelo tedrico y la simulacién basada en
elementos finitos. Ambos casos corresponden a una cavidad de radio R, y
longitud L = 0.33 R, localizada en el interior de una guia de ondas de altura

h = 0.33Ry.

Una manera de ver como influye el incluir los modos evanescentes en el
modelo tedrico sobre las propiedades dispersivas del elemento de dispersién
es mediante el campo lejano. En la figura 5.7a se muestra el campo lejano
de una cavidad incluyendo los modos evanescentes (linea continua) y el ob-
tenido mediante el modelo simplificado (linea discontinua) para el caso de
una cavidad de radio R, y de longitud L = 0.33 R, localizada en una guia de
ondas de altura h = 0.33 R, para una longitud de onda incidente A = 2R;,. Se
puede observar como difiere no solo la forma del campo dispersado obtenido
por ambos modelos sino también su amplitud. La figura 5.7b muestra el cam-
po lejano obtenido mediante una simulacién 3D basada en elementos finitos.
Notese que la forma del campo lejano extraida de la simulacién coincide con
la obtenida mediante el modelo teérico cuando se incluyen los modos evanes-
centes. Por tanto, aunque el modo fundamental es el inico modo propagante
en la guia de ondas es necesario incluir los modos evanescentes en el calculo
de los elementos de la matriz de transferencia.

Cabe senalar que el modelo simplificado se obtuvo en el limite de homo-
genizacion, es decir para una A — oo. Con el fin de mostrar la validez del
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Figura 5.7: (a) Campo Lejano obtenido mediante el modelo tedrico (linea
continua) y el modelo simplificado (linea discontinua). (b) Campo lejano
obtenido mediante una simulaciéon 3D basada en elementos finitos. Ambas
figuras corresponden al caso de una cavidad de radio Ry y de longitud L =
0.33Ry localizada en el interior de una guia de ondas de altura h = 0.33R,

para una A = 2R,,.
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Figura 5.8: Densidad efectiva, obtenida a partir del modelo simplificado
(linea continua) y el modelo general (linea discontinua), que caracteriza a un
metamaterial constituido por cavidades de radio R, = 0.33a en funcién de la
altura de las cavidades L localizado en el interior de una guia de ondas de
altura h = 1.67a. Donde a es el parametro de red que caracteriza a la red
hexagonal que presenta una fraccién de llenado f = 40 %. La Longitud de
onda del campo incidente es A = 100a

modelo simplificado se calculé la densidad efectiva que caracteriza un me-
tamaterial localizado en una guia de ondas de altura h = 1.67a constituido
por cavidades de radio R, = 0.33a en funcién de longitudes de la cavidades
que constituyen el metamaterial para una longitud de onda A = 100a. En
el calculo de los pardmetros efectivos se consideré una red hexagonal que
presenta una fraccién de llenado del 40 %. El resultado de dicho estudio se
muestra en la figura 5.8 en donde se compara la densidad efectiva obtenida
mediante el modelo simplificado (linea continua) y la densidad efectiva ob-
tenida incluyendo los modos evanescentes (linea discontinua). Nétese que el
modelo simplificado sélo es valido para valores pequenos de la longitud de la
cavidad L < 0.5h. Este estudio demuestra que para las longitudes considera-
das en la construccién del dispositivo acustico el modelo simplificado no es
aplicable y por tanto el modelo tedrico de dicho dispositivo debe incluir la

influencia de los modos evanescentes.

Para una mejor compresion de lo observado se realizé el calculo de los
parametros efectivos con el nuevo modelo desarrollado. El céalculo de los
parametros efectivos se realizd siguiendo el proceso indicado en el capitu-
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lo 4 a partir de la matriz T}, que caracteriza las propiedades dispersivas de la
red de cavidades.

Para el calculo de los parametros efectivos se considero el caso de la lente
acustica, es decir, un metamaterial formado por cavidades de radio R, = 1lem
y longitud L = 9cm que se encuentran localizadas en una guia de ondas de
altura h = 5em. La red que forma el metamaterial es una red hexagonal cuyo
parametro de red es a = 3c¢m obteniendo una fraccién de llenado f = 40 %.
Los resultados de estos cédlculos se muestran en la figura 5.9; en la figura 5.9a
se representa la densidad efectiva del metamaterial en funcién de la frecuencia
mientras que en la figura 5.9b se representa el médulo de compresibilidad en
funcion de la frecuencia.

Se puede ver que la densidad efectiva es menor que la del medio que lo
rodea en casi todo el rango de frecuencias salvo cuando nos acercamos al

limite de homogenizacién que corresponde a v, ~ ¢;,/4a = 2858H z.

No obstante, el comportamiento interesante del sistema a estudiar se ve
reflejado en el modulo de compresibilidad. Se puede ver que presenta un
comportamiento resonante en ciertos intervalos de frecuencia, teniendo por
tanto dos regiones en frecuencia donde el médulo de compresibilidad efectiva
se hace negativo. Debido a la definicion de la velocidad efectiva ¢*(v) =
/B*(v)/p*(v) las regiones donde el médulo de compresibilidad es negativo
el sonido no puede pasar a través del metamaterial. Dicho comportamiento
resonante serd objeto de estudio en el siguiente capitulo 6.

Finalmente para poder entender el comportamiento de la lente acustica
observado en las simulaciones se procedié a obtener el valor del indice de re-
fraccién que presenta dicho metamaterial en funcién de la frecuencia n*(v).
Dicho comportamiento se representa en la figura 5.10, donde se puede obser-
var como el valor del indice de refraccion presenta dos regiones en frecuencia
donde su valor es nulo. En esas regiones de frecuencia el indice de refraccion
es imaginario puro, ya que corresponden a las regiones donde tinicamente el
modulo de compresibilidad es negativo.

Si nos centramos en el intervalo frecuencial de interés de la lente actstica
que corresponde a las frecuencias [2580 — 2655 H z se puede ver que el indice
de refracciéon experimenta grandes variaciones en funcién de la frecuencia.
Estas grandes variaciones son debidas a que nos encontramos cerca de la
segunda resonancia del médulo de compresibilidad dando por tanto valores
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Figura 5.9: (a) Densidad de masa efectiva en funcién de la frecuencia. (b)
Médulo de compresibilidad efectivo en funcién de la frecuencia. Ambas figuras
corresponden al caso de un metamaterial formado por cavidades de radio
Ry = 0.0lem y de longitud L = 9c¢m localizadas en una guia de onda de
altura h = 5cm. El parametro de red del metamaterial a = 3em dando una

fraccién de llenado f = 40 %.

del indice de refraccién que varian entre n*(v)e[1.8 — 6] en un rango estrecho
en frecuencia. Este hecho demuestra la alta dependencia en frecuencia tanto
de la posicion del punto focal como la concentracion del campo actistico que
se observa en la lente acustica.

En la figura 5.11 se muestran cuatro mapas de presion con los que se
puede resumir el comportamiento de la lente actistica que predice el modelo
tedrico.

La amplitud del campo de presién se representa en cédigo de colores (azul
el minimo y rojo el méximo). El rango de amplitud es el mismo en los cuatro
mapas de presion.

Se puede observar que conforme aumenta la frecuencia el punto focal de
la lente se localiza en una regién espacial mas estrecha, mejorando asi su
definicién. Obteniendo su mejor definiciéon para la frecuencia v = 2640H z
que corresponde a la frecuencia donde el indice de refraccion obtiene su valor
maximo n* = 6.49. A partir de esa frecuencia el foco desaparece debido a
que el modulo de compresibilidad se hace negativo, no permitiéndose en esa
region de frecuencia la propagacién del sonido a través de la lente.

Noétese que el comportamiento en frecuencia de la lente observado en es-
tas figuras es el mismo que el observado en las figuras 5.4 y 5.5. Por tanto
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Figura 5.10: Indice de refraccion en funcién de la frecuencia de un meta-

material formado por cavidades de radio R, = lem y de longitud L = 9em

que se encuentran localizadas en el interior de una guia de ondas de altura

h = 5cm. La red que forma el metamaterial corresponde a una red hexagonal

cuyo parametro de red es a = 3c¢m con una fraccién de llenado f = 40 %,

obtenida bajo esas condiciones. Las zonas sombreadas corresponden a las re-

giones en frecuencia donde en indice de refraccién es puramente imaginario.

El rectangulo de la figura corresponde a la regién de frecuencias de trabajo.



82 Dispositivo refractivo: Lente acistica

podemos decir que el modelo tedrico general explica adecuadamente el com-
portamiento de la lente actstica en funcion de la frecuencia. El modelo teérico
predice los dos comportamientos observados en las simulaciones basadas en
la dispersién multiple y en el experimento numérico, ya que dependiendo de
la regién en frecuencias el dispositivo acustico presenta un indice de refrac-
cién permitiendo actuar al dispositivo acustico como colimador del campo
acustico o como lente acustica.

Como la refraccién del campo actstico es debida principalmente al com-
portamiento en frecuencia que presenta el mdédulo de compresibilidad en la
zona proxima a la resonancia, el rango frecuencial en el que el dispositivo
actiia como lente es muy pequeino.

Para finalizar esta seccion cabe senalar que existe un desplazamiento en
frecuencia Av/v = 0.5 % entre el modelo tedrico general y las simulaciones
basadas en elementos finitos. Es posible que dicho desplazamiento frecuen-
cial se pueda minimizar anadiendo mayor niimero de elementos de mallado
en la simulacién. Sin embargo, el hecho de ser una simulaciéon 3D conlleva
aumentar de manera significativa el tiempo de célculo de cada simulacién.
Aunque existe ese pequeno deplazamiento frecuencial, el modelo tedrico y las

simulaciones predicen el mismo comportamiento para el dispositivo acustico.

5.5. Acoplamiento de las propiedades disper-

sivas al espacio libre

Para finalizar este capitulo expondremos un breve estudio preliminar que
demuestra que las propiedades dispersivas de un metamaterial confinado en
un guia de ondas pueden acoplarse al espacio libre.

En este caso se demuestra experimentalmente que la focalizacion del sonido
de una lente actustica formada por cavidades confinadas en una guia de ondas
también se produce en el espacio libre.

Para ello construimos el montaje experimental representado en la figura
5.12. La lente actstica se construy6 a partir de dos placas de alumnio de
12mm de espesor. La red de cavidades, de parametro de red a = 4mm, se ha
realizado mediante brocas de 3mm de diametro que perforan completamente
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Figura 5.11: Mapas de la amplitud del campo de presiones obtenidos a
partir de la teoria de la dispersiéon multiple para el caso de un metamaterial
con forma lenticular formado por cavidades de radio R, = lem y longitud
L = 9c¢m localizadas en el interior de una guia de ondas de altura h = 5em
para las frecuencias v = 2587, 2604, 2622, 2640 H z.
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Figura 5.12: En la figura de la izquierda se muestra una representacién
artistica del montaje experimental empleado en la realizacion del experi-
mento. La figura de la derecha muestra la placa de aluminio de dimensio-
nes 60mm x 120mm x 12mm donde se han perforado cavidades de radio
Ry = 15mm y longitud L = 12mm distribuidas mediante una red hexagonal
que presenta un parametro de red de a = 4mm

una de las placas que forma la lente acistica. La lente se sustenta mediante
tres columnas, que permiten regular la posicion y la altura de la misma. En
el montaje experimental se ha incluido una pared de madera con el objetivo
de evitar la difraccién del sonido por el borde de la lente, garantizando de
esta manera que el sonido registrado por el micréfono sélo pasa a través de

la muestra.

La excitacién actstica se realiza mediante un altavoz situado a 10cm del
centro de la lente operando en un rango de frecuencias de 17Tk Hz a 21kH z. El
campo acustico es registrado a través de un micréfono modelo B& K — 4958
que se desplaza por la zona de medida por dos desplazadores lineales de
Thorlabs. La senal registrada por el micréfono es digitalizada mediante una
tarjeta NI PXI-5142. El procesado de datos asi como el movimiento de los
desplazadores y la generacién de la senal de excitacién son gestionados a
través de un ordenador ejecutando un programa implementado en la plata-
forma LabView.
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Figura 5.13: (a) Medida en el exterior de la gufa de ondas del campo de
presién transmitido correspondiente a la medida de vacio. (b) Medida en el
exterior de la guia de ondas del campo de presion transmitido para una lente
formada por cavidades de radio R, = 15mm y de longitud L = 12mm para
una altura de la guia de ondas h = bmm. Se puede observar la focalizacién
del sonido en una region del espacio. Ambas figuras corresponden a una
frecuencia v = 20k H z.
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Figura 5.14: (a) Perfil de la medida del campo de presiones transmitido en
el punto focal en la direccién vertical respecto a la orientacién de la lente.
(b) Perfil de la medida del campo de presiones transmitido en el punto focal
en la direccion horizontal respecto a la orientacién de la lente. Ambas figuras
corresponden al caso de una lente formada por cavidades de radio R, = 15mm
y de longitud L = 12mm para una altura de la guia de ondas h = bmm y
para una frecuencia v = 20k H z.
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El proceso de obtencion de las medidas experimentales se comenzo reali-
zando una medida en vacio. Dicha medida consiste en colocar una muestra
con dos placas sin cavidades. Seguidamente se coloca y se mide la mues-
tra perforada. De esta manera las condiciones de medida son las mismas en
ambos casos, cambiando unicamente la muestra. Puediendo asi calcular las
pérdidas de inserccién del sistema mediante la siguiente expresion:

P,

IL =
PSTfL7

(5.5.1)

donde P,, y Py, corresponden al campo de presion para la muestra con
cavidades y para la muestra sin cavidades, respectivamente.

Las medidas se realizaron para longitudes de onda A > 4a, que en nuestro
caso son para A > 16mm, que corresponden a frecuencias v < 21kHz. Los
resultados nos muestran que la lente focaliza el sonido fuera de la guia de
ondas para un ancho de banda limitado, que correspoden a las frecuencias
dentro del intervalo [19.9 — 20.6]kHz. A continuacién en la figura 5.13 se
puede observar el campo obtenido para una frecuencia de 20kH z. La figura
5.13a nos muestra la amplitud del campo acustico obtenido en la medida de
vacio, es decir, el campo sin la lente actstica. Se puede ver como el campo se
concentra en la zona més cercana a la muestra (siendo el centro de la muestra
el origen de coordenadas) disminuyendo su amplitud conforme nos alejamos
de la muestra.

La figura 5.13b nos muestra la amplitud del campo actstico obtenido tras
realizar el calculo de la pérdida de inserccién. Nétese que existe una region en
el espacio donde se produce el fenémeno de focalizaciéon debido a la presencia
de la lente. Este fenomeno es debido al caracter refractivo de la lente y no por
difraccién de la muestra ya que la focalizaciéon no se observa en la medida de
vacio (ver Fig.5.13a). Cabe concluir que los patrones de difraccién observados
son debidos a la naturaleza tridimensional del dispositivo, ya que el campo
acustico ha sido medido fuera de la guia y no dentro de ella.

Las asimetrias observadas en el mapa de presion pueden ser debidas a
que las placas paralelas que forman la lente no se encuentren perfectamente
paralelas entre si teniendo, por tanto, zonas donde la distancia entre las
placas sea mayor o menor.

En la figura 5.14 representamos los perfiles del campo actstico en torno
al punto focal que se encuentra localizado en (x,y) = (80,0). La figura 5.14a
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corresponde al perfil en la direcciéon «; en esta figura se puede observar que
conforme nos desplazamos en la direccién vertical respecto a la orientacion
de la lente el campo acustico va aumentando en amplitud hasta alcanzar
un valor maximo, que corresponde al punto focal de la lente. Si seguimos
alejandonos de la lente la amplitud comienza a decaer como es de esperar.
La figura 5.14b corresponde al perfil en la direcciéon y tomando z = 80mm,
en esta figura se observa un comportamiento analogo al descrito en la figura
5.14a pero desplazandonos en la direccion horizontal respecto a la orientaciéon
de la lente. Se puede ver que el campo de presién es maximo en la zona central
de la lente actustica, como es de esperar en dispositivos de este tipo.
Finalmente cabe decir que mediante este estudio preliminar se ha demos-
trado experimentalmente que las propiedades refractivas de una lente actstica
no se quedan confinadas dentro de la guia de ondas, sino que se acoplan al
espacio libre. Este experimento abre una posible linea de investigacion en la
que se obtenga un modelo tedrico que permita comprender como se produce
el mecanismo que permite el acoplamiento de las propiedades dispersivas de

un metamaterial confinado en una guia de ondas al espacio libre

5.6. Resumen

En resumen, se ha demostrado que una distribucién de cavidades loca-
lizadas en el interior de una guia de ondas se puede utilizarse para disenar
dispositivos actsticos refractivos, debido a que una cavidad simple puede
ser modelada como un fluido que presenta una densidad menor que la del
medio que lo rodea. Se ha analizado teéricamente un metamaterial basado
en cavidades localizadas en el interior de una guia de ondas, estableciéndo-
se los limites del primer modelo simplificado siendo tnicamente valido para
valores pequenos de longitud L < 0.5h. A partir de los resultados obtenidos
mediante simulaciones basadas en elementos finitos y experimentalmente se
ha demostrado la necesidad de incluir la contribuciéon de los modos evanes-
centes que se forman en la interfaz definida entre el medio dispersivo y el
medio no dispersivo para la obtencién de un modelo general que explique el
comportamiento frecuencial del dispositivo actstico.

Finalmente, y mediante un estudio preliminar se ha observado que las
propiedades de focalizacion bidimensionales de la lente se mantienen cuando
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el dispositivo se acopla al espacio libre, mostrando que las propiedades del
dispositivo no estan restringidas a la guia de ondas.

Cabe senalar que mediante el andlisis tedrico realizado en este capitulo se
abren dos vias de investigacion. La primera via, en vista del comportamiento
en frecuencia del médulo de compresibilidad, el diseno de metamateriales
que presenten uno o ambos parametros efectivos negativos. La segunda via,
en vista del resultado obtenido en el estudio preliminar, el desarrollo de
un modelo tedérico que nos permita comprender los mecanismos que hacen

posible el acoplamiento de las propiedades refractivas al espacio libre.
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Capitulo 6

Metamaterial acustico con
modulo de compresibilidad

negativo

En este capitulo se propone un nuevo tipo de metamaterial acistico que
presenta un comportamiento negativo en médulo de compresibilidad efectivo.
Esta propiedad ha sido estudiada previamente usando estructuras basadas
en resonadores de Helmholtz [FXAT06,ZSC*T08, CLX10, FR11] o mediante
agujeros abiertos [LPY"10] en el interior de una guia de ondas unidimensional
(1D), donde el conjunto de agujeros radiaban como una fuente monopolar
efectiva.

Este capitulo describe la realizacion fisica de un metafluido quasi-bidimen-
sional (2D) con médulo de compresibilidad negativo. El metafluido consiste
en una red hexagonal de cavidades actsticas en una guia 2D. Por otra parte
la realizacion de la caracterizacion experimental del mdédulo de compresibi-
lidad negativo se realiza en un entorno bidimensional (guia 2D) usando una
red 2D de unidades individuales. Los trabajos anteriormente citados emplean
distribuciones de resonadores de Helmholtz en un entorno quasi-1D. En la
estructura propuesta el comportamiento negativo del modulo de comprensi-
bilidad aparece como consecuencia de la interacciéon de los modos, localizados
en la cavidad, con las ondas actsticas que se propagan dentro de la guia de
ondas. Se demuestra que la estructura introducida en este capitulo, al con-
trario que las estructuras anteriormente citadas, no presenta pérdidas y es
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facilmente sintonizable.

Este capitulo se organiza de la siguiente manera: en la seccién 6.1 se
comenzara definiendo el metafluido y se realizara un analisis tedrico a partir
del cual se obtendran y se analizaran las estructuras de bandas que presenta la
estructura. En la seccién 6.2 se expone la caracterizacién experimental de una
estructura finita (se mide la transmitancia y la reflectancia) pudiendo extraer
los parametros efectivos que caracterizan esta distribuciéon, comparandose
los resultados obtenidos con simulaciones basadas en elementos finitos. En
la seccion 6.3 se caracteriza experimentalmente el fenémeno “skin depth”
y se contrasta con un modelo analitico que depende de los pardametros del
metafluido. Finalmente, en la seccién 6.4 se exponen las conclusiones del
estudio realizado.

6.1. Metafluido quasi-bidimiensional: Estruc-

tura de bandas acustica

Supongamos un sistema como el mostrado en la figura 6.1, formado por
una distribucion periddica de cavidades, que presentan el mismo radio R,
y la misma profundidad L, perforadas en una de las superficies sélidas que
forman la guia de ondas de altura h. La posicién de la cavidad o dentro de
la guia de ondas viene dada por R, = nia; + nsas, donde los vectores a; y
a, son los vectores primitivos de la red de Bravais y que para el caso de la
red hexagonal definida en la figura 6.1 toman los siguientes valores

(6.1.1)

donde a es el parametro de red.

Conviene recordar que las ondas sonoras que se propagan en el interior de
una guia de ondas (2D) formada por paredes rigidas de altura h, presentan
frecuencias propias w, = 27 X v, que dependen de la altura [Mun]
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Figura 6.1: Esquema para la obtencién de las estructuras de bandas de
sistemas periédicos constituidos por una red hexagonal (cuyo pardmetro de
red es a) de cavidades (de altura L y radio Rj) localizadas en una gufa de
ondas de altura h.
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2
_ S e, (P
Un, 27r\/k‘”+ky+<h>’ (6.1.2)

donde ¢ es la velocidad del sonido en el aire y n es un numero entero,
n = 0,1,2,3,---. Por lo tanto el nimero de onda en el plano XY viene
dado por la siguiente relacién

2
nm
K2+ k =k, =k — (—) , (6.1.3)

donde k, = w,/c. Cualquier modo puede propagarse sin atenuacién si

2
k2 — (T;Z—W) > 0. (6.1.4)

Una vez recordado ésto se abordara el problema estudiando cémo cam-
bia la relacién de dispersién (6.1.2) dentro de la guia de ondas cuando en
el interior de ésta se encuentra una red hexagonal de cavidades perforadas
en su superficie inferior. La solucién se ha obtenido mediante el método de
adaptacion de modos (“mode matching technique”) como se explicard a con-
tinuacion.

Para la obtencion de las estructuras de bandas se ha divido el problema
en dos regiones (ver figura 6.1). La regién I corresponde a z > 0 y la regién
IT corresponde a z < 0. El campo de presiones en la regién I, P!, se obtiene
mediante una combinacién de modos de Bloch que satisfacen las condiciones
de contorno en la superficie inferior y superior de la guia de ondas. Consi-
derando que las superficies son paredes rigidas, la componente normal de la
velocidad de las particulas, aa—PZI, es cero en z = 0 (superficie inferior) y en
z = h (superficie superior). La expresiéon que se obtiene para el campo de

presiones en la region I es por tanto

PIK,r z;w) = Z Age®E TG cos(k.(z — h)), (6.1.5)
G

donde r = (x,y) define un punto arbitrario en el espacio 2D y k? = k2 —
|K + G|. Los vectores del espacio reciproco son G = hib; + hobs, con
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b, = 2—“(\%&: —y)y by =& (\[w + 9). El vector K = K(w) define la

a
iK-r zG~7’

estructura de bandas. Las funciones e son funciones ortogonales en

la superficie S; de la celda unidad que verifican

// 6iG-re—iG’-rde:Sd5GG,. (616)
Sq

Dentro de las cavidades el campo de presiones se puede escribir de la

siguiente manera
P (r,0, z;w) Z B, J,(k,r)e? [C’e““zz + De““zz]. (6.1.7)
q=—00

El campo de presiones dentro de las cavidades de radio Ry y de longitud L
ha de verificar las siguientes condiciones de contorno

PH

0 =0, (6.1.8)

0z |,__,

PI[

aar = 0. (6.1.9)
r=Ry

Sustituyendo (6.1.7) en los condiciones de contorno (6.1.8) y (6.1.9) se obtiene
la forma funcional que describe el campo de presiones dentro de las cavidades

P (r, 0,z w) = Z ZB Jy( qmé )€ cos(kugm(z + L)),  (6.1.10)

g=—0o0o m=1

donde (r, #) son las coordenadas polares en el plano XY, los ,,, corresponden
al n-énesimo cero de la derivada de la funcién de Bessel J,(-) para m =
]-7 27 37 Y

al 2
Ko = H—(Wﬁ. 6.1.11
q 0 Rb ( )

r
qu

formada por la cavidad

Las funciones J, (o, +)e’ son funciones ortogonales en la superficie S..

r z 0 ! 1560
// Fam ) (/cmR Ve dS, = S.byumbys- (6.1.12)
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Considerar modos diferentes al modo fundamental implicaria oscilaciones
del campo a lo largo de la coordenada radial, estas oscilaciones deberian aco-
plarse con la oscilacion del campo en z = 0. Pero en z = 0 el campo también
se describe mediante ondas de Bloch y debido a que las longitudes de onda
consideradas en este trabajo son mayores que cuatro veces el radio de la ca-
vidad, A > 4Ry, la excitacién de modos diferentes al modo fundamental para
las frecuencias consideradas seran muy débiles, por lo que se puede considerar
unicamente el modo fundamental. Con esta notacién el modo fundamental
corresponde al kg; = 0 donde Jy(0) =1y J,(0) = 0 para g # 0, y por tanto

k.01 = ko1 pudiendo escribir la ecuacién (6.1.10) de la siguiente manera

P!(r,0, z;,w) = Bcos(ko(z + L)). (6.1.13)

Siguiendo el proceso explicado en la seccién 3.3 la proyecciones de las
funciones ortogonales de cada regién

// PHK 7, z;w)|.—0J, (k,{st e %dS, =

(6.1.14)

// PH(r. 0,z w)|.— 0Jg (k:;st e "%ds,,

// OPI(K,r, z;w)
Sy 82’

—q . —1 /.
ZK'I‘e iG rds
2=0

// OPH(r,0,z;w)
Sy 82’

La condicién de contorno (6.1.14) correspondiente a la continuidad del cam-

(6.1.15)

—q . —1 /.
e zKre iG rdSC.

z=0

po de presiones, se simplifica si tenemos en cuenta que los modos de orden
superior al modo fundamental son despreciables, proyectandose tinicamente
Jo(0)e™ = 1. Teniendo esto en cuenta y sustituyendo las ecuaciones (6.1.5) y
(6.1.13) en la ecuacién (6.1.14) obtenemos

Z Ag cos(k,h) // eETCTS, = nR2B cos(koL), (6.1.16)
G Se
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donde la integral de superficie es

// eiK-reiG-rdSCZQW%LOG_FKU%)_ (6.1.17)

Por otro lado, sustituyendo (6.1.5) y (6.1.13) en la condicién de contorno
del campo de velocidades a través de la celda unidad (6.1.15) y teniendo en

cuenta (6.1.12) obtenemos

szG’ sin(l{:zh)Sd = —]{ZOB SiH(kQL) // eiiKlreiiG/.TdSC. (6118)
Sc

Resolviendo la anterior ecuacién para Ag se tiene

kosink,L J,(|G" + K|R,)

Ag = —2
¢ szsinkzh |G+ K|R,

(6.1.19)

donde f = S./Sy es la fraccién de llenado de la red hexagonal.
Finalmente insertando la ecuacién (6.1.19) en la ecuacion (6.1.16) llega-
mos a la ecuacién que describe la estructura de bandas

L
cot(%) = fx(w; K), (6.1.20)
siendo
ko cos(k.h) (J1(|G + K|Ry)\?
K — 4 ' 1.21
x(w; K) ; k. sin(k,h) ( |G + K|R, (6 )

En la figura 6.2 se muestran las relaciones de dipersion de las ondas que se
propagan en la gufa de ondas para los valores: h/a = 1.667 (a), h/a = 0.5
(b) y h/a = 0.1 (c). El radio y la longitud de las cavidades se mantienen fijas
y corresponden a R, = a/3 y L = 3a, respectivamente.

Llegados a este punto es conveniente recordar que las frecuencia lineal de

las resonancias localizadas en una cavidad cilindrica de radio R, y de longi-
tud L [Mun] son
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e 2m + 1
Vo = com® ___ZM T (6.1.22)

ey <§ - 0.8%)

donde m es un ntumero entero (0,1,2,3,---). Para las cavidades empleadas

en este estudio, las frecuencias correspondientes son v, ; = 0.076, v.; = 0.229
y Veq = 0.383, que corresponden a las bandas planas mostradas en la figura
6.2b vy 6.2c. Las lineas gruesas continuas representan la bandas, que estan
representadas a lo largo de las direcciones de simetria de la red en la zona de
Brillouin de la red hexagonal (véase el recuadro), donde k; = 27 /a(2/3,0).
La linea continua roja y la punteada representan la relacion de dispersion de

los modos 7, y 7,1, respectivamente, de una gufa (2D) vacia (ver (6.1.2))

Va a
% 0 = — = —
o 2r 2w

2
ma a ™
=A% ek (D)
Yol = on 27T\/ AR <h)

Noétese en la figura 6.2 que la primera banda del modo excitado en el

k2 4 k2

(6.1.23)

punto I' tiene como valor v,; = 0.30 para h = 1.667a, siendo la linea de
puntos representada en la figura 6.2 la relacion completa de dispersion. Sin
embargo, las bandas del primer modo excitado correspondientes a los valores
h = 0.5a y h = 0.1a tienen valores en frecuencia superiores a los mostrados
en la figura 6.2b y figura 6.2c, respectivamente. Se observa que la relacion de
dispersién de los modos de la guia de ondas con cavidades son el resultado
de la interaccién entre los modos localizados dentro de las cavidades (banda
plana) con los modos que se propagan en la guia de ondas vacia.

La figura 6.2a muestra que la interaccién entre el primer modo de las
cavidades v, con el modo fundamental v, de la guia de ondas produce un
“band gap” frecuencial completa en la regién [0.078 — 0.095]. Este “band
gap” aparece en frecuencias mucho mas bajas que el “gap” de Bragg situada
en Upragg =~ kya/2m = 0.667 (no se muestra en la Fig.6.2). La existencia del
“band gap” a bajas frecuencias en la relacion de dispersion para cristales
fondnicos esta tipicamente asociado con la existencia de modos de baja fre-
cuencia en los elementos de dispersion individuales y han sido descritos en la
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r T X T

Figura 6.2: Estructura de bandas de un sistema formado por una distribucién
hexagonal de cavidades cilindricas y de pardmatro de red a (ver Fig.6.1). Las
bandas mostradas corresponden a tres valores diferentes de la altura de la
guia de ondas: (a) h = 1.667a, (b) h = 0.5ay (¢) h = 0.1a. El radio y altura de
las cavidades son R, = 0.3a y L = 3a, respectivamente. La linea discontinua
(punteada) representa la relacién de dispersién del modo fundamental n = 0
(el primer modo excitado, n = 1) que se propaga en una guia de ondas sin
la distribucion de cavidades. El recuadro muestra la zona de Brillouin para

una red hexagonal y sus puntos de mayor simetria.
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Figura 6.3: Montaje experimental. Guia de ondas bidimiensional formada por
placas de madera que forma la superficie superior de la misma, en el centro
se coloca la muestra.

literatura [ZXY 11, FXAT06,SXG08, ZSC108], por ejemplo, el dnalisis que
realiz6 Wang [ZSCT08] sobre la estructura de bandas en una guia de ondas
estrecha unidimensional con una distribucién de resonadores de Helmholtz
conduce a conclusiones similares, es decir, la interaccion entre los modos re-
sonantes con las ondas propagantes producen “band gaps” alrededor de las
frecuencias de resonancia. En nuestro caso los “band gaps” de bajas fre-
cuencias estan determinados por la resonancia de la cavidad que puede ser
facilmente modificada mediante los pardmetros fisicos R, y L.

Las Fig.6.2b y Fig.6.2c muestran que estrechando la guia de ondas (es
decir, decreciendo h) se produce un ensanchamiento de la interaccién entre
los modos propagantes en la guia de ondas con los modos 1D localizados en
la cavidades. A partir de esas figuras se puede concluir que para h — 0 la
relacion de dispersion consistira en una banda baja que comenzara desde cero
en el punto I' y que alcanzara el valor v,.; dado por la ecuacién (6.1.2). Para
frecuencias superiores a v, 1, se obtendran un conjunto de bandas dispersi-
vas que correspondera a los valores discretos m = 3,5,7,--- en la ecuacion
(6.1.2).

6.2. Realizacién experimental

Para la verificacion experimental de los resultados expuestos en la seccion
anterior se ha construido una muestra que consiste en 7 filas de cilindros de
bronce huecos con una longitud L = 9 cm y un radio R, = 1 cm. Cada fila
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contiene 15 cilindros a lo largo del eje y. Los cilindros estdn sujetos a una
placa de Plexiglass que tiene un drea 68 cm x 68 cm donde se ha perforado
una red hexagonal (que presenta un parametro de red a = 3 cm). La muestra
se situa en el centro de una guia de ondas acustica 2D de dimensiones 460
cm X 366 cm X 5 cm, la altura de la guia de ondas es h = 5 cm. La
superficie superior de la guia de ondas esta hecha de placas de madera y
se utilizo el suelo de la habitacion como superficie inferior. La temperatura
dentro de la gufa durante la medida tomaba valores 23.7 °C £1 °C, que
dan a la velocidad del sonido un valor de 345 m/s, el cual se utiliz6 para la
realizacién de simulaciones numéricas. Cabe senalar que no se esperan modos
con variaciones a lo largo de la direccion vertical hasta frecuencias superiores
al valor de corte wy; = 27 x 3.45 Hz, la cual corresponde a la condicién de
h = % El sonido que se propaga en el interior de la guia de ondas es excitado
usando una columna de altavoces localizada frente a la guia de ondas. Los
laterales de la guia son tapados usando 5 cm de espesor de fibra de vidrio para
evitar reflexiones no deseadas. En la cara opuesta del altavoz hay un robot
programable que mueve el micréfono con una resolucioén espacial de 5 mm a
lo largo de la linea debajo de la muestra con el fin de poder medir el perfil
de la presién a lo largo de la interfaz aire/metamaterial, que se discutird en

la seccidén 6.3.

La generacion del sonido se realiza a través de una tarjeta NI PCI-6731;
la salida analdgica de este dispositivo va a un amplificador de potencia que lo
conduce a un altavoz. Cabe senalar que algunas reflexiones tienen lugar entre
el altavoz, la habitacién y los espacios abiertos de la guia de ondas, debido a
esto la senal se emite en un tiempo limitado y los datos son adquiridos hasta
el tiempo de llegada de la primera reflexién no deseada, pudiendo decir de
esta manera que las medidas son realizadas bajo condicion libre de ecos. La
senal excitada consta de una onda sinusoidal modulada por una envolvente
Gaussiana. La frecuencia de la portadora es de 2.5 Hz y el espectro de la
senal completa cubre un rango en frecuencia que abarca desde el valor de
corte inferior del altavoz (alrededor de 80 Hz) hasta los 5 kHz.

El sonido dispersado por la muestra es captado por tres micréfonos B&K
4958 Micl, Mic2 y Mic3 cuya posicién esta fijada al porta-muestras, como
muestra el esquema de la figura 6.4, con [y =3 cm y l; = 9 cm. La recepcion
de datos se realizara a través de los micréfonos y son amplificados mediante
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Figura 6.4: Esquema del montaje experimental empleado para la caracteriza-
cion del metamaterial. Los circulos azules representan las cavidades; a; y as
son los vectores primitivos de la red hexagonal con parametro de red a. Pa-
ra la medida de la reflectancia y transmitancia se han usado tres micréfonos
(Mic), dichas magnitudes son empleadas para la extraccién de los pardmetros

que caracterizan al metamaterial.



6.2 Realizacién experimental 103

un dispositivo B&K 2694-B. La senal resultante es entonces adquirida por
un Picoscope 3224 digitalizer, el cual vuelca los datos a la computadora don-
de son almacenados y procesados. Durante la medida se emite un pulso que
contiene todas las componentes en frecuencia que se obtienen a partir de los
datos adquiridos a través de la FFT (“Fast Fourier Transform”). Con el fin
de reducir el ruido aleatorio, se emiten varios pulsos promediandose las res-
puestas . Este proceso se realiza para cada uno de los micréfonos localizados
en sus posiciones fijas de la figura 6.4 y también para cada posicién del ba-
rrido espacial. Todo el proceso (generacién del sonido, movimiento del robot,
adquisicién del sonido y procesado) es gestionado por un programa que fue

desarrollado por el grupo de fenémenos ondulatorios.

6.2.1. Medida de la estructura de bandas

Las siete filas de la estructura bajo estudio son alineadas a lo largo de
la direccion I'J de la zona de Brillouin y su ancho total se toma como D =
7 X \/7% = 21.87 cm, el cual ha sido calculado considerando que las superficies
estan localizadas a la mitad de la distancia de la capa de separacion. Esta es

la suposicion tradicional cuando se trabaja con superficies cristalinas.

El ancho de la muestra es lo suficientemente grande para que se pueda
obtener experimentalmente la relacion de dispersion a partir de la fase del
coeficiente de transmision ¢, a través de la relacién ¢y = ks D+27l, donde [ es
un nimero entero y k, el nimero de onda de la muestra que se quiere calcular.
Los “band gap” de frecuencia se identifican en la relacién de dispersion a
través de las discontinuidades en ;. El pardmetro [ permite ajustar la banda

teniendo en cuenta las discontinuidades de ;.

Los triangulos en la figura 6.5 representan los puntos experimentales me-
didos usando esta técnica. Notese la gran concordancia entre la relacién me-
dida y la que predice el mddelo tedrico para las dos primeras bandas. Para la
tercera banda la concordancia entre la teoria y los datos experimentales no es
suficientemente buena, debido al hecho que la condiciéon de homogenizacion
A & 4a no se cumple satisfactoriamente para esta tercera banda.
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Figura 6.5: Estructura de bandas a lo largo de la direccién de alta simetria
I'J de la zona de Brillouin. Los simbolos representan la banda medida usan-
do la técnica de la diferencia de fase. Las lineas negras son la relacion de
dispersién usando el método de adaptacion de modos (“mode matching”).
Esta estructura de bandas corresponde a la mostrada en la Fig.6.2a. La linea
discontinua (punteada) define la relacion de dispersién de modo 0(1) en una

guia de ondas libre.
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Figura 6.6: Reflectancia (a) y transmitancia (b) de una muestra que con-
siste en 7 filas de tubos huecos metdalicos abiertos a una guia de ondas bi-
dimensional con altura h = 5ecm. Los tubos estan distribuidos en una red
hexagonal con pardmetro de red a = 3ecm y tienen una longitud L = 9cm y
un radio R, = lem. Los circulos en ambas graficas corresponden a los datos
experimentales, mientras que la lineas continuas representan las simulaciones

numeéricas basadas en elementos finitos.
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6.2.2. Reflectancia y transmitancia espectral

Para bajas de frecuencias, como las usadas en este trabajo, el sonido se
propaga con un frente de onda plano y el campo de presiones a lo largo del
eje puede ser obtenido resolviendo la ecuacién de ondas de propagacion 1D

2

d 1 dP(z;w) ) —
{p( Pla;w) = 0, (6.2.1)

dz | p(z;w)  dx } * B(z;w)

donde los parametros p(z;w) y B(x;w) son inhomogéneos y pueden depender
de la frecuencia. Dentro de la guia de ondas, se distinguen dos regiones que
se pueden asociar a un medio I y a un medio II, que corresponderan al aire
dentro de la guia de ondas y al metamaterial, respectivamente. Para el medio

I la ecuacién (6.2.1) se reduce a

1 *Pl(z;w)  W?
- L 2 Plariw)=0 6.2.2
g g P =0, (6.2.2)

donde By = 1.01 x 10° Pay py = 1.2041 Kg/m? son el médulo de compresi-
bilidad y densidad del aire,respectivamente. El coeficiente de reflexion r y el
de transmision t se obtiene rapidamente usando los datos adquiridos por lo
micréfonos Micl y Mic2 a través de la relaciéon (ver apéndice D)

P267ik0$1 _ Plefl'kowg
o Ple—’ik‘g.z‘Q _ P26—’ik‘0.z‘1 ’

r(w) (6.2.3)

P3 efikowg _l_,r,el'koxg i
t(w) = o Na——— ekl (6.2.4)

donde P, P, y P; son los valores complejos de la presiéon adquirida en las
posiciones x1, x5 v 3 por los micréfonos Micl, Mic2 y Mic3, respectivamente.
D representa el espesor de la muestra. Nétese que (6.2.3) no es valida cuando
xr1— 9 es igual a un multiplo entero de media longitud de onda, estableciendo
un limite superior de frecuencias en la medida. En nuestro caso la separacién
entre el Micl y el Mic2 es [; = 3 cm, localizando por tanto ese limite para
frecuencias > 5750 Hz, la cual es mucho mayor que las frecuencias de interés.
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Figura 6.7: Mapa de presién tomado en el plano ecuatorial para la guia de
ondas mostrada en Fig.6.1. Las frecuencias seleccionadas se indican con una
flecha en la Fig.6.6.

Una vez obtenidos los coeficientes r y t se calcula la reflectancia R y la

transmitancia 7" mediante la siguiente relacion

(6.2.5)

Los simbolos en la figura 6.6a muestran el espectro de la reflectancia
obtenida experimentalmente haciendo uso de la ecuacién (6.2.3). La linea
continua representa las soluciones basadas en elementos finitos simulando
el montaje experimental. Notese que el espectro muestra caracteristicas de
interés, como las caidas estrechas asociadas a los modos resonantes Fabry-
Perot, estas caidas estrechas no se observan experimentalmente debido a que
aunque nuestro sistema no presenta casi pérdidas como se demostrara en
la seccion 6.2.3 , éstas nos impiden detectar experimentalmente esas caidas.
Los perfiles experimentales muestran las principales caracteristicas del es-
pectro predichas por las simulaciones de elementos finitos, a pesar que se ha
empleado un modelo 1D para su medida.

El espectro T'(w) estéd representado en la Fig.6.6b junto a su correspon-
diente simulacién numérica. Como en el caso del espectro R(w) se encuentra
una gran concordancia entre la transmitancia obtenida experimentalmente
y la obtenida a través de las simulaciones numéricas basadas en elementos
finitos. Para ser mas exhaustivos en este estudio, se muestran los mapas de
presion obtenidos a través de las simulaciones de elementos finitos en las figu-
ras 6.7 y 6.8. Las frecuencias seleccionadas corresponden a las caracteristicas
espectrales observadas en el espectro de la reflectancia y que son indicadas
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mediante flechas en la figura 6.6(a). La frecuencia mdas baja corresponde a
la resonancia Fabry-Perot, la cual se caracteriza por una bajada (pico) en
el espectro de la reflectancia (transmitancia). En el mapa 2D de la figura
6.7 se puede observar claramente este comportamiento, donde la longitud de
onda coincide perfectamente con la anchura de la muestra d. En la figura
6.8 se muestra una gran concentraciéon de sonido localizado en el interior de
las cavidades, siendo la intensidad sonora dependiente de la posicién de la
cavidad a lo largo del eje &. Las mayores intensidades se localizan en la pri-
mera, media y ultima fila, las cuales corresponden al maximo de amplitud en
el plano ecuatorial (ver figura 6.7). Para la frecuencia correspondiente a 930
Hz, que estd situada dentro del “gap”, el correspondiente mapa de presioén
de la figura 6.7 muestra una reflexion cercana a la unidad, ya que el sonido
solo penetra en la primera fila, como se puede ver en la figura 6.8 (b). Final-
mente, para la frecuencia correspondiente a 1265 Hz, la figura 6.7 muestra
una perfecta transmision del sonido y la figura 6.8 (c¢) muestra que el sonido
penetra en todas las cavidades, que tienen el mismo perfil de intensidad a lo

largo del eje del cilindro.

6.2.3. Parametros efectivos

Estamos interesados aqui en las propiedades de la estructura para frecuen-
cias por debajo de la frecuencia umbral definida por el limite de homogeni-
zacion. Este limite ha sido establecido experimentalmente para longitudes
de onda A > 4a para una red hexagonal de cilindros rigidos [THCSDO6].
En este experimento se toma este limite como valido, el cual toma como
valor w; = 2w x 2.87 kHz para la estructura bajo estudio, ya que su vali-
dez ha sido demostrada en muchas estructuras equivalentes que consisten en
distribuciones de elementos de dispersién del sonido en aire. Sin embargo la
estructura artificial estudiada actiia como un metamaterial actistico con unos
pardmetros efectivos dados, cuyos valores se obtendran a continuacién, para
cualquier frecuencia por debajo de 2.87 kHz.

La dependencia en frecuencia de los parametros efectivos del metamaterial
p*(w) y B*(w) es extraida a partir de la reflectancia R(w) y la transmitancia
T(w) y el procedimiento de su extraccién esta explicado en el apéndice D. La
densidad de masa efectiva no depende de la frecuencia y su valor es practi-
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(a)

Figura 6.8: Mapas de presion dentro de la estructura artificial bajo estudio .
Fueron obtenidas a partir de simulaciones basadas en elementos finitos para
tres valores diferentes de frecuencias, las cuales estan senaladas por flechas
en la Fig.6.6. El panel (a) corresponde v = 822 Hz, (b) v = 910 Hz y (c)
v =1265.5 Hz.

08 085 09 005 I/.l(kHz)l..OS 11 115 12
Figura 6.9: Dependencia en frecuencia del médulo de compresibilidad efectivo
del metamaterial. Los simbolos representan el médulo de compresibilidad ex-
traidos a partir del espectro de la reflectancia y de la transmitancia, mientras
que la linea continua define el parametro extraido de las simulaciéon numérica
basada en elementos finitos.
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camente igual al del aire py. El médulo de compresibilidad efectivo B*(w),
normalizado al aire, se representa por simbolos en la figura 6.9, donde la
region con sombra indica las frecuencias en las que el mdédulo de compresi-
bilidad toma valores negativos. Los parametros efectivos teéricos han sido
extraidos a partir del espectro de reflectancia y transmitancia obtenidos a
partir de las simulaciones ntimericas y el método explicado en el apéndice D.

La figura 6.9 muestra la extraccion tedrica del médulo de compresibilidad
efectivo (linea continua), y es comparada con los valores obtenidos experi-
mentalmente (simbolos). Se puede observar que existe una gran concordancia
entre la teoria y el experimento. Notese que el médulo de compresibilidad es
negativo en el marco de frecuencias que corresponde con el primer “gap”,
definida por la region gris. La densidad de masa efectiva extraida es practi-
camente constante con un valor p* ~ 0.98p.

Se puede concluir que la estructura se comporta como un medio fluido
efectivo que tiene como mddulo de compresibilidad B*(w) cuyo perfil es si-
milar al que presenta la distribucién de resonadores de Helmholtz y puede

ser expresado de la siguiente manera

2
Fu;

w2 —wi+ilw|’

(B! =Byt |1 - (6.2.6)

donde F' es un factor que define el ancho del band gap, determinado por
frecuencias wy < w < wpv/1 + F; wy es la frecuencia angular de resonancia y
I es la pérdida por disipacion en las cavidades resonantes. El perfil mostrado
en la figura 6.9 se ajusta perfectamente a este modelo usando como valores
wo = 27 X 874 Hz, que corresponde a la frecuencia del modo m = 1 de los
tubos cerrados y F' = 0.556, que determina el ancho del “gap”. El término de
pérdidas es el inico parametro que se ajusta y su valor (I' = 27 x 3.4 Hz) es
mucho més pequenio que los valores obtenidos (I" = 27 x 400 Hz) para meta-
materiales basados en distribuciones de resonadores de Helmholtz [FXAT06].
Las pérdidas en la estructura propuesta son también mas pequenas que las
medidas con las distribuciones de agujeros abiertos en sus dos extremos en
una guia unidimensional, estructura que fue propuesta como metamaterial
con pocas pérdidas. Es importante indicar que la estructura propuesta tie-
ne pocas pérdidas en comparacion con las anteriormente citadas debido a

diferentes razones. Por una parte, en comparacion con los resonadores de
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Figura 6.10: Amplitud de presién medida a lo largo del eje & de la muestra
constituida por siete filas de cavidades cilindricas. Se observa el decaimiento
exponencial dentro del metamaterial (regién sombreada).

Helmholtz [FXAT06,ZSC*T08,CLX10,FR11], la estructura propuesta no pre-
senta canales estrechos donde tienen lugar procesos de disipacién debidos a la
friccién del aire con las paredes. Por otra parte, con respecto a la estructura
que consiste en cavidades abiertas por sus extremos [LPY*10], la estructu-
ra propuesta no presenta pérdidas por radiacion debido al hecho de que las
cavidades usadas estan cerradas por un extremo de las mismas.

6.3. Efecto pelicular en la interfaz aire-metamaterial

Supongamos una interfaz entre dos medios semi infinitos donde el medio
I es el aire (con un densidad de masa y médulo de compresibilidad positivos)
mientras que el medio II es el metamaterial bajo estudio con una densidad
de masa positiva p* y médulo de compresibilidad B* negativo. La ecuacion
(6.2.1) particularizada al metamaterial se convierte
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1 *P(z;w) w?

— P () — 3.1
p* dl’2 ’B*(UJ)’ (wi) 07 (63 )

cuya solucién es
P (z;w) = Ae™/° + Be®/?, (6.3.2)

) es rapidamente obtenida por la sustitucién de la ecuacién (6.3.2) en la
ecuacion (6.3.1)

5% = iQ |B*(f>|. (6.3.3)
ws P
En nuestro caso el coeficiente de la ecuacién 6.3.2 debe cumplir B = 0
para obtener una solucién con significado fisico. El término 0 nos indica el
valor del efecto pelicular del metamaterial. Este valor es un indicativo de la
profundidad de penetracion de la onda en el metamaterial de manera que
cuanto mayor es el valor § mas capacidad tiene de penetrar la onda en el
metamaterial. La ecuacién de onda para la propagacion del sonido en aire
(medio I) viene dada por (6.2.2) y su solucién es

Pl(z;w) = e*o® 4 pemthor (6.3.4)

donde r es el coeficiente de reflexion, que se determina aplicando la condi-
ciéon de continuidad del campo de presiones y de la componente normal de

velocidades en la interfaz aire/metamaterial,

ZO — ZZ*<(JJ)

At i (6.3.5)

r =

donde Zy = /Bopo y Z*(w) = /|B*(w)|p*(w) son las impedancias carac-
teristicas del aire y del metamaterial, respectivamente. La expresion para r
indica que |r|?> = 1 (reflexién total) para cualquier frecuencia. El espectro de
la reflectancia mostrado en la figura 6.6, el cual se obtuvo para una muestra
finita de metamaterial, muestra que esta conclusién es verdadera para una

region grande en frecuencias dentro del “gap”. Se usard este resultado para
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Figura 6.11: Efecto pelicular 6 como funcién de la frecuencia. Los simbolos
corresponden a los valores obtenidos ajustando los perfiles de amplitud, mos-
trados en la Fig. 6.10 a una funcién exponencial decreciente mostrada en la
Ec(6.3.2). La linea continua son los valores previstos por el modelo (6.3.3),

en el cual se han empleado los parametros extraidos del experimento

analizar la reflexién en la interfaz usando la féormula obtenida a partir de un

medio semi-infinito.

Experimentalmente, se empleé un micréfono para escanear la guia de on-
das 2D a lo largo del eje & dentro del metamaterial. El micréfono empleado
corresponde al modelo B& K 4598 que tiene un 1/4 de pulgada de didmetro,
para las frecuencias consideradas el didmetro es aproximadamente A/10, con-
siderando por tanto que la alteracién producida por el micréfono al campo
de presiones medido es despreciable. La figura 6.10 representa la amplitud de
la presion como funcion de la posicion para tres valores diferentes de frecuen-
cias que pertenecen al “band gap”. Se observa que el campo que incide en el
metamaterial es una funcién oscilante, mientras que dentro del metamaterial

es una funcion exponencialmente decreciente.

El parametro del efecto pelicular § se ha obtenido experimentalmente
mediante el ajuste de los perfiles mostrados en la figura 6.10 con una funciéon
exponencial decreciente. El resultado se representa en la figura 6.11 mediante
simbolos y son comparados con los resultados obtenidos usando la férmula
(6.3.3) (linea continua). Se puede concluir que 0 crece monotonamente en
la regién del gap. Para frecuencias cercanas a la resonancia del médulo de
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compresibilidad efectivo B*, § incrementa con la frecuencia siguiendo un

perfil exponencial.

6.4. Resumen

En resumen, se ha introducido un metamaterial acistico quasi-bidimensional
que presenta intrinsecamente pocas pérdidas y con médulo de compresibili-
dad negativo. La estructura artificial consiste en una distribucion periédica
2D de cavidades cilindricas a una guia de ondas 2D. Las medidas y el mode-
lo tedrico desarrollado muestran que la regién donde la estructura presenta
un maédulo de compresibilidad negativo desarrolla un “band gap” frecuencial
cuyo ancho puede ser modificado con los parametros geométricos de las ca-
vidades (radio y longitud). Se ha realizado una completa caracterizacion del
metamaterial incluyendo el efecto “skin depth”.

Por otra parte, la amplitud extraordinaria de sonido obtenido dentro de
las cavidades puede ser usada para disenar dispositivos de alta absorcion me-
diante el relleno de las cavidades de material disipativo.

Un metamaterial que presenta ambos parametros negativos puede lograr-
se facilmente anadiendo a esta estructura membranas como las descritas
en [PPLT11].

Este capitulo esta basado en:

1.— Victor Manuel Garcia-Chocano, Rogelio Gracia-Salgado, Daniel To-
rrent, Francisco Cervera y José Sanchez-Dehesa. Quasi-Two-dimensional acous-
tic with negative bulk modulus. Phys. Review. B. Vol. 85, art. nro. 184102,
pp.1 — 8, (2012)



Capitulo 7

Metamaterial acustico
doblemente negativo

En el capitulo anterior se mostré que una distribucién de cavidades pre-
senta un comportamiento resonante en el moédulo de compresibilidad efectivo
que caracteriza a esa distribucién en el limite de homogenizacion. Dicho com-
portamiento se ha obtenido con estructuras basadas en resonadores de Helm-
holtz y cavidades abiertas en el extremo de las mismas [FXA*06, LPCS09].
Para poder obtener un metamaterial que presente un comportamiento do-
blemente negativo en sus parametros efectivos se ha de proponer un meca-
nismo que permita que la densidad efectiva sea negativa. Cuando la pro-
pagacion del sonido es en aire, la fabricacion de metamateriales que pre-
senten una densidad efectiva negativa no es facil de obtener, ya que invo-
lucran estructuras mas complejas, incluyendo la mayoria de ellas membra-
nas [YMYT08,YZH10,PPL"11]. Este hecho dificulta la obtencién de estruc-
turas que presenten comportamiento doblemente negativos a pesar de que
las condiciones para realizarlos estan relativamente bien establecidas ya que
no se puede garantizar que la tensién y el coeficiente elastico de cada una de

las membranas que forman el metamaterial sean idénticos.

Se ha demostrado que un medio efectivo que presente densidad negativa
se puede obtener a través de una distribucion de elementos dispersores que
presenten una densidad y una velocidad efectiva mas baja que el medio que
lo rodea [T'SD11b].

Estas propiedades son faciles de obtener cuando el medio que rodea a los
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elementos dispersores es agua, ya que hay solidos con p < pagua ¥ € < Cagua-
Sin embargo en aire, donde todos los materiales son considerados acistica-
mente rigidos, estas propiedades son dificiles de obtener. En este capitulo se
demostrara que se pueden obtener metamateriales que presenten una den-
sidad negativa o un comportamiento doblemente negativo en aire mediante
materiales rigidos. Los metamateriales propuestos implican el uso de meta-
fluidos que presenten una velocidad més pequena que el aire y una densidad
mayor que el aire. Estas propiedades no son usuales en los fluidos, pero se
pueden obtener mediante una distribucion de varillas rigidas para longitudes
de ondas mucho mayores que su separaciéon [THCSD06, TSD06, TSD07a).

El capitulo se organiza de la siguiente manera: en la seccién 7.1 se realiza un
analisis del elemento del dispersion objeto de estudio en el limite de bajas
frecuencias. En la seccién 7.2 se resuelve el problema de una distribucion
de cavidades obteniéndose los pardmetros efectivos de la estructura en fun-
cién de las variables geométricas que definen una cavidad, permitiendo de
esta manera encontrar las dimensiones donde ambos parametros , modulo de
compresibilidad efectivo y densidad efectiva, son negativos simultaneamente.
Finalmente, los resultados son resumidos en la seccion 7.3.

7.1. Parametros efectivos del elemento

de dispersion: B,(w) y p.(w)

La estructura bajo estudio se encuentra representada en la figura 7.1a. Es-
ta estructura consiste en una distribucién de elementos dispersivos cilindricos
localizados en el interior de una guia de ondas, de altura h, donde los elemen-
tos de dispersién penetran una longitud L dentro de la superficie superior de
la guia de ondas. La figura 7.1b describe la estructura interna que presenta
cada elemento de la distribucién, que consiste en una cavidad cilindrica, de
radio Ry y altura L, perforada en una de las superficies que forman la guia de
ondas 2D. En el interior de la cavidad se encuentra un cilindro rigido, de ra-
dio R, < Ry, rodeado de un meta-fluido que presenta una densidad ps > pp y
una velocidad ¢, < ¢, donde ¢, es la velocidad del sonido y pp la densidad del
sonido que corresponden al medio que rodea el elemento de dipersién (aire en
este trabajo). Es interesante resaltar que este sistema presenta 6 pardmetros
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Figura 7.1: (a) Esquema de la estructura objeto de estudio. Esta estructura
consiste en una distribucion de dispersores cilindricos localizados en el interior
de una guia de ondas 2D. Notese que éstos penetran la superficie superior de
la guia de onda. (b) Estructura interna de un elemento de dispersién. Este
elemento consiste en una cavidad, de altura L y radio R,, perforada dentro
de la gufa de ondas de altura h (regién I). Un cilindro rigido, de radio R,
y longitud h + L, esta localizado en el interior de la cavidad y esta rodeado
por un meta-fluido (regién II) que presenta una densidad efectiva ps > pp y
una velocidad efectiva ¢y < ¢;, donde p, v ¢, son la densidad y la velocidad,
respectivamente, del fluido en la regién 1.
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que se pueden modificar con el fin de ajustar las propiedades actsticas de los
elementos que forman la distribucién: R,, Ry, L, h, ps, Cs.

La longitud de onda en el interior del elemento de dispersiéon es més pe-
quena que fuera, ya que ¢, < ¢. Por tanto, aunque la longitud de onda puede
ser mucho mas grande que Ry, el campo de presiones dentro del elemento de
dispersién puede tener un comportamiento oscilatorio, conduciendo a un con-
junto de respuestas resonantes en el metamaterial. Si la cavidad representada
en la figura 7.1a no existiera (es decir L = 0) la densidad efectiva del elemento
de dispersion es mayor que la densidad del medio que lo rodea. No obstante,
esta densidad se puede hacer mas pequena usando la cavidad (L > 0), como
se explicara a continuacion.

La posibilidad de disenar densidad de masa mas pequena que el medio
fluido que rodea a la estructura ha sido propuesta en [TSD11a, STSD11],
donde se muestra que una cavidad que presenta una profundidad L dentro de
una guia de ondas 2D se comporta como un elemento de dipersién del sonido
con una velocidad igual a la del sonido y densidad de masa p, >~ h/(h+ L)py,
siendo h la altura de la guia de ondas y L la profundidad de la cavidad. Por
tanto, si la cavidad es rellenada por un meta-fluido de densidad p, y velocidad
cs, el sistema completo se comportard como un elemento de dispersién con

una densidad dada por:
h

Pa > 3T Pe (7.1.1)
Esta expresion nos indica, en primera aproximacién, que conforme L aumen-
te se reduce la densidad efectiva del fluido obteniendo, de esta manera un
elemento de dispersion del sonido en el que tanto la densidad efectiva como
la velocidad efectiva son mas pequenas que la del fluido que lo rodea. Por
lo tanto, esta estructura es idénea para que presente parametros efectivos
negativos.

El modelo de la densidad efectiva del elemento de dispersién propuesto
es solamente cualitativo, ya que como se vio en el capitulo 7?7 es una buena
aproximaciéon para 0 < L < 1. Esta prediccion, por tanto, debe ser demostra-
da resolviendo el problema general, es decir, teniendo en cuenta la influencia
de los modos evanescentes sobre los pardmetros efectivos, como se mostrara a
continuacion.

En el marco de la teoria de dispersion multiple la matriz-T es una mag-
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nitud compleja que presenta una dependencia con la frecuencia y que nos
permite extraer, (ver capitulo 4), la dependencia en frecuencia del médulo
de compresibilidad y densidad usando las siguiente relaciones

pa(w) _ X1

o KRy

(7.1.2)
B,(w) _kpRj

1
In(kyRp) — §kbRbX07

donde p, v By corresponden a la densidad y médulo de compresibilidad, res-
pectivamente, del medio que rodea al elemento de dispersion y k;, corresponde
al nimero de ondas fuera del elemento de dispersion. Las cantidades x1 v xo
son obtenidas utilizando la siguiente expresién
T, = Xqu;(kRa) - Jq(kRa)
XqHé(kRa) - Hq(kRa)’

(7.1.3)

ya que las expresiones que se obtuvieron en el capitulo 4 secciones 4.3.1 y
4.3.2 no se pueden aplicar en este caso debido a que la parte real de la matriz
T, es una cantidad comparable a la parte imaginaria de la misma en el rango
de frecuencias en el que se producen las resonancias.

El comportamiento en frecuencia de los parametros que caracterizan al
elemento de dispersion representado en la figura 7.1b se muestra en la figura
7.2. El célculo de estos parametros corresponden al caso en que h = L = Ry,
ps = 4py v ¢s = 0.3¢c,. Se puede observar como los parametros, en unidades
normalizadas, presentan un comportamiento complejo en su respuesta en
frecuencia, debido a que en el interior del elemento de dispersion el campo
de presiones oscila y, consecuentemente, se produce un proceso resonante.
En la figura 7.3a se representa el patrén del campo de presiones dispersado
calculado en el plano ecuatorial de la guia de ondas para una frecuencia
v = 0.06 (en unidades reducidas), donde el médulo de compresibilidad es
negativo. El campo presenta el patréon de una resonancia monopolar que
es responsable del valor negativo del médulo de compresibilidad [LC04]. La
figura 7.3b representa el patrén del campo dispersado para una frecuencia
v = 0.12 u.r, donde la densidad efectiva es negativa. En este caso el campo
presenta un patrén que tiene la forma de resonancia dipolar, que explica el
valor negativo de la densidad.
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Figura 7.2: Dependencia en frecuencia (en unidades reducidas) del médu-
lo de compresibilidad (arriba) y densidad de masa (abajo) del elemento de
dispersién representado en la figura 7.1b para h = Ry, L = h, R, = 0.5Ry,
ps = 4p, v ¢cs = 0.3¢,. Las zonas sombreadas definen las frecuencias en las
que los parametros son negativos.
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Figura 7.3: (a) Mapa del campo de presién dispersado correspondiente a una
frecuencia v = 0.06 (en unidades reducidas) donde el médulo de compresibi-
lidad es negativo. (b) Mapa del campo de presién dispersado correspondiente
a una frecuencia v = 0.12 u.r donde la densidad dindmica es negativa. La ca-
vidad esta centrada en la posicién (0, 0) y el radio de la cavidad es R, = lem.
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Los parametros efectivos, B* y p*, que caracterizan al medio efectivo de-
penden de las dimensiones de los elementos que forman el medio (R,,Ry,h,L)
y del meta-fluido localizado en su interior (ps,cs). Las expresiones analiticas
para B*(w) y p*(w) son dificiles de obtener, no obstante, en la siguiente sec-
cién se mostraran los resultados obtenidos en diagramas de fase, donde las
condiciones en las que aparecen los pardmetros negativos se pueden mostrar

de una forma maéas clara.

7.2. Parametros efectivos del metamaterial:
B*(w) y p*(w)

Los parametros acusticos B, (w) y p.(w) que caracterizan individualmente
a los elementos de dispersién son empleados aqui para obtener los parametros
efectivos de una red formada por esos elementos.

Considerando una red isétropa (es decir hexagonal o cuadrada) en la que
la fraccién del volumen ocupado por los elementos es f y siguiendo el proceso
explicado en el capitulo 4, los pardmetros efectivos pueden ser obtenidos

usando las siguiente expresiones

(7.2.1)

en las que los términos de la dispersion multiple no son considerados debido a
que en el presente capitulo consideramos los metamateriales con una fraccién
de llenado baja.

Las resonancias que tienen lugar en el interior del elemento de dispersiéon
generan en los parametros efectivos fuertes oscilaciones que pasan por cero.
El presente trabajo se centra en las regiones donde los parametros efecti-
vos cambian de signo, ya que el signo define las regiones de propagacion
que tienen lugar en el metamaterial. Estas regiones se encuentran definidas
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mediante la velocidad de fase efectiva que presenta el metamaterial,

(w) = . (7.2.2)

De esta relacion se deduce que cuando ambos parametros son positivos o
negativos, la velocidad de fase del sonido es positiva o negativa, respecti-
vamente. Sin embargo, cuando uno de los parametros es negativo y el otro
positivo el resultado es una velocidad de fase puramente imaginaria y, por
tanto, no hay propagacién a través del medio. El estudio del signo en los
parametros efectivos se realiza a través de los diagramas de fase, donde los
cambios de signo de los parametros efectivos son representados en funcién
de la frecuencia y una seleccién de variables fisicas que definen el elemento
de dispersion. Esta forma de representacion de datos es especialmente til
cuando las magnitudes de interés dependen de muchos pardametros.

En este trabajo se muestran dos ejemplos de diagramas de fase: uno en
el que se mantiene constante la relaciéon R,/R;, observandose los cambios
de signo como funcién de la relaciéon L/h; otro en el que se mantiene cons-
tante esta relacién mostrandose los cambios de signo en funcién de R,/Rj.
En ambos ejemplos el valor de la altura de la guia de ondas estd fijado a
h = 0.44a, siendo a el parametro de la red hexagonal donde los elementos
de dispersion se encuentran distribuidos. Este valor pequeno de h es necesa-
rio para reforzar la naturaleza cuasi bidimensional del sistema. El término
cuasi bidimensional es debido a que a pesar de que el problema es estricta-
mente tridimensional se considera propagacién en el plano XY. También se
mantiene en ambos ejemplos el valor del radio externo de la cavidad, siendo
Ry, = 0.44a = h. Este valor es escogido para que la fraccién de llenado f
sea lo suficientemente alta para observar los efectos de la dispersion pero los
suficientemente baja para despreciar la correcién de la dispersion multiple
en los parametros efectivos. En los dos ejemplos el meta-fluido localizado en
el interior de las cavidades presenta una densidad ps = 4py y ¢s = 0.3¢p.
Los valores del meta-fluido no se han escogido de forma aleatoria; sino que

corresponden a valores de parametros efectivos considerando redes formadas
por cilindros rigidos [THCSDO06, TSD06, TSDO07a].
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L/

Figura 7.4: Las regiones de color representan los valores de w — L/h donde el
modulo de compresibilidad efectivo (panel izquierdo) y la densidad dindmica
efectiva (panel derecho) son negativos. Con el préposito de comparar ambos
diagramas se representan las lineas continuas (negras) en el panel derecho
que encierran las regiones donde el médulo de compresibilidad es negativo;
la superposicion con las regiones de densidad negativa define las condiciones

donde ambos pardmetros son negativos simultaneamente.

7.2.1. Diagramas de fase en el plano w — L/h

La figura 7.4 muestra el diagrama de fase para el moédulo de compresibili-
dad (panel izquierdo) y densidad efectiva (panel derecho) para el caso en que
el radio del cilindro rigido localizado en el interior del elemento de dispersién
tiene como valor R, = 0.5R,, y realizando el barrido para la relacién L/h.
La zona de color representa los valores en los que los parametros acusticos
presentan signo negativo.

El panel izquierdo de la figura 7.4 muestra que B* se hace negativo a partir
de un valor de corte L/h > 0.3, ya que por encima de este valor la cavidad
actia como un resonador de Helmholtz como se explicé en el capitulo 6. El
panel derecho de la figura 7.4 muestra que la densidad negativa, al contrario
del médulo de compresibilidad, no presenta un valor de corte.

En comparacion con B*, las regiones que presentan valores de p* negati-

vos son mas anchas en frecuencia. No obstante, como en el caso del médulo
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Figura 7.5: Mdédulo de compresibilidad efectivo (arriba) y densidad efectiva
(abajo) en funcién de la frecuencia para la estructura analizada en la figura
7.1(a). Estos resultados corresponden al caso definido por L = 3h en el
diagrama de fase de la figura 7.4.
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de compresibilidad efectivo, conforme la profundidad L de la cavidad se in-
crementa, el nimero de resonancias aumenta, apareciendo mas regiones con
p* negativa.

En el panel derecho de la figura 7.4 también se representan lineas dis-

continuas que encierran la region en la que el médulo de compresibilidad es
negativo. La superposicion con las regiones de color rojo definen las condi-
ciones en que se espera un comportamiento doblemente negativo, los cuales
se pueden determinar facilmente a partir de los diagramas de fase.
Noétese que puede obtenerse una regién que presenta un rango de frecuencia
relativamente ancho donde ambos parametros acisticos son negativos usan-
do cavidades con valores comprendidos en 0.52 < L/h < 1.26. Mientras que
para cavidades 2.1 < L/h < 2.28 y 3.3 < L/h < 4 se obtienen regiones que
presentan un comportamiento doblemente negativo pero en un rango mas
estrecho de frecuencias.

La figura 7.5 muestra la dependencia en frecuencia del médulo de compre-
sibilidad efectiva (panel izquierdo) y de la densidad efectiva (panel derecho)
extraidos de la figura 7.5 para una relacién L/h = 3, que estd definida por
una linea vertical roja en el diagrama fase. Se puede ver que los parametros
efectivos presentan regiones negativas conforme a lo descrito en el diagrama

de fase.

7.2.2. Diagramas de fase en el plano w — R,/ Ry,

La figura 7.6 muestra el diagrama de fase para B* (panel izquierdo) y
p* (panel derecho) para el mismo metamaterial estudiado en la figura 7.4,
pero en este caso se fija el valor L = h y el barrido se hace ahora en la
relaciéon R,/R,. En este caso el medio presenta una variacién més suave ya
que el numero de resonancias no incrementa, pudiendo decir que el niimero
de resonancias es esencialmente funciéon de L. Se puede observar que cuan-
do la relaciéon R,/R, — 1 el comportamiento negativo desaparece, como es
de esperar, ya que la cavidad se convierte en un cilindro rigido. También es
destacable que, aunque la regién de frecuencias en la que el médulo de com-
presibilidad es negativo varfa lentamente como funcién de R,/Ry, la regién
en la que la densidad es negativa aparece a bajas frecuencias para un valor
R,/Ry, ~ 0.7. Siendo esta regién la mas apropiada para trabajar, ya que el
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Figura 7.6: La region en color define los valores w — R,/ R, donde el médulo
de compresibilidad efectivo (panel izquierdo) y la densidad (panel derecho)
efectiva son negativos. Con el proposito de comparar ambos diagramas se
representan lineas discontinuas en el panel derecho que encierran los valores
en el que el médulo de compresibilidad es negativo. La superposicién en-
tre ambas regiones define las condiciones en las que se esperan que ambos

parametros sean negativos.
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Figura 7.7: Dependencia en frecuencia del médulo de compresibilidad efecti-
vo (arriba) y densidad dindmica efectiva (abajo) para la estructura estudiada
en la figura 7.6. Estos resultados corresponden al caso R, = 0.7R;. La linea
discontinua horizontal actiia como referencia visual para indicar el valor cero
del parametro acustico correspondiente.
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comportamiento del metamaterial es mejor cuanto menor sea la frecuencia.
La superposicién entre el médulo de compresibilidad (representado mediante
lineas discontinuas en el panel derecho) y la densidad efectiva se obtiene para
valores 0.32 < R,/R, < 0.97. Esta regién se podria utilizar para construir
una muestra que exhiba refracciéon negativa.

La figura 7.7 muestra el comportamiento en frecuencia de los parametros

efectivos del sistema descrito en la figura 7.6 para R,/R, = 0.6.

7.3. Resumen

En resumen, en este capitulo se ha introducido una nueva estructura de
dispersién en una guia de ondas 2D para la propagacién del sonido en aire
que puede ser usada para disenar metamateriales que presenten uno o ambos
parametros acusticos negativos.

El elemento de dispersion disenado consiste en una cavidad perforada en

una de las superficies que forman la guia de ondas con un cilindro rigido
en su interior, siendo el resto de la cavidad rellenada por un metafluido que
tiene una velocidad de fase del sonido menor que la del aire. Esta estruc-
tura de dispersion es especialmente adecuada para disenar metamateriales
con parametros actsticos negativos cuando el sonido se propaga en aire, pero
también puede usarse para construir metamateriales viables para la propa-
gacion del sonido en agua. Se ha mostrado que la modificacién o adaptacion
de los parametros acusticos efectivos del metamaterial presenta muchos gra-
dos de libertad, como la fraccion de llenado, la altura de la guia de ondas,
la longitud de la cavidad, ect, los cuales hacen que sea un problema dificil
de analizar. Para superar esa dificultad los resultados se han representado
en diagramas de fase, que permiten de una manera mas facil el diseno de
metamateriales negativos.
Debido al reto que supone la construccién de metamateriales que presenten
simple o doble negatividad en sus pardametros acusticos y que ademés pre-
senten pocas perdidas para la propagacién del sonido en aire, la estructura
de dispersion propuesta en este capitulo es un buen candidato para lograr
dicho objetivo.
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Capitulo 8

Metamateriales actusticos con
densidad negativa y cercana a
cero: diseno y aplicaciones

En el capitulo anterior se demostré que cuando el medio de propagacion
del sonido es el aire, la obtencion de un metamaterial actstico que presenta-
ra un comportamiento doblemente negativo en sus parameteros efectivos se
podia realizar mediante una distribucién de cavidades en cuyo interior se lo-
calizaba un metafluido isétropo con una velocidad efectiva del sonido menor
que la del aire.

En este capitulo se muestra el diseno de un nuevo tipo de material actstico
formado por elementos de dispersion anisétropos que presenta resonancias en
ambos parametros acusticos efectivos, modulo de compresibilidad y densidad
de masa.

El capitulo se organiza de la siguiente manera: En la seccién 8.1 se ana-
liza la estructura propuesta en el limite de homogenizacién; obteniéndose
los parametros efectivos que caracterizan al metamaterial resultante. En la
seccion 8.2 se expone la realizacion de un experimento numérico donde se
muestra que es posible la excitacion de estados superficiales. En la seccién
8.3 se analizan varias aplicaciones de este tipo de metamateriales en el rango
de frecuencias en el que muestra una densidad dinamica de masa efectiva cer-
cana a cero como el efecto tunel, filtrado de modos transversales, transmisién

del campo a través de varios canales, etc . ... En la seccion 8.4 se analizara la
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caracterizacion experimental de dos muestras diferentes de metamaterial. Fi-

nalmente, en la seccién 8.5 se resumiran los resultados obtenidos.

8.1. Metamaterial actstico: parametros efec-

tivos

La figura 8.1a muestra el esquema del metamaterial objeto de estudio.
Este consiste en una distribucién de elementos dispersores cilindricos locali-
zados en el interior de una guia de ondas, formada por dos placas paralelas
separadas una distancia h. La estructura de cada elemento se muestra en la
figura 8.1b. Las cavidades son agujeros de longitud L y de radio R} perfora-
das en una de las dos placas que forman la guia de ondas. Dentro de cada
cavidad hay un cilindro de radio R, y de altura h+ L. En el espacio definido
entre el cilindro rigido y el radio externo de la cavidad existe una distribucion
angular de capas que consiste en la alternancia de un material acisticamente
rigido y aire, tal y como se muestra en la figura 8.1c.

Es interesante resaltar que al igual que en el capitulo anterior, el siste-
ma consta de 5 parametros mediante los cuales se pueden ajustar las pro-
piedades acusticas de la unidad disenada: Ry,R,,h,L,oc. En primer lugar se
mostrara que la unidad de dispersion presenta resonancias monopolares y di-
polares en intervalos separados de frecuencia. Esta propiedad justifica su uso
como elemento unidad en la construccion de metamateriales que presenten

parametros acusticos negativos.

8.1.1. Parametros efectivos de la unidad de dispersion:
By(w) y pa(w)

En el limite de homogenizacion la unidad de dispersién se puede describir
como un fluido anisétropo homogeneizado. La estructura propuesta presenta
anisotropia cilindrica, p, = cte, py = 0o. Esta anisotropia establece que en el
interior de la estructura de dispersién se verifique que ¢y = 0y ¢, = ¢, donde
¢y es la velocidad del sonido en el fluido que rodea el elemento de dispersién,
siendo por tanto el coeficiente de anisotropia v = z—f = 0.

Para obtener los parametros que caracterizan la unidad dispersiva hay
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Figura 8.1: (a) Vista esquemética de la estructura objeto de estudio. Esta
consiste en una distribucion anisétropa de elementos dispersores localizados
en el interior de una guia de ondas de altura h. (b) Esquema de un elemento
individual de dispersiéon que consiste en una estructura cilindrica de radio
Ry de altura total L + h, donde L es la longitud que se extiende en el in-
terior de la guia de ondas 2D. (c) Seccién del elemento de dispersién que
muestra la anisotropia angular. Las regiones grises representan un material

acusticamente rigido.
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que obtener la matriz de transferencia del sistema. El proceso de obtencién
de la matriz-T fue explicado en el capitulo 3,

Tq)mn - Z(ﬁq);z}c(jq)kn (8.1.1)
k=0
donde
50 J(k?HR) Jo (k! Ra)Yb(kHRb)
~ pr . Y k:UR m
(Jq)kn = Jq(kéRb)énk‘ - — Z |:Jq(k:TILRb>Gk;mGnm . T Jo(k”R ; Il :| )
P m=0 JO(k R ) y(kIIRa)YO(kab)
) < Jo(ktl By) + 2ol v (k11 R,)
pb m=0 J0<k1€1]Rb) + YO(kIIRa)}/O(k'TInIRb)
(8.1.2)
y

. 1/ h . I II . I 01

Los k! y kI corresponden al nimero de onda en el medio que rodea la unidad

de dispersion y en el interior del elemento de dispersion, respectivamente,

ki = 52—(1&)2 SR B (8.1.4)
LV H T ke si =11 -

Como se ha visto a lo largo de este trabajo, el médulo de compresibilidad y

siendo

la densidad dinamica de masa efectiva del elemento de dispersion resonante
presenta una dependencia en frecuencia a través de las siguientes relaciones

B, k2 R2 1
W) _ kA, In(kyRp) — §]€bRbX0,

B, 2
(8.1.5)
pa(w) _ X1
Pb kv Ry’

donde By, v pp son los parametros del medio que rodea a la estructura dis-
persiva y kp el nimero de onda de dicho medio. Las cantidades yo y x1 estan
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relacionadas con la matriz-T como se vio en el capitulo 4, pero en este caso, al
igual que el capitulo anterior, su extraccion se realiza a través de la siguiente

relacion
T XoJy (ko) — Jy(Kp )
1 XqHZI(kbRb) - Hq(k‘bRb) '

(8.1.6)

Las soluciones de o y x1 obtenidas en la anterior ecuacién se introducen
en las ecuaciones 8.1.5, permitiéndonos asi obtener el comportamiento en
frecuencia de los pardmetros que caracterizan el elemento dispersivo B,(w)
Y Palw).

La figura 8.2 muestra el comportamiento en frecuencia de estos parame-
tros para una geometria dada. En ellas se puede ver que la respuesta en
frecuencia es compleja debido a las oscilaciones del campo de presion en el
interior del elemento de dispersion. Estas oscilaciones aparecen por las an-
isotropia. Nétese que el elemento de dispersion penetra una longitud L en
una de las superficies de la guia de ondas presentando una densidad efectiva
aparente mas pequena que la del medio que lo rodea (& %), y la presencia de
sectores rigidos en el interior del elemento de dispersion impiden la propaga-
cion del sonido en la direccién angular, que tiene como efecto la disminucion
de la velocidad del sonido en el interior del mismo. La existencia de una
region en frecuencia donde la estructura presenta un médulo de compresi-
bilidad negativo, es debido a que la longitud de la cavidad actia como un
resonador de Helmholtz, como se ha visto en capitulos anteriores.

8.1.2. Parametros efectivos del metamaterial acustico:
B¥(w) y p*(w)

Se ha demostrado experimentalmente la existencia de metamateriales
con densidad dindmica de masa negativa usando esferas de goma en agua
[ZXYT11], o empleando membranas en aire [YMY 08, YZH10, PPL*11]. El
valor negativo de la densidad es obtenido mediante una resonancia dipolar
que presentan las unidades dispersivas que constituyen el metamaterial. Este
tipo de resonancias dipolares producen que la aceleracién este en contra fase
con el gradiente de la presion dindmica [LCO04].

El inconveniente de este tipo de metamateriales es la repeticién exacta de
las unidades dispersivas (tension en la membrana, pardmetros eldsticos) para
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Figura 8.2: (a) Médulo de compresibilidad y (b) densidad de masa efectiva en

funcion de la frecuencia en unidades reducidas. Ambas figuras corresponden

a un elemento de dispersion representado en la Fig.?? b). Los pardmetros

geométricos con los que se ha obtenido dicho comportamiento son h = Ry,
L =35h, R, =0.5R, y a = 7/8. Las zonas sombreadas definen las frecuen-

cias donde los parametros actuisticos presentan valores negativos.
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la construccién de metamateriales. Este problema hace necesario la investi-
gacién de nuevos enfoques que permitan proponer estructuras mas robustas
que presenten el mismo comportamiento negativo en la densidad de masa
efectiva.

Vamos a considerar ahora una estructura peridodica como la mostrada
en la figura 8.1a, que consiste en una distribuciéon hexagonal de unidades
dispersivas como las mostradas en la figura 8.1b. Para longitudes de ondas
mas grandes que el parametro de red a, estas estructuras se convierten en un
medio efectivo que presenta una densidad efectiva de masa y un moédulo de
compresibilidad efectivo que depende de la frecuencia, y que se obtienen a
través de los parametros efectivos que caracterizan un elemento de dispersién

B,(w) ¥ pa(w) usando las siguientes relaciones

(8.1.7)

donde f es la fraccion de llenado de la distribucion. Para el caso de una red
hexagonal f = (27T / \/§) (Rb / a)Q. Al igual que en el capitulo anterior, debido
a los numerosos parametros que presenta el sistema primero, se realizé un
estudio donde se hacen variar los pardmetros L y R, de la unidad dispersiva
fijando los valores h = R, = 0.44a.

La figura 8.3 representa el diagrama de fase obtenido en el plano w— L/h,
es decir, manteniendo constante el valor del radio del cilindro interno a
R, = 0.5R;. El area encerrada por la lineas continuas representa las regiones
donde la densidad dindmica de masa efectiva es negativa, mientras que el
area encerrada por la lineas de puntos corresponden a las regiones donde el
modulo de compresibilidad es negativo. El rango de frecuencias representado
corresponde al limite de homogenizacién, es decir, en términos de longitudes
de onda para A > 0.25a¢ [THCSDO06]. El comportamiento negativo de la den-
sidad efectiva empieza para valores L/h > 0.78. Por encima de este punto,
la reduccion de la densidad efectiva en la unidad de dispersién es lo sufi-
cientemente grande para producir un metamaterial con densidad dinamica

negativa. La figura también muestra que la cavidad del elemento de disper-
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Figura 8.3: Diagrama de fase en el plano w — L/h del metamaterial. El drea
encerrada por la linea de puntos define los valores w — L/h donde el médulo
de compresibilidad es negativo. El area encerrada por la linea continua de-
fine la regién donde la densidad dinamica de masa es negativa. El pequeno
solapamiento entre ambas regiones nos indica las condiciones donde ambos

parametros son simultaneamente negativos.

sién no actia como un resonador de Helmholtz hasta valores L/h > 2. Nétese
que al incrementar los valores L/h los valores en frecuencia en los que se ob-
tienen parametros negativos se desplazan hacia bajas frecuencias, donde la
homogenizaciéon es mucho mas precisa.

Si realizamos la comparacion con estructuras analogas basadas en distri-
buciones de metafluidos isétropos (ver Fig.7.5) observamos que el solape entre
las regiones negativas ahora se producen en un rango estrecho en frecuencias.
Este resultado es debido a la separacion en frecuencia en que se producen las
resonancias asociadas a la densidad efectiva y al médulo de compresibilidad
efectivo que presenta la unidad dispersiva, como se muestra en la figura 8.2.
Conviene recordar que la negatividad en uno de los pardmetros que caracteri-
zan el metamaterial (ver fig.8.3) corresponde a valores puramente imaginarios
de la velocidad efectiva ¢*. En esas regiones no habra propagacién a través del
metamaterial, existiendo un “gap” de frecuencias en la estructura de bandas
para un sistema infinitamente periddico.

La dependencia en frecuencia de los parametros efectivos se muestra en
la figura 8.4, correspondiente a un corte a lo largo de L = 3.5h en el dia-
grama de fase mostrado en la figura 8.3. En esta figura se puede observar
la regién estrecha en frecuencia, localizado en [0.146,0.151], donde ambos
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Figura 8.4: Parametros efectivos de la estructura representada en figura 8.1.
(a) Dependencia en frecuencia del médulo de compresibilidad. (b) Depen-
dencia en frecuencia de la densidad de masa. Los resultados corresponden a
h =R, =0.44a, R, = 0.5R, y L = 3.5h. Las regiones sombreadas correspon-
den a las frecuencias donde los valores de los parametros son negativos.
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parametros son negativos. El comportamiento doblemente negativo permite
observar fenémenos muy interesantes en todo tipo de metamateriales pero su
demostracion en aire constituye un gran desafio debido a que la posibilidad
de obtener estructuras resonantes es muy limitada, porque la interaccion de
las ondas acusticas con estructuras solidas es muy débil.

En la figura 8.5 se representa el diagrama de fase en el plano w — R,/ Ry.
En él se representa la dependencia en frecuencia para la misma estructura pe-
ro ahora se mantiene constante la longitud de la cavidad, L = 3.5h, pudiendo
analizar el comportamiento negativo en funcién (R, /Ry). Como antes, el drea
encerrada en las lineas continuas y punteadas encierran las regiones donde
se encuentran la densidad dindamica de masa efectiva y el médulo de com-
presibilidad negativos. Se puede ver que la influencia que ejerce el parametro
del radio del cilindro rigido interno es débil para valores R,/R, < 0.4, lo
que significa que en el proceso de fabricacion el cilindro no afecta al com-
portamiento global del metamaterial. Por encima de ese valor, se observa
el estrechamiento de las regiones negativas hasta que desaparecen comple-
tamente para R, ~ R,, donde las unidades dispersivas se convierten en un

cilindro rigido.

8.2. Estados acusticos superficiales

Se ha demostrado la amplificacion de ondas evanescentes en metamate-
riales 2D basados en membranas [PPLT11]. En esta seccién se demuestra
que la amplificion es también posible usando nuestras estructuras quasi-2D
en las regiones en frecuencia donde la densidad de masa es negativa. La am-
plificaciéon de modos evanescentes fue tedricamente expuesta por Ambati y
colaboradores [AFSZ07] siguiendo un resultado andlogo que se obtuvo para
ondas electromagnéticas que se propagaban en distribuciones de materiales
que presentaban una permitividad negativa.

8.2.1. Relacién de dispersion de los estados superficia-

les

Considérese una interfaz entre dos medios semi infinitos (ver figura 8.6)
donde el medio I es un fluido con densidad dindmica de masa (p, > 0) y
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Figura 8.5: Diagrama de fase del metamaterial en el plano w — R,/Ry.
area encerrada por las lineas discontinuas indican los valores de w — R,/ Ry,
en los que se obtiene el médulo de compresibilidad negativo mientras que
el 4drea encerrada por la lineas continuas indica la condiciones en la que
obtenemos una densidad de masa negativa. La regiones en donde se producen
solapamiento indica las condiciones en las que se obtiene simultdneamente
ambos parametros negativos. (a) Representa el estudio para el caso en el que
se fija la longitud de las cavidades L = 3.5h. (b) El caso donde la longitud
de la cavidad es L = 2.5h.
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Figura 8.6: Esquema del experimento ntimerico. Un sistema multicapa, ai-
re/metamaterial /aire, es encerrado en un dominio que presenta contornos no
reflectantes. Una fuente puntual es colocada en la esquina inferior izquierda
del metamaterial a una distancia préxima a éste con el fin de excitar los

modos superficiales a lo largo de la interfaz.
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modulo de compresibilidad (Bj, > 0) positivos, mientras que el medio IT es
un metamaterial acustico, isétropo, caracterizado por una densidad de masa
dindmica efectiva (p*) y un médulo de compresibilidad (B*).

El campo de presiones en el medio I se puede escribir como
Pl(z,y) = PelFartky—et) (8.2.1)

y en el metamaterial como

PH<I,y) _ Poei(kﬁ/[x+ké‘/[7wt)’ (822)

donde k® = (K2, kL) y EM = (k) k)') es el nimero de ondas del medio
fluido y del metamaterial respectivamente. Un estado superficial representa
una peturbacién en el campo de presiéon que es maxima en la interfaz y
que decae exponencialmente en la direccién perpendicular a la superficie que
define la interfaz.

Para obtener la condicion necesaria que permite la existencia de estos
estados superficiales aplicamos las condiciones de contorno de continuidad
del campo de presiones y de continuidad de la componente normal del campo

de velocidades en la interfaz fluido/metamaterial (z = 0)
Pl|x:0 = PII|J::07

(8.2.3)

1 oP!

1 0P
Py Ox

=0 N p* Ox

=0

Sustituyendo (8.2.1) y (8.2.2) en (8.2.3) obtenemos la siguiente relacién

Py P

La condicién necesaria para que exista un estado superficial en la interfaz

K kM
T = (8.2.4)

)

fluido/metamaterial es que las kZ,

con ¢ = by M tengan parte imaginaria
positiva, lo cual implica que la densidad del metamaterial deberia de ser
negativa (p* < 0). La relacién de dispersion de los estados superficiales entre

w y el vector de onda k, de los estados superficiales se deduce de la ecuacion
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(8.2.4), y las relaciones de dispersién del medio fluido y del metamaterial

%bﬂ%@fzw(%)

(8.2.5)

7+ 0 = (1)

siendo requerida la continuidad del vector de onda tangencial &, sobre la in-
terfaz, es decir kz = ké” . Despejando k% con i = b, M de las ecuaciones (8.2.5)
y sustituyéndolos en la ecuacién (8.2.4) obtenemos la siguiente igualdad

2 1 2 1

Db o (p*)?
haciendo un poco de algebra y resolviendo la ecuaciéon anterior para k, ob-

tenemos la relacién de dispersion de los estados superficiales

_ 2 PP P
b=t o (B ) (527

8.2.2. Experimento numérico usando Comsol Multiphy-
sics

Para la realizacion del experimento numérico se consider6 una distribu-
cién finita, de ancho d = 9a, de los elementos de dispersién objeto de es-
tudio (ver figura 8.1a). los elementos se colocan en una red cuadrada con
un parametro de red a. La figura 8.6 muestra las condiciones de contorno
que se han impuesto en la simulaciéon para los dominios externos. Estos se
consideran medios no reflectantes que absorben las ondas salientes. La exci-
tacion de los estados superficiales se realiza a través de una fuente puntual
situada en la proximidad de la superficie del metamaterial. Se ha elegido la
red cuadrada porque presenta ventajas a la hora de representar ciertos datos,
como por ejemplo, la obtencién del campo de presiones a lo largo de un eje
que pase a través de dos filas consecutivas de elementos dispersores. El me-
tamaterial se localiza en el interior de una guia de ondas de ancho W = 17a
y altura h = 0.44a. Los valores de los parametros que describen las unidades
dispersivas son (ver figura 8.1b) R, = 0.5R, y L = 1.65a (L = 3.5h). Para
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estos valores el comportamiento de la densidad dindmica de masa negativa
aparece dentro del rango en frecuencias wa/2mcye[0.105, 0.135].

La figura 8.7a muestra la amplitud del campo de presién excitado con
una fuente radiante a una frecuencia wa/2mwe, = 0.122. En ella se observa
que las ondas superficiales actisticas son generadas en ambas interfaces ai-
re/metamaterial. La cuantia de este efecto se representa mejor en la figura
8.7b, donde se muestra dependencia de la amplitud a lo largo del eje ho-
rizontal para un valor y = 8.5a. Esta figura muestra que la amplitud es
maxima en la interfaz donde se localiza la fuente y decrece conforme se aleja
del metamaterial, como es de esperar. Sin embargo, nétese que conforme nos
adentramos en el interior del metamaterial la envolvente de la amplitud de-
crece hasta alcanzar el centro del metamaterial, donde comienza a aumentar
hasta alcanzar la interfaz opuesta. Los maximos observados en la envolvente
son debidos a la excitacién de resonancias locales en los elementos disper-
sores, produciéndose una acumulacién del campo acustico en el interior de
los mismos. Esta acumulacion es menor cuanto mas profunda es la posicién
del elemento dispersor en el interior del metamaterial. El incremento de la
amplitud de la interfaz opuesta es debido a que las condiciones para la propa-
gacién de las ondas superficiales se cumple. Sin embargo, ya que la anchura
del metamaterial es lo suficientemente pequena , es posible el acoplamiento
entre ambos estados superficiales. Por tanto, mediante de la excitacion de
estados superficiales en una de las interfaces del metamaterial se obtiene la
excitacién en la interfaz opuesta. Este comportamiento es similar al obser-
vado experimentalmente por Park y colaboradores [PPL*11], quien us6 una
distribucién 2D de membranas localizada en el interior de una guia de ondas
h = bmm. Existe la posibilidad de construir una lente acistica que presente
super-resolucion mediante el uso de las unidades dispersivas propuestas si las
pérdidas asociadas a las resonancias del tipo dipolar son los suficientemente
pequenas [PPL*T11].

La obtencion de la relacién de dispersion de los estados superficiales se ha
realizado mediante los datos extraidos de la simulaciéon nimerica basada en
el método de elementos finitos programada en el software comercial Comsol
Multiphysics. La componente vertical del vector de ondas k, de cada estado
se obtiene a partir de la longitud de onda a lo largo del eje y para cada
frecuencia. Esta tarea se llevé a cabo a través de la transformada de Fourier
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Figura 8.7: (a) Onda superficial excitada en el interfaz aire/metamaterial
usando una fuente puntual que radia a una frecuencia wa/2mwc, = 0.122. La
linea vertical punteada indica la zona donde el campo de presion es procesado
para obtener la relacién de dispersién de los modos. (b) Perfil de amplitud
normalizada del campo de presién de los modos evanescentes a lo largo de la
dirreccién-x. Se obtiene en un plano ecuatorial entre dos filas de elementos
de dispersion.
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Figura 8.8: Relacion de dispersion de los estados superficiales obtenidos en la
interfaz del metamaterial, donde el metamaterial consiste en una distribucién
hexagonal de unidades dispersivas cilindricas representada en la Fig.8.1. Los
parametros geométricos que definen las unidades de dispersion son: R, =
0.5Ry, Rb = h = 0.47a, L = 3.5h y a = /8, donde a es el pardmetro de
red. La linea continua representa los resultados obtenidos usando el método
de adaptacién de modos (mode matching) mientras que los simbolos son los
resultados obtenidos en las simulaciones 3D basadas en elementos finitos.
La linea negra discontinua describe la propagacion en el medio que rodea el

metamaterial, aire en este caso w = kycp
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del campo de presiones evaluada a lo largo de la linea discontinua represen-
tada en la figura 8.7a que es paralela a la interfaz aire/metamaterial para
x = 9a. La respuesta obtenida se representa mediante simbolos en la figura
8.8. La linea continua representada en esta figura corresponde a la relacién
de dispersién tedrica obtenida previamente (ver 8.2.7).

La relacién de dispersion de los estados superficiales, mostrada en la figura
8.8, es similar a la de los plasmones superficiales, ya que se localizan en la
superficie del metamaterial y aparecen a frecuencias por debajo de la linea
de luz kycp, que es representada por una linea discontinua negra en la figura
8.8. Cabe senalar que en esta figura existen pequenas discrepancias entre
los datos obtenidos en la simulacion y los datos obtenidos por el modelo
analitico. Esta desviacion es debido a que en el enfoque tedrico se aproxima
el coeficiente de anisotropia v a 0. Por otra parte, valores elevados de k,
conducen a longitudes de onda pequenas a lo largo del eje y, por tanto la
distribucién ya no se comporta como un metamaterial homogéneo. Este hecho
conduce a los puntos espireos observados en las frecuencias mas altas de la
figura 8.8. No obstante, se ha obtenido una gran concordancia entre el modelo

tedrico y el experimento numérico.

8.3. Aplicaciones de metamateriales con p* =
0

La contraparte electromagnética de los metamateriales acisticos con den-
sidad cercana a cero (p* ~ 0) son aquellos materiales que presentan una
permitividad dieléctrica €* cercana a cero (¢* &~ 0) que han sido propues-
tos para una variedad de aplicaciones, como el manto de invisibilidad (cloa-
king) [AE05, WL13], efecto tunel para ondas electromagnéticas a través de
canales estrechos [SE06, LCHT08, EAY"08] y control del patrén de la radia-
cién [ASSEOQT7], ya que todos los fenémenos citados explotan bésicamente la
condicién de velocidad de fase infinita de las ondas electromagnéticas que
presentan los materiales con €* & 0. Se espera un comportamiento similar en
la contraparte actstica cuando se trabaja con metamateriales con p* =~ 0.

En esta seccién se expone, a través de simulaciones basada en elementos

finitos, que las estructuras introducidas pueden ser empleadas para desarro-



8.3 Aplicaciones de metamateriales con p* ~ (0 149

llar aplicaciones similares. En particular, se demuestra tedricamente el efecto
tunel a través de canales estrechos, la transmision perfecta através de un
codo de 90 o varios canales y la filtracién de modos verticales.

8.3.1. Efecto Tunel para ondas actsticas a través de

canales estrechos

Una aplicacién del metamaterial propuesto es la posibilidad de pasar gran
parte de la energia de propagaciéon del sonido 2D a través de un canal ultra
estrecho, como ha sido recientemente demostrado en su contraparte electro-
magnética [LCH'08, EAY08]. Como en el caso de ondas electromagnéticas,
el fenémeno puede ser explicado en términos de la velocidad de fase efec-
tiva, que es infinita dentro del metamaterial (p* ~ 0). En resumen, como
c* = \/B*/p*, para las frecuencias seleccionadas tenemos una p* ~ 0, por
lo que ¢* — oo y consecuentemente el vector de onda dentro del metamate-
rial kM = % — 0, implicando que la fase en el interior del metamaterial no
avanza mientras el sonido avanza por el interior del mismo.

Cabe senalar que las reflexiones son evitadas en la interfaz aire/metamaterial
mediante la seleccién de una frecuencia particular wg que verifica una condi-
ciéon adicional en la que se consigue un acoplamiento perfecto de impedan-
cias con el aire, en otras palabras, Z*(w) = p*(w)c*(w) = pp(w)cp(w) = Zp(w).
Ambas condiciones permiten el fenénemo de efecto tinel a través de un canal
estrecho existente en el interior del metamaterial DNZ, como se muestra en la
figura 8.9b. Esta figura muestra una instantanea de la transmision de la onda
del sonido a una frecuencia wa /2w, = 0.1455 a través de un metamaterial al
que se le ha introducido un canal estrecho. El metamaterial esta formado por
nueve capas de las estructuras analizadas y el canal presenta una anchura en
la direccién del eje y de un pardmetro de red a y una anchura en la direcciéon
del eje = de 2R;,. Notese que a es la longitud minima del canal que se puede
construir con el metamaterial objeto de estudio. La figura 8.9a muestra el
resultado que se obtiene cuando se usa la misma configuracién pero sin el
metamaterial. Como se puede observar parte de la onda incidente se refleja
debido a la presencia de la pared rigida, mientras que la onda transmitida
ya no presenta un frente de onda plano. Es interesante senalar que el com-
portamiento mostrado en la figura 8.9b ha sido obtenido en una regién en
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Figura 8.9: (a) Mapa del campo de presién obtenido en la propagacion del
sonido a través de canales estrechos. La franja blanca representa una pared
rigida. (b) Mapa de presién resultante cuando el canal estd localizado en
el interior de un metamaterial con p* ~ 0 compuesto por las estructuras
representadas en 8.1. La flechas blancas indican la direccién de propagacion

de la onda.
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Figura 8.10: Energia de flujo transmitido a través del metamaterial mostrado
en la figura 8.9(b). Los valores son obtenidos en el intervalo en frecuencia
donde el metamaterial es doblemente negativo (ver figura 8.4). La unidad de
transmisiéon se produce a una frecuencia wa/2mrc, = 0.1455 donde el efecto
tunel tiene lugar.

frecuencia donde el metamaterial es doblemente negativo.

Con el fin de determinar la cantidad de energia sonora que se transmite
a través del canal se ha calculado el flujo de energia transmitido ¢; y se ha
comparado con el flujo de energia incidente ¢;,. La figura 8.10 muestra el
flujo transmitido normalizado respecto al flujo incidente. El flujo de energia
que pasa a través de una superficie S en una posicién arbitraria se calcula

mediante la siguiente expresion

o(z;w) ://SRG(P(w)vz(w)de), (8.3.1)

donde dS, es el area perpendicular al eje z, v} es el complejo conjugado de
la componente z de la velocidad y P es el campo de presiones. Cabe senalar
que la transmisién perfecta se obtiene a wa/2mw¢, = 0.1455, frecuencia que
corresponde a la instantanea del efecto tinel representada en la figura 8.9b.
También hay que tener en cuenta que el efecto tiinel aparece a una frecuencia
correspondiente a una longitud de onda mucho mas grande que la anchura
del canal a, es decir A = 6.0a.

El efecto tunel se puede obtener para grandes longitudes de onda com-
paradas con la apertura del canal mediante el uso de metamateriales que
presenten una mayor longitud de cavidad L (ver figura 8.3) ya que el com-



Metamateriales acisticos con densidad negativa y cercana a cero:
152 diseno y aplicaciones

portamiento de p* =~ 0 se obtiene a frecuencias mas bajas. La simulacion
numérica mostrada en la figura 8.9b junto con la unidad de transmision ob-
tenida a la misma frecuencia confirma el “estrechamiento de la onda actstica”
en el canal con un desplazamiento de fase insignificante a través del meta-

material aqui introducido.

8.3.2. Control del campo de radiacion

Un trabajo reciente de Wei y colaboradores [WCL13] investiga sobre la
propagaciéon de ondas en 2D de metamateriales actsticos con indice de refrac-
cién cercano a cero (n* =~ 0) y con (p* =~ 0) que incluyen defectos. Aunque
no proponen ninguna estructura especifica con las propiedades bajo estu-
dio, sus simulaciones indican una transmisién total, una refraccion total y
una transmision ajustable que puede ser alcanzada mediante la introduccién
adecuada de defectos. En particular se muestra un efecto de invisibilidad
acustica. Resultados similares se pueden obtener mediante las estructuras
artificiales analizadas seleccionando para ello frecuencias donde se obtengan
n* ~ 0y p* = 0. Sin embargo en esta secciéon vamos a analizar otra aplicacion
interesante de los metamateriales p* ~ 0: el control del campo de radiacion.

Considérese las dispersion de una onda plana que incide en un defecto
localizado en una guia de ondas 2D vacia. Por simplificacién suponemos que
el defecto es un elemento de dispersion rigido con seccion circular y radio
Ry. El campo dispersado presenta un patréon complejo como se muestra en
la figura 8.11a. Obsérvese que el campo radiado contiene ondas planas de
orden superior a cero. Sin embargo, si ponemos un metamaterial DNZ a una
cierta distancia detras del elemento dispersor rigido el frente de onda plano
se recupera perfectamente. Este fenémeno se observa en la figura donde se
muestra una instantanea del campo de presiones para el sistema descrito.
Cabe senalar que el metamaterial p* =~ 0 esta formado por tres capas de
estructuras artificiales.

La figura 8.11b demuestra como se transforma el complejo patrén de ra-
diacciéon de campo a la salida del metamaterial: El campo de radiaccion a
la salida presenta una forma conforme a la superficie S de salida del meta-
material debido a que la variacion de fase en el interior del mismo es muy

pequena. De esta manera se consigue filtrar todas las componentes transver-
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Figura 8.11: (a) Mapa de presién (parte real) del sonido dispersado por una
cilindro rigido (circulo blanco). (b) Mapa de presién en el que un metamate-
rial p* = 0 se coloca detras del cilindro rigido. Las flechas blancas representan
la direccion de la propagacién del sonido. Se observa que los modos de or-
den superior al cero, que aparecen como resultado de la dispersion debida al
cilindro rigido, son completamente suprimidos a la salida del metamaterial.
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sales de las ondas viajeras. A pesar de las simplificaciones empleadas para
definir la forma del defecto dispersor y sus propiedades actsticas, la princi-
pal conclusion es completamente general y puede extenderse a cualquier tipo
de forma y material que el defecto dispersivo forme. De hecho este resulta-
do se puede considerar una aplicacion de los metamateriales p* ~ 0 como
medio para la adaptacion del patrén de fase de la radiacion de fuentes arbi-
trarias, una aplicacién que fue previamente presentada para materiales EM

con € =~ 0 [ASSE07].

8.3.3. Transmision perfecta a través de curvas cerradas
y esquinas

La idea de transmisién perfecta de ondas EM a través de canales estrechos
rodeados de metamateriales € ~ 0 puede extenderse al caso en el que los
metamateriales € ~ 0 forman curvas cerradas o esquinas [SE06]. Como en el
caso de la transmision a través de canales estrechos, el valor extremadamente
grande de la longitud de onda dentro del metamaterial implica que la onda
tiene que ser capaz de propagarse con pérdidas de reflexiones despreciables a
través de curvas cerradas o cruces [LXC*12]. En la contraparte acistica, los
metamateriales DNZ pueden ser empleados como medios que presenta una
transmision perfecta del sonido en el interior de una guia de ondas 2D con
curvas cerradas o esquinas. Como ejemplo se ha estudiado el caso en el que
el metamaterial p* ~ 0 objeto de estudio se usa como enlace entre dos guias
que presenta la misma anchura.

La figura 8.12 representa la transmisién a través de una curva de 90° en
la que los brazos horizontales y verticales de la guia de ondas presenta una
anchura de tres veces el pardmetro de red. Obsérvese que la onda del sonido
pasa a través de la esquina sin reflexién manteniéndose el frente de ondas
plano. La contraparte EM del fenémeno ha sido demostrada experimental-
mente usando materiales ¢ ~ 0 por Edwards y colaboradores [EASE09].

8.3.4. Divisor de ondas acusticas

A parte de las aplicaciones basadas en una guia simple los metamateriales
p* ~ 0 también permiten el diseno de redes que contienen méas de dos puer-
tos. Un ejemplo consiste en un divisor de ondas, donde la energia de la senal
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Figura 8.12: Instantdnea del campo de presién (parte real) que muestra
la transmisién a través de una curva de una guia de ondas que tiene una
curva de 90°. Notese que se ha introducido un metamaterial con p* ~ 0 para

conseguir la transmision perfecta.
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Figura 8.13: Mapa de presion de un divisor de onda basado en metamaterial
p* ~ 0. La energia del puerto de entrada se transfiere a las salidas de la guia
de ondas. Las flechas blancas indican la direccién de propagacién del sonido.

de entrada es dividida en multiples salidas. Este tipo de dispositivo ha sido
propuesto recientemente para ondas EM mostrando que se puede proporcio-
nar una distribucion perfecta de potencia, independiente de su forma y de la
seccién transversal, asi como del nimero de salidas y orientacién [OMP13].
Cabe senalar que esas caracteristicas se logran siempre que la suma de las
secciones transversales de todas las salidas sea igual a la del puerto de entra-
da. En la figura 8.13 se muestra un divisor de guia de onda donde la energia
del puerto de entrada (puerto izquierdo) es transmitida a dos puertos (puer-
tos de la derecha). La anchura del puerto de entrada es de 4a, cada puerto
presenta una anchura de 2a, la frecuencia de operacién y los parametros
geométricos son los que se emplearon en las secciones anteriores. Debido a la
existencia de una transmision de energia perfecta no se observan reflexiones
en la entrada mientras que la amplitud de la onda de salida coincide con la
amplitud de la onda incidente. Cabe senalar que este dispositivo se puede
usar de manera inversa, de tal forma que se obtendria un combinador, si am-
bos puertos son simultanéamente excitados transmitiendo su energia hacia

el puerto izquierdo.
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8.4. Caracterizacion experimental

En esta seccidén se exponen los resultados experimentales obtenidos en la
caracterizacion de las estructuras artificiales propuestas. Para ello se fabri-
caron dos muestras, hechas en plastico con una impresora 3D. El plastico
utilizado presenta los siguientes pardmetros una densidad p = 1050 Kg/m?
una velocidad del sonido transversal ¢; = 880.91 m/s y longitudinal ¢; = 1833
m/s, pudiéndose considerar que las muestras son actusticamente rigidas con
respecto al aire. En la figura 8.14 se pueden ver las fotografias de las muestras
utilizadas. Las muestras se fabrican de una sola pieza incluyendo los elemen-
tos dispersores cilindricos, la superficie superior de la guia de ondas 2D y las
paredes laterales. Estas paredes permiten realizar el encaje de la pieza en la
guia de ondas.

Las muestra A, mostrada en la figura 8.14a, consiste en 7 filas de centros
dispersivos con pardmetros R, = 9.8mm, R, = Ry/2, h = 9mm, L = 3.5h
y a = 7/8. Estos se distribuyen en una red hexagonal con un pardmetro
de red constante a = 21mm, que corresponde a una fraccion de llenado del
70 %. La muestra B, mostrada en la figura 8.14b, es fabricada con centros
dispersivos més pequenos (R, = 7mm), siendo la fraccién de llenado del
40 %. La longitud de las cavidades perforadas en la parte inferior de la guia
de ondas son L = 3.5h y L = 2.5h para las muestras A y B, respectivamente.
La longitud de la muestra viene determinada por el niimero de filas, mientras
que la anchura corresponde a un parametro de red a, de tal manera que las
paredes laterales actiian como un espejo. Por lo tanto, las muestras pueden

ser consideradas infinitas a lo largo de los laterales.

La guia donde inciden y se transmiten las ondas consiste en un tubo
de aluminio de altura h y anchura a. La muestra se coloca en el centro de
la guia de onda dejando una longitud de 1.5m en cada lado. En un lado
del tubo se coloca un altavoz para proporcionar una senal de excitacion,
y un micréfono B&k — 4958 se coloca al otro lado de la muestra a una
distancia de 20cm respecto del centro de la muestra. Cabe decir que la guia
de ondas tiene una longitud finita produciéndose reflexiones no deseadas en
ambos extremos. Para evitar los ecos se ha empleado una técnica de medida
pulsada. En resumen, la técnica emplea como senal de excitacién un pulso

corto que contiene todas las frecuencias de interés; cuando la senal es emitida
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Figura 8.14: Fotografias de las muestras fabricadas con una impresora 3D.
Las unidades de dispersion estan ordenadas en una red hexagonal de parame-
tro de red (a = 21mm), con radio exterior R, = 9.2mm para la muestra en
(a), y Ry, = Tmm para la muestra en (b). La fraccién de llenado correspon-
diente es de 70 % y 40 %, respectivamente.
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el micréfono adquiere los datos hasta la llegada del primer eco. Este proceso
se lleva a cabo varias veces obteniéndose asi el promedio de la presiéon con el
fin de mejorar la relaciéon senal-ruido.

Debido a las enormes pérdidas medidas a la hora de adquirir los resulta-
dos experimentales, la caracterizacion se realizo estudiando las pérdidas de
insercién (insertion Loss, IL). Para ello, primero se midié la dependencia en
frecuencia del campo transmitido P, para cada muestra. Una vez obtenido se
midié la presiéon de referencia Py, repitiendo la medida en las mismas condi-
ciones, pero esta con la guia vacia. Mediante estas dos medidas se obtienen
las pérdidas de inserccién IL = P,/P,. Este resultado se muestra en la figu-
ra 8.15 y se compara con la inversa del coeficiente de transmisién obtenido
mediante simulaciones basadas en elementos finitos (Comsol Multiphysics).
Como se puede observar ambas muestras presentan un “gap” caracterizado
mediante un perfil que muestra una alta atenuacion.

Es importante senalar las pérdidas observadas en todo el espectro, inclu-
so con la guia vacia. Estas pérdidas son debidas a las pequenas dimensiones
de la guia de tal manera que la energia es disipada debido a la friccién vis-
cosa en las paredes de la guia y de la muestra. Como consecuencia, el pico
de transmision debido a la doble negatividad no se puede detectar experi-
mentalmente; sin embargo, la posicion de los “gaps” donde estas estructuras
responden dindmicamente con negatividad simple han sido correctamente
caracterizadas. Este resultado es alentador ya que la densidad dinamica de
masa en aire sélo se ha obtenido mediante estructuras compuestas de mem-
branas [PPLT11]. Se espera que se disminuya las pérdidas por viscosidad para
estructuras con dimensiones escogidas apropiadamente, esperando observar

fendomenos asociados a la doble negatividad y a la densidad cercana a cero.

8.5. Resumen

En resumen, se ha introducido un nuevo tipo de estructura bidimensional
basada en unidades dispersivas que presentan una anisotropia angular. Los
parametros efectivos se pueden sintonizar mediante el ajuste de los parame-
tros fisicos que caracterizan a la unidad dispersiva. Para las unidades anali-
zadas en este trabajo se ha demostrado que los metamateriales exhiben com-
portamientos de simple negatividad, doble negatividad y densidad cercana a
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Figura 8.15: (a) Transmitancia de la muestra A en funcién de la frecuencia.
La linea de puntos representa la medida experimental y la linea continua la
tedrica. La longitud de esta muestra corresponde a L = 31.5mm. (b) Corres-
ponde a los resultados obtenidos en la muestra B donde L = 22.5mm. Los
calculos tedricos han sido realizados mediante elementos finitos. Las regiones
sombreadas definen las frecuencias donde los parametros actisticos toman va-
lores negativos de acuerdo con la teoria de homogenizacién. Los picos de la
transmitancia corresponden a las frecuencias donde las muestras se compor-

tan como un metamaterial doblemente negativo.
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cero, dependiendo de la region en frecuencia de trabajo. En particular, se ha
demostrado que para frecuencias donde el metamaterial exhibe una densidad
dindmica de masa negativa esta estructura puede usada para la amplifica-
cion de ondas evanescentes y, por tanto, para la fabricacién de dispositivos
acusticos que presenten super-resolucion.

Por otra parte, en las regiones en frecuencia donde el metamaterial pre-
senta una comportamiento doblemente negativo y una densidad dinamica de
masa cercana a cero se ha mostrado que las estructuras pueden ser usadas
para disenar dispositivos acusticos que permiten a la onda acustica desplazar-
se a través de canales extremadamente estrechos, o que actien como filtros
de modos transversales, asi como para una perfecta transmision a través de
curvas cerradas y esquinas.

Sin embargo mientras que en la caracterizacién de las muestras fabri-
cadas se podian observar la densidad de masa negativa, el comportamiento
doblemente negativo que se esperaba obtener en las muestras ha sido com-
pletamente enmascarado debido a la fuerte absorcién observada en todo el
rango de frecuencias. Debido a que los materiales constitutivos no presentan
pérdidas de manera intrinseca, la fuerte atenuacion observada es atribuida a
las pérdidas por viscosidad en aire, concluyendo que una realizacion practica
de los metamateriales aqui propuestos deberian realizarse aumentando la di-
mension de los mismos, donde se espera que las pérdidas por viscosidad sean

mas pequenas.

Este capitulo esta basado en:

1.— Rogelio Gracia-Salgado, Victor Manuel Garcia-Chocano, Daniel Torrent,
and José Sanchez-Dehesa Negative mass density and p-near-zero quasi-two-
dimensional metamaterials:Design and applications Phys. Review. B. Vol.
88, art. nro. 224305, pp.1 — 12 (2013)
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Capitulo 9

Observaciones finales

En este capitulo se resumen los principales resultados obtenidos a lo largo
de este trabajo. Se muestra que aunque este trabajo ha resuelto varios pro-
blemas de interés ha abierto nuevos problemas que merecen ser estudiados

mas exhaustivamente.

9.0.1. Conclusiones

Es evidente que el comportamiento a bajas frecuencias de un cristal soni-
co nos abre la posibilidad de disenar nuevos metamateriales actusticos que
exhiben propiedades inusuales que no existen en la naturaleza. Concretamen-
te en este trabajo se ha centrado en el diseno de metamateriales acusticos
cuasi-bidimensionales localizados en el interior de una guia de ondas cuyas
unidades dispersivas estan formadas por elementos que se consideran acusti-
camente rigidos.

Mediante el estudio de las propiedades refractivas de los metamateriales
se disend un nuevo dispositivo refractivo basado en cavidades que permite
la focalizacién del campo actstico en una region del espacio. Mediante una
prueba de concepto se demostré que las propiedades refractivas del dispo-
sitivo no se quedan confinadas en la guia de ondas, sino que se acoplan al
espacio libre.

A través del estudio de los parametros efectivos que caracterizan al meta-
material actstico se han obtenido metamateriales actisticos que nos permiten
obtener un comportamiento de simple o doble negatividad en sus parametros
efectivos, abriendo asi la posibilidad de fabricar nuevos dispositivos actuisticos.
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La implementacion de este tipo de metamateriales esta exenta del uso
de membranas, ya que estan basadas en estructuras que son consideradas
acusticamente rigidas, dando de esta manera una mayor robustez al sistema.

Las propiedades acusticas de los metamateriales estudiados a lo largo de
este trabajo pueden ser facilmente seleccionadas mediante el disenio apropiado
de los parametros geométricos que definen la unidad dispersiva.

Ademas de la obtencién de los parametros negativos, se han podido obte-
ner metamateriales que presentan una densidad cercana a cero. Dicho com-
portamiento probablemente es el que mayor impresiéon provoca, ya que per-
mite la observacién del efecto tinel y abre la posibilidad al diseno de nuevos
dispositivos acusticos como, por ejemplo, filtro de modos verticales, divisor
de ondas, ect - - -.

9.0.2. Trabajo Futuro

Los resultados obtenidos en el presente trabajo sugieren que es posible
la obtencién de metamateriales acusticos que presenten ambos parametros,
densidad y médulo de compresibilidad efectivos, negativos a través de unida-
des de dispersion que son consideradas acusticamente rigidas. No obstante,
la verificacion experimental de este comportamiento en los metamateriales
propuestos no se ha realizado todavia debido a las pérdidas observadas en
las muestras consideras.

Es evidente, por tanto, que es necesario un estudio sobre la absorcién de
las ondas actusticas para llegar a entender que factores son los relevantes en
la absorcién de dichas ondas y poder disenar muestras que presenten poca
absorcion, evitando de esta manera el enmascaramiento del comportamiento
doblemente negativo del metamaterial.

Por otra parte, aunque el metamaterial estudiado en el capitulo 8 mues-
tra un comportamiento doblemente negativo, se hace necesario disenar me-
tamateriales que sean facilmente implementables y robustos que permitan
la obtencion de los parametros efectivos negativos en un amplio rango de
frecuencias y que presenten pocas pérdidas.

Finalmente, cabe mencionar que mediante un estudio experimental pre-
liminar se observd que es posible el acoplamiento de las propiedades del
dispositivo refractivo (lente actstica) al espacio libre, abriendo por tanto, un
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posible estudio en el que se comprenda los mecanismos que permiten que

dicho acoplamiento sea posible.
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Apéndice A

Funciones de Bessel

A.1. Relaciones basicas

A.1.1. Ecuacién diferencial de Bessel y soluciones

Las funciones de Bessel son soluciones canénicas ¥, de la ecuacién dife-
rencial de Bessel

(xzd 3;2(@ + xd\lz;x(x) + (2* — q2)>\Ifq(x) =0, (A.1.1)

donde g puede ser un numero real o complejo y es el orden de las funciones
de Bessel.

La ecuacién de Bessel aparece cuando se buscan soluciones de la ecuacion
de Helmholtz o de la ecuacién de Laplace mediante separacién de variables en
coordenadas tanto cilindricas como esféricas. Por ello las funciones de Bessel
son importantes en cualquier problema descrito por la ecuaciones anterior-
mente mencionadas en simetrias cilindrica y esférica. Cuando se resuelve la
ecuacion de Bessel en coordenadas cilindricas el orden de la funcién de Bessel
es un numero entero, por la simetria del problema verificando asi la periodi-
cidad angular.

Como la ecuacion de Bessel es una ecuaciéon de orden dos, tiene dos solu-
ciones que son linealmente independientes. La soluciéon regular de la ecuacion

de Bessel es la llamada funcién de Bessel que para ¢ enteros es
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00 _1)» X 2n+q
Jy(x)=>" m (5) : (A.1.2)

n=0

La funcién de Bessel para érdenes enteros cumple la siguiente propiedad

J_y(x) = (—1)2J,(x). (A.1.3)

Esta ultima relacién nos indica que la funciéon de Bessel de érdenes ente-
ros negativos no es linealmente independiente y, por tanto, no puede ser la
segunda solucién de la ecuacion de Bessel.

La segunda solucién linealmente independiente de la funciones de bessel J,(-)
son las denominadas funciones irregulares de Bessel

Jp(@) cos(pm) — J*P7

Y. (x)=1 Al4
o) Pt sin(px) ( )

y también verifica la propiedad
Vo) = (~1)7%,(a). (A.15)

En este trabajo, la llamada funciéon de Hankel de primera especie es usada
para presentar las ondas dispersivas salientes, y son las soluciones més usadas

para las soluciones no regulares

H,(z) = J,(z) + iY,(x). (A.1.6)

A.1.2. Relaciones de recurrencia

En esta seccién se indican algunas relaciones de recurrencia que verifican
las funciones de Bessel irregulares y regulares (el simbolo ' representa la
derivada respecto al argumento).

Wyia(r) = 20,(r) ~ 0y 1 (o), (AL7)
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Wy () = 5[¥g () = Vgia (@) (AL8)

W)y () = W) — 204(x) + Wypao)]. (A.1.9)

A.1.3. Formas asintéticas para argumentos pequenos

En este apartado se indican las expresiones asintéticas de las funciones
de Bessel y Hankel para el limite cuando el argumento x — 0. La funcién de

Bessel se puede aproximar en

Jy(z) ~ —— ll - 4(;”—;)} (A.1.10)

mientras que la funcién de Hankel se aproxima por

m T

H,(z) = (A.1.11)

%lnx q=0.

Con las expresiones de arriba se puede ver que la forma asintética para

la primera derivada de la funcién de Bessel viene expresada por

Ji(z) = (A.1.12)

mientras que para la funcion de Hankel es

L E 4>0,
() = (A.1.13)
2L g =0.

T
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A.1.4. Formas asintéticas para argumentos grandes

En el limite en el que el argumento de la funciones de Bessel y Hankel

T — OO Se pueden expresar como

2
Jo(z) =4/ — cos(:v - qg - %), (A.1.14)
Y,(x) ~ U%sin(x—%—%), (A.1.15)

(2) m ([ —(—i)%e™/ 4, (A.1.16)

A.1.5. Forma integral de las funciones de Bessel

La representacion integral de las funciones de Bessel y Hankel son de
especial utilidad cuando se tratan problemas de dispersion.
La representacién integral para la funcién de Bessel es

A .
Jy(z) = : / e T dr. (A.1.17)

T oom

—Tr

La representacién integral para la funcion de Neumann es

1 [ 1 [ ‘
() = —/ sin(xsint — g7)dr — —/ {eqt + (—1)‘16‘1@ p—esinht gy
T Jo T Jo
(A.1.18)

Con las expresiones anteriores se obtiene la expresién integral de las fun-
cion de Hankel
i—q e+ )
H,(z) = — lim et sinhte=at gy, (A.1.19)

Tl €e—=00 s

Si reemplazamos ¢ = i(w/2 — 7) encontramos

,L'—q —i€+7‘(/2 ) )
H,(r) = — lim e et dr. (A.1.20)

T €70 Jie—x/2
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Cilindro-B

Figura A.1: Figura de la seccion 3.7

A.2. Teorema de adicion: caso bidimensional

El teorema de adiccién permite un cambio en el sistema de referencia de

las funciones de Bessel. El teorema establece que

U, (w)em = Z o g(u)J,(v)e s v <u (A.2.1)
q

donde las funciones ¥ (-) pueden ser funciones de Bessel o de Hankel y
las cantidades u, v, w, Oy, O, estan definidas en la figura A.1.
En la tedria de la dispersion multiple descrita en la seccién 3.7 el objetivo
es expresar la cantidad
H(krg)e'?s, (A.2.2)

en el sistema de referencia del cilindro a.

Para la geometria considerada en la figura A.1 el triangulo que envuelve el
cambio de sistema de referencia es el definido por r,, 73 y R,p. Es importante
relacionar este tridngulo con el tridngulo wovw.

A partir de la figura A.2 se puede ver w = 75 ya que 7 es la variable de
la funcién a la que se le aplica el cambio de referencia. Ya que este cambio

es necesario para aplicar las condiciones de contorno, en el nuevo marco r,
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\ﬁuv

Figura A.2: Definiciones de dngulos y distancia para el teorema de adiccion
de Graf bidimensional
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que serd igual al radio del cilindro siendo, siempre mas pequeno que R,g es
decir
Ta < Rag. (A23)

Teniendo en cuenta ésto, se pueden hacer las identificaciones v = r, y
u = R,p. El angulo 0,,, corresponde al dngulo formado entre el vector 75 y el
vector R4, el cual es 0,,, = ®,3— 0. Finalmente el dngulo 6, es el formado
entre los vectores 7, y Ryp, que es 0, = 0, — ®,5. Teniendo en cuenta esto

el teorema de Graff puede expresarse como

H,(krg)e®se "% = " H,,o(kRag)Jy(kro)e' e~ "%es (A.2.4)
q
0
H,(krg)e™% = (-1)* ZS%“Z _(kRop) Jy(kry)efae s (A.2.5)
Teniendo en cuenta que ®,3 = 7 + Pg,, como muestra la figura A.1 se
obtiene

H,(krg) “%—Z (kR gp)e T 9%a8 ] (kr,)e'. (A.2.6)
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Apéndice B

Comportamiento para bajas

frecuencias:
Matriz-T cilindro fluido

B.1. Matriz-T cilindro fluido

Considérese un cilindro fluido de radio R, y paramtros actsticos p, ¥ Cq,
rodeado por otro fluido cuyos parametros actisticos son py, v ¢.

En la region externa al cilindro fluido el campo de presiones viene dado
por la suma del campo externo y el campo dispersado

P'(r) = [AyJ,(kyr) + ByHy(kyr)]e', (B.1.1)

q

mientras que en el interior del cilindro fluido no presenta fuentes y, por tanto,
el campo viene dado por

P (r) =" Cyly(kar)e®, (B.1.2)

donde el k y k, son el nimero de onda de la region I y del cilindro fluido
respectivamente.
Las condiciones de contorno que hay que aplicar a la superficie circular

SO1:
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P'(R,) = P"(R,), (B.1.3)

19P(r) _ 1.9P"(r)

, B.1.4
Po or r=Rq Pa or r=Rq ( )

sustituyendo (B.1.1), (B.1.2) en las condiciones de contorno obtenemos

S Ay (kR + ByH (kR = 37 Cdy(ka )™, (B.LS)

q q

Py > [AgJy(kRy) + BH (KR, = =23 " CyJl (ko Ra)e™,  (B.1.6)

q Pa

donde ’ representa la derivada respecto al argumento.
Las sumas en ¢ se pueden eliminar multiplicando cada ecuacién por e**?
e integrando desde 0 hasta 27. En este caso los términos que verifican s = ¢

son diferentes de cero obteniendo

[AyJ,(kR,) + ByH,(kR,)]e'” = CyJ (ko Ry)e™, (B.1.7)

k . k., .
—[AgJi(kRa) + ByH,(kR,)|e"’ = =2C,J! (k. Ry )e™™. (B.1.8)
Po Pa

Ahora se puede obtener la relacion de los coeficientes del campo dispersa-
do B, respecto al campo incidente A,, que define la matriz-T. Despejando los
coeficientes C, de la ecuacién B.1.8 y sustituyéndolos en la ecuacién (B.1.7)

se obtiene la matriz-T

 XeJy(kRa) = Jy(kR,)
XoH!(KR,) — Hy(kR,)’

T, = (B.1.9)

donde
_ PaCa Jy(kaRa)

= . B.1.10
Xq Pbe JC;(k'aRa) ( )
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B.1.1. Casos particulares

A partir de la expresién de la matriz-T (B.1.9) se pueden obtener las
expresiones para dos casos limites. El primero es la matriz de un cilindro
rigido, donde la densidad del cilindro p, en relacién con la densidad del
fluido que lo rodea p; se puede considerar infinita. Teniendo esto en cuenta
la cantidad definida por x, es infinita, obteniendo que la expresién de la
matriz-T para un cilindro rigido es

Ji(kR,)
T, I (kR,) (B.1.11)

El segundo caso es el de un cilindro vacio, que corresponde al caso opuesto
al considerado anteriormente. Ahora la densidad del cilindro fluido p, en
relacion con la densidad del fluido que lo rodea se puede considerar cero,

obteniendo como matriz-T para un cilindro vacio

_ Jy(kRa)
T, = AL (B.1.12)

B.2. Comportamiento en bajas frecuencias

La teoria de la homogenizaciéon explicada en este trabajo se basa en las
propiedades de los elementos de dispersion en el limite de bajas frecuencias.
En este apartado se obtienen las expresiones de la matriz-T de un fluido para
dicho limite.

La matriz T de un fluido-fluido viene dada por la ecuacién (B.1.9)
XgJg(kRa) — Jy(kRq)
XqHé(kRa) - Hq(kRa)’

T, = — (B.2.1)

donde T (kaRo)
PaCa Jg\Rallg

= _, B.2.2

Xe PuCh Jé(kaRa) ( )

En el apéndice A se dan las expresiones asintdticas de las funciones de

Bessel para argumentos pequenos. Estas expresiones son utilizadas para ana-
lizar el comportamiento de la matriz-T en el limite de bajas frecuencias,

debido a que A — oo el niimero de onda k£ — 0.
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e Para ¢ = 0 la cantidad x( cuando k, — 0 sera

_ paCa Jg(kaRa)  PaCa 2

= ~ ) B.2.3
X0 s Jy(kaBa)  pocs R (B23)
Por tanto, el numerador de la matriz-T sera

PaCe
XgJy(kRy) — Jy(kRy) = —5 — 1, (B.2.4)

PoCy

y el denominador de la matriz-T sera
" 2 4 . 2 .

XoHL(kRy) — Hy(kR,) ~ —P2%a L _ L 1y(kR,). (B.2.5)

pvci TK2R2

El término proporcional 1/k% en el limite & — 0 domina sobre el término

logaritmico pudiendo escribir

H'(kR,) — H,(kR,) ~ pacy 4 (B.2.6)
Xq q a q a) ™~ pbcg ﬂ'kQRg . L.
Por tanto la forma asintética del elemento de matriz 1T serd
; R2 u 2
Ty~ Tl [p fa _ 1] k2. (B.2.7)
4 [ pecy

[eniendo en cuenta que B, = c2p, v By, = c2pp la anterior expresion se
a b
puede reescribir como

itR?[ B
To ~ —2| =" — 1|k B.2.8
o T T (B.25)
e Para g > 0 el elemento x, serd
PaCa kaRa
~ —_ B.2.9
Xa PCy 4 ( )

y el numerador de la matriz T serd

KR [ p
/ ~ a|lFa
Xqu(/{?Ra) — Jq(kRa) ~ oY {pb 1:|7 (B.Q.lO)
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mientras que el denominador sera

, _ilg =127 p,
Xqu(kRa) - Hq(/{Ra) ~ TRZ E + 1]. (B211)
Teniendo, por tanto, que la forma asintética del elemento de matriz T,

sera o
—~ Zﬂ-Raq 1 Pa = Pb ;24

T, ~ B.2.12
T4 gl g—1)! pat e ( )

Noétese que de la ecuacién (B.1.9) se puede ver que
T.,=T, (B.2.13)

por lo que la forma asintética también es vélida para ¢ < 0.
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Apéndice C

Calculo de la matriz-T

mediante elementos finitos

En el capitulo 3 se obtienen las expresiones tedricas de la matriz-T en el
marco de la teoria de la dispersiéon multiple, mediante la aplicaciéon de con-
diciones de contorno en las interfaces que definen los diferentes medios que
conforman el problema de dispersién. Este procedimiento es relativamente
simple de realizar en el caso en que los elementos de dispersiéon cilindricos
presenten seccién circular. Sin embargo cuando no se verifican estas condi-
ciones la obtencion de la matriz-T se hace mas compleja siendo 1til otra
herramienta que permita su calculo. En las simulaciones basadas en elemen-
tos finitos se puede simular cualquier estructura permitiéndonos calcular la
matriz-T genérica de un cilindro genérico.

En el capitulo 3 se explico que el campo de presiones incidente se puede

expresar como
P(r) =Y AgJy(kr)e, (C.0.1)
q
mientras que el campo dispersado se puede expresar como
PP (r) = " ByH,(kr)e'. (C.0.2)
q

Suponiendo que los elementos de dispersiéon tienen seccion circular, la

matriz-T que caracteriza las propiedades dispersivas del elemento de disper-
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sion se convierte en una matriz diagonal. Los elementos de la matriz-T son

definidos mediante la siguiente relacion

T,==4. (C.0.3)

La extraccion de la matriz-T se realiza aplicando un campo incidente
cilindrico que presenta la siguiente forma funcional P, = J,(kr)e™’ para un
q dado. En este caso el campo dispersado presenta la siguiente forma forma
funcional T, H,(kr)e'?® ya que se A, = 1 pudiéndose obtener la matriz-T me-
diante el campo dispersado obtenido en las simulacién a través de la siguiente

relacién

T — Pdis,q

_— .04
" H,y(kr)ei? (C.04)

Aunque para la extraccion de la matriz-T se ha supuesto una seccion
circular, cabe senalar que esta condicion puede ser flexible, ya que median-
te este método se puede extender para obtener las matrices-T de elementos
de dispersion que presenten en promedio una seccion circular y a elemen-
tos dispersivos que presenten irregularidades y detalles que estén por debajo
de longitud de onda incidente cuyos efectos, bajo estas condiciones se ho-
mogeneizan. También puede aplicarse para casos en el que los cilindros que
presenten variaciones en la direccién de sus ejes, el cual implica simulaciones

3D.

C.1. Procedimiento

Considérese un elemento de dispersion desconocido que tiene un radio
externo R. Este elemento de dispersién deber ser simulado en un entorno
de elemento finitos. Una vez introducido la geémetria del problema en el
entorno grafico del simulador de elementos finitos, este elemento debe ser
rodeado mediante un anillo concéntrico de radio externo R.,; y un radio in-
terno R. Este anillo representa el medio no dispersivo. El campo incidente se
configura en la circunferencia (simulaciones 2D) o en la superficie cilindrica
(simulaciones 3D) de radio R..;.Es importante realizar un mallado adecuado
(que presente muchos elementos) en esta zona y en las interfaces entre los
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1 1
+ Comsol + Comsol
—— Teoria —— Teoria

0.8 0.8

__ 0.6 __ 0.6
(=) —
sl =

0.4 0.4

0.2 0.2

[0} 0
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Figura C.1: Modulo del elemento T y 17 en el caso de una cavidad, de radio
Ry, = 3cm y longitud L = 3.5k, en cuyo interior hay un fluido anisétropo
y que se encuentra localizada en el interior de una guia de ondas de altura
h = Ry. Las lineas azules corresponden a la matriz-T obtenida por elementos
finitos y la linea verde la obtenida mediante un andlisis tedrico

diferentes medios que formen el problema, para obtener resultados que ase-
guren que se ha alcanzado la convergencia. Una vez finalizada la geometria
y definido los parametros acusticos se realiza un barrido en frecuencia para
cada orden ¢. La matriz-T es obtenida a partir de la ecuacién (C.0.4) para
cada frecuencia y cada orden simulado. Cualquier punto que pertenezca al
medio no dispersivo es valido para obtener la matriz-T del sistema, aunque es
recomendable extraer el campo dispersado en r = R.,; ya que pueden existir
modos evanescentes en las cercanias de las interfaz definida por el medio no
dispersivo y el medio dispersivo que influyen en el campo dispersado, obte-
niendo un resultado erréneo. También se puede realizar la extraccién de la

matriz-T seleccionando multiples puntos y realizando el promediado.

C.2. Ejemplo

A continuacion mostramos un ejemplo que nos permita realizar test del
método aplicado. Para ello consideramos una cavidad localizada en el interior
de una guia de ondas de altura h y en cuyo interior se encuentra localizado
un fluido aniétropo. La expresién de la matriz T se puede encontrar en la

ecuacion en la secciéon 3.3. El radio de la cavidad es de R, = 3cm y el radio
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del anillo concéntrico es R..; = 15R;,. En la figura C.1 muestra la compara-
cion entre la matriz-T obtenida mediante un analisis tedrico y la obtenida
mediante elementos finitos para ¢ = 0,1. Se puede ver gran concordancia
entre la matriz-T obtenida por ambos métodos obteniendo, por tanto, un
método de verificacién que nos permite validar el procedimiento teérico que
nos permite la obtencién de la matriz-T del sistema a estudiar. Se puede ver
discrepancias que normalmente aparecen al incrementar la frecuencia debido
a que se incrementan las distancias entre los elementos relativos conforme de-
crece la longitud de onda. Obviamente este problema se resuelve anadiendo
mas elementos al mallado. Este método presenta una fuerte dependencia a la
densidad de elementos que envuelve el proceso de mallado, especialmente en
las interfaces o fronteras. Por otra parte, este ejemplo en particular la discre-
pancia también es debida a la aproximacién que se realizé para la obtencion

de la matriz-T analitica como se comenta en el capitulo 8.



Apéndice D

Caracterizacion de un

metamaterial acustico

En este apéndice se expondran las distintas magnitudes a partir de las
cuales se puede caracterizar un metamaterial y que permiten, en el caso
de que las pérdidas no sean muy grandes, la extraccion de los parametros
acusticos que lo caracteriza.

D.1. Reflectancia y transmitancia

Cuando una onda actstica se propaga a través de un medio y se encuentra
con la frontera de un segundo medio se generan ondas de reflexién y trans-
misién. El estudio de este fenémeno se simplifica si se asume que las ondas
incidentes y las generadas en la frontera del medio son ondas planas y que
los medios involucrados puedan considerarse fluidos.

La relacién de las amplitudes de las ondas reflejadas y la transmitidas,
respecto de la onda incidente, depende de la impedancia acustica del medio,
de la velocidad de propagacion del sonido y del angulo de incidencia que
define la onda en la interfaz del segundo medio.

Consideremos el sistema definido en la figura D.1. El sistema consiste en
una multicapa donde se pueden distinguir tres regiones. La regiones 1 y 3,
en el caso considerado, son el mismo fluido caracterizado por py, ¢, mientras
que la region 2 representa el segundo medio de propagacion del sistema,
caracterizado por los pardametros p,, Cq.
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Regidn 1
(P /Cp)

—

Region 3

(py,Cp)

—

T

Figura D.1: Esquema de un sistema donde un fluido con densidad p, y ve-
locidad del sonido ¢, se localiza entre dos medios fluidos de densidad p, y
velocidad del sonido ¢,. Cada cambio de medio genera una onda reflejada que
se representa mediante una flecha que indica la direccién opuesta al campo
incidente en la interfaz de cada regién, en este caso, hacia la izquierda
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Para obtener la expresion tedrica de la reflectancia y de la transmitancia
consideraremos el convenio de signos utilizado por los ingenieros (que no es
mas que el complejo conjugado de la magnitud obtenida mediante el convenio
de signos en los libros de fisica), el motivo de la eleccién de este convenio es
debido a que se utilizé para la caracterizacion del metamaterial expuesto en
el capitulo 6.

Las expresiones de los campos actsticos que se propagan en los diferentes

medios son (se asume e™*)
Pl(a;w) = e 4 Retho, (D.1.1)
P! (z;0) = Qe + e, (D.1.2)
P (3;w) = Ce~thom, (D.1.3)

Mediante la siguiente relacién podemos obtener la velocidad de propaga-

cion de la onda en los diferentes medios

S (D.1.4)

wp

Sustituyendo las ecuaciones D.1.1, D.1.2 y D.1.3 en D.1.4, obtenemos

1 . .
v w) = — {e‘lkb”" - Remb”‘} , (D.1.5)
Zb
I 1 —ikqx ikax
v (zw) = = [Qe — (e ], (D.1.6)
11 Lo ik
v (T w) = —Ce ™" (D.1.7)
2

donde 2, = ppCp ¥ 24 = PaCa
A partir del campo de presion y de la velocidad del campo de presiones
se obtienen las expresiones de la reflectancia y transmitancia imponiendo las

siguientes condiciones de contorno.
P'(0;w) = P (0;w), (D.1.8)

v (0;w) = 0™ (0;w), (D.1.9)
P (dyw) = P (d;w), (D.1.10)
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v (d;w) = v (d;w). (D.1.11)
Sustituyendo las expresiones de los campos se obtienen las siguientes re-
laciones
1+ R=C(+ (G, (D.1.12)
1 1
— |1+ R| =— |0+, (D.1.13)
Zb Za
Cre ™ 4 Gyehd = Cemikod, (D.1.14)
i Cle—’ik‘d _ C e’ik‘d — ic«e—ikd (D 1 15)
Za 2 2 . .

A partir de estas relaciones se llega a las expresiones finales de la reflec-

tancia y transmitancia

1— e—Qikd
T(w) = L—p®  _ikd_iked (D.1.17)
YT T pe2kd®  C -
donde
Za — Rb
= ) D.1.18
P= ( )

D.2. Medida de la transmitancia y la reflec-

tancia

Las ecuaciones de la transmitancia y la reflectancia obtenidas en la sec-
cién anterior nos permiten calcular ambas magnitudes cuando se conocen las

magnitudes que caracterizan al medio.
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Mic 1 Mic 2 Mic 3

’é). nEEnEiEEl

Figura D.2: Esquema del sistema para la extracciéon de la transmitancia y
la reflectancia a partir de la obtencién del campo de presiones en tres puntos
diferentes

Las medidas experimentales de la reflectancia y la transmitancia que se
obtienen al introducir un material cuyos pardmetros acusticos son desco-
nocidos se realiza a través del campo de presiones obtenido en tres puntos
diferentes. La colocacién de los micréfonos se realiza de la siguiente manera
se colocan dos miscrofonos separados una distancia s en la parte de la mues-
tra donde incide el campo y un micréfono en el lado opuesto de la misma. La
distancia de separacion de los dos micréfonos s tiene que ser tal que s < \/2,
siendo A la longitud de onda del campo incidente.

Suponiendo que el campo de presiones corresponde a una onda plana
obtenemos los campos captados por los micréfonos Py, Ps, P3 estan dados
por

Py = Ae ™ot 4 Bethor, (D.2.1)

Py = Ae o2 4 Beikor2 (D.2.2)

Py = Ceikoms, (D.2.3)
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La reflectancia se define como R = B/A y la transmitancia como 7' =
C'/A.Para obtener la transmitancia despejamos el coficiente A de la ecuacién
D.2.2 obteniendo

A = Pye'kor2 _ pe?ikorz (D.2.4)
Sustituyendo el coeficiente A en la ecuacion D.2.1 obtenemos el coeficiente

B ik ik

Ple’ 0Tl — P2€7' o2
b= o2ikor1 4+ o2ikor1 (D.2.5)
pudiendo obtener el coeficiente A
P —ikoxl _ P —ikon

A=1C 2 (D.2.6)

e—2ikom1 _ e—2ik0m1
Finalmente la reflectancia se obtiene a a través de la siguiente relacion:

B P2€—ikox1 _ Ple—iko:m
R =— = , . . D.2.7
(w) A Plezkoxz _ P261kc,:c1 ( )

En el proceso de obtencién de la transmitancia dividimos por el coeficiente
A la ecuacion D.2.2 y resolvemos la ecuacion para el coeficiente A obteniendo

1%

ef’ikoxz _ Refik'gl'g :

A= (D.2.8)

El campo de presion obtenido en el punto x3 hay que referenciarlo en el
origen del coordenadas como indica la figura D.2

Py = Cehots gikod, (D.2.9)

Despejando de la anterior ecuacion y dividiendo por ecuacion D.2.8 ob-

tenemos la expresion que nos permite obtener la transmitancia

Pge—ikoxg _ R(w)eikol‘g b
: e ",
P267’Lk0933

T(w) = (D.2.10)

D.3. Extaccion de parametros

En este apartado se expondra el método utilizado para la extraccion de
los parametros efectivos que caracterizan a un metamaterial a partir de la

reflectancia y transmitancia obtenidas experimentalmente.
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Este método es una extension del método que permite caracterizar las propie-
dades efectivas de los metamateriales electromagnéticos [SSMS02, CGW02].

En este método de extraccion se obtiene el indice de refraccién efectivo
y la impedancia efectiva a partir de los coeficientes de la transmitancia y
la reflectancia considerando que los campos son ondas planas y que inciden
normalmente al metamaterial. La densidad de masa efectiva y la velocidad
efectiva se extraen de n y z.

Para obtener las expresiones finales que permiten obtener los parametros
anteriormente mencionados se parte de las expresiones de la transmitancia y
de la reflectancia en funcién de las impedancias de los medios que intervienen
en el proceso.

Considérese una onda plana que incide en un fluido con densidad ps y
velocidad del sonido ¢y localizado entre dos medios fluidos diferentes con
densidades p; y p3 v velocidades ¢; y cs, la transmitancia y la reflectancia en
este viene dada por las siguientes relaciones [Bre]

(Zl + 2’2)(22 — 23)6_2i¢ + (Zl — 2’2)(22 + 23)

R = . ,
(21 4 22) (20 — 23)€729 + (21 — 29)(22 — 23)

(D.3.1)

42122
T — . , D.3.2
(21 — 22) (22 — 23)€™ + (21 + 22) (22 + 23) ( )

donde z; = pic; v ¢ = kod = % para el caso de la incidencia normal 6;,. =
0. siendo w la frecuencia angular de la onda actstica y d la anchura del
metamaterial.

Teniendo en cuenta el sistema de la figura D.1 se puede ver que z; = z3

pudiendo simplificar las anteriores ecuaciones D.3.1 y D.3.2 obteniendo

R= %= 4 (D.3.3)
22 22+ 2iz1 25 cot()’ o
1
T— TR (D.3.4)

~ cos(¢) — 2 sin(¢)

Definiendo las siguientes cantidades m = py/p1, n = ¢1/co, k = w/cy y
£ = pace/picy, sustituyéndolas en las ecuaciones anteriores y tras una serie

de operaciones matematicas llegamos a las siguientes expresiones
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tan(nkd) (% - f)i

R= , (D.3.5)
2 — tan(nkd) (% + 5)@'
2
T = ) (D.3.6)
cos(nkd) [2 — tan(nkd) (% + X) z]
Resolviendo las anteriores ecuaciones para £ y n obtenemos:
1 L (p2_ 2
+ cos <2T[1 (R* =T )]) N 9rm, -
n = 3.
kd kd ’
(1+R)?2—-1T?
=ty D.3.

donde m es una variable entera que aparece al invertir el coseno.

Notese que cualquier combinacién de signos de las ecuaciones D.3.7 y
D.3.8 y para cualquier m el resultado presenta la misma reflectancia y trans-
mitancia. Este problema se puede resolver imponiendo restricciones en las
propiedades de los metamateriales. Los metamateriales pasivos requieren que
la parte real £ sea positiva, esta condiciéon determina el signo en la ecuacién
D.3.8. Ademas, la componente imaginaria de la velocidad del sonido debe ser
positiva, lo que obliga a que la parte imaginaria del indice de refraccion sea
negativa.

Vladimir Fokin [FASZ07] realizé un examen exhaustivo de las ecuaciones
D.3.7 y D.3.8 y observé que los signos de esas ecuaciones son dependientes.
Cuando Re(§) o Im(n) es cercana a cero, o mediante errores en la medidas,
o errores en los calculos de la transmitancia y reflectancia, puede causar
combinaciones incorrectas de signos en las ecuaciones D.3.7 y D.3.8. Para
resolver ese problema reescribié las ecuaciones D.3.7 y D.3.8 de la siguiente
manera
r —ilogx 4+ 2mm

— — D.3,
2R+ R 12 " kd (D-3.9)

£

donde

1-R+T*4r

= +/(R2—T? —1)2 — 417
r==v P, oo

(D.3.10)
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Para finalizar este apartado se indicaran los pasos para la obtencion de
los parametros efectivos a partir de una medida experimental de la transmi-
tancia y la reflectancia del metamaterial:
1.-Se calcula la reflectancia y la transmitancia usando las expresiones D.2.7
y D.2.10.
2.-Se introduce los valores de R y T y obtenemos los dos valores de r (ecua-
cién D.2.7).
3.-Se selecciona cualquiera de los valores de r que obtengan una solucién de
¢ que verifique Re(§) > 0.
4.-Este valor de r se introduce en la expresion que permite calcular x, elimi-
nando asi la ambigiiedad en la expresion de n.
5.-El signo y el valor de m viene determinado por la continuidad n. Se co-
mienza fijando el valor m = 0 y se aumenta de valor en el rango en frecuencia
donde exista una salto o discontinuidad en n
Mediante este proceso se obtienen resultados consistentes y permite despre-
ciar las soluciones no fisicas debido a la eleccién incorrecta del segundo signo

en las ecuaciones D.3.7 y D.3.8.



194 Caracterizacién de un metamaterial acustico




Apéndice E

Produccion Cientifica

E.1. Articulos cientificos

1.— Victor Manuel Garcia, Rogelio Gracia, Daniel Torrent, Francisco Cer-
vera y José Sanchez-Dehesa. Quasi- Two-dimensional acoustic with negative
bulk modulus. Phys. Review. B. Vol. 85, art. nro. 184102, pp.1 — 8, (2012)

2.— Rogelio Gracia, Daniel Torrent y José Sanchez-Dehesa. Double-negative
acoustic metamaterial based on quasi-two-dimensional fluid-like shells. New
J. Phys. Vol. 14, art. nro. 103052, pp.1 — 15 (2012)

3.— Rogelio Gracid, Victor Manuel Garcia, Daniel Torrent, and José Sanchez-
Dehesa. Negative mass density and p-near-zero quasi-two-dimensional meta-
materials:Design and applications Phys. Review. B. Vol. 88, art. nro. 224305,
pp.1 — 12 (2013).

4.— Daniel torrent, Victor Manuel Garcia, Rogelio Gracia, Francisco Cer-
vera, Josse sanchez-Dehesa. Quasi-two-dimensional acoustic metamaterial

for sound in ducts SPIE Newsroom DOI: 10.1117/2.1201401.005265 (2014)

E.2. Congresos nacionales o internacionales

1.— Rogelio Gracid, Daniel Torrent, José Sanchez-Dehesa Refractive de-
vices based on acoustic metamaterial, ASME International Mechanical Engi-

neering Congress and Exposition, Denver, Colorado, USA 2011.
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2.— Rogelio Gracia, Daniel Torrent, José Sanchez-Dehesa Acoustic me-
tamaterials based on cavities drilled in two dimensional waveguides 6th In-
ternational Congress on Advanced Electromagnetic Materials in Microwaves
and Optics, San Petersburgo, Rusia 2012.

3.— José Sanchez-Dehesa, Victor Manuel Garcia, Rogelio Gracia, Fran-
cisco Cervera, Daniel Torrent, Acoustic metamaterials with negative parame-
ters: a multiple scattering approach with examples ACOUSTICS 2012. 163rd
meeting of the Acoustical Society of America (ASA). 9th meeting of the
Acoustical Society of China (ASC). 11th Western Pacific Acoustics Confe-
rence (WESPAC), Hong Kong, China 2012.

4.— Charla invitada Victor Manuel Garcia, Rogelio Gracid, Francis-
co Cervera, Daniel Torrent, José Sanchez-Dehesa A quasi two-dimensional
acoustic metamaterial with negative bulk modulus3rd International Confe-
rence on Metamaterials, Photonic Crystals and Plasmonics (META 2012),
Paris, Francia 2012.

5.— José Sanchez-Dehesa, Francisco Cervera, Victor Manuel Garcia, Ro-
gelio Gracia, Daniel Torrent Advances in Acoustic Cloaking and Metamate-
rials with Negative Parameters 2nd International Conference on Phononic
Crystals/Metamaterials, Phonon Transport and Optomechanics, Sharm El-
Sheikh, Egypt 2013.

6.— Victor Manuel Garcia, Rogelio Gracia, Daniel Torrent, José Sanchez-
Dehesa Negative and density-near-zero acoustic metmaterials based on quasi-
two-dimensional phononic crystals 21st International Congress on Acoustics
(ICA). 165th Meeting of the Acoustical Society of America. 52nd Meeting of
the Canadian Acoustical Association, Montreal, Canada 2013.

7.— Rogelio Gracid, Daniel Torrent, José Sanchez-Dehesa Metamaterial
acustico cuasi-2D doblemente negativo XXXIV Reunion Bienal de la Real

Sociedad Espanola de Fisica, Valencia, Spain 2013.



E.2 Congresos nacionales o internacionales 197
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Manuel Garcia, Francisco Cervera and José Sanchez-Dehesa Quasi-two-dimensional

acoustic metamaterials, SPIE Photonics West, San Francisco, Califormia,
USA 2014.
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