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1 Resumen de las ideas clave

En este frabajo se estudia una variacion del modelo dindmico cldsico de oferta y
demanda con inventario que considera en su formulacion la posibilidad de que los
demandantes sean especuladores. El modelo estd basado en la formulacién de
una ecuacion diferencial ordinaria que describe la trayectoria temporal del precio
a partir de una funcién de oferta estdndar y una funcidn de demanda que
considera la posible existencia de compradores que actien con fines
especulativos. En el trabajo se interpreta econdmicamente el modelo, se obtiene
su solucidén y analiza su comportamiento a largo plazo. Posteriormente, se
relaciona la solucidon del modelo con la que proporciona el modelo cldsico sin
especulacion. El trabajo permite transitar de forma natural desde el modelo
dindmico cldsico de oferta y demanda con condicion de equilibrio (es decir,
asumiendo que el mercado es perfecto) a una version mds compleja del mismo
que permite interpretar la existencia de especuladores, lo cual creemos resulta
muy instructivo desde el punto de vista formativo.

2 Introduccion

Este trabajo viene a completar una serie de articulos previos sobre modelos
dindmicos de oferta y demanda basados en ecuaciones diferenciales ordinarias
(e.d.o.'s) que se han publicado ya en forma de objetos docentes (véase [1] v [2])
o que han sido enviados recientemente para su publicacién [3]. Las
conftribuciones [1] v [2] se basan en e.d.o.’s lineales de primer orden, mientras que
tanto [3] como el presente tfrabajo hacen uso de los resultados sobre e.d.o.’'s
lineales de segundo orden expuestos en [4].

Para comprender mejor las analogias y diferencias que existen en esta serie de
trabajos sobre modelos dindmicos continuos de oferta y demanda, en primer
lugar, resumiremos las ideas centrales desarrolladas en [1]-[3].

En [1], se estudié el modelo descrito en la Ec1. Para describir el precio, p=p(t), de

bien con funciones lineales de oferta, g° =q°(t), y demanda, q° =q°(t), estdndar
(demanda decreciente con el precio y oferta creciente con el precio) en un
mercado imperfecto (sin condicién de equilibrio) donde el ajuste del precio se
realiza de forma instantdnea y directamente proporcional al exceso de demanda
(o equivalentemente, en funcién del inventario existente).

a°(t) = a-bp(t) , a,b>0,
a’(t) = -c+dp(t) , c,d>0,
PO = a(M)-a°) . a>0.

Ecuacién 1. Modelo dindmico estdndar de ajuste del precio dependiendo del exceso de
demanda (modelo estudiado en la referencia [1]).

El modelo puede reescribirse en términos de una e.d.o. lineal de primer orden cuya
solucién determina la trayectoria temporal del precio (véase Ec.2).



:\‘- ':‘

F) POLITECNICA

/ DE VALENCIA

TT D UNIVERSIDAD

A

"
&

N

p'(t)
p(0)

—a(b+d)p(t)+a(a+c),
po'

= p(t) = "N (po _a+ C) Latc

b+d) b+d

Ecuacion 2. Ecuacidn diferencial y su solucion para la dindmica del precio (modelo
estudiado en la referencia [1]).

En [2], se generadliza el modelo descrito en [1] al considerar que la funcion de
demanda puede depender de la velocidad del precio, p'(t) (véase Ec.3). En
funcion del signo del pardmetro e que acompana a p'(t), el modelo permite
describir un comportamiento especulador de los compradores.

a°(t)
a®(t)
p'(t)

a-bp(t)+ep'(t) , ab>0,e€lR
—c+dp(t) , c,d>0,
a(®®-a*t) . a0

e>0 = hay especulacion,

e<0 = no hay especulacion.

Ecuacién 3. Modelo dindmico de ajuste del precio con especulacidon en la demanda
(modelo estudiado en la referencia [2]).

Este modelo puede reescribirse en términos de una e.d.o. lineal de primer orden
cuya resoluciéon proporciona la trayectoria temporal del precio (véase Ec.4).

oc(b+d)
T 1-ae 1-ae
P,

p'(t)

p(0)

o(a+c) a(brd)
1)+ , - t
PO =p(t)=e = (po

_a+c a+c
b+d) b+d

Ecuacidn 4. Ecuacidn diferencial para la dindmica del precio (modelo estudiado en la
referencia [2]).

La conexion de estos modelos también tiene lugar en el largo plazo, ya que, en
ambos casos convergen al mismo precio de equilibrio. En el caso del modelo
dado en la Ec.1 esta convergencia es incondicional, es decir, no requiere imponer
ninguna condicién a los pardmetros del modelo para que se dé la convergencia.
En el segundo caso, dicha convergencia se produce cuando se cumpla la
siguiente restriccion e<1/a. Obsérvese a partir de la Ec.3 que por tanto la
convergencia al precio de equilibrio tiene lugar para cierta regién de variaciéon del
pardmetro e donde se presenta especulacion, pues a>0. El valor de precio de
equilibrio al cual convergen ambos modelos, es precisamente el valor del modelo
estdtico cldsico de oferta y demanda en un mercado perfecto o con condicién
de equilibrio (véase Ec. 5).

Q® = a-bP a,b>0,

Q = —c+dP ,  cd>0, —pe-2*C
5 S L o b+d

Q" = Q , (condicion de equilibrio).

Ecuacion 5. Modelo estdtico lineal de equilibrio de oferta y demanda y su precio de
equilibrio.

En el trabagjo [3] se estudia un modelo dindmico de oferta y demanda en un
mercado perfecto donde se permite que la funcién de demanda pueda
representar en ciertos casos la existencia de especulacidon por parte de los
compradores. Existen dos diferencias fundamentales entre este modelo y el
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estudiado en la referencia [2]: el mercado es ahora perfecto (i.e., contiene una
condicién de equilibrio) y se infroduce en la funcién demanda no solo la primera
derivada del precio, que representa la velocidad del precio, si no también la
segunda derivada, que representa la aceleracion del precio (véase Ec.é).
Asumiendo que el precio crece, P'(t)]>0, si m>0 el modelo representa un

comportamiento especulador de los compradores.

Q°(t) = a-bP(t)+mP'(t)+nP"(t) , ab>0mnelR,
QS(t) = -c+dP(t) , c,d>0,
Q°(t) = Q1) , (condicién de equilibrio).

Ecuacion 6. Modelo dindmico lineal de equilibrio con expectativas en la demanda (modelo
estudiado en la referencia [3]).

Esto hace que el modelo que representa la variacion del precio sea
genuinamente diferente del modelo [2] pues conduce a una e.d.o. lineal de
segundo orden (véase Ec.7). Las soluciones de dicha e.d.o. son mds ricas desde el
punto de vista de su comportamiento matemdtico y ello permite describir nuevos
comportamientos de los precios del mercado, incluyendo la oscilacién de los
precios. Debido a que las expresiones que se obtienen en este andlisis son mds
complejas que las mostrados en las Ecs.2 y 4 anteriores, no mostramos aqui las
diferentes soluciones del modelo y remitimos al lector a la referencia [3]. Si cabe
senalar que bajo determinados supuestos sobre los pardmetros, el modelo a largo

plazo sigue convergiendo al valor P®=(a+c)/(b+d) del modelo estdtico cldsico

incluyo en situaciones que permiten considerar un comportamiento especulador
tal y como por ofra parte también sucedia con el modelo estudiado en [2], como
hemos senalado anteriormente.

P+ TP -2t 9P - 2*C,
n n n
P(0) - 7,
P'(0) - P

Ecuacidn 7. Ecuacién diferencial para la dindmica del precio demanda (modelo estudiado
en la referencia [3]).

En este frabajo vamos a completar los frabajos [1]-[3] estudiando un modelo de
oferta y demanda en un mercado imperfecto, es decir, sin equilibrio (a diferencia
de | modelo presentado en [3]) donde la funcién de demanda (a semejanza del
modelo presentado en [3]) depende de la velocidad y de la aceleracion del
precio. Veremos como dicho modelo puede reescribirse en términos de una e.d.o.
lineal de segundo orden (a semejanza del modelo estudiado en [3]) y usando los
resultados presentados en [4] determinaremos la trayectoria temporal del precio.
Estudiaremos cdmo ambos modelos se relacionan en el largo plazo.

Objetivos

Los principales objetivos docentes de este articulo son que el alumno sea capaz
de:
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= Completar el estudio de otros modelos dindmicos de oferta y demanda en
mercados imperfectos y basado en una ecuacién diferencial ordinaria
lineal de segundo orden.

= Resolver modelos dindmicos continuos basados en ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales de segundo orden con coeficientes
constantes y estudiar su comportamiento asintético.

3.1 Un modelo dindmico de oferta y demanda en un
mercado imperfecto y con expectativas en la
demanda: Planteamiento del modelo

Como hemos indicado en la Infroduccién, vamos a continuacién a considerar un
modelo dindmico continuo de oferta y demanda en un mercado imperfecto y
donde permitimos que la funcién de demanda depende de la velocidad, de P'(t),

y de la aceleracion, P"(t), del precio lo cual permite considerar la existencia de
compradores que toman sus decisiones con fines especulativos. En la Ec.8 se
explicita el modelo. Para la funcidon de oferta, al igual que en los modelos

anteriormente presentados, se asumird una funcion lineal que solo depende del
precio P(t).

Q°(t) = a-bP(t)+mP'(t)+nP"(t) , a,b>0,mneEIR,
Q%(t) = -c+dP(t) , c,d>0,
P'(t)y = j(Q°(t)-Q°%)) , j>0, (ley de ajuste de precios).

Ecuacidén 8. Modelo dindmico lineal en un mercado imperfecto equilibrio con expectativas
en la demanda.

La funcién de demanda puede interpretarse exactamente igual que se hizo en la
referencia [3] en términos de los signos de los pardmetros m y n. Del mismo modo,
la interpretacién de la ley de ajuste de precios puede encontrarse en [1], [2], por lo
gue, aun siendo importante en la descripcidn del modelo, no redundaremos en
ello.

Para calcular la tfrayectoria temporal del precio sustituimos las funciones de
demanda y oferta en la ley de ajuste de precios dado en la Ec.3. A continuacion,
ordenamos los términos de la expresidon resultante de modo que siga el patrén de
una e.d.o. lineal no homogénea o completa a coeficientes constantes de segundo
orden (véase [4]). Asumiendo n=0, esto nos conduce al modelo expresado en la
Ec.9. En dicha ecuacién se asume que el precio observado en el instante inicial
(t=0) es P, y que en dicho instante la tendencia o velocidad a la cual varia el

precio estd dado por P, es decir, P(0)=P, y P'(0)=P,.

P+ M py D dp o 2xC
nj n n
P(0) - P,
P'(0) - P

Ecuacidén 9. Ecuacidn diferencial para la dindmica del precio.
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3.2 Determinacién de la trayectoria temporal del precio

En este apartado se calculard cémo varia el precio en cada instante, en otras
palabras, daremos una solucién P(t) del problema de valor inicial dado en la Ec.9.
Para ello utilizaremos los resultados tedricos expuestos en [4]. Segun la teoria de las
e.d.o.'s lineales completas (0 no homogéneas) de segundo orden a coeficientes
constantes, P"(t)+aP'(t)+a,P(t)=b. la soluciébn general de dicha ecuacién, que
denotaremos por P*(t), se describe como suma de la solucién general de la
ecuacion homogénea asociada P"(t)+aP'(t)+aP(t)=0 (esto es, aquella cuyo
término independiente es nulo, b=0) y, que denotaremos por P(f) y, una solucidn
particular de la ecuacion completa, P"(t)+aP'(t)+a,P(t)=b. y que denotaremos

por P™(t). Resumiendo: P(t) = P (t)+P™(t).

La solucién P¥(t) se calcula ensayando soluciones de la forma P®(t)=e", lo cual
conduce a que el pardmetro r debe ser solucion de la denominada ecuacidn
caracteristica, que es la ecuacion algebraica, r’+ar+a,=0, asociada la e.d.o.
homogénea. En la Ec.10 se resume la obtencion de P®(t). Se observa que esta
solucion tiene tres expresiones distintas dependiendo del cardcter real (simple o
doble) o complejo de las raices r, y r, de la ecuaciéon caracteristica. Ademdas,
como se trata de una solucidon general de una e.d.o. lineal de orden dos, ésta
depende de dos constantes libres, ¢, y ¢c,, que se determinan a partir de las dos

condiciones iniciales P(0)=P, y P'(0)=P,.

Por ofro lado, una solucidn particular P>*t) de Ila e.d.o. completa
P"(t)+aP'(t)+aP(t)=b se obtiene por ensayo de, primero funciones constantes,

después, cuando éstas no son posibles, funciones lineales afines y, cuando éstas
Ultimas no son posibles, cuadrdticas puras, no siendo necesario el uso de funciones
mds complicadas porque se trata de determinar "una” solucidn particular y con
estos tres tipos de funciones polindmicas se cubren todas las posibles casuisticas. En
la Ec.11 se resumen las diferentes expresiones que se obtienen para P>(t).

P(t)=e"! r=
P"(t)+aP'(t)+a,P(t)=0 = r’+ar+a,=0=

-a,-/(a,)’ - 4a,

2 2

2 2
. -a,+4/(a,)? -4a -a,-4/(a,)*-4a
ce+c,e? si r=r,€IR, r=—1 ! 2, r=—" 21 2,

1 2 o2 T

. -a
Po"(t) = ce"+c,te" si r=r,=reiR, r=—=

B- J4a,-(a,)’
e

e“‘[c1cos([3t)+czsin([5t)] si r=a+ipr,=F=a-ip o=,

Ecuacidn 10. Resumen de la obtencién de la solucién general P*(t) de una e.d.o. lineal
homogénea (o no completa) a coeficientes constantes de segundo orden.



\
N\

A% UNIVERSIDAD
=l ‘ij_ﬁ:;j POLITECNICA
v’ DE VALENCIA

"

—=P_ si a, =0,
aZ
pee b .
(t)= —t si a,=0,a,=0,
1
gtz si a=a,=0

Ecuacion 11. Resumen de la obtencién de una solucién particular pe(t) de una e.d.o. lineal
no homogénea (o completa) a coeficientes constantes de segundo.

Para aplicar de forma directa los resulfados generales mostrados en las Ecs.10-11,

primero necesitamos identificar los datos del modelo de precios dado en la Ec.9 con
los del patrén general. Esta identificacion se explicita en la Ec.12.

a1=mrjm—j_1’ a2=—b;d¢0 , b=—a;C.

Ecuacidén 12. Identificacién de los datos del modelo con los del patrén que proporciona la
solucion.

Obsérvese que a, y b coinciden con los valores del modelo estudiado en [3], y ambos
modelos solo difieren en el coeficiente a, por lo que el andlisis que a continuaciéon

realizaremos es muy similar al presentado alli.

En primer lugar observemos que la solucién particular estd dada por la expresidon que
aparece en la Ec.13. ya que como por hipdtesis b>0 y d>0 (véase Ec.8), entonces

a,=0.

_a+c
PPe(t) = n =a+c.
_b+d b+d
n

Ecuacioén 13. Expresion de la solucién particular del modelo.

Es interesante observar que esta solucién coincide con la del modelo estatico cldsico
de oferta y demanda dada en la Ec.1. como ya senalamos anteriormente.

Para el cdlculo de P(t) distinguiremos tres casos en funcién de la naturaleza de las
raices de la ecuacion caracteristica, lo cual depende del signo del discriminante

2
+4(m
n

A= (a) -4a, =TT
nj

mj-1

nj

2
e Caso 1: Si A>0= >—4(b:—d). Esto significa que las raices r, y r, de la

ecuacién caracteristica son reales y distintas y, por tanto, segun la Ec.10 y la
identificacién dada en la Ec.12 se obtiene la primera expresion dada en la
Ec.14.
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mj-1 1)
nj

e Caso 2: Si A=0=

o+
n

. Esto significa que las raices r, y r, de la

ecuacion caracteristica son reales e iguales (r,=r,=r) y, por tanto, segun la

Ec.10 y la identificacion dada en la Ec.12 se obtiene la segunda expresion
dada enla Ec.14.

mj-1 1y
nj

e Caso 3: Si A<0O= <-4

b:—d) Esto significa que las raices r, y r, de la

ecuacién caracteristica son complejas y conjugadas y, por tanto, segin la
Ec.10 y la identificacién dada en la Ec.12 se obtiene la tercera expresion dada

enla Ec.14.
. Y , 2
ce+c,e” donde r1=1 - mJ._1 + mJ__1 +4|0*d ,r2=1 - LJ__1 - LJJ PPTLELA] e A>0,
2 nj nj n 2 nj nj n
P (t) = ce"+c,te" donde r1=r2=r=—mzjn_j1 si A=0,
2
. . o mj-1 ., 1| (b+d) (mj-1 .
et[cwcos(ﬁt)+czsm([ﬁt)] donde r=c+ip,r,=T=a-ipoa=- 2] B —4( el si A<O.

Ecuacioén 14. Expresion de la solucién general de la e.d.o. homogénea asociada al modelo.

A partir de las Ecs.13-14 y la relacion P*(t) =P (t)+P™(t) se obtiene la solucién general
del modelo dado en la Ec.9, la cual dependerd de dos constantes libres ¢, y c,

(véase Ec.14) que, como se ha senalado anteriormente, se determinan a partir de
las condiciones iniciales P(0)=P, y P'(0)=P,. Debido a que las expresiones tedricas

son muy farragosas evitamos expresar la solucion del modelo dado en la Ec.9 en
términos de los datos.

A continuacién, daremos a modo de ilustracién algunos resultados de interés
econdmico que pueden obtenerse a partir del estudio readlizado hasta el
momento.

e Si n>0 entonces —4(b <0, ya que, b>0 y d>0 por hipdtesis. En

mj-1 1y
nj

consecuencia estaremos ante el Caso 1: A>0=

(b:d) es decir, las

raices de la ecuacidn caracteristica son reales y distintas. Ademds, la
expresién bajo el signo de la raiz excede necesariamente a ((mj-1)/(nj)* vy

entonces la raiz cuadrada serd mayor que |(mj—1)/(nj)| y, con
independencia del signo de la magnitud mj-1, la raiz r, serd positiva (salvo
que ¢,=0). En este caso el valor del precio de equilibrio a largo plazo
(fambién denominado equilibrio intertemporal) tenderd a infinito. Si ¢, =0,
como r,<0 (con independencia del signo demj-1), P9"(t) =0 cuando t—,

y por tanto la trayectoria temporal del precio tenderd al valor (a+c)/(b+d)
de la solucién particular de la e.d.o. completa.
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* Sin<0, los tres casos presentados en la Ec.14 son posibles. Si ademds mj<1,
en el Caso 1 el radicando es menor que ((mj-1)/(nj)* y por tanto la raiz es
menor que |(mj—1)/(nj)|=(mj—1)/(nj). Por tanto r,<0 como r,<0. Como las

exponenciales que definen la solucién tienen exponente negativo ambas
tienden a cero cuando t—« y la solucidn del modelo dado en la Ec.9
tiende a la solucién particular de la e.d.o. completa dada en la Ec.13, a
saber, (a+c)/(b+d). Lo mismo sucede en el Caso 2 ya que claramente

r=-(mj-1)/(2nj)<0 y el término te" de la solucion tiende a cero cuando t—w

como puede comprobarse aplicando la regla de L'Hépital (véase Ec.15).
Finalmente, en el Caso 3 de nuevo se tiene que a=-(mj-1)/(2nj)<0 y tanto

como el término ¢, cos(Bt)+c,sin(pt) estd acotado y e" -0 cuando t—w, la

solucion también tiende a (a+c)/(b+d). Resumiendo en cualquiera de los
casos si n<0 y mj<1 (condicidn que en particular se cumple si m<0) la

estabilidad dindmica del equilibrio estd asegurada. Esta situacién permite
conectar el comportamiento a largo plazo del modelo dindmico dado en
la Ec.9 con el precio de equilibrio del modelo estatico de oferta y demanda
cldsico de la Ec.5. De este modo, podemos interpretar que en cada
instante arbitrario, pero fijo, el precio de equilibrio de un modelo de oferta y
demanda de un bien en un mercado imperfecto con ajuste de precios en
funcién del exceso de la demanda puede interpretarse como el precio
intertemporal o a largo plazo de un modelo dindmico que alcanza su
estabilidad en el “presente”.

Sir<0: Iimte”={oox0}=|im ft={f}L‘Hé=pital|im (t)| —lim 1_ =—1Iime”=0.
t—0 too gf o taw(e-”)' t>> _re rt I o=

Ecuacion 15. Comprobacién del valor del limite en el Caso 2 usando la regla de L'Hépital.

Obsérvese que a diferencia de lo que sucede con el comportamiento de la
demanda en los modelos dindmicos estudiados en las referencias [1] y [2], basados
en e.d.o.'s de primer orden, ahora en virtud del Caso 3 (véase Ec.14) se presentan
nuevos comportamientos de los consumidores debido a la aparicion de funciones
trigonométricas (seno y coseno) en la trayectoria temporal del precio que
producen oscilaciones cuando la expresidon del precio se sustituye en la funcidén de
demanda.

Cierre

En este trabajo se ha estudiado un modelo dindmico de mercado imperfecto (sin
condicién de equilibrio) que permite introducir nuevos comportamientos de los
consumidores. Los resulfados obtenidos se han conectado con los estudiados en
otros modelos donde el mercado es también imperfecto e incluso con los
correspondientes a modelos de oferta y demanda con condicién de equilibrio. El
estudio realizado permite ilustrar la potencia de las ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales en el estudio de modelos dindmicos en Economia para obtener
resultados mds complejos y conectarlos con su correspondiente interpretacién
econdmica. Este estudio puede completarse con otros modelos que pueden
hallarse en las referencias [5] vy [6].
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