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Resumen

La resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales figura entre los problemas
mas importantes, tanto desde un punto de vista tedrico como practico, de las matematicas
aplicadas, asi como también de muchas ramas de las ciencias, la ingenieria, la fisica, la
informatica, la astronomia, las finanzas,.... Un vistazo a la bibliografia y la lista de grandes
matematicos que han trabajado en este tema pone de manifiesto un alto nivel de interés
contemporaneo en el mismo. Aunque el rapido desarrollo de las computadoras digitales llevo a
la aplicacién efectiva de muchos métodos numéricos, en la realizacion practica, es necesario
analizar diferentes problemas tales como la eficiencia computacional basado en el tiempo
usado por el procesador, el disefio de métodos iterativos que posean una rapida convergencia
a la solucion deseada, el control de errores de redondeo, la informacién sobre las cotas de
error de la solucion aproximada obtenida, las condiciones iniciales que garanticen una
convergencia segura, etc. Dichos problemas constituyen el punto de partida de este trabajo.

El objetivo general de esta memoria es disefiar métodos iterativos eficientes para resolver una
ecuacion o un sistema de ecuaciones no lineales. El esquema méas conocido para resolver
ecuaciones no lineales es el método de Newton, su generalizacion a sistemas de ecuaciones
fue propuesta por Ostrowski.. En los ultimos afios, como muestra la amplia bibliografia, ha
aumentado de manera considerable la construccion de métodos iterativos, tanto de un paso
como multipaso, con el fin de conseguir una convergencia de orden 6ptimo asi como una mejor
eficiencia computacional. En general, en esta memoria hemos utilizado la técnica de funciones
peso para disefiar métodos de resolucion de ecuaciones y sistemas, tanto libres de derivadas
como apareciendo éstas en su expresion iterativa.

En el Capitulo 2 introducimos los conceptos previos que sustentan el desarrollo de los distintos
temas. Entre ellos, cabe destacar los relacionados con los métodos iterativos de resolucion de
problemas no lineales, en una y varias variables; el concepto de método 6ptimo (basado en la
conjetura de Kung y Traub); las técnicas de demostracion empleadas para probar el orden de
convergencia local, asi como también el operador diferencias divididas [x,y;F], y los conceptos
basicos de la dinamica compleja de funciones racionales que utilizaremos para analizar el
comportamiento dinamico del operador asociado a cualquier método iterativo.

En los Capitulos 3 y 4 hemos desarrollado métodos iterativos 6ptimos de 6rdenes 4y 8, con y
sin derivadas, para la resolucion de ecuaciones no lineales. En ambos capitulos comenzamos
refiriéndonos al estado del arte, para mostrar a continuacion los nuevos métodos disefiados,
que incluyen familias conocidas pero también nuevos esquemas iterativos, posteriormente
continuamos con el andlisis de la convergencia de dichas clases de métodos, estableciendo
algunos casos particulares, que son analizados en detalle y finalizamos con las pruebas
numéricas relacionadas con los esquemas iterativos propuestos. Especificamente, en el
Capitulo 3, se presentan los resultados obtenidos al modificar el método clasico de Gauss para
la determinacién de orbitas preliminares, de manera que incluya en su proceso esquemas
iterativos de alto orden de convergencia. Por su parte, en el Capitulo 4 se muestran las
propiedades dinamicas de algunos de los esquemas iterativos disefiados de orden 8, asi como
sus propiedades de estabilidad que son verificadas sobre diferentes funciones test.

En el Capitulo 5, presentamos métodos iterativos oOptimos de alto orden, con operador
derivada, para resolver ecuaciones no lineales. Tras el disefio de estos métodos y el andlisis de
su convergencia, se transforma dicha clase de esquemas iterativos en otra libre de derivadas,
manteniendo su optimalidad. Finalmente, se muestran los resultados de algunas pruebas
numéricas, que incluyen la determinacién de orbitas preliminares de satélites.

El comportamiento dinamico del operador asociado a un método iterativo al ser aplicado sobre
la funcion no lineal a resolver nos proporciona importante informacion acerca de la estabilidad y
fiabilidad de éste. El andlisis dinamico de un método iterativo se centra en el estudio del
comportamiento asintético de los puntos fijos (raices, o no, de la ecuacién) del operador, asi
como en las cuencas de atraccién asociadas a los mismos. En el caso de familias paramétricas
de métodos iterativos, el analisis de los puntos criticos libres nos permite seleccionar los
miembros mas estables de dichas familias. El andlisis de la dinamica compleja de los métodos
disefiados para ecuaciones no lineales se lleva a cabo en el Capitulo 6, donde nos centramos



en una de las familias de métodos éptimos presentada en capitulos anteriores. Asi, una vez
establecido el teorema del escalado, analizamos el comportamiento del operador racional
asociado al método actuando sobre polinomios cuadraticos, calculando sus puntos fijos y
criticos y analizando su estabilidad. Mostramos los planos de parametros de los diferentes
puntos criticos libres y estudiamos algunos casos particulares mediante planos dinamicos
concretos en los que significamos algunas cuencas de atraccién que no corresponden a las
raices.

A continuacion, en el Capitulo 7 se extienden a sistemas las técnicas iterativas disefiadas en el
caso escalar, si bien ahora utilizamos funciones peso matriciales. Asi construimos métodos de
cualquier orden afiadiendo sucesivos pasos con la misma estructura. Finalmente, se utiliza el
operador diferencias divididas para extender al caso multivariable algunos esquemas iterativos
que, a priori, no pueden ser extendidos de forma directa. Todos estos métodos forman parte
del estudio numérico que se presenta al final del capitulo, en el que se confirman los resultados
tedricos.

Esta memoria termina con un capitulo dedicado a problemas abiertos y a lineas futuras de
trabajo. Algunos de estos problemas han surgido como consecuencia de los avances
obtenidos.



Resum

La resolucié d'equacions i sistemes d'equacions no lineals figura entre els problemes més
importants, tant des d'un punt de vista teoric com a practic, de les matematiques aplicades, aixi
com també de moltes branques de les ciéncies, l'enginyeria, la fisica, la informatica,
I'astronomia, les finances,.... Una ullada a la bibliografia i la llista de grans matematics que han
treballat en aquest tema posa de manifest un alt nivell d'interés contemporani en el mateix.
Encara que el rapid desenvolupament de les computadores digitals va portar a I'aplicacié
efectiva de molts métodes numeérics, en la realitzaci6 practica, és necessari analitzar diferents
problemes tals com I'eficiencia computacional basat en el temps usat pel processador, el
disseny de meétodes iteratius que posseisquen una rapida convergencia a la solucié desitjada,
el control d'errors d'arrodoniment, la informacié sobre les cotes d'error de la solucié aproximada
obtinguda, les condicions inicials que garantisquen una convergencia segura, etc. Aquests
problemes constitueixen el punt de partida d'aquest treball.

L'objectiu general d'aquesta memodria és dissenyar metodes iteratius eficients per a resoldre
una equacié o un sistema d'equacions no lineals. L'esquema més conegut per a resoldre
equacions no lineals és el métode de Newton, la seua generalitzaci6 a sistemes d'equacions va
ser proposada per Ostrowski. En els dltims anys, com a mostra I'amplia bibliografia, ha
augmentat de manera considerable la construccié de métodes iteratius, tant d'un pas com
multipas, amb la finalitat d'aconseguir una convergencia d'ordre optim aixi com una millor
eficiéncia computacional. En general, en aquesta memoria hem utilitzat la tecnica de funcions
pese per a dissenyar metodes de resolucié d'equacions i sistemes, tant lliures de derivades
com apareixent aquestes en la seua expressio iterativa.

En el Capitol 2 introduim els conceptes previs que sustenten el desenvolupament dels diferents
temes. Entre ells, cal destacar els relacionats amb els métodes iteratius de resolucié de
problemes no lineals, en una i diverses variables; el concepte de métode optim (basat en la
conjectura de Kung i Traub); les técniques de demostracié emprades per a provar l'ordre de
convergencia local, aixi com també Il'operador diferencies dividides [x,y;F], i els conceptes
basics de la dinamica complexa de funcions racionals que utilitzarem per a analitzar el
comportament dinamic de I'operador associat a qualsevol métode iteratiu.

En els Capitols 3 i 4 hem desenvolupat métodes iteratius optims d'ordres 4 i 8, amb i sense
derivades, per a la resolucié d'equacions no lineals. En tots dos capitols comencem referint-nos
a l'estat de I'art, per a mostrar a continuacio els nous metodes dissenyats, que inclouen families
conegudes perd també nous esquemes iteratius, posteriorment continuem amb l'analisi de la
convergencia d'aquestes classes de metodes, establint alguns casos particulars, que son
analitzats detalladament i finalitzem amb les proves numériques relacionades amb els
esquemes iteratius proposats. Especificament, en el Capitol 3, es presenten els resultats
obtinguts en modificar el métode classic de Gauss per a la determinacié d'orbites preliminars,
de manera que incloga en el seu procés esquemes iteratius d'alt ordre de convergencia. Per la
seua banda, en el Capitol 4 es mostren les propietats dinamiques d'alguns dels esquemes
iteratius dissenyats d'ordre 8, aixi com les seues propietats d'estabilitat que sén verificades
sobre diferents funciones test.

En el Capitol 5, presentem meétodes iteratius optims d'alt ordre, amb operador derivada, per a
resoldre equacions no lineals. Després del disseny d'aquests métodes i I'analisi de la seua
convergencia, es transforma aquesta classe d'esquemes iteratius en una altra lliure de
derivades, mantenint la seua optimalitat. Finalment, es mostren els resultats d'algunes proves
numeriques, que inclouen la determinaci6 d'orbites preliminars de satél-lits.

El comportament dinamic de l'operador associat a un métode iteratiu en ser aplicat sobre la
funcié no lineal a resoldre ens proporciona important informacié sobre I'estabilitat i fiabilitat
d'aquest. L'analisi dinamica d'un metode iteratiu se centra en I'estudi del comportament
asimptotic dels punts fixos (arrels, o no, de l'equaci6) de I'operador, aixi com en les conques
d'atraccié associades als mateixos. En el cas de families parameétriques de métodes iteratius,
I'analisi dels punts critics lliures ens permet seleccionar els membres més estables d'aquestes



families. L'analisi de la dinamica complexa dels méetodes dissenyats per a equacions no lineals
es duu a terme en el Capitol 6, on ens centrem en una de les families de métodes optims
presentada en capitols anteriors. Aixi, una vegada establit el teorema de I'escalat, analitzem el
comportament de I'operador racional associat al métode actuant sobre polinomis quadratics,
calculant els seus punts fixos i critics i analitzant la seua estabilitat. Vam mostrar els planols de
parametres dels diferents punts critics lliures i estudiem alguns casos particulars mitjangant
planols dinamics concrets en els quals signifiquem algunes conques d'atraccié que no
corresponen a les arrels.

A continuacio, en el Capitol 7 s'estenen a sistemes les técniques iteratives dissenyades en el
cas escalar, si ben ara utilitzem funcions pese matricials. Aixi construim metodes de qualsevol
ordre afegint successius passos amb la mateixa estructura. Finalment, s'utilitza I'operador
diferencies dividides per a estendre al cas multivariable alguns esquemes iteratius que, a priori,
no poden ser estesos de forma directa. Tots aquests métodes formen part de I'estudi numeric
que es presenta al final del capitol, en el qual es confirmen els resultats teorics.

Aquesta memoria acaba amb un capitol dedicat a problemes oberts i a linies futures de treball.
Alguns d'aquests problemes han sorgit com a conseqiiéncia dels avangos obtinguts.



Abstract

Solving nonlinear equations and systems is one of the most important problems of applied
mathematics, from both a theoretical and practical point of view, as well as many branches of
science, engineering, physics, computing , astronomy, finance, .... a look at the bibliography and
the list of great mathematicians who have worked on this issue reveals a high level of contemporary
interest in it. Although the rapid development of digital computers led to the effective
implementation of many numerical methods, in the practice is necessary to analyze different
problems such as computational efficiency based on the time spent by the processor, the design of
iterative methods that have a rapid convergence to the desired solution, the rounding error control,
information about the error bounds of the approximate solution obtained, the initial conditions that
guarantee safe convergence, etc.. These problems are the starting point for this work.

The overall objective of this memory is to design efficient iterative methods to solve an equation or a
system of nonlinear equations. The best known scheme for solving nonlinear equations is Newton's
method, whose generalization to systems of equations was proposed by Ostrowski. In recent years,
as shown in extensive literature, the construction of iterative methods has increased considerably,
both one point as multipoint, in order to achieve optimal order of convergence and better
computational efficiency. In general, in this memory we have used the technique of weight functions
to design methods for solving equations and systems, both derivative-free as with derivatives in
their iterative expression.

In Chapter 2 we introduce the previous concepts underpinning the development of the different
topics. Among them we have included those related to iterative methods for solving nonlinear
problems in one and several variables; the concept of optimal method (based on Kung-Traub’s
conjecture); demonstration techniques used to test the local order of convergence as well as the
divided differences operator [x, y; F], and the basics of the complex dynamics of rational functions
that we will use to analyze the dynamical behavior of the operator associated with any iterative
method.

In Chapters 3 and 4 we have developed optimal iterative methods of orders 4 and 8, with and
without derivatives for solving nonlinear equations. In both chapters we start referring to the state of
the art, to show then designed new methods, which include known families but also new iterative
schemes, then continue with the analysis of the convergence of these kinds of methods,
establishing some particular cases, which are analyzed in detail and we finish with the numerical
evidence relating to the proposed iterative schemes. Specifically, in Chapter 3, the results obtained
by modifying the classical Gauss method for determining preliminary orbits, to include in the
process iterative schemes of high order of convergence are presented. Meanwhile, in Chapter 4 the
dynamic properties of some eighth-order iterative schemes as well as their stability properties which
are verified on different test functions.

In Chapter 5, we present optimal higher-order iterative methods with derivatives to solve nonlinear
equations. After the development of these methods and the analysis of their convergence, that
class of iterative schemes becomes another derivative-free, maintaining its optimality. Finally,
results of some numerical tests, including the determination of preliminary orbits of satellites are
showed.

The dynamical behavior of the operator associated with an iterative method when applied on a
nonlinear function provides important information about its stability and reliability. Dynamical
analysis of an iterative method focuses on the study of the asymptotic behavior of the fixed points
(roots, or not, of the equation) operator and in the basins of attraction associated with them. For
parametric families of iterative methods, the analysis of free critical points allows to select the most
stable of these family members. The analysis of the complex dynamics of methods designed for
nonlinear equations is carried out in Chapter 6, where we focus on one family of optimal methods
presented in previous chapters. Thus, once established scaling theorem, we analyze the behavior
of rational operator associated with the method acting on quadratic polynomials, calculating its fixed



and critical points and analyzing their stability. We show the parameter planes associated to the
different free critical points and study some particular cases by means of the dynamical planes
which include some basins of attraction that do not correspond to the roots.

Then, in Chapter 7 we extend to systems the iterative techniques defined in the scalar case, but
using matrix weight functions. So we construct methods of any order by adding successive steps
with the same structure. Finally, we use the divided difference operator to extend to the
multivariable case some iterative schemes that, a priori, cannot be extended directly. All these
methods are part of the numerical study presented at the end of the chapter, in which the
theoretical results are confirmed.

This memory concludes with a chapter on open problems and future work lines. Some of these
problems have arisen as a result of the progress made.
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Capitulo 1

Introduccion

El problema de la resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales figura entre los mas
importantes en la teoria y la practica, no sélo de las matematicas aplicadas, sino también de muchas
ramas de las ciencias, la ingenieria, la fisica, la informatica, la astronomia, las finanzas,...

Un vistazo a la bibliografia y la lista de grandes matemadticos que han trabajado en este tema
muestran un alto nivel de interés contemporaneo. Aunque el rapido desarrollo de las computadoras
digitales llevo a la aplicacion efectiva de muchos métodos numéricos, en la realizacion préctica, es
necesario resolver varios problemas tales como la eficiencia computacional basado en el tiempo usado
por el procesador, el diseno de métodos iterativos que posean una rapida convergencia a la solucion
deseada, el control de errores de redondeo, la informacion sobre los limites de error de la solucion
aproximada obtenida, indicando las condiciones iniciales de computo verificables que garantiza una
convergencia segura, etc. Dichos problemas constituyen el punto de partida de esta memoria.

Un caso particular de este problema es la aproximacion de las raices de un polinomio. Desde tiempos
muy remotos se encontraban con éxito las raices de polinomios de primer y segundo grado. En 1540
los matematicos Scipione, Tartaglia y Cardano resolvieron la ecuacion ctibica. En 1545 Ferrari resol-
vi6 la ecuacién de cuarto grado. Muchos matematicos de los siglos posteriores trataron de resolver
ecuaciones de quinto grado y superior. A principios del siglo XIX Abel y Galois demostraron que es
imposible obtener solucién por radicales de una ecuacion de grado mayor que cuatro. En consecuen-
cia, para calcular las raices de polinomios de grado mayor que cuatro se usan técnicas numeéricas. A
partir de este momento, la construccion de métodos numéricos para resolver ecuaciones no lineales
ha atraido la atencion de matematicos puros y aplicados. En los tiltimos anos se estan volviendo a
utilizar los polinomios de bajo grado en el plano complejo para estudiar el comportamiento dindmico
del operador racional asociado a cualquier método iterativo actuando sobre dicho polinomio.

Los métodos numeéricos que tratan de resolver problemas no lineales son, en general, procesos itera-
tivos que partiendo de una aproximacion inicial zg, construyen una sucesion {z,} que bajo ciertas
condiciones converge a la solucion del problema. El andlisis de la convergencia puede ser de tres
tipos: local, semilocal y global, dependiendo de cuales sean las condiciones que se impongan; sobre
la solucion, sobre la aproximacion inicial xg, o simplemente sobre la funcién que define la ecuacion
o sistema que se pretende resolver, respectivamente. En esta memoria abordaremos tinicamente el
analisis de la convergencia local de los métodos disenados.

El objetivo general de esta memoria es resolver el problema de encontrar un cero de la funcién de



1. Introduccion 3

naturaleza no lineal f: D C R"™ — R"™, n > 1, es decir, una solucién £ € D del problema no lineal

flz)=0. (1.1)

El método mas conocido para resolver ecuaciones no lineales es el método de Newton, dado por

xkﬂ:xk_M k=0,1,2,.... (1.2)

frar)’
Su generalizacion a sistemas de ecuaciones fue propuesta por Ostrowski [90] y a operadores entre
espacios de Banach por L.V.Kantorovic [76]. Los resultados en espacios de Banach han sido profu-
samente estudiados y extendidos por diferentes autores. En los ultimos anis, cabe destacar la tesis
doctoral de D. Gonzalez [66] en la que podemos encontrar una extensa bibliografia sobre este tema
y otros trabajos como [8, 56, 57|. Todos estos estudios proporcionan herramientas poderosas para
investigaciones tedricas y numéricas sobre ecuaciones definidas mediante operadores no lineales.

Otras cuestiones que se plantean sobre el comportamiento de un esquema iterativo son la velocidad
de convergencia con la que la sucesién converge a una solucion y el error cometido al aproximar
esa solucion. Existen distintos indicadores para medir la velocidad de convergencia de una sucesion
como son el orden de convergencia tedrico y la tasa de convergencia numérica. Al estudiar un
meétodo iterativo es muy importante considerar dos aspectos: la velocidad de convergencia y el coste
computacional del mismo. Los métodos de un solo paso como, por ejemplo, el método de Newton,
Chebyshev,... pueden ser eficaces por su simplicidad, pero su convergencia es lenta y su utilidad en
problemas practicos es limitada.

Sin embargo, los métodos punto a punto tienen ciertas limitaciones: para que alcancen orden de
convergencia p han de evaluarse las derivadas de la funcion no lineal f hasta orden p — 1. Ademas,
se ha demostrado (ver [111]) que un esquema punto a punto con k evaluaciones funcionales puede
alcanzar, como maximo, orden k. Por otra parte, Kung y Traub en [84] conjeturaron que el orden
de convergencia de cualquier método iterativo sin memoria es, como méximo, 2%~ 1, donde d es el
numero de evaluaciones funcionales por iteracion, llamando 6ptimo al método que alcanza esta cota.
De este modo, para generar métodos 6ptimos de 6rdenes superiores a dos, era necesario trascender
los esquemas punto a punto. Asi, los métodos multipunto aparecieron en la literatura a finales del
siglo pasado. Podemos encontrar en [95] una interesante recopilacion de estos esquemas multipunto.

Generalmente, el aumento del orden de un método iterativo conlleva un aumento del nimero de
evaluaciones funcionales por paso. El indice de eficiencia es una medida del equilibrio entre las
dos cantidades: el nimero de evaluaciones funcionales por iteracion y el orden de convergencia del
meétodo. Por lo tanto, el orden 6ptimo de un método con tres evaluaciones funcionales por paso es
4. La familia de métodos de King [79], de la que el método de Ostrowski [91] es un caso particular,
el método de Jarratt [74] y algunas familias de métodos multipaso estudiados extensamente en el
libro de Traub [111]| son algunos de los métodos 6ptimos de cuarto orden. En los ultimos anos,
como muestra la amplia bibliografia, ha aumentado de nuevo el interés en la busqueda de métodos
multipaso con el fin de conseguir una convergencia de orden 6ptimo y asi una mejor eficiencia.

En general, en esta memoria presentamos los resultados obtenidos en el diseno de métodos eficientes
para resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales, utilizando la técnica de funciones peso.
De forma mas esquemética, entre los resultados alcanzados en esta Tesis, destacamos los siguientes:

= Hemos disenado algoritmos computacionalmente eficientes para la resolucion de ecuaciones y
sistemas de ecuaciones no lineales a partir de la técnica de funciones peso.
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= Se ha procedido al analisis de la convergencia de los métodos disenados, asi como su eficiencia
computacional y su comparacion con otros existentes.

= Se ha estudiado la dindmica compleja de los métodos disenados, asi como se han utilizado las
herramientas que la dindmica compleja proporciona para seleccionar aquellos esquemas més
estables dentro de las familias propuestas.

= A partir del operador diferencias divididas en el caso escalar o en el caso vectorial, se han
generado métodos iterativos libres de derivadas.

= Se han llavado a cabo pruebas numéricas con diferentes problemas no lineales académicos,
tanto escalares como vectoriales, para contrastar sus resultados con los teodricos.

= Se han aplicado esquemas iterativos obtenidos a partir de una familia de métodos de 6rdenes
ocho y dieciséis 6ptimos, en la determinacion de orbitas.

En el Capitulo 2 de esta memoria abordamos los conceptos previos que sustentan el desarrollo de
los distintos temas. Entre ellos, cabe destacar los relacionados con los conceptos basicos de métodos
iterativos de resolucién de problemas no lineales, en una y varias variables; el concepto de método
optimo (basado en la conjetura de Kung y Traub [84]); las técnicas de demostracion empleadas
para probar el orden de convergencia local, asi como también el anélisis del operador diferencias
divididas [z, y; F], y los conceptos bésicos de la dindmica compleja y las funciones racionales que
surgen de aplicar los operadores asociados a los métodos iterativos sobre polinomios.

En el Capitulo 3 hemos desarrollado métodos iterativos 6ptimos de 6rdenes 6ptimos 4 y 8, con deri-
vadas, para la resolucion de ecuaciones no lineales. Comenzamos refiriéndonos inicialmente al estado
del arte, para mostrar a continuacion los nuevos métodos disenados, que incluyen amplias familias
conocidas pero también nuevos esquemas iterativos. Continuamos con el andlisis de la convergencia
de dichas clases de métodos, estableciendo algunos casos particulares, que son analizados en detalle.
Finalizamos con las pruebas numéricas relacionadas con los esquemas iterativos propuestos. Tras
algunas pruebas sobre problemas académicos, se presentan los resultados de modificar el método
clasico de Gauss para la determinacion de 6rbitas preliminares, de manera que incluya en su proceso
esquemas iterativos de alto orden de convergencia y se presentan los resultados obtenidos al utilizar
algunos de los métodos disenados, asi como esquemas conocidos previamente.

El Capitulo 4 esta dedicado a los métodos iterativos multipuntos 6ptimos de tipo Steffensen para
resolver ecuaciones no lineales. En el mismo disenamos clases de métodos que no utilizan evalua-
ciones funcionales de la derivada de la funcion no lineal en los distintos pasos del proceso iterativo.
Posteriormente, analizamos su convergencia y establecemos las condiciones bajo las cuales dichos es-
quemas son 6ptimos, de 6rdenes 4 y 8. Finalmente, se contrastan los resultados teoricos con algunas
pruebas numéricas.

En el Capitulo 5, presentamos métodos iterativos 6ptimos de alto orden, con operador derivada,
para resolver ecuaciones no lineales. Tras el diseno de estos métodos y el andlisis de su convergen-
cia, se transforma dicha clase de esquemas iterativos en otra libre de derivadas, manteniendo su
optimalidad. Finalmente, se muestran los resultados de algunas pruebas numéricas, que incluyen la
determinaciéon de orbitas preliminares de satélites.

El comportamiento dinamico del operador asociado a un método iterativo al ser aplicado sobre
la funcion no lineal a resolver nos proporciona importante informacion acerca de la estabilidad y
fiabilidad de éste. El anélisis dindmico de un método iterativo se centra en el estudio del compor-
tamiento asintotico de los puntos fijos (raices, o no, de la ecuacién) del operador, asi como en las
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1. Introduccion 5

cuencas de atraccion asociadas a los mismos. En el caso de familias paramétricas de métodos itera-
tivos, el andlisis de los puntos criticos libres (puntos donde la derivada del operador se anula, que
no son rafces de la funcion no lineal) nos permite seleccionar los miembros més estables de dichas
familias. El analisis de la dindmica compleja de los métodos disenados para ecuaciones no lineales
se lleva a cabo en el Capitulo 6, donde nos centramos en una de las familias de métodos 6ptimos
presentada en capitulos anteriores. Asi, una vez establecido el teorema del escalado, analizamos
el comportamiento del operador racional asociado al método actuando sobre polinomios cuadra-
ticos, calculando sus puntos fijos y criticos y analizando su estabilidad. Mostramos los planos de
parametros de los diferentes puntos criticos libres y estudiamos algunos casos particulares mediante
planos dindmicos concretos en los que significamos algunas regiones atractoras extranas y orbitas
periodicas atractoras.

A continuacion, en el Capitulo 7 se presenta la extension a sistemas de ecuaciones no lineales de
la técnica de las funciones peso que nos ha permitido generar los resultados en el caso escalar.
Trabajando con dichas funciones peso, pero esta vez con variables matriciales, se disenan clases de
esquemas iterativos de ordenes 4 y cinco para sistemas de ecuaciones no lineales. Posteriormente,
se extienden dichas clases de métodos a Ordenes superiores, medinate su composicién con una
modificacién del método de Newton, lo que nos permitird alcanzar 6rdenes de convergencia tan
altos como deseemos. Finalmente, se utiliza el operador diferencias divididas para extender al caso
mutivariable algunos esquemas iterativos que, a priori, no pueden ser extendidos de forma directa.
Todos estos métodos forman parte del estudio numérico que se presenta al final del capitulo, en el
que se confirman los resultados tedricos.

Esta memoria termina con un capitulo dedicado a problemas abiertos y a lineas futuras de trabajo.
Algunos de estos problemas han surgido como consecuencia de los avances obtenidos.
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Capitulo 2

Conceptos previos

En este capitulo introduciremos las herramientas mateméticas que utilizaremos a lo largo de toda
la memoria. En primer lugar, consideramos los métodos iterativos de punto fijo para determinar las
raices de una ecuaciéon no lineal y de un sistema no lineal de n ecuaciones con n incognitas. Tras el
planteamiento del problema, se exponen resultados clasicos acerca de la convergencia y velocidad de
convergencia del método de Newton, introduciendo para ello los términos orden de convergencia, in-
dice de eficiencia e indice de eficiencia computacional. Asimismo, se describe el concepto de método
Optimo para la resolucion de ecuaciones no lineales. Tras establecer las nociones basicas en el caso
multidimensional, presentamos algunos resultados clasicos acerca de la convergencia del método de
Newton en R™ y se describe la notacién a utilizar en las demostraciones de convergencia local de
los métodos desarrollados. Ademaés, se introducird el operador de diferencias divididas multidimen-
sional, que nos permitira, no sélo disenar métodos para sistemas, sino también transformar algunos
esquemas iterativos, que normalmente no son considerados aplicables a sistemas de ecuaciones no
lineales, de manera que ésto sea posible. Por ultimo, se establecen las nociones bésicas de dinamica
compleja que nos permitiran, en los capitulos correspondientes, no sélo analizar la estabilidad de
un método iterativo en particular, sino también establecer cuales de los distintos métodos de una
misma familia son més estables y fiables, desde un punto de vista numérico.

2.1. Ecuaciones no lineales

A lo largo de esta memoria consideramos métodos iterativos multipunto para encontrar una raiz
simple ¢ de una ecuacion no lineal f(z) =0, donde f: I CR — R para un intervalo abierto I. La
mayoria de los métodos multipunto disenados en los tltimos anos son, en mayor o menor medida,
modificaciones del método de Newton y con ellos se pretende mejorar el orden local de convergencia
y/o el indice de eficiencia del método original.

En los ultimos anos, se ha desarrollado una gran cantidad de métodos iterativos para resolver ecua-
ciones no lineales. La esencia de estos métodos es la siguiente: si se conoce un entorno suficientemente
pequeno que contiene solo a una raiz § de la ecuacion f(z) = 0 y seleccionamos una estimacion ini-
cial de la raiz x¢, lo suficientemente cerca de la raiz buscada £, generamos mediante una funciéon de
punto fijo g(z) una sucesion de iterados z1,z2, ..., Zg, ..., que converge a la raiz £. La convergencia
de la sucesion se garantiza con la eleccion apropiada de la funcion g y de la aproximacion inicial xq.

7



8 2.1. Ecuaciones no lineales

El método descrito por la funciéon de iteracion g : I C R — R tal que

Tk+1 :g(xk)’ k:071a (21)

partiendo de una estimacién inicial zy dada, incluye una gran cantidad de esquemas iterativos.
Estos difieren entre si por la forma de definir la funcion de iteracion g. El dominio de definicion de
g también puede elegirse en otros espacios, como R™ por ejemplo, lo que da origen a métodos de
resolucion de sistemas de n ecuaciones con n incégnitas, que trataremos en la siguiente seccion.

Para el estudio de la convergencia de los métodos iterativos, asi como para probar la existencia de
la raiz de la ecuaciéon f(x) = 0 se usan extensamente las llamadas funciones contractivas.

Definicion 2.1.1 Consideramos R un espacio métrico y g(x) una funcién definida en este espacio,
que transforma R en si mismo: g : I C R — R. Entonces, g serd una funcion lipschitziana si existe
un nimero positivo L > 0, tal que para cualquier par de elementos x,y € I, se cumple la desigualdad

lg(z) —g(y)| < Llz — yl. (2.2)

En particular, las funciones contractivas son funciones lipschitzianas para las cuales L toma valores
0<L<1.

Definicion 2.1.2 Un punto fijo de una funcion g(x) es un nimero real & tal que & = g(§) y
representa geométricamente el punto de interseccion de la curva y = g(x) con la recta y = x.

Teorema 2.1.1 (Teorema de punto fijo, Kolmogorov y Fomin [82]). Toda funcién contractiva de-
finida en el espacio métrico completo de los nimeros reales f : R — R tiene un 1inico punto fijo.

En la préctica si g tiene un punto fijo £, entonces f(z) = g(z) — z tiene un cero en &. Del mismo
modo, si f tiene una raiz &, entonces g(z) = x — f(x) tiene un punto fijo en &.

Los siguientes resultados aseguran la existencia y unicidad del punto fijo, bajo ciertas condiciones.

Teorema 2.1.2 (Ezxistencia y unicidad del punto fijo, [22]). Sea g € Cla,b] tal que g(x) € [a,b]
para todo x € [a,b]. Entonces,

a) g tiene un punto fijo en [a,bl.

b) Si, ademds, g existe en (a,b) y |¢'(z)| < L tal que L € (0,1) para todo = € (a,b), entonces el
punto fijo de g en [a,b] es idnico.

El resultado que sigue establece bajo qué hipotesis esta asegurada la convergencia global de (2.1) y
proporciona una cota del error.

Teorema 2.1.3 (Ostrowski [90]) Supongamos que g : [a,b] — R es contractiva en el intervalo [a, b]
tal que g([a,b]) C [a,b]. Sea L la constante de Lipschitz para g en [a,b]. Bajo estas condiciones,
(2.1) es globalmente convergente en [a,b] al tinico punto fijo & € (a,b) de g. Ademds, se tienen las
siguientes estimaciones de error:

lep — €] < LF|lzg— €|, para todo k>0, € [a,b) (2.3)
k

1-L

|z — & < |x1 — x|, para todo k>0, w0 € [a,b]. (2.4)
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2. Conceptos previos 9

Observacion: De la cota del error (2.3) se deduce que (2.1) converge mas rapidamente cuanto més
proxima a cero es la cota L de la derivada.

Un concepto muy importante de los métodos iterativos es su orden de convergencia, que proporciona
una medida de la velocidad de convergencia de la sucesion de iterados.

Definicion 2.1.3 Sea {2y }r>0 una sucesion de niimeros reales tal que lim x, = . La convergencia
- k—o00

se llama:

a) lineal, si evisten M, 0 < M < 1 y ko € N tales que |zp11 —&| < M|xy, — €|, para todo k > ko;

b) de orden p, si existen M >0 y ko € N tales que |xp1 —&| < M|z, — £P, para todo k > ko.

Denotamos por e = x, — £ el error de la k-ésima iteracion. La ecuacion egqq = ]eri + O(eﬁ“)

llama ecuacién del error, donde p es el orden de la convergencia.

, se

Teorema 2.1.4 (Convergencia local del método de punto fijo, Ostrowski [90]). Sean o € R, p >0
Yy g:lxo—p,xo+ p| = R una funcion contractiva en el intervalo [xg — p,xo + p]. Sea L € (0,1)
la constante de Lipschitz para g en [xvo — p,xo + p|, y supongamos que |zg — g(xo)| < (1 — L)p.
Entonces,

i) existe ka xp = &, tal que € es punto fijo de g(x), es decir, g(€) = £, y ademds, |z, — €& < LFp
c— 00
para todo k > 0,

i) € es la dnica solucion en el intervalo [xo — p,xo + p| de g(z) = .

Sea la funcion f : I € R — R dos veces continuamente derivable en el intervalo I = [a,b] y f'(z) # 0
para todo = € I. Si la ecuacién f(x) = 0 tiene una uinica solucién x = € en (a,b) y la funcién g(x)
es continua en un entorno de z = £, entonces la ecuacion

g(x) =z — p(2) f () (2.5)
también tiene un punto fijo en @ = &, para cualquier funcion ¢ € C([a, b]).

Se puede determinar una funcion ¢(x) de modo que la sucesion generada por (2.5) converja a
cuadraticamente. A vista del Teorema 2.1.4, parece natural pedir que g € C2[¢ —p, £+ p] (con p > 0
tal que [§ — p, &+ p] C [a,b]) vy ¢'(§) = 0). Entonces, derivando (2.5) obtenemos

g(@) =1-p()f(x) - e@)f(z)
y teniendo en cuenta que f(£) = 0, deducimos que ¢ debe satisfacer la condicion: (&) f/(£) = 1. Si

J'(z) # 0 para cualquier x € [a, )], un enfoque razonable es suponer que p(x) = y entonces,

f'(=)
el procedimiento natural para conseguir la convergencia cuadratica ser&
J (@)
Thyl = T — k:0,12,.... (26)
f'(xk) ’

Esta formula iterativa se conoce como el método de Newton.
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10 2.1. Ecuaciones no lineales

Dicho método tiene una interpretacion geométrica sencilla, que en realidad esta en el origen histérico
del mismo. En efecto, en cada etapa k, el valor zj; corresponde a la abscisa del punto de corte
con el eje OX de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (zy, f(xy)). Esta interpretacion
geométrica justifica que este método reciba también el nombre de método de la tangente.

Una condicion para conseguir convergencia de orden dos en el método (2.6) es que el valor de
la estimacion inicial esté suficientemente cerca de la solucion £. El siguiente resultado especifica
explicitamente un intervalo en el que puede ser tomada la primera aproximacion y describe las
condiciones que garantizan la convergencia cuadratica del método (2.6).

Como ya se ha mencionado en la Introduccion, la convergencia de un método iterativo se puede
analizar de manera local, semilocal o global, en funcion de si las condiciones se imponen sobre la
solucion, sobre la aproximacion inicial o sobre la funcion no lineal, respectivamente. A continuacion,
mostramos algunos resultados clasicos sobre la convergencia de Newton desde los tres puntos de
vista, cuyas pruebas encontraremos en textos clasicos como el de Ortega y Rheimboldt [89] o el de
Ostrowski [91] en espacios més generales, como R™ o espacios de Banach.

Teorema 2.1.5 (Convergencia local del método de Newton [22]). Supongamos que f: R — R es
una funcion de clase C?([a,b]) en un entorno del niimero & para el cual f(€) =0, f'(&) # 0. Si
o se selecciona suficientemente cerca de &, entonces, existe un § tal que las iteraciones del método
de Newton generan una sucesion {xy}r>0 que converge a & para cualquier aprozimacidn inicial
xo € [€ — 0, + 0] con orden de convergencia p = 2:

-

T

El siguiente resultado clasico proporciona la condiciones (conocidas como condiciones de Newton-
Kantorovich), bajo las cuales esta asegurada la convergencia semilocal del método de Newton en

espacios de Banach. Esta generalizacion es muy ttil, ya que puede utilizarse tanto en el caso real
como en R™.

Teorema 2.1.6 (Convergencia semilocal del método de Newton) Sea F : Qo C X — Y un operador
entre espacios de Banach dos wveces continuamente diferenciable Fréchet definido en un dominio
abierto convexo no vacio Qy. Supongamos que se verifican las condiciones

17 (z0) !l < B,

7" (20) = F (o)l < m,

|[F"(z)|] <k, para todo x € Q,
1
- k/Bn S 2

= B(zg,s* — s0) C Qo, siendo s* = sp + 1=vI-2kBn W

Entonces, la sucesion de iterados generada por el método de Newton converge a la solucion & veri-
ficdndose que xp,& € B(xg,s* — s¢) para todo n.

A continuacion mostraremos un resultado clésico sobre la convergencia global del método de Newton
en el intervalo [a, b]. Se tiene:
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2. Conceptos previos 11

Teorema 2.1.7 (Convergencia global del método de Newton). Sea f € C?([a,b]) tal que verifica

i) fa)f(b) <0,
i) f'(z) #0, para x € [a,b] ,

i) f"(x) <06 f"(x) >0, Vo € [a,b],

w) Si ¢ denota el extremo de [a,b] para el que |f'(x)| es mds pequerio, entonces

flo)
f'(e)

<b—-a

Entonces, el método de Newton converge a la unica solucion & € [a,b] de f(x) =0, para cualquier
eleccion de xq € [a,b]. Ademds, la convergencia es al menos cuadrdtica.

Notese que la expresion iterativa de Newton (2.6) es aplicable no sélo para encontrar las raices reales
de una ecuacion f(x) = 0, sino también sus raices complejas. Partiendo de la base de que es posible
definir la derivada sobre funciones de variable compleja del mismo modo que se realiza con funciones
de variable real, el método de Newton se puede expandir al campo complejo. Profundizaremos en
estos aspectos en la Seccion 2.3, en la que introduciremos los conceptos de dindmica compleja bésicos
a utilizar en esta memoria.

Por otra parte, para comparar los métodos iterativos entre si, es ampliamente utilizado el indice de
eficiencia, introducido por Ostrowski en [90] como I = p'/ donde p es el orden de convergencia y d
el nimero de evaluaciones funcionales por iteracion. En este sentido, Kung y Traub en su conjetura
(vease [84]) establecen cuél es el mayor orden de convergencia que puede alcanzar un esquema
iterativo multipunto sin memoria. Los esquemas multipunto que alcanzan este limite se denominan
métodos Optimos.

Conjetura de Kung-Traub: El orden de convergencia de cualquier método multipaso sin memoria
no puede superar 241 (llamado orden éptimo), donde d es el nimero de evaluaciones funcionales
por iteracion, con indice de eficiencia 2(7V/% (llamado indice 6ptimo).

Por otra parte, Traub en [111] utiliza el indice operacional definido como 10 = ;101/"1’7 donde op es
el namero de operaciones (producto/cociente) por iteracion. Este indice mide la complejidad de la
expresion iterativa, que es un factor a tener en cuenta, sobre todo en sistemas de ecuaciones no
lineales.

El analisis de la convergencia de los métodos disenados en esta memoria se llevara a cabo funda-
mentalmente mediante desarrollos de Taylor. Si bien existen otras técnicas de demostracion, los
desarrollos de Taylor permiten determinar el orden de convergencia local de manera relativamente
sencilla.

2.2. Sistemas de ecuaciones no lineales

Consideremos el problema de encontrar un cero real de una funcion F': D C R" — R", esto es, una
solucion € € D del sistema no lineal de ecuaciones F(z) = 0. Asi, F es una funcion vectorial de R™
en R™ que tiene como funciones coordenadas f; : R* - R, i=1,...,n,

F(x) = (fi(),.... fale)". (2.7)
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12 2.2. Sistemas de ecuaciones no lineales

Los conceptos y la demostracion de los resultados que se muestran a continuacion pueden encontrarse
en los textos de Ortega y Rheimboldt [89] y [98].

La busqueda de la solucion del sistema F(z) = 0 es un problema mucho méas complejo que el de
encontrar una solucion de una ecuacion escalar f(x) = 0. Al igual que en el caso escalar, podemos
transformar el sistema original en un sistema equivalente de la forma:

z=G(x), (2.8)

para una determinada funcion vectorial G : R" — R", cuyas funciones coordenadas las vamos a

. . . S 0) (0 0
denotar por g;, i = 1,2,...,n. Partiendo de una aproximacion inicial 2:(0) = (:r(1 ),xg ), S ,.%% ))T €
R™, podemos generar una sucesion de vectores de R™ mediante la formula iterativa

2 = G* ), k=1,2,...,n, (2.9)
donde z® = (z(lk),mék), ... ,x;k))T € R™.
Decimos que el proceso es convergente si {z(¥)} — £, cuando k — oo donde € = (£1,&,...,&,)7 €

R™ seré, bajo ciertas condiciones de la funcion G, una solucion del sistema x = G(x). Al vector &
se le llama punto fijo de la funcion G y al algoritmo descrito por la ecuacion (2.9) método de punto
fijo.

Un concepto muy importante de los métodos iterativos es su orden de convergencia, que proporciona
una medida de la velocidad de convergencia de la sucesion de iterados. A continuacién mostramos
la extension al caso multivariable de los conceptos relacionados con el orden de convergencia.

Definicién 2.2.1 Sea {I(k)}kzo una sucesion de vectores de R™ tales que tienden a la solucion del
sistema no lineal & cuando k tiende a infinito. La convergencia de dicha sucesion se dice que es

i) lineal, si ezisten M, 0 < M < 1y ko € N tales que ||z**+) —¢|| < M||z™® —¢|| para todo k > ko;
i) de orden p, si existen M > 0y ko € N tales que ||c*+D —¢|| < M||z® —¢||P para todo k > k.

Denotamos por e®) = z(]) — ¢ al error en la iteracion k-ésima y llamamos ecuacion del error a la
expresion et = Le®P L O (e(k)p+1), donde L es una funcién p-lineal L € £ (R" x --- x R", R"),

y p es el orden de convergencia del método.

Con el fin de comprobar numéricamente los resultados tedricos, Weerakoon y Fernando introdujeron
en [114] el concepto de orden de convergencia computacional (COC) para ecuaciones, ampliamente

utilizado en la literatura.
_ In(la®HD — €]y /(fla® — &
In([|lz® —g])/([la*=D —¢]))

Uno de los principales inconvenientes del COC es que utiliza la solucion exacta del sistema no lineal,
lo que en la practica resulta inviable. Para evitar esto, en [36] los autores introdujeron el concepto
de orden de convergencia computacional aproximado, ACOC, valido tanto para ecuaciones como
para sistemas, obteido a partir de la siguiente expresion

prp (2.10)

In(fla® ) —2® ) /(la® — *D])
In([|lz®) — 2D} /(|la¢=1) — ak=2))

prp= (2.11)
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2. Conceptos previos 13

Con el fin de comparar los diferentes métodos, utilizaremos (al igual que en el caso unidimensional)
el indice de eficiencia, IE = p'/4 (ver [90]), donde p es el orden de convergencia y d es el nimero de
evaluaciones funcionales que requiere el método, por iteracion. Este es el indice mas utilizado, pero
no es el anico. Utilizaremos tamién el llamado indice de eficiencia computacional IEC = p!/(@+op)
(véase [33]), donde op es el nimero de operaciones (productos y cocientes) por iteracion. Observamos
que cada iteracion del método de Newton (2.14) se reduce al caleulo del vector h = z+1 — 2(*)
correspondiente y éste no es més que la solucion del sistema de ecuaciones lineales: F/(x(k))h +
F(x(k)) = 0. Recordamos que el niimero de productos y cocientes que necesitamos para resolver

. . . R : 1 -
un sistema lineal, mediante la eliminacién de Gauss, es §n5 +n? - gn donde n es el tamano del

sistema.

A continuacién daremos algunas definiciones de términos utilizados frecuentemente més adelante.

Definicion 2.2.2 Decimos que la funcion F : Q C R™ — R" es Fréchet diferenciable en un punto
x en el interior de S si existe una aplicacion lineal A : R™ — R"™ tal que verifique, para cualquier
h e R™,

1
lim —||F h) — F(x) — A(h 2.12
ti | (e )~ Fl) — A0 (2.12)
donde ||- || norma vectorial en R™. La aplicacion lineal A es una matriz n x n que depende del punto

x, es decir, A = A(x), y recibe el nombre de derivada de Fréchet de F en x, denotdndose por F'(z).

Consideremos de nuevo que las funciones coordenadas de F, fj(z), j = 1,...,n tienen derivadas
parciales primeras continuas en €. Denotamos por a;;(z) el 4, j-ésimo elemento de A. Dado que
la convergencia en norma implica la convergencia componente a componente, podemos reescribir

(2.12) con h = te;, donde e; = (0,...,0,1,0,...,0)7 es el j-¢simo vector unitario,
1
tlﬁ% ¥|f1(x +tej) — fi(x) —ta;| =0 para 1<i<n. (2.13)
iy
1 af; afi
Sin embargo, }E% Z(fz(:l? +tej) — fiz)) = (J;T(Jx) Por lo tanto, (2.13) implica que a;j(x) = gT(j),

1<i<n,1<j<mn. Asi, A es una matriz n X n cuyas componentes son las derivadas parciales
primeras de la funcién F' en x. Esta matriz es conocida como matriz Jacobiana y la denotamos por
F'(x).

Teniendo en cuenta que el concepto de punto fijo se extiende directamente al caso n-dimensional,
diremos que una funcion G : Q C R* — R* tiene un punto fijo £ € Q si G(§) = €.

Los siguientes resultados establecen no sélo las condiciones bajo las cuales el método iterativo (2.9)
es convergente sino también de la unicidad del punto fijo, asi como algunas propiedades técnicas
necesarias para su demostracion. Las pruebas de estos resultados pueden encontrarse en textos
clasicos como el de Ortega y Rheimboldt [89].

Lema 2.2.1 (/92]) Supongamos que F : R™ — R"™ es continuamente diferenciable Fréchet en un
conjunto convezo Qg C R™ con funciones coordenadas f; : R™ — R, i = 1,2,...,n. Entonces, para
cualesquiera x,y € Cq, se verifica:

1
F(y) - Fz) = /0 F(a +t(y — 2))(y — 2)dt.
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14 2.2. Sistemas de ecuaciones no lineales

Teorema 2.2.1 (/92]). Sea G : Q C R™ — R™ una contraccion sobre un conjunto cerrado Qp C Q
tal que G(Q0) C Qo. Entonces, podemos afirmar que G tiene un inico punto fijo & € Qq. Por otro
lado, para cualquier 29 € Qq, la sucesion {a:<k)} definida por (2.9) converge a &. Ademds el error

cometido en la k-ésima iteracion estd acotado por la desigualdad ||2®) —€|| < ||:r(k) — ar(k_l)H

1-L
Ik
y ademds, ||z —¢|| < ﬁHx(l) — 2| donde L es la misma constante de Lipschitz de G.

Teorema 2.2.2 Si G : Q C R"™ — R" es una contraccion sobre un espacio cerrado Q@ C R", el
método de punto fijo converge hacia una solucion de F(x) = 0.

Observacion: Si G es una contraccion de constante L, designando por £ a su punto fijo, se tiene que:
lle®+D — || = ||G(=™) = G| < L||=®) - ¢]]

por lo que el método presenta al menos convergencia lineal.

Lema 2.2.2 Supongamos que G : [a,b] C R — R™ es continua. Entonces,

b
/ 1G(0)|dt.

Teorema 2.2.3 Sean las funciones G(z) y G'(x) continuas en el dominio Q (convexo, cerrado y
acotado), cumpliéndose la desigualdad

/abG(t)dtH <

| dg' ()
81']'

[|G'(2)|] = mdx [ maéx <L<1

zeQ \ ie{l,...,n} =

donde L es una constante. Si las aprozimaciones sucesivas xF+1) = G(x(k)), donde k =0,1,2,...
estdn contenidas en ), el proceso ilerativo converge y el vector limite & = kh'm 2®) es la dnica
—00

solucion del sistema x = G(x) en el dominio ).

De manera analoga que al caso unidimensional, buscamos métodos de orden de convergencia al
menos dos, lo que nos lleva a buscar una nueva forma de aproximar &. Si denotamos por e*) =
€ — 2™ y hacemos uso del desarrollo de Taylor hasta orden uno, asumiendo que F es diferenciable
Fréchet, obtenemos que: 0 = F(€) ~ F(z®)) + e®F/(2®) con F/(2®)) no singular, de donde
el g —gh) = — [F’(x(k))r1 F(z®) y, por tanto, & ~ z*) — [F’(ac(k))]_1 F(z®).

De esta manera, surge la expresion iterativa del método de Newton,
25D = 20 [F (N7 R (). (2.14)

Este método, de segundo orden de convergencia, constituye uno de los procedimientos bésicos para
la solucién de sistemas de ecuaciones no lineales. En fechas recientes se han propuesto una serie
de métodos, variantes del esquema de Newton, con el objetivo de mejorar el orden de convergencia
de éste. En esta memoria nosotros hemos disenado algunos métodos, con érdenes de convergencia
cuatro y cinco, que pretendemos comparar con métodos ya conocidos y estudiados de orden igual
a los nuestros, pues los resutados de ésta comparacion nos daran idea de cuan robustos y estables
son nuestros métodos.
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2. Conceptos previos 15

Es sencillo mostrar que el método de Newton se puede considerar como un método de punto fijo

-1
ﬁ“”:xw—{wuwﬂ F(z®) = Ga®). (2.15)

De la expresion (2.15) podemos deducir la siguiente interpretacion geométrica: cada componente f;
de F puede aproximarse por f;(z) ~ fi(x(k))—&—fz-’(x(k))(x—m(k)), expresion que describe el hiperplano
tangente de f; en () y por tanto estamos considerando el iterado z**t1) como la interseccion de
los m hiperplanos definidos por las componentes de F' con el hiperplano x = 0.

Respecto a la convergencia local del método de Newton, Ortega [92] establece los siguientes resul-
tados previos al teorema de convergencia local del método de Newton.

Lema 2.2.3 (Banach) Sea A una matriz no singular. Supongamos que B es una matriz tal que
[|A=Y|||B|| < 1. Entonces, A+ B es no singular, y

4+ Byt < —IAT] (216)

1A= Bl

Teorema 2.2.4 Supongamos que F : Q C R" — R" es diferenciable Fréchet en & € Q tal que
F(&) =0.Sea A:Qy CQ— LR™) una aplicacion definida en el entorno abierto Qo de &, continua
en & y con imagen en el conjunto de matrices reales de orden n. Supongamos, ademds, que A(&) es
no singular. Entonces, existe la bola cerrada Q* = {z € Qy / ||z —§|| < 0} C Qo, 6 > 0 sobre la
cual la aplicacion G : Q* — R™,

G(z) =z — [A(x)] ' F()

estd bien definida en un entorno de & y es diferenciable en £, verificandose:

G'(&) =1~ A F'(9).

Teorema 2.2.5 (Ostrowski) Supongamos que G : @ C R* — R"™ es diferenciable Fréchet en el
punto fijo & en el interior de Q y que p(G'(£)) = o < 1. Entonces, £ es punto de atraccion de
2D = Gz, k=0,1,2,.. ..

Observacion: Un caso especial, en el que p(G'(§)) = 0, es cuando A(z) = F’(zx). Esto corresponde
a la iteracion 1) = 2®) — [F/(z()]"1F(2*)) para k = 0,1,... que es precisamente el método
de Newton.

Teorema 2.2.6 Supongamos que F : Q C R" — R"™ es diferenciable Fréchet en el entorno abierto
Qo C Q del punto £ € Qg para el que F(§) = 0. Ademds, supongamos que F'(x) es continua en € y
que F'(£) es no singular. Entonces, £ es un punto de atraccion del método de Newton.

Lema 2.2.4 Supongamos que F : Q C R — R™ es F-diferenciable en el conjunto convero Qy C
y supongamos que existe una constante o > 0, tal que F'(x) satisface
[|[F'(v) — F'(0)|| < allu—2|| para todo u,v € Q.

Entonces, para cualesquiera x,y € g

IF(y) = Fl@) - F'@)(y - 2)l| < Flle ~ vl
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16 2.2. Sistemas de ecuaciones no lineales

Los resultados anteriores permiten establecer el siguiente teorema de convergencia.

Teorema 2.2.7 (Convergencia local del método de Newton) Supongamos que las hipdtesis del Teo-
rema 2.2.6 se satisfacen. Entonces,

e — g

P T T (2.17)
Ademds, si F'(x) verifica la condicion de Lipschitz
|1F' () = F O < allz — &I, (2.18)
para todo x en algin entorno de &, entonces, existe una constante ¢ positiva tal que
[l —¢]] < efla® — ¢ (2.19)

para todo k > kg, donde ko depende de la eleccion de xg.

En los capitulos siguientes, disenaremos esquemas iterativos, variantes del método de Newton en
mayor o menor medida, de los que estudiaremos su orden de convergencia. Algunos autores (véase,
por ejemplo, [36]) utilizan el siguiente resultado para probar el orden de convergencia local de
métodos iterativos para sistemas.

Teorema 2.2.8 (Traub, [111]) Sea G(x) una funcion de punto fijo continuamente diferenciable
hasta orden p. El método iterativo 2*+1) = G(2*)) es de orden p si

i) G(§) =¢;
ii) OWgi(&)

Oxj, 0z, - - - O,

W g;i(€)

Ja 0wy, - D,

=0, paratodo 1<k<p-—1, 1<471,...,5k <n;

iii) #0, al menos para un valor de i, j1,...,jp € {1,...,n}

donde g;, i =1,2,...,n, son las funciones coordenadas de G.

En esta memoria probaremos la convergencia local de los métodos iterativos disenados mediante la
técnica del desarrollo en serie de Taylor en varias variables. A continuacién, introducimos la notacion
necesaria para estas demostraciones (véase [30]).

Sea F' : Q C R"™ — R"” suficientemente Fréchet diferenciable en 2. La g-ésima derivada de F' en
uw e R g >1, es la funcion g-lineal F@(u) : R® x - x R* — R™ tal que F@ (u)(vy,...,v,) € R™
Es facil observar que

L FO(u)(vr,...,vq-1,7) € L(R").

2. F@ () (Vo(1)s -+ + s Vo(q)) = F@O(w)(vy,. .., vg), para toda permutacion o de {1,2,...,q}.

Partiendo de las propiedades anteriores podemos introducir la siguiente notacion:
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2. Conceptos previos 17

(a) FO(u)(vy,...,v9) = FDu)uy ... v,

(b) F@(u)pi=t F®ypr = F(q)(u)F(p)vqﬂofl.

Por otro lado, para € +h € R™ acotado en un entorno de la solucion € de F'(z) = 0, podemos aplicar
el desarrollo de Taylor y suponiendo que la matriz Jacobiana F’(£) sea no singular, tenemos

p—1
F(&+h)=F'() |h+ > Ceh?| + O (), (2.20)

q=2

donde C; = %[F’(g)}*l F@(€), ¢ > 2. Observamos que Coh? € R™ ya que F@(¢) €
q!
L(R"x - x R R") y [F'(€)] " € £ (R™). Ademés, podemos expresar F’(€ + h) como:

p—1
F'(6+h)=F'(&) |1+ qCeh™"| + 0 (W), (2.21)

q=2

donde I es la matriz identidad. Por lo tanto, ¢C,hd™1 € £ (R™).

2.2.1. Analisis del operador [x,y;F]

La extension a sistemas de ecuaciones de algunos de los métodos iterativos disenados para ecuaciones
necesita de la definicién del operador diferencia dividida en R™. Dicho operador ha sido utilizado
por Grau et al. en [67], donde reescribe la expresion iterativa del esquema de Ostrowski de manera
que puede aplicarse a sistemas de ecuaciones no lineales. En esta memoria, el operador diferencia
dividida se empleara en el Capitulo 7 para extender a sistemas de ecuaciones esquemas iterativos
no directamente aplicables al caso multidimensional, asi como para disenar métodos iterativos para
resolver sistemas no lineales.

Consideremos en adelante el sistema no lineal de ecuaciones F'(z) =0, donde F': D C R" — R" es
suficientemente diferenciable Fréchet en un conjunto abierto y convexo D.

Recordamos a continuacion la definicion de diferencia dividida de F' en R™, proporcionada por
Ortega y Rheinboldt en [89], como la aplicacion [-,; F] : D x D C R" x R* — L(R") tal que
satisface [x,y; F|(x —y) = F(z) — F(y), Va,y € D.

Dado que el anélisis de la convergencia local que llevamos a cabo en nuestros métodos esta basado
en los desarrollos en serie de Taylor en torno a la solucion, necesitamos obtener el correspondiente
desarrollo del operador diferencias divididas. Para conseguirlo, utilizamos la formula de Genocchi-
Hermite (ver [71]),

1
[,z + h; F) :/ F'(x + th)dt
0

y, desarrollando F’(z + th) en serie de Taylor en torno a x, obtenemos

/1 F'(z +th)dt = F'(x) + %F"(x)h + %F”’(m)hQ +O(h3). (2.22)
0
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18 2.3. Conceptos basicos de la dinamica compleja

Definiendo e = z — £ y asumiendo que F’(€) es no singular, tenemos

F(z) = F'(&)e+ Cae? 4 Cs¢® + Cuet] 4+ 0(e),
F'(z) = F(&[I+2Ce + 3C3¢* +4Cye®] + O(eh),
F'(z) = F'(&)[2Cs + 6C3e + 12C4e?] + O(e?),

F"(x) F'(€)[6C5 + 24Cye] + O(e?),

donde T denota a la matriz identidad y Cy = 4 [F'(§)] 7 F@(¢), ¢ > 2.

Reemplazando estos desarrollos en la formula de Genocchi-Hermite, (2.22), y denotando al segundo
punto de la diferencia dividida por y = x + h y a su error respecto a la solucién § por e, =y — &,

[z,y; F] = F'(&)[I + Caley +e) + C3e?] + O(e?).

En particular, si y es la aproximacion a la solucion proporcionada por el método de Newton (es
decir, h = v —y = [F'(2)]"'F(x), obtenemos

[z, y: F] = F'(€)[I + Cae + (C2 + C3)e?] + O(€3).

2.3. Conceptos basicos de la dinAmica compleja

Una linea de investigacion que estd apareciendo con fuerza en la actualidad es el estudio de los
métodos iterativos aplicando técnicas de la dindmica discreta. Todo método iterativo disenado para
resolver una ecuacion no lineal tiene asociado un operador de punto fijo. El comportamiento dinami-
co de dicho operador al ser aplicado sobre la funcién no lineal a resolver nos proporciona importante
informacion acerca de la estabilidad y fiabilidad del método iterativo. El anélisis dinamico de un
meétodo iterativo se centra en el estudio del comportamiento asintotico de los puntos fijos (raices, o
no, de la ecuacion) del operador, asf como en las cuencas de atraccion asociadas a los mismos. En el
caso de familias parameétricas de métodos iterativos, el analisis de los puntos criticos libres (puntos
donde la derivada del operador se anula que no son raices de la funcion no lineal) nos permite
seleccionar los miembros més estables de dichas familias. Algunos de los trabajos existentes en la
literatura relacionados con este enfoque son [6], [41] y [86], entre otros.

A continuacion introducimos los conceptos bésicos de dindmica compleja empleados en el anéalisis
dinamico de los métodos iterativos. En los textos [50] y [17], entre otros, puede detallarse y ampliarse
extensamente esta informacion.

Dada una funcién racional R : C — C, donde C es la esfera de Riemann, la orbita de un punto
zp € C esta definida como:

{20, R(20), R*(20) ,..., R" (20) , ...}

Estamos interesados en el estudio del comportamiento asintético de las orbitas dependiendo de
la condicion inicial zg, analizado en el plano dinamico de la funcion racional R definida por los
diferentes métodos iterativos.

Para obtener estos planos dindmicos, debemos clasificar en primer lugar los puntos fijos o periodicos
del operador racional R. Un punto zy € C es llamado punto fijo si satiface a R (20) = 2. Si el punto
fijo no es solucion de la ecuacion, recibe el nombre de punto fijo extrano. Un punto periddico zy de
periodo p > 1 es un punto tal que RP (z9) = 29 v R¥ (20) # 20, k < p. Un punto pre-periédico es un
punto zy que no es periodico pero existe un & > 0 tal que RF (z0) es periodico. Un punto critico zo
es un punto donde la derivada de la funcién racional se anula, R’ (z9) = 0.
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2. Conceptos previos 19

Por otro lado, un punto fijo zy es llamado atractor si |R'(z0)| < 1, super-atractor si |R'(z)| = 0,
repulsor si |R/(z9)| > 1y parabdlico si |[R'(z0)| = 1. La estabilidad de una 6rbita periodica es definida
por la magnitud (menor que 1 o no) de |R'(z1)... R'(zp)|, donde {z1,...,z,} son los puntos de la
orbita de periodo p.

La cuenca de atraccidn de un atractor Z se define como el conjunto de pre-imégenes de cualquier
orden:
A(Z) ={z0 € C : R"(2)—Z, n—oc}.

El conjunto de puntos z € C de tal manera que sus familias {R" (2)},cy son normales en algin
entorno U (z), es el conjunto de Fatou, F (R), es decir, el conjunto de Fatou compuesto por los
puntos cuyas orbitas tienen un atractor (punto fijo, 6rbita periédica o infinito). Su complementario
en C es el conjunto de Julia, J (R); por lo tanto el conjunto de Julia incluye todos los puntos fijos
y las orbitas periddicas repulsores y sus pre-imégenes. Esto significa que la cuenca de atraccion de
cualquier punto fijo pertenece al conjunto de Fatou. Por el contrario, las fronteras de las cuencas de
atraccion componen el conjunto de Julia.

El siguiente resultado clésico, que se debe a Fatou y Julia, incluye tanto a los puntos periédicos (de
cualquier periodo) como a los puntos fijos, considerados como puntos periddicos de periodo unidad.

Teorema 2.3.1 (Fatou, Julia) Sea R una funcién racional. Las cuencas de atraccion inmediatas
de cada punto periddico atractor contienen al menos un punto critico.

El método de Newton ha sido profusamente estudiado en todos los &mbitos, incluido el de la dindmica
compleja. Véanse, por ejemplo, [20] y [58]. Teniendo en cuenta la expresion iterativa del método de
Newton, su operador racional asociado, al actuar el esquema iterativo sobre un polinomio cuadratico
genérico p(z) = 22 + ¢ es:

Nyl2) = (2.23)

2z

Notemos que los tnicos puntos fijos del operador son las raices del polinomio, por lo que podemos
afirmar que el operador Np(z) no tiene puntos fijos extranos. En la Figura 2.1 podemos observar
las cuencas de atraccion de la funcion racional asociada al método de Newton sobre el polinomio
p(z) = 22 — 1. Schréder y Cayley ya demostraron a finales del siglo XIX (ver [23] y [100], por
ejemplo) que, en el caso de los polinomios cuadraticos, las cuencas de atraccion de las raices son
los semiplanos que las contienen y estan separados por la mediatriz entre ambas, que constituye el
conjunto de Julia.

Posteriormente, en 1918, Fatou y Julia comenzaron su estudio sistemético de la iteracion de funciones
analiticas, estableciendo las bases de lo que hoy se conoce como dindmica compleja (véanse [59] y
[75]).

2.3.1. Clases de conjugacion

Las clases de conjugacion nos permiten simplificar nuestros calculos, trabajando simultdneamente
con todos los polinomios cuadraticos.

Definicion 2.3.1 Sean f y g dos funciones de la esfera de Riemann en si misma. Una conjugacion,
analitica entre f y g es un difeomorfismo h de la esfera de Riemann en si misma tal que ho f = goh.
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Figura 2.1: Plano dinamico asociado al método de Newton sobre p(z) = 22 — 1

En los siguientes resultados se prueba que las funciones racionales asociadas al método de Newton
actuando sobre dichos polinomios son analiticamente conjugados y asi, su dinamica asociada es
equivalente. El siguiente teorema, debido a Curry, Garnett y Sullivan, permite reducir el estudio
dindmico de un operador racional asociado a un método iterativo (en este caso se trata del método
de Newton) sobre determinadas familias de funciones a casos mas simples.

Teorema 2.3.2 (Teorema del Escalado, [42]) Sea f(z) una funcién analitica en la esfera de
Riemann y T(z) = az + v una aplicacion afin, con a # 0. Si g(z) = (f o A)(2), entonces (T o Ny o
T~ (2) = Ny(2), es decir, Ny es analiticamente conjugada a N, mediante T

Teorema 2.3.3 Sea q(z) = a122+agz+as, con a; %0, un polinomio cuadrdtico genérico con raices
simples. Entonces, mediante una transformacion afin de coordenadas p(z) se reduce a ¢(z) = 2> +c,
donde ¢ = 4ajaz — a3. Esta aplicacion afin proporciona una conjugacion entre Ny y Np.

De hecho, un resultado clasico prueba que los conjuntos de Julia y Fatou de dos funciones racionales
conjugadas via una transformacion de Méebius son asimismo conjugados.

Definicion 2.3.2 Sean Ry y Ry dos funciones racionales R; : C— C, i =1,2. Decimos que Ry y
Ry son conjugadas si existe una transformacion de Mdéebius ¢ : C — C tal que Ryop =1 o Ry.

Teorema 2.3.4 Sean Ry y Rs dos funciones racionales y sea v una transformacion de Mdéebius que
conjuga a Ry y Ry, es decir, Ry = 1) o Ry o)™, Entonces los conjuntos de Julia y Fatou de sendas
funciones racionales también son conjugados por v, J(R2) = (T (R1)) y F(R2) = Y(F(Ry)).
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2. Conceptos previos 21

Dado p(z) = 22 + ¢, la funcién racional asociada al método de Newton sobre p(z), N, depende del
parametro c. Podemos eliminar el parametro ¢ mediante la transformacion de Mdebius:

_z—iy/e
M) = e

cuyas propiedades son h (c0) = 1, h (iv/c) =0y h(—iy/c) = .
La expresion del operador resulta:
Ny(2) = (hoNyoh™) (2) = 22

y el plano dindmico asociado al método de Newton sobre polinomios cuadraticos queda como puede
verse en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Plano dindmico asociado al método de Newton sobre polinomios cuadraticos tras la
transformacién de M&bius

El siguiente resultado, debido a Cayley (véase [23]) y a Schrioder ([99]), supuso un cambio sustancial
en el estudio del método de Newton. Cayley y Schréder estudiaron el comportamiento dindmico del
método de Newton sobre polinomios cuadréaticos de una forma particularmente simple, en el plano
complejo, lo que motivo el posterior trabajo en el tema de Fatou y Julia.

Teorema 2.3.5 Sca
22 —ab

Ni&) = 5 v e

el operador racional asociado al método de Newton’s aplicado al polinomio cuadrdtico f(z) = (z —
a)(z —b), con a #b. Entonces Ny es conjugado a la aplicacion z — 2% mediante la transformacion

de Mobius M(z) = : _Z
Z—

es lugar geométrico de los puntos equidistantes a a y b.

. y su conjunto de Julia J(Ny) es, en el plano complejo, la linea recta que
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22 2.3. Conceptos basicos de la dinamica compleja

A partir de este resultado puede deducirse el motivo del excelente comportamiento del método de
Newton sobre polinomios cuadraticos: al ser su operador asociado conjugado a una potencia de la
variable, 22, (es decir, al cumplir el método el llamado test de Cayley), no existen més puntos fijos y
criticos que el cero y el infinito, por lo que la dindmica del método es la més simple posible, como se
puede observar en la Figura 2.2. La existencia, en el anélisis de los operadores racionales asociados
a otros métodos iterativos, de otros puntos fijos y criticos diferentes (fijos extrafos y criticos libres),
nos proporcionaran una idea precisa del comportamiento de éstos y nos proporcionaran la clave
para profundizar en su estudio.
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Capitulo 3

Métodos iterativos multipunto 6ptimos
con derivadas para ecuaciones no lineales

3.1. Estado del arte

Los métodos iterativos han probado en los tltimos siglos su eficacia para afrontar diferentes pro-
blemas no lineales. Desde el simple método de punto fijo que F. Gauss utilizé en la determinacion
preliminar de la érbita del planeta menor Ceres hasta los procesos més recientes empleados en ro-
botica (véase, por ejemplo, [47] y [81]), reacciones nucleares (|65] y [69]) o meteorologia (véase [73]
y [119]).

Una primera clasificacion de los esquemas iterativos para resolver ecuaciones no lineales del tipo
f(z) = 0 se basa en el numero de pasos del proceso: asi, un método puede ser de un sélo paso o
multipaso. El més conocido método de un s6lo paso es el de Newton, cuya expresion iterativa es

J(zg)

T P ()

(3.1)

Notese que, en cada paso del proceso, éste método necesita dos evaluaciones funcionales, una de la
funcion no lineal f (cuyo cero buscamos) y otra de su derivada primera. Bajo ciertas condiciones,
el orden de convergencia del método de Newton es dos, lo que le proporciona una buena eficien-
cia con un coste computacional razonable, de ahi su amplio uso. Sin embargo, sucesivos intentos
de mejorar su eficiencia, en términos de velocidad de convergencia, dieron sus frutos en forma de
otros métodos de un s6lo punto: los esquemas de Halley, Chebyshev, ... tienen convergencia ciibica.
Sus expresiones iterativas tienen un elemento en comun: el operador de convexidad logaritmica,
Ly(ay) = LR/ (k)
f f/(mk)2
gencia hasta tercer orden, pero a costa de evaluar la segunda derivada de la funciéon no lineal en
cada iterado. Esta idea puede extenderse para acelerar ain mas la velocidad de convergencia, pero
a costa de evaluaciones funcionales de derivadas de 6rdenes superiores, lo que a efectos practicos no
es excesivamente conveniente. Por otra parte, su orden de convegencia esta limitado por el resultado
que mostramos a continuacion y que se encuentra en el texto de Traub [111].

(véase [61]). El uso apropiado de este operador permite acelerar la conver-

Teorema 3.1.1 Sea zp41 = G(xg) un método iterativo punto a punto que utiliza p evaluaciones
funcionales por iteracion. Entonces su orden de convergencia es, como mdzimo, p.
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales25

Esta y otras limitaciones de los métodos punto a punto llevan, en la segunda mitad del siglo XX, al
desarrollo de métodos multipaso que, mediante expresiones iterativas sencillas y evaluaciones fun-
cionales de derivadas de bajo orden de la funcién no lineal permiten obtener 6rdenes de convergencia
elevados. Un buen exponente de éste tipo de métodos es el esquema propuesto por Traub en [111],
también conocido en la literatura como método de Potra-Ptak. Su expresion iterativa es muy sim-
ple, partiendo del método de Newton como primer paso y un segundo paso que consiste en aplicar
Newton sobre el primero, pero evaluando tnicamente la funcién en el primer paso y manteniendo
la derivada evaluada en el iterado anterior,

I (C7))

Ye = Tk Fi(an) (3.2)
The1 = Yk — Ik )
i f'(zy)

El método resultante tiene orden de convergencia tres, como los métodos clasicos de la familia
Chebyshev-Halley, pero sin evaluaciones de la derivada segunda. Poco después se desarrollaron los
conocidos métodos de Jarratt (véase [74]), cuya expresion iterativa es

2 flaw)
Yo = Tk 3 Pl (3.3)
R <3f/(yk) + f’(l‘k)) ()
T T2 B ) — () Fa)
y Ostrowski [91], que es un caso particular (para § = —2) de la familia de King [79],

Ye = Tk — s
J'(wk)
e — flar) + (24 B)f (k) fuk)
flae) +8Ff (k) fa)

Los métodos (3.3) y (3.4), manteniendo un esquema de dos pasos y sin evaluar derivadas segundas,
alcanzan orden de convergencia cuatro. Estos esquemas, claramente maés eficientes que sus prede-
cesores, indujeron a Kung y Traub en [84]| a preguntarse hasta donde podia crecer el orden de
convergencia de un método con un ntunero concreto de evaluaciones funcionales. Asi, plantearon su
conjetura: un método iterativo multipaso sin memoria con n evaluaciones funcionales puede alcan-
zar, como méximo, orden de convergencia 2"~!. Aquellos métodos que alcanzan dicha cota reciben
el nombre de métodos 6ptimos. Bajo esta nueva perspectiva, los métodos de Newton, Jarratt y
Ostrowski son 6ptimos, mientras que otros muchos (Chebyshev, Halley, Traub,...) no lo son.

Tk+1

Durante las siguientes décadas se profundizé en el conocimiento de éstos métodos, analizando su
convergencia local y semilocal, estableciendo regiones en las que se aseguraba su convergencia y las
cotas del error a priori, extendiendo estos resultados a espacios de Banach (véanse, por ejemplo,
[76], [68], [115] y las referencias que contienen). Paralelamente, se continué el desarrollo de nuevos
meétodos iterativos. Sin embargo, el trabajo de Weerakoon y Fernando [114], basado en un trabajo
previo de Ozban ([93]), marca un punto de inflexién en éste area de investigacion. En este momento
comienza el auge en el diseno de métodos iterativos multipaso para la resolucion de ecuaciones no
lineales. En la ultima década del siglo XX y la primera del XXI aparecen numerosos trabajos en
los que se disenan tanto métodos como familias de métodos 6ptimos, de ordenes crecientes. Para
ello se utilizan diferentes técnicas, pero con una raiz comin: la composicion de métodos conocidos
(basicamente Newton) y la posterior eliminacion de alguna de las evaluaciones funcionales anadida
en el proceso. La razén del éxito de ésta técnica es simple: la composicion de dos métodos de
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26 3.1. Estado del arte

ordenes p y ¢, respectivamente, permite construir un nuevo esquema cuyo orden de convergencia es
el producto de los 6rdenes de los métodos originales, pg (véase [111]). Es, por tanto, una técnica que
permite aumentar facilmente la velocidad de convergencia de los métodos; sin embargo, aumenta
de la misma manera el numero de evaluaciones funcionales implicadas, por lo que la eficiencia del
método compuesto suele ser menor que la de los métodos de partida. Para evitar esto, se elimina
alguna de las evaluaciones funcionales anadida en el proceso de composicion, ya sea por interpolacion
polinémica (véase, por ejemplo, [28], [111] o [88]), por funciones racionales ([32] y [105]), utilizando
polinomios de Adomian ([19] y [34]), interpolacion polinomica, etc.

Una técnica reciente que permite aumentar significativamente el orden de convergencia sin elevar
de manera excesiva el numero de evaluaciones funcionales es la técnica de las funciones peso: en el
proceso de composicion, se sustituye en el ultimo paso una o mas de las evaluaciones funcionales
nuevas por otras existentes, con lo que el método resultante no alcanza el producto de los érde-
nes de partida. Para elevarlo, se introduce como factor una funciéon indeterminada cuya variable
contiene alguna de las evaluaciones funcionales usadas en el método. En la demostracion del orden
de convergencia se estableceran las condiciones a imponer sobre la funcién peso y sus derivadas, lo
que permitird mejorar el orden de convergencia. Por supuesto, no siempre sera posible alcanzar ese
orden 6ptimo y el éxito del proceso dependera del disenio global del método.

A continuacion mostraremos algunos de los métodos existentes en la literatura que, siendo 6ptimos
de ordenes 4 y 8, han sido disenados recientemente utilizando la técnica de las funciones peso.
En los trabajos donde se presentaron dichos métodos, y en las referencias citadas en su interior,
encontraremos el germen de la citada técnica. Utilizaremos estos esquemas para compararlos con
los propuestos en este capitulo de la memoria.

Los métodos iterativos de orden de convergencia cuatro que proponemos seran comparados en la
seccion numérica con esquemas concretos ya conocidos, como el de Ostrowski ([91]) que denotamos
por MEDOS4, la familia de King (3.4), para el caso particular de 8 = —1 (que denotaremos en
adelante por MEDK4).

Asimismo, utilizaremos el método construido por Kung y Traub en [84], cuya expresion iterativa es

f(zy)

Ye = xkif’(xkf
Thr1 = Y — flar)? Fur)
’ (k) = f(ur))? ()

y que denotaremos por MEDKT4.

(3.5)

También utilizaremos en nuestras comparaciones el método de Zhao at al.(ver [117]), cuya expresion
iterativa es

Y = Tk— flow)
f(we)’
1+ 2up, +uf f(yr)
C1—4dd f(x)

(3.6)

Tk+1 = Yk

donde up = % que denotaremos por MEDZA4.

Nuestros métodos iterativos con orden de convergencia ocho los compararemos en la seccion de
pruebas numeéricas con esquemas iterativos 6ptimos (segin la conjetura de Kung- Traub) disefiados
con la técnica de funciones peso, por lo que son totalmente comparables con los nuevos métodos
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales27

disenados en esta memoria. Concretamente, nos referimos al procedimiento que Kim presenta en
[78]: un método de octavo orden de tres pasos, cuya expresion iterativa es:

s = o fzy)
k k fl(«rk)7
L+ uy +2/3uf f(yr)
2 = — , 3.7
g AR g 2ui f'(xr) 3.7
- — 1 — 2uy + 3vg f(zx)
T T B P(ae) + flyk o al(z - )
donde uy = J{Ei”;;7 v = ;E;i; y por f[, -, ] denotamos la diferencia divida de orden dos. En adelante,

se denotara este esquema por MEDKS.

También emplearemos en nuestras comparaciones otro método de orden ocho que ha sido desarrolla-
do a partir de la familia de esquemas presentada recientemente por Khan et al. en [77]. Su expresion
iterativa es:

- f(zr)
Y = Tk f/(:L‘k)’
— - f(@x)? o)
k= Yk flxe)? —2f(xr) f(ye) + fyp)? £/ (zx)’ (3.8)
Pl = o= — £(2)
k+1 = k 1+ ’UI% K- C(yk — Zk) _ D(yk _ Zk)27
donde v, = f‘t((:;)) K = flym 2], H = flog,ur), C = % Dok + g — 224). D —

<$k’i/1(/f’)°();f;k) - (II::;:)Z y f[-, -] simboliza la diferencia dividida de orden uno. Hemos denotado este

método MEDES.

El tercer esquema que vamos a utilizar para comparar fue construido por Dzuni¢ y Petkovi¢ en [53]
y lo denotamos por MEDDS8. Se basa en el esquema de cuarto orden de Ostrowski (ver [91]) y su
expresion iterativa es

flx)
Ye TR iy
P () f(yr)
FT T ) = 2f () (k)
(1 +we) (1 + 2vg) f(zx)
1=2up —ui  f'(x)’

(3.9)

Th+1

donde uy, = % U = }c((;i)) Y Wk = ;EZi

Finalmente, compararemos nuestros nuevos esquemas con el método disenado por Soleymani en
[108], que denotamos por MEDSS, basado de nuevo en el método de Ostrowski y cuya expresion
iterativa es

e f(xy)
ST Py
Y = f(xx) f(yr)
Fon Fzr) = 2F (y) f' ()’ (3.10)
= 2z — f(zk) I (C))
T T o Ty ] = (@) + Sl o @l e — o) (1 o+ 2o~ Zu 5f’(xk)) 7
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28 3.2. Diseno de los métodos

donde U = flzp)® Vi = flzk) Yy Wk = Flyr)”

En este capitulo disenaremos métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para la soluciéon
de ecuaciones no lineales. Dichos esquemas seran construidos mediante la técnica de funciones peso,
de manera que presentamos procedimientos de dos y tres puntos con orden 6ptimo de convergencia
cuatro y ocho, respectivamente. Los algoritmos tienen como punto de partida el esquema de Potra-
Ptak (ver [96]) y el de Petkovi¢ (ver [94]). La estructura del presente capitulo es la siguiente:
construimos diferentes esquemas de orden cuatro y ocho, posteriormente verificamos el orden de
convergencia y la relacion existente entre las diferentes familias de métodos, mostramos los esquemas
concretos que forman parte de dichas familias y su similitud con los ya existentes. Continuamos
con la seccion de pruebas numéricas, en las que comparamos los nuevos esquemas con otros ya
conocidos. En la ultima seccion, abordamos el problema de la determinacion preliminar de drbitas
de satélites artificiales aplicando en dicha determinaciéon los nuevos métodos disenados de orden
ocho y comparando los resultados con los que nos proporcionan los esquemas MEDKS8, MEDFS,
MEDDS8 y MEDSS.

3.2. Diseno de los métodos

Hemos disenado varios métodos iterativos, con 6rdenes de convergencia cuatro y ocho, usando la ya
referida técnica de funciones peso lo que es de gran ayuda para mejorar el orden de convergencia
de métodos no 6ptimos sin aumentar el numero de evaluaciones.

Iniciamos el estudio partiendo de la expresion iterativa

= f ()
f@e)’
The1 = Yk — J{,((Zz), (3.11)

que corresponde al conocido método de orden tres de Traub (ver [111]). También se le suele llamar
método de Potra-Ptak o método de la derivada congelada.

Basandonos en el esquema (3.11) consideraremos la siguiente generalizacion, utilizando la técnica
de las funciones peso

— (k)
Yk = Tk — o{f’(mi)’
(3.12)
— - H f (k)
Lk+1 Yk (uk)f/(zk) )
donde « es un parametro real y H (u(z)) representa una funcion de variable real, u(z) = m,

en la que by y by son parametros reales.

Partiendo de (3.11) proponemos también otro esquema de iteracion similar al anterior, que expre-
samos de la siguiente manera:

RN A7)
TP
Thr = Y — H(ue) J];(é];)), (3.13)
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales29

siendo « un pardametro real y H (u(2)) una funcion de variable real p(z) = %. La diferencia

entre este método, con respecto a (3.12), es que agregamos los parametros reales aj y as, en el
numerador de la variable, a los ya exitentes by y by del denominador de la variable u(z).

Pretendemos lograr que, utilizando determinados valores de los parametros, asi como bajo ciertas
condiciones sobre H(u(z)) y H(u(x)) sus respectivos esquemas (3.12) y (3.13) sean métodos de
orden cuatro 6ptimo mejorando el orden de convergencia y la eficiencia del método de partida
(3.11).

En la referencia [11], a partir del método de dos pasos (3.12) disenamos el método de tres pasos

o f(aw)
TP
_ ~ H(u f(yr)
2 = yp— H( k)f,(lk), (3.14)
Tyl = 2 — G(ukvvk)%v
f(yx) JED)

donde uy = siendo by y by pardmetros reales arbitrarios y vy = . Bajo

buf(an) +baf(y)’ J(ye)

ciertas condiciones que se detallaran en la Seccion 3.3, se prueba el orden de convergencia ocho para
diferentes valores de los parametros.

Petkovic et al. en [94] disefiaron un esquema 6ptimo de orden 4 (bajo ciertas condiciones para la
funcion peso real h y el parametro « utilizados),

N A €7
R TTPA
Tht1 = Yk — h(“ka”k)]{,((z;i))y (3.15)

donde uy = % v U = % Partiendo de este esquema disenamos otro método de tres pasos,

en el que interviene los dos paysos de (3.15) y una funciéon peso de tres variables que acompana,

como factor, al cociente ff,((';’“k)) en el nuevo paso
Y = Tp—Q flow) )
I'(xk)
te = yr— h(ug, o) ;((ZI;))7
Tpr = b — g(ug, v, wk)%7 (3.16)

donde wy, = Jf&’;))

«, y de las funciones peso h'y g, el método (3.16) es de orden ocho.

. En la siguiente seccion demostramos que, bajo ciertas condiciones del parametro

En el siguiente esquema iterativo usamos los dos primeros pasos del método (3.12), pero donde
by = 1y by = 0 que se corresponde con el método propuesto por Chun en [24], cuya expresion
iterativa es

R €79
Y = k f/(xlc),
I i€/
T+l = Uk Flan)h(un)’ (3.17)
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30 3.3. Analisis de la convergencia

donde uy = ;Ez’;g Si a este método le adicionamos un nuevo paso podemos disenar el siguiente

método de tres puntos

Y = Tk— f(zx) )
f'(zy)
2 = yp— H(ug) ;(éi))y (3.18)
Ty =z — Glug, vg) J{’((Z)Y
donde G(ug,vr) es una funcion de dos variables y v, = JGr) A los tres pasos de este método

anadiremos un cuarto para disenar un método de orden 16 en el Capitulo 5.

3.3. Analisis de la convergencia

En esta seccion analizamos las condiciones bajo las cuales los nuevos métodos iterativos propuestos
en la seccion anterior alcanzan orden de convergencia 6ptimo con la utilizacion de las funciones peso
adecuadas.

En primer lugar demostramos que, sin la adicién de nuevas evaluaciones funcionales, aumentamos
el orden de convergencia del método de orden tres de Traub. Con la utilizacién de la funcién peso
en el segundo paso obtenemos en el articulo (ver [10]), "Local convergence and dynamical analysis
of a new family of optimal fourth-order iterative methods", el método cuya expresion iterativa es
(3.12), de orden cuatro bajo ciertas condiciones sobre la funcion H y el parametro «, descritas en
el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : I C
R — R en un intervalo abierto I. Sea H : R — R cualquier funcion suficientemente diferenciable
tal que H(0) = 1, H'(0) = 2by, [H"(0)] < oo y a = 1. Consideremos xo una estimacion inicial
suficientemente prézima a £. Entonces el método definido en (3.12), con by,by € R, by # 0, tiene
convergencia de cuarto orden, y su ecuacion del error es

1062 + 4b1by — H"(0)) 3 — 202 ¢9c:
Ch41 = (( L ! 2b2( )> 2 125 8% +O(62),
1

donde ¢, = (1/k!)f}(:2§§), k=2,3,...yex=x —&.

Demostracion: Mediante el uso de los desarrollos en serie de Taylor en torno a la raiz £, tenemos
Far) = f1(€) [ex + caei + csef + cael] + O(ef) (3.19)

}7
f(@i) = f1(€) [1+ 2caex + 3czei + 4046‘2} +0(e}). (3.20)

A partir de (3.19) y (3.20) podemos obtener el error cometido en el primer paso del esquema iterativo
(3.12),

yr— &= (1—a)e + 040262 -2 (a (c% - 03)) e% +a (46% — Teges + 304) ei —+ O(ez).
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales31

Expandiendo f(yx) alrededor de &, obtenemos

fe) = FO[Q-a)ep+(1—a+ a2) cocd
+ (7204203 —(-1+a- 3a? + a3) c3) e (3.21)
+ (5a%c3 + @®(—10 + 3a)eacs + (1 — a + 6a® — 4a® + o) e1) €] + O(e}).
Ahora, desarrollamos u(z)) mediante el uso de (3.19) y (3.21)

f(yr) _ l-a N a?bics o
bif(xx) + b2 f(yr)) N N2
a2b; ((31)1 + (3 — 3o+ aQ) b2) 2+ (-3+ a)NC3) 9
_ . e
a?by (863 +2 (8 — 8a + 3a?) bibs + (-2 + )2 (2 — 2a + o?) b3) &3
N4
@?by (2 ((=7 +20)b% + (—14 + 18c — Ta? + a3) bibs) cocs)
N4
a2by (2 (f (7 — 16a + 14a? — 60> + a4) b%) cz03)
+
N4
a2by ((6 —4da+ 042) N264)
+ N

i +0(ep),

donde N = by + by — abs.

Tomando en consideracion que u(zy) tiende a cero cuando zy tiende a &, desarrollamos en serie de
Taylor H(u(zy)) alrededor del cero,

H// (O) H/// (0)

H(u(wg)) = H(0) + H'(O)u(wy) + == u(zy)* + 5 u(ag)®. (3.22)
Por lo tanto, usando (3.20), (3.21) y (3.22), tenemos el error cometido en el segundo paso
f(yr)
= y—¢(—H /
ki1 Yk — & (u(l’k))j,(xk)

1
= (—y+vK1) e, + 3 (2a +7a2K2 -2 (7+0¢2) K1) CQC%

K.
+ {—7202 ('y —+ a2) c% + 2« (—c% + 63) +(1+a)K, ((—2 + 404)03 + (24 (—4+ a)a)c;),)
M .
+W] e 4+ 0(e}), (3.23)

donde vy = -1+ a,

K = H(O) _ 3’YN (2b1H’(0) - ’Y(ng]g]/\(fg) + H//(O))) + ,YSH///(O)’

by (2N (b H'(0) — (b2 H'(0) + H"(0))) + 7*H"(0))
N4

Ky, =

M = o®byy [— (663H'(0) + b7 (2(=97 + a®)be H'(0) + 6H"(0) — (6 + o) H" (0))
72 (=37 + a®)ba(2ba (b H'(0) + H"(0)) + H"'(0))
+b1(=b2(2(=3 + ) (—3 + 2a)bo H'
—(=3+ )N (2N (b1 H'(0) — y(bo H'

0
0

(0) + (—12v + a®) H"(0)) + (=37 + a®)H"(0)))
(0) + H"(0))) +~*H"(0)) c3] -
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32 3.3. Analisis de la convergencia

Finalmente, si exigimos H(0) = 1, H'(0) = 2b1, |[H"(0)] < co y a = 1, se anulan los coeficientes de
[ e% y e% en (3.23) y verificamos que la ecuacion del error es

(101)% + 4b1by — H"(O)) Cg - 21)%0203 4
Ck

+0(e}).
202 k

Ckt+1 =

O

Asi, todos los miembros de la familia definida en (3.12), que verifican las condiciones establecidas
en el Teorema 3.3.1, tienen orden de convergencia cuatro dptimo, ya que requieren tres evaluaciones
funcionales por iteracion.

Observamos que nuestra clase de métodos (3.12) incluye algunos métodos bien conocidos. Por ejem-
plo, tomando H(t) = 1—1t/27 by = % y by = 0, obtenemos el método de Ostrowski, cuya expresion
iterativa es

R C79)

Y = k f’(rk)’

" flar) S (k)
flaer) = 2f (yr) f/(zr)

Th+1

Ahora, tomemos H(t) = 1+42t, by = 1y consideremos by arbitrario. En este caso, tenemos la familia
de King (ver [79]),

v = ap— f(@k)
f'(xn)’
Thr1 = W — Flar) + (2+b2) f () flur)
flag) +baf(yr) (k)

También se pueden obtener nuevos métodos de cuarto orden mediante el uso de diferentes funciones
H(t) y valores de los parametros by y bo.

Ejemplo 1. Tomemos la funcion H(t) =1+, by = 1/2 y by = 0: obtenemos el siguiente esquema
iterativo de cuarto orden

Y = Tk — flow)
' f'(ax)
o f)® 4 fe) fye) +2f ()
Tpy1 = Tk Fan) [ (o) . (3.24)

Denotaremos por MED43 a este esquema.

Ejemplo 2. Usando la funcion H(t) = @, b1 = 1/4 y by = 1/4, se obtiene un nuevo método
de orden cuatro
v = 2 — L)
flak)’
(f (x) + fyr)* fyr)
x = — , 3.25
B a5 ) ) 529

al que llamaremos MED44.
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales33

También podemos generar una familia paramétrica que incluya a MED44, fijando by = 1/4 y by = 3,
arbitrario. La expresion iterativa de esta familia es

- i

e — (f(zx) + 481 (yr))* f(yk)
P F(wr) + 248 — 1) F (k) fyr) + 4452 — 28 — 1) F(y)? f'(a)”

Thp1 = (3.26)

Veamos el siguiente teorema en el se demuestra que el esquema (3.13) tiene orden de convergencia
cuatro. Este método es una generalizacion de varios procedimientos de orden cuatro, pues bajo
ciertas condiciones de H(u), a y del resto de parametros involucrados, podemos desarrollar nuevos
métodos. Teniendo en cuenta que p tiende a ¢ = ¢+ cuando xy tiende a &, desarrollamos H(y)
alrededor de ¢ en la prueba del siguiente resultado.

Teorema 3.3.2 . Sea £ € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : I C
R — R, en un intervalo abierto 1. Sea H : R — R cualquier funcion suficientemente diferenciable
tal que H(c) = 1, H'(¢c) = %, |H"(c)] < oo y o = 1. Consideremos xg una estimacion
inicial suficientemente prozima a &. Entonces el método definido por (3.13), con pardmetros reales
arbitrarios ay y ba, pero con ay # 0 y by # 0, tienen convergencia de orden cuatro, y su ecuacion
del error es

1
Chp1 = o7 [(101)‘11 + 4b‘;’b2 + (2a1a9b1bg — a%b% — a%b%)H”(c)) cg — 26‘110203] eé + O(ez),
1

donde ¢, = (1/k!)f;],czg>, k=23,...ye.=x—&.

Demostracion: Usando las expresiones (3.19), (3.20) obtenidas del desarrollo de Taylor de f(xy)
y f'(zk) en torno a &, obtenemos

yp— €& = (1—a)ep + aczer —2(a(ch — c3))e® + a(4cd — Teaes + 3ca)eg + O(e}).
Desarrollando f(yy) alrededor de £, conseguimos la expresion

F) = (J'©) —af (©er + (1 —a+a®)f ()i + [/(€)(~20°F — (-1 + a = 30” + a®)e)e}
+1(&) (502 + a*(—10 + 3a)eacs + (1 — a4 602 — 40> + a*)ey)ef + O(e}). (3.27)

Ahora, calculemos el desarrollo de u(zy) usando (3.19) y (3.27)

arf(wx) + aa f(yr) A 1

bif(zk) +b2f(ys) B * ﬁ(

1
*ﬁ((&le — aibe)a®((3b1 + ba(3 — 3a + a?))c3 + (=3 + a)Bes)ef

1
+51(azby — arbe)a® (862 + b3(—2 + @)%(2 — 2a + a?) + 2b1by(8 — 8«

+302))c3 4 2(b2 (=7 + 2) + biba(—14 + 18a — 7a® + o)
—b3(7 — 16 + 1402 — 60> + a))cacs + B2(6 — 4a + 042)64)6% +0(e}),

a2b1 —al bz) a2026k

donde A = (a1 + ag — asa) y B = (b1 + by — boav).
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34 3.3. Analisis de la convergencia

Como pu(zy) tiende a ¢ cuando xy tiende a &, podemos aproximar H (p(z)) por el polinomio de
Taylor de tercer grado desarrollado alrededor de ¢

Hluor)) =~ H)+ B lon) — 9+ 75 ular) — 0+ LD o) — o, 329
por lo que utilizando (3.20),(3.27) y (3.28) tenemos
el = Yp—&— H(M(ﬂfk));((ii))
U 2
_ (1 —a—(1-a) (H(c) L 4= “)(_@;’11; ab) () % (—c + %) H"(c)))ek

+(a — (H(c) L = )(ash + ab)H(e) | 1 (fc + %)QH”(c)>

B 2
—14a)a?N;

a?¢1 Ny
b B3

(1 — a)(—a2by + a1ba)H'(c)
B

A —20(3—c3)+ (1+a) (H(c) +

1 A\2 1 2

+5 (—c + E) H (C)) ((=2+4a)c + d2c3)

_21@@2@261 —a1bo)(1 — a)(=2BH'(¢)((3by + ¢2b2)c5 + (—3 + a) Bes)
1

1 5 2 [
+(—@Oz (1 4+ a@)Nica((—2 + 4a)cs + ¢ges) — Spic o1(azby

H"(€)(((=6 + 6a + )by + 2(—3 + 6a — 4a® + a3)by)c3 + 2¢4B03))) e

—ale)CQ(_QBHI(C)((?)bl + ¢252)C§ + (—3 + Oz)BCg) + %(azbl — thz)H”(C)(((—G + 6

+a?)by +2(—3 4 6 — 4a® + a®)ba)ck + 2¢04Be3)) + a(4cs — Teaes + 3ey)
1
—W(Zb‘fH(c) —2(=1 4 a)bi(2b2H (c) + a2 H'(c)) + (1 + a)*aib3H" (c)
=2(=1+ a)?arbiba(b2H'(¢) + azH"(c)) + (~1 + a)bi(2(~1 + a)b3H(c) + 2(a1 + (-1
ta)ag)boH' (¢) + (=1 + @)aZH" () (=4 + 4a + 136%)c3 + (T — T — 1902 + 5a°)cacs
: 1

+(=3+3a +6a% — 40® + at)ey) — ﬁcﬂ(agbl —arby)(1 — o) (BH'(c)((8b% 4 2(8
—8a 4 3a)biby + (=2 + a)?ab3)c3 + 2((—7 + 20)b? 4 (=14 + 18 — Ta? 4 )by by
—(7 =160 + 1402 — 603 + a)b3)cacs + (6 — 4o + a?) B?ey) + H' (¢)(—a?(agh

1
—a1by)ea((3by 4 pobo)c2 + (=3 + a)Bes) + F(,l + a)(—agby + a1ba)((8b? +2(8 — Sa

1
+302)b1by + (=24 )?(2 — 20 + &2)b2) 3 + 2((=7 4 20)b? + (—14 + 18 — Ta? + a®)b1by

—(7 — 16 + 1402 — 60 + o* b% cacs + (6 — 4o+ a?)Bley et + 0(e}), 3.29
k k

donde Ny = (ash) — arbs)(=b?H'(c) — (=1 + @) (arbo H" (¢) + b1 H'(¢) + a2 H"(¢)), ¢p2 = 3 — 3a + o2,
d3=2—4da+a’y ¢y =3 —4a+a?

2b%
asby—aibs?

A continuacién, si exigimos o = 1, H(¢) = 1, H'(¢c) = |H"(c)] < oo, se anulan los
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales35

coeficientes de ey, ci y €} en (3.29) y la ecuacion del error resulta
1 .
Cki1 = o [(10b] + 463D + (2a1a2b1by — a3b; — afb3)H"(c)) c3 — 2bicacs] ef + O(e}).
1

O

A continuacién, observamos algunos ejemplos relacionados con la familia de métodos (3.12) que
cumplen las condiciones de convergencia del Teorema 3.3.1. Recordemos que éstas son un caso
particular de la clase de métodos (3.13) para a; = 0, que debe cumplir las condiciones del Teore-
ma 3.3.2. De este modo, se obtienen algunos métodos conocidos y también mostraremos algunos
ejemplos que constituyen nuevos esquemas iterativos.

Ejemplo 3. Considerando los valores a; = 0,a3 = 2,01 = 1,bp = 0,H(0) = 1y H'(0) = 1,
obtenemos las siguientes funciones peso:

a. H(u) =14 u, a partir de la cual se obtiene la familia de King

Ye = Tk— flow)
' f(we)
e = e f(ar) + (24 b2) f () flyr)
floe) +b2f (yr)  f'(an)

b. Si by = 0, tendriamos el caso particular del siguiente esquema iterativo

Y = Tk — flow)
f(@e)’
Th = e ) +2f(yw) fy)
flaw) ()

Ejemplo 4. Si elegimos los valores para a1 = 0,a2 = 2,b; = 1/2,bo =0,H(0) =1y H'(0) = 1/2,
obtenemos funciones peso con sus respectivos esquemas iterativos:

a. H(p) =1+ 1/2p con:

s = ap— flzk)
f(ax)’
they = g~ LER T2 W) Flye)
. fan) Fla)
b. H(p) = 2%#’ con:
_ o T
ST T Py

e = f(r) f (k)
* fla) = 2f () f'(2r)’

obteniendo el método de Ostrowski.
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36 3.3. Analisis de la convergencia

c. H(p) = =22 con:

14—9pu
~ flxr)
o T )
Th = g 7f (k) —Af(ye) f )

7f (k) — 18f () f'(2x)’

lo que es un caso particular de la familia King.
d. H(u) = % con:

_ flzk)
f(zr)’

Ye =

3 3f (xr)? fyk)
3f(xr)? — 6.f (k) f(yr) — 8 (yr)? f/(xx)’

siendo este un nuevo método iterativo, al que llamaremos MEDA45.

Tp+1 = Yk

Ahora consideremos algunos ejemplos en los que a; # 0. Obtendremos nuevos esquemas iterativos
que satisfagan las condiciones de convergencia del Teorema 3.3.2 correspondiente a la clase de
métodos (3.13):

202

Ejemplo 5. Dada la funcién H(p) = 14+d(p—c), donde c = g4, H(c) =1y H'(¢) = 5—oyy = d,
uno de estos casos particulares seria con valores para a; = —1/4,a9 = —5/8,by = —1/4,y by = 1/8,
obteniendo la funcion H(u) = @ con su correspondiente esquema iterativo
s = o Flog)
f'(ax)
2f (wr) + 3£ (yr) f(yk)
Th+1 Yk —

2f(zx) = fyr) ['(zx)

Ejemplo 6. Para la funcion H(pu) = W7 siendo los valores de a1 = 1/2,a2 = 0,01 = —1/2, y
by = 2, se obtiene el esquema iterativo, que denotamos por MED46

" o f (k)
f'lar)’
. F@r)? = 6f(xn)f (y) + 16f (yr)* f(ye) (3.30)

e Fan)® = 87 (wn) f(yw) + 16 ()2 f(r)”

En la secciéon numérica compararemos el comportamiento de algunos de éstos métodos sobre pro-
blemas no lineales concretos y lo contrastaremos con el de algunos métodos conocidos.

A continuacién comenzaremos el andlisis de la convergencia de los métodos propuestos de tres pasos.
El siguiente resultado ha sido publicado en el articulo [11] "Two weighted eight-order classes of
iterative root-finding methods". La clase de esquemas iterativos cuyo orden ocho 6ptimo probamos
a continuacién contiene, como subclase particular, a una familia de métodos disenada por DZzunié¢
et al. en [54].

Teorema 3.3.3 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : 1 C
R — R sobre un intervalo abierto I. Sean H y G funciones reales suficientemente diferenciables
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales37

y sea T una aprorimacion inicial cercana a . Si o = 1 y H y G satisfacen que H(0) = 1,
H'(0) = 2by, H"(0) = 2b1(2b1 + b2), G(0,0) = G,(0,0) = 1, G,(0,0) = 2b1, Gup(0,0) = 4by,
Guu(0,0) = 2b1(3b1 + b2) y |Gyu(0,0)] < +00. Entonces, la familia de métodos (3.14), tiene orden
de convergencia ocho para cualquier valor de by diferente de cero. Su ecuacion del error es

Cht1 = (3by + ba)ch — bycs][rscs + rach 4+ rcies — 2b%0204] &+ 0(ed),

Qb’i [

donde r3 = b3(Gop(0,0) — 2), 74 = 9b3(G(0,0) — 6) + bz(Gw( ,0) — 2) + 2b1b2(3G4,(0,0) — 13),

(k) (¢
rs = b3(34 — Gy (0,0)) — 2b1ba(Go(0,0) = 5), e = (1/k) ) k= 2,3,y e = — ¢

Demostracion: Consideremos el desarrollo en serie de Taylor de f y f” alrededor de &

8 8
f(rk):f’(g)chei+O(62) v f(zk) Z]+1 cJ+1ek+O( )

=1

(4)
donde ¢; = %(6) vy e = xp — & Aplicando estos resultados en la expresion iterativa del método

de Newton amortiguado, obtenemos

8

2 .

Y =T — ’((LUZ)) =&+ E Ajel + O(ed),
) =

donde A7 =1—a, Ay = —2acy, Az = 2a(c3 — 2) y Ay = (4¢3 — Teacs + 3cq). Usando nuevamente
el desarrollo de Taylor, obtenemos

8
(€)Y Bjel +O(e})
j=1

donde By = Ay, By = (a2 —a+ 1)y, By = —2a2c§ +(1-a+ 3a? — (13)03 yBi=(1-a+ 602 —
403 + a*)eq + 5a2c3 + a?(3a — 10)czco.

J(yx)
bif(zr) + baf (yr)

ner la aproximacion por un polinomio de Taylor de la funcion peso H(ug) ~ H(0) + H'(0)ux +
(1/2)H"(0)u?. Como

Ahora, el desarrollo de u, = puede ser calculado para, posteriormente, obte-

(i
(k)

—§+ZZek+O )

Jj=1

2k =y — H(ug)

8
y la ecuacion del error en el segundo paso es e, = Z Zje] + O(e}) cuyo primer término depende
j=1
del factor
e b H0) + (o — 1)(2b:H(0) + H'(0))
2(b1 + b2(1 — Oz))2
La condiciéon para obtener al menos orden de convergencia 2 es que Z; = 0, para lo que necesitamos

que se verifique a = 1. Introduciendo este valor en la ecuacion del error de este paso obtenemos
8

€y = Z Zjel + O(ef), donde
j=2

Zi=(1-a) [1—H(0)+

Zy=(1-H(0))es, y Zy=2(1—H(0))es —(2—4H(0) + H'(0)/b1)c}
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38 3.3. Analisis de la convergencia

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultaneas Zo = 0y Z3 = 0, obtenemos H(0) = 1y H'(0) =
2b;. Sustituyendo estas condiciones obtenemos la ecuacion del error de zg,

8
1 [
a = 37 ((4bybo + 1067 — H"(0))c3 — 2bics) caet + Y | Zjel, + O(e).
j=5

De ésta expresion concluimos que el segundo paso de la expresion iterativa (3.14) tiene orden de
convergencia al menos 4 si by # 0.

Desarrollamos f(zx) en serie de Taylor en torno a &,
8 .
() = [1(€) Y Djef, + O(e}),
j=4

donde Dy = 5k ((4b1ba + 1007 — H"(0))c3 — 2b2cs) ca.

W
flzr)
f (k)

Ahora, definimos la nueva variable v, = y aproximamos la funcién peso por su polinomio de

Taylor asociado de segundo grado,

1
G(ug, vg) = G(0,0) + Gy (0,0)ug + Gy(0,0) v + i(Guu(O, O)u% + G (0, O)U,%) + Guv(0, 0)ugvy.

J(2x)

Entonces, como 41 = 2z — G(ug, vk) , obtenemos
f'(zy)
1 I
Crt1 = @(1 — G(0,0)) [(4byby + 1067 — H"(0))c3 — 2bjes] cael + Y Ly, + O(e}).
1 j=5

Si exigimos G(0,0) = 1, el orden de convergencia serd al menos 5. Substituyendo esta condicion en
la ecuacion del error obtenemos

1

8
ert1 = o5 (2b1 = Gu(0,0)) [(4b1by + 1067 — H"(0))c5 — 2bics] cael + > Lje], + O(e}).
1 j=6

Observemos que si G,,(0,0) = 2by, el término de la orden 5 se anula. Otra vez, substituimos esta
condicién en la ecuacion de error y, tras la simplificacién correspondiente, obtenemos

8
Cryl = Z ijei + O(e}),
j=6
donde i .
L = 4—%((41;11)2 + 1067 — H"(0))c3 — 2b3¢3)[(r163 + 203 (1 — G4 (0,0))es]ea
y

1 = 4b1bo(Go(0,0) — 1) + 202(5G4(0,0) — 6) 4+ Gy (0,0) — G4 (0,0)H" (0).

Si G(0,0) = 1y Guu(0,0) = 262 + H"(0), el orden de convergencia es al menos 7 y obtenemos la
expresion de error

Cpt1 = i7ez + igez + O(ez)7
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donde

1
E(ncg — 2b%¢3) [rgcg — (8B + 202G (0, 0))cs] 3.
1

wlll}

7

Para alcanzar el orden de convergencia ocho necesitamos L7 = 0, esto es, G, (0,0) = 4by y H”(0) =
2(2b6% 4 biby).

Finalmente,
1
ept1 = W ((3b1 + bg)C% - b103) (r;;c% + T4C% + 1‘50%03 — 2b%0204) ei + O(ez)7
1
quedando probado el orden ocho de la clase de métodos. O

Las funciones peso H y G deben ser elegidas tan simples como sea posible. Una de las formas mas
simple es la que obtenemos mediante el uso de los polinomios de Taylor, para estas funciones siempre
que cumplan con las condiciones impuestas en el Teorema 3.3.3, la familia de métodos expresada
de manera general es

H(u) =1+ 2byu + by (2by + by)u?, G(u,v) = 14 2bju + v + by (3b1 + bo)u® + 4bjuw.
Si ahora asignamos valores a by y b2, obtenemos los métodos pariculares siguientes:
H(u) =1+ 2u, G(u,v) =14 2u+ v+ u® + duv — 4u®, st by =1,by = -2
H(u) = 6u® 242u+1 =— i by =1,by=2
(u) 6u1+3u +2u+1, G(u,v) TR — st b ,bo
H(u)zl 50 G(u,v) =1+ 2u+v+4uv + 10u? +12u3, si by =1,bp =7
—2u

Los métodos iterativos concretos que utilizan estas tres parejas de funciones las denotaremos por
MEDS82, MEDS83 y MED84, respectivamente.

A continuacion trataremos las familias de métodos introducidas en (3.15) y (3.16). Demostraremos
en los siguientes resultados que dichos esquemas son 6ptimos, respecto a la conjetura de Kung y
Traub, de 6rdenes 4 y 8 respectivamente.

Teorema 3.3.4 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : I C
R — R, en un intervalo abierto I. Sea h(ug,vy) una funcién real suficientemente diferenciable que
satisface: h(0,0) =1, hy(0,0) = 2, [hy(0,0)] < 400, |hw(0,0)| < 400, y sea g una aprozimacion
inicial cercana a §. Entonces la clase de método (3.15) es dptima de orden cuatro para o =1, y su
ecuacion del error es

1
ert1 =3 (c2(2hu(0,0)e + (=10 + hyy(0,0))e3 + 2¢3)) ef + O(e})

. f@) .
donde ¢; = (1/]!)ffj,(g),j =1,2,...ye=a—¢&.

Demostracion: Nuevamente usando los desarrollos en serie de Taylor (3.19), (3.20) en el primer
paso del esquema iterativo (3.15), obtenemos
e — & = yiep + alcacd — (263 — c3)ed + (—46 + Teacs — 3ea))ep + O(e),
donde 41 = —1+ a y 92 = —1 + a + o?. Desarrollando f(y;) en serie de Taylor alrededor de &,
obtenemos
Fr) = f1O(=n+ (1 —a+a®)emet + (—20%3 — (=1 + a —3a% + a®)ez)es + (5a’c3
+a?(—10 + 3a)cacs + (1 — o + 602 — 403 4+ at)ey))ep + O(eR). (3.31)
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40 3.3. Analisis de la convergencia

Sea uy = }f,((?ii)); entonces sustituyendo en la variable los desarrollos (3.20) y (3.31), se obtiene la
expresion de la variable u, como desarrollo en serie de Taylor

up = —vyiep +yec2er — (1+@)(—2 4 4a)ch + (2 — da + a®)es)e} + ((—4 + 4o + 13a°)c3
(7 = Ta — 190° + 50%)cacs + (=3 + 3a + 602 — 40® + at)ey)ef + O(e}). (3.32)
Analogamente, sustituyendo (3.19) y (3.31) en v = ;gg’:; tenemos que
— 2 2 2
v = —m1+a(ceer — (3 + (=3 + a)cs)e
+(8¢3 + 2(—T7 + 2a)caes + (6 — 4o + a?)ey) el 4+ O(ef). (3.33)

Notemos que uy y vg tienden a cero cuando xj tiende a £ por lo que, para aproximar la funcion
peso, utilizamos su polinomio de Taylor asociado de grado 2 desarrollado en torno a (0,0).

1 1
h(u, ve) = (0,0) + hu(0, 0)uk + ho (0, 0)vk + 5 huu (0, 0)ui + 5P (0, 0)v}
+huv(07 O)uk'Uk (334)

Ahora calculamos la ecuacion del error de (3.15), utilizando (3.32), (3.33), y (3.34), obteniendo

1
Tpp1 —§ = 571(_2 +2h(0,0) — 2h4(0,0)y1 — hyw (0, O)V%)ek + (acg = (R(0,0) = hy(0,0)71

1
+§hvv(07 0)'}’%)"7202 = (=71(=71(hu(0,0) 4 how (0, 0) 1) + a2(hv(07 0)
+huw (0, 0)71)62)@% + (—=(r2e2(—=71 (hu(0,0) + Ry (0,0)71) + O‘Z(hv(ov 0) + hyu(0,0)71)c2)
1 A
—2a(c3 — ¢3) + 57 (huu(0, 0077 + 2(hu(0,0)92 + (0, 0)(—1 + 20 + a” — 20%))cs
+0%(—6h,(0,0) + hyy (0,0)(—6 4 6 + a?))c3 + 2(3 — @)a® (hy(0,0) — hyy(0,0)71)e3)
1
+(L+a)(h(0,0) = ho(0,0)71 + Shwu (0, 07)((=2 + 4a)c3 + (2 — da + a®)cz) e}
1
(43 — Teaes + 3cq) + 5(—2(hu(0, 0)(5 — 10 — 50 + 100> + a*) + hyy (0,0)(5 — 15a
+2503 — 120 — 30°))c3 — (h(0,0)(—8 + 8a + 26a%) — 2h,(0,0)(4 — 8a — 2202 + 260>
+70) 4+ iy (0,0)(—4 4 120 + 270° — 74a® + 18a™ + 21a° + a%))e3 + 21 (—2h, (04, 0)(2
—2a — 30 4 &) 4 hyw(0,0)(—4 + 8a + 502 — 1202 + 304))e3 + 2 (3huu (0, 0)73 o
+(=2h(0,0)(7 — Tae — 1902 + 503) + 20,(0,0)(=7 + 14a + 3102 — 480> + 4o + 20°)
+hoo(0,0)(=7 + 21a + 3602 — 1220° + 69a* + 9a° — 6a%))cs) — (2h(0,0)(=3 + 3a + 60>
—40® + ) + 41(—2hy (0,0)(—3 4 3a + 1202 — 80> 4 2a*) + 3h,,(0,0)(1 — 20 — 502
+1003 — 5ot 4 a®)))es))et + O(e}).

Finalmente, exigiendo que h(0,0) = 1,h,(0,0) =2 y a = 1, la ecuacion del error es
1
ert1 = —5(e2(2hu(0,0)c2 + (~10 + uw(0,0))c3 + 2¢3))ef + O(e),

con lo que finaliza la demostracion. O

Partiendo de la formulacion de la familia (3.15), proponemos como nuevos esquemas iterativos:
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales41

a. Si utilizamos la funcion peso h(u,v) =1+ 2v, con el esquema iterativo

f(zk)

"(w

I'(xk)
Tpy1 = yk—(1+2

Y = Tk —

)

f(yk)) I (yk)
flx) ) f(xn)

b. Usando como funcion peso h(u,v) = 111211’, su esquema iterativo es
Y = Tk — flow)
f(ar)’
S ) (f (@) + 2 (yr))

Tk+1

Y Fan) () + fu)

que denotamos por MED41 y MEDA42 respectivamente. Estos esquemas iterativos seran comparados
con otros métodos de orden cuatro ya conocidos en la seccion numeérica de este capitulo.

A continuacion presentamos el andlisis de la convergencia del método de tres pasos que, partiendo
del resultado anterior, alcanza orden de convergencia éptimo ocho.

Teorema 3.3.5 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : I C
R — R, en un intervalo abierto I. Sea h(ug,vg) y g(ug, vi, wy) funciones reales suficientemente
diferenciables que satisfacen: hy(0,0) = 0, hyy(0,0) = guu(0,0,0), hywy(0,0) = 4, ¢(0,0,0) = 1,
94(0,0,0) =0, ¢,(0,0,0) =2, 9,(0,0,0) = 1, gy(0,0,0) = 24 hyy, Gou(0,0,0) =4, [guw(0,0,0)] <
+00, [gun(0,0,0)] < 400, |guww(0,0,0)] < 400, |guu(0,0,0)| < +00, |hyuu(0,0)| < +00 y sea xg una
aprozimacion inicial prozima a §. Entonces, la clase de métodos descrita en (3.16) es de orden ocho
para o = 1 y su ecuacion del error es

1
Cry1 = —i(cQ(:sc% — ¢3)((6g4w(0,0,0) — 4¢4,(0,0,0))¢3 + 9(—6 + uw (0,0,0))c5

+(=2 4+ guw(0,0, 0))C§ + C%(guu(()7 0,0) — hywu(0,0) + (34 — 691w (0,0,0)c3)
—2¢2(guw(0,0,0)cs + 04)))62 + 0(62),

. ) .
donde c; = (1/]!)ffj<g),j =1,2,... yep=ax —&.

Demostracion: Iniciaremos la demostracion a partir del tltimo paso desarrollado en el Teorema
3.3.4, por lo que asumimos las condiciones o« = 1,h(0,0) = 1 y h,(0,0) = 2. El desarrollo en serie
de Taylor de la variable ¢;, alrededor de & resulta

ty— & = L4eé + Lsel + L662 + L7ez + Lgel + O(eZ), (3.35)
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42 3.3. Analisis de la convergencia

donde
1 .
Ly = —5(214;(“% + l412C‘23 + 2(3263),
Ly = (15,163 + l512(242L + 15730363 + 15,46263 — 2(6:2), + 6264),
1

Lg = lﬁ’lc% + lﬁ{ng% — 5([67363 + 16746303)) + 4[4’163 — Tesey + lﬁﬁC%Cg + l677C%C4 + lﬁﬁgczcg
—6l4,1¢004 — 3cacs,

Ly = 2177163 + 4l7ygcg + (6[573 — 16[7,463)12;1 + (177563 + l7,604)c§ + (*3[()',303 + 177363 + l7,964
+21771()C5)C% + 417’1163 + 662 + 12l4ylc% + 10cscs + 2(17?1303 + 17,146364 — 4l4,165 — 266)(52,

Ly = lgﬂlcg + l&gc; + (—87[6,3 + 28[8’463)03 + (2l8,503 + 18,664)042L + (90[6’363 + lgﬁgC% + 18’964
+213’1005)C% + (lg,ucg — 9167364 + 2[8,136364 + 168[4,105 — 2418,1564 + (160 — 1518,17)66)
+2(l3,186§ + l91190§C4 — (9147164 + 1765)64 — (1614’105 + 1366)03)) — (12157363 + lgygocg
+lg,21(;421 — 8(lgy2264 + 18’2365)63 -+ 10(2l4y166 + 67))(:2,

siendo

l4,1 = hu(0,0), 14,2 =-10 + hm)(07 O)a l571 = 8hu(070) - h'u,'u(07 O)a

l5,2 =—-36 + 5h1)1}(0a 0)7 l5,3 =32 - 3hm}(07 0)7 l5,4 = _4hu,(07 0)7

l6’1 = —42hu(0,0) + llhm}(o, O)7 l6,2 =170 — 31hm,(070), l6,3 = hw(O, 0),

lo,1 = 524 — 74N, (0,0), lo,6 = 44h,(0,0) — 614 (0,0), lo,r = 3(32 — 3h,(0,0)),

lg,s = —6(11 4 hyy(0,0)), 7.1 = 90h(0,0) — 37hy,(0,0), l7,2 = —165 + 38hyy(0,0),

lr.4 = —90 + 17hyy (0,0), l75 = 2921,(0,0) + 82h4p(0,0),  l7.g = 2(—188 + 27hy0(0,0)),

l7’3 = 2(—352 + 51}7,1“)(07 0), 17’9 = 64}%(07 0) — 9h,uv(0, 0), 17,10 =32 — 3hy, (0, 0),

l7.11 = —11 + hyy (0,0), l7.13 = 40h,(0,0) — 67, (0,0), l7.14 = 98 — 94, (0, 0),

ls.1 = 8074y (0,0) — 13621,(0,0), lgs = 4560 — 12894, (0,0), ls.3 = —8Thuu(0,0),

lg 4 = —459 + llohm}(o,(]), lgs = 1508hu(0, 0) — 657’11“)(0, 0)7 lg,6 = 4066 — 781hvv(0, 0),

lg7 = huu(O, 0)7 lgg = 9632 — 1893hvv(0, O), lgo = 240}Luv(0, 0) — 836hu(0,0),

lg10 = 749”@(0, 0) + 71hvv(07 0), lg11 = 456hw(0, 0) — 1508hu(0, 0), lg13 = —2009 + 297hvv(07 0),

l8,15 = huv(07 0), l8,17 = hvv(07 0)> l8,18 = 8(6hu(0a O) - huv(07 0))7

lg19 = 72(797 + 9Py (0, 0)7 lg 20 = 1654 — 248h,, (0, O), lg 21 = —290 + 2Thyy (0, O),

18,22 = 58]’Lu(07 0) — 9hy (0, 0), l8,23 = 65 — Ghyy, (0, 0).

Usando la expresion (3.35) obtenemos
Fte) = f(O)(Laef + Lse} + Loef, + Lref + Lseg) + O(e}) (3.36)

y utilizando los desarrollos (3.31) y (3.36) en el desarrollo en serie de la variable wy, = }[((z’;; obte-

nemos

wy = Mae} + Mzep + Myej + Msel + Mge§ + O(ef),
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales43

donde
1
My = —5(urer+ ly2c3 + 2c3),
Ms = (Tngﬂl(}% —+ m,gﬂgcg — 2m3’362(j3 — 2(1471(23 + (54),
1
My = §(m4,1c§ + m4>20421 + m4vgc§ — (l6’5 + m4,4(:3)c§ + (77l4_’503 + 7”4,604)02 — 6(l471C4 + 05),
My = TTL{,JC%1 + ms,gcg + 2m5,3c§ + (516,3 + M57463)CQ — 6m5156304 + (m5,603 + m5,7C4)C%
72(16,303 + m5780§ + 3m57964 + ms5,10C5 + 06)025 - 206)62,
9
Mg = 231[8,15 + mg,lcg + mﬁ,gcg + 2[6’363 =+ (2[4,1 — 31[6,3 + ’fTLﬁACg)Cél + 386?1 — §hm, (0, 0)04
1
+5m67503 + 3m6,6C4)cg + 3m67764 + 2m6,’805)03 + 5(5516,303 + 4mgygc§ + mg,10C4
+3me 11¢5)c5 — Bla1ce + (me 12¢3 — 3lg 3¢ + me13caca + ls2165 — 8(ls.20¢a + s 23¢5)C3
+1O(2l4,1(36 + (17))027
siendo
ms31 = 6hu(0, 0) — huv(07 0), m3o = —26 + hyy (07 0), m33 = —10 + hw(O, 0),
my = —50 + lghuﬂ(o, 0), my 2 = 186 — 41hm,(07 0), my3 = 38 — 4hvv(0, 0)7

mas = 42hy(0,0) — 8hyy(0,0),  mas = 260 — 43R4, (0,0), mae = 2(29 — 3hyww(0,0)),
ms1 = 88hy(0,0) — 517y (0,0), ms2 = —284 4 85hy,(0,0), ms3 = 9hyu(0,0) — 2hy,(0,0),

ms.4 = 580 — 138h4,(0,0), mss = —9 + hyw(0,0), ms.6 = 49hy, (0,0) — 1245,,(0,0),

ms7 = —180 + 31h,(0,0), ms.s = 106 — vv(0,0), ms5.9 = huw(0,0) — 5h,(0,0),

me1 = hu(0,0)(hyy(0,0) —290), ms510 = 2hy,(0,0) — 19, me,2 = 820 — 3154, (0,0) + 1, (0,0)2,
m674 = 2?5(55}11%'(0, 0) - 172), m673 =—113 + 22]7,1,1,(0, 0), m675 = 113hu(0, 0) - 70huv(0, 0),

m677 = 17hu(0,0) — 4huv(0, 0), m676 =53 — 13hw(0, 0), m678 =35 — 4huu(0,0),

meg = 2668 — 687h,,(0,0), me11 = —154 + 27hy,(0,0),

mG,lo = 142huv(07 0) - 348hu(0, 0), 777/6712 = 88huv(0, 0) - 20hu(07 0), me,13 = —581 + 109hw(0,0).

Ahora, usando como aproximacion de la funcion g(ug, vy, wy) su polinomio de Taylor asociado de
orden 2 alrededor de (0,0,0), tenemos que

1
g(Uk-, Uk wk) ~ q(o7 Oa 0)7 +gu(07 Oa O)Hk + g’U(Oa 07 O)Uk + g’w(o7 07 O)wk + §guu(07 07 O)UZ

1 1
+§gw(07 0,0)vi + 5gww(o, 0,0)w? + Guv (0,0, 0)uv) + Guw(0,0,0)ugwy
+guw (0,0, 0)vgwy. (3.37)

Asi, la ecuacion de error resultante es
a1 — & = Raej + Rsep + Reefy + Ryef, + Rsef + O(e}), (3.38)
donde
Ry = %(71 +9(0,0,0))ca(2la1¢2 + la2ch + 2c3).

Exigiendo la condicion g(0,0,0) = 1, el orden del método sera 5 y, simplificando, obtenemos que

1
Ry = 5(=2+gu(0,0,0))3(2arc2 + Lo} + 205).
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44 3.3. Analisis de la convergencia

Si exigimos ahora g,(0,0,0) = 2, obtenemos orden al menos 6, con

1
Rg = ZCQ((QM’ICZ + l4,203 +2¢3)(2(9u(0,0,0) + g1 (0,0,0)l41)c2 + (=12 + g4 (0, 0,0) + 109, (0,0,0)
—9w(0,0,0)l817¢ — 2(—=1 + ¢4,(0,0,0))c3).

Nuevamente imponemos las condiciones ¢,,(0,0,0) = 0, g,,(0,0,0) = 1, g,,(0,0,0) = 2 + hy,(0,0) y
hy(0,0) = 0, para obtener orden 7 con

1
R; = 71(l4,263+6363)

[—2(9uv(0,0,0) = hyuu(0,0))ez + (32 + gouw(0,0,0) 42 — 2l5.17)¢5 + 2(—4 + gy (0,0, 0))cs] -

Finalmente, las condiciones hy,(0,0) = guv(0,0,0), guw(0,0,0) = 4y hy,(0,0) = 4, nos permiten
obtener el orden 8 con la siguiente ecuacion del error
1
ek = —5(€2(3¢ = e3)((69u(0,0,0) = 49uy(0,0,0))c5 + 9(=6 + guw (0,0, 0))¢3
+(=2 + guw(0,0,0))c3 + 3(guu(0,0,0) — hyy(0,0) + (34 — 694w (0, 0,0)c3)
_QCQ(Quw(Ov 0, O)C3 + C4)))6§ + 0(62%
concluyendo la demostracion. O

Teniendo en cuenta las condiciones dadas por el Teorema 3.3.5, obtenemos el esquema iterativo de
orden 8 asociado a las funciones peso h(u,v) = 14+ 2v + 202, y g(u,v,w) = 1+ 2v +w + 302 + dvw,
cuya expresion iterativa es

o flaw)
T
b = e — Flw) (F(@r)? + 2 (i) £ (yk) + 2 (yi)?)
o Pl
IO (21 (R R ka3
k1 =t :
F(a)

y que denotaremos en adelante por MEDST.

El método (3.18) que tiene como primeros dos pasos el esquema iterativo de Chun (3.17), con
cuarto orden de convergencia, es un caso particular de la familia de métodos (3.14) con orden
de convergencia ocho, cuya demostracion fue desarrollada mediante el Teorema 3.3.3, por lo que
consideramos innecesario demostrar el siguiente resultado que establece la convergencia de la familia

de métodos (3.18).

Teorema 3.3.6 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : I C
R — R en un intervalo abierto I y siendo xg una aproximacion inicial cerca de £. El método
definido por (3.18), tiene orden de convergencia éptimo 8 si las funciones H y G son suficientemente
diferenciables, de manera que satisfagan las siguientes condiciones dadas:

H(0) =1, H'(0) =2, G(0,0)=1,  Gu(0,0) =2,
G,(0,0) =1, Guu(0,0) =2+ H"(0), Gup(0,0) =4, Guuu(0,0) = =24+ 6H"(0) + H"(0),
|Gv0(0,0)] < 4o00.

Universidad Politécnica de Valencia



3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales45

La ecuacion del error de éste método es

1
€pt1 = 7502(305 —c3)
(9(=6 4 G (0,0))cs + 2(17 = 3G (0,0))c3es + (=2 + G (0,0))c2 — 2¢acs)ed + O(el)
1 f(k)
donde ¢, = F2©) k=23,...ye, =z —¢&.

NIGN

Podemos observar que una de las condiciones de este teorema esta relacionada con Gy, (0,0), la
que no es necesaria para la demostraciéon del Teorema 3.3.3, pero es impresindible para obtener
posteriormente el orden de convergencia 16, en el método que mostraremos en el siguiente capitulo.

Las siguientes secciones estan dedicadas a comparar los esquemas propuestos de 6rdenes de con-
vergencia optimos 4 y 8 con otros conocidos de idéntico orden. Una de las secciones analiza el
comportamiento de estos métodos para obtener la 6rbita preliminar de un satélite artificial a partir
de dos observaciones.

3.4. Pruebas numéricas

Las pruebas numeéricas que aparecen en esta memoria han sido llevadas a cabo utilizando aritmética
de precision variable, con 2000 digitos de mantisa, en Matlab R2010a. El procesador de la méquina
empleada para ello ha sido un Intel(r) Core(tm) i7 CPU 950@3.07GHz con una memoria RAM de
16GB.

En esta seccion presentamos los resultados obtenidos al utilizar los métodos descritos de érdenes 4
y 8 para estimar los ceros de las siguientes funciones:

fi(z) =sinx — 22 4+ 1, € ~ 1.409240.
fo(z) = 2% —exp (z) — 3z + 2, & ~ 0.257530.
fa(x) = cos (z) — x, & ~ 0.739085.
file) = (@ —1)8 - 1, £=2

fs(z) = 2 — 10, ¢ ~ 2.154435.
fo(z) = cos (z) — zexp (z) + 22, &~ 0.639154.
f7(z) = exp () — 1.5 — arctan(z), &~ 0.767653.
fa(x) = 2% + 42?2 — 10, ¢ ~1.365230.
fo(z) = 8z — cos (z) — 222, ¢ ~0.128077.
fio(x) = arctan (z), £=0.

fi1(z) = exp (z) — 422, & ~0.714806.
fia(z) = <sin (x) — 2)2, & = 0,doble.
fi3(z) = zexp (22) — sin (z)? + 3cos (z) + 5, ¢ ~ —1.201576.
fra(x) = Va2 + 22 +5— 2sin (z) — 22 + 3, & ~ 2.331968.
fis(@) = o +sin (55 ) =5, £=Va.
Ji6(x) = 10z exp (—2?%) — ¢~ 1.679631.
fir(z) = exp( x) + cos (z ) 5 ~ 1.746140.
fig(x) = vt + 8sin (m) z4+1 ~V6+ g, E=-2

Compararemos nuestros meétodos de orden 4 con otros ya conocidos, a los que ya nos hemos referido
en la Seccion 3.1. En particular, vamos a utilizar el método disenado por King, (ver (3.4)), el método
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de Kung y Traub, (3.5), el esquema de Zhao et al., véase (3.6) y el conocido método de Ostrowski,
que no es més que un caso particular de la familia de King con f = —2. Estos métodos han sido
denotados por MEDK4, MEDOS4, MEDKT4 y MEDZ4, respectivamente.

En las tablas siguientes aparecen los resultados obtenidos sobre las funciones desde f1(z) a fis(x),
teniendo en cuenta que el criterio de parada ha sido, en todas ellas, |zg 1 —ar| < 107°%0 6 | f(2411)] <
10799, Para cada una de las funciones, mostraremos la estimacion inicial utilizada, z¢, la raiz € a
la que tiende el proceso, las estimaciones del error cometido en la ultima iteracion, |(zx41 — @) ¥y
|F(zk+1)|, el namero de iteraciones que ha necesitado para converger, el orden computacional de
convergencia aproximado, p y el tiempo de computacion en segundos, e-time, que ha sido calculado
como la media de 100 ejecuciones consecutivas, mediante el comando cputime.
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales47

‘ | Métodos | I3 [Jorer — o] [ [flmesn)] [iter | p [ etime |
N MED41 1.409240 3.8 e-196 4.8 e-782 6 3.9998 | 0.1894
o =1 MED42 1.409240 6.1 e-190 4.5 e-757 6 4.0000 | 0.1961
MED44 1.409240 2.6 e-277 2.1 e-1107 6 4.0000 | 0.2017
MED45 1.409240 6.0 e-295 1.2 e-1177 6 4.0000 | 0.2258
MED46 1.409240 7.3 e-197 1.5 e-784 6 4.0000 | 0.2677
MEDK4 1.409240 2.0 e-315 2.2 e-1259 6 4.0000 | 0.2708
MEDKT4 | 1.409240 6.5 e-421 1.6 e-1681 6 4.0000 | 0.1663
MEDZ4 1.409240 1.3 e-249 4.7 e-998 6 4.0000 | 0.2435
MEDOS4 | 1.409240 7.3 e-139 1.3 e-553 5 4.0000 | 0.1101
fa MED41 0.257530 8.0 e-271 1.9 e-1083 5 4.0000 | 0.2066
o =1 MED42 0.257530 5.6 e-260 3.8 e-1039 5 4.0000 | 0.2315
MED44 0.257530 2.3 e-255 6.3 e-1021 5 4.0000 | 0.2167
MED45 0.257530 1.8 e-254 2.5 e-1017 5 4.0000 | 0.2655
MED46 0.257530 4.8 e-246 3.0 e-983 5 4.0000 | 0.3044
MEDK4 | 0.257530 6.9 e-263 2.5 e-1051 5 4.0000 | 0.2482
MEDKT4 | 0.257530 1.9 e-260 1.6 e-1041 5 4.0000 | 0.2249
MEDZ4 0.257530 8.1 e-257 8.6 e-1027 5 4.0000 | 0.2767
MEDOS4 | 0.257530 1.8 e-258 1.6 e-1033 5 4.0000 | 0.1420
f3 MED41 0.739085 1.1 e-268 1.7 e-1073 5 4.0000 | 0.1388
=1 MED42 0.739085 1.1 e-248 2.9 e-993 5 4.0000 | 0.1843
MED44 0.739085 9.4 e-330 5.2 e-131 5 4.0000 | 0.1391
MED45 0.739085 1.8 e-347 5.6 e-1390 5 4.0000 | 0.1614
MED46 0.739085 8.2 e-257 7.8 e-1026 5 4.0000 | 0.1970
MEDK4 | 0.739085 1.9 e-279 1.0 e-1116 5 4.0000 | 0.1529
MEDKT4 | 0.739085 1.4 e-286 2.5 e-1145 5 4.0000 | 0.1819
MEDZ4 0.739085 6.9 e-308 5.8 e-1231 5 4.0000 | 0.1658
MEDOS4 | 0.739085 4.2 e-296 1.3 e-1183 5 4.0000 | 0.1507
fa MEDA41 2.0000 7.9 e-310 4.1 e-1236 6 4.0000 | 0.2473
To = 2.5 MED42 2.0000 1.1 e-283 2.3 e-1131 6 4.0000 | 0.2884
MED44 1.9999 2.0 e-183 6.6 e-731 5 4.0000 | 0.2514
MED45 1.9999 2.1 e-388 1.1 e-1550 6 4.0000 | 0.2452
MED46 1.9999 2.7 e-377 1.9 e-1505 7 3.9999 | 0.3452
MEDK4 2.0000 1.3 e-357 2.4 e-1427 6 4.0000 | 0.2964
MEDKT4 2.0000 2.1 e-397 1.1 e-1586 6 4.0000 | 0.2033
MEDZ4 1.9999 7.0 e-141 2.4 e-561 5 4.0000 | 0.2297
MEDOS4 2.0000 2.0 e-490 3.1 e-1959 5 4.0000 | 0.2357
7s MED41 | 2.154435 | 5.6 225 | 6.3 c897 | 5 | 4.0000 | 0.1582
To =2 MED42 2.154435 6.7 e-212 1.9 e-844 5 4.0000 | 0.2305
MED44 2.154435 1.3 e-262 4.6 e-1048 5 4.0000 | 0.1819
MED45 2.154435 5.6 e-258 2.8 e-1029 5 4.0000 | 0.2597
MED46 2.154435 4.7 e-202 7.9 e-805 5 4.0000 | 0.2878
MEDK4 2.154435 3.2 e-248 4.0 e-990 5 4.0000 | 0.2855
MEDKT4 | 2.154435 7.9 e-268 8.9 e-1069 5 4.0000 | 0.1383
MEDZ4 2.154435 1.4 e-300 1.7 e-1200 5 4.0000 | 0.2956
MEDOS4 | 2.154435 1.1 e-303 1.3 e-1212 5 4.0000 | 0.1965

Tabla 3.1: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre las funciones f1 a f5
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‘ | Métodos | 3 [ Jorer — o] | [flmesn)] [iter | p | e-time |
fe MEDA41 0.639154 1.4 e-448 2.0 e-1791 6 4.0000 | 0.2418
zo=1 MEDA42 0.639154 1.8 e-414 6.3 e-1655 6 4.0000 | 0.3052
MED44 0.639154 1.5 e-159 1.1 e-635 5 4.0000 | 0.2803
MED45 0.639154 7.2 e-482 7.5 e-1925 6 4.0000 | 0.3733
MEDA46 0.639154 6.6 e-321 2.6 e-1280 7 4.0000 | 0.4803
MEDK4 | 0.639154 4.2 e-129 8.7 e-514 5 4.0000 | 0.2485
MEDKT4 | 0.639154 8.3 e-144 7.3 e-573 5 4.0000 | 0.3541
MEDZ4 0.639154 1.8 e-251 9.6 e-1004 5 4.0000 | 0.3568
MEDOS4 | 0.639154 3.9 e-187 8.3 e-T747 5 4.0000 | 0.2388
fr MEDA41 0.767653 6.6 e-146 1.0 e-580 5 4.0000 | 0.2167
zo=1 MEDA42 0.767653 5.3 e-138 5.2 e-549 5 4.0000 | 0.3264
MED44 0.767653 5.6 e-222 1.4 e-885 5 4.0000 | 0.2191
MED45 0.767653 1.1 e174 2.9 e-696 5 4.0000 | 0.3377
MEDA46 0.767653 7.9 e-339 4.9 e-1352 6 4.0000 | 0.4025
MEDK4 | 0.767653 2.7 e-161 1.6 e-642 5 4.0000 | 0.1289
MEDKT4 | 0.767653 6.3 e-174 3.2 e-693 5 4.0000 | 0.2250
MEDZ4 0.767653 4.1 e-275 7.5 e-939 5 4.0000 | 0.3306
MEDOS4 | 0.767653 1.6 e-200 6.2 e-800 5 4.0000 | 0.2467
s MED41 | 1.365230 | 1.8¢99 | 1.3¢1580 | 6 | 4.0000 | 0.3290
zo =1 MED42 1.365230 14 e91 1.8 e-1453 6 4.0000 | 0.2548
MED44 1.365230 1.6 e 107 1.4 e-1712 6 4.0000 | 0.3882
MED45 1.365230 6.7 e-134 7.7 e-533 5 4.0000 | 0.3725
MEDA46 1.365230 9.2 e-368 165 e-1467 6 4.0000 | 0.3662
MEDK4 | 1.365230 1.5 e-127 3.1 e-507 5 4.0000 | 0.3738
MEDKT4 | 1.365230 2.7 e-151 1.7 e-602 5 4.0000 | 0.3263
MEDZ4 1.365230 8.3 e-143 2.3 e-565 5 4.0000 | 0.4200
MEDOS4 | 1.365230 1.5 e-187 7.1 e-748 5 4.0000 | 0.2891
fo MEDA41 0.128077 1.5 e-337 1.7 e-1348 6 4.0000 | 0.2377
To = MEDA42 0.128077 5.8 e-145 5.6 e-581 5 4.0000 | 0.3808
MED44 0.128077 8.1 e-292 2.4 e-1166 6 4.0000 | 0.3931
MEDA45 0.128077 1.1 e-490 1.3 e-1961 6 4.0000 | 0.3530
MEDA46 0.128077 1.7 e-329 5.9 e-1316 6 4.0000 | 0.4515
MEDK4 0.128077 1.3 e-447 4.5 e-1789 6 4.0000 | 0.2100
MEDKT4 | 0.128077 3.0 e-134 9.5 e-536 5 4.0000 | 0.3243
MEDZ4 0.128077 1.5 e-127 1.9 e-510 5 4.0000 | 0.3430
MEDOS4 | 0.128077 8.3 e-163 3.0 e-650 5 4.0000 | 0.2225
fio MED41 | 0.000000 | 1.6 251 | 2.2 1255 | 5 | 5.0000 | 0.1287
zo = 0.5 MEDA42 0.000000 2.8 e-289 3.5 e-1444 5 5.0000 | 0.2307
MED44 0.000000 7.1 e-459 4.0 e-2292 5 5.0000 | 0.1934
MED45 0.000000 1.3 e-392 8.0 e-1961 5 5.0000 | 0.1694
MEDA46 0.000000 4.1 e-285 2.7 e-1423 5 5.0000 | 0.3166
MEDK4 | 0.000000 1.1 e-274 3.1 e-1371 5 5.0000 | 0.1351
MEDKT4 | 0.000000 1.1 e-288 3.4 e-1441 5 5.0000 | 0.1826
MEDZ4 0.000000 7.7 e-350 5.9 e-1747 5 5.0000 | 0.2600
MEDOS4 | 0.000000 4.2 e-302 2.8 e-1508 5 5.0000 | 0.1682

Tabla 3.2: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre las funciones fg a fio
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‘ | Métodos | 3 [Jorer — o] | [flmes)] [iter [ p [ etime |
i1 MED41 | 0.714806 | 85e-144 | 53e572 | 5 | 4.0000 | 0.2233
o =1 MED42 | 0.714806 | 3.2e-135 | 1.2e-537 | 5 | 4.0000 | 0.2251
MED44 | 0.714806 | 1.4e-227 | 6.5e-908 | 5 | 4.0000 | 0.2859
MED45 | 0.714806 | 6.0e199 | 3.9e793 | 5 | 4.0000 | 0.2744
MED46 | 0.714806 | 3.1e372 | 2.0e-1485 | 6 | 4.0000 | 0.3059
MEDK4 | 0.714806 | 9.2e157 | 4.4e624 | 5 | 4.0000 | 0.2225
MEDKT4 | 0.714806 | 1.3 e-166 | 1.0 e-663 | 5 | 4.0000 | 0.3188
MEDZ4 | 0.714806 | 8.1e-214 | 1.2¢-853 | 5 | 4.0000 | 0.2279
MEDOS4 | 0.714806 | 3.6 e-184 | 3.8e-734 | 5 | 4.0000 | 0.1816
fi2 MED41 [ 0.000000 | 7.8 e-250 | 3.1e-500 | 493 | 1.0000 | 70.0533
o =0.5 | MED42 | 0.000000 | 8.1e-250 | 3.4e-500 | 493 | 1.0000 | 80.1442
MED44 | 0.000000 | 1.9e249 | 6.7e-500 | 374 | 1.0000 | 66.7409
MED45 | 0.000000 | 3.2e249 | 53e500 | 276 | 1.0000 | 53.5009
MED46 n.c n.c
MEDK4 | 0.000000 | 1.4e-249 | 8.9e-500 | 465 | 1.0000 | 73.5159
MEDKT4 | 0.000000 | 6.4¢-250 | 1.5e-500 | 448 | 1.0000 | 70.5389
MEDZ4 | 0.000000 | 5.1e-250 | 6.4e-500 | 402 | 1.0000 | 75.9783
MEDOS4 | 0.000000 | 7.5e-250 | 1.6e-500 | 414 | 1.0000 | 69.8863
fis MED41 | -1.201576 | 3.2e273 | 2.4e-1088 | 6 | 4.0000 | 0.5725
ro=—1| MED42 | -1.201576 | 1.0 e286 | 22e-1142 | 6 | 4.0000 | 0.7573
MED44 | -1.201576 | 2.8 e-341 | 6.7 e-1361 | 7 | 4.0000 | 0.6298
MED45 | -1.201576 | 5.5 e-367 | 1.4 e-1463 | 6 | 4.0000 | 0.6065
MED46 | -1.201576 | 6.9 e-246 | 1.5e-978 | 6 | 4.0000 | 0.8368
MEDK4 | -1.201576 | 4.3 e-410 | 3.8 e-1636 | 6 | 4.0000 | 0.3671
MEDKT4 | -1.201576 | 1.6 e-137 | 3.6 e-546 | 5 | 4.0000 | 0.6191
MEDZ4 | -1.201576 | 2.2e277 | 1.1e-1105 | 6 | 4.0000 | 0.8030
MEDOS4 | -1.201576 | 2.3e266 | 7.9e-1063 | 5 | 4.0000 | 0.6178
Jia MED41 | 2.331968 | 7.1e332 [29e-1327 [ 5 [ 4.0000 | 0.7058
zo = MED42 | 2.331968 | 1.1e-361 | 1.6e-1446 | 5 | 4.0000 | 0.7786
MED44 | 2.331968 | 7.5e-320 | 85e-1279 | 5 | 4.0000 | 0.9969
MED45 | 2.331968 | 6.5e-319 | 5.1e-1275 | 5 | 4.0000 | 1.0798
MED46 | 2.331968 | 4.5e-308 | 2.1e-1231 | 5 | 4.0000 | 1.0253
MEDK4 | 2.331968 | 4.6 e-327 | 7.5e-1308 | 5 | 4.0000 | 0.6281
MEDKT4 | 2.331968 | 4.9 325 | 1.1e-1299 | 5 | 4.0000 | 0.8512
MEDZ4 | 2.331968 | 1.9e-321 | 29e1285 | 5 | 4.0000 | 0.9517
MEDOS4 | 2.331968 | 3.5e323 | 271292 | 5 | 3.9998 | 1.0154
fis MED41 | 1.414214 | 6.2e137 | 3.7e-544 [ 5 [ 4.0000 | 0.6375
o =1 MED42 | 1.414214 | 1.8e-130 | 3.2e-518 | 5 | 4.0000 | 0.4947
MED44 | 1.414214 | 5.6e-137 | 1.5e-544 | 5 | 4.0000 | 0.6075
MED45 | 1.414214 | 8.5e-134 | 1.0e-531 | 5 | 4.0000 | 0.7043
MED46 | 1.414214 | 3.4e446 | 1.1e-1780 | 6 | 4.0000 | 0.7703
MEDK4 | 1.414214 | 9.6e143 | 9.5e568 | 5 | 4.0000 | 0.4455
MEDKT4 | 1.414214 | 23e-150 | 1.2e-598 | 5 | 4.0000 | 0.5991
MEDZ4 | 1.414214 | 9.1e-143 | 6.2e-568 | 5 | 4.0000 | 0.6899
MEDOS4 | 1.414214 | 7.0e-156 | 5.6e-621 | 5 | 4.0000 | 0.6407

Tabla 3.3: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre las funciones fi1 a fis
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‘ | Métodos | 3 [Jzier — ] [ [f@es)] [iter | p | e-time |
fi6 MEDA41 1.679631 7.9 e-108 2.5 e-693 6 4.0000 | 0.7658
To =2 MEDA42 1.679631 1.8 e-124 1,0 e-699 6 4.0000 | 0.4783
MED44 1.679631 1.2 e-266 3.8 e-1270 6 4.0000 | 0.5887
MED45 1.679631 3.4 e-306 8.0 e-1010 6 4.0000 | 0.8077
MEDA46 1.679631 3.4 e-306 5.1 e-677 6 4.0000 | 0.8833
MEDK4 | 1.679631 1.8 e-293 8.2 e-1171 6 4.0000 | 0.3942
MEDKT4 | 1.679631 3.2 e-405 4.6 e-1618 6 4.0000 | 0.7014
MEDZ4 1.679631 7.7 e-244 6.7 e-974 6 4.0000 | 0.5472
MEDOS4 | 1.679631 4.3 e-139 7.7 e-544 5 4.0000 | 0.7371
fir MEDA41 1.746140 3.4 e-250 5.5 e-1000 5 4.0000 | 0.1760
zo = 1.95 MED42 1.746140 1.0 e-288 1.5 e-1154 5 4.0000 | 0.2570
MED44 1.746140 9.7 e-327 1.5 e-1306 5 4.0000 | 0.3385
MED45 1.746140 1.7 e-342 2.0 e-1369 5 4.0000 | 0.4332
MEDA46 1.746140 2.6 e-257 1.1 e-1028 5 4.0000 | 0.2466
MEDK4 | 1.746140 1.2 e-262 5.7 e-1050 5 4.0000 | 0.2688
MEDKT4 | 1.746140 1.3 e-270 8.7 e-1082 5 4.0000 | 0.3444
MEDZ4 1.746140 2.3 e-296 6.1 e-1185 5 4.0000 | 0.4150
MEDOS4 | 1.746140 9.0 e-280 1.6 e-1118 5 4.0000 | 0.3049
Fis MED41 2 Theld3 | h8es70 | 5 | 4.0000 | 1.7779
zg=—1.8 MED42 -2 7.2 e-152 3.5 e-606 5 4.0000 | 1.7978
MED44 -2 5.2 e-183 4.1 e-731 5 4.0000 | 1.9030
MED45 -2 1.5 e-207 2.2 e-829 5 4.0000 | 1.8236
MED46 -2 3.2 e-148 1.7 e-591 5 4.0000 | 1.9093
MEDK4 -2 1.9 e-161 1.7 e-644 5 4.0000 | 2.5807
MEDKT4 -2 3.4 e-174 1.6 e-695 5 4.0000 | 1.8567
MEDZ4 -2 9.7 e-219 7.0 e-874 5 4.0000 | 2.1545
MEDOS4 -2 3.1 e-188 8.7 e-752 5 4.0000 | 1.8944

Tabla 3.4: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre las funciones fig a fis

El comportamiento de los distintos métodos con orden de convergencia cuatro sobre las funciones
seleccionadas ha sido variado, pues éste depende obviamente de las caracteristicas del método uti-
lizado, asi como de la complejidad de la funcion. Hemos observado que el orden de convergencia
computacional aproximado obtenido por los diferentes métodos coincide con el tedrico excepto so-
bre las funciones fio y fi2, donde es cinco y uno respetivamente. Ello es debido a que la derivada
segunda de la funcion fio se anula en la raiz, mientras que el cero de la funcion f12 es doble.

Respecto al nimero de iteraciones obtenidas sobre la funciéon fy, el método MEDA46 realiz6 siete, los
métodos MED44, MEDZ4 y MEDOS4 cinco y los demas seis; sobre la funcion fg el método MED46
realizo siete, mientras que los métodos MED41, MED42, MEDA43, y MED46 realizaron seis y los
demés métodos cinco, observamos que el método MED46 necesité una iteraciéon mas que los otros
sobre las funciones f7, fi1y fi5. Sin embargo, el método MEDOS4 utiliza una iteracién menos que los
restantes sobre las funciones f; y fi6, mientras que al considerar la funcién fg los métodos MED45,
MEDKT4, MEDT4, MEDZ4 y MEDQOS4 realizaron cinco iteraciones y los restantes una iteracion
mas. Sobre fg los métodos MED42, MEDT4, MEDZ4 y MEDOS4 tienen cinco iteraciones y los
restantes métodos una iteracion maés; en la funcion fi3 MEDA44 realizo siete iteraciones y los métodos
MEDKT4 y MEDOS4 realizaron cinco iteraciones, una menos que los restantes métodos. Sobre la
funcion fi9 el niimero de iteraciones es muy elevado, siendo los esquemas MED44 y MED45 los que
mejores resultados aportan con 374 y 276 respectivamente, las demés efectuaron por encima de las
400 iteraciones. En el caso de las restantes siete funciones, los diferentes métodos se comportaron
con igual numero de iteraciones sobre cada funcion.
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Las dos estimaciones del error (el valor absoluto de la diferencia entre las dos ultimas iteraciones y el
valor absoluto de la funcion evaluada en la tltima iteracion), no se comportan de la misma manera
en los diferentes métodos iterativos, pero si podemos asegurar que nuestros nuevos métodos sobre las
funciones fo, f3, fo, fi0, fi1. f14, fi6 ¥ fi7 tienen mejores resultados que los demés. También hemos
observado que al menos uno de nuestros nuevos métodos tiene menor error sobre las funciones fy,
fe6, f7. fo v fis, mientras que sobre las funciones fi, f5, fs, fi3 v fi5 al menos dos de los métodos
ya estudiados tienen menor error que los nuestros. En el caso de fi2 los resutados son muy parejos
para todos.

En cuanto a los tiempos de computacion, entre los cuatro primeros lugares tenemos tres de nuestros
nuevos métodos sobre las funciones fo, fi2, fir v fig v sobre las demas funciones tenemos dos de
nuestros nuevos métodos, exceptuando la funcion fg, en la que sélo hay un nuevo método con los
mejores resultados.

En general, consideramos que los nuevos métodos son competitivos en relacion con los métodos
conocidos utilizados.

A continuacién, compararemos los métodos nuestros de orden 8 que han sido denotados previamente
por MEDS81, MEDS82, MED83 y MEDS84 con otros ya conocidos. Todos los esquemas diseniados por
otros autores tienen en comun la técnica de las funciones peso y corresponden a trabajos recientes
en el drea de investigacion. En primer lugar, utilizaremos el método de Dzuni¢ y Petkovié (ver
(3.9)); asi como el método disenado por Soleymani et al. (ver (3.10)); el esquema de Kim , cuya
expresion se puede ver en (3.7) y el reciente método publicado por Khan et al. de octavo orden (ver
(3.8)). Estos meétodos los hemos denotado respectivamente MEDD8, MEDS8, MEDKS8 y MEDFS,
respectivamente.

Los métodos de orden ocho comparados entre si han tenido un comportamiento diferente, es decir,
no hay homogeneidad en los resultados sobre las funciones seleccionadas, pero si todos coinciden al
obtener la misma solucién 6 raiz de cada una de las funciones seleccionadas a partir del valor inicial
escogido previamente.

Al observar p, constatamos que éste coincide con el valor tedrico, con ligeras diferencias en algunos
casos, aunque en el caso del método MEDKS en las funciones fy, f5, se han obtenido valores proxi-
mos a nueve. Sobre la funcién fiy se obtiene un orden de convergencia computacional aproximado
proximo a 11 en los métodos MED83 Y MEDKS; en los otros métodos se aproximan a nueve 0 es
nueve. En la funcion fi2 el ACOC es uno debido a la multiplicidad de la raiz; sobre la mayoria
de las restantes funciones los métodos obtienen aproximadamente orden 8 ¢ exactamente 8. Esto
no ocurre para el método MEDFS8, pues en ninguna de las funciones evaluadas alcanza el orden 8,
siendo por lo general 5.

Con relacién al nimero de iteraciones necesarias, los métodos realizan un total de tres a cinco
iteraciones; solo sobre la funcion fio se obtiene una cantidad entre 264 y 447 de iteraciones. Queremos
destacar que sobre fg, fi0 vy fig el nimero de iteraciones es igual para todos los métodos, mientras
que sobre fy, fo, fs. f11, f13, 14, f15 ¥ fi6 €]l método MEDFS8 tiene una iteracion més que los demas,
mientras que en las otras funciones, la diferencia de iteraciones entre los métodos es al menos una.

Respecto al valor absoluto de la diferencia entre las dos ultimas iteraciones y el valor absoluto
de la funcion evaluada en la ultima iteracion, no se aprecian grandes diferencias. En cuanto a los
tiempos de computacion, observamos que dos de los métodos propuestos estan entre los que mejor
se comportan sobre las funciones fi11, fi2, fi3 v fi14, mientras que sobre las restantes funciones al
menos tres de los nuevos métodos figuran entre los que dan mejores resultados. Debemos destacar
que el método MEDFS generalmente ocupa el altimo lugar.
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‘ | Métodos | 3 [Jzier — ] [ [fl@esn)] [iter | p | etime |

h MEDS81 | 1.409624 2.8 e-185 1.2 e-1383 4 8.0002 | 0.1345
zo = 1.01 | MED82 | 1.409624 1.7 e-252 2.7 e-2008 8.0000 | 0.1816
MEDS&3 | 1.409624 4.0 e-86 9.3 e-684 8.0201 | 0.1760
MEDS84 | 1.409624 3.9 e-107 8.9 e-852 7.9935 | 0.1663
MEDDS | 1.409624 1.5 e-271 2.7 e-2008 8.0000 | 0.1892
MEDSS8 | 1.409624 1.3 e-176 7.3 e-908 8.0004 | 0.1973
MEDKS | 1.409624 1.6 e-118 4.9 e-944 7.9995 | 0.2040
MEDF8 | 1.409624 2.0 e-315 8.9 e-852 5.0000 | 0.3201

f2 MEDS81 | 0.257530 4.5 e-420 0.0 8.0000 | 0.1962
9 =1 MEDS82 | 0.257530 3.0 e-424 0.0 8.0000 | 0.1819
MEDS83 | 0.257530 8.7 e-493 0.0 8.0000 | 0.1871

MEDS84 | 0.257530 4.2 e-420 0.0 8.0244 | 0.1984

MEDDS8 | 0.257530 7.3 e-424 2.7 e-2008
MEDSS8 | 0.257530 7.4 e-416 2.7 e-2008

8.1062 | 0.2158
8.0251 | 0.2420

MEDKS | 0.257530 5.0 e-479 0.0 7.9085 | 0.2656
MEDFS8 | 0.257530 3.1 e-195 3.5 e-977 5.0000 | 0.3583
f MEDS81 | 0.739085 5.1 e-499 1.3 e-2008 7.9194 | 0.1336

r9=1 MEDS82 | 0.739085 2.4 e-483 1.3 e-2008
MEDS83 | 0.739085 9.4 e-70 1.4 e-555
MED84 | 0.739085 3.6 e-64 1.7 e-510
MEDDS | 0.739085 7.4 e-69 1.1 e-548
MEDSS8 | 0.739085 2.5 e-73 3.0 e-515
MEDKS | 0.739085 3.0 e-72 5.2 e-576
MEDFS8 | 0.739085 2.8 e-171 5.4 e-856

fa MEDS81 | 2.000000 2.9 e-141 9.7 e-1123
zo=2.5 | MED82 | 2.000000 2.3 e-127 4.7 e-1011
MEDS83 | 1.999999 2.2 e-165 3.9 e-1316
MEDS84 | 2.000000 8.2 e-165 1.4 e-1311
MEDDS | 2.000000 2.2 e-219 1.1 e-1748
MEDSS8 | 1.999999 1.2 e-224 7.2 e-1791

7.9003 | 0.1760
7.9044 | 0.1359
7.9241 | 0.1600
7.9607 | 0.2073
7.9926 | 0.1832
7.9262 | 0.1822
5.0000 | 0.3239

7.9991 | 0.2801
7.9979 | 0.2512
8.0005 | 0.2557
7.9996 | 0.2915
8.0000 | 0.3171
8.0000 | 0.3792

MEDKS | 2.000000 7.0 e-246 0.0 9.0001 | 0.3496
MEDFS8 | 1.999999 1.2 e-255 1.2 e-1274 5.0000 | 0.4322
fs MEDS81 | 2.154435 1.0 e-442 4.3 e-2007 8.0401 | 0.2220

8.0797 | 0.1751
8.0657 | 0.2113
8.0539 | 0.1986
8.0070 | 0.2155
8.0422 | 0.2965
9.0506 | 0.1927
5.0000 | 0.3935

8.0000 | 0.3370
7.9999 | 0.3843
8.0000 | 0.3760
8.0000 | 0.4088
7.8589 | 0.3504
8.0000 | 0.4542
7.0000 | 0.4461
5.0000 | 0.5612

To =2 MEDS82 | 2.154435 6.3 e-50 2.7 e-2007
MEDS83 | 2.154435 4.7 e-58 4.3 e-2007
MEDS84 | 2.154435 7.0 e-464 2.1 e-2007
MEDDS | 2.154435 2.3 e-74 3.4 e-591
MEDSS8 | 2.154435 3.5 e-65 7.3 e-517
MEDKS | 2.154435 2.2 e-75 9.2 e-673
MEDFS8 | 2.154435 4.1 e-143 5.9 e-T13

fo MEDS81 | 0.639154 2.3 e-211 1.2 e-1684
9 =1 MEDS82 | 0.639154 4.9 e-190 2.1 e-1513
MEDS83 | 0.639154 1.8 e-231 9.8 e-1846
MEDS84 | 0.639154 3.0 e-252 1.3 e-2008
MEDDS | 0.639154 2.9 e-395 4.0 e-2008
MEDSS8 | 0.639154 3.7 e-281 1.3 e-1715
MEDKS | 0.639154 1.0 e-305 1.3 e-2008
MEDFS8 | 0.639154 9.5 e-360 7.2 e-1796
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Tabla 3.5: Resultados obtenidos por los métodos de orden 8 sobre las funciones fi a fg
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‘ | Métodos | 3 [ Jzier — o] [ [flmesn)] [ iter | P e-time

f7 MEDS81 | 0.767653 5.1 e-272 1.3 e-2008 8.0000 0.3710
o =1 MEDS&2 | 0.767653 3.3 e-251 2.1 e-2002 8.0000 0.3900
MEDS83 | 0.767653 1.1 e-305 2.7 e-2008 8.0000 0.4099
MEDS84 | 0.767653 1.5 e-299 1.3 e-2008 8.0000 0.2879
MEDDS | 0.767653 6.5 e-370 2.7 e-2008 7.9070 0.2861
MEDS8 | 0.767653 9.1 e-357 1.3 e-2008 7.8122 0.4190
MEDKS | 0.767653 5.7 e-359 2.7 e-2008 7.9795 0.2661
MEDF8 | 0.767653 4.3 e-442 1.3 e-2008 5.0000 0.5177

fs MEDS81 | 1.365230 9.9 e-237 6.4 e-1888 8.0000 | 0.4184
9 =1 MEDS82 | 1.365230 9.1e-134 1.0 e-1065 8.0000 | 0.4059
MEDS83 | 1.365230 2.0 e-184 7.3 e-1470 8.0000 | 0.4596
MEDS84 | 1.365230 9.4 e-211 1.9 e-1680 7.9999 | 0.4250

MEDDS | 1.365230 | 3.9 e 366 0.0 8.0378 | 0.3036
MEDSS | 1.365230 | 5.1 e-273 0.0 8.0000 | 0.5169
MEDKS | 1.365230 | 9.2 e-262 0.0 8.0000 | 0.5249
MEDFS | 1.365230 | 4.2 e-425 0.0 4.9999 | 0.3820

1D MEDSI | 0.128077 | 2.8 e-222 | 2.6 e-1775 8.0000 | 0.5061

o =1 MEDS82 | 0.128077 3.7 e-97 6.7 e-774
MEDS83 | 0.128077 1.2 e-140 1.3 e-1122
MEDS84 | 0.128077 7.7 e-166 5.2 e-1324
MEDDS | 0.128077 2.9 e-289 7.6 e-2009
MEDSS8 | 0.128077 1.3 e-244 1.7 e-1955
MEDKS | 0.128077 3.8 e-221 1.2 e-1767
MEDFS8 | 0.128077 1.6 e-103 5.7 e-517

fio MEDS81 | 0.000000 2.8 e-197 2.8 e-1771
z9p = 0.8 | MEDS82 | 0.000000 5.1 e-64 5.5 e-5HT72
MEDS83 | 0.000000 2.5 e-144 2.4 e-1581
MEDS84 | 0.000000 9.2 e-121 1.2 e-1082
MEDDS | 0.000000 5.2 e-245 7.4 e-2201
MEDSS8 | 0.000000 2.7 e-213 1.8 e-1915
MEDKS | 0.000000 7.0 e-327 5.5 e-2988
MEDFS8 | 0.000000 2.4 e-210 9.1 e-1679

Jin MEDS81 | 0.714806 2.7 e-263 5.4 e-2008
9 =1 MEDS82 | 0.714806 2.0 e-246 5.5 e-1964
MEDS83 | 0.714806 2.4 e-308 5.4 e-2008
MEDS84 | 0.714806 6.6 e-283 5.4 e-2008
MEDDS | 0.714806 8.1 e-331 5.4 e-2008
MEDSS8 | 0.714806 3.2 e-387 5.4 e-2008
MEDKS | 0.714806 1.6 e-343 5.4 e-2008
MEDFS8 | 0.714806 3.5 e-180 1.2 e-537

fiz MEDS81 | 0.000000 1.2 e-249 2.1 e-500 1.0000 | 77.2076
z9 = 0.5 | MEDS82 | 0.000000 6.6 e-250 6.9 e-501 1.0000 | 30.0323
MEDS83 | 0.000000 6.5 e-250 7.4 e-500 | 225 | 1.0000 | 24.4725
MEDS84 | 0.000000 9.8 e-250 1.0 e-500 | 326 | 1.0000 | 43.5539
MEDDS | 0.000000 1.6 e-249 2.0 e-500 | 302 | 1.0000 | 49.6313
MEDSS8 | 0.000000 1.2 e-249 8.8 e-501 | 290 | 1.0000 | 26.7002
MEDKS | 0.000000 2.1 e-249 1.8 e-500 | 264 | 1.0000 | 41.3733
MEDFS8 | 0.000000 5.0 e-250 9.2 e-501 | 447 | 1.0000 | 56.6269

7.9894 | 0.4453
8.0000 | 0.4004
7.9994 | 0.4930
8.0000 | 0.5077
8.0001 0.5218
8.0000 | 0.5044
5.0000 | 0.6279

9.0000 | 0.4500
9.0607 | 0.2368
11.0011 | 0.4679
9.0008 | 0.2236
9.0000 | 0.5142
9.0001 0.3060
10.6790 | 0.5311
9.0008 | 0.4789

8.0000 | 0.4018
8.0000 | 0.4507
8.0000 | 0.3440
8.0000 | 0.4715
7.8267 | 0.3027
7.6729 | 0.4361
7.7926 | 0.4565
5.0000 | 0.7081

w w
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Tabla 3.6: Resultados obtenidos por los métodos de orden 8 sobre las funciones f7 a fi2
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Métodos 3 [Jzier — ] [ [f@es)] [iter | p | e-time

fi3 MEDS&1 | -1.201576 2.0 e-203 1.4 e-1616 4 8.0000 | 0.8262
ro=—1 MEDS82 | -1.201576 8.2 e-75 5.6 e-597 7.9888 | 1.0326
MEDS83 | -1.201576 2.2 e-111 1.0 e-884 8.0021 | 1.0512
MEDS&4 | -1.201576 8.3 e-249 7.4 e-1983 8.0000 | 0.8994
MEDDS | -1.201576 1.2 e-383 2.2 e-2007 7.9681 | 1.0116
MEDSS8 | -1.201576 3.3 e-309 2.2 e-2007 8.0000 | 1.1325
MEDKS | -1.201576 1.8 e-180 9.1 e-1436 7.9999 | 1.1321
MEDFS8 | -1.201576 1.6 e-348 1.1 e-1737 4.9999 | 1.1850

f1a MEDS81 | 2.331968 7.8 e-75 4.1 e-598 8.0000 | 1.2870
zo =2 MEDS82 | 2.331968 2.3 e-75 1.6 e-602 8.0166 | 1.4158
MEDS83 | 2.331968 2.9 e-80 9.1 e-642 7.9570 | 0.9875
MEDS84 | 2.331968 2.4 e-74 3.0 e-594 8.0165 | 1.0301
MEDDS | 2.331968 9.9 e-73 1.3 e-580 7.9511 | 1.2241
MEDSS8 | 2.331968 7.7 e-72 2.7 e-573 7.9367 | 1.3119
MEDKS | 2.331968 6.0 e-80 9.7 e-639 7.9022 | 0.9058
MEDFS8 | 2.331968 4.6 e-206 | 4.0 e-1031 5.0000 | 1.7410

f1s MEDS81 | 1.414214 3.1e-213 2.7 e-1699 8.0000 | 0.3538
z9 =1 MEDS82 | 1.414214 4.8 e-207 7.4 e-1649 8.0000 | 0.3527
MEDS83 | 1.414214 2.2 e-279 0.0 8.0000 | 0.3877

MEDS84 | 1.414214 4.4 e-210 3.1 e-1674
MEDDS | 1.414214 8.9 e-216 2.0 e-1720
MEDSS8 | 1.414214 1.0 e-208 1.6 e-1663
MEDKS | 1.414214 5.1 e-242 1.4 e-1929
MEDFS8 | 1.414214 3.8 e-480 0.0

fi6 MEDS81 | 1.679631 7.9 e-219 8.4 e-1744
z9 = 1.9 MEDS82 | 1.679631 6.9 e-77 2.1 e-607
MEDS83 | 1.679631 6.2 e-112 1.3 e-888
MEDS84 | 1.679631 2.2 e-157 3.3 e-1252
MEDDS8 | 1.679631 2.9 e-361 1.3 e-2008
MEDS8 | 1.679631 1.3 e-224 3.1 e-1528
MEDKS | 1.679631 9.4 e-192 1.3 e-1785
MEDFS8 | 1.679631 7.9 e-358 3.3 e-1252

fir MEDS81 | 1.746140 1.4 e-455 3.4 e-2009
zo =2 MEDS82 | 1.746140 2.0 e-932 3.4 e-2009
MEDS83 | 1.746140 1.4 e-63 3.8 e-507
MEDS84 | 1.746140 1.7 e-463 3.4 e-2009
MEDDS | 1.746140 5.5 e-64 6.6 e-510
MEDS8 | 1.746140 2.8 e-65 3.4 e-531
MEDKS | 1.746140 1.4 e-66 1.2 e-830
MEDFS8 | 1.746140 4.5 e-166 3.4 e-2009

7.9999 | 0.3922
7.9999 | 0.4597
7.9999 | 0.4314
8.0000 | 0.4985
4.9999 | 0.5264

8.0000 | 0.1946
7.9748 | 0.2238
8.0056 | 0.2464
7.9994 | 0.2645
7.9006 | 0.2161
8.0001 | 0.3541
8.0001 | 0.3509
5.0002 | 0.4257
8.1195 | 0.2073
8.1545 | 0.1368
8.1672 | 0.1635
8.1179 | 0.2233
8.0641 | 0.2348
8.0363 | 0.2244
8.1237 | 0.2457
5.0000 | 0.4169

fis MEDS81 | -1.999999 9.7 e-257 | 5.4 e-2008 8.0000 | 0.9890
zo = —1.8 | MED&82 | -1.999999 1.2 e-210 3.0 e-1680 7.9998 | 1.0025
MEDS83 | -1.999999 1.7 e-278 0.0 8.0000 | 1.0853

MEDS84 | -1.999999 7.6 e-254 2.7 e-2008
MEDDS | -1.999999 9.4 e-325 5.4 e-2008
MEDSS8 | -1.999999 2.7 e-348 2.7 e-2008
MEDKS | -1.999999 1.2 e-349 5.4 e-2008
MEDFS8 | -1.999999 1.4 e-103 1.2 e-516

8.0000 | 1.1524
8.2476 | 0.9483
8.1688 | 0.9805
8.3498 | 1.3706
5.0000 | 1.4935
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Tabla 3.7: Resultados obtenidos por los métodos de orden 8 sobre las funciones fi3 a fig
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales55

En general, nuestros métodos son competitivos al compararlos con los esquemas ya conocidos, ex-
cluyendo al método MEDFS, que no tiene buenos resutados en ninguno de los indicadores evaluados
y en ninguna de las funciones test. Ademds su orden de convergencia se comporta como si fuera
5 y no 8. Probamos en un anexo de este capitulo que, efectivamente, el orden de convergencia del
esquema MEDFS es cinco, en contra de lo que afirman sus autores en [77].

3.4.1. Aplicacién a la determinacion preliminar de orbitas

Una referencia clasica en la determinacion de la 6rbita preliminar es F. Gauss (1777-1855), quién
dedujo la orbita del planeta menor Ceres, descubierto en 1801 y después perdido. El calculo de
su trayectoria mediante el procedimiento disenado por Gauss y el redescubrimiento de Ceres en la
posicion predicha por los célculos de Gauss, marco el reconocimiento internacional de Gauss y su
obra.

B

AV

Figura 3.1: Relacion de Gauss

El llamado método de Gauss se basa en la razén y entre el tridngulo y el sector de la elipse
definida por dos vectores de posicion, a partir de observaciones astronémicas, vea Figura (3.1).
Esta proporcion esta relacionada con la geometria de la 6rbita y la posicion observada por

y=1+X(+2), (3.39)
donde
ri+ 1o . o Fy—E
l:—.__i’ & = sin (7)7
4,/rirg cos (2524) 2 4
y

o EQ — El —Sin(EQ — El)

FEy—FE

X -
sin® (£2521)
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Figura 3.2: Elementos orbitales

Los angulos E;, v;, i = 1,2, (vease Figura 3.2) son las anomalias excéntricas y verdaderas, respec-
tivamente, asociadas a las posiciones observadas r_f y r_2> (denotaremos por 7; al modulo del vector
=1, 2). La ecuacion (3.39) es, realmente, la composicion de la Primera ecuacion de Gauss

2 m

i

y la Segunda ecuacion de Gauss
yi(y —1) = mX,

pr?

[2/7172 cos (2257 )]%

temporal de tiempo modificada.

donde m = 1 es el pardmetro gravitacional del movimiento y 7 es una variable

El procedimiento iterativo original utilizado para resolver la ecuacion no lineal de Gauss (3.39) es
el método de punto fijo (véase, por ejemplo, [55]) v se describe en el siguiente esquema:

(i) A partir de la estimacion inicial yo = 1, obtenemos zy = ymz — 1 (es posible calcular m y [
0

partiendo de las posiciones observadas 7_1) y 7“_5 y el tiempo 7).

Ey— F Ey— F
cos (%) =1-2x9, sin (%) = +/4xo(1 — o),

E2 — E1 — sin (E2 - El)
Engl) .

(ii) Para zg y

calculamos Fy — Fq. Entonces, obtenemos Xy =
sin? (
(iii) Usamos la ecuacion unificada de Gauss (3.39) y obtenemos

y1 =1+ Xo(l + zo),

una nueva nueva iteracion es calculada y, el proceso puede comenzar otra vez.
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales57

El proceso iterativo sigue como lo describimos anteriormente, para obtener nuevas estimaciones de
la relacion, hasta que no varie, dentro de una tolerancia dada. Una vez que el método converge, el
semieje mayor a, se puede calcular por medio de la ecuacion

VP T VHE-T

 rorysin (va —11) B 2\/amsin(E25El)Cos (Vgglll)’

partiendo de la ultima estimacion de la proporcion y la diferencia de las anomalias excéntricas.
Entonces se inicia la tltima fase para determinar la velocidad y los elementos orbitales, vea Figura
(3.3).

plano eou:

plano de la drbita

Figura 3.3: Elementos orbitales

Tengamos en cuenta que la estimacion inicial utilizada es buena sélo si las observaciones son cercanas
en el tiempo, es una debilidad implicita en el método de Gauss. De hecho, el esquema de punto
fijo original, con convergencia lineal, se ha mejorado utilizando los dltimos esquemas 6ptimos de
orden superior. En particular, vamos a aplicar los métodos 6ptimos de orden ocho propuestos, en
unién con algunos esquemas existentes del mismo orden de convergencia, con el fin de obtener un
procedimiento modificado de Gauss més eficiente en la determinaciéon de la 6rbita preliminar.

Todos los esquemas iterativos conocidos que se han introducido en el proceso son de orden de con-
vergencia 8 6ptimo y han sido disenados con la técnica de funciones peso, por lo que son totalmente
comparables con el nuevo método MEDS&2, disenado en la secciéon anterior. Dicha comparacion la
haremos con los esquemas de tres pasos generados por Dzuni¢ y Petkovi¢ cuya expresion iterativa
podemos ver en en (3.9), otro de los esquemas que utlizaremos en nuestras comparaciones es el
método construido por Khan, Fardi y Sayevand (ver (3.8)) y por ultimo compararemos nuestros
métodos con el diseniado por Soleymani et al. (ver (3.10)).

En las pruebas numérica hechas en este caso, se ha utilizado aritmética de precision variable, con
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4000 digitos de mantisa en Matlab R2011b. Se han utilizado algunas érbitas de referencia, que se
pueden encontrar en el texto de Escobal [55]:

= Orbita de prueba I. Utilizaremos los vectores de posicion observados

71 = [2.46080928705339, 2.04052290636432, 0.14381905768815]

75 = [1.98804155574820, 2.50333354505224, 0.31455350605251],

medidos en radios de la Tierra (e.r.) en los instantes t; = 0y t2 = 0.01044412000000 medidos
en dias Julianos (J.D.). Los elementos orbitales correspondientes a la geometria de la 6rbita
son el semieje mayor a = 4 e.r., la excentricidad e = 0.2, la época del perigeo Ty = 0h0OmOs,
y los angulos de Euler que encajan en la érbita del espacio son la ascension recta del nodo
ascendente, (2 = 309, el argumento del perigeo, w = 10° y la inclinacion de la érbita ¢ = 15°.

= Orbita de prueba II. Vectores de posicion y tiempos:
r1 = [—1.75981065999937, 1.68112802634201, 1.16913429510899] e.r., t; =0 J.D.,

75 = [—2.23077219993536, 0.77453561301361, 1.34602197883025]  e.r., {5 = 0.01527809 J.D.,
Elementos orbitales: Q = 80°, w = 60°, i = 30°, a = 3 e.r., e = 0.1, Ty = 0h0mOs.

= Orbita de prueba III. Vectores de posicion y tiempos:
71 = [0.41136206679761, —1.66250000000000, 0.82272413359522] e.r., t; =0 J.D.,

75 = [0.97756752977209, —1.64428006097667, —0.04236299091612] e.r.,t2 = 0.01316924 J.D.,
Elementos orbitales: 2 = 120°, w = 150°, i = 60°, a = 2 e.r., e = 0.05, Ty = 0h0mOs.

Mediante el uso de estos vectores de posicion y los tiempos asociados, vamos a considerar que la
solucion aportada por el esquema de Newton con una precision de 107399 es la, solucién exacta ye,.
A continuacién vamos a comparar el error exacto en las tres primeras iteraciones del método de
orden ocho propuesto MEDS82 y los esquemas conocidos MEDF8, MEDDS8 y MEDSS. También se
incluyen, en las Tablas 3.8 a 3.10, el calculo del indice de convergencia computacional (COC) (ver
[114]),
o = 1Bl = /@ = O]
log|(zr, — &)/ (zr-1 = &)

con el fin de comparar la eficiencia computacional con su indice tedrico de la convergencia.

Esquema | Punto fijo | MEDF8 MEDDS MEDSS8 MEDS82
[Y1 — Yeu| 0.006399 1.717e-18 1.459e-24 1.2369276e-24 1.244e-24
[Y2 = Yex| 8.157e-5 2.389e-96 | 1.105e-197 | 2.503241e-198 | 2.636e-198
Y3 = Yex| 1.03e-6 1.246e-485 | 1.198e-1582 | 7.043196e-1588 | 1.075e-1587

cocC 1.0 5.0 8.0 8.0 8.0

Tabla 3.8: Comparacion de esquemas modificados de Gauss para la Referencia T

Las diferentes orbitas de prueba se han elegido con una propiedad importante: el dngulo creciente
vy — v1. Este dngulo mide la dispersion en las observaciones y, por el diseno del procedimiento de
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales59

Gauss, induce inestabilidad en el problema cuando se hace mayor. La diferencia entre las anomalias
verdaderas de las observaciones es, en las 6rbitas de prueba I a IT1, v —v; = 12.23°, vy —1; = 22.06°
and vy — v; = 31.46°, respectivamente. Se puede observar en las Tablas 3.8 a 3.10 que, cuando la
dispersion de las observaciones aumenta, la precision obtenida en los cédlculos se reduce en la misma
tasa para cualquier método de orden ocho.

Esquema | Punto fijo | MEDF8 MEDDS8 MEDS8 MED82
[Y1 = Yea| 0.02314 1.327e-13 4.57e-18 3.8834479¢-18 2.425e-18
Y2 — Yea| 0.001055 8.253e-70 | 1.216e-143 | 2.8055145e-144 | 4.214e-146
Y3 — Yea| 4.652e-5 7.694e-351 | 3.061e-1148 | 2.0814831e-1153 | 3.508e-1168
cocC 1.0 5.0 8.0 8.0 8.0

Tabla 3.9: Comparacion de esquemas modificados de Gauss para la Referencia 11

Esta claro que la aplicacion de los esquemas de orden alto para el problema del calculo preliminar
de las drbitas por el procedimiento de Gauss consigue un éxito importante, ya que la velocidad
y la precision obtenida en los calculos se incrementan. Sin embargo, el comportamiento de todos
los esquemas de orden alto no es el mismo. La gran complejidad de los célculos involucrados en
el problema y la propia estabilidad de cada esquema iterativo son factores importantes a tener en
cuenta: notemos que el procedimiento Khan no es apropiado para este problema en particular, ya
que converge mas lentamente que el resto de los esquemas.

Esquema | Punto fijo | MEDF8 | MEDDS8 MEDSS8 MEDS82
Y1 — Yex| 0.05052 9.195e-11 2.6e-14 2.1653574e-14 | 4.962e-15
Y2 — Yex| 0.004936 1.888e-54 | 1.753e-112 | 3.3635496e-113 | 7.299e-119
|ys — Yexr| | 0.0004492 | 6.897e-273 | 7.503e-898 | 1.1401025e-903 | 1.6e-949
cocC 1.0 5.0 8.0 8.0 8.0

Tabla 3.10: Comparacion de esquemas modificados de Gauss para la Referencia I11

3.5. Anexo

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en las pruebas numéricas sobre las funciones académicas
y el problema de la determinacién preliminar de orbitas, conjeturamos que el método iterativo
particular MEDF8, que se obtuvo a partir de la familia tri-paramétrica de métodos desarrollada
por Khan et al. en [77] es de orden cinco. Esta conjetura se basa en los resultados que se pueden
observar en las Tablas comparativas 3.5, 3.6 y 3.7 de los distintos métodos de orden 8, asi como
en las Tablas 3.8, 3.9 y 3.10 relacionadas con la determinacion preliminar de orbitas. La familia
de métodos a la que nos referimos y que fue disefiada por Khan et al. en [77], tiene por expresion
iterativa la siguiente:

R C7))
Y = Tk Fi(an)’
RPSTRWACL),
2 yr — G( k)f’(:ka (3.40)
_ p I (zr)
Tk+1 = 2k

A +v@ K — Cly, —21,) — D(y, — 21,)?
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donde uy, = sz 3: 9k = J{((;ig K = flyr, 2], H = flog,y], C = % — D(wg + yr — 221)
;D= fl(zp)—H H-K
3 (@e—yr)(@r—2x) ~ (2r—21)2"

Demostramos a continuacién que esta familia de métodos tiene orden de convergencia cinco, lo que
no coincide con el orden ocho probado por los autores.

Teorema 3.5.1 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f: I CR —
R, en un intervalo abierto I. Sea G(u) una funcion real suficientemente diferenciable que satisface:
G(0) = 1, Gu(0) = 2, |Guu(0)] < +00. Supongamos que los pardmetros X, j y v son distintos de
cero y sea xo una aprozimacion inicial cercana a &. Entonces la clase de métodos (3.40) es de orden
cinco y su ecuacion del error es

1
Cpr1 = (( 10 + Guu(O))Q + 0203)ek + O(ek)

@) (
donde c; = (1/5! )ffj,(;) =1,2,...yep=a — &

Demostracion: Consideremos el desarrollo en serie de Taylor de f(xy) y f'(zx) alrededor de &

8 8
flan) =F1©Y ciel +0(eR) v flar)=F1(©)D (G +1ejsrel + O(ed).

j=1 j=1

Aplicando estos resultados en el primer paso de la expresion iterativa del método (3.40), obtenemos

8
ye ==Y Aje], +0(e}),

=2

donde Ay = 9, A3 = 2(c3 — c3), Aq = 4¢3 — Teaes + 3ea, As = —8¢5 + 20c3es — 6¢3 — 10cacy + 4cs y
Ag = 16¢3 — 52c3cs + 28c2cq — 17egeq + c2(33¢2 — 13¢5) + 5eg. Usando nuevamente el desarrollo de
Taylor, obtenemos

8

Flue) = (€)Y Bjel + 0(e}),
=2
donde By = Ay, By = A3, By = 50“23 — Tcocs + 3cq, By = 7120% + 24c303 — 60% — 10cocy + 4cs y
Bg = 16¢3 — 52¢3cs + 28c3cy — 17ezeq + c2(33¢2 — 13¢5) + 5eg.

I yr)

flzy)
cién por un polinomio de Taylor de la funcion peso G(ug) & G(0) + Gu(0)uy, + (1/2) Gy (0)u y asi
obtener

Ahora, el desarrollo de uy = puede ser calculado para, posteriormente, obtener la aproxima-

8
2 — &= ZZ]'efC +0(ed),
j=2
donde Z = —(—1 + G(0))c, Z3 = (=2 4+ 4G(0) — Gu(0)3 — 2(~1 + G(0))c3, Zy =
(4 — 13G(0) + 7G(0) — 1Guu(0)) €3 + (=7 + 14G(0) — 4G, (0))eacs — 3(—1 + G(0))es v Z5 =
(=8 +38G(0) — 33G4(0) + 5Gyu(0))ci + (20 — 64G (0) + 38G.,(0) — 3Guu(0))ches + 2(—3 + 6G(0) —
2G,(0))c3 + 2(—5 + 10G(0) — 3Gy)cacs — 4 — 4(— 1+G(0))C5
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3. Métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivadas para ecuaciones no lineales61

Al desarrollar f(zx) en serie de Taylor en torno a &, podemos ya sustituir todos los desarrollos en
el ultimo paso para obtener la ecuaciéon del error,

8
er1 = Y _ Liel, + O(e}),
=

donde el coeficiente de orden dos es

(L GO~ pes

Ly = 5

con lo que al exigir G(0) = 1 obtenemos orden tres. El coeficiente de orden tres sera ahora

Tw— — (=24 Gu(0))(A - U)C%
3 = Y ’

lo que nos obliga a exigir G,,(0) = 2 para obtener orden de convergencia cuatro. Asi, el coeficiente

de orden cuatro queda

= (A — w)ea((—10 + Guu(0)c + 2¢3)
Li=- 21

y haciendo A\ = p en Ly, el orden de convergencia llega a cinco. La expresion resultante de la
ecuacion del error es

1
Cpr1 = 5((—10 + Guu(0))5 + el + O(el),

que , como se puede observar, no permite anular el término de orden cinco. Con esto finaliza la
prueba del teorema. O
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Capitulo 4

Métodos iterativos multipunto 6ptimos
de tipo Steffensen para ecuaciones no
lineales

4.1. Estado del arte

La no linealidad aparece con frecuencia en problemas reales, que son modelados en las diferentes
ramas de la ciencia e ingenieria. Estos modelos tratan de simplificar los problemas originales de
manera que mantengan sus propiedades fundamentales. El empleo de técnicas iterativas para estimar
las soluciones de esta clase de problemas se ha revelado como un area fructifera de investigacion. En
general, tratamos de encontrar una solucion real simple £ € I de una funcion f(z) = 0. La mayor
parte de las técnicas computacionalmente utiles para determinar raices pueden ser clasificadas como:
(a) los métodos iterativos que requieren solo evaluaciones funcionales f, que seréan desarrollados en
este capitulo y (b) métodos cuya formula iterativa requiere las evaluaciones de la funcion y sus
derivadas, desarrollado en el capitulo anterior. Hay dos métodos conocidos simples y eficaces que
representan estas clases: Steffensen y Newton, respectivamente, ambos con orden de convergencia
dos. La busqueda de las variantes de estos métodos con una convergencia acelerada y un niimero
reducido de operaciones y evaluaciones funcionales ha causado la aparicion en las pasadas décadas
métodos multipaso. Estos esquemas pertenecen a la clase de los métodos mas poderosos que vencen
las limitaciones de los métodos de un punto en lo que concierne al orden de convergencia y la
eficiencia computacional. Estos tipos de métodos iterativos fueron ampliamente estudiados en el
texto de Traub, [111] y més recientemente, en el texto de Petkovi¢ et al. [95].

La mayor parte de los métodos iterativos multipaso tratan de modificar el esquema de Newton para
resolver ecuaciones no lineales generando esquemas multipunto con un alto orden de convergencia
(ver [39], [83], [78], [77] y [101]). Sin embargo, éstos con frecuencia usan derivadas, lo que es una
desventaja seria, ya que muchos de los algoritmos iterativos que dependen de derivadas no pueden
emplearse debido, por ejemplo, a la falta de una expresion explicita de la funcién. Para estos casos,
diferentes autores han desarrollado métodos iterativos de tipo Steffensen en numerosos articulos,
siendo necesarias unicamente evaluaciones adicionales de la funcion no lineal (ver [97], [85], [107] v
[118]).

En este capitulo disenamos familias de métodos iterativos que pertenecen a los tipos de métodos (a),
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con orden de convergencia éptimo cuatro y ocho, presentando sus correspondientes demostraciones
de convergencia en la Seccion 4.3. Las pruebas numéricas se describen en la Seccion 4.4, mientras
que en la Seccion 4.5, mostramos las propiedades dindmicas de algunos de los esquemas iterativos
disenados con orden de convergencia 8, asi como sus propiedades de estabilidad que son verificadas
sobre diferentes funciones test.

A continuacién mostramos algunos métodos iterativos con orden de convergencia cuatro, que uti-
lizaremos para compararlos con los nuevos métodos iterativos del mismo orden propuestos en este
capitulo. Liu et al. en [85] presentan el método multipunto 6ptimo cuya expresion iterativa es

Y = Tk — 7][(“)
flon, 2]’
e = e flews ye] — flyk, z6] + flaw, Zk]f(yk% (4.1)

Tk yx)?
donde zp =z + f(zx). A este método lo hemos denotado MES4L.

Otro método de dos pasos disefiado recientemente por Ren et al. en [97], al que denotamos por
MES4R, tiene por expresion

f (@)

Ye = Tk~ o7
flew, 2]

B f (k)
Slzws k] + flyks 2] — floe, 2e] + alyr — o) (e — 2]

Thy1 = Yk (4.2)

donde zp =z + f(z) y a = 1.

También utilizamos para comparar el método desarrollado por Zheng et al. (ver [118]), que ha sido
denotado MES47Z

f(xx)

Y = Tk — 777
Il 2]

e — T (k)
Ty zk] + fluks 2y 2l (uk — i)

Tp41 (4.3)

donde z, = x + f(x)). Observemos que en este esquema se han utilizado diferencias divididas de
segundo orden.

Al anadir a la expresion anterior un paso mas, Zheng et al. en [118] definieron un método iterativo
o6ptimo de orden ocho, cuya espresion es

=y )
f['rkv Zk] ’
_ fyr)
e vk f[ykaxk] + f[yk,xk, zk](yk - $k)7 (44)
T = f(ug)
kil =

uj —
Flurs o] + flur, yro 2x) (ur — yr) + flur, Y 2x, 2] (ur — ye) (ue — 2x)”
donde zp =z + f(z1). A este método de tres pasos lo denotamos por MESSZ.

Finalmente, utilizamos también para comparar el esquema propuesto por Soleymani y Karimi en
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66 4.2. Diseno de los métodos

[106], al que denotamos por MES8S y que tiene por expresion iterativa

e = o [ ()
flak, 2]’
o S (yr) 3 t -
Sl v Sy ey oy (1 f[:ck,zkrl)’ 4.5)
P S (ur)
k+1 = Uk

— A
Bf[um Yl 4 flue, Ye, o) (ure — y) + flun, Yk, Ths 2] (ue — ye) (up — 1)’

donde z;, = a2 + f(zk), t = ;Egi;, A=(1+7),B=01+w’), 7= fp((zt; yw = ;g’;;

4.2. Diseno de los métodos

Recordemos que la expresion iterativa del esquema de Steffensen es

L1 = Tk — 7}”(%;@)
TN
donde z, = x + Bf(zx) (8 = 1 corresponde al método de Steffensen clasico y 8 # 0 al esquema

modificado de Steffensen), y en el caso de Newton ésta es

_ flzg)
f'(zr)

Tyl = Tk

Si componemos cualquiera de estos métodos consigo mismo, obtenemos esquemas de orden 4 con
4 evaluaciones funcionales en ambos casos. Esto los hace no ¢ptimos, segin la conjetura de Kung-
Traub [84]. Si en el doble esquema de Newton consideremos la derivada congelada en el segundo
paso, se obtiene el método de Traub no 6ptimo de orden 3 (ver (3.11)). Hemos visto en el Capitulo 3
como, usando la técnica de funciones de peso, es posible aumentar a cuatro el orden de convergencia
del esquema de Traub sin anadir nuevas evaluaciones funcionales. Ahora, consideremos el doble
esquema de Steffensen, utilizando la misma diferencia dividida en el denominador del segundo paso.
Usando la técnica de funciones peso, Petkovié et al. en [94] también consigue aumentar a cuatro el
orden de convergencia del doble método de Steffensen sin afadir nuevas evaluaciones funcionales.
El esquema iterativo del método resultante es

o = f(xx)
k k f[zknxk],
Thyr = Yk — H(“kv”k)%v (4.6)

f ) o I (k)
Fan) Y T f)

para valores de 3 distintos de cero, (4.6) es un esquema iterativo 6ptimo de orden cuatro.

donde zp, =z + Bf(zk), up = . Para ciertas condiciones sobre la funcion H y

En la presente memoria, extendemos el método de Petkovi¢ (4.6), afiadiendo un tercer paso donde
aparece una funcién peso de tres variables.

= )
flzw, z1)’
ty, = yka(ukwk)%, (4.7
Tpy1 = tk—G(uka,wk)%,

Universidad Politécnica de Valencia



4. Métodos iterativos multipunto 6ptimos de tipo Steffensen para ecuaciones no
lineales 67

Fow) o S o )
Flen) ™ F) C T flw)

convergencia ocho, como comprobaremos méas adelante bajo ciertas codiciones.

donde z, = zp + Bf(zg), up = . Este esquema tiene orden de

Manteniendo la misma estructura de los esquemas (4.6) y (4.7), podriamos disefiar una familia de
meétodos de orden 4 y 8 con un ligero cambio en la variable uy,

e = f(zk)
f[zkh Tk] '
T = Yk — h(ug, Uk)%7 (4.8)
donde z, = zp+Bf (zr), up = % siendo a1 y ag parametros reales y v = ?EZ:; Pa-

ra ciertas condiciones sobre la funcion peso h, 5 # 0y determinados valores de a1 y as, demostramos
que (4.8) es un método iterativo 6ptimo de orden cuatro.

De forma andaloga al método (4.7), establecemos

R €]
f[Zk, .'Ek} ’
S ()
tr = yg — h(ug,vp) ————, (4.9)
T2k, wp]
J(tx)
T =t — g(ug, Vg, Wg)
k1 ke — 9(uk vk, k)f[zk,:vk]’
donde los primeros dos pasos son los mismos que utilizamos en la familia de métodos (4.8) y
t
anadimos un tercer paso en el que interviene la nueva variable wy = ]J:(( k)), obteniéndose orden de
Yk
convergencia ocho para ciertos valores de los padmetros a; y a2, con 8 # 0 y bajo determinadas

condiciones sobre las funciones h y g.

4.3. Analisis de la convergencia

Comenzamos presentando una demostracion alternativa al método iterativo de Petkovié¢ en [94], en
la que el polinomio de Taylor empleado para aproximar la funcién peso es de grado superior al de
la prueba original, lo que nos permitira demostrar el Teorema 4.3.2 posteriormente.

Teorema 4.3.1 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : I C
R — R, en un intervalo abierto I. Sea H (uy,vy) una funcion real suficientemente diferenciable que
satisface: H(0,0) = H,(0,0) = H,(0,0) = 1, |Hyyu(0,0)| < 00, |Hyy(0,0)] < 00, |Hyuw(0,0)] < o0, y
sea xg una aproximacion inicial prézima a . Entonces el método (4.6) es optimo de orden 4 para
cualquier valor no nulo de 3, y su ecuacion del error es

1
k41 = _§PC2((_2(5P + '72) +2Hu(0,0)p + Hyp(0,0) + Huy (0, O)Pz)cg + 2963)6% + O@Z)'

o fG) .
donde c; = (1/i) 8, =23, ek =ap —& v = F(O)B, p=1+7yo=2+7.

Demostracion: Desarrollando en serie de Taylor f(z) en torno a £, tenemos

flar) = f1(O(er+ 026% + c;gei + 0462) +0(e}), (4.10)
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68 4.3. Analisis de la convergencia

k) = f () + 2caer + 3csed + desed + 5esed) + O(e}). (4.11)
Como z = 2, + Bf(x), entonces:
=& = pep+(eaeq + esef + cacy) + O(e}).
A continuaciéon tenemos que
F) = (&) (per+ (v + pP)eaei + (1(2p65 + ¢3) + pe) i
+(3’y,026203 + yea(yek 4 2pez) + ves + p4C4)ei) +0(e}). (4.12)
Utilizando (4.10), (4.11) y (4.12) obtenemos
f(zk) = flan)

= O+ ocoer + (ve3 + (3p + ) cs)er
Zk — Tk

+o(2veacs + (2p +72)ea)e}) + O(el). (4.13)
Sustituyendo (4.10), (4.11) y el primer paso del esquema iterativo (4.6), obtenemos
e — & = peack + (—(2p+7H)cB + (24 37 +v7)es)ep + ((4+ 57 + 372 + )
—(7+ 10y + 792 + 2v%)cacs + (3 + 67 + 49% +73)ca)ep + O(e). (4.14)
Desarrollando f(y;) alrededor de &,
Flu) = F'(©(peaci + (=20 +97)c3 + (24 3y +97)es)ei + (5 + Ty + 49 +9%)c5
—(T+107+ 79" + 29%)cacs + (34 67 + 47 +7%)ca)er) + O(e}). (4.15)

Sea uy, = ;ég’;;, entonces usando (4.10) y (4.15), se obtiene

up = pese + (—Bp+9°)G + (24 37 +7%)ea)ei,
F((8+ 107 + 59> +4°)c3 —2(5 + Ty + 492 + 73)cacs + (3 4+ 6y + 472 +7¥)ea)e + O(e})

Analogamente, v, = ’;EZ:; y utilizando (4.12) y (4.15), tenemos

vp = caep+ (=34 27)G + oc3)e,
+((8p 4 372)e — (10 4+ 117y + 492)eacs + (3p + 72)ca)él + O(et).

Notemos que uy y vi tienden a cero cuando zy tiende a £, por lo que

1 1
H(up,vp) ~ H(0,0) 4+ H,(0,0)uy + H,(0,0)v, + EHuu(o, 0)us + 5va(o, 0)v?

+H (0, 0)ugvg. (4.16)
Ahora calculamos la ecuacion del error de (4.6), utilizando (4.13), (4.15) y (4.16),
Tpe1 — €& = —(=1+ H(0,0)pcaeq + (—(2p + 7> + Hy(0,0)p + p?H, (0,0) — H(0,0)(4 + 5y
+292)c3 — (=1 + H(0,0))(2 + 37 + +*)c3)ep + (—%(—8 — 10y — 67% — 2¢°

—H,(0,0)(14 4 207 + 8+2) + Hyu(0,0)(1 + 37 + 392 + %) + Hyo(0,0)(1 + 7)
+H oy (0,0)(2 + 4y + 29%) — 2H,(0,0)(7 + 15y + 117% + 3v%) + H(0,0)(26 + 40y
+2472 +69%))c3 — (7 + 107 + 792 + 293 + H,(0,0)(4 + 67 + 27?)
+2H,(0,0)p%0 — 2H(0,0)(7 + 12y + 892 + 29%))cacz — (=1 4+ H(0,0))(3 + 6
+47° +7°%)ea) el + O(e}).
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Finalmente, exigiendo H(0,0) = H,(0,0) = H,(0,0) = 1, la ecuacion del error queda reducida a

1
€k+1 = 3 (ch((_2(5P + 72) +2Hy(0,0)p + Hyy(0,0) + Hyu (0, 0)p2)C% + 2963))8% + O(ei),
con lo que finaliza la demostracion del teorema. O

A continuacion, analizamos la convergencia del método (4.7), obtenido al componer (4.6) con el
esquema de Steffensen con la diferencia dividida congelada y utilizando una funcién peso adecuada,
el que fue publicado en [11].

Teorema 4.3.2 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : I C
R — R sobre un intervalo abierto I y siendo xo una aprozimacion cerca a §. Sean H y G funciones
reales suficientemente diferenciable que satifacen: H(0,0) = H,(0,0) = H,(0,0) = 1, H,,(0,0) =
Hyy(0,0) =2, Hyy(0,0) =0, G(0,0,0) = G4(0,0,0) = G4(0,0,0) = G4(0,0,0) = 1, Gy (0,0,0) =
Gu(0,0,0) = Guw(0,0,0) = Gy (0,0,0) = 2, Gy (0,0,0) = 1 4 |Guun(0,0,0)] < oo. Entonces, el
método (4.7) es optimo de orden ocho, siendo su ecuacién del error

1
eri1 = —5p ea(3c5 — c3)(9Guww(0,0,0)p% + 2(=27 = 5y = 289” +7°) +9%))c5 + 2p(17 + 177,
+29° = 3G (0,0,0)p) ez + (=2 + Guu(0,0,0))p°c3 — 2p°caca))ef + O(e}),

. ) .
donde p=1+7, 7= ['(&)B, ¢ = 1/ &, =23, yer = m — &

Demostracion: Usando el desarrollo en serie de Taylor de f(z) introducido en el teorema anterior,

tenemos
8

2 =z + Bf (1) = per +7 Y cjel + O(e}).
j=2

Como .

Fr) = 1) Y Zie], + O(e}),

j=1
donde Z1 = p, Zy = (Y+p?)ca, Z3 = 2ypc3+(v+p%)es y Zs = 3ypeacs+yca(ves+2pes) +(v+p")ea,
el desarrollo de Taylor de la diferencia dividida resulta
8
z — €T i
flopa] = L ZI@) e 1y S Dyel+| +0(e),

Zp — Tk s}

siendo D1 = (1 + p)ca, D2 = v+ (3p +72)cs y D3 = f/(&)(1 + p)(2yczcs + (2p + 72)es). Por lo
tanto, el error en el primer paso del método es

8
ey =k —E= > Ye, + O(e}),
j=2

donde Yy = pea, Y3 = —(2p+ 922 + 2+ 3y +7 ez e Yo = (4 + 5y + 392 +9%)c — (T + 10y +
77+ 29%)eacs + (3 + 67 + 497 + 7 )ea.

Esto nos permite calcular los desarrollos de Taylor de las variables w; = T ¥ Uk = f(z;) y
posteriormente obtener el desarrollo de la funciéon peso H alrededor de (0,0),

1 1
H(“kv Uk) ~ H(O, 0) + Hu(07 O)uk + Hv(ov O)Uk + §Huu(0a O)U% + §H1171(07 O)U]% + Huu(07 O)U,k’l)k
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70 4.3. Analisis de la convergencia

Entonces, la ecuacion del error en el segundo paso es

8
te = bk — &= ZR]'G{C + 0(62),
j=2
donde Ry = —(—1+ H(0,0))pes y Ry = —(2p+ Hy(0,0) +~vHy (0,0) +~2 + p>H,(0,0) — H(0,0)(4+
57 +2v%))c3 — (=14 H(0,0))(2+ 3'y +92)cs. Para que tj, alcance un orden de convergencia cuatro,
exigimos que H(0,0) = H,(0,0) = H,(0,0) = 1. Con estos valores,

8
ey, = Z Rjel + O(e)
=

donde Ry = —§p(ra1¢3 + rapeacs), raq = —2(5p +7°) + hyy(0,0) + 24 (0,0)p + iy (0,0)p% y
r42 = 2p. Entonces,

8
ft)) = F(OD Rjel +0(e).
j=4
f(ty)

De este modo, podemos obtener el desarrollo de la variable wy = o) Y aproximar la funcion peso
G(ug, vk, wy) alrededor de (0,0, 0)

1
G(ug, vg,wg) ~ G(0,0,0) + Gy(0,0,0)ur, + G4(0,0,0)v, + Gy (0,0, 0)wy, + EGW(O7 0,0)u

1 1
+§Gw(0, 0,0)v2 + gwa(O, 0,0)w2 + Guw(0,0,0)ugvr + Guw (0,0, 0)ugwy,
+va(0, 0, O)Ukwk.

Por lo tanto, la ecuaciéon del error del método es

8
€rr1 = ZLjefc+O(ez),
j=4

donde Ly = 5(—1+G(0,0,0))p(r4,1¢3+742¢2¢3). Si asumimos que G(0, 0, 0) = 1 entonces el término
de orden cuatro se anula y sustituyendo en L esta condicién tenemos Lz = ( 2 4+ G,,(0,0,0) +
Gy (0 0, 0) (1 — Gy (0 0, 0)))/)(7‘4,162 +7‘4,26203)

Ahora si Gy (0 0,0) = G,(0,0,0) = 1, tenemos orden seis, de manera que el coeficiente de
xS es Lg = 4p(7"4 102 + r4202¢3)((—2(6p + ¥2) + 2G40 (0,0,0)p + Guu(0,0,0) + Guu(0,0,0)p% +
G(0,0,0)(2 (5/) + ) H (0, 0)/)2 = 2H,,(0,0)p — Hy (0, O))Cg —2(G(0,0,0) — 1)peacs).

Nuevamente, imponiendo las condiciones Gy, (0,0,0) = 1+ Hy,,(0,0), G, (0,0,0) = 1y Hyy(0,0) =
Guu(0,0,0), obtenemos orden 7 con coeficiente

wulll
N
Il

_i (pc2 (=10 + 2H (0, 0) + Hypy (0,0) — 107 + 2y Hyy(0,0) — 29% + G (0,0,0)p2) 2
+2p¢3) (32 = 10G (0,0, 0) — 4H 1y (0, 0) 4+ 2G (0, 0, 0) Hyy (0, 0) — 2H,, (0, 0)
+Guw(0,0,0)Hyy(0,0) 4 487 — 107Gy (0,0, 0) — 6vHyy (0,0) 4 279G (0,0, 0) Hyp (0, 0)
—7Hyy (0,0) + 2072 — 292G (0,0,0) — 292 Hyo (0,0) + 2793

+Gu(0,0,0)0% (=2 4 G (0,0,0) + G (0,0,0) — 4 + ¥Gruas (0,0, 0))

G (0,0,0)p (Hyo(0,0) + 2H,(0,0)p — 2 (5+ 57 + 7)) &

+2p(—4 + Guw(0,0,0) + Gy (0,0,0) — 2y 4+ 7Gow (0,0, 0))es)) -
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Finalmente, las condiciones G, (0,0,0) = Guw(0,0,0) = Guw(0,0,0) = 2, H,y(0,0) = 0y
H,,(0,0) = 2, nos permiten llegar a orden ocho con la siguiente ecuacion del error
1
ehr1 = —§p2cQ(3c% —¢3)((9Gw(0,0,0)p? + 2(=27 — 547 — 2872 + %) +11))cs
+2p(17 4+ 177 4 29% = 3G (0,0,0)p)c3e3 (4.17)
(=2 + G (0,0,0)) 26 — 2p2coea))ef + O(e),

y de esta manera la demostracion concluye. O

Observacion 4.3.1 La familia de métodos de tres puntos (4.7) requiere cuatro evaluaciones fun-
cionales y tiene orden de convergencia ocho. Por lo tanto, esta familia estd formada por métodos
optimos segin la la conjetura de Kung-Traub siendo su indice de eficiencia 8'/* ~ 1.6818.

En este caso, algunas de las funciones H y G que satisfacen las condiciones del Teorema 4.3.2 son

H(u,v) = 1+u+v+u?+02
Gu,v,w) = T4Hu+v+w+u+0? +uw+ 200w + uw). (4.18)

A este esquema iterativo lo denotamos por MES84 y sera comparado con otros métodos en la seccion
de pruebas numeéricas.

Ahora consideremos el analisis de la convergencia del esquema iterativo (4.8) cuya variable wy,
depende de los parametros a; y as.

Teorema 4.3.3 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : I C
R — R, en un intervalo abierto I. Sea h(ug,vy) una funcion real suficientemente diferenciable que
satisface: h(0,0) = hy(0,0) =1 y hy(0,0) = a1, [huw(0,0)] < 00, Ay (0,0)] < 00, [hyuy(0,0)| < o0, ¥y
sea xo una aprorimacion inicial prozima a &. Entonces el método (4.8) es dptimo de orden 4 para
cualquier valor de ag y para cualesquiera valores no nulos de 3 y ay, siendo su ecuacion del error

1
Ck+1 = _ﬁ(pCQ((thuU(ov 0) — 2a1p(az — huy(0,0) + azy) + a%(hm(O, 0) —2(5+5y + 72)))03
1

+2a%p03))62 + 0(62)7 (4.19)

oy F@) .
donde c; = (1/i) L8, =23, ex=mp — & v=F(O)B, p=1+7yo=2+1.

Demostracion: Dado que los métodos (4.7), cuya convergencia ha sido analizada en el Teorema

thm4.2, y el esquema (4.8) tienen el mismo primer paso, aprovechamos los cédlculos del resultado

I (yk)

anterior. A continuacion tenemos que up = ———————
a1 f (k) + azf(yk)

(4.15), obtenemos

y, usando las expresiones (4.10) y

1 1
up = a%czek + ?(*(GQ[J? +a1Bp+))E+ a1 (2437 + 72)03)e£ + $((a§p3 + 2a1a2(3 + 6y
1 1

+472 +4%) + a2(8 4+ 10y + 572 + 42) 3 — 2a1(azp®o + a1 (5 + Ty + 492 + %) eaes
+a?(34 6y 4442 + 73)04)ei —+ O(ei)
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Para calcular los términos del desarrollo en serie de la variable vy = f‘EZ:; utilizamos (4.12) y (4.15)
vk = e+ (—(3427)c3 + ocz)el + ((8p + 37°)c3 — (10 + 11y + 49%)cacs + (3p +7%)ca)ei)
+0(e}).

Observemos que ug y vg tienden a cero cuando xy tiende a &, por lo que podemos aproximar la
funcion peso h en torno a (0,0),

1 1
h(up,vg) = h(0,0) + hy(0,0)us, + hy(0,0)vy, + 5huu(o, 0)us + 5hw(o, 0)v?
+huv(0, O)U,kl}k (420)

Asi, la ecuacion del error del método (4.8), usando (4.13), (4.15) y (4.20), es

1
Zpp1 — € = —(=1+h(0,0)pcoer + a—l((thu(o, 0) — a1(2 + hy(0,0) + 2 + vhy (0, 0)
—h(0,0)(4 + 57 +27%))c3 — ar(—1 + h(0,0))(2 + 3y +v*)es)ej + ((4 + 5y + 342

e s . ; 1
+) e — (T4 10y + 792 4+ 29%)eaes + (30 + 492 +43)eq — ﬁ((f@aghu(o, 0)
1

~huu(0,0))° = 2a1p(— phu(0,0) + hu(0,0)(7 + 8y + 37%)) + a3 (7o (0, 0) + 7heu(0,0)
—2h,(0,0)(7 + 107 4 44%) + h(0,0)(26 + 407 + 24+2)))c3 — 4a1 (h,(0,0)p%0
Fa1(—he(0,00)(2 + 37 +~% + 2(0,0)(7 + 127 + 87 + 2v%)))cacs + 2a21(0,0)(3
+67 + 49% +7%)ca)) e; + O(ep).
Finalmente, exigiendo las condiciones h(0,0) = h,(0,0) = 1 y hy(0,0) = aq, se verifica que la
ecuacion del error es

1
ekt = 5.7 (pe2((0?han (0, 0) = 201p(a2 — huw(0,0) + a27) + a3 (o (0,0) = 2(5p +7%))) 3
1
+2a%p03)ei +0(e}),
con lo que finaliza la demostracion del teorema. O

Veamos diferentes funciones peso que cumplen con las condiciones exigidas por del Teorema 4.3.3
para la funcion h y los pardmetros a; y az, con a; # 0, cualquier valor de ay y donde wup =

T .
ar f(ag)+az f(yr)

w A(u,v) =14+ aju+o.

v+1
l—aju-

w A(u,v) =
= h(u,v) = 4etl

Proponemos estudiar los siguientes casos particulares:

= Consideremos ag = 0, uy, = a{}%;l) ¥,

e a; =1, h(u,v) =1+ u + v; método denotado por MES41.
e a3 =2, h(u,v) = 1”_*'22 ; método denotado por MES42.

Universidad Politécnica de Valencia



4. Métodos iterativos multipunto 6ptimos de tipo Steffensen para ecuaciones no
lineales 73

e a1 =3, h(u,v) = % método denotado por MES43.

I (k)

= Consideremos ag # 0 up = m Y,

e a; =—-1yay=1, h(u,v) =1 —u+ v; método denotado por MES44.

e q = % y as =1, h(u,v) = 22"f2' método denotado por MES45.

w

e a1 =3yay= %, h(u,v) = 31“_“' método denotado por MES46.

v

e q = % y as =1, h(u,v) = 33'237 método denotado por MES47.

El siguiente resultado establece el orden de convergencia del esquema de tres pasos (4.9).

Teorema 4.3.4 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f : I CR —
R, en un intervalo abierto I, y sea xy una aproximacion inicial prézima a . Si las funciones reales
h(ug, o) y g(uk, vi, wy) son suficientemente diferenciables y satisfacen las siguientes condiciones:
[ha(0,0)] < 00, |hyy(0,0)] < 00, |hywy(0,0)] < 00, [hyuu(0,0)] < 00, |Ayuw(0,0)] < 00, [hywu(0,0)] <
00, [Py (0, 0)| < 00, |guw(0,0,0)| < 00, |Guuw(0,0,0)| < 00, [guuw(0,0,0)| < 00, |Guww (0, 0,0)| < oo,

h(0,0) = hy(0,0) =1, hy(0,0) = g,(0,0,0) = aq,
9(0,0,0) = g,(0,0,0) = .,(0,0,0) = 1, Guu(0,0,0) = Ay,
9v0(0,0,0) = hyy(0,0), Juv(0,0,0) = a1 + hyuw(0,0),
Juw(0,0,0) = 2a4, Jow(0,0,0) =

Juuu(0,0,0) = —6a"f — 6(1%(12 + 3a1hyuu(0,0) + hyuwa(0,0), Goow(0,0,0) = —6 + 3Ny (0,0) + My (0,0),
Guov (07 0, O) = —2a; + 2huv(0a 0) + alhuu(07 0) + hvvu(07 0)7 ay 7é 0,
Guuw(0,0,0) = —2a% + hyy (0,0) + hyyy (0, 0) + 2a1 ke, (0,0),

entonces, el método descrito por (4.9) es de orden 8 dptimo para cualesquiera valores no nulo de [
y a1 y cualquier valor de ag y su ecuacion del error es

1
Ck+1 = _@902((17'7171(0’ 0)P2 —2a1p(azp — hu(0,0)) + a%(hvv —2(5p + 72)))65
1

+2a3 ps) (= 3R (0, 0) (—2guuw (0, 0, 0) + Gun (0, 0, 0) A (0,0)) p*

_4alp3(_3guvw(07 0, O)huu(070) - Qhuuu(o’ 0) - 3guuw(07 0, O)hurv(()’O)

+3Guw(0,0,0) 71,0, 0) (0, 0) — Yhogs (0, 0) + 302 (G (0, 0, 0) + Ty (0, 0)
—guw(0,0,0)h4(0,0))p — 607 p* (18R, (0, 0) = Guvas (0,0, 0) i (0,0)

—10Guw (0,0, 0) Ay (0,0) = 4P (0, 0) = 4G (0, 0, 0) a0 (0, 0) + 2 (0, 0, 0) gy (0, 0)2
+guww(0,0,0) 740, (0,0) Ay (0, 0) + 18V, (0,0) — 109 Gu (0, 0, 0) P, (0, 0) — 29h40, (0, 0)
+492 B (0, 0) = 292w (0,0, 0) Ay (0, 0) + 4az(guvw (0,0, 0) + huy(0,0)
+9uww(0,0,0)1(0,0))p + 203 Gy (0, 0, 0) + Guuan (0,0, 0) (= (0, 0)

+2(5p ++%))) = 123 p(18h40/(0,0) = Guves (0,0, 0)hesy (0, 0) = 104 (0,0, 0) ey (0, 0)
+guww(0,0,0) (0, 0) ey (0, 0) = 2400, (0, 0) + 18Ry (0,0) — 107G (0, 0, 0) gy (0, 0))
~h0u(0,0) + 49 (0,0 = 272G (0, 0, 0) sy (0, 0) + Gusws (0, 0, 0) (—hos (0, 0)

+2(5p + %)) + a2p(—26 + Goow (0,0, 0) + Ry (0,0) — 229 — 292 + g4 (0,0,0)(10

Universidad Politécnica de Valencia



74 4.3. Analisis de la convergencia

~huo(0,0) + 107 + 29%))) + a* (6guuw (0,0, 0) (hey (0,0) — 2(5p + 7%))

=3gu(0,0,0) (A (0,0) = 2(5p +7%))% + 4 (P (0,0)(2 + 7) — 3l (0,0)(9 + 97y
+29%) 4 6(45 + 90 + 5992 + 14+°) + 1)) + 1262 p((Guuw (0, 0,0 + hay (0,0)
—Guw(0,0,0)h40(0,0))p% + 201 p(Guvw (0,0, 0)) + huy(0,0) = Gunw (0,0, 0) Ay (0, 0)
+a2(=3 + guww(0,0,0)p) + a(—38 + guuw(0,0,0) + hyy(0,0) — 38y — 692
+Guww(0,0,0)(10 — Ry (0,0) 4 10y + 292)))caez — 12a7(—2 + Guw(0,0,0))pc3
+24aip’caca)el + O(e),

. @) .
donde P = 1 +77 Y= f/(§)67 Cj = (1/]')ff/(é§)’ J= 2737"' Y € = Tk _5'

Demostracion: Iniciaremos la demostracion a partir del ultimo paso desarrollado en el Teorema
4.3.3, no sin antes sustituir 7(0,0) = 1,7,(0,0) = a1, y hy(0,0) = 1 ya que estas condiciones
proporcionan orden de convergencia 4 en el segundo paso. El desarrollo de Taylor de t; alrededor
de £ resulta

8
te—E= Rjel +O(e}), (4.21)
j=4
donde Ry = fﬁp(m’lc% +rypcoc3) vy Rs = ﬁ(rmcé — 7”5726303 + 7“5,3(6% + ca¢4)), siendo
i1 = huu(0,0)07 = 2a1p(a2p — huw(0,0)) + a2 (ke (0,0) — 2(5p +72)),

4,2 261%[’7

51 = (6a2huu(0,0) = R (0,0))p* — 3a1p? (huwo(0,0)p 4 2a3p* — 2a2h,,(0,0)p
—hyuu(0,0)(10 + 117 + 49?) — 3a p(hyuu(0,0)p — 2k (0,0)(10 + 13y + 597)
+a2(20 + 427 + 307* + 87°)) — @} (huuu(0,0)p — 3hy, (0,0)(10 + 15 + 69%)
+6(36 + 807 + 66+2 + 24+° + 37)),

52 = —3a1p(3huu(0,0)p*0 — 6a1(azp — hup(0,0))(2 + 37 ++2) + af (3hwy(0,0)0 — 2(32
+46 + 2297 + 3+%)),

53 = 76a§p2g.

Entonces,
8 .
F(te) = /(€)Y Ryel. + O(e}), (4.22)
j=4

y puede obtenerse el desarrollo de Taylor de la variable wy = ]{((;’;)) en torno a cero, asi como

aproximar la funcion peso g(ug, vk, wy) por su polinomio de Taylor de tercer grado desarrollado
alrededor de (0,0,0)

1
g(ug, v, wi) =~ ¢(0,0,0) + g, (0,0,0)ug, + g,(0,0,0)vx + guw(0,0,0)ws + Eguu(O7 0, O)U%
1 1
+§gw(0, 0,0)v7 + ggww(ﬁ 0,0)w} + guv(0,0,0)upvy, + Guw (0,0, 0)ugwy,
1 3 1 3 1 3
+g’uw(0’ 07 O)vkwk + gguu,u,(o 07 O)Uk + ggvv’u(ov 07 O)Uk + ggwww (07 07 O)wk
1 1 1
+59m(0, 0, o)uiv+§guuw(o, 0,0)ujwy + igm(o, 0,0)upv?

1 1
+igu'ww(07 07 O)Ukw}% + igm)w(ov 07 O)U%wk + gumn(oa 07 O)Ukvkwk
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Por lo tanto, la ecuacion del error es

8
€ht1 = Z Lje], + O(e}), (4.23)
j=4

1
L = =5 5p02((hun(0,0)p" = 201p(a2p = huw(0,0)) + @ (huw (0, 0) = 2(5p +7%)))c3
1

1
+2a1pes) + 55(9(0,0,0)pe2((hun(0, 0)p = 2a1p(a2p = huw(0,0)) + @} (o (0, 0)
1

—2(5p — ¥%)))c3 + 2a3pe3).

A la vista de Ly, observamos que basta exigir ¢(0,0,0) = 1 para que el orden del método sea 5 y
entonces

Ly = *ﬁ!’@ + ) (Puu (0, 0)92 — 2a1p(azp — hyw(0,0)) + a%(hw(o, 0)
1

1
=2(5p + %)) + 55 p(han(0,0)p° — 2a1p(azp — huw(0,0)) + a3 (7 (0,0)

2a?
0,0,0
~2(5p+79))b(g0(0,0,0) + 2200

0,0,0
ay

) + (_P2(2 + ’y)Cg + /)203(917(07 0, 0)

Si exigimos ,,(0,0,0) = a1, g,(0,0,0) = 1y g4,(0,0,0) = 1, resulta Ly = 0 y obtenemos un método
de orden 6, con coeficiente

1
Ly = @p(Qal(guv(Q 0,0) — huw(0,0))p? + a2(10 4 gy (0,0,0)) — Ay (0,0) + 10 4 272
1

—2(*67 +7%)))3((huu(0,0)p% = 2a1p(a2h4(0,0) = P (0,0) + a3 (hyy (0,0) — 2(5p
+9%)))é3 + 2aipes).

Nuevamente imponemos las condiciones @y, (0,0,0) = hy,(0,0), g:m,(()7 0,0) = hw(0,0),
9uv(0,0,0) = a1 + hyw(0,0), guw(0,0,0) = 2a; y gyw = 2 para anular Lg y asi obtener orden 7
con

il
N
Il

*ﬁp((guuu(oy 0,0) — huuu (0, 0))/73 + 3‘1%P(guvv (0,0,0) — 4hy,(0,0)
1

—hm,u(O, 0) - 27hvu(0’ 0) + 2a2p2) - 3a1p2(_guuv(07 0, 0) + huuv(o» O) + huu(07 O)(2 + 'Y))
+03(24 + Gopu(0,0,0) = Py (0, 0) 4 3675 + 2492 + 67° — 3R, (0,0)(2 + 7)) (— (huu (0, 0) p?
—2a1p(agp — huv(0,0)) + a3 (huw(0,0) = 2(5p +7°)))c3 — 2aipes).

Finalmente, las condiciones

Guuu(0,0,0) = —6a3 — 6aTas + 3a1huu(0,0) + hywa(0,0),
Guu(0,0,0) = =202 + hyy,(0,0) + hyy (0,0) + 2a1 huyy (0, 0),
Guvw(0,0,0) = —2a;1 + 2hy,(0,0) + a1hyy(0,0) + hyyy(0,0),
G (0,0,0) = =6 + 3hyy(0,0) + hyyy (0, 0),
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nos permiten obtener el orden 8 con la siguiente ecuacion del error

ekl = pea((huu(0,0)p* — 2a1p(azp — huy(0,0)) + af (huw — 2(5p + 7)) 5

484§
+2a3pc3) ((—=3hun (0, 0) (—2uun (0, 0, 0) + guw (0, 0,0) s (0, 0))p*

_4a1p3(_39uvw(07 0, O)huu(()., O) - 2huuu(07 0) — 3guuw(0a 0, O)hw,((), O)

+300w(0,0,0) 2 (0, 0) sy (0, 0) = Y0 (0, 0) 4 32(Gusa (0, 0, 0) + Py (0, 0)
—Guww(0,0,0)h4(0,0))p — 607 p* (18h,u(0,0) = Guwuw (0, 0, 0) e (0, 0)

—10Guww (0,0, 0) Ay (0,0) = 4P (0, 0) = 4Gunew (0, 0, 0) T (0, 0) + 2 (0, 0, 0) gy (0, 0)2
+Guww(0,0,0)A0 (0, 0) Ay (0, 0) + 18¥hyn (0, 0) — 1070w (0, 0, 0) Ay (0, 0) — 29 R4 (0, 0)
+472 1y (0,0) = 2921w (0, 0, 0) Ay (0, 0) 4 4as(Guww (0,0, 0) + hyy(0,0)
+9uww(0,0,0)4(0,0))p + 203 G (0, 0, 0) + Guuuan (0,0, 0) (=P (0, 0)

+2(5p +%))) — 1203 p(18h (0, 0) = oo (0, 0, 0) Py (0, 0) = 10gu(0, 0, 0) Py (0, 0)
+Guw(0,0,0) (0, 0) (0, 0) = 274, (0, 0) 4 1891 (0, 0) — 107 Gup0 (0, 0, 0) s (0, 0))
~Yhowu(0,0) + 49y (0,0 = 292 g1 (0, 0,0) (0, 0) + G (0, 0, 0) (= (0, 0)

+2(50 4+ 7)) + a2p(—26 + Gopw(0,0,0) + hyy(0,0) — 229 — 292 + Guw (0,0, 0)(10
~hyy(0,0) + 107 + 29%))) + a* (6900w (0, 0, 0) (h (0, 0) — 2(5p +72))
=3Guu(0,0,0)(hyy(0,0) = 2(5p +4%))* + 4(huww(0,0)(2 + 7) = 3hyy(0,0)(9 + 97y
+29%) + 6(45 + 90 + 599 + 14) + 1)) + 1203 p((Guuw (0, 0,0 + hyw (0,0)
—Guww(0,0,0)Pu(0,0))p* 4 201 9(gurs (0,0, 0)) + (0, 0) = Guns (0,0, 0)hs (0, 0)
+a2(=3 + guww(0,0,0)p) + af(—38 + gupw(0,0,0) + hyy(0,0) — 387y — 69
+Guw(0,0,0)(10 = hyy (0,0) + 107y + 292)))cEes — 1207 (=2 + gunw(0,0,0))p%c3
+24a‘11p2cQC4)62 + O(ez),

con lo que finaliza la demostracion del teorema. [J

A continuacion vamos a seleccionar determinadas funciones peso h y ¢ tales que satisfagan las
condiciones impuestas en el Teorema 4.3.4, exigiendo asimismo que a; # 0 y cualquier valor de as.
Asi, unas funciones peso que cumplan estos requisitos, dependientes de a; y as son

h(u,v) = 14 aiu+ v+ 1 +uv +0° +u’o,
g(u,v,w) = 14 au+v+w+ 1+ (ag + Duv + 2(a1uw + vw) — ay(a? + ajag — 1)’
— (a} — a1 — 2)u*v — (a1 — 1)v?u. (4.24)

Consideremos ahora las siguientes funciones peso particulares con a; = % yay =0

1 1
h(u,v) = 1+§u+v+1u2+v2,
1 1, o 1
gu,v,w) = 14+ -u+v+w+ -u”+v°+ zuv + vw + 2vw. (4.25)

2 4 2

Por otra parte, si a3 = 1y ag = 0, las funciones

1
h(u,v) = 1 J_FZ + 3uwv,
glu,v,0) = T4u+v+w+u®+ 5uw + 2uw + 20w 4+ u® — v* + 5uPv + 3uv?,  (4.26)

también cumplen las hipotesis del teorema.
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Asimismo, tomando a1 =1y as = 1, con

R(u,v) = 14u+v+4duw+2u® 4+ 0°,
glu,v,w) = 14+u+v+ w4 2u® + 5uv + 2uw + 2vw + 5uv + uv?, (4.27)

se obtiene también un método de orden ocho.

Finalmente, si a; =1y ag = 0, tenemos

1+u+ u?
h ) 3 )
(u,v) 1—v+1}2+ uv
glu,v,w) = 1+u+v+w+u? 4+ 5uv + 2uw + 2vw — 203 + 5uv + Jur?, (4.28)

que también verifican las hipotesis del teorema.

A patir de estas ultimas cuatro funciones peso particulares obtenemos los esquemas iterativos de-
notados MES81, MES82, MES83 y MES86 respectivamente.

4.4. Pruebas numéricas

Las pruebas numéricas reflejadas a continuacién han sido llevadas a cabo utilizando aritmética de
precision variable, con 2000 digitos de mantisa, en Matlab R2010a. El procesador de la maquina
empleada para ello ha sido un Intel(r) Core(tm) i7 CPU 950@3.07GHz con una memoria RAM de
16GB.

A continuaciéon presentamos los resultados obtenidos por los métodos iterativos libres de derivadas
descritos de ordenes 4 y 8 sobre las funciones dadas la Seccion (3.4). Asimismo, y dado que los
procesos iterativos disenados no utilizan derivadas en su expresion iterativa, trabajaremos también
con las siguientes funciones no derivables siguientes:

- z(x—1), s <0
Fo(z) = { —2z(z+1), si x>0

fao(x) = |2* = 9],
f21(l‘):{ % e

T, si x>0

Debemos aclarar que las funciones fg(z), fi3(z) v fi5(2), seran sustituidas en las pruebas numeéricas
para los métodos de orden cuatro, por las funciones no derivables fig(z), fao(z) y f21(x). En los
métodos de orden ocho no vamos a usar las funciones fio(x) y fi5(x), que seran sustituidas por las
funciones no derivables fig(z) y foo(z).

En las tablas siguientes aparecen los resultados obtenidos por los diferentes métodos sobre las
funciones mencionadas con anterioridad, teniendo en cuenta que el criterio de parada ha sido,
en todas ellas, ||zr11 — 2] < 107599 6 || f(z11)|] < 107°%. Para cada una de las funciones,
mostraremos la estimacion inicial utilizada, zg, la raiz £ a la que tiende el proceso, el valor absoluto
de la diferencia entre las dos ultimas iteraciones, |zpy; — 2|, el valor absoluto de cada funcion
evaluada en la ultima iteracion, |f(ay1)], el nimero de iteraciones que le ha llevado converger,
el orden computacional de convergencia aproximado, p y el tiempo de computacion en segundos,
e-time, que ha sido calculado como la media de 100 ejecuciones consecutivas, mediante el comando
cputime.
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Los esquemas iterativos de orden cuatro MES41, MES42, MES43, MES44, MES45, MES46 y MES47
obtenidos a partir de la familia de métodos (4.8), son comparados con los esquemas del mismo orden
MES4L, MES4R y MES47 disenados por diferentes autores y presentados en la Introduccion.

Al observar las tablas, todos los métodos involucrados en la comparacion determinan con la precision
adecuada la solucion o raiz. Respecto a las estimaciones del error cometido, |(zx41—2k)| v |f(@kt1)],
los métodos propuestos presentan resultados iguales o mejores que los esquemas consolidados, en la
mayoria de los casos.

Con respecto al ntunero de iteraciones que han necesitado los diferentes métodos para converger,
podemos afirmar que las tnicas diferencias apreciables se dan en las funciones fi2(x), cuya raiz es
miultiple, y en fa1(x), que presenta problemas de estabilidad debido a su caracter no diferenciable.
El niunero concreto de iteraciones (en los diferentes métodos) sobre estas funciones ha oscilado de
268 a 319 y de 269 a 355, respectivamente.

En cuanto al order de convergencia computacional aproximado, ACOC, todas las funciones deriva-
bles (excepto fi2()) mantienen, con cada método iterativo el orden tedrico, mientras que en el caso
no derivable, éste se mantiene con fap(x) para todos los métodos, mientras que para fig(x) todos
los esquemas muestran convergencia cuadratica. En el caso de fo;(z), la convergencia es lineal en
todos los casos.

‘ | Metodos | I3 [ Jorer — o] [ [flmesn)] [iter | p [ e-time |

f1 MES41 1.409624 4.3 e-162 3.0 e-646 5 4.0000 | 0.2045
o =1 | MES42 1.409624 4.4 e-136 6.3 e-542 5 4.0000 | 0.2226
MES43 | 1.409624 1.0 e-182 4.5 e-729 5 4.0000 | 0.2365

MES44 | 1.409624 2.9 e-460 2.1 e-1838 6 4.0000 | 0.2308

MES45 | 1.409624 2.8 e-147 1.6 e-586 5 4.0000 | 0.2243

MES46 | 1.409624 3.2 e-248 7.4 e-991 5 4.0000 | 0.2396

MES47 | 1.409624 2.1 e-191 7.2 e-764 5 4.0000 | 0.2697

MES4L | 1.409624 6.0 e-239 5.9 e-954 5 4.0000 | 0.2403

MES4R | 1.409624 2.6 e-213 1.4 e-851 5 4.0000 | 0.2437

MES4Z | 1.409624 6.2 e-151 1.9 e-601 5 4.0000 | 0.2826

fa MES41 | 0.257530 7.2 e-154 4.2 e-614 5 4.0000 | 0.2346
Ty = MES42 | 0.257530 4.0 e-175 2.9 e-699 5 4.0000 | 0.2675
MES43 | 0.257530 2.0 e-150 2.9 e-600 5 4.0000 | 0.2836

MES44 | 0.257530 2.1 e-189 3.2 e-756 5 4.0000 | 0.2580

MES45 | 0.257530 1.4 e-137 9.6 e-549 5 4.0000 | 0.2760

MES46 | 0.257530 1.1 e-143 3.2 e-573 5 4.0000 | 0.3185

MES47 | 0.257530 1.0 e-154 1.7 e-617 5 4.0000 | 0.3002

MES4L | 0.257530 4.7 e-163 6.8 e-651 b} 4.0000 | 0.3027

MES4R | 0.257530 1.5 e-402 4.7 e-1608 6 4.0000 | 0.2847

MES47 | 0.257530 1.3 e-166 4.2 e-665 5 4.0000 | 0.2905

Tabla 4.1: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre las funciones test
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‘ | Metodos | 3 [Jzier — ] [ [flaesd)] [iter [ p e-time
f3 MES41 | 0.739085 4.3 e-311 6.1 e-1244 5 4.0000 | 0.1850
zo=1 MES42 | 0.739085 3.6 e-316 2.5 e-1264 5 4.0000 | 0.2239
MES43 | 0.739085 2.5 e-304 9.3 e-1217 5 4.0000 | 0.2422
MES44 | 0.739085 5.6 e-302 2.4 e-1207 5 4.0000 | 0.1785
MES45 | 0.739085 1.2 e-359 1.1 e-1438 5 4.0000 | 0.1800
MES46 | 0.739085 2.3 e-309 5.9 e-1237 4 4.0000 | 0.2554
MES47 | 0.739085 2.1 e-325 2.0 e-1301 5 4.0000 | 0.1664
MES4L | 0.739085 8.7 e-339 4.2 e-1355 5 4.0000 | 0.1775
MES4R | 0.739085 3.9 e-257 1.9 e-1027 5 4.0000 | 0.2217
MES4Z | 0.739085 6.8 e-309 4.2 e-1235 5 4.0000 | 0.1842
fa MES41 2.0000 6.7 e-144 6.7 e-571 7 4.0000 | 0.4033
x9=2.5 | MES42 2.0000 6.1 e-139 1.3 e-551 6 4.0000 | 0.3805
MES43 2.0000 4.4 e-153 1.0 e-607 7 4.0000 | 0.3814
MES44 2.0000 1.1 e-492 1.8 e-1966 7 4.0000 | 0.3423
MES45 2.0000 1.4 e-415 2.1 e-1657 8 4.0000 | 0.4117
MES46 2.0000 7.4 e-487 1.1 e-1942 8 4.0000 | 0.4683
MES47 2.0000 3.9 e-189 5.2 e-752 7 4.0000 | 0.4307
MES4L 2.0000 1.9 e-180 5.3 e-718 6 4.0000 | 0.3977
MES4R 2.0000 9.1 e-167 3.2 e-663 6 4.0000 | 0.4051
MES47 2.0000 1.9 e-193 3.8 e-770 6 4.0000 | 0.3824
fs MES41 2.154435 4.2 e-184 1.8 e-730 6 4.0000 | 0.1471
zo=1.5 | MES42 | 2.154435 1.3 e-451 1.4 e-1801 7 4.0000 | 0.1734
MES43 | 2.154435 1.4 e-205 2.0 e-816 6 4.0000 | 0.1822
MES44 | 2.154435 1.2 e-434 2.0 e-1733 7 4.0000 | 0.1841
MES45 | 2.154435 1.5 e-248 4.5 e-988 8 4.0000 | 0.2654
MES46 | 2.154435 1.6 e-317 5.0 e-1264 7 4.0000 | 0.2479
MES47 | 2.154435 2.5 e-323 1.6 e-1287 6 4.0000 | 0.2080
MES4L | 2.154435 2.2 e-495 5.7 e-1977 7 4.0000 | 0.2049
MES4R | 2.154435 6.3 e-204 4.8 e-811 6 4.0000 | 0.2269
MES47Z | 2.154435 2.8 e-498 1.3 e-1988 7 4.0000 | 0.2333
fe MES41 | 0.639154 2.1 e-156 8.4 e-634 5 4.0000 | 0.1778
zo =1 MES42 | 0.639154 2.0 e-146 2.1 e-583 5 4.0000 | 0.2134
MES43 | 0.639154 3.1 e-156 2.6 e-623 5 4.0000 | 0.2175
MES44 | 0.639154 3.5 e-359 5.9 e-1434 6 4.0000 | 0.2312
MES45 | 0.639154 1.8 e-221 5.3 e-883 6 4.0000 | 0.2949
MES46 | 0.639154 1.7 e-392 1.6 e-1567 6 4.0000 | 0.2607
MES47 | 0.639154 1.6 e-125 5.6 e-500 5 4.0000 | 0.2706
MES4L | 0.639154 2.3 e-129 2.9 e-515 5 4.0000 | 0.2741
MES4R | 0.639154 1.3 e-434 2.8 e-1736 6 4.0000 | 0.2913
MES47 | 0.639154 2.1 e-151 1.5 e-603 5 4.0000 | 0.2957

Tabla 4.2: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre las funciones test
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‘ | Metodos | 3 [Jzier —anl [ [fmesn)] [iter | p | etime |
fr MES41 | 0.767653 1.3 e-322 1.6 e-1286 [§ 4.0000 | 0.2783
zo=1 MES42 | 0.767653 2.7 e-439 8.3 e-1754 6 4.0000 | 0.2503
MES43 | 0.767653 3.5 e-343 4.8 e-1369 6 4.0000 | 0.2894
MES44 | 0.767653 1.7 e-403 2.1 e-1610 6 4.0000 | 0.2354
MES45 | 0.767653 1.4 e-298 2.0 e-1190 6 4.0000 | 0.3605
MES46 | 0.767653 1.6 e-319 2.9 e-1274 6 4.0000 | 0.3261
MES47 | 0.767653 2.2 e-358 6.2 e-1430 6 4.0000 | 0.3040
MES4L | 0.767653 1.6 e-127 5.6 e-507 5 4.0000 | 0.2734
MES4R | 0.767653 6.8 e-458 2.4 e-1828 6 4.0000 | 0.2874
MES4Z | 0.767653 4.1 e-138 1.6 e-549 5 4.0000 | 0.2928
fo MES41 | 0.128077 4.5 e-475 2.0 e-1896 8 4.0000 | 0.4452
zo=0.4 | MES42 | 0.128077 3.6 e-277 1.7 e-1105 6 4.0000 | 0.3648
MES43 | 0.128077 1.6 e-223 3.4 e-890 7 4.0000 | 0.4443
MES44 | 0.128077 6.5 e-174 2.5 e-692 6 4.0000 | 0.3748
MES45 | 0.128077 1.9 e-219 1.9 e-873 8 4.0000 | 0.5585
MES46 | 0.128077 3.4 e-182 9.1 e-725 9 4.0000 | 0.6426
MES47 | 0.128077 1.3 e-458 9.4 e-1831 7 4.0000 | 0.4012
MES4L | 0.128077 4.5 e-419 2.2 e-1673 6 4.0000 | 0.3724
MES4R | 0.128077 3.0 e-275 1.6 e-1097 6 4.0000 | 0.4797
MES47 | 0.128077 2.0 e-445 7.2 e-1779 6 4.0000 | 0.3655
fio MES41 | 0.000000 3.4 e-111 5.9 e-553 5 5.0000 | 0.2174
z9=0.5 | MES42 | 0.000000 4.5 e-160 2.5 e-797 5 5.0000 | 0.3196
MES43 | 0.000000 3.6 e-140 7.8 e-698 5 5.0000 | 0.1865
MES44 | 0.000000 6.9 e-137 2.1 e-681 5 5.0000 | 0.2522
MES45 | 0.000000 5.7 e-458 8.2 e-2287 6 5.0000 | 0.2815
MES46 | 0.000000 1.4 e-199 6.0 e-595 5 5.0000 | 0.2659
MES47 | 0.000000 9.1 e-143 8.5 e-T11 5 5.0000 | 0.3392
MES4L | 0.000000 1.0 e-184 1.3 e-920 5 5.0000 | 0.2334
MES4R | 0.000000 1.3 e-101 2.2 e-504 5 5.0000 | 0.3014
MES4Z | 0.000000 5.2 e-197 5.3 e-982 5 5.0000 | 0.2739
‘ | Metodos | £ [ Jzier — ol [ [flaeg)] [iter | p e-time
f11 MES41 | 0.714806 1.1 e-223 2.2 e-892 5 4.0000 | 0.2851
z9=0.5 | MES42 | (0.714806 1.1 e-486 3.9 e-1943 6 4.0000 | 0.3060
MES43 | 0.714806 2.4 e-197 2.4 e-786 5 4.0000 | 0.3004
MES44 | 0.714806 2.3 e-431 1.1 e-1721 6 4.0000 | 0.2933
MES45 | 0.714806 1.4 e-488 1.7 e-1950 6 4.0000 | 0.3776
MES46 | 0.714806 7.1 e-145 6.7 e-576 5 4.0000 | 0.3433
MES47 | 0.714806 3.7 e-230 4.2 e-919 5 4.0000 | 0.3216
MES4L | 0.714806 5.5 e-157 9.8 e-625 5 4.0000 | 0.3840
MES4R | 0.714806 4.3 e-156 3.3 e-621 5 4.0000 | 0.3105
MES4Z | 0.714806 2.1 e-139 2.9 e-554 5 4.0000 | 0.2651

Tabla 4.3: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre las funciones test
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‘ | Metodos | 3 [Jwier —an] [ [f@es)] [iter | p | etime |
f12 MES41 | 0.000000 8.1 e-250 3.3 e-500 | 493 | 1.0000 | 49.0422
zo = 0.5 MES42 | 0.000000 1.5 e-249 9.6 e-500 | 465 | 1.0000 | 59.8727
MES43 | 0.000000 1.5 e-249 9.8 e-500 | 465 | 1.0000 | 69.4388
MES44 | 0.000000 9.0 e-250 3.8 e-500 | 479 | 1.0000 | 76.1777
MES45 | 0.000000 8.1 e-250 3.4 e-500 | 493 | 1.0000 | 90.7748
MES46 | 0.000000 4.5 e-250 9.0 e-501 | 472 | 1.0000 | 96.1048
MES47 | 0.000000 6.7 e-250 2.1 e-500 | 479 | 1.0000 | 107.3228
MES4L | 0.000000 6.7 e-250 1.6 e-500 | 448 | 1.0000 | 101.7515
MES4R | 0.000000 1.3 e-249 4.5 e-500 | 415 | 1.0000 | 99.7564
MES4Z | 0.000000 7.9 e-250 1.7 e-500 | 414 | 1.0000 | 103.4145
f1a MES41 | 2.331968 8.6 e-271 2.4 e-1082 5 4.0000 4.9849
Ty =2 MES42 | 2.331968 3.0 e-273 3.4 e-1092 5 4.0000 3.3445
MES43 | 2.331968 2.5 e-269 1.7 e-1072 5 4.0000 4.7539
MES44 | 2.331968 6.3 e-279 5.7 e-1115 5 4.0000 3.6813
MES45 | 2.331968 5.5 e-261 5.2 e-1043 5 4.0000 4.2912
MES46 | 2.331968 2.9 e-266 3.6 e-1064 5 4.0000 4.0712
MES47 | 2.331968 1.9 e-268 5.8 e-1073 5 4.0000 4.5487
MES4L | 2.331968 3.9 e-268 1.1 e-1071 5 4.0000 4.0061
MES4R | 2.331968 4.2 e-209 7.6 e-835 5 4.0000 4.6275
MES47 | 2.331968 1.5 e-291 2.1 e-1085 5 3.9998 4.6158
fi6 MES41 | 1.679631 2.7 e-156 2.3 e-622 5 4.0000 1.7459
zo=1.95 | MES42 | 1.679631 2.0 e-493 1.6 e-1970 6 4.0000 3.8185
MES43 | 1.679631 6.7 e-185 2.4 e-737 5 4.0000 2.4896
MES44 | 1.679631 9.2 e-413 1.3 e-1647 6 4.0000 1.2390
MES45 | 1.679631 9.0 e-134 1.1 e-531 5 4.0000 3.3249
MES46 1.679631 7.8 e-196 2.0 e-780 5 4.0000 3.3616
MES47 | 1.679631 5.1 e-187 9.4 e-746 5 4.0000 1.4657
MES4L | 1.679631 7.0 e-222 6.5 e-885 5 4.0000 2.8514
MES4R | 1.679631 3.4 e-163 5.6 e-650 5 4.0000 3.7570
MES47Z | 1.679631 9.9 e-141 6.8 e-560 5 4.0000 1.1147
Fin MES41 | 1.746140 | 8.6 0469 | 9561877 | 5 | 4.0000 | 0.0987
To = MES42 | 1.746140 3.2 e-467 9.0 e-1871 5 4.0000 0.1113
MES43 1.746140 2.9 e-440 4.9 e-1762 5 4.0000 0.1161
MES44 | 1.746140 4.0 e-469 4.6 e-1878 5 4.0000 0.1177
MES45 | 1.746140 7.2 e-470 1.5 e-1881 5 4.0000 0.1291
MES46 | 1.746140 1.1 e-440 1.1 e-1763 5 4.0000 0.1383
MES47 | 1.746140 6.9 e-468 1.7 e-1873 5 4.0000 0.1371
MES4L | 1.746140 7.0 e-477 3.4 e-1910 5 4.0000 0.1514
MES4R | 1.746140 1.0 e-386 3.8 e-1547 5 4.0000 0.1396
MES47Z | 1.746140 1.5 e-446 2.9 e-1787 5 4.0000 0.1432

Tabla 4.4: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre las funciones test
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‘ | Metodos | I3 [Jorrr — o] | [flmesn)] [iter [ p [ etime |

fis MES41 -2 5.4 e-179 7.4 e-7T15 5 4.0000 | 0.9593
ro=—1.8 | MES42 -2 5.6 e-193 6.7 e-771 5 4.0000 | 1.0801
MES43 -2 2.8 e-199 3.8 e-796 5 4.0000 | 1.2067

MES44 -2 3.4 e-184 1.1 e-735 5 4.0000 | 1.2385

MES45 -2 2.4 e-181 2.6 e-724 5 4.0000 | 1.4067

MES46 -2 4.2 e-195 2.0 e-779 5 4.0000 | 1.4699

MES47 -2 3.2 e-189 7.8 e-756 5 4.0000 | 1.6189

MES4L -2 1.8 e-203 5.6 e-813 5 4.0000 | 1.5619

MES4R -2 1.3 e-184 4.0 e-737 5 4.0000 | 1.6794

MES4Z -2 1.0 e-220 5.3 e-882 5 4.0000 | 1.7830

f1o MES41 | 0.000000 2.3 e-409 5.4 e-1635 | 10 | 2.0000 | 1.5531

z9 = 0.4 MES42 | 0.000000 1.7 e-407 1.9 e-1627 | 10 | 2.0000 | 2.2511
MES43 | 0.000000 1.1 e-222 4.7 e-666 9 2.0000 | 0.6047
MES44 | 0.000000 2.6 e-411 1.9 e-1642 | 10 | 2.0000 | 0.5015
MES45 | 0.000000 6.3 e-403 3.1e-1609 | 10 | 2.0000 | 0.7001
MES46 | 0.000000 | 4.9 e-222 4.8 e-664 9 2.0000 | 1.0018
MES47 | 0.000000 3.5 e-406 9.9 e-1623 | 10 | 2.0000 | 1.3186
MES4L | 0.000000 8.3 e-403 1.6 e-2015 | 10 | 2.0000 | 1.5012
MES4R | 0.000000 2.1 e-215 1.9 e-644 9 2.0000 | 2.0481
MES4Z | 0.000000 3.7 e-222 1.0 e-664 9 2.0000 | 1.8219

J20 MEs41 | 3.000000 3.5 e-358 2.2 e-1430 7 | 4.0000 | 0.3212
To = MES42 | 3.000000 5.9 e-352 1.5 e-1405 6 | 4.0000 | 0.3881
MES43 | 3.000000 | 4.4 e-369 7.8 e-1474 7 | 4.0000 | 0.6388

MES44 | 3.000000 3.8 -326 3.9 e-1302 6 | 4.0000 | 0.5808

MES45 | 3.000000 1.1 e-148 2.7 e-591 6 | 4.0000 | 1.0104

MES46 | 3.000000 5.7 e-325 4.6 e-648 7 | 4.0000 | 1.2827

MES47 | 3.000000 1.4 e-415 3.9 e-1660 7 | 4.0000 | 1.5458

MES4L | 3.000000 1.4 e-405 2.3 e-1620 6 | 4.0000 | 1.5404

MES4R | 3.000000 2.6 e-347 1.7 e-1386 7 | 4.0000 | 1.6568

MES4Z | 3.000000 2.8 e-415 4.2 e-1659 6 | 4.0000 | 0.2872

fo1 MES41 | 0.000000 | 4.4 e-250 4.0 e-500 | 494 | 1.0000 | 12.8983
9 = 0.5 MES42 | 0.000000 6.7 e-250 7.6 e-500 | 466 | 1.0000 | 15.0322
MES43 | 0.000000 7.7 e-250 1.0 e-501 | 466 | 1.0000 | 16.2331
MES44 | 0.000000 | 4.3 e-250 3.5e-500 | 480 | 1.0000 | 16.7338
MES45 | 0.000000 | 4.5 e-250 4.2 e-500 | 494 | 1.0000 | 20.0735
MES46 | 0.000000 2.4 e-250 9.9 e-501 | 473 | 1.0000 | 20.8291
MES47 | 0.000000 3.4 e-250 2.1 e-500 | 478 | 1.0000 | 22.0366
MES4L | 0.000000 2.7 e-250 1.1 e-500 | 449 | 1.0000 | 20.2063
MES4R | 0.000000 3.4 e-250 1.2 e-500 | 415 | 1.0000 | 20.8602
MES4Z | 0.000000 2.8 e-250 8.5 e-501 | 415 | 1.0000 | 19.8432

Tabla 4.5: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre las funciones test

Hemos comparado los métodos nuestros de orden 8 MES81, MES82, MES83 y MES86 obtenidos a
partir de la familia de métodos (4.9), que cumplen con las exigencias del Teorema 4.3.4, con otros
ya disenados por otros autores MES8Z y MESSS ( ver éstos en (4.4) y (4.5)) que tienen como
caracteristica la utilizacion de la técnica de funciones peso y ser trabajos recientes en el area de
investigacion. Los métodos iterativos de orden ocho se han comportado de igual manera que los
de orden cuatro, en cuanto a la precisién obtenida en la determinaciéon de la soluciéon o raiz al ser
probados sobre las funciones seleccionadas.

Con relacion al valor absoluto de la diferencia de las iteraciones, asi como el valor absoluto de la
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altima iteracion hemos observado que tanto los nuevos métodos como los ya estudiados se comportan
de manera diferente cuando los evaluamos sobre las funciones dadas, pero en un rango adecuado.
Hay un total de siete funciones en las que los métodos comparados realizaron el mismo numero
de iteraciones, en las otras funciones la diferencia no es significativa, solo en las funciones fia(z) y
f21(z) el nimero de iteraciones realizadas es mucho mayor, lo que se debe a las caracteristica propias
de esas funciones. Con respecto al ACOC obtenido por de los métodos una vez evaluados sobre las
funciones, la realidad es que la gran mayoria el orden de convergencia han sido exactamente ocho,
y los que no estan en este grupo los valores son muy cercanos a ocho.

Los resultados obtenidos por los métodos iterativos estudiados conocidos que han sido utilizados
para compararlos con los propuestos, nos permiten afirmar que todos ellos se encuentran en un
grupo selecto de métodos eficientes para resolver ecuaciones no lineales.

‘ | Metodos | 3 [Jzies — ] [ [flmesn)] [iter | p | etime |

f1 MES81 1.409624 2.7 e-224 1.1e-1788 4 8.0000 | 0.1782
zo=1 MES82 | 1.409624 2.2 e-268 2.7 e-2008 4 7.9999 | 0.2075
MESS83 | 1.409624 6.0 e-292 2.7 e-2008 4 8.0000 | 0.2325

MESS86 1.409624 6.7 e-281 2.7 e-2008 4 7.9999 | 0.2502

MES8Z | 1.409624 7.2 e-315 2.7 e-2008 4 8.0000 | 0.2080

MES8S | 1.409624 7.6 e-287 2.7 e-2008 4 8.0000 | 0.2618

fa MES81 | 0.257530 2.1 e-328 2.7 e-2008 4 7.9832 | 0.2277
zo=1 MES82 | 0.257530 1.1 e-327 0.0 4 7.9205 | 0.2645
MES83 | 0.257530 5.6 e-321 0.0 4 8.0000 | 0.3488

MES86 | 0.257530 3.6 e-421 0.0 4 7.7511 | 0.2844

MESSZ | 0.257530 1.0 e-323 2.7 e-2008 4 8.0014 | 0.3088

MESS8S | 0.257530 2.5 e-329 0.0 4 7.9472 | 0.3009

f3 MES81 | 0.739085 3.6 e-67 1.8 e-535 3 8.0241 | 0.2025
ro =1 MES82 | 0.739085 1.9 e-77 1.1 e-618 3 8.0081 | 0.2111
MES83 | 0.739085 1.2 e-78 2.0 e-628 4 8.0046 | 0.2279

MES86 | 0.739085 8.9 e-78 2.0 e-621 3 8.0132 | 0.2335

MESS8Z | 0.739085 2.3 e-82 1.0 e-658 3 8.0196 | 0.1646

MES8S | 0.739085 5.0 e-81 8.2 e-648 3 8.0156 | 0.2362

fa MESS81 | 2.000000 1.4 e-252 0.0 5 8.0000 | 0.4363
x9=2.5 | MES82 | 1.999999 1.3 e-446 0.0 5 7.8415 | 0.4166
MES83 | 2.000000 3.8 e-192 3.1 e-1527 5 7.9991 | 0.5196

MES86 | 2.000000 2.1 e-318 0.0 5 7.7662 | 0.4992

MESS8Z | 2.000000 3.4 e-120 5.3 e-954 4 7.9980 | 0.3323

MESS8S | 2.000000 1.3 e-107 5.1 e-852 4 7.9921 | 0.3990

fs MESS81 | 2.154435 2.8 e-100 4.5 e-791 4 8.0034 | 0.3520
zo=1.5 | MES82 | 2.154435 4.3 e-353 4.3 e-2007 5 7.7889 | 0.3727
MESS83 | 2.154435 1.4 e-144 5.8 e-1145 4 7.9835 | 0.3956

MES86 | 2.154435 1.9 e-88 2.1 e-696 4 8.0496 | 0.3848

MES87 | 2.154435 1.4 e-102 2.2 e-812 4 7.9917 | 0.3462

MESS8S | 2.154435 1.8 e-477 2.2 e-2007 5 7.8907 | 0.3854

fe MES81 | 0.639154 1.3 e-139 1.3 e-1111 4 8.0019 | 0.4920
To = MES82 | 0.639154 1.6 e-164 1.8 e-1313 4 7.9996 | 0.6078
MESS83 | 0.639154 2.6 e-107 2.6 e-852 4 8.0060 | 0.5456

MES86 | 0.639154 2.2 e-169 5.5 e-1350 4 7.9995 | 0.6670

MES87 | 0.639154 6.8 e-269 4.0 e-2008 4 8.0000 | 0.4290

MES8S | 0.639154 1.0 e-232 2.1 e-1856 4 8.0000 | 0.5787

Tabla 4.6: Resultados obtenidos por los métodos de orden 8 sobre las funciones test
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‘ | Méodos I3 [Jorer — @] | [flmes)] [dter | p ] etime

f7 MES81 | 0.767653 3.3 e-172 2.7 e-1369 4 7.9998 | 0.5103
zog=1 MES82 | 0.767653 1.1e-213 2.3 e-1702 7.9999 | 0.5716
MES83 | 0.767653 2.5 e-176 1.6 e-1402 7.9981 | 0.5628
MESS86 | 0.767653 3.3 e-202 5.1 e-1642 7.9996 | 0.5356
MES8Z | 0.767653 7.7 e-287 1.3 e-2008 8.0000 | 0.4989
MES8S | 0.767653 4.6 e-239 1.8 e-1904 8.0000 | 0.5547

fs MESS81 | 1.365230 1.4 e-133 1.2 e-1056 7.9989 | 0.1450
zog = 1.5 MES82 | 1.365230 4.5 e-165 5.9 e-1309 7.9989 | 0.2047
MES83 | 1.365230 5.8 e-102 2.2 e-803 7.9878 | 0.2076
MES86 | 1.365230 5.2 e-141 2.3 e-1116 7.9913 | 0.1532

MESS8Z | 1.365230 1.1 e-330 0.0 7.7620 | 0.1345
MESS8S | 1.365230 6.2 e-312 0.0 8.0000 | 0.2118
fo MES81 | 0.128077 1.5 e-314 7.6 e-2009 8.0000 | 0.1423

x9=—0.1 | MES82 | 0.128077 5.1 e-340 7.6 e-2009
MESS83 | 0.128077 2.6 e-292 7.6 e-2009
MES86 | 0.128077 7.6 e-435 7.6 e-2009
MESS8Z | 0.128077 3.3 e-438 7.6 e-2009
MESS8S | 0.128077 8.5 e-409 7.6 e-2009

fi1 MES81 | 0.714806 5.1 e-299 5.4 e-2008
z9 = 0.5 MES82 | 0.714806 1.5 e-272 5.4 e-2008
MES83 | 0.714806 4.1 e-260 5.4 e-2008
MESS86 | 0.714806 6.6 e-354 5.4 e-2008
MEDS8Z | 0.714806 5.1 e-302 5.4 e-2008 8.0000 | 0.1421
MEDSS | 0.714806 6.8 e-277 5.4 e-2008 8.0000 | 0.1704

fi2 MES81 | 0.000000 1.3 e-249 2.3 e-500 | 347 | 1.0000 | 26.0622
9 = 0.5 MESS82 | 0.000000 9.6 -250 1.0 e-500 | 330 | 1.0018 | 25.5618
MES83 | 0.000000 6.2 e-250 4.9 e-501 | 339 | 1.0000 | 26.2324
MES86 | 0.000000 1.4 e-249 2.2 e-500 | 332 | 1.0017 | 26.0003
MES8Z | 0.000000 1.7 e-249 1.6 e-500 | 276 | 1.0000 | 19.9002
MES8S | 0.000000 3.2 e-249 4.5 e-500 | 266 | 1.0000 | 20.6869

7.8165 | 0.1496
8.0000 | 0.2106
7.6151 | 0.1417
7.8909 | 0.1256
7.8473 | 0.1563

8.0000 | 0.1309
8.0000 | 0.1700
8.0000 | 0.1702
7.7919 | 0.1379

L e N N [ R T S N S

'y

f1s MESS1 | -1.201576 | 6.0 e-68 | 50528 | 4 | 8.0203 | 0.1940
zo=—1 | MES82 | -1.201576 | 1.6e-398 | 22e-2007 | 5 | 7.8649 | 0.3404
MESS3 | -1.201576 | 1.9e-140 | 2.9 e-1107 | 4 | 7.9833 | 0.3404

MESS6 | -1.201576 | 1.8e69 | 5.9e540 | 4 | 7.9627 | 0.3345

MESSZ | -1.201576 | 1.1e-134 | 3.7¢1066 | 4 | 8.0038 | 0.3000

MESSS | -1.201576 | 7.7e-85 | 1.1e-665 | 4 | 7.9882 | 0.3404

f1a MESS81 | 2.331968 | 2.5¢68 | 4.0e545 | 3 | 7.9753 | 0.2975
10=2 | MESS2 | 2.331968 | 1.0 e-495 0.0 4 | 7.9966 | 0.6121
MESS3 | 2.331968 | 2.5e-487 | 1.1e-2007 | 4 | 7.9990 | 0.6121

MESS6 | 2.331968 | 6.6 e-496 0.0 4 | 7.9968 | 0.6184

MESSZ | 2.331968 | 1.3e69 | 89e556 | 3 | 8.0003 | 0.5848

MESSS | 2.331968 | 69670 | T.le558 | 3 | 7.9974 | 0.6217

f16 MES81 | 1.679631 | 1.7e213 | 9.6e1701 | 4 | 8.0001 | 0.1663
2o =195 | MES82 | 1.679631 | 1.8 256 | 4.4¢-2008 | 4 | 7.9999 | 0.2636
MESS3 | 1.679631 | 1.0e-256 | 4.4¢-2008 | 4 | 8.0000 | 0.2638

MESS6 | 1.679631 | 1.7e-279 | 1.3e-2008 | 4 | 7.9999 | 0.2574

MESSZ | 1.679631 | 1.3e-334 | 1.3¢-2008 | 4 | 7.7933 | 0.1671

MESSS | 1.679631 | 6.6 283 | 1.3e-2008 | 4 | 8.0000 | 0.2519

Tabla 4.7: Resultados obtenidos por los métodos de orden 8 sobre las funciones test
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lineales 85
‘ ‘ Métodos ‘ 3 ‘ [Tps1 — xk] ‘ [f(xkt1)] ‘ iter ‘ P ‘ e-time ‘

fiz MES81 1.746140 4.0 e-94 1.6 e-754 3 8.0533 | 0.1172

ro = 1.95 MES82 1.746140 9.5 e-111 5.5 e-889 3 8.0763 | 0.1289
MESS83 1.746140 2.0 e-102 2.1 e-821 3 8.0693 | 0.1279

MESS86 1.746140 5.7 e-101 2.1 e-809 3 8.0607 | 0.1359

MESS8Z 1.746140 3.3 e114 7.4 e-916 3 7.9710 | 0.1056

MESS8S 1.746140 2.6 e-112 1.3 e-900 3 7.9880 | 0.1321

fig MES8&1 | -1.999999 1.0 e-315 5.4 e-2008 4 8.0000 | 0.8115
rg=—1.8 | MES82 | -1.999999 2.2 e-455 1.3 e-2007 4 7.9319 | 0.5769
MES83 | -1.999999 1.6 e-358 5.3 e-2008 4 8.2226 | 0.6025

MES86 | -1.999999 9.1 e-392 1.3 e-2007 4 8.1198 | 0.6198

MES8Z | -1.999999 2.0 e-430 5.4 e-2008 4 8.1662 | 0.5502

MES8S | -1.999999 2.4 e-442 2.7 e-2008 4 8.1440 | 0.5726

fio MES81 0.000000 4.9 e-380 1.4 e-3033 9 2.0000 | 0.4318

xg = 0.4 MESS82 0.000000 9.6 e-316 1.8 e-630 9 1.9734 | 0.5125
MESS83 0.000000 1.4 e-289 8.8 e-577 9 1.9999 | 0.5217

MES86 0.000000 5.5 e-342 6.4 e-2730 9 1.9970 | 0.5189

MES87Z 0.000000 4.0 e-203 1.0 e-1012 8 2.0000 | 0.4076

MES8S 0.000000 7.1 e-219 7.2 e-655 8 2.0000 | 0.5594

fo1 MESS81 0.000000 3.9 e-250 8.3 e-501 348 | 1.0000 | 8.8994

xg = 0.5 MESS82 0.000000 1.4 e-249 8.7 e-500 | 330 | 1.0000 | 8.8045
MESS83 0.000000 9.9 e-250 4.9 e-500 | 339 | 1.0000 | 9.3590

MESS86 0.000000 3.6 e-250 6.1 e-501 | 332 | 1.0000 | 9.3234

MES87Z 0.000000 3.1 e-250 1.9 e-501 | 277 | 1.0000 | 6.1430

MES8S 0.000000 6.7 e-250 7.8 e-501 | 267 | 1.0000 | 7.3762

Tabla 4.8: Resultados obtenidos por los métodos de orden 8 sobre las funciones test

4.5. Comparativa entre métodos con y sin derivadas

En esta seccion utilizaremos tanto herramientas dindmicas como numeéricas para comparar algunos
de los esquemas disenados, con derivadas en la expresion iterativa y sin ellas, de manera que poda-
mos obtener algunas conclusiones acerca de su estabilidad y sus cuencas de convergencia. Lo que
mostraremos en esta seccion fue publicado en [11].

4.5.1. Analisis de la estabilidad

Las propiedades dinémicas de la funciéon racional asociada a un método iterativo que acttia sobre
un polinomio nos da una importante informacion sobre los rasgos numéricos del método en cuanto
a su estabilidad y fiabilidad (ver [20]).

Para la representacion de las cuencas de convergencia de cada procedimiento iterativo hemos usado
el software descrito en [26]. Para dibujar los planos dinamicos, cada punto del plano complejo es
considerado como un punto de partida del esquema iterativo y esta dibujado en diferentes colores
dependiendo del punto al que esté converge (las raices del polinomio estdn marcadas en las figuras
con estrellas blancas). Las figuras han sido generadas para valores de la estimacion inicial en [—2, 2] x
[—2,2], con una red de 800 x 800 puntos y un maximo de 80 iteraciones por punto. Dependiendo del
niimero de iteraciones necesarias para que converga, el color del punto de partida sera méas brillante
(menos iteraciones) o més oscuro (mas iteraciones).
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86 4.5. Comparativa entre métodos con y sin derivadas

Representaremos el comportamiento dindmico de dos elementos mencionados de las clases sugeridas,
(3.14) y (4.7), para polinomios de grado bajo y funciones no polinomiales, mostrando su estabilidad
y la amplitud de las regiones de convergencia en estos casos.

iz}
imiz)

Figura 4.1: Planos dindmicos para el esquema MED82

En primer lugar, consideramos el esquema MEDS82; observamos en la Figura 4.1 la cuenca de
atraccion de las diferentes raices de los polinomios de bajo grado. Es posible observar algunas
regiones de convergencia lenta, en forma "de flores", cuyos pétalos se hacen més estrechos mientras
nos acercamos al centro. Las zonas negras en el centro de las flores corresponden a las regiones
carentes de convergencia o bien donde se ha superado el méximo de iteraciones. Los planos dindmicos
observados muestran amplias regiones de convergencia para las diferentes raices.

- - - - i h o : : : ; : s

(a) 2* —1,8=0.9 (b) 2* — 1, 3=0.01 (¢) 2* —1, 3=0.01

Figura 4.2: Planos dindmicos para el método MES84

Si consideramos ahora la funcion racional asociada al elemento de la familia (4.7) denotado por
MES84 y analizamos su comportamiento dinamico, encontramos que existen también regiones negras
en los planos dinamicos (ver Figura 4.2) cuyas orbitas no tienden a ninguna de las raices, pero si al
infinito. Ademaés, puede observarse que las regiones de convergencia son mas estrechas en algunos
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casos. Es de destacar que la convergencia mejora cuando el valor  se aproxima a cero respecto a
cuando esta cerca de uno.

En la Figura 4.3, mostramos los planos dinamicos correspondientes a la funcion no polindmica
f(z) = 10ze=*" —1 en [—2,2] x [-2,2], que tiene dos raices. Estos planos dindmicos se han obtenido
para comparar el comportamiento de Newton y los métodos MED82 y MES84. En todos los casos
existen amplias regiones de no convergencia a ninguna de las raices. Algunos de ellas son debidas a
los polos de la funcion f(x). Observamos que, a pesar de todo, el comportamiento de los métodos
propuestos no es muy diferente del de Newton, mientras que la velocidad de convergencia se ha
multiplicado por cuatro.

lIm{z}

-2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5 2

(a) Newton (b) MEDS2

Im{z}

-2 -1.5 -1 -0.5

0o 05 1 15 2
Reiz} 2 -5 -1 -05 0 05 1 15 2

(¢) MES84, 8 = 0.9 (d) MES84, 8 = 0.01

Figura 4.3: Planos dindmicos para la funciéon 10ze " — 1

4.5.2. Analisis numérico

En esta seccion mostramos el comportamiento de los métodos propuestos MED82 y MES84 bajo
otro punto de vista. En las pruebas numeéricas se ha usado aritmética de precision variable con 4000
digitos de mantisa en Matlab R2010a. En nuestros experimentos numéricos comparamos nuestros
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88 4.5. Comparativa entre métodos con y sin derivadas

esquemas con el método de Newton (NM), el método de Steffensen (SM), el método de Ostrowski
(OM), y varios procedimientos iterativos, cuyas expresiones iterativas mostramos a continuacion.

El primero de los métodos con derivadas que consideraremos es el disenado por Kou y Wang en
[83], cuyos dos primeros pasos corresponden al esquema de Ostrowski. Denotaremos este método
por KWM.

_ o fla)
e =TT iy
_ I (yr)
U
= [0y 20,

@) = L)
donde Hy = o555y v H2 = 5555700

El segundo de los métodos con derivadas que usaremos en nuestra comparacion fue propuesto por
Cordero et al. en [39] y también parte del método de Ostrowski para disenar un método 6ptimo de
orden 8. Lo denotaremos por CTVM.

e = f(zk)
far)’
B f(yk)
A Hf’(wk)’
Uk — 2k f(2)
vk — xk f'(xr)

Tyl = Ug

) o 2 I o i)
donde H = sy5orys we = 2o — (H +T/2)° 505 v T = 555500

Respecto a los métodos de tipo Steffensen, denotaremos por ZLHM al esquema propuesto por Zheng
et al. en [118], que utiliza diferencias divididas de cuatro orden para alcanzar orden ocho 6ptimo,

sin evaluaciones funcionales de derivadas.

U = xk*%7 2k = o + v f(Tk),
g Yk — 1 (ye)
Flurks we] + Fluks Te, 26) (yr — o)
A S (uk)
k1 =

 fluse i) + Fluks v o) (e — y) + Flug, i, o, 26 (we — yi) (g — 1)

Por ultimo, utilizaremos también el esquema libre de derivadas de Soleymani y Khattri [107], que
consigue orden 8 6ptimo con diferencias divididas de primer orden. Denotaremos este método por
SKM.

ke = wk*%7 2p = wp — f(2p),
_ flzg)
U = Yk — Hm7
B o flw)
Th = Gf[itlm 2]
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s wa(wg) = R G = g1+ g2+ g3 1 = 1+ (2 -
4— flag, 21) (6 + flor, 2] (=4 + flaw, zi]))wi (x1)?,

walan) = H28 v wn = 4283,

donde H = 1+ wy(xg) + walxy), wi(xy) = ;Egi%

fler, 2w (zx) + (1= flag, ze])wi (21)?, g2 = (
g3 = wa(xy) + w3(xr)® + (4 — 2f[wx, 21])wa(a),

La Tabla 4.9 muestra la expresion de las funciones de prueba, las raices con dieciséis digitos sig-
nificativos y la aproximacion inicial g que es la misma para todos los métodos. Mostramos en la
Tabla 4.10 el numero de iteraciones (iter), el orden de convergencia computacional (COC), el valor
absoluto de la funcion |f(zxy1)| en la tltima iteracion y la raiz obtenida en cada método &.

Funciones test Raices Valores iniciales
fi=vat+38 Sin(ﬁ)*#il*\/ﬁ% & =2 zo=—18
& ~ —1.149212674609088
fo = zexp(2?) — sin(z?) + 3cos(x) + 5 & ~ —1.201576112092293 0 =
f3=+Va2 +22+5—2sin(z) — x> +3 &1 ~ +2.3319676558839640 z9 =1
& ~ —2.573166514902827
fa=a'+sin(%) -5 &1 ~ +1.414213562373095 xo =2
& ~ —1.414213562373095
f5 = (sin(z) — %)2 & =0 ( raiz doble) 9 =0.5

Tabla 4.9: Funciones test y sus raices

NM SM oM KWM CTVM MED&2 ZLHM SKM MES84
fi iter 9 9 5 3 3 4 3 4 3
cocC 2.0000 2.0000 4.0000 8.2176 8.3082 8.0000 8.1662 7.9999 8.0000
[f(zr41)] 1.6e-479 | 2.3e-574 8.8e-752 9.8e-359 1.4e-329 9.6e-2525 6.6e-431 4.2e-1882 | 9.6e-2522
raiz &1 ¢ & &1 &1 &1 &1 & &
f2 iter 14 n.c. 5 3 3 4 4 n.c. 4
CcocC 2.0000 4.0000 7.9547 7.9386 8.0203 8.0038 8.0203
[f(zr41)| | 2.6e-553 7.9e-1063 3.5e-517 8.6e-485 5.0e-528 3.7e-1066 5.0e-528
raiz § £ 3 S ¢ £ 3
f3 iter 8 8 5 3 3 3 3 14 3
CcocC 2.0000 2.0000 3.9998 8.0286 7.9075 7.9753 8.0003 7.6578 7.9753
‘f(zk+1)| 3.2e-422 1.8e-334 | 2.7e-1292 5.6e-560 6.7e-622 4.0e-545 9.0e-556 4.4e-080 4.0e-545
raiz &1 &1 &1 &1 &1 31 &1 &1 &1
fa iter 9 70 5 4 3 n.c. 4 6 n.c.
cocC 2.0000 2.0000 4.0000 8.0232 7.6465 8.0353 8.0000
[f(zr41)] 8.2e-425 | 5.1e-306 5.6e-621 1.3e-1714 | 2.3e-333 1.3e-092 2.7e-1750
raiz &1 &2 &2 & &1 &1 &
I iter 536 536 268 n.c. 194 226 179 226 225
CcocC 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
|f(zr41)| | 7.1€-325 | 7.9e-325 1.0e-326 3.1e-325 3.5e-325 2.5e-325 2.0e-324 3.5e-325
raiz § § ¢ 3 S ¢ £ 3 3

Tabla 4.10: Comparacion de varios métodos iterativos libres de derivada

Estos resultados numeéricos son coherentes con el analisis de la convergencia llevado a cabo en el
Teorema 3.3.3 y el Teorema 4.3.2 presentados en el Capitulo 3 y éste respectivamente. Ambos, tanto
en los resultados numéricos como el analisis dinamico, muestran que los métodos sin derivada son
mas sensibles a la aproximacion inicial y, por tanto més inestables, aunque esta situacion mejora si
el parametro introducido en la variable z, = x + B f(xy) esta proximo a cero.
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Capitulo 5

Métodos iterativos multipunto 6ptimos
de orden alto para ecuaciones no lineales

5.1. Estado del arte

Dada la complejidad a la hora de establecer el orden de convergencia, no son muchos los métodos
optimos, de orden superior a ocho, presentes en la literatura. En particular, Thukral (en [110]),
presenta el siguiente esquema libre de derivadas, 6ptimo de orden 16, cuya expresion iterativa es

Y = Tk~ 7]?(%) )
flwg, zy]’
o = flwe, 2] f(yx)
Flwes ye] flor, ye]’
o = o 1 f(zr)
(1 = 2ugud)(1 — u2) flyr, 2] = flew yu) + flaw 2]
ves = ax—TF(ap) Flyk, 2]

Tlurs ar] f 2z, ar]’

_ Sl  fl=) i)  flw)  fla)
donde wy = x + f(zg), w1 = 7(zr)’ U = Flwg)’ uz = Flzr)’ Uy = {(wk); u; = )
U = ){((Z;l,i)) y T =1+ ujug — wyuguj + us + ug + ujug + uiug + 3u1uzﬁ. En adelante,

denotaremos este esquema por T16.

Asimismo, Sharma et al. presentan en [103] un método que utiliza derivadas primeras, asi como
diferencias divididas de primer orden, que denotamos por S16 y que es también un método 6ptimo
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92 5.2. Diseno de los métodos

de orden 16. Su expresion iterativa es

wp = a2
f@e)
o = wp f (k) f(wy)
o flek) = 2f (wr) flar)’
- B flag)p+a+1)
pf e, xr] + af' (xr) + 7 flwg, xy]
_ P1f 2, wi] + quf [we, 2] + 1 f [tg, w]
Tyl = Tk — f( k)7

pil+q@gm+rn

donde p = (vx — wg)f(we)f(wr), ¢ = (wp — 20)f(2e)f(wi), v = (2 — ) f(z) f(21),
1= (zk — te)flae) f(te), @i = (te — z) f(t) f(2k), | = ﬂwk)f[zkwkl 7Z]Ezk)f[wk7xk}y
SQwg) [/ (wx) — f(ag) flwr, 2h] v fwr) flaw, te] = f(t) flwr, 2]

Wg — Tk w—t

La notacién de los distintos pasos de los métodos T16 y S16 no coincide, pero se ha dejado asi para
respetar la notacion original de los autores.

En este capitulo disenaremos métodos iterativos multipunto 6ptimos de orden dieciséis con y sin
derivadas para la solucion de ecuaciones no lineales. Dichos esquemas seran construidos mediante
la técnica de funciones peso. Los algoritmos tienen como punto de partida los método de érdenes
inferiores disenados en capitulos anteriores. La estructura del presente capitulo es la siguiente: cons-
truimos diferentes esquemas de orden dieciséis, posteriormente verificamos el orden de convergencia
y la relacion existente entre las diferentes familias de métodos, mostrando esquemas particulares
miembros de dichas familias y su similitud con los ya existentes. Continuamos con la seccién de
pruebas numeéricas, en las que comparamos los nuevos esquemas con otros ya conocidos.

5.2. Diseno de los métodos

En los capitulos anteriores, hemos disenado varios métodos iterativos con érdenes de convergencia
cuatro y ocho con y sin derivadas. A continuacién, nos preguntamos si es posible encontrar un
meétodo iterativo que alcance el orden 16, anadiendo al método de orden 8 (3.14) de un nuevo paso
con la misma configuracion, acompanado de una funcién peso T que dependa de tres variables

u(zy) = f@’“ v(zg) = f(yi) y w(zg) = ;, donde sy, es el ultimo paso del método de orden 8. La
expresion 1terat1va del nuevo esquema resulta
f (k)
= x5 — s
Yk
5.1
z
Sk =z — G(u(zy), U(xk))j{’((x];))’
s
Tpp1 = Sk — T(“(%LU(fk)yw(xk));((li)y

Al analizar la convergencia del método (5.1) observamos que tiene orden 16, bajo ciertas condiciones
sobre las funciones peso, que incluyen las que proporcionaban orden 8 al método de tres pasos (3.16).
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5.3. Analisis de la convergencia

En esta seccion analizamos las condiciones bajo las cuales los nuevos métodos iterativos propuestos
en la seccion anterior alcanzan orden de convergencia 6ptimo con la utilizacion de las funciones
peso.

La subclase del método iterativo (3.14) se convierte en los tres primeros pasos del método (5.1),
cuyo orden probaremos a continuacion, lo cual aparece publicado en [12].

Teorema 5.3.1 Sea & un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f: 1 C R - R
en un intervalo abierto I y sea xq es una estimacion inicial cerca de . El método definido en (5.1)
es dptimo con orden de convergencia dieciséis si se eligen funciones peso H, G y T suficientemente
diferenciables, de tal manera que se cumplan las siguientes condiciones:

H(0) =1, H'(0) =2, H"(0) =0,
HB)(0) = 24, H®(0) = -72, G(0,0) =1,
G.(0,0) =2, G,(0,0) =1, Gouu(0,0) = 2,
Gun(0,0) = 4, G (0,0) = 0, G (0,0) = 24,
Gruuwo(0,0) = —16, G (0,0) = 6, G (0,0) = 0,
G (0,0) = 8 = §(Guuun(0,0) + 6G, (0,0)),  T7(0,0,0) =1, T.(0,0,0) =2,
T,(0,0,0) =1, T,,(0,0,0) = 1, T (0,0,0) = 2,
TUU(O, 0,0) =4, TUU(O,O,O) = va(ovo)v va(ov 070) =2,
Ty (0,0,0) = =6 + 3G (0,0) 4+ Gy (0,0), T (0,0,0) = 8, Touu(0,0,0) = 0,
Tos(0,0,0) = 4 4+ Gy (0, 0), T (0,0,0) = 8, Ty (0,0,0) = 2,

Touuw(0,0,0) = 2.

La ecuacion del error del método es

err1 = —%(:2(505 — ¢3)(5(—14 4 5G4 (0,0))cs + 2(16 — 5G4, (0,0))c3es + (=2 4 Goy(0,0)) 3
—2¢9¢4)(25N165 — 20NocSes — Ngcé + 60Nyc5ey + 24N5c3eseq + ].ZNGCQC§C4 (5.2)
+6¢5(N7¢2 + 20¢5) — 43 (Ngc 4 3(2 — T (0,0,0))c2 + 6escs))ep’ + O(el),

(k)

donde ck:%fng), k=2,3,...,ep=ap,—Ey

Ni = —2544 + 40G yp00(0,0) — 100G 45 (0, 0) = 25G5(0, 0) 4 420T 10 (0, 0, 0) + 588734 (0, 0, 0)
+75G2,(0,0) T (0, 0,0) — 30G0 (0, 0)(—48 + 5T (0, 0, 0) 4 1473,(0, 0, 0)),

Ny = —2640 + 30G 000 (0,0) — 100G 0, (0, 0) — 25G 00 (0, 0) + 450T (0, 0, 0) 4 67213, (0, 0, 0)
+75G2,(0,0) T (0,0,0) — 30G (0, 0)(—43 + 5T (0, 0, 0) 4 15T34,,(0, 0, 0)),

Ny = —24 —4G(0,0) = Gou(0,0) 4 12T0,(0,0,0) + 12T (0,0,0) + 3G2,(0, 0) T (0, 0, 0)
—6G (0, 0) (=4 4 Ty (0, 0,0) + 2T, (0, 0,0)),

Ny = =66+ 5T00(0,0,0) — 5Gy(0,0) (=1 4 Ty (0, 0,0)) 4 14T3,,,(0, 0, 0),

N5 = 56— 5Tuu(0,0,0) + 5G4,(0,0)(—1 + Ty (0,0,0)) — 16T, (0,0, 0),

N = —6+ Guu(0,0) + Thuw(0,0,0) + (2 — Go(0,0) T (0, 0,0),

Ny = —2220 + 20G 4o (0,0) — 100G 5 (0, 0) — 25G 00 (0, 0) + 4403, (0, 0, 0) 4 65273,,(0, 0, 0)
+75G2,(0,0) T3 (0, 0,0) — 10G, (0, 0) (=110 + 15T (0, 0, 0) + 44T, (0, 0, 0),

Ny = =276 + 2Guup0(0,0) — 20G 40 (0,0) = 5Gyu (0, 0) + 78T (0, 0, 0) + 96T (0,0, 0)

+15G2,(0,0)T05(0,0,0) — 6G, (0, 0) (=29 + 5T3p(0, 0, 0) + 13T, (0, 0,0)).
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94 5.3. Analisis de la convergencia

Demostracion: Utilizando los desarrollos de Taylor obtenidos en la prueba del Teorema 3.3.3,
obtenemos

- —%862((—10 + H"(0))E3 + 2¢3)((1080 — Guuua(0,0)
+(=300 + 60H"0 — 3H"*(0)) Gy (0, 0) 4 6p1 2Gyun(0,0)
—108H"(0) + 8H® (0) + H® (0))c4 (5.3)
+12(=3 + Guun(0,0) 4 10G,,(0,0) + H”(0) — Gy (0,0)H" (0))c3es
—12(=2 4 Gy (0,0))2 + 24caey))ed + M + O(el7),

donde py 5 = —10+H"(0) y M = Myel + Moe}O + Mser! + Myer? + Mye}3 + Mger? + Mrerd + Mge 5.

Desarrollamos f(sy) en serie de Taylor,

flse) = —%f(&)@((—lo +H"(0))c3 + 2¢3)((1080 — Guuua(0,0)

)
+(=300 + 60H"(0) — 3H"*(0))G4(0,0) + 612G (0, 0)
—108H"(0) +8H®(0) + H®(0,0))c4 (5.4)
+12(=3 4 Guuw(0,0) + 100G, (0, 0) + H"(0) — G (0,0)H” (0))cEes
—12(=2 + Gy (0,0))¢3 + 24cacq))el + F(E)M + O(efT),

con lo que el proximo paso a seguir es calcular el desarrollo asociado a w(zy) = ;Eskgz
2
1
w(zg) = ﬂ((IOSO — G (0,0) + (=300 + 60H"(0) — 3H"(0)2) Gy (0,0) + 6p1,2G (0, 0)
—~108H"(0) + 8H®™(0) + H®(0,0))c4 (5.5)

+12(=3 4 Guuw(0,0) + 10G4,(0,0) + H”(0) — G (0,0)H” (0))c3es
—12(—2 4 G (0,0))c3 4 24cacy) et + My + O(e}?).

Teniendo en cuenta que las variables u(zy), v(zg) y w(zg) tienden a cero, cuando zy tiende a &,
aproximamos T'(u(xy), v(2g), w(zg)) por su polinomio de Taylor asociado,

1 1
T(u(zy),v(zg), w(zg)) ~ 61+ 5152 + 6153, (5.6)
donde
tl = T(07 070) +Tu(070,0)u(l’k) +TU(07070)U(I11‘) +Tw(07070)w(xk)

ty = Tuu(0,0,0)u(zr)? + Tuy(0,0,0)0(21)% 4+ Tuww (0,0, 0)w(xzy)?
+2T3,,,(0, 0, 0)u(zg)v(xk) + 2T (0,0, 0)u(zg)w(xr)
+2T0,(0, 0, 0)v(2g )w ()

t3 = Tuu(0,0,0)u(zr)? + Touw(0,0,0)0(21)? + Tiwww (0,0, 0)w(zy)
+3T00(0, 0, 0)u(21,)20(21) + 3T (0, 0, 0) (g, ) 2w (g, )
+3T000(0,0,0) () v(21)?) + 3T (0,0, 0)u(zy )w(zy)?
+3T (0, 0, 0)v(z)w(z1)? + 3Tp0w (0,0, 0)v () w(zy)
+6T 0w (0,0, 0)u(zk)v(zk)w(xy).

—
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5. Métodos iterativos multipunto 6ptimos de orden alto para ecuaciones no lineales 95

Por otra parte, el desarrollo en serie de Taylor asociado al cociente ((S;)) es
k
f(s 1
f/((ﬂvi)) = —@02((—10 + H"(0))¢3 + 2¢3)((1080 — Gy (0, 0)
+(=300 4 60H"0 — 3H"(0)2)G (0, 0) + 6(—10 + H"(0)) G (0, 0)
—108H"(0) + 8H®™ (0) + H®(0,0))c} (5.7)

+12(=38 + G (0,0) — (=10 + H"(0)) G, (0,0) — H"(0))c3c3
—12(=2 4 Gu(0,0))c2 4 24cacy))e§ + Mo + O(el7).

Por tanto, utilizando (5.3), (5.6) y (5.7), tenemos la ecuacion de error para el dltimo paso del método
iterativo:

Crp1l = —%(—1 +T(0,0,0))ca((—10 4 H"(0))¢3 + 2¢3)((1080 — Gy (0, 0)
+(—300 + 60H"(0) — 3H"(0)%) G (0, 0) + 6(—10 + H”(0))Guuv (0,0)
—108H"(0) + 8H® (0) + H™(0,0))c} (5.8)

+12(=38 + G (0,0) — (=10 + H"(0)) G, (0,0) — H"(0))c2es
—12(=2 4 Gu(0,0))c3 + 24cacy))ef + Mz + O(e)7).

Podemos deducir a partir de esta expresion que para tener al menos orden de convergencia nueve
es necesario que 7°(0,0,0) = 1. Entonces,

eyl = 74%(72 + T0,(0,0,0))ca((=10 + H"(0))e2 + 2¢3)((1080 — Gy (0, 0)
+(=300 4 60H"(0) — 3H"(0)%)G, (0,0) 4 6(—10 4+ H"(0)) G (0, 0)
—108H"(0) + 8H®™ (0) + H® (0))c4 (5.9)

+12(—38 + G (0,0) — (=10 + H"(0))G4,(0,0) — H"(0))c3e3
—12(=2 + G(0,0))¢2 + 24cacy))ef + My + O(el),

y deducimos que para tener orden de convergencia al menos diez hay que exigir que T,(0,0,0) = 2.
Entonces,

o = %@((—10 +H"(0))E2 + 2¢3) (12 + (—10 + H"(0))T,(0,0,0)

—T0u(0,0,0))3 + 2(=1+ T,(0,0,0))e3) (1080 = Gy (0, 0)

+(—300 + 60H"(0) — 3H"(0)%)G(0,0) + 6(—10 + H"(0)) Guuw (0, 0)
—108H"(0) + 8H®(0) + H™(0,0))c4 (5.10)
+12(—38 + G (0,0) — (=10 4+ H"(0)) Gy (0,0) — H"(0))ches

—12(=2 4 G(0,0))c3 + 24cacy))er’ + Ms + O(ef7).

Para alcanzar un orden de convergencia de al menos once debemos resolver el sistema de ecuaciones
formado por 12 + (=10 + H"(0))T,(0,0,0) — T,,,(0,0,0) = 0 y —1 + T,(0,0,0) = 0, cuya soluciéon
es T,(0,0,0) =1y T,,,(0,0,0) = 2+ H”(0). Si sustituimos estas condiciones en la ecuacion (5.10),
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96 5.3. Analisis de la convergencia

obtenemos la ecuacion del error

1
ekl = —peoa((- 10 4 H”(0))c3 + 2¢3)((96 + H®)(0) — Ty (0, 0, 0)

+3(=2 4 Ty (0,0,0)) H” (0) — 30T, (0,0,0))¢3 + 2(—1

+T,(0,0,0))c3)((1080 — Gy (0,0) + (=300 + 60H" (0) — 3H”( )2)Gu (0,0)
+6(=10 + H"(0)) G (0,0) — 108H" (0) + 8H® (0) + H™(0))c4 (5.11)
+12(=38 + Guuw(0,0) — (~10 + H"(0)) G (0,0) — H"(0))c3es

—12(=2 4 Gy (0,0))c3 4 24cacy))ert + Mg + O(ef7).

Una vez mas, resolviendo el sistema 96 + H®)(0) — T3,,,(0,0,0) + 3H"(0)(=2 + T4, (0,0,0)) —
307,,,(0,0,0)) = 0, —4 + Tu(0,0,0) = 0, obtenemos Tyy(0,0,0) = 4 y H®)(0) = 24 — 6H"(0) +
Tuun(0,0,0) y, si sustituimos estas expresiones en la ecuacion (5.11), obtenemos al menos orden de
convergencia doce.

1
@cz((—lo + H"(0))c3 + 2¢3) A1 (Agch 4 Az + Ay — 24(—1 + T,,(0,0,0))cacy)ef?
+ M7+ O(ef7).

€k+1

Exigiendo T,,(0,0,0) = 1, la ecuacion de error queda

it = ﬁ@((qo + H"(0))E + 2¢3)(— (Guuwa (0, 0) — 6Glass (0,0)(—10 + H”(0))

+3(=10 4+ H"(0))(—=4 + G4y (0,0) (=10 + H"(0)) + 2T 4 (0, 0,0) + 107, (0,0, 0)
—H"(0)Ty(0,0,0))¢5 + 12(2 + Guu(0,0) = Gy (0,0)(=10 + H"(0)) = Ty (0,0, 0)
+(=10 + H"(0))T1(0,0,0))c3es + 12(—Guu(0,0) + T1y(0,0,0))c3) (1272 — Gy (0, 0)
+(—300 + 60H"(0) — 3H"(0)%) G, (0, 0) + 6Gluun (0, 0)(—10 + H”(0)) — 156 H" (0) (5.12)

®(0) + 8Tuu(0,0,0))cs + 12(—38 + Guuo(0,0) — (—10 + H"(0))Gu(0,0))c3es
—12(=2 + Gy (0,0))¢2 + 24cacy)er? + Mg + O(e}7)

y el orden es, al menos doce. Para elevar el orden de convergencia resolvemos el sistema de ecuaciones
—4+4 Gy (0,0) (=104 H"(0)) 4 2T (0,0,0) + 107,,(0, 0, 0) H” (0) Ty (0,0, 0) = 0, 2+ Gy (0, 0) —
Gu(0,0)(—=10+ H"(0)) — Ty (0,0,0) 4+ (=10 + H"”(0)) T (0,0,0) = 0y =Gy (0,0) + T, (0,0,0) =
0. La solucion de este sistema es Gyy(0,0) = T3,,(0,0,0), Guuuu(0,0) = 0y Tyun(0,0,0) = 2 +
Guuw(0,0).

Imponiendo estas condiciones en la ecuacion de error (5.12) obtenemos

1

kil = 11550 (10 + H"(0))c3 4 2¢3) A(Arch
+4A9¢3c3 4+ 12A3¢3 — 24(=2 + T (0,0,0))cacy)er’ (5.13)
+Mg + O(el").
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donde

Al = 3264 4 Guuo(0,0)(300 — 60H"(0) + 3H"*(0)) + (=60 4 120H"(0) — 6 H"*(0)) G4, (0, 0)
—2G g (0, 0) (=10 4+ H”(0)) — 384H"(0) 4 16T31,,,,(0, 0, 0)
+(=300 4 60H"(0) — 3H"(0)*) Ty (0, 0, 0)
—6G4uv(0,0) (=10 + H”(0))(=2 4 T (0, 0,0)) + (1272 4 300G, (0, 0) 4+ 156 H" (0)
—60Gy(0,0)H" (0) + 3G (0,0)H" (0)2 — HH(0) — 8T0u(0,0,0)) T (0,0, 0),

Az = Guuwn(0,0) + 3G (0,0)(—=2 + Ty (0,0, 0)) — 3(=108 + G (0,0) (=10 + H”(0))
+4H"(0) + (=10 + H"(0))(=Tr50(0,0,0) + Gy (0,0)(—2 + T10 (0,0, 0)))
+(38 — H"(0))T1(0,0,0),

As = 84 Gupw(0,0) — Ty (0,0,0) + G (0,0) (=2 + T (0, 0,0)) — 2T3,4(0,0, 0).

El orden de convergencia catorce lo alcanzamos si exigimos como condiciones las soluciones del
sistema formado por A; = 0, Ay =0, A3 = 0y —2 + T,,,(0,0,0) = 0. Dichas condiciones son:
Tyuo(0,0,0) = 4 4+ Guw(0,0), Tup(0,0,0) = 2 v Guuun(0,0) = —6(—4 + H”(0)). Por lo tanto,
sustituyendo estos resultados en la tltima expresion de la ecuacion de error (5.13), obtenemos
orden de convergencia catorce.

eha1 ~ 5301 ——o((—=10 + H"(0))c3 + 2¢3)B(2B1¢§ — Bocyes + 12Bsc3c2

+ (8403 + 24850%04 — 48(—2 + T (0,0, 0))620364)6;164 + Mo + O(e,lj).

Para conocer las condiciones que nos porporcionen el orden de convergencia quince resolvemos el

sistema de ecuaciones By =0, B, =0, B3 =0, B4 =0, B4 =0y —2 + Ty,,,(0,0,0) = 0, donde

By = —22464 + 12(300 — 60H"(0) 4+ 3H"(0)? — 25T (0,0, 0)) G4y, (0, 0)
+(—1000 + 300H"(0) — 30H" (0)2 + H"(0)*)Gpv»(0,0)
—=3G v (0,0)(—10 4+ H”(0))? + 3552H"(0) — 96H" (0)*> — 12H™(0)
+(1272 — 156 H" (0) + 3(20 — 3H"(0)) G (0,0)H” (0) + H™(0))Tyyus (0, 0, 0)
(=176 4+ 8H"(0) 4 8T1u(0,0,0)) T (0,0, 0)
+(1000 — 300H" (0) + 30H"(0)2 — H"(0)*)T}0s(0,0,0)
(12720 — 2832H"(0) + 156 H" (0)*
+3(=1000 + 300H"(0) — 30H"(0)2 + H"(0)*)G.,(0,0)
—(=10 + H"(0)((H™(0) + 8T, (0, 0,0))T(0, 0, 0)
—6G (0, 0)(12 — T (0,0,0) + (=10 + H"(0)) Tuus (0,0, 0))),

By = —5928 + 1020G (0, 0) — 300G, (0,0)
+444H"(0) — H®(0) + 6G 0 (0,0)(—10 + H"(0))
+3(340 — 44H"(0) 4+ 4H"(0))G(0,0) + 3(=100 + 60H" (0) — 3H"(0)*) Gy (0, 0)
+6(38 + (—10 + H"(0)) Gy (0,0) — H”(0)) T (0, 0, 0)
—=8(2 — Tvw(0,0,0)) Tuuu(0,0, 0) +3(100 — 20H"(0) + H"(0)*)T,0(0, 0, 0)
+(3552 — 444H"(0) + 6H"(0)2 + H®(0) + 9(—100 + 20H"(0)
—H"(0)%)Gy(0,0))T0s (0,0 0) 6G (0, 0) (=22 + H"(0) + Ty (0, 0, 0)
—2(—10 4+ H"(0))T,(0,0,0)),
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By = 140 — 2H"(0) + Guuww(0,0) = 2Guu(0,0) + (=2 4 Gy (0, 0)) T (0,0, 0)
+2(=16 + H"(0))G0u(0,0) + (=10 + H"(0))(Tuuu(0,0,0) — G (0, 0))
+(=96 + 4H"(0) — 3(=10 + H"(0))G4(0,0) + 2G20(0,0))To (0, 0, 0),

Bi = 6+ Guuw(0,0) = Ty (0,0,0) + 3G4u(0,0) (=1 + Ty (0, 0,0)) — 6T (0, 0,0),

Bs = —22+ H"(0) 4+ Tuuw(0,0,0) — (=10 + H"(0))T,(0,0,0).

La solucion es: Guupe(0,0) = —2(24 Guun(0,0) — H”(0)), HH(0) = 12(—6 4+ H"(0)), Ty (0,0,0) =
24 H"(0), Typpu(0,0,0) = =6 4 3G1(0,0) + Gy (0,0) ¥ Ty (0,0,0) = 2.

Por lo tanto, bajo estas condiciones,

1.
Chp1 = 7mc§((f1o + H"(0))¢2 + 2¢3)(2 — H"(0) + Ty (0,0,0))C)er? + My,

+0(ey").

Para alcanzar orden 16 debe verificarse 2 + H”(0) — Tyu(0,0,0) = 0. Por tanto, exigiendo
Towuw(0,0,0) = 2 + H”(0) obtenemos el orden deseado, siendo la ecuacién de error la expresada
en (5.2). O

Un elemento particular de ésta familia lo obtenemos al seleccionar

H(u) = 1+ 2u+4u® - 3u?,
G(u,v) = 1+ 2u+v+u? +duw + 3uv + 4uv? + 4udv — 4u0?,
T(u,v,w) = 14 2u+v+w+u? + duv + 2uw + du?v + v?w + 6uv? + Suvw.

Denotaremos al método resultante por el MED16.

Nos preguntamos si es posible generar métodos de mayor orden. La respuesta es afirmativa, aunque la
complejidad es muy elevada. Podemos también desarrollar esquemas de orden alto sin derivadas, de
manera anédloga a los disenados en el Capitulo 4. Sin embargo, utilizaremos a continuacién la técnica
desarrollada en [38], que permite transformar, sin aumentar la complejidad algoritmica, métodos con
derivadas en esquemas de tipo Steffensen. En particular, usaremos la siguiente conjetura, aplicada
sobre la clase de métodos 6ptimos de orden 16 que hemos presentado en esta seccion.

Observacion 5.3.1 (/38]) Consideremos un método iterativo dptimo con derivadas de orden 29,
y un nuevo esquema sin derivadas disenado a partir de éste aplicando la aprozimacion f'(xy) =~
flzx, xk], donde z, =z + f(x)". Para que dicho esquema conserve el orden dptimo del método de
partida, es necesario que n > q.

Transformamos la expresion iterativa (5.1) utilizando diferencias divididas de primer orden y la
idea que acabamos de mencionar, obteniendo una familia de métodos 6ptimos de orden 16 libres de
derivadas.

Teorema 5.3.2 Sea & € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f: 1 C R —
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R en el intervalo I y xo la aprozimacion inicial suficientemente cerca a . El método definido por

_ flzr)
Y = Tk — m7
b = e — Hu(z) 228 -
f[Zk,.’L'k]
s = e~ Glulag), vay) )
f[zkvxk}
Tht = Sk~ T(u(mk)vv(xk)vw(xk))ﬁc%v

tiene orden convergencia 16 dptimo si las funciones reales, suficientemente diferenciables, H, G y
T se escogen de tal manera que cumplen los siguientes condiciones:

H(0) =1, H’(O) =2, H”(O) =0,

H®)(0) = 24, H®0)=-72, G(0,0)=1,

G,(0,0) =2 G,(0,0) =1, Guu(0,0) = 2,

Guuu(0,0) = 6 — 3Gy (0,0) + Ty (0,0,0), Guun(0,0) =0, Gup(0,0) = 4,

Guuon(0,0) = —2(2 + Gy (0,0) — H”(0)), Guuw(0,0) =6, Guuun(0,0) = 24,
Gup(0,0) = 5(24 = Guun(0,0) = 6G4,(0,0)), T(0,0,0)=1,  T,(0,0,0) =2,
Tu(0,0,0) = 2 7,(0,0,0) = 1, T (0,0,0) = 4,
T,(0,0,0) = T (0,0,0) =0, Ty (0,0,0) = 8,
T,,(0,0,0) = um,(O 0), T (0,0,0) = 2, Tu(0,0,0) = 4 + G, (0,0),
Tyw(0,0,0) = T (0,0,0) =2, Tu0(0,0,0) =8,

_ 4 o fGw) = flee) o fye) _ ftr) oy f(sk)
donde z | o+ f(xR)®, flow, 2 p— u(zy) Flon)’ v(xy) T yw(zy) )
La ecuacion del error de este método es:

€1 = —LCQ (5c% — e3)(o1 — 2cac4) (a2 + Geses) efS +0(eln),

48

donde
a1 = 5Mycs 4+ 2Maches + Mac3,

9 = 25N1 3 —20NocSes+ N3ca+60N,c5es+24Nscsesea+12Ngeacseq+6¢a(Nrca+20cs)—4ca (Ngci+3Ng )3,

1 f(k)
cp = Eff(ﬁ()g)’ k=23,..,e, =z, —&y M, My, M3 y N;, i = 1,2,...,9 dependen de las

derivadas parciales de orden uno, dos y tres de las funciones peso G y T evaluadas en cero.

Demostracion: La prueba se basa en la expansion de Taylor de los elementos que aparecen en la
expresion iterativa (5.14). Sélo se muestran los elementos necesarios de las expresiones con el fin de
determinar las condiciones que se necesitan para alcanzar el orden de convergencia. El desarrollo de
Taylor de las funciones peso utilizadas se hace en torno a cero.
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Usando desarrollos de Taylor en torno de £, obtenemos

16
F1(€) ciel, + Oer),

flzg) =
j=1
16 .
=& = [ (e +4c2e}) + F/(©) D Dyel, + Oel)),
=6
! 16 )
Fz) = F1(€) (ex + cac} + csel + (F'(©)* + ca)et) + 1'(€) D Ejel + O(e})),
j=5
16 'j
flzwze] = f(©) (1 + 2coey, + 3czer + 4(:46%) + 78 Z Fjef;l +0(e}9),
j=5

donde ¢; = 1. Sustituyendo estas expresiones en el primer paso de (5.14), obtenemos y, — =
16

ZAjei +0(e}"), donde Ay = co, Az +2(c3 —2c3) y Aq = 4¢3 — Teacz + 3¢y, Usando de nuevo el
j=2
desarrollo de Taylor obtenemos

flue) = f'©) (C2€z —2(c% — c3)es + (5¢3 — Teaes + 304)6%)
+£(&) (71203 + 240%03 — 60;25 + cz(f'(§)4 —10cq) + 465)62)

16
(€)Y Alel, + O(ef),

=6

u(zr) = coep + (2c3 — 3c3)e)k? + (8¢5 — 10cacs + 3c4)el
+(—20¢3 + 37c3c3 — 8¢ + co(f'(€)* — 14ey) + 4es)el,
16
+1'(€) D Ajef. + Olel)),
j=6

y calculamos H (u(zy)) &~ H(0) + H'(0)u(zy) + L H"(0)u(zr)? + LH® (0)u(zy)® + 4 HW (0)u(zx)*.
Esto nos permite obtener la ecuacion de error para el segundo paso de (5.14):

16

th—E=_ Bjel +0(e})),
j=2

donde By = — (H(0) — 1) ¢y, By = (—2 + 4H(0) — H'(0))c2 — 2(H(0) — 1)cs. Si By = 0y By =0
tenemos orden de convergencia al menos 4. Esto se obtiene si H(0) = 1y H'(0) = 2y nos proporciona
para t; la siguiente expresion:
16 ]
t— &= E:KjefC + O0(er),
j=4

H//
donde K4 = (5 — &) cg — CoC3.

Usando de nuevo el desarrollo de Taylor en torno de £ para obtener f(tx) y a partir de él calculamos
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v(zg) y aproximamos la funcion G en torno a (0,0)
1
G(u(zg),v(zr)) =~ G(0,0) 4+ Gyu(0,0)u(zr) + Gy(0,0)v(xy) + E(Gw(o, 0)u(zy)?

+2G 40 (0, 0)u(zp)v(xk) + Gow (0,0)v(2)?) + é(Guuu(O7 0)u(zy)?

+3G 00 (0, 0)u () 20 (21) + 3G v (0, 0)u(xr)v(21)? + Guoo (0, 0)v(z1)?)
1
+ﬂ(Guuuu(07 O)U(l'k)4 + 4Guum)(07 O)U(Ik)3U(CL’k) + GGumm(Oa O)U(xk)zv(xk:)Q

+4Guvuv(07 O)U(Ik)v(xk)j + vauv(oa O)U(xk)4)7
y obtenemos la serie de Taylor de sj:

16

sk— &= Sjel +0(ef), (5.15)

J=4

1 1
donde Sy = 504/)’102((1{”(0) —10)c2 +2¢3) y S5 = 6(_216 + 3G,(0,0)(H"(0) — 10) + 30H"(0) +
G(0,0)(276 —36 H" (0) + H®)(0)))ch+ (324G (0,0) —3H"(0) +G(0,0)(—34+3H"(0))) 33+ 25163 +
2B1¢2¢4, siendo a = (H"(0) —10)c3 +2¢3 y B1 = G(0,0) — 1. Para tener orden de convergencia seis,
S4y S5 deben anularse. Esto es posible solamente si G(0,0) = 1 y G,,(0,0) = 2. Sustituyendo estas
expresiones en (5.15) obtenemos

16
sk— &= Sjel+0(ef), (5.16)
Jj=6
1
S = 1%2(8%,10% = 2f¢3),
1
S§ = 12 57 1(:2 + 65'72(:‘2%3 + s'7y3c%c§ — 62(:% + Sl7)4C%C4 — 2B9cac30y,
B2 = G,u(0,0) -1,
ng = —12+ Guwu(0,0) — G,(0,0)(H"(0) — 10),
3'771 = 4272 + 300G, (0,0) — 4320G,,(0,0)) — Guuwu(0,0)(H” (0) — 10) — 528 H"(0)

(0
— 60G 40 (0,0)H"(0) + 1032G, (0, 0)H" (0) + 3(G(0,0) — 20G,, (0, 0))H" (0)?

+  (54H"(0) — H®)(0) — 456) Gy (0,0) + 12HG)(0) + 2G, (0, 0)H®) (0)(H" (0) — 10),
shy = 2196 + Guuu(0,0) — 6(10 — H”(0)) Gy (0,0)

+ (—2052 + 372H"(0) — 15H"(0)> — 2H®)(0))G,(0, 0)

+ 15(H"(0)% — 204H"(0) — 12) G (0, 0),
shy = —66+3Guu(0,0) — Guy(0,0) + 64G,(0,0) + 3H"(0) — 6G,(0,0)H"(0),
shy = —22+4 Guu(0,0) — 2G,(0,0)(H"(0) — 10) + H"(0).

Si S§ y S% se anulan se obtiene orden de convergencia ocho. Imponiendo S = 0 y S, = 0 resultan
G(0,0) = 1, Gy (0,0) = 4, Gy = —24+6H"(0) + H®(0) y Gy (0,0) = 24 H"(0). Sustituyendo
estas expresiones en (5.16) obtenemos orden de convergencia ocho

sp—¢& Zs” +0(et") (5.17)

Universidad Politécnica de Valencia



102 5.3. Analisis de la convergencia

donde

1
st = T (ss,1€3 + 1255 2c5¢3 — 12(2 — Gy (0,0)) 3 + 24eacs)
sg1 = 1080 — Guuuu(0,0) — 3(100 — 20H"(0) + H"(0)) Gy (0,0)
+6Guu0(0,0)(H” (0) — 10) — 108 H" (0) + 8H®)(0) + H®(0),
532 = —384 Guun(0,0) — (H"(0) — 10)Gy, (0,0) + H"(0).

Asi, usando de nuevo el desarrollo de Taylor en torno de &, obtenemos f(sg) y la utilizamos para
obtener el desarrollo de Taylor de w(xy) y T'(u(zy), v(zk), w(xy)). Finalmente obtenemos la ecuacion
de error del método iterativo (5.14):

16
err1 =Y Njel + O(e}"), (5.18)
j=8

donde Ng = [1 —T(0,0,0)] S{. Si T(0,0,0) = 1, entonces Ng = 0 y sustituyendo esta condicién en
Ny obtenemos Ny g = [2 — T3,(0,0,0)] S§. Tomando 7,,(0,0,0) = 2 obtenemos

16

Ckt+1 = Z NQTjCi + 0(61167)7
=10

1
donde Ny 19 = %02(1[(12 + (H"(0) — 10)T,,(0,0,0) — T34, (0,0,0))c2 + 2(Tu(0,0,0) — 1)e3]SY. Si
tomamos 7;,(0,0,0) = 1 y T,,,(0,0,0) = 2 + H"(0), aseguramos que el orden de convergencia es al
menos once. La ecuacion del error en este caso toma la siguente forma

16
er1 = Nyjep +0(e),
j=11
donde N3 11 = —55c3a[(96 + H®)(0) = T (0,0, 0) 4+ 3H"(0)(T0 (0,0, 0) — 2) — 30T,,(0,0, 0))c3 +
6(Twuu(0,0,0) — 4)c3)S4. Tomando Tp,,(0,0,0) = 4 y H®(0) = 24 — 6H” + Ty (0,0, 0) obtenemos
la nueva expresion de la ecuacion de error

16
€1 = Z N4-,J'€Ii +0(er"),
j=12
donde
N2 = 111@‘320[”12,10121 +12n1z 9653 + 12m1,3¢5 — 24(Ts — 1)eaca] 53,
siendo
niog = 1200+ H®(0) — 8H®) (0)(T,,(0,0,0) — 1) + (~1080 + 60G (0, 0)

+Gauun(0,0))T(0,0,0) + (30G4(0,0) — H® (0))T, (0,0, 0) — 60T3,(0,0,0)
—6H"(0)(20 4 (=18 + G (0,0) + 10G (0, 0))T:5(0,0, 0) — Tours (0,0, 0) — 107,(0, 0, 0)
+3H"(0)(Gyy (0,0)T (0, 0,0) — T30(0,0,0)) — 3007, (0,0,0),

ni2g = —40 — (=38 + Guuu(0,0) 410G, (0,0)) T3 (0,0,0) + T (0, 0,0) 4 1075, (0, 0, 0)
+H"(0)(1 + (1 + (Gyu(0,0) — 1)T,,(0,0,0) — T,,,,(0,0,0)),

ni2g = 2+ (Guw(0,0) — 2)T,,(0,0,0)T,(0,0,0) — T,(0,0,0).
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Para tener orden de convergencia al menos 13 n12,1, n12,2, n12,3 deben anularse. Esto se consigue si:
T:,(0,0,0) = 1, Guunuu(0,0) = 4, Ty (0,0, 0) = 24-G(0,0) y T1y(0,0,0) = Gy (0, 0). Sustituyendo
estos valores en la ecuacion del error obtenemos su nueva formas:
16 _
€kt1 = Z ]\754'6;C + 0(6]167),
=13
1
donde N5 13 = @cga]v{g(mg?lcg — 4n13,20303 + 12n13,3c§ —24(T1(0,0,0) — 2)cacs). Notamos que
una de las condiciones para anular N3 13 es Ty (0,0,0) = 2. Esto nos permite obtener la siguiente

forma simplificada de N513 = ﬁc%QQ(nlgAcg — 6n135¢3) (13¢5 + 12n137¢5c3 — 12(G4(0,0) —
2)c§ + 24c¢9¢y). Para obtener orden de convergencia al menos 14 se debe verificar

niz4a = 72 + 2Guuuv(07 0) + 30Gu1}7}(07 O)HH(O) - 30Tu1)1}(0a 07 0) + 3H”(0)71mw (07 0’ 0) = 07
niss = 4+ Gmw(ov 0) - me(ov 0, O) =0.

Esto nos da Guyuy = —6(H"(0) — 4), Ty (0,0,0) = 4 4+ Gy (0,0) v

16
j 17
€ht+1 = Z Nﬁ,jei + O(ek ),
j=14
1 6 4 4 2.2 3
donde N5714 = 7m62a(n14,1 — 246204)(77,14,202 — 2n14,30263 — 127114746203 — 12n14750203 + 87114,603 +

24(T,(0,0,0) — 2)cgey — 48(Tyy(0,0,0) — 2)caczes), siendo

Ny = —18240 + 3600G.,(0,0) — 1000G 0, (0, 0) — 3Gy (0,0)(H"(0) = 10)% + Gy (0, 0)H®) (0))
+8H"(0)H®)(0) — 24H™(0) + (2304 — 720G (0, 0) + 300G (0, 0)) H ) (0)
+(1080 — 300G 4, (0, 0)) Touses (0, 0,0) + (—108H"(0) + 60G (0, 0)H" (0) — 3G, (0, 0)H" (0)?
+8H®(0) + H™(0)) T (0, 0,0) + (1000 — 300H" (0) + 30H" (0)2 — H"(0)*)T}y,(0,0,0))
+(10800 — 3000G (0, 0))Tye (0, 0, 0) + (—2160H" (0) + 900G, (0, 0)H" (0) + 103H" (0)?
=90G (0, 0)H" (0)*)T1s(0,0,0) + (3G(0,0)H" (0)* + 80H) (0) — 8H" (0) H™)(0)
+10H®(0) — H"(0)HW
+(H"(0) = 10)T,(0,0,0

(0))T0w(0,0,0) — 6Guuu(H"(0) — 10)(12 — Ty (0, 0, 0)

),

Nz = —5544 + 1020G4,(0,0) — 300G (0, 0) + 6Guuw (0, 0)(H"(0) — 10) — 16H® (0) — H®(0)
+(348 — 132G (0, 0) 4 60G (0, 0) + 3Gy ) H” (0) + (3G(0,0) — 3G (0, 0)) H” (0)2
+(228 — 60G (0, 0) + 3H"(0)) Ty (0,0,0) + (3360 — 900G, (0,0) — 396 H" (0)) T (0, 0, 0)
+(6H"(0)% = 9G4 (0,0) + 8H"(0)? + 8H®)(0) + HW(0) + 180G (0, 0)H" (0)) T, (0,0, 0)
—6Gn (0,0)(=22 + H"(0) + Ty (0,0, 0) + 2T, (0,0,0)(1 — 2H"(0))),

naa = 140 + Guupn(0,0) — 32G4(0,0) 4 10G 10 (0,0) 4 (=2 4 2G40 (0,0) — Gl (0,0)) H” (0)
(=2 + Gow(0,0)) T (0, 0,0) + (10 — H"(0)) T (0,0, 0) + 2Guu (0, 0) (T1(0,0) — 1)
+(—96 + 30G,(0,0) + 4H"(0) — 36G, (0, 0) H" (0)) T (0, 0, 0),

nias = 6+ Guuw(0,0) = Ty (0,0,0) + 3G (0,0)(Tys (0,0,0) — 1) = 6T5,,,(0,0,0),

n14,6 = —22 + H”(O) + 71uuw(o7 07 0) + 101—:1)11)(07 07 0) - H”(O)T;)w((L 07 0)

Si todos estos términos son nulos y T,,,(0,0,0) — 2 = 0, obtenemos orden de convergencia al menos
15. Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos: Ty, (0,0,0) = 2, Ty (0,0,0) = 2 + H”(0),
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Govo(0,0) = 6 — 3G4u(0,0) + Ty (0,0,0), Guuwn(0,0) = —2(2 + G (0,0) — H”(0)) y HH(0) =
12(H"(0) —12) y

15 16 17
ex+1 = Nrisep” + Nrjgey + Oler'),

donde
N7 = 769%0304(711571 - 240204)(7115_20(2" — 6n15,30§1z:3 + 12n15,4cgc§ + 24n15,5cg - 24n15,gc§C4
—144(Ty0,(0, 0, 0) — 8)cacsey),
siendo
nise = —147168 — 3000G 0 (0,0) 4+ 46800G ., (0, 0) + 9G 1, (0, 0) (H" (0) — 10)3

—36G 4 (0,0)H"(0)? 4 (24624 + 900G 40 (0, 0) — 12960G, (0, 0)) H" (0) + (—1008
+ = 90G 10(0, 0) 1188 G5 (0, 0) + 3G (0,0)) H”(0)% + (=1776 H) (0) + 300G, (0, 0)
+84H"(0) — 60G,(0,0)H" (0) + 6H" (0) 4 3G, (0,0)H" (0)? — 8H® (0)) H®)(0)
—6G 0 (0, 0)(H"(0) — 10)(156 + H®(0) — 30T40u(0, 0, 0) 4 3H" (0) (T (0,0, 0) — 4))
+(30240 — 9000G, (0, 0) — 5904H" (0) + 2700G (0, 0)H" (0) + 288 H" (0)?
—270G (0, 0) H" (0)% + 9G,,(0,0) H" (0)? 4 240H®) (0) — 24H" (0)H® (0)) Ty0,(0, 0, 0),

niss = 17088 — 300Guuuw(0,0) + 4920G, (0,0) — 9G 4,(0,0)(H” (0) — 10)? + (1584
+60G40(0,0) — 912G, (0,0)H” (0)) H" (0) 4 (=12 — 3Guuw0(0,0) + 42G,, (0, 0)) H" (0)?
+(=88 + 20G4,(0,0) — 2H" (0)(1 — Gy (0,0))) H® (0)(—88 + 20G., (0, 0)
—2(1 = Gy (0,0)) H"(0)) H®(0) + 2G40 (0,0)(336 + H®) (0) + 6 H" (0)(Tru (0, 0, 0) — 5)
—607T 01 (0,0,0)) + (3288 — 900Gy, (0, 0) — 384H"(0) + 18G4, (0,0) H" (0)
+6H"(0)? — 9G4, (0,0)H"(0)% + 8H® (0)) T340 (0, 0, 0),

nisa = —1512 = 30Guu00(0,0) + 516G, (0, 0) + 9G4 (0, 0)(H”(0) — 10) 4 (36 + 3G (0,0)
—48G,(0,0)) H"(0) + Gy (0,0) H®) (0) — 6Gy1 (0, 0)(Tos (0, 0,0) — 6) + (288 — 90G,(0, 0)
—48G,(0,0)) H"(0) + G90,0) H®) (0) — 6Gl100(0, 0) (T (0, 0,0) — 6) + (288 — 90G,(0,0)
—12H"(0) 4 9G4(0, 0) H" (0)) T (0, 0, 0),

mss = 3Guuw(0,0) + Guuww(0,0) + 3(8 = 6Gyy(0,0) — (2 = Guw(0,0)) T (0,0, 0),

niss = 216+ H®(0) + 3H"(0)(Tuww(0,0,0) — 6) + 30T (0,0,0).

Resolviendo el sistema nis9 = 0, n1s53 = 0, n154 = 0, n155 = 0y 156 = 0 obtenemos: Gy, (0,0) =

1
7(24 - Gumm(o, 0) - 6Gm)(07 0)): H//(O) = 0: H(g)(o) = 247 Guuv(070) =6 y Tmz1u(0707 O) = 8.

Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacion de error obtenemos su forma definitiva

1
Chtl =~ o2 (50% —c3)(ag — 20204) (o + 6c3cs) exd + O(er)),
Esta expresion muestra que el método propuesto tiene orden de convergencia al menos 16. O

La siguiente seccion esta dedicada a la comparacion de los esquemas propuestos con otros conocidos
de idéntico orden aplicados a la resolucion de algunas funciones no lineales.
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5.4. Pruebas numéricas

En esta seccion, compararemos el comportamiento del esquema iterativo propuesto con orden de
convergencia dieciséis MED16 con el de los métodos conocidos, introducidos en la Seccion 5.1,
T16 y S16, para estimar la solucion simple de algunas ecuaciones no lineales particulares. El com-
portamiento de dichos esquemas serd analizado utilizando las funciones de prueba que figuran a

continuacion (ver [53] y [110]), junto con sus respectivas rafces simples &:

» fi(x) = loga® + 14 exp (z)sin (z), £ =0,

s fo(z) =1+exp(a® — ) —cos(1—2a?) +a3 &€= -1,

- fale) = (@ —2)(@ + o+ Dexp(—a — 1), £ = 2.
Todos los calculos se han llevado a cabo mediante el uso de aritmética de precision variable con 4000
digitos de mantisa. La solucion exacta de las ecuaciones no lineales es conocida, por lo que el error
exacto absoluto de las tres primeras iteraciones de cada procedimiento se muestra en la Tabla 5.1,

junto al orden computacional de convergencia COC, cuya formula la encontramos en (2.10) para
diferentes estimaciones iniciales xg.

Funcion de prueba | zp T16 S16 MED16
fi(@) 03 | Ja1—&| | 1.61le5 | 5.991e-8 5.987e-5
|xg —&| | 1.134e-55 | 3.791e-112 3.613e-58
|xg —&| | 1.185e-707 | 1.74e-1779 1.125e-909
CcOC 13.0 16.0 16.0
fi(x) 1 [|o1—€] | 52772 | T7.143e-4 1.549e-2
|xe —&| | 1.399e-11 6.056e-47 4.122e-20
|xg —&| | 1.825e-134 | 4.408e-736 9.269e-301

CcOC 13.0 16.0 16.0
fa(x) 2 o —& | 0512 6.887¢-3 7.588¢-5
lzg — £ 413 2374e-38 | 9.508¢-65
lvs— €] | 06932 | 1.299e-605 | 3.501e-1023
CcOC - 16.0 16.0
fa(2) 3 [ |z —€ | 0.1002 0.3238 8.93¢-3

ltg — €| | 02524 | 3.062e8 | 8.602c-32
lzs — &| | 3.296e-45 | 7.209¢-224 | 7.042e-496
COC - 16.0 15.99
Fa(x) 21 [ Jor — €] | 2.365e5 | 4.299e-11 3.28¢-6
|z — €| | 9.018e-42 | 1.015e-159 | 4.371e-74
|75 — €| | 3.419¢-515 | 9.445¢-2538 | 4.319¢-1160
COoC 13.0 16.0 16.0

Tabla 5.1: Comparacion de esquemas de orden dieciséis

De los resultados de la Tabla 5.1, se puede deducir que el método propuesto es, por lo menos, tan
competitivo como los métodos recientemente publicados del mismo orden de convergencia, siendo
mejor en algunos casos. También ha demostrado ser suficientemente robusto como para mantener
el orden numérico de convergencia cuando otros procedimientos no son tan estables en este sentido.
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5.5. Aplicacion a la determinaciéon de 6rbitas preliminares

Ahora, vamos a comparar el esquema M16 con otros ya conocidos del mismo orden 16. En particular,
analizamos el comportamiento de estos métodos al determinar las érbitas preliminares de un satélite
artificial.

Todos los esquemas iterativos introducidos en la seccion (5.1) son 6ptimos, es decir cumplen con
la conjetura de Kung-Traub, ademas han sido diseniados con la técnica de funcién de peso, enton-
ces ellos son totalmente comparables con los nuevos métodos diseriados previamente. El esquema
iterativo M16 propuesto serd comparado con T16 y S16.

En estas prueba numéricas utilizamos también aritmética de precision variable con 4000 digitos de
mantisa en Matlab R2011b. Las 6rbitas de referencia que han sido usadas en las pruebas, pueden
ser encontradas en [55] y son las que se muestran en la Secciéon 3.4.1. Entonces, nuestro objetivo
es resolver la ecuacion unificada de Gauss a partir de estas posiciones, con la precision mas alta
posible.

Compararemos entre si las estimaciones de la solucion en las tres primeras iteraciones del esquema
original de punto fijo FP, el método propuesto de decimosexto orden MED16 y los esquemas T16
y S16, asi como el valor de la funcién en cada iterado. También incluimos en las Tablas 5.2 a
5.4 el orden de convergencia computacional aproximado (ACOC) [36], para comparar la eficacia
computacional de los esquemas relacionados con su orden de convergencia teorico. Este indice es
evaluado por la formula dada en el Capitulo 2.

|21 — 20| | |f(z1)] w2 — 21| |.f(w2)] |zs — x2| | |f(x3)] | ACOC

FP 0.6450e-2 - 0.8288e-4 - 0.1055e-5 - 1.002
T16 0.6368e-2 | 0.2662e-63 | 0.2628e-63 | 0.1642e-1045 NaN NaN -

S16 0.6368e-2 | 0.7454e-48 | 0.7361e-48 | 0.6647e-783 | 0.6563e-783 0. 16.000

MED16 | 0.6368e-2 | 0.6998e-47 | 0.6910e-47 | 0.2286e-766 | 0.2258e-766 0. 16.000

Tabla 5.2: Comparativa de los esquemas de Gauss modificados para la 6rbita I

Las diferentes orbitas de prueba han sido escogidas con el dngulo creciente v — 1. Esto mide la
extension en las observaciones y, segun el disenio del procedimiento de Gauss, esto induce la inesta-
bilidad en el sistema cuando se hace mas alto. La diferencia entre las anomalias verdaderas de las
observaciones es, para las érbitas de prueba de la T a la ITI, 12.23°, 22.06° y 31.46°, respectivamente.
Puede ser observado en las Tablas 5.2 a 5.4 que, cuando la dispersion de las observaciones aumenta,
la precision obtenida en los calculos se reduce en la misma la proporcion para cualquier método del
mismo orden.

ler — ol | [f(z)] | 22— f (22)| lzs — x| | [f(x3)] | ACOC

FP 0.2397e-1 - 0.1132e-2 - 0.5163e-4 - 1.011
T16 0.2289¢-1 | 0.2913e-45 | 0.2786e-45 | 0.4103e-748 | 0.3924e-748 0. 16.000
S16 0.2289%¢-1 | 0.1482e-34 | 0.1417e-34 | 0.4368e-556 | 0.4195e-556 0. 16.010
MED16 | 0.2289¢-1 | 0.4590e-34 | 0.4389e-34 | 0.1062e-557 | 0.1016e-557 0. 16.000

Tabla 5.3: Comparativa de los esquemas de Gauss modificados para la érbita II

Los resultados numeéricos ponen de manifiesto que el uso de métodos de alto orden, en el problema de
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determinacién de satélites, proporciona excelentes resultados con un niimero reducido de iteraciones.

lz1 — 2ol | |f(21)] |22 — 1] | f(x2)] |23 — 2] |f(z3)] | ACOC

FP 0.5499e-1 - 0.5830e-2 - 0.5723e-3 - 1.034
T16 0.4968e-1 | 0.2742e-34 | 0.2495e-34 | 0.1560e-567 | 0.1419e-567 | 0.7e-3998 | 16.010
S16 0.4968e-1 | 0.1550e-26 | 0.1411e-26 | 0.1066e-435 | 0.9702e-436 | 0.1e-3998 | 16.020
MED16 | 0.4968e-1 | 0.3967e-27 | 0.3610e-27 | 0.1512e-445 | 0.1376e-445 | 0.1e-3998 | 16.010

Tabla 5.4: Comparativa de los esquemas de Gauss modificados para la orbita I11

La precision de los elementos orbitales calculados, con tan solo tres iteraciones, es préacticamente
total, teniendo en cuenta que trabajamos con 4000 digitos significativos.
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Capitulo 6

Analisis de la dinamica compleja de
algunos métodos disenados para
ecuaciones no lineales

6.1. Introduccion

El estudio dindmico de la funcién racional asociada a un método iterativo da una informacion
importante sobre la convergencia y la estabilidad de los esquemas. El método iterativo més conocido,
bajo el punto de vista dindmico es, de nuevo, el esquema de Newton (véase, por ejemplo, [20], [49],
[51], y las referencias que aparecen en su interior). Algunos de los aspectos més importantes de la
dindmica compleja asociada al método iterativo de Newton ya han sido introducidos en el Capitulo
2.

La dindmica del método iterativo de Konig [52], de los métodos de Cauchy y Halley [80] y un nimero
importante de métodos iterativos de resolucion de ecuaciones no lineales, incluyendo la familia de
métodos de tipo Jarratt [6] y la familia de King [27] también han sido estudiadas en detalle, bajo
el punto de vista dindmico.

En este capitulo, dado un método iterativo de resolucion de ecuaciones no lineales, analizamos la
dinamica compleja del operador racional asociado al método iterativo aplicado sobre polinomios
de grado bajo. Presentamos las clases de conjugacion de algunos de los nuevos métodos de cuarto
orden 6ptimos para polinomios complejos. En uno de los métodos analizados demostramos que no
es generalmente convergente para polinomios ctubicos, como sera discutido més adelante.

6.1.1. Calculo de puntos fijos y criticos

Como uno de nuestros objetivos es analizar el comportamiento dinamico de los métodos iterativos
sobre polinomios, recordamos algunas herramientas que son necesarias y que han sido expuestas en
detalle en el Capitulo 2.

En [42| se demostro en el Teorema del Escalado del método de Newton que la funciéon racional
asociada al método iterativo actuando sobre un polinomio se puede transformar mediante una
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110 6.1. Introduccion

transformacion afin, sin cambios cualitativos en la dindmica. Por otra parte, el Teorema 2.3.3 asegura
la existencia de una tranformacion afin entre cualquier polinomio cuadratico y el polinomio p(z) =
22 + ¢, por lo que éste altimo puede ser utilizado sin pérdida de generalidad.

Se ha demostrado en la Seccion 3.3 que las diferentes elecciones del valor de los pardmetros by y be,
en la clase de métodos iterativos definida en (3.12), proporcionan diferentes métodos iterativos. En
esta seccion vamos a presentar el efecto que esta eleccion tiene en el comportamiento dindmico de
los métodos resultantes, al menos sobre polinomios de bajo grado.

Sea Rf( z) el operador que se deriva de aplicar el método MED43 sobre una funciéon genérica f :

t-C

F? + F(2)f(y) +2f(y)°
f(2)f'(2)

Ry(z) =z — , (6.1)

f,((zz)). A continuacion se demuestra el Teorema del Escalado para el método MED43.
Notese que éste puede ser extendido, de forma analoga, para el resto de los esquemas presentados.

Teorema 6.1.1 Sea [ una funcion analitica sobre la esfera de Riemann, y A(z) = az + b, con
a # 0, una funcion afin. Si g(z) = (f o A)(2), entonces el operador de punto fijo Ry definido en
(6.1) es conjugado analiticamente a Ry por A, es decir, (Ao Ryo A71)(2) = Ry(z).

Demostracion: Dado que Rgy(z) es la funcién racional asociada al método iterativo MED43 ac-
tuando sobre g, tenemos

G(A71(2))? + g(AL(2))g (A7} (z) — SATED
Ry(A™Y(2) = A'(2)— i 1(,2))91((/11(2)) $=0)

29 (47 iy )
T AR ATE)

Como (goA™1)(2) = f(2), es claro que ¢’ (A7 (2)) = a(goA™1)(2) = af'(2) y g" (A7 (2)) = a® " (2).

Entonces

F()?+ F(2)g(A71 () = H2) + 20(A71 (=) — i2)?
af(2)f'(2) '

Por lo tanto,

Ri(z) = A(Rg(A™Y(2))) = aRy(A™Y(2)) +b

FEP+ F(2)9(A71(2) = H2) +20(A71(2) — H )2
&)

P+ FRI(ATN ) - ) + 20(A7 () - )
&) ‘

= ad7l(z) - +b

Si demostramos que se verifica la igualdad g (Afl(z) - a’;‘(@)) =f (z — %) entonces se concluye
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la prueba del teorema. Desarrollando en serie de Taylor tenemos que

—1/.N f(2) _ “1(5)) — o' (A~ Y2 f(2)
s(470- 25 = e - st o) 2L
2 3
FAE) gty — 0 AT G g
1" f‘(z)2 1" f(z)g
f (z)2f/(z)2_f (z)6f/(z)3+...

(42

O

Como se ha indicado anteriormente, por medio del Teorema del Escalado el anélisis de la dinamica
de un método iterativo se hace mas féacil, ya que el estudio de la funcion racional asociada al esquema
iterativo actuando sobre cualquier polinomio cuadratico se puede reducir al estudio de polinomios
més simples, como p(z) = 22 — ¢ (véase el Capitulo 2, Teorema 2.3.3).

Asimismo, es conocido que aquellos puntos criticos que no corresponden a las raices del polinomio
p(z) reciben el nombre de puntos criticos libres. La importancia de dichos puntos reside en el
Teorema de Fatou-Julia (Teorema 2.3.1), segin el cual toda cuenca inmediata de un punto fijo u
orbita periddica contiene al menos un punto critico. Por tanto, para detectar dichos comportamientos
(ciclos periodicos atractores, puntos fijos extrafios atractores,...) debemos analizar las 6rbitas de los
puntos criticos libres del operador asociado a nuestro método y determinar el conjunto de puntos
limites del mismo.

6.1.2. Din4mica asociada a MED43 sobre p(z) = 2% — ¢

A continuacion, estudiamos la dinamica de la funcion racional asociada al esquema MED43 actuando

sobre el polinomio p(z) = 2% — ¢,

3 —5¢222 + 15¢2% + 526

RP(Z) = 1625

(6.2)

Es facil comprobar que las raices de p(z) son puntos fijos superatractores de la funcion racional
R,(z), debido a que el orden del método iterativo asociado es mayor o igual a dos. Por tanto, son
también puntos criticos. La existencia y estabilidad de puntos fijos del operador Ry (%), asi como la
existencia de puntos criticos se resume en el siguiente resultado.

Teorema 6.1.2 La funcidn racional Ry(z) asociada al método iterativo MED4S actuando sobre el
polinomio p(z) = 2% — ¢ tiene como puntos fijos a las raices del polinomio; son también los unicos
puntos criticos, por lo que son puntos fijos superatractores. Ademds, existen cuatro puntos fijos

extranos, :t\/% — %i\/ic y :I:\/% + %i\/ic. Estos puntos fijos son repulsores, por lo que forman

parte del conjunto de Julia.

Por lo tanto, de manera similar a lo que ocurre en el método de Newton, el conjunto de Fatou
asociado a MED43 consiste en las cuencas de atraccion de las dos raices del polinonio. Eso significa
que MED43 nunca falla sobre polinomios de segundo grado cuando se aplica en un conjunto abierto
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del plano complejo. El plano dindmico asociado a este operador es similar al de Newton, pero
con una estructura un poco mas compleja, que incluye una amplia cuenca inmediata de cada raiz
e infinitas componentes conexas que corresponden a las preimagenes de las inmediatas, como se
puede observar en la Figura 6.1a para ¢ = 1.

Iim(z)
Iim(z)

(@ pz) =" —1 (&) p(z) =2~ 1 () p(z) =27 —1

Figura 6.1: Planos dinamicos asociados a MED43 sobre algunos polinomios

Respecto al comportamiento de MED43 sobre polinomios cibicos (o de grado superior), los puntos
fijos del operador son las raices de un polinomio de grado al menos 15 dependiente del parametro c.
Aunque no se puede establecer ningun resultado general debido al alto grado, pueden establecerse
algunas conclusiones parciales, como la existencia de polinomios especificos cuya dinamica asociada
incluye o6bitas periodicas.

En el caso presentado en la Figura 6.1b, p(z) = 2% — 1, existen 12 puntos fijos extranos que son
repulsores y 6 puntos criticos libres que se encuentran en las cuenca de atraccion de las raices de la
unidad. Por otra parte, en las Figuras 6.1b a 6.1f (obtenidas a partir de polinomios de grado mayor
que dos) se puede observar que muchas de las infinitas pre-iméagenes de las cuencas inmediatas de
las raices tienen apariencia de "flor". Si se aumenta el nimero maximo de iteraciones en las figuras
(las imagenes se han generado mediante el uso de 80 iteraciones como maximo), la region negra en
el centro de cada flor se encoge y los pétalos son mas estrechos en el centro.

6.1.3. Orbitas periodicas

A continuacion utilizando la técnica presentada por Chun et al. en [25] establecemos un resultado
en el que demostramos comportamiento periodico en uno de los métodos analizados, MED43. Cons-
truimos un polinomio especifico p(z) tal que la funcion racional asociada a MED43 aplicada sobre

Universidad Politécnica de Valencia



6. Analisis de la dindmica compleja de algunos métodos disenados para ecuaciones no
lineales 113

p(z), Rp, tenga una orbita periddica atractora de periodo 2 en z = 1.

Proposicion 6.1.1 El esquemna (3.24) no es globalmente convergente para polinomios cibicos, pues
presenta una drbita periddica de periodo dos, definida por los puntos {1,2}, para el polinomio p(z) =
2% — 3.136382% + 1.737252 + 1.49038.

Demostracion: El proceso mediante el cual se demuestra este resultado es simple: basta partir de
un polinomio genérico p(z) = 2% + az? + bz + ¢; definimos el operador asociado a MED43 sobre
éste polinomio cubico y planteamos un sistema de ecuaciones exigiendo condiciones Rp(1) = 2,
Ry(2) = 1y R(1) = 0. La tnica solucion real de éste sistema de ecuaciones nos proporciona los
coeficientes a = —3.13638, b = 1.73725 y ¢ = 1.49038. Sin embargo, existen otras muchas soluciones
complejas que dan lugar a otros polinomios en C para los que también los puntos {1,2} forman
una orbita perioédica de periodo dos. O

En la Figura 6.2 se observa dicha orbita periodica (con lineas amarillas en la figura), donde su
cuenca de convegencia inmediata y sus preimagenes aparecen en negro.

2=2+i-2.7046e-105

lIm{z}

-1 -0.5 0 0.5 1.5 2 25 3

]
IRe{z}

Figura 6.2: Plano dinamico de MED43 con una érbita periddica

6.1.4. Dinamica asociada a MED44 sobre p(z) = 2% — ¢

La funcién de punto fijo asociada a MED44 sobre una funcion genérica f(z) es

(f(2) + W) f(v)
f(2)? =5f(y)* f'(2)

Si(2) =y —

donde y = z — J{,((Zz)).

En este caso, el analisis de puntos fijos y criticos nos proporciona la siguiente informacion.
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3 — 3c%22 + 27cz! + 725
Teorema 6.1.3 La funcion racional Sp(z) = ¢ e Z_ usociada al método iterativo
8czd + 2425
MED/4 actuando sobre el polinomio p(z) = 2% — ¢ tiene, si ¢ # 0, ocho puntos fijos distintos,
incluyendo a las raices del polinomio (en el caso ¢ =0, todos los puntos fijos coinciden en el origen
y éste punto es preimagen del infinito). Los puntos fijos extranos son i% Y :I:\/% + 427\/3?6

YV 15¢—8v/5¢
vio Y

- . . . s . 3
y su cardcter es repulsor. Ademds, existen seis puntos criticos libres, x4/ 7v/c, +
15¢ | 8v5¢c
Vi + o

Este resultado se obtiene del analisis de la funcion racional S,(z) y de su derivada, teniendo en
cuenta que los puntos fijos son las soluciones de la ecuacion Sp,(z) = z, mientras que los puntos
3(—c+z2)3(0+7z2)

=0.
824(c+322)2

criticos verifican S’(z) =

Los planos dindmicos para polinonios de grados bajos se pueden ver en la Figura 6.3 para las
raices de la unidad. En las Figuras 6.3b y 6.3¢ observamos el comportamiento dindmico del método

.
2 -5 -1 05 o5 1 15 2

Iim(z)
Iim(z)
Iimiz)

0
Re(z)

() pz) == —1

- 2 -5 -1 05 05 1 15

(@) p(z) = 2 — 1 (&) p(z) = 2° — 1 (6) p(z) = 57— 1

Figura 6.3: Planos dindmicos asociados a MED44 sobre algunos polinomios

MED44 para polinomios de grado tres y cuatro, respectivamente. Notemos que MED44 parece ser
més estable que MED43 ya que las pre-imagenes del infinito (regiones negras en el centro de las
flores) son més reducidas. Se observa un comportamiento similar para polinomios de grado superior,
hasta siete (Figuras 6.3d a 6.3f).

A continuacion vamos a definir una familia que contiene a MED44 dependiente de un parametro.
Utilizaremos el anélisis dindmico de la familia para seleccionar aquellos elementos mas estables y
fiables.

En ese sentido, recuperamos la familia paramétrica que contiene a MED44, generada en (3.26)
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fijando en (3.12) la funcion peso H(t) = ﬁ y considerando b; = % y dejando by = 3, arbitrario.
La expresion iterativa de esta familia es
_ _ flzr)
Yk = Tk Fla) , (6.3)
2 = y— (f (z)+48f (k) I (yk) '
k1 kT Tz 2@ D) @) F k) H4EZ 261D 7 y)® (k)

Para analizar el comportamiento cualitativo de esta familia sobre un polinomio cuadrético genérico
p(z) = (2 — a)(z — b), utilizamos la funciéon de conjugacion de Blanchard (ver [20]). Como se ha
mostrado en el Capitulo 2, esa es una transformaciéon de Moébius tal que

Op(2) = (hoS,o0 h_l)(z)
A 168%2(2+ 2) + 4B8(1 + 2)%(3+22) + (1 + 2)% (=3 + 22 + 2?)
1+ (4+88)z+2(1+143+83%) 22 +4(—1+ 83 +8532) 23 + 3(—1 +43)z%’

donde h(z) = Z=¢ verifica h(co) = 1, h(a) = 0y h(b) = co. Esto es, las raices del polinomio
(z — a)(z — b) se transforman en el origen y en el infinito, mientras que el infinito original (el
comportamiento divergente del método) se asocia con el circulo unidad.

Tengamos en cuenta que el Gnico pardmetro en el operador conjugado Op(z) es S y la estabilidad
del sistema solo puede ser analizada en términos de /3. El cero o el infinito son puntos fijos super-

atractores y z = 1 puede ser un superatractor, un atractor o un repulsor dependiendo del valor del

2
parametro. La funcion de estabilidad de z = 1 es Op(1) = %. En la Figura 6.4a se puede

observar la region del plano complejo donde [0,(1)] < 1. Dicha superficie tiene su minimo en los
puntos § = %‘/‘?’, para los que O;(l) = 0; en los valores del parametro interiores a los conos en
los que O (1)] < 1, z = 1 es atractor y es repulsor en el resto del plano complejo. En la frontera de

los discos para los que O}, (1)] = 1, z = 1 es parabolico.

015
01
0.0s
- 0 O
0.05
01
015
= E 05 [i
(a) [Op(1)] en C (b) |OL(1)| =1 en C

Figura 6.4: Estabilidad de z = 1 en funcién de 8

La estabilidad del punto fijo z = 1 se resume en el siguiente resultado.

Proposicion 6.1.2 El operador asociado a la familia (6.3) tiene un punto fijo extrano en z = 1,
cuyo cardcter es
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—3+V5

a) Superatractor si f = =2,

2
2_(—48— _ 2
b) Atractor cuando S 1m(@)?- (-8 824R6(m Re(d)) < 521 + 1356 Re(B) + 884 Re(B)?, donde

1 (8= VA2) < Re(B) < 5 (—4 = V6) 6 5 (—4+0) < Re(B) < 17 (-8 + V42),

2
2_ (48— _ 2
SoIm(§)?*~ (~48-84Re(p) ~55Re(f) )) = 521 + 1356Re(B) + 884Re(B)2, entonces

¢) Si B wverifica ( 5

z =1 es parabolico.

En cualquier otro caso, z =1 es un repulsor y se encuentra en el conjunto de Julia.

Demostracion: Partiendo de la funciéon de estabilidad de z =1

, 24126 + 8432
O ="45 3

y exigiendo O}(1) Oy(1) = 1, obtenemos las condiciones

(% (-8 va2) < Re(8) < é (- Vé)) :

(é (~4+6) < Re(8) < 1—11 (-s+ \/@))

Im(B) = :I:\/% (—48 — 84Re(B) — 55Re(8)2) + 52—5\/521 + 1356Re(3) + 884Re(f)2.

Tras algunas sencillas operaciones, la segunda de las condiciones se transforma en

2
2_(—48—. _ 2
55Im(A)— (~48 824Re(ﬁ) 55Re() )) = 521 + 1356Re(B) + 884Re(B)?, cuya representaciéon en

el plano complejo podemos ver en la Figura 6.4b. Los valores de [ para los que z = 1 es
superatractor se obtienen directamente de resolver la ecuacion O;,(l) = 0, es decir, los ceros de
2 4+ 1253 + 8/3%. Se comprueba facialmente que son 3 = %‘/5. O

Hay algunos valores del pardametro  cuyos métodos asociados muestran un comportamiento muy
peligroso, numéricamente hablando. Algunos de ellos podemos deducirlos de la estabilidad del punto
fijo extrano z = 1. Para los valores del parametro 3 en los que z = 1 es un superatractor (véase la
Figura 6.5a), la cuenca de atraccion de este punto es muy grande comparada con la del cero y es
facil que el método no converja a ninguna de las raices. En un pequeno entorno de este valor de 3,
z = 1 sostiene su cardcter atractor (ver la Figura 6.5b), pero pronto lo pierde, haciéndose repulsor
(ver la Figura 6.5¢).

Ademés podemos concluir que el anélisis dindmico y, en particular, el plano de parametros, son
instrumentos poderosos que permiten selecionar correctamente entre los miembros de una familia
paramétrica de métodos iterativos.
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lim(z)

-4 -3 -2 -1 0
IRe{z}

(a) B = =158

z=1+i-4.9628e-006

IRe{z}

(b) B = =55 4 0,01

lim{z)

1 2 3 4

0
IRe(z)

(¢) B= =12 4 0.07i

Figura 6.5: Comportamiento de la familia MED44 en la vecindad de § = —7£V33

6.2. Planos de parametros

Podemos demostrar que z = —1 es un punto critico libre del operador Op(z). El comportamiento
de los elementos de la familia de métodos iterativos sobre dicho punto critico (utilizandolo como
estimacion inicial) nos da informacion muy 1til sobre la estabilidad de dichos miembros de la familia,
en funcién del valor del parametro que los define. Debemos de tener en cuenta que esta informacion
es parcial, debido a que el resto de los puntos criticos libres no se han encontrado.

El proceso para representar el plano de parametros es el siguiente: asociamos cada punto del plano
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con un valor complejo de 3, es decir, con un elemento de la familia de métodos iterativos definida
en (6.3). Los valores de 3 asociados a una misma componente conexa del plano de parametros dard
lugar a subclases de elementos de la familia con un comportamiento dindmico similar. De este modo,
es interesante encontrar regiones del plano de parametros tan estables como sea posible, ya que esos
valores de (8 nos proporcionardn los mejores miembros de la familia en términos de estabilidad
numeérica.

limic)

-155
IRe{c)

Figura 6.6: Detalle del plano de pardmetros de la familia (6.3),[—1.7, —1.4] x [-0.1,0.1]

-05 -04 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1
IRe{c}

Figura 6.7: Detalle del plano de parametros de la familia (6.3), [—-0.5,0.1] x [-0.2,0.2]

Las Figuras 6.6 y 6.7 han sido generadas mediante los algoritmos presentados en [26] para valores
del parametro 8 en [—1.7,—1.4] x [-0.1,0.1] y [-0.5,0.1] x [-0.2,0.2], respectivamente, con una
malla de 2000 x 2000 puntos y un maximo de 800 iteraciones por punto.

Asi, al utilizar al punto critico libre como estimacion inicial de cada esquema iterativo asociado a
cada valor complejo de 3, coloreamos de azul aquellos puntos del plano cuyos métodos asociados
convergen al cero o al infinito, mientras que las regiones blancas indican que el método correspon-
diente a estos valores tiene, al menos, tres cuencas de atraccion. También debemos senalar que este
comportamiento parece ser mas estable para los valores de § en la region azul [0,0.1] x [—0.2,0.2]
de la Figura 6.7.
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Los discos (en blanco en las Figuras 6.6 y 6.7) corresponden a la region de estabilidad de z = 1 des-
crita en la Proposicion 6.1.2. El resto de la region blanca en los planos de pardmetros conjeturamos
que es reflejo de la existencia de otros criticos libres no independientes, que no hemos podido aislar.

En la Figura 6.8, se muestran dos casos particulares de valores reales del pardmetro 5, uno en
una de las regiones coloreadas en blanco, con dos atractores extranos en z = 2.2922 y z = 0.4363
(diferentes de las raices), veanse las Figuras 6.8a y 6.8b respectivamente, y un valor de § en la region
azul, con un comportamiento muy estable (muy similar al esquema de Newton, pero con orden de
convergencia cuatro), en la Figura 6.8c.

Parte de los resultados presentados en este capitulo han sido publicados en la referencia [11]. De
ellos, se puede deducir que el comportamiento dinamico de los métodos iterativos de un familia
paramétrica puede ser muy diferente, incluso sobre las funciones més sencillas, como los polinomios.
Asi, el plano de parametros se muestra como una herramienta sumamente 1til a la hora de seleccionar
a miembros de la familia. Sin embargo, hay que tener en cuenta que, debido a la complejidad de
las funciones racionales implicadas, no siempre es posible aislar todos los puntos criticos libres de
un operador de punto fijo. Dado que los diferentes criticos libre suelen ser independientes entre si,
cada uno de ellos nos muestra una vision parcial del comportamiento de los métodos.

Universidad Politécnica de Valencia



120 6.2. Planos de parametros

2:2.2921417.73010-010

inie)

o 2 H
Refz)

(a) B = —0.4, atractor en z = 2.2922

22043627414 15430010

imie)

= 2 -1 o 1 2 3
Rofz)

(b) B = —0.4, atractor en z = 0.4363

-1
IRe(z}

() B=0

Figura 6.8: Casos inestables y estables
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Capitulo 7

Métodos i1terativos de alto orden con
operador derivada para sistemas de
ecuaclones no lineales

7.1. Estado del arte

La solucién de sistemas de ecuaciones no lineales es un problema frecuente, antiguo y de gran im-
portancia por sus aplicaciones en Matematicas e Ingenierfa (véase, por ejemplo, [72]). En particular,
la soluciéon numérica de ecuaciones cuadraticas y de ecuaciones integrales no lineales es necesaria en
el estudio de modelos dinamicos de reactores quimicos [21], o en transferencia radioactiva [56]. En
[116], se emplean calculos de alta precisién para resolver problemas de interpolacién en Astronomia;
en [70] los autores describen el uso de célculos de precision arbitraria para mejorar los resultados
obtenidos en simulaciones climaticas. Los resultados de estos experimentos numéricos muestran que
los métodos de alto orden, asociados con aritmética de punto flotante de multiprecision, son muy
ttiles porque conllevan una clara reduccion en el ntimero de iteraciones necesarias.

Aunque no de forma tan prolifica como en el caso de las ecuaciones, en los tltimos anos se han
publicado diferentes contribuciones de métodos iterativos que tratan de resolver sistemas no lineales,
se han hecho diversas modificaciones a los métodos clasicos para acelerar la convergencia o reducir
el nimero de operaciones y evaluaciones funcionales en cada paso del método iterativo. La extension
de las variantes del método de Newton descritas por Weerakoon y Fernando en [114], por Ozban en
[93] y Gerlach en 62|, a funciones de varias variables han sido desarrolladas en [35], [36], [60] y [37].
Asimismo, en [35] y [36] se han disenado familias de variantes de tercer orden del método de Newton
usando formulas de cuadratura abiertas y cerradas, incluyendo las familias de los métodos definidos
por Frontini et al. en [60]. Usando la formula genérica de la cuadratura de interpolacion, en [37] es
obtenida una familia de métodos con orden de convergencia 2d+1, bajo ciertas condiciones, donde d
es el orden hasta el cual las derivadas parciales de cada funcion coordenada evaluada en la solucion
se cancelan. De hecho, Darvishi et al. mejoraron en [43] el método de Frontini et al., consiguiendo
un método de cuarto orden. En [112] y [40], Vassileva et al. disefiaron un procedimeinto general
llamado pseudocomposicion que permite generar métodos de alto orden de convergencia combinando
adecuadamente métodos conocidos. Inicialmente, se generaron métodos multipunto de orden tres
utilizando como predictor el método clasico de Newton y cuadratura Gaussiana como corrector.
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Se prob6 que, bajo algunas condiciones impuestas sobre los nodos y coeficientes de la formula de
cuadratura, se alcanza orden de convergencia tres, por lo que s6lo un subconjunto de las cuadraturas
Gaussianas pueden usarse con este fin (por ejemplo, utilizando la cuadratura de Gauss-Chebyshev
la convergencia es solo lineal). A continuacion, se generalizo el proceso, de manera que se pueda
usar otros métodos como predictores, dando lugar a esquemas de orden alto.

Ademés de métodos multipunto basados en cuadraturas de interpolacion, han sido desarrollados
otros esquemas utilizando diferentes técnicas, como por ejemplo la extension a varias variables de
esquemas unidimensionales (ver [44]), la descomposicion de Adomian (ver [4] y [14], por ejemplo),
la propuesta por Darvishi y Barati en [45] y [46] con convergencia super ciubica y los métodos
de Cordero et al. en [34] con 6rdenes de convergencia cuatro y cinco. Otro procedimiento para
desarrollar métodos iterativos para sistemas no lineales es reemplazar la segunda derivada por alguna
aproximacion de la misma. En [111], Traub present6 una familia de métodos multipunto basados
en la aproximacion de la segunda derivada que aparece en la formula iterativa de Chebyshev y, més
recientemente, Babajee et al. en [15] disefiaron dos métodos similares al de Chebyshev libres de
segundas derivadas.

Por otra parte, la técnica de la composicion de métodos presentada en el Capitulo 2 e introducida
por Traub en [111], consiste en la composicion de dos métodos iterativos de 6rdenes py y pa, res-
pectivamente, para obtener un método de orden p1ps. En consecuencia, habitualmente se requieren
nuevas evaluaciones de la matriz Jacobiana y de la funcion no lineal para incrementar el orden de
convergencia y el nuevo método suele acabar siendo menos eficiente que los métodos originales. De
hecho, si componemos un método de funcion de iteracion g(z) de orden p con el método de Newton
clasico, se obtiene un nuevo método de orden 2p que requiere n? 4+ n evaluaciones funcionales mas
que g(z). De modo que para conseguir un método més eficiente, en [30] se estima en el nuevo paso
del método iterativo la matriz Jacobiana, F(g(z*))), en términos de matrices Jacobianas utilizadas
previamente. Con esta idea, el nuevo método tiene en general un orden de convergencia menor que
2p pero el numero de evaluaciones funcionales por iteracion disminuye. Consideremos el problema
de encontrar un cero real de una funcion F' : D C R" — R™, esto es, una solucion & € D del
sistema no lineal de ecuaciones F'(z) = 0. Esta solucion se puede aproximar por medio de métodos
iterativos. El método méas conocido y ampliamente utilizado es el método clésico de Newton,

2D = 20 (R (0] R (W), (7.1)

Este método, de segundo orden de convergencia, constituye uno de los procedimientos bésicos para
la soluciéon de sistemas de ecuaciones no lineales. En fechas recientes se han propuesto una serie
de métodos, variantes del esquema de Newton, con el objetivo de mejorar el orden de convergencia
de éste. En esta memoria nosotros hemos disenado algunos métodos, con érdenes de convergencia
cuatro y cinco, que pretendemos comparar con métodos ya conocidos y estudiados de orden igual
a los nuestros, pues los resutados de ésta comparacion nos darén idea de cuéan eficaces podrian ser
nuestros métodos. Algunos resultados parciales de este capitulo aparecen publicados en [13].

Entre los métodos de cuarto orden a comparar con los nuestros esta el método multipunto desarro-
llado por Jarratt en [74], que tiene por expresion

g = o 2P E®) W),
2B = 2 — [6F (y V) — 2P (@) BF (y W) — F' (@) [F' (@) P ), (72)
y que denotaremos en adelante por MSD4.J.

En el siguiente esquema iterativo, disenado por Sharma et al. en [102] se mantiene el primer paso
igual al método anterior, mientras que en el segundo se utiliza el conocido método de Newton
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ponderado que, para sistema de ecuaciones, se puede escribir como

2 _
y® = gk g[];r'(x(k))] TR (™), (7.3)
1 9 _ 3 _ _
kD p(R) 5 I+ ZF’(y(k))] lF/(x(k)) + Z[F/(x(’d)} lp/(y(k)) [F’(;v““))} 1F(q:<k)),

que denotaremos por MSD4S.

El tercer método que utilizaremos en nuestras pruebas numéricas, denotado por MSD4D, fue obte-
nido por Abad et al. en [1] a partir de la combinacion de los métodos de Newton y Traub, siendo
su expresion iterativa

Z(k) — a;‘(k) _ [F/(x(k))]fl(F(x(lc))_|_F(y(k)))7
D = B )W), (7.4
donde y®) = ) — [F/(z(0)]=1F(z*)).

A continuacion mostraremos los métodos de orden de convergencia 5 que seran comparados con los
nuestros. Entre ellos tenemos el método obtenido por Vassileva en [112|, generalizando el método
de Jarratt, mejorando el orden de convergencia de éste anadiendo una evaluacion funcional,

y® = 2®) —a[F'(aW)) 7 F(®), (7.5)
2D =y ® [ F'(2W) + aoF (y )] 7 (01 F' (@) + 02 F (y ) [F/ () R (y ),
donde o = —1, a1 = 1, ag = 5,b; = —3,bo = —1. Denotaremos este esquema por MSD5M.

Otro esquema con el que comparamos, denotado por MSD5S, es el propuesto por Sharma et al
en [104]. Este método de tres pasos que tiene como base el esquema de Homeier, cuya expresion
iterativa es

YW = 2 O EEW),
20 = a® [P ) FE®),
s = 20— (0B () 4 b F (20 1) P, (7.6)

donde a =2,y b= —1.

El tercer esquema de orden 5 que mencionaremos fue desarrollado por Arroyo et al. en [9], que
denotaremos por MSD5A1, siendo su expresion iterativa

d0 =y [P )W),
2 = S0 LR )T 16F () + P (7.7)

donde y®) = z®) — [F/(z(®)) "1 p(2*).

El siguiente método, al igual que (7.4), fue disenado por Abad et al en [1] y también se obtiene a

partir de la combinacion de lo métodos de Newton y Traub. Este tiene por expresion

29— 2 [P W) (D) + FE),
2D = ) [P ()RR, (7.8)

donde y®) = ) — [F ()71 F(2#)), y lo denotaremos por MSD5A2.
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En las secciones siguientes disenaremos algunos métodos de ordenes cuatro y cinco, mediante la
técnica de las funciones peso, probando su convergencia local mediante la técnica de los desarrollos
de Taylor multidimensionales, descrita en detalle en el Capitulo 2. A continucacion, se estudia la
eficiencia computacional de los mismos y se generaliza el proceso analizando el orden de convergencia
de los métodos resultantes al afiadir sucesivos pasos con la misma funciéon peso y s6lo una evaluacion
funcional mas. Finalmente, se muestran las pruebas numéricas llevadas a cabo para establecer la
eficiencia y robustez de los métodos propuestos, mostrando su estabilidad respecto a la estimacion
inicial en el plano real, para alguno de los ejemplos.

7.2. Diseno de los métodos y analisis de la convergencia

Una tarea de gran importancia en la matematica numérica y su aplicacion es el diseno de métodos
para la aproximacion de las soluciones de sistemas de ecuaciones no lineales. Nosotros presentamos
en primer lugar un nuevo método para la soluciéon de sistemas de ecuaciones no lineales, usando la
técnica de funciones peso.

y® = 2® — o[F'(@®) 7 F (),
2B = B — g E)[F (@) TR (™), (7.9)
donde
n® = mal 4 mo[F (y W) F (@ ®)) + mg[F (a®))] T (™). (7.10)

Denotamos a esta clase de métodos, cuyo orden de convergencia demostraremos que es cinco bajo
ciertas condiciones, por MS5.

Ademés de en para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, podriamos utilizar (7.9) en la solucién
de ecuaciones no lineales, pero con el inconveniente de que para ecuaciones su orden de convengencia
no es 6ptimo. De aqui surge la idea de encontrar un método 6ptimo, es decir de orden cuatro, que
nos sea ttil para resolver ecuaciones no lineales, asi como también para sistemas de ecuaciones
no lineales; al método que cumple esas caracteristicas lo hemos denotado por MS4, cuya espresion
iterativa es

y 9 = o —alF @) ),
20 =y = H )P )] F ). (7.1)

Obsérvese que la funcion peso H, utilizada en las expresiones (7.9) y (7.11), es una funcion matricial
de variable matricial. Concretamente, si X = R"*" denota el espacio de Banach de las matrices
cuadradas reales de tamano n X n, entonces podemos definir H : X — X tal que sus derivadas
Frechet satisfacen:

a) H'(u)(v) = Hiuv, donde H' : X — L(X) y H1 € R,

b) H"(u,v)(w) = Hyuvw, donde H"” : X x X — L(X)y Hy € R.

Notemos que £(X) denota el espacio de las aplicaciones lineales de X en si mismo.

Para demostrar la convergencia local de nuestro proceso iterativo a la solucion & de F(z) = 0
utilizaremos el desarrollo en serie de Taylor, de las funciones involucradas en torno a la solucion
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asumiendo que la matriz Jacobiana F’(z) es no singular en un entorno de &,

p—1
F(+h)=F(h+ > Ceh?+O(hP) (7.12)
q=2
donde Cy = (H)[F/(§]T'FO(€),q > 2.
Asf, podemos expresar F’ como
p—1
F'(6+h)=F (I +)_ qCeh?] + O(h) (7.13)
q=2

donde I es la matriz identidad. Esta técnica, junto con la notacion empleada, ha sido desarrollada
con detalle en el Capitulo 2.

En los siguientes resultados probaremos bajo qué condiciones esta asegurada la convergencia en los
métodos propuestos, analizando asimismo su eficiencia.

Teorema 7.2.1 Sea F': Q2 C R" — R™ una funcion suficientemente diferenciable en Q) y sea £ € Q
una solucion del sistema de ecuaciones no lineales F(x) = 0. Supongamos que F'(zx) es continua y
no singular en §. Sea H : R™*™ — R™™ una funcion peso matricial suficientemente diferenciable

tal que H(I) = I, H, = m, y Hy = %, siendo I la matriz identidad. Consideremos
2O una estimacion inicial suficientemente prozima a €. Entonces, la sucesion {a?(k)}kzo obtenida

usando la expresion (7.9) converge a & con orden de convergencia cinco si v = 1 y my+mo+ms = 1.
Asi, obtenemos la siguiente ecuacion de error,

k1) _ [2m3 +14m3 ch g 1(
mo — Mms3 2 2

o030, — 3C5C) | e®” + 0(e®)"),

el
donde Cy = %[F’(ﬁ)]_lF(Q)(f),q >2yek) =0 ¢

Demostracion: De (7.12) y (7.13) obtenemos:

Fz®)) = F(©)[e® + Coe®” 4 Cye®’ 4 Cue® + Cye®™’] + 0(e®"), (7.14)
F'@®) = F(O +2C2e™ +3C3e®’ + 4C,e®’ 4 5C5¢™" + 6Ce®] + 0(e™) (7.15)

De la expresion anterior tenemos
FIaM) 7 = [T 4 Xoe® + X3e®” + X4e®” 4 X5e®" 4 Xee®I[F/ ()] + 0(e®”), (7.16)
con X1 =1, X,, = — Z;”:Q JXm—j+1Cj, m = 2,3, ...
Usamos (7.14) y (7.16)
[F () 1FER)) = e®) 4 Ape®? 4 A3 4 Ae®’ + 45®° 1 0®°),  (7.17)
con Ay = —Co, As = Cys + Zj:s Xojr2Ci1 + X5, s = 3,4, ...
A partir de (7.17), obtenemos

y® = R a[F/(:c(k))]*lF(x(k))
E4+(1—a)e® —aA (7.18)
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con A = Age®’ 4 Age®® 4 Ae®' 4 Aze®® 4 O(c(k)ﬁ)

Si utilizamos (7.18)

Fy™) = F(©Bie®™ + Byel™’ + Bye™’ 4 Bie™" 4 Bse™’] 4 0(e®),  (7.19)
F'(y®) = F(QU+Die™ + Doe®’ + D™’ 4 D™+ 0(eM”),  (7.20)
donde
Bl = 1- a,

By = (a+(1—a)?)Cy,

Bs —aAsz 4 20(1 — a)C3 + (1 — a)3Cs,

By —ady +a?C3 — 2a(1 — a)CyAs + 3a(1l — a)2C3C, + (1 — a)1Cy,

By = —ads—2a(l —a)CyAs + o (C5A3 + C2A30s) + 30*(1 — @) C3C5 — 3a(1 — a)?C3As,
+ 4da(l —a)*CyCy + (1 — a)Cs,

D = 2(1—a)Cy,

Dy = 2aC3+3(1—a)Cs,

D3 = —2aCA3+6a(l —a)CsCy +4(1 — a)3Cy,

Dy = —20CA4; +30%C302 +120(1 — a)C3A3 — 301 — a)?C4Co + 5(1 — ) Cs.

Utilizando (7.20)
F'(y® )™ = [T+ Y1e® + ¥oe®’ + ¥3e®’ 4 v3e®'[F/()] 71 + 0(e®)),  (7.21)

con Y = =Dy, Yo = =Dy = 37 YDy jym = 2,3, .5 = 1,2, ..
Para ul®) = [F'(y*)] =1 F'(z®)), usando (7.15) y (7.21), tenemos

[F' ("N F (W) = T4 Ee® + Epe®™” 4 Ege®’ 1 Bie®’ 4 Eye®’ 4 O(e(k)e),
siendo By = 2Cy+Y1, Es = (s+1)Co1+ Y021 (s—j+ 1)Yj1Coju1+Yaq1,s =2,3,...j =1,2,...
Ahora, para v®) = [F/ ()] ~1F' (y®) | utilizamos (7.16) y (7.20)

[F'(")7 R (y )y = T+ Fe® + Foe®? 1 Fe®’ 4 Fe®)’ 4 pre®)’ 4 (e(k)ﬁ),

con Fy = Dy + Xo, F, = D, + Z;n:_ll Xj+1Dm—j + Xmt1,m=2,3,...5=1,2,...
Para 17<k) =my + mou®) + mgv(k)7

n® = I+ Nye® + N3e®? 4 Nye®’ + Nye®' 4 Nee®” + 0(e®)”). (7.22)
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con N; = moE;_1msF;,_1,1=2,3,...y Ny =m — 1. A partir de (7.22),

n® =1 ~ NI+ Noe® 4 Nge®” 4 Nye® 4 Nye® 4 Nge®),
m® =12 ~ NI+ Me® + Mye®” 4+ Mye®’ 4+ Mye®’ 4 Mge® (7.23)
donde
My = NiNz+ NoNy,
My = NiN3+ N3+ N3N,
Ms = NiNyi+ NaN3+ N3Ny + NNy,
My = NiNs+ NaNy+ Nj + NyNy + N5Ny,
Ms = N1Ng+ NoNs+ N3N4y+ NyN3+ N5No + NgNy.
Desarrollando en serie de Taylor H(n®*)) alrededor de I, tenemos
1
H0W) ~ H(I)+ Hi(" — 1)+ 5Hy (™ — I)%, (7.24)
Ahora, sustituimos (7.23) en (7.24), obteniendo
Hn™) = hil + hee™ + h3e®” 4 hye®’ 4 hge®)' 4 ae®’ 4 O(e(k)e)7 (7.25)

siendo hy = Ho + H1Ny + HoN{, hj = H\N;j + $HyM;_1, j = 2,3, ..., donde Hy = H(I).
Efectuemos el producto de (7.16) y (7.19)
[F () F®) = Rie® + Rye®” + Rye®” + Rye®’ + Rse®’ 1 0(e®’)  (7.26)

con Ry = B1,Rs = Bs + Z‘;:l Xjt1Bs—j,s=2,3,..7=1,2,...
Utilizamos (7.25) y (7.26)

Hi)[F @) TP@®) = S1e® + Se®)’ + 556™” 4 G4 1 55 4 0(e®)°Y7.27)
con S; = hiR1,S, = Z;":I hiRy—jp1,m=2,3,..5=1,2,...
Desarrollemos el segundo paso de (7.9), usando (7.27)

2@ = R (k) [F (W) E(y®). (7.28)

Expresada en forma general, la ecuacion del error es
eF0 = e 4 The®’ 4 Tye®? 4 7ye®? 4 T5e®)” 1 0(e®”), (7.29)
siendo Ty =1—a—S,yT;=—[ad; +5;]; j =2,3,....

Tengamos en cuenta que si 73 = 0, el orden serd al menos 2; si ademas 7o = 0, orden 3 y asi
sucesivamente. Desarrollando T paso a paso,

Th=1-a-S =1l-a-hRi=1-a-hB=(1-a)—h(l—a)=(1-a)(l—h)=0.
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Es decir, con a« =1 6 hy = 1, obtenemos orden dos.

Utilizando hy = 1y Hyp = I obtenemos
T = aAg + S5y = (OL - 1)[(Oé+ 1)02 + h2] =0,
de donde v = 1 nos proporciona orden tres.

Para T3 = aAz + S3 = 0, tenemos que

aAsz+ S35 = Az+hiRs+ hoRo + haRy
= 202 — 203+ R3 + hyCh
= 20+ (H1 N2 + %HQMQCQ
= [=1+ Hi(mg —m3)]2C3. (7.30)
Al sustituir Hy = mzimg en (7.30) el orden es cuatro.
Ahora para Ty = aAs + 5S4 = 0, y utilizando H; = ﬁ, se obtiene

aAy+8Sy = Ay+hiRy+ hoRs + hgRy + haRy
= 905’ — 4CyC5 — 3C3C5 + hoR3 + h3Ro

2(mg — 3mg)

= [1- + 2Hy(mo — m3)?| C3. (7.31)

mz —ms3

mo—bms

Si sustituimos Hy = 572="4 en (7.31) el orden es cinco.

A continuacion sustituimos en T5 = aAs + Sy las condiciones exigidas anteriormente

aAs+ S5 = As+ hiRs+ hoRo + hyRy
= —30C5 + 18C2C5 + 14C5C3C, — 6C5Cy + 12C3C3 — 6C2 — 4C4Cy + hoRy + h3R3 + haRo

1 3 o Zm% + 14m§ 4
- bl _ o7 .32
= [ 26’203C’g+ 26’302 ms 2)? Cs, (7.32)

y es a partir de esta expresion que obtenemos la ecuacion del error

Sk _ [27”% + L4m3

1
024 + *(020302 — 30302):| e(k)5 n O(e(k)ﬁ)7
me — ms 2

con lo que la demostracién queda finalizada. O

Partiendo del método (7.9) y bajo las hipotesis del Teorema 7.2.1, mostramos dos esquemas iterativos
concretos de orden 5.

= bxigiendo que m; = mg3 = % y mg = 0, se obtiene directamente de aplicar el Teorema 7.2.1 que
H(I)=1, Hy = -2, y Hy = 10. De este modo, obtenemos el proceso iterativo de expresion

y® = 20— [F (@) F (™)

2D =y — g (W) [F (@ *) P ®), (7.33)
donde n(k) = %IJr %[F’(x(k))]_lF’(y(k)) y
Hn®) = 21 = @) 0) + 27 )] P ) F ) F e®)

A este esquema lo denotamos por MSD51.
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= Al segundo esquema iterativo lo hemos denotado por MSD52, y se define imponiendo las
siguientes condiciones: m; = mgz = 0, y mg = 1, con lo que el Teorema 7.2.1 implica que
H(I)=1I,Hy =1,y Hy = 1. Ta expresion iterativa resultante es

y® = 2 [ () R ()
20—y B — HE)F )] P, (7.34)

donde n®) = [F'(y")))1F! () y

H(M) = 1T+ SIF GO F W) + 21 O] F ) O] F W),

Si reemplazamos en (7.9) la evaluacion funcional del segundo paso F/(y*)) por F(z®)), el orden de
convergencia del método resultante, MS4, se reduce a cuatro, como se demuestra en el diguiente
resultado.

Teorema 7.2.2 Sea F': Q CR" — R" una funcion suficientemente diferenciable en Q) y sea & € §)
una solucién del sistema de ecuaciones no lineales F(z:) = 0. Supongamos que F'(x) es continua y no
singular en &. Sea H : R™*™ — R”X”, una_)funcién peso matricial suficientemente diferenciable tal que
H(I) = %I; H,y ZW yH2=%,
estimacion inicial suficientemente proxima a &. Entonces, la sucesion {x(k)}kzo obtenida usando la
expresion (7.11) converge a & con orden de convergencia cuatro si« =2/3 ym =mi+ma+ms =1,
obteniendose la siguiente ecuacion del error

siendo I la matriz identidad. Consideremos () una

1 1 4 5
e(k+1) = m(li’)m% - 26m2m3 + 45m§)c§ - 0302 + §C4 e(k> + O(e(k) ),

donde Cy = L[F/(€)] PO (€),g > 2 y o) = o) — ¢,

Demostraciéon: Como la tnica diferencia entre el método (7.9) y (7.11) es que en el segundo paso

del método (7.9), se sustituye F(y*)) por F(z*)), razén por la que obtenemos la expresion siguiente
Hu®)F @*)) FE®) = Lie® + Lye®” 4 Lye®® + Lie®" + 0(e®”)  (7.35)

con L1 = hy, L, = E;”:]I hjAmij—1+ hpm,m =2,3, ...

Utilizando (7.25) y (7.35)

20 =y ® — Hn(k)[F' @) 7 F (@) (7.36)

6(k+1) = W16<k) + Wge(k>2 + W36<k)3 —+ I/V4€(k)4 + O(e(k)5), (737)

siendo Wy =1—a— Ly y Wj = —[ad; + Lj], j =2,3,.... Si Wi =0, se obtiene orden 2; si ademas
Wy =0, orden 3 y asi sucesivamente.

Wi =1—a—L; = 0, es decir, hy = 1—a proporciona orden dos. De aqui, H0+H1N1+%H2N12 =1l-«a
y como Nj = 0, tenemos que Hy =1 — a.
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Wy = ads + Ly =0, utilizando hy =1 —ay M; =0

aAo+ Ly = «aAs+ hiAs+ ho
= ada+ (1 —a)Ay+ ho
= As+ho
= Ay+ HiNo+ %HQZWI
= —Cy+ Hi(maE1 +msF)
[—1 —+ H12a(m2 — m’;)}CQ (738)

Sustituyendo Hy = 5 T 1

————— en (7.38) obtenemos orden tres.
2—m3)

Para W3 = aA3 4+ L3 = 0, tenemos que:

aAsz+ L3 aAsz + hiAs + hoAs + h3
(av+ h1)As + hoAg + hs

= A3 7h202 + hs

1 1
= 20% —C3— |:H1N2 + 5H2M1:| Cy + H{N3 + 5H2]\/[2

1
= —20% — C3 — H [N2Cy — N3] + 5HQM2

3 20 9 2| 2
1—- -2+ — +2a°H. — m: . .
( 2a) Co + [ + (2 — m3) + 20" Ho(mo — mg3)*| C; (7.39)

Sustituyendo en (7.39) o = % y Hy = %7 obtenemos orden cuatro.
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Para desarrollar la ecuacion de error utilizamos Wy = aAy + Ly

Ay + h1Ag + hoAs + hgAg + hy

= ads+ (1 —a)As + hoAs + h3As + hy

= As+ hoA3+ h3As + hy

= —4CS + 4C5C5 + 3C3Cs — 3Cy + ho (202 — 2C3) — haCy + hy

aAy + Ly

1
= —4C3 +4CyCs + 3C3Cy — 3Cy + (HlNg + 5HQMl> (202 — 2C3)
1 1
— (H1N3§H2]\/[2) Cy+ H{ Ny + §H2M3
. 1
= —4C5 + 4CyC3 + 3C3Cy — 3Cy + HyNo(202 — 2C5) — HyN3Co + §H2(N1N3

1
+N2 + N3Ny )Cy + Hi Ny + 5 Ha(NiN + NaNg + NN + NaN)
= —4C3 +4CyC3 + 3C3Cy — 3Cy + Hy(maEy + maFy)(2C5 — 2C5)

1 1
— (H1N3§H2N22) Cy+ HiNy + §H2(N2N3 + N3N2)

1 10 4
= —4C3 +4CyC3 + 3C3Cy — 3Cy + 205 — 203 — 2C3Co + C5 + 3603 = 5 020 = 3505

26 56m3 3 8m3 mo — 3m3 4
* 9 G 9(my —m3) 2 3(my — ma) (CoC + CyCa) + (mg —ms3)3 3(m2
)2 (CoCy + CaCy — 303 4 2= 3ms (16 )O3

mg,) (0205 + C5Cy 3C2) + (m2 — m3)3 ( 9 mz(mg m5)02

1 7 16m2 —48 3 — 56 —m2) —36(m2 —4 + 3m?2
= (30— -Cy+ {§ + = mams (mams —m3) (m3 — 4mamy + 3my)

cs.

9 9(m2 - 11’L3)2

Al sustituir en la formula anterior las condiciones exigidas con anterioridad, podemos verificar que
la ecuacion de error correspondiente al método (7.11) es:

1 1 4 5
k+1) _ 2 2 3 k k
el ) = {9(7?12 s (13m3 — 26mamz + 45m2)Cs5 — C5Cy + §c4] e 4 O,
con lo que completamos la demostracion. O

Concluimos que el método es de orden cuatro, por lo que, en el contexto de ecuaciones de un
avraiable, serfa 6ptimo segun la conjetura de Kung y Traub.

Partiendo del método (7.11), bajo las condiciones impuestas en el Teorema 7.2.2, obtenemos dos
esquemas iterativos particulares de orden 4.

= Exigiendo que my = 0, mg = 1, mg = 0, las condiciones del Teorema 7.2.2 implican H(I) = %I,
Hy = %, y Hy = %. La expresion iterativa del método resultante es

2 _
s = 2 - 2O REW),
A=y ® = B O)F )] ), (7.40)
donde n = [F'(y )| F'(z) y
H(M) = 521+ S [F )] F (@) [F ()] (@),

A este esquema lo denotamos por MSD41.
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= Al segundo esquema lo denotaremos por MSD42, y resulta de fijar los pardmetros m; = %,

ma =0y mg= % en el Teorema 7.2.2. Entonces, H(I) = %I, Hy = -1,y Hy = 4, quedando
su expresion iterativa

2 _
yB) = x(k)—g[F'(x(k)} 1R,
2D =y — H (W) [F (@ ®) 7 P ®), (7.41)

donde ™) = 31+ §[F/(z )] F'(y¥)) y

H() = 221 = 3F (@8] () + S O] F ) )] (),

7.3. Extension a 6rdenes superiores

Es interesante que, tomando como base los resultados del Teorema 7.2.1, podemos generar métodos
de orden superior a 5. El proceso consiste en afiadir un paso mas al esquema (7.9), manteniendo la
funcion peso. De este modo, la expresion iterativa sera:

y®)

o) o[ ),
(k)

= ), (7.42)
D = 0 g (O [F (a0 LR(),

)

donde

0™ =l +ma[F ()T @) 4 ms[F (W) T (). (7.43)

En el siguiente resultado probamos que, bajo las mismas condiciones que en el Teorema 7.2.1, el
orden de convergencia aumenta en dos unidades.

Teorema 7.3.1 Sea F': Q2 C R™ — R" una funcion suficientemente diferenciable en 2 y sea £ € Q)
una solucion del sistema de ecuaciones no lineales F(x) = 0. Supongamos que F'(x) es continua y
no singular en . Sea H : R™™"™ — R™™ una funcion peso matricial suficientemente diferenciable
tal que H(I) = I, H) = —— y Hy = 725" giendo I la matriz identidad. Consideremos

mo—ms’ 2(ma—msz)3’
2O una estimacion inicial suficientemente prozima a €. Entonces, la sucesion {r(k)}kzo obtenida
usando la expresion (7.42) converge a & con orden de convergencia siete si v = 1 ymy+mao+ms = 1.

Demostracion: Las hipotesis del teorema nos aseguran que el orden del método, en el segundo
paso,
20 = B — H@®)[F @) Py™) (7.44)

es cinco, aplicando el Teorema 7.2.1. Asi, denotamos el error en este paso por E = z(F) —¢ = O(e(’k)s)7
siendo la ecuacion del error del método

D = ) e — B H(y®)[F 2P P W), (7.45)
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Utilizando las expresiones (7.25) y (7.16)

W) = B — (I 4 hoe® 4 hae®’) (I + Xoe® + X3e®*)(E + O(EW?))
= E—(I+hye® + hge®?)(E+ Xpe® E 4+ 0(e®T))
= E—(E+ XoeWE 4 hoe™E) + 0(e®"))
—(Xg + hg)e®E) + 0(e™)).

— —

Sabemos que ho = Hi Ny + %HZML donde M7 = N1 Ny + NoN1 = 0 porque N1 = 0, entonces

hy = H1Ny
= Hi(meEy +msFy)
= Hi(m2(2Cy + Y1) + m3(D1 + Xa))
= 2Cy2H,(mg —ms3)
= 20y,

donde Y1 = —=D; =0, Xo = =2Cy y H; = m Considerando lo antes expuesto, finalmente
X9 4 hy =0y el método es de orden 7.

Supongamos un paso w®) de orden p, E = w®) — ¢ = O(eP). En general

W = E— Hn®)[F'@®)] F®)
= B —(I+hoe™ + hge®™*)(I + Xae® + X3e®*)(E + O(E®®)
= —(Xa+ ha)eWE +0(e"?).

Luego al anadir cada paso con esta estructura el orden aumenta en dos unidades. O

De manera analoga, anadiendo un tercer paso sobre la clase de métodos de orden cuatro y bajo las
hipotesis del Teorema 7.2.2, el orden de convergencia aumenta en una unidad, tal como se demuestra
en el siguiente resultado. La expresion iterativa del esquema resultante es: El proceso consiste en
anadir un paso més al esquema (7.9), manteniendo la funcién peso. De este modo, la expresion
iterativa sera:

y® = 2® —a[F' (™) F@®),
2B =y — H®)[F (@) F ), (7.46)
2D = 20— 3H () ®) [ (a0 T F (2 W),
donde
N = I+ mo[F'(y")] 7 F (@) 4 mg[F ()] T F (y ™). (7.47)

Teorema 7.3.2 Sea F': Q CR"” — R" una funcion suficientemente diferenciable en 2 y sea & € §)
una solucion del sistema de ecuaciones no lineales F(x) = 0. Supongamos que F'(x) es continua y
no singular en . Sea H : R™™ — R"™™ una funcién peso matricial suficientemente diferenciable tal

que H(I) = %1, H, = m y Hy = %, siendo T la matriz identidad. Consideremos ()

una estimacion inicial suficientemente prozima a . Entonces, la sucesidn {x<k>}k20 obtenida usando
la expresion (7.46) converge a & con orden de convergencia cinco si « =2/3 y mq +mo +mg = 1.

Universidad Politécnica de Valencia



7. Métodos iterativos de alto orden con operador derivada para sistemas de
ecuaciones no lineales 135

Demostracion: Dado que se verifican las hipotesis del Teorema 7.2.2; el error en el segundo paso
de (7.46) se puede expresar como

E=:%_¢=0(@""), (7.48)
donde

A9 =y — B[P )R ),

Supongamos un nuevo paso con la misma idea: 2*+1) = (&) — [ (n()[F! (2 (®))] =1 [F(2(9))]
W g = B H W) )] F )

- B (%[ + hye® 4 hgew?) (1+ Xae® + %3 (B + 0(B))

= E- (%[+h2€<k)) <E+Xge(k>E+O(e(k)6)>

1.1 4
= E- (gE + nge(k)E + hoeWE) + O(e(k>6)>
2p (L (®) (k)
= 3E—(3Xe +ho)eWE) + 0",

Sabemos que hy = H1N2+%H2]\/[1 = Hl(m2E1 +m3F1)+ %HQ(NlNz“FNQNl), donde %HQ(NlNQ"‘
NoNp) = 0 porque Ny = 0, entonces y

hy = Hi(ma(2Cy+ Y1) +m3(D; + X2))
= H {mz (202 -2 <1 - %) 02) +ms3 (2 <%) Cy — 202)}
-l (gen ()

_— E@(mz - mg)}

3 1 4
B ZT?LQ — ms |:§(m2 B mg):| 02
= (s

donde Y7 = —D; = 7%027 Xo=-20yy H| = m. Considerando lo antes expuesto, tenemos

que %XQ + hy = %C27 por lo que z+1) — ¢ = %E - %C’geE + O(e(k)ﬁ) es de orden cuatro. Basta
con usar z*+1) = 2(0) — 3 (n))[F' (¢(R))]~1[F(2(#))] para obtener orden 5 y aumenta cada paso
en una unidad. O

Nuevamente supongamos un paso w®) de orden p, E = w®) — ¢ = O(e?). En general
4D — B 3 () [F (o8] F(w®)
- E- 3(%1 + hae®™ 4 hae®*) (I + Xoe® + X3e®*)(E + O(E®?)
= —(Xa+3h)e™E + O(ePth).

Luego al anadir cada paso con esta estructura el orden aumenta en una unidad. ]
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Teniendo en cuenta el numero de productos-cocientes que se necesitan para resolver un sistema
lineal de tamano n x n (véase Capitulo 2) y el nimero de sistemas lineales que debemos resolver
en cada iteracion en los métodos de orden 4 y 5 disenados anteriormente, mostramos en las Figuras
7.1 y 7.2 el indice de eficiencia y el indice de eficiencia computacional para distintos tamanos del
sistema.

indice de eficiencia, IE indice de eficiencia computacional, IEC
16
12504
14 12
115
B [
105
1
1
08 035
12 3 4 5 B 7 8 9 10 * 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tamafia del sistema, n Tamafio del sistema, n
1.008 I
10015
1.008 it
1.004
w @ 1008
1.002 1
1 0.9995
0 ] Ex a0 50 60 10 ol El 0 50 60
Tamafia del sistema, n Tamafio del sistema, n

I 1vs04) [ MmsD45 [ msD4D [0 msD41 I MSD42

Figura 7.1: Indices de eficiencia de métodos iterativos MSD de orden cuatro

Al observar las graficas 7.1 observamos que nuestros métodos de orden cuatro MSD41 y MSD42
junto con MSD4J y MSDA4S tienen igual indice de eficiencia (TE) pero mayor que el MSD4D), siendo
este método el peor, tanto para los sistemas de ecuaciones pequenos, como grandes.

indice de eficiencia, IE indice de eficiencia computacional, IEC

15 13
14 I
12
13
w12k &
11
1
1 o
03
03
i 2 3 4 5 B 7 B 9 10 12 3 4 5 B 8 9 10
Tamafia del sistema, n Tamafio del sistema, n
1.002
10015
1001

IEC

1.0005

= LRI R

10 il 0 0 50 60 10 Eil 0 40 50 60
fio del sistema, n

I 5 [ MsD5S [ MsDsal [ msDsA2 [ msDs1 [ MSD52

Figura 7.2: Indices de eficiencia de métodos iterativos MSD de orden cinco

Desde el punto de vista de la eficiencia las graficas presentadas en la Figura 7.2 representan los indices
de eficiencia (IE) y de eficiencia computacional (IEC) de los métodos desarrollados y también de
los que usamos para comparar: los métodos MSD51 y MSD52 tienen un buen indice de eficiencia
clasico para pequenos sistemas, siendo MSD5A1 el mejor en todos los casos, con respecto al indice
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de eficiencia computacional los mejores esquemas iterativos son MSD5A1 y MSD5S para sistemas
pequernios, cuando el tamano del sistema aumenta el método MSD5A1 nuevamente es el mejor y los
meétodos peopuestos MSD51 y MSD52, mejoran a los demés aunque la diferencia no es significativa.

7.4. Pruebas numéricas

En esta seccidon ponemos a prueba los métodos desarrollados para significar su eficacia comparan-
dolos con otros métodos ya conocidos. A continuacion podemos observar la lista de sistemas de
ecuaciones no lineales empleada en dichas comprobaciones numéricas, llevadas a cabo en Matlab
R2010a, con aritmética de precision variable de 2000 digitos de mantisa y ||2*+1) — z(®)|| < 10500
6 || f(@®*D)|| < 10759 como criterio de parada.

(w1, 22) = (exp(x1)exp(w2) + w1c08(T2), 11 + 22 — 1), € ~ (3.47063096, —2, 47063096)7 .

(71, 22) = (In(2?) — 2In(cos(x2)), z1tan (% + a:Q) —/2), €~ 0.9548041416,6.5849814845).
(w1, 22) = (21 + exp(w2) — cos(w2), 3x1 — x2 — sin(22)), €= (0,0)T.

Fy(w1, w9, m3) = (cos(xa) — sin(z1), 25" — = exp(w1) —a3), &~ (0.909570,0.661227,1.575834)".
Fs(u,v,w,t) = (vw + t(v + w),uw + t(u + w), uv + t(u + v), uv + vw + vw — 1),

€ ~ (0.577350, 0.577350, 0.577350, —0.284675)7 .

mp o

Hemos confeccionado cuatro tablas comparativas en las que los métodos iterativos se agrupan se-
gin el orden de convergencia, en la Tablas 7.1 y 7.2 podemos observar el comportamiento de los
meétodos de orden 4 y en las Tablas 7.3 y 7.4, de los esquemas de orden 5. Realizamos las pruebas
numeéricas para cada uno de los sistemas de ecuaciones no lineales seleccionados, tanto para los mé-
todos propuestos MSD41, MSD42, MSD51 y MSD52, como para los métodos consolidados MSD4S,
MSD4A, MSD4J, MSD5A1, MSD5A2, MSD5M, y MSD5S, descritos en las expresiones (7.3), (7.4),
(7.2),(7.8),(7.7),(7.5) y (7.6), respectivamente. Las columnas de las tablas corresponden de izquierda
a derecha a: el sistema de ecuaciones no lineales a resolver, los métodos iterativos empleados, las
soluciones o rafces encontradas, el valor absoluto de la diferencia entre las dos tltimas iteraciones
(componente a componente), |z£k+1) - x§]€)|7 el valor absoluto de cada funcién coordenada evaluada
en la tltima iteracion, |F(z*+1D);|, el nimero de iteraciones empleadas en el proceso y orden de
convergencia computacional aproximado, ACOC.
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‘ ‘ Métodos ‘ i3 ‘ |m§k+1) - ’I‘,Ek)l ‘ |F(xF+D),] ‘ iter ‘ p ‘
Iy MSD41 | 3.470631 2.7 e-1012 2.7 e-12 6 4.0000
z0 = (3,-2) -2.470631 2.7 e-1012 0
MSD42 | 3.470631 1.1 e-993 2.7 e-12 6 4.0000
-2.470631 1.1 e-993 0
MSD4S | 3.470631 1.0 e-1006 2.7 e-12 6 4.0000
-2.470631 1.0 e-1006 0
MSD4A | 3.470631 1.3 e-1605 2.7 e-12 6 4.0000
-2.470631 1.3 e-1605 0
MSD4J | 3.470631 2.0 e-1015 2.7 e-12 6 4.0000
-2.470631 2.0 e-1015 0
I MSD41 | 0.954804 | 4.0 e-1691 | 1.7 02009 | 7 | 3.9192
20 = (2,6) 6.584981 | 4.6 e-1691 1.8 e-11
MSD42 0.954804 2.1 e-1115 2.9 e-2008 7 3.9821
6.584981 1.3 e-1114 1.8 e-11
MSD4S | 0.954804 3.8 e-1427 6.1 e-2008 7 | 3.9601
6.584981 5.2 e-1427 1.8 e-11
MSD4A | 0.954804 7.7 e-589 1.7 e-2009 6 4.0069
6.584981 1.5 e-589 1.8 e-11
MSD4J | 0.954804 5.6 e-612 7.7 e-612 6 4.0266
6.584981 6.6 e-612 1.8 e-11
Fy MSD41 | 0.000000 8.3 e-153 2.2 e-608 5 4.0000
zo = (0.5,0.5) 0.000000 1.5 e-152 5.3 e-609
MSD42 0.000000 1.1 e-117 1.4 e-1868 b} 3.9999
0.000000 1.7 e-117 8.5 e-1870
MSD4S | 0.000000 7.1 e-139 1.5 e-552 5 4.0000
0.000000 1.2 e-138 2.0 e-553
MSD4A | 0.000000 1.2 e-191 3.7 e-764 5 4.0000
0.000000 1.8 e-191 1.2 e-1146
MSS4J 0.000000 1.4 e-662 4.5 e-662 6 4.0000
0.000000 3.0 e-662 1.7 e-662

Tabla 7.1: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre los sistemas de ecuaciones F] a
Iy

Al observar las Tablas 7.1 y 7.2, los resultados numéricos del valor absoluto de la diferencia de las
dos ultimas iteraciones tenemos que el método MSS4A; es el de mejores resultados en Fy y Fs,
mientras que en Fh, Fy y F5 el mejor resultado es de MSD4J y en F5 el de mejores resultados es
MSD42. El valor absoluto de la funciéon evaluada en la tltima iteracion tiene mejores resultados en
Fy y Fy, correspondientes a los métodos MSD4A y MSD41, siendo el método MSD42 el de mejores
resultados en F3 y F5; para F) los resultados son los mismos para todos los métodos.

El nimero de iteraciones es el mismo para F7 y F5 en todos los métodos comparados, no siendo asi
para las demés funciones, pues el método MSD4.] tiene una iteraciéon mas en Fj y dos iteraciones
més en Fy con respecto a otros métodos; sin embargo MSD4A tiene una iteracién menos que los
demas en Fjy.

Con relacion al orden de convergencia computacional aproximado, se manifiestan de manera similar.
Consideramos que en general todos los métodos son competitivos, pues en los resultados obtenidos
para cada uno de los sistemas de ecuaciones no lineales utilizados, no hay un método que siempre
se comporte mejor o peor.

En las Tablas 7.3 y 7.4 se observa que, en cuanto al valor absoluto de la diferencia de las dos ultimas
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\ [ Metodos | & [ o8 o [1F@®0)) Jiter | p |
Fy MSD41 0.909569 1.0 e-466 7.4 e-1867 6 3.9937
To = (0.8,0‘5, 1‘4) 0.661227 1.0 e-466 1.1 e-1863
1.575834 6.0 e-467 6.5 e-1864
MSD42 0.909569 2.4 e-297 1.8 e-1190 6 3.9996
0.661227 2.4 e-297 1.8 e-1185
1.575834 1.6 e-297 6.9 e-1186
MSD4S 0.909569 1.2 e-382 3.8 e-1537 6 4.0013
0.661227 1.2 e-382 4.2 e-1527
1.575834 7.5 e-382 1.9 e-1527
MSD4A 0.909569 2.8 e-176 1.0 e-704 5 4.0045
0.661227 2.9 e-176 9.2 e-702
1.575834 1.9 e-176 3.0 e-702
MSD4J 0.909569 2.1 e-742 4.5 e-713 6 3.9870
0.661227 2.8 e-742 6.5 e-742
1.575834 3.5 e-743 4.2 e-742
Fs MSD41 0.577350 2.3 e-193 3.5 e-T71 6 3.9991
z0 =(1,09,1.1,2) 0.577350 3.2 e-193 4.2 e-770
0.577350 8.0 e-194 9.8 e-771
-0.288675 2.6 e-194 4.8 e-770
MSD42 0.577350 3.8 e-488 1.7 e-1947 6 4.0417
0.577350 1.6 e-487 1.0 e-1948
0.577350 7.7 e-488 3.4 e-1948
-0.288675 8.8 e-489 2.3 e-1947
MSD4S 0.577350 7.4 e-172 1.1 e-683 6 3.9556
0.577350 7.2 e-172 1.1 e-683
0.577350 2.2 e-171 1.7 e-684
-0.288675 1.4 e-172 2.3 e-683
MSD4A | 0.577350 3.2 e-290 1.5 e-1157 6 4.0002
0.577350 3.0 e-290 1.4 e-1157
0.577350 4.3 e-290 4.8 e-1158
-0.288675 3.0 e-291 2.5 e-1157
MSD4J 0.577350 4.0 e-2008 1.3 e-2008 8 4.0018
0.577350 1.3 e-2008 0
0.577350 1.3 e-2008 0
-0.288675 6.7 e-2009 6.5 e-2008

Tabla 7.2: Resultados obtenidos por los métodos de orden 4 sobre los sistemas de ecuaciones Fy a
Fs

iteraciones, el método MSD5A1 tiene mejores resultados que los demas en Fy, Fy, y F5; mientras
que el de mejores resultados en F3 y Fy es el método MSD52. En cuanto al valor absoluto de la
funcion evaluada en la ultima iteracion, tenemos que los resultados sobre Fj son iguales para todos
los métodos; los métodos MSD5AT1 y MSD5S sobre Fy tienen idénticos resultados y mejores que los
otros métodos. Aunque en general MSD5AT tiene resultados superiores a los demas métodos, en F3
y Fy los mejores resultados los obtiene MSD52.

Cuando analizamos el niimero de iteraciones en Fj el método MSD5S tiene una iteracion més que
los deméas métodos, igual pasa tanto en F3 como en F5 donde el método MSD5M tiene una iteracion
mas que los otros, en Fy sucede que MSD5A2 y MSD5M tienen dos iteraciones més que los otros
métodos, en Fy los métodos MSD5A1 y MSD5S tienen cinco iteraciones, mientras que MSD51,
MSD52, y MSD5A2 tienen seis iteraciones y MSD5M tiene 7 iteraciones. El orden de convergencia
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\ | Metodos | & [ o0 o [ ™)) Jiter | p ]
I3 MSD51 3.470631 1.4 e-850 2.7 e-12 5 5.0000
o = (3,-2) -2.470631 1.4 e-850 0
MSD52 3.470631 1.6 e-807 2.7 e-12 5 5.0000
-2.470631 1.6 e-807 0
MSD5A1 | 3.470631 1.2 e-871 2.7 e-12 5 5.0000
-2.470631 1.2 e-871 0
MSD5A2 | 3.470631 1.7 e-729 2.7 e-12 5 5.0000
-2.470631 1.7 e-729 0
MSD5M | 3.470631 2.6 e-805 2.7 e-12 5 5.0000
-2.470631 2.6 e-805 0
MSD5S 3.470631 4.1 e-2002 2.7 e-12 6 | 4.9999
-2.470631 4.1 e-2002 0
F MSD51 | 0.954804 5.2 ¢-1386 1.7 e-2009 7 -
zo = (2,6) 6.684981 | 6.7 e-1386 1.8 e-11
MSD52 0.954804 2.5 e-1649 2.5 e-2008 7 -
6.684981 5.4 e-1650 1.8 e-11
MSD5A1 | 0.954804 2.3 e-999 5.6 e-2008 6 | 5.0049
6.684981 1.9 e-998 1.8 e-11
MSD5A2 | 0.954804 7.1 e-1140 3.0 e-2008 7 -
6.684981 5.7 e-1140 1.9e-11
MSD5M | 0.954804 1.2 e-1001 2.0 e-1001 7 -
6.684981 7.3 e-1002 1.8 e-11
MSDA5S 0.954804 2.9 e-813 5.6 e-2008 6 4.9994
6.684981 4.7 e-813 1.8 e-11
F3 MSD51 0.000000 3.7 e-262 1.8 e-1306 5 5.0000
x0 = (0.5,0.5) 0.000000 5.7 e-262 5.3 e-1308
MSD52 0.000000 1.5 e-357 7.1 e-1784 5 4.9970
0.000000 2.9 e-357 1.8 e-1784
MSD5A1 | 0.000000 3.2 e-320 2.1 e-1597 5 5.0000
0.000000 4.8 e-320 7.2 e-2237
MSD5A2 | 0.000000 1.5 e-256 1.4 e-1278 5 5.0000
0.000000 2.1 e-256 6.3 e-1279
MSD5M | 0.000000 4.3 e-1880 1.3 e-1879 6 | 4.9978
0.000000 8.8 e-1880 4.6 -1880
MSD5S 0.000000 8.9 e-323 5.1 e-1610 5 5.0000
0.000000 1.5 e-322 6.0 e-1611

Tabla 7.3: Resultados obtenidos por los métodos de orden 5 sobre los sistemas de ecuaciones Fj a
Fy

computacional aproximado se comporta de manera similar en F} y F3, mientras que en Fy, Fyy
F5, sélo son estables los métodos MSD5A1 y MSD5S.

En general, al observar las Tablas 7.1 a 7.4, notamos que el orden de convergencia computacional
aproximado confirma los resultados teoricos. Los resultados en términos de precision en la apro-
ximaciéon de las raices y ntimero de iteraciones se mantienen en el rango de lo esperado para los
ordenes de convergencia de los métodos, como se deduce de la comparacion con los métodos conso-
lidados. Consideramos que, en general, los métodos propuestos son competitivos sobre cada uno de
los sistemas de ecuaciones no lineales utilizados.
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\ [ Metodos | ¢ [ o0 e [ FE™ D)) Jiter | p ]
Fy MSD51 0.909569 2.2 e-429 2.3 e-1711 6 -
xo = (0.8,0.57 1‘4) 0.661227 1.1 e-428 1.2 e-1710
1.575834 1.1 e-428 1.6 e-1712
MSD52 0.909569 8.7 e-497 1.1 e-1985 6 -
0.661227 7.0 e-497 3.8 e-1985
1.575834 7.0 e-497 5.4 e-1985
MSD5A1 | 0.909569 5.3 e-234 1.0 e-1169 5 4.9995
0.661227 5.3 e-234 5.3 e-1165
1.575834 3.6 e-234 1.7 e-1165
MSD5A2 | 0.909569 7.6 e-347 2.6 e-1385 6 -
0.661227 5.9 e-347 1.5 e-1384
1.575834 6.2 e-347 1.1 e-1384
MSD5M 0.909569 1.7 e-1534 8.1 e-1534 7 -
0.661227 1.2 e-1533 3.7 e-1533
1.575834 1.1 e-1533 3.0 e-1533
MSD5S 0.909569 2.3 e-211 2.9 e-1060 5 4.9989
0.661227 2.3 e-211 4.8 e-1052
1.575834 1.5 e-211 2.1 e-1052
Fy MSD51 0.577350 1.3 e-184 1.2 e-735 6 -
o = (1,0.9,1.1,2) 0.577350 1.2 e-184 8.0 e-736
0.577350 2.6 e-184 2.3 e-736
-0.288675 3.9 e-231 1.2 e-735
MSD52 0.577350 1.8 e-268 3.3 e-1072 6 -
0.577350 6.4 e-268 1.6 e-1071
0.577350 1.2 e-268 1.4 e-1071
-0.288675 3.0 e-337 3.2 e-1072
MSD5A1 | 0.577350 7.4 e-487 1.3 e-2008 6 4.9929
0.577350 2.2 e-485 6.7 e-2009
0.577350 2.4 e-485 0
-0.288675 6.1 e-487 1.4 e-2008
MSD5A2 | 0.577350 1.0 e-145 1.4 e-580 6 -
0.577350 3.6 e-146 6.6 e-580
0.577350 6.5 e-146 5.8 e-580
-0.288675 1.0 e-183 1.3 e-580
MSD5M 0.577350 5.6 e-1166 1.6 e-1166 7 -
0.577350 9.5 e-1166 2.6 e-1166
0.577350 3.7 e-1166 1.1 e-1166
-0.288675 3.2 e-1453 2.5 e-1167
MSD5S 0.577350 9.6 e-457 1.3 e-2008 6 4.9959
0.577350 1.2 e-456 1.6 e-2008
0.577350 3.9 e-458 0
-0.288675 2.7 e-458 0

Tabla 7.4: Resultados obtenidos por los métodos de orden 5 sobre los sistemas de ecuaciones Fjy a
Fs

7.5. Extension a sistemas de métodos iterativos unidimensionales
sin traslacion directa a sistemas

Algunos de los métodos introducidos en los capitulos anteriores son directamente extensibles a siste-
mas de ecuaciones no lineales, otros (en las secciones anteriores) han sido especificamente disefiados
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para ellos. Una particularidad a tener en cuenta en este diseno es que, mientras en un método ite-
rativo unidimensional las evaluaciones funcionales de la funcion no lineal y sus derivadas tienen el
mismo coste computacional, no ocurre lo mismo en el caso multidimensional. Es mucho mas eficiente
un esquema que evaltie una matriz Jacobiana y dos funciones, que dos matrices Jacobianas y una
evaluacion de la funcién. Por otra parte, muy recientemente se esté trabajando en la extension a
sistemas de esquemas unidimensionales que, a priori, no tienen extension directa a sistemas (véanse

[67] v [2]).

La proliferacion de métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales ha sido espectacular
en los ultimos anos. Algunos de estos métodos se pueden trasladar de forma sencilla al contexto
de sistemas no lineales, pero otros, al menos aparentemente, no hay forma de extenderlos. En esta
seccion, pretendemos demostrar que es posible esta traslacion, al menos de gran parte de los métodos
multipunto conocidos para ecuaciones, haciendo uso de herramientas como el operador diferencias
divididas. Entendemos que esta traslacion solo tiene interés si se conserva el orden de convergencia,
por lo que prestaremos atencion a las condiciones bajo las cuales esta asegurado mantener dicho
orden.

7.5.1. Disefnio de la técnica y analisis de la convergencia

En esta secciéon pretendemos dar una generalizacion a varias variables de la familia de métodos
iterativos que mencionaremos més adelante y que ha sido propuesta en el Capitulo 3 de esta memoria,
para que conserven el orden de convergencia local. Para conseguir este objetivo, vamos a usar el
operador de diferencia dividida.

Consideremos una funcién suficientemente diferenciable F': Q@ C R™ — R en el conjunto convexo
2 € R" y sea & una solucion del sistema no lineal F(x) = 0. El operador diferencia dividida de
F sobre R™, expresado por [, F] : @ x Q@ C R™ x R* — L(R") (ver [67]), y que esta definido
mediante [z + h, z; F] = fol F'(z + th)dt,¥(z, h) € R™ x R" fue introducido en el Capitulo 2.

Para extender un esquema iterativo al caso multidimensional, es necesario reescribir la expresion
iterativa de tal modo que ninguna evaluacion funcional de la funcién no lineal permanezca en
el denominador. Para conseguir este objetivo, consideremos el primer paso del proceso iterativo
Yk = T — ﬁ(z’;)) que puede ser reescrito como f(z) = (zr —yx) [’ (zx). Usando esto, podemos volver

a reescribir el cociente 2@ como
J(zk)

Flw) _q _ flzn il
fxr) fak)

Observando el método iterativo (3.13) con o = 1 para resolver ecuaciones no lineales, nos pre-
guntamos si es posible configurarlo de tal manera que se pueda utilizar para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales. Esto no es posible de manera directa pues necesitariamos que la variable de
la funcion peso utilizada en dicho método tuviese derivadas en el denominador, lo cual no es asi.

Ahora bien, el primer paso en (3.13) es Newton para sistemas y en el segundo paso utilizamos la
variable de la funcién peso expresada de la forma siguiente:

n®)

-1
(b +b2)T = bolF (@)~ o@D F1] [(a1 + a2)] = a8 2,y ¥
M™IN.
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de este modo, el uso del operador diferencia dividida nos facilita la extension multivariable de
nuestra propuesta,

y® = 2® — [ (@R (®),
2B = B G [F (@) Ry ), (7.49)

donde 7" = M7IN, M=1 = [(by + by)I — bo[F'(z®))] 1 a®) 4@ F]] ™", N = (a1 + ag)] —
aQ[F/(xU“)]*l[x(k%y(k’);F], siendo ay, ag, by y by son parametros. A este método lo denotaremos
por M S3.

Veamos en el siguiente resultado la demostracion del orden de convergencia de los métodos descritos
por la expresion (7.49). Bajo determinas condiciones de G(n)), y de los parametros involucrados,
podemos desarrollar nuevos métodos. Teniendo en cuenta que n*) tiende a ¢ = %I cuando z*)

tiende a &, desarrollamos G(n(k)) alrededor de ¢ en series de Taylor.

Teorema 7.5.1 Sea F' : ) C R" — R" una funcion suficientemente diferenciable en Q y & € Q
una solucion del sistema de ecuaciones no lineales F(x) = 0. Supongamos que F'(x) es continua y
no singular en €. Entonces, la sucesion {x*™)}5q obtenida usando la expresion (7.49) converge a

2 donde a; # 0,

. ) B . _a _ H
& con orden de convergencia cuatro si G(c) = I, siendo ¢ = ol G, = b —ails

by #0 y |G| < co. Ademds, la ecuacion del error es

et = % [(201 — 4b3(3b1 + b2) + G"(c) (azb — arb2)?)C3 + 461 C3C5] e + O(e®)”)
1

- donde Cj = ()IF'(O]FW(€),5 = 2,3, y e =2®) —¢.

Demostracion: Utilizamos las expresiones (7.14) y (7.15), dadas en la Seccion 7.2. Iniciamos desa-
rrollando que

[F/@®)) ™ = [+ Xoe® + X3e® 4 X,e®][F ()] + O(e®)) (7.50)
Usando (7.15) y (7.50) para determinar I = [F(z®))] =1 F(z(*))

[F'(@) 7 R (20) = I+ (205 + Xa)e®) + (3C5 + 2X2C5 + X3)e®’
+ (404 + 3XQC3 + 2X302 + X4)e(k>3] + 0(8(k>4),

por lo que
Xo=-20y, X3= 4022 —3Cs, Xy= 7805’ + 6C5C5 + 6C35Cy — 40y,

Usamos (7.14) y (7.50)

[F' (@) F®) = [I+ Xoe® + X3e®” 4 X4e®1[F ()] 71 F (€) [ + Coe®)?
+ 3™’ + Cue®™] 4 0(e®)
= [e® + Age®’ 4 A3e™® 4 A4, 4 O(e®”), (7.51)

donde
Ay = —Cy, As= 2(022 —C3), As= 7405’ + 4C5C5 + 3C3Cy — 3CYy,

Universidad Politécnica de Valencia



7.5. Extension a sistemas de métodos iterativos unidimensionales sin traslacion
144 directa a sistemas

Para el primer paso de (7.49), utilizamos (7.51)
y® = 2B [P () F(a®)
= ¢4 e® —e® —[4e®* 4 A3e®° 4 A 4 0P
=& — [Age®’ 4+ A5e®’ 4 A,e®)') + O(®)). (7.52)
Asi, podemos utilizar (7.52) para obtener el desarrollo en serie de Taylor de F(y*)) en torno a &
F®) = FOI® -9+ C® -6+ 0™, (7.53)
siendo

(® =€) = Ae®” — A3e®’ — 4,e® L O,
WP -6 = Coa3e® +0(E®), (7.54)
con lo que obtenemos F(y™*))
F®) = F(O)-Ae™ — 43e™ — 4,6 + 04307 + 0(")
= F'(&)[~A2e® — A3¢™° 4 A5e®™"] 1 O(e®”), (7.55)
donde A5 = —Ay + C2A% = 505’ —4C5C5 — 3C3C5 4+ 3Cy.
A continuacion calculamos el desarrollo en serie de Taylor del operador diferencia dividida
[, y®): F] en torno a &
[x®) y®): F] = F(O[I + 2C2e®™ + 3C5¢™* + 4C4e®)’ + 5C5e*)"
%[202 +6C5e® +1204e®? + 2005e*)°] ([F'(a;<k>)rlF(x<k>))
1 . 2
+5[6Cs +24C1e® + 60C5e*)’) ([F’(m<k>)}_1F(x(k) )) ). (7.56)

Ahora sustituimos (7.51) en (7.56)

2™ y®) F] = FE)[I + 2C2e™ + 3C3e®” + 4C1e®)’ 4 5C5e™"
+Co[—e®) — Aye® — Age®)’ — A,e®)"] 4 3C[—e®) — Age®’
—Ase®’ 4 Ae®")e® 160y [—e®) — Axe®)® — 43e®° — 4, ]ek)
+10Cs5[—e®) — Age®? — Ag3e®’ — 4,e™Me®® 4 Cy[e®” 4 Bye®™® 4 Bye®)’)
+4C4[e(k)2 + B3e®® 4 B4e(k)4]e(k) + 1005[e(k)2 + B3e®® 4 B4e2(’“)4]e(’“)2]7

donde ([F'(z)]7LF(z®)))? = e®® 4 Bye®® + Bye®" siendo By = 245 y By = A} + 34s.

Denotamos ) }
P =[a® y®. F] = FI(&)[T + Pre® + Pye®? 1 Pye®’ 4 pje®)’), (7.57)
siendo
Pl - C27
P, = C?24Cs,
Py = —2C3 4 2C2C5 + C3Cy + 20y,

Py = 4C3 —4C2C3 — 3CoC30% + 3CoCy 4 2C% — C3C3 — 2C4Cy + 5Cs.
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Calculemos T = [F'(z®))]~1 P, entonces

T = I+Tie® + e’ 4 T3e®? 4 Tye®* (7.58)
conTy =P +Xoy Ty =Py + E;n:1 XjPm—j+ X1, m=2,3, ...
Utilizando (7.58)

M = (by+b)I +bT
= bl + Mie® + Mae®? + Mze® 4 pye®)’, (7.59)

donde M; = —bT},j =1,2,...

Si forzamos a que M~! tenga la expresion
1 .
M= Yae®) 4 Y3e®* 4 v’ 4 vze®)? (7.60)
1
podemos determinar los coeficientes Y; de manera que

I . . .
MM = | = + Yae® + V3e®? 1+ y3e®® 4 YseW] [blf + Mie® + Moe®™? 4 Mze®® + Mye®'| = 1.

b1
(7.61)
Asi Yy = —%Ml eY, = fé(MS_l + 25 VM j, 5= 3,4, ..
Si utilizamos (7.58)
N = (a1 +a2)l + asT
= a1l + Nie® 4+ Npe®” 4 Nge®)® 4 Ny (7.62)
con Nj = —a21},j =1,2,...
Sustituimos (7.60) y (7.58) en n*) = M~1N,
® = %I + L1e® 4 Lye®? 4+ L3e®? 4 Lie®)’ (7.63)
1
con Ly = %N1 +aiYoy Ly = ﬁNz + Z;-:l Yjr1Ne—j+a1Yer1,t = 2,3, ...
A continuacion aproximamos G(n(k)) en torno a ¢ por un polinomio de Taylor
. 1
G™) = Ge)+ G = o) + 5Ga(n™ —¢)? (7.64)
= G(C) + S16(k) + Sle(k)z + Sle(k)g + Sle(k)4, (765)
donde
S1 = G1Lq, Sy =G1Lo + %G2L%,
S3 = G1L3 + %G2(L1L2 + LoLy), Si=G1Ls+ %GQ(LlL:; + L3+ L3Ly).
Si usamos (7.51) y (7.55) obtenemos que R = [F'(2®))] 1 F(y®) es
Ro= [1+Xpe® 4 Xge® 4 Xy [F/ () F (€[ Age ™’ — Age™’
+A5e®" 4 O(e®)
= Rye®’ + Rye®™’ 4 Ry’ (7.66)
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donde
Ry =—As, R3=—(A3+ X242), y Ry= A5 — X2A3 — X34A,.

Utilizando (7.64) y (7.66), podemos calcular Q = G(n™)R,
Q = [G(c)+ Sie® + She®’ 4 G3e®’ 4 6™ [Rye®)’ + Rye®’ 4 Rye®™]
Q2 + Qye®’ + Que®”, (7.67)
siendo
Q2=G(c)R2, Q3=G(c)R3+SiRy, y Q1= G(c)Ry+ S1R3+ SaRy.
Finalmente, la ecuacion del error es
I
2 3 4 2 3 4
= & —[Ae™ — Age®™” 4 A1) — [Qae™” + Q3™ 4 Que™))
€~ [(A2 + Q2)e™” + (A3 + Q3)e™’ + (A + Qu)e® ]+ 0(e®”).  (7.68)

Ahora, para conseguir Ay + Q2 = 0 desarrollamos
A+ Q2 = —Co+G(c)Cy, (7.69)
con lo que si G(¢) =1 en (7.69), obtenemos que el orden del método es al menos 3.

A continuacion tratamos de averiguar bajo qué condiciones se verifica As 4+ Q3 = 0,

b1 —arb
A3+ Qs = 202205 +205 — 4C2 + 01%03
1
a2b1 - a1b2
= —2I+G1T C3. (7.70)
Asi, sustituyendo G = % en (7.70) se obtiene orden cuatro y una vez simplificada la expresion

Ay + Q4 podemos determinar la ecuacion del error
1 P P N5
ekl — ﬁ[(%‘;z — 4B3(3by + by)T + Galashy — arby)?)C3 + 4b1C5Co]e®" + O(®)),
1

lo que concluye la demostracion del Teorema. |

A continuacion, presentamos la expresion general de la familia de métodos (7.49), que cumple las
condiciones exigidas por el Teorema 7.5.1

y® = k) [Ff(x(k))]flp(x(k))’
2=y — G [F @) Py W),
siendo 2
2 a
(*)y = L (k) _ 21
Gy =1+ azby — aibs (77 by I) '
donde

-1
n® = MOV = |1+ 82)T = b P @) 2@,y FI| - [(an + ao)] = aol (@) 2,y ; )

Hemos desarrollado algunos esquemas iterativos particulares para distintas funciones peso y valores
de los parametros.
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= El primer esquema iterativo, denotado por MSS43, tiene como valores a; = %, as =0,bp = —%
y by = 1. La expresion iterativa resultante es
y® = 2 (W) EED),
2D =y — G ) [F ()] F (™), (7.71)

siendo G(n®)) = 21 4+ n® y donde

_ 1 7 1
W™ = M7IN = | o1 = [F/@O) e,y FY| 5L
= Si fijamos los parametros a; = 1,a2 = 0,01 = 1 y by = 2, obtenemos un segundo esquema,

que denotaremos por MSS44, cuya expresion iterativa es

y® = 2 [ (P R (2®)
LD y(k) _ G(n(k))[F/(x(k))}’lF(x(k)), (7.72)

siendo G(n®) = 21 — n®) donde

-1
n® = MTIN = [31 —2[F (a® [z, g F]| I

= Kl tercer esquema, denotado por MSS45, lo obtenemos al fijar los parametros a1 = 1,as =
0,b1 =1y ba = —2, en el Teorema 7.5.1. Entonces, se obtiene la expresion iterativa

y®) 2" — [F (x®]~ F(2®),
o=y = G F @) R ED), (7.73)

siendo G(n™)) = n*) donde

—1
0® = MOIN = [—1 4+ 2[F () o,y Fl| 1
= El 1ltimo esquema iterativo es el denotado por MSS46, obtenido al fijar los parametros a; =

1,a2 =3,b1 =1y ba =0, en el Teorema 7.5.1. Entonces,

y®) 2k _ [F'(I(k)]flp(x(k))’
2 =y — @) [F @) P W), (7.74)

siendo G(n™)) = »®), donde

™ = M7IN =1 |31 — 2[F" (") [z, y; F]| .

En la Figura 7.3, podemos observar los indices de eficiencia, tanto clasico como computacional, en
funcion del tamano del sistema a resolver. Notemos que, bajo el punto de vista de la eficiencia de
Ostrowski, los métodos propuestos son igual de eficientes que los ya estudiados MSD4J y MSD4D,
para sistemas pequenos. En términos de la eficiencia computacional MSS46 muestra los mejores
resultados, con una amplia diferencia con respecto al resto de meétodos.
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7.5. Extension a sistemas de métodos iterativos unidimensionales sin traslacion
148 directa a sistemas

indice de eficiencia, IE indice de eficiencia computacional, IEC

Tamafia del sistemna, n Tamafio del sisterna, n

1002

1.008

1.0015

1.001

1.004
w & 10005

1002 1
09995
1 0 LAY A o =
0 0 50 &0 i0 n a0

10 ol Ed 10 2l a0 0
Tamao del sistema, n Tamafo del sistema, n

[ 1v504) [ MsD4s [ MsD4D [ MsS43 [ Imss44 I Mss4s I Mss46

Figura 7.3: Indices de eficiencia

7.5.2. Pruebas numéricas

A continuacion comprobaremos el comportamiento de los métodos diseniados en esta seccion sobre
las funciones Fj(z) a F5(z), utilizando dos operadores diferencia dividida de distintos 6rdenes que
definimos a continuacion.

Definicién 7.5.1

1 .o
[, 25 F) = (B, oos U=1 Y Tt oo T) =B (Y10 s Yot 05 Tt o)) (=), L S 0§ <1

Tomamos el modo siguiente de calcular el operador diferencia dividida,

Definicién 7.5.2

2
[U‘E7 F]EJ) = (E(yh““,yj—lvijxj+1a"'7'/l"m) 7F‘i(y17"~a:l/j—17$j7xj+1a'“7ym)
+(E(‘rl7"'7$,jfl7yj7yj+1’~-'7ym)
—(Fi(z1, ooy =1, T4, Yj1, - Ym)) /(2w — 23)),1 < 4,5 < m. (7.75)

Obviamente, ambos operadores satisfacen la condicion

pero ademas la segunda defincion nos proporciona un operador simétrico, es decir, [y, z; F] =
[z,y; F]. La ventaja que presenta la segunda definicion es que conserva el orden de convergencia
teorico del método, pero a costa de incrementar el nimero de evaluaciones funcionales.

En cada una de las tablas mostramos los resultados obtenidos empleando sendas diferencias divididas

con la tolerencia 107%%, aritmética de precision variable de 50 digitos y |[z+D) — z(®)|| < 1072% ¢
[|F(z*+1)]| < 10725 como criterio de parada.
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7. Métodos iterativos de alto orden con operador derivada para sistemas de
ecuaciones no lineales 149

Los sistemas de ecuaciones no lineales que utilizamos para analizar nuestros métodos son los mismos
que se usaron en la Seccion 7.4. Las comprobaciones numéricas, son llevadas a cabo en Matlab
R2010a.

La Tabla 7.5 recoge los resultados de los métodos disenados sobre los sistemas test establecidas
utilizando diferencias divididas de primer order. Podemos observar que, por lo general, no conserva
el orden de convergencia teorico. Sin embargo, cuando utilizados la diferencia dividida simétrica,
cuyos resultados podemos encontrar en la Tabla 7.6, el orden de convergencia computacional coincide
con el orden tebrico.
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7.5. Extension a sistemas de métodos iterativos unidimensionales sin traslacion

150 directa a sistemas
\ [ Metodos | & [0 e [1FE® D)) Jiter | p |
F MSS43 3.470631 1.9 e-49 2.7 e-12 4 4.0004
zo = (3.1,-2) -2.470631 1.9 e-49 0
MSS44 3.470631 8.1 e-53 2.7 e-12 4 4.0003
-2.470631 8.1 e-53 0
MSS45 3.470631 1.9 e-49 2.7 e-12 4 4.0004
-2.470631 1.9 e-49 0
MSS46 3.470631 7.9 e-51 2.7 e-12 4 4.0004
-2.470631 7.9 e-51 0
P MSS43 | 0.954804 1.4 ¢33 3.4 e-583 5 | 3.0055
zo = (1.8,5.5) 6.584981 4.9 e-33 1.3 e-57
MSS44 0.954804 1.0 e-25 3.6 e-58 5 2.0089
6.584981 3.4 e-25 1.9 e-57
MSS45 0.954804 1.4 e-33 3.3 e-58 5 3.0556
6.584981 4.9 e-33 1.3 e-57
MSS46 0.954804 5.7 e-24 3.6 e-58 5 2.3010
6.584981 1.9 e-23 9.6 e-58
F3 MSS43 0.000000 3.1 e-42 9.0 e-60 4 3.9990
xo = (0.5,0.5) 0.000000 6.6 e-42 0
MSS44 0.000000 8.5 e-27 4.9 e-59 4 3.9732
0.000000 1.3 e-26 2.9 e-105
MSS45 0.000000 3.1 e-42 9.0 e-60 4 3.9990
0.000000 6.6 e-42 0
MSS46 0.000000 3.9 e-30 4.7 e-59 4 3.9825
0.000000 6.1 e-30 0
Fy MSS43 0.909569 1.9 e-24 0 4 2.0902
xo = (0.8,0.5,1.4) 0.661227 1.9 e-24 0
1.575834 1.5 e-24 6.4 e-58
MSS44 0.909569 8.9 e-16 0 4 2.9774
0.661227 8.9 e-16 1.9 e-46
1.575834 7.0 e-16 6.4 e-58
MSS45 0.909569 1.9e24 0 4 2.0902
0.661227 1.9 e-24 0
1.575834 1.5 e-24 6.4 e-58
MSS46 0.909569 5.9 e-18 0 4 2.9730
0.661227 5.9 e-18 5.6 e-53
1.575834 4.7 e-18 0
Fy MSS43 0.577350 5.8 e-22 0 6 2.6662
zo=(1,0.9,1.1,2) 0.577350 1.7 e-21 8.0 e-59
0.577350 5.4 e-22 8.0 e-59
-0.288675 8.8 e-23 1.6 e-58
MSS44 0.577350 3.5 e-43 8.0 e-59 6 29777
0.577350 8.3 e-43 0
0.577350 2.6 e-43 0
-0.288675 3.7 e-44 0
MSS45 0.577350 5.8 e-22 0 6 2.6662
0.577350 1.7 e-21 8.0 e-59
0.577350 5.4 e-22 8.0 e-59
-0.288675 8.8 e-23 1.6 e-58
MSS46 0.577350 5.2 e-49 1.6 e-58 6 2.9765
0.577350 1.2 e-48 0
0.577350 3.9 e-49 1.6 e-58
-0.288675 5.4 e-50 0

Tabla 7.5: Métodos de orden 4 con diferencia dividida de primer orden
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ecuaciones no lineales 151
\ [ Metodos | & [ o8 o [1F@®0)) Jiter | p |
F MSS43 3.470631 3.3 e-56 2.7 e-12 4 3.9998
z0 = (3.1,-2) -2.470631 3.3 e-56 0
MSS44 3.470631 2.9 e-53 2.7 e-12 4 3.9997
-2.470631 2.9 e-53 0
MSS45 3.470631 3.3 e-56 2.7 e-12 4 3.9999
-2.470631 3.3 e-56 0
MSS46 3.470631 1.8 e-54 2.7 e-12 4 3.9998
-2.470631 1.8 e-54 0
Fy MSS43 0.954804 2.8 e-31 0 3 4.0067
o = (1.8,5.5) 6.584981 5.8 e-31 9.6 e-58
MSS44 0.954804 1.1 e-28 0 6 4.0150
6.584981 1.5 e-27 9.6 e-58
MSS45 0.954804 2.1 e-31 0 4 4.0067
6.584981 5.8 e-31 9.6 e-58
MSS46 0.954804 1.1 e-15 1.0 e-54 4 4.0440
6.584981 1.6 e-14 3.6 e-54
F3 MSS43 0.000000 3.1 e-42 9.0 e-60 4 3.9990
xo = (0.5,0.5) 0.000000 6.6 e-42 0
MSS44 0.000000 8.5 e-27 4.9 e-59 4 3.9732
0.000000 1.3 e-26 2.9 e-105
MSS45 0.000000 3.1 e-42 9.0 e-60 4 3.9990
0.000000 6.6 e-42 0
MSS46 0.000000 3.9 e-30 4.7 e-59 4 3.9825
0.000000 6.1 e-30 2.5 e-116
Fy MSS43 0.909569 2.9 e-49 0 4 4.0357
x0 = (0.8,0.5,1.4) 0.661227 4.6 e-50 0
1.575834 4.5 e-49 6.4 e-58
MSS44 0.909569 1.4 e-17 1.6 e-58 4 3.3174
0.661227 14 e-17 3.2 e-58
1.575834 9.9 e-18 6.4 e-58
MSS45 0.909569 3.0 e-49 0 4 4.0357
0.661227 4.6 e-50 0
1.575834 4.5 e-49 6.4 e-58
MSS46 0.909569 5.9 e-20 0 4 3.7115
0.661227 5.8 e-20 0
1.575834 3.9 e-20 6.4 e-58
F5 MSS43 0.577350 3.2 e14 9.6 e-54 4 4.0099
zo = (1,0.9,1.1,2) 0.577350 3.5 e-14 1.9 e-54
0.577350 2.1 e-14 4.0 e-54
-0.288675 2.7 e-15 1.2 e-53
MSS44 0.577350 3.9 e-25 8.0 e-59 5 4,2197
0.577350 1.4 e-25 1.6 e-59
0.577350 1.2 e-25 8.0 e-59
-0.288675 2.5 e-26 0
MSS45 0.577350 3.2 e-14 9.6 e-b4 4 4.0099
0.577350 3.5 e-14 1.9 e-54
0.577350 2.1 e-14 4.0 e-54
-0.288675 2.7 e-15 1.2 e-54
MSS46 0.577350 2.2 e-31 0 5 4.2355
0.577350 6.2 e-32 0
0.577350 8.9 e-32 0
-0.288675 1.2 e-32 1.6 e-58

Tabla 7.6: Métodos de orden 4 con diferencia dividida de segundo orden
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Capitulo 8

Conclusiones y lineas futuras

La aportacion principal de esta memoria es la utilizacion de la técnica de funciones peso, escalares o
matriciales, para disenar familias de métodos iterativos de alto orden para la resolucion de ecuaciones
y sistemas de ecuaciones no lineales. En el contexto de las ecuaciones no lineales, hemos construido
meétodos iterativos optimos (con derivadas o de tipo Steffensen) de ordenes cuatro, ocho y dieciséis.

Las funciones peso utilizadas y las técnicas de demostracion que se han seguido en esta memoria,
nos permiten conjeturar que las familias de métodos disenadas se pueden generalizar para alcanzar
cualquier orden de convergencia 6ptimo.

El anélisis de convergencia ha sido, en todos los casos, local, si bien es conocido que existen otros
tipos de convergencia, global y semilocal. Por otra parte, tanto R como R™ son casos particulares
de espacios de Banach. Por ello, una de nuestras lineas futuras de investigacion tendra una doble
vertiente: por un lado, extender los métodos disenados a cualquier espacio de Banach y por otro,
completar el analisis de la convergencia desde los puntos de vista global y semilocal.

Generalmente, los métodos disenados requieren, para alcanzar el orden previsto, que la raiz buscada
sea simple. Puede ser interesante analizar coémo se comportan los métodos construidos cuando la
solucion es multiple y si es posible disenar métodos 6ptimos para aproximar este tipo de raices.

Por otra parte, para incrementar el indice de eficiencia mas alla de la cota establecida en la conjetura
de Kung y Traub, debemos recurrir a los métodos con memoria. Estos se generan introduciendo
adecuadamente parametros en la expresion iterativa de los métodos de manera que en la ecuacion del
método resultante aparezcan ciertos factores. La definicion iterativa del valor de dichos parametros
hace que sirvan de aceleradores del método.

El estudio de la dinamica compleja realizado en los Capitulos 4 y 6, pone de manifiesto la utilidad
del mismo a la hora de establecer la estabilidad y fiabilidad, desde un punto de vista numeérico, de los
meétodos disenados. Ademas, el uso de planos de parametros nos permite determinar cuéles son los
elementos de las familias de métodos mas estables y determinar qué valores del pardmetro dan lugar
a comportamientos numéricamente peligrosos del esquema. El uso de las herramientas dinamicas
nos permiten poner de manifiesto el comportamiento de algunos métodos numéricos que aumentan
sustancialmente las cuencas de puntos iniciales convergentes. Este es el caso de los métodos con
memoria, comparados con los esquemas originales sin memoria, asi como de los métodos disenados
al efecto.
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En el Capitulo 7, hemos disenado, utilizando funciones peso matriciales, métodos iterativos de reso-
lucién de sistemas de ecuaciones no lineales. Los métodos construidos utilizan la matriz Jacobiana o
el operador diferencias divididas, indistintamente. Un aspecto relevante desarrollado en este capitulo
es la extension no directa de los esquemas escalares al caso multidimensional, que se puede aplicar
en el futuro a otros métodos escalares concocidos.

Asimismo, el estudio de los métodos disenados para sistemas a través de su comportamiento cua-
litativo en el plano real, es una reciente via de investigacion que serd objeto de estudio en futuros
trabajos.

En otro contexto, el espacio de las matrices cuadradas con coeficientes reales o complejos es un
espacio de Banach, por lo que en principio seria posible aplicar los métodos disenados para ecuaciones
o sistemas no lineales para ecuaciones no lineales con coeficientes matriciales. El célculo de una
inversa, el cuadrado de una matriz, las ecuaciones de Riccati, son algunos ejemplos de este tipo
de ecuaciones. Las técnicas propuestas en esta memoria nos deberian permitir la construccion de
algoritmos para aproximar la inversa de una matriz o, en el caso de que ésta no exista, algin tipo de
inversa generalizada como la de Moore-Penrose. Por otra parte, el diseno de métodos ad-hoc para
este tipo de ecuaciones podria resultar méas eficiente que la aplicacion de métodos construidos en
otros contextos.

A continuacion mostramos, de forma esquemética, algunas de las lineas de trabajo que se plantean
para el futuro:
= Diseno de métodos eficientes para resolver ecuaciones con raices multiples o sistemas con

Jacobiana singular.

= Busqueda de los limites del orden de convergencia de los esquemas con memoria, utilizando
distintas aproximaciones y aceleradores.

= Extension a espacios de Banach de los métodos propuestos en esta memoria y andlisis de la
convegencia de los mismos, tanto global como semilocal.

= Anélisis dinamico de los métodos construidos para sistemas de ecuaciones no lineales.
= Andlisis comparativo de la dindmica asociada a métodos con y sin memoria.

= Aplicacion de los métodos presentados en esta memoria o construccion de métodos ad-hoc
para la resolucion de ecuaciones matriciales no lineales.
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Capitulo 9

Anexos

ANEXO 1: Programas para los métodos iterativos con derivadas para la solucion de ecuaciones
no lineales con orden de convergencia cuatro (MED).

function [x0,iter ,p,incr ,incr2|=MED41(x0,f 6 maxiter, tol)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc—[];

iter =0;

[fx ,dfx]=feval (f, x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maziter
y = x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);
v = fy/fx;
h =1+ 2xv;
x =y — hxfy/dfx;
incr = abs(double(x—x0));
Inc = [Inc incr]|;
% digits (4),disp (7iteracion '), iter ,disp (incrl’)  vpa(z—x0),digits (2000)
% digits (4),vpa(s—=x0),digits (2000)
x0=x;
[fx ,dfx]=feval(f,x0);
% digits (4),disp (incr2’) ,vpa(fz),digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
incr2—abs(double(fx));
iter—=iter +1;

end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2|=MED42(x0,f 6 maxiter, tol)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc —[];
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iter =0;

[fx ,dfx]—feval (f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maziter
y — x0 — fx/dfx;
fy — feval(f, y);
u = fy/dfx;
v = fy/fx;
b= (14 2ev)/(15u);
x =y — hx«fy/dfx;
incr=abs(double (x—x0));
Inc=[Inc incr|;
% digits (4),disp( iteracion ’),iter ,disp(’incrl’),vpa(z—2z0),digits (2000)
% digits (4),vpa(z—2x0), digits (2000)
x0=x;
[fx , dfx]=feval (f,x0);
% digits (4),disp (7iner2’) vpa(fz), digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;
end
p-log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MED43(x0,f 6 maxiter,tol)

incr—tol+1;
incr2—incr;
Inc—[];
iter =0;

[fx ,dfx]=feval (f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maziter
y = x0 — fx/dfx; % paso de Newton
fy = feval(f, y); % evaluacion de la funcion en y
x = x0 — (fx 24+ fxxfy42«fy ~2)/(fx*xdfx);

incr=abs(double (x—x0));
Inc=[Inc incr|;
% digits (4),disp (7iteracion '), iter ,disp (’incrl’)  vpa(z—z0),digits (2000)
% digits (4),vpa(z—z0), digits (2000)
x0=x;
[fx , dfx]=feval (f,x0);
% digits (4),disp (7incr2’) vpa(fz), digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;
end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));
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function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MED44(x0,f 6 maxiter, tol)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc—[]:

iter —0;

[fx ,dfx]—feval (f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maziter
y = x0 — fx/dfx; % paso de Newton
fy = feval(f, y); % evaluacion de la funcion en y
x =y — fy*x(fx+fy) "2/ ((fx"2=5xfy "2)xdfx );
incr=abs(double (x—x0));
Inc=|[Inc incr|;
% digits (4),disp( iteracion ), iter ,disp(incrl ’),vpa(z—2z0),digits (2000)
% digits (4),vpa(s—20), digits (2000)
x0=x;
[fx ,dfx]|=feval(f,x0);
% digits (4),disp (7iner2’)  vpa(fz), digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;
end
p-log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MED45(x0,f 6 maxiter, tol)

incr—tol+1;
incr2—incr;
Inc—[];
iter =0;

[fx ,dfx]—feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maziter
y = x0 — fx/dfx; % paso de Newton
fy = feval(f, y); % evaluacion de la funcion en y
x =y — (Bxfy*fx "2)/((3*fx"2—6xfxxfy —8xfy ~2)xdfx);

incr=abs(double (x—x0));

% digits(4),disp( iteracion ’) iter ,disp (’incrl’) vpa(z—20),digits (2000)
% digits(4),vpa(z—20),digits (2000)
Inc=[Inc incr|;
x0=x;
[fx , dfx]=feval (f,x0);
incr2=abs(double(fx));
% digits(4),disp (incr2’)  vpa(fz),digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
iter=iter+1;
end

p-log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1l:end—2));

Universidad Politécnica de Valencia



9. Anexos 159

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MED46(x0,f 6 maxiter, tol)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc—[]:

iter —0;

[fx,dfx]—feval (f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maziter
y = x0 — fx/dfx; % paso de Newton
fy = feval(f, y); % evaluacion de la funcion en y
x =y — ((fx 2=6xfx+fy+16xfy ~2)xfy )/ ((fx"2—8xfx*fy+16xfy ~2)xdfx);

incr=abs(double (x—x0));
Inc=|[Inc incr|;
% digits(4),disp( iteracion ’), iter ,disp(’incrl’),vpa(z—z0),digits (2000)
% digits (4),vpa(z—z0),digits (2000)
x0=x;
[fx , dfx]=feval (f,x0);
incr2=abs(double(fx));
% digits(4),disp(incr2’) vpa(fr),digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
iter=iter+1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MEDK4(x0,f 6 maxiter,tol)

incr—tol+1;
incr2—incr;
Inc—[]:
iter =0;

[fx ,dfx]—feval (f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maziter
y = x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);

u = fy/fx;
h = (1+u)/(1—u);
x = y — hx«fy/dfx;

incr=abs(double (x—x0));
Inc =[Inc incr|;
digits (4),disp( iteracion ’),iter ,disp (’incrl’) ,vpa(z—z0), digits (2000)
digits (4),vpa(z—z0), digits (2000)
x0=x;
[fx , dfx]=feval (f,x0);
% digits(4),disp(incr2’) ,vpa(fr), digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;

X X
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end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2|=MEDKT4(f, x0,tol ,maxiter)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc=[];

iter =0;

[fx ,dfx]=feval (f,x0);
% while incr2>tol 66 incr>tol €6 iter <maxiter
while iter <maxiter

y x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);
u fy /fx;

b= (1)/(1—u)~2;
x =y — hxfy/dfx;

incr=abs(double (x—x0));
Inc=[Inc incr|;
digits (4),disp (iteracion '), iter ,disp(’incrl’) vpa(z—=x0), digits (2000)
digits (4),vpa(z—z0), digits (2000)
x0-x;
[fx ,dfx]=feval(f,x0);
% digits (4),disp (incr2’) ,vpa(fz),digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
incr2—abs(double(fx));
iter—=iter +1;

R X

end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2]|=MEDOS4(x0,f, maxiter,tol)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc=[];

iter =0;

[fx ,dfx]=feval (f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maziter
y = x0 — fx/dfx; % paso de Newton
fy = feval(f, y); % evaluacion de la funcion en y
x =y — fysfx/((fx—2«fy)xdfx);
incr=abs(double (x—x0));
Inc=[Inc incr|;
digits (4),disp (iteracion '), iter ,disp(’incrl ’) vpa(z—=x0), digits (2000)
digits (4),vpa(z—z0), digits (2000)
x0=x;
[fx ,dfx]=feval(f,x0);
% digits (4),disp (iner2’)  vpa(fr),digits (2000)
% digits(4),vpa(fz),digits (2000)

X X
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end

incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;

p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MEDZ4(x0,f 6 maxiter,tol)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc—[]:

iter —0;

[fx

%

X X

X X

end

,dfx]—feval (f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
while iter <maziter

y = x0 — fx/dfx;

fy = feval(f, y);

u = fy/fx;

h = (14+2xutu~2)/(1—4xu"2);

x =y — hxfy/dfx;

incr=abs(double (x—x0));

Inc=[Inc incr|;

digits (4),disp( iteracion ’),iter ,disp (’incrl’) , vpa(z—z0), digits (2000)
digits (4),vpa(z—z0), digits (2000)

x0=x;

[fx ,dfx]|=feval (f,x0);

digits (4),disp (incr2’)  opa(fz), digits (2000)
digits (4),vpa(fz),digits (2000)
incr2—abs(double(fx));

iter=iter+1;

p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));
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ANEXO 2: Programas para los métodos iterativos con derivadas para la solucién de ecuaciones
no lineales con orden de convergencia ocho (MED).

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MED8I(x0,f, maxiter, tol)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc—[];

iter =0;

[fx ,dfx]=feval (f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maxiter
y = x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);

u = fy/dfx;
v = fy/fx;
h = (1+2xv+2xv"2);

t =y — hxfy/dfx;
ft =feval(f, t);
w = ft/fy;
g = 14+2%v+wH3%v " 24+4%viw;
x =t—gxft /dfx;
incr=abs(double (x—x0));
Inc—[Inc incr|;
digits (4),disp(iteracion ’),iter ,disp(’incrl’) vpa(z—=z0),digits (2000)
digits (4),vpa(z—z0),digits (2000)
x0=x;
[fx ,dfx]=feval (f,x0);
% digits (4),disp (incr2’) ,vpa(fz),digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
incr2—abs(double(fx));
iter—iter +1;
end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

X X

function [x0,iter ,p,incr,incr2]=MED82(x0,f, maxiter,tol)

incr=tol+1;
incr2=incr;
Inc=[];
iter=0;

[fx , dfx|=feval (f,x0);

% while incr2>tol & incr>tol &6 iter <maziter
while iter <maxiter
y = x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);

u fy /fx;
H = (1+2%u);
z =y — Hxfy/dfx;

fz =feval(f, z);
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v = fz/fy;
G = 14+2xutv+u”24+4xusv—4%u " 3;
x =7-Gxfz /dfx;
incr—abs(double (x—x0));
Inc—[Inc incr|;
digits (4),disp(’iteracion’),iter ,disp(’incrl’),vpa(x—x0),digits (2000)
% digits (4),vpa(z—20), digits (2000)
x0=x;
[fx,dfx]=feval (f,x0);
digits (4),disp(’incr2’) ,vpa(fx),digits (2000)
% digits(4),vpa(fz),digits(2000)
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MEDS83(f,x0,tol ,maxiter)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter =0;

[fx ,dfx]—feval(f,x0);
% while incr2>tol 8 incr>tol &6 iter <maziter
while iter <maxiter
y = x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);
u = fy/fx;
H — (1+2%u+3%u"2+6%u"3);
7z —y — Hxfy/dfx;
fz —feval(f, z);
v = fz/fy;
G~ (1)/(1=2%u—v);
x —z—Gxfz /dfx;
incr—abs(double (x—x0));
Inc=[Inc incr|;
digits (4),disp(’iteracion’),iter ,disp(’incrl’) ,vpa(x—x0),digits (2000)
% digits(4),vpa(z—z0),digits (2000)
x0=x;
[fx,dfx]=feval (f,x0);
digits (4).disp(’incr2’),vpa(fx),digits (2000)
% digits(4),vpa(fz),digits (2000)
incr2=abs(double (fx));
iter=iter+1;
end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MED84(x0,f 6 maxiter, tol)
incr=tol+1;
incr2—incr;

Universidad Politécnica de Valencia



164

Inc =[]
iter =0;

[fx ,dfx]=feval (f,x0);

% while incr2>tol 66 incr>tol 66 iter <maxiter
while iter <maxiter
y — x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);

u = fy/fx;
H=1/(1-2xu);

z =y — Hxfy/dfx;
fz =feval(f, z);
v = fz/fy;

G = 1+25utv+4susv+oxu~2+12xu " 3;

x =z-Gxfz /dfx;

incr=abs(double (x—x0));

Inc=[Inc incr|;

digits (4),disp(’iteracion’), iter ,disp(’incrl’) ,vpa(x—x0),digits (2000)

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)

x0=x;

[fx , dfx]=feval (f,x0);

digits (4),disp(’incr2’) ,vpa(fx),digits (2000)

% digits (4),vpa(fz),digits (2000)

incr2=abs(double(fx));

iter—=iter +1;
end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2|=MEDD8(x0,f, maxiter, tol)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc —[I;

iter —0;

[fx ,dfx]=feval (f,x0);
% while incr2>tol &6 incr>tol &6 iter <mazxiter
while iter <maxiter
y = x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);
u = fy/fx;
H=1/(1-2%u);
z =y — Hxfy/dfx;
fz =feval(f, z);
v = fz/fx;
w = fz/fy;
fyx=(fy—fx)/(y—x0);
fzx=(fz—fx)/(z—x0);
fzxx=(fzx—dfx)/(z—x0);
G = (14+w)*(1+2%v)/(1—-2%xu—u"2);
x =z-Gxfz /dfx;
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incr=abs(double (x—x0));

Inc—[Inc incr|;

digits (4).disp(’iteracion’), iter ,disp(’incrl’),vpa(x—x0),digits (2000)
% digits (4),vpa(z—2z0), digits (2000)

x0=x;

[fx , dfx]—feval (f,x0);

digits (4),disp(’incr2’) ,vpa(fx),digits (2000)
% digits(4),vpa(fz),digits(2000)

incr2=abs(double(fx));

iter=iter+1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MEDF8(x0,f 6 maxiter, tol)
incr=tol+1;

incr2=incr ;

Inc=|];

iter=0;

[fx ,dfx]=feval (f,x0);
% while incr2>tol &6 incr>tol &6 iter <maziter
while iter <maxiter
= x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);
Hl = fx"2/(fx"2—-2xfxxfyt+fy ~2);
z — y — Hlxfy /dfx;
fz —feval(f, z);

v = fz/fx;

K- (fy—fz)/(y-2);

H-(fx—fy )/ (03 )

D~ (dfeoH) ) ((x0oy)+ (x0-2)) —(HK) / (x0-7) *2;
C — (HK)/((x0—y)*(x0—2)) =D (x0+y—2%z ) ;
A= 2 /((KCx(y—2z)—Dx(y—2)"2)x(1+v"2));

x —z—A;
incr—abs(double (x—x0));
Inc=[Inc incr|;
digits (4),disp(’iteracion’),iter ,disp(’incrl’),vpa(x—x0),digits (2000)
% digits (4),vpa(z—2x0),digits (2000)
x0=x;
[fx,dfx]=feval (f,x0);
digits (4).disp(’incr2’),vpa(fx),digits (2000)
% digits (4),vpa(fz),digits (2000)
incr2=abs(double (fx));
iter=iter+1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MEDK8(x0,f, maxiter, tol)
incr=tol+1;
incr2—incr;
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Inc =[]
iter =0;

[fx ,dfx]=feval (f,x0);
% while incr2>tol 66 incr>tol 66 iter <maxiter
while iter <maxiter

y = x0 — fx/dfx;

fy = feval(f, y);

u = fy/fx;

H = (1+u+2/3xu"2)/(1—u—2%u"2);
7z =y — Hxfy/dfx;

fz =feval(f, z);

v = fz/fx;

fyx=(fy—fx)/(y—x0);
fxz=(fx—1fz)/(x0—2z);
tyxz=(fyx—fxz)/(y—2z);
A= fz /(dfx+fyxz+(z—x0));
D = (1—2%u+3xv)/(1—3%u);
G = D#A;
x =z2-G;
incr=abs(double (x—x0));
Inc=[Inc incr |;|fx,dfx|=feval(f x);
digits (4),disp(’iteracion’),iter ,disp(’incrl’),vpa(x—x0),
disp(’incr2’) ,vpa(fx),digits (2000)
x0=x;
% digits (4),disp(’incr2’) vpa(fz),digits (2000),
incr2—abs(double(fx));
iter—=iter +1;
end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2|—MEDS8(x0,f, maxiter ,tol)
incr—tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter =0;

[fx ,dfx]=feval (f,x0);
% while incr2>tol 6 incr>tol &6 iter <mazxiter
while iter <maxiter
y = x0 — fx/dfx;
fy = feval(f, y);
u = fy/fx;
H=1/(1-2%u);
z =y — Hxfy/dfx;
fz =feval(f, z);
v = fz/fx;
w = fz/fy;
fyx—(fy—fx)/(y—x0);
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fzx—(fz—fx)/(z—x0);
fzxx—(fzx—dfx)/(z—x0);
D — (14w+2xv—2%u"3)+2x*fz /(5* dfx);
G — (fz/(2xfyx—dfx+fzxx*(z—y)))*D;
x —7z—G;
incr—abs(double (x—x0));
Inc—[Inc incr|;
digits (4),disp(’iteracion’),iter ,disp(’incrl’),vpa(x—x0),digits (2000)
% digits (4),vpa(z—2z0), digits (2000)
x0=x;
[fx,dfx]=feval (f,x0);
digits (4),disp(’incr2’),vpa(fx),digits(2000)
% digits(4),vpa(fz),digits (2000)
incr2=abs(double (fx));
iter=iter+1;
end
p=log (Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));
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ANEXO 3: Programas para los métodos iterativos sin derivadas para la solucion de ecuaciones no
lineales con orden de convergencia cuatro (MES).

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MES41(f,x0,tol ,maxiter)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc—[];

iter =0;

[fx]=feval(f,x0);
% while incr2>tol 66 incr>tol &6 iter <maxziter
while iter <maxiter
7z = x0+fx;
fz=feval(f, z);
fzx = (fz—fx)/(z—x0);
y = x0 — fx/fzx;
fy = feval(f, y);

u = fy/fx;
v = fy/fz;
h = 14+utv;

x =y — hxfy/fzx;
incr=abs(double (x—x0));
Inc—[Inc incr|;
digits (4),vpa(x—=x0),digits (2000)
x0=x;
[fx]—feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),digits (2000)
incr2=abs(double(fx));
iter—=iter +1;
end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2]-MES42(f,x0,tol , maxiter)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter =0;

[fx]=feval (f,x0);
% while incr2>tol 6 incr>tol &6 iter <mazxiter
while iter <maxiter
7z = x0+fx;
fz = feval(f, z);
fzx = (fz—fx)/(z—x0);
y = x0 — fx/fzx;
fy = feval(f, y);
u = fy/(2xfx);
v fy /fz;
h = (v+1)/(1-2xu);
y — hxfy/fzx;
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incr=abs(double (x—x0));

Inc—[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)

x0—x;

[fx]=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),digits (2000)
incr2—abs(double(fx));
iter=iter+1;

end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2]=MES43(f,x0,tol , maxiter)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=|];

iter=0;

[fx]=feval(f ,x0);
% while incr2>tol &8 incr>tol &8 iter <maziter
while iter <maxiter
7z = x0-+fx;
fz = feval(f, z);
fzx — (fz—fx)/(z—x0);
y = x0 — fx/fzx;
fy = feval(f, y);
u = fy/(3xfx);
v = fy/fz;
h = (3xu+1)/(1—v);
x =y — hxfy/fzx;
incr=abs(double (x—x0));
Inc—[Inc incr|;
digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0—x;
[fx]—feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),digits (2000)
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MES44(f x0,tol ,maxiter)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter=0;

[fx]=feval(f ,x0);
% while incr2>tol 66 incr>tol &8 iter <maxiter
while iter <maxiter
7z = x0+fx;
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fz—feval(f, z);

fzx — (fz—fx)/(z—x0);

y — x0 — fx/fzx;

fy — feval(f, y);

u — fy/(—fx+fy);

v = fy/fz;

h — l—utv;

x =y — hxfy/fzx;

incr=abs(double (x—x0));

Inc=[Inc incr];

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)

x0=x;

[fx]=feval(f ,x0);
digits (4),vpa(fx),digits(2000)
incr2=abs(double (fx));
iter=iter+1;

end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2|=MES45(f ,x0,tol ,maxiter)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc —[];

iter =0;

[fx]—feval(f,x0);
% while incr2>tol &8 incr>tol & iter <mazxiter
while iter <maxiter
7z — x0-+fx;
fz—feval(f, z);
fzx — (fz—fx)/(z—x0);
y = x0 — fx/fzx;
fy — feval(f, y);
u — fy /(0.5 fx+fy);
v = fy/fz;
h = (v+1)/(1-0.5%u);
x =y — hxfy/fzx;
incr=abs(double (x—x0));
Inc=[Inc incr];
digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0=x;
[fx]=feval (f ,x0);
digits (4),vpa(fx),digits(2000)
incr2=abs(double (fx));
iter=iter+1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2|=MES46(f,x0,tol ,maxiter)
incr—tol+1;
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incr2—incr;
Inc—[]:
iter =0;

[fx]|—feval (f, x0);
while incr2>tol 6 incr>tol 66 iter <maziter

%

end

while iter <maxiter

z = x0+fx;

fz = feval(f, z);

fzx = (fz—fx)/(z—x0);

y = x0 — fx/fzx;

fy = feval(f, y);

u = fy/(3xfx+1.5xfy);

v = fy/fz;

h = (3xu+1)/(1-v);

x =y — hxfy/fzx;
incr=abs(double (x—x0));

Inc=[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0=x;
[fx]=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),digits (2000)
incr2=abs(double(fx));
iter—=iter +1;

p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MES47(f x0,tol ,maxiter)
incr—tol+1;
incr2—incr;
Inc =[]
iter —0;

[fx]=feval(f,x0);
while incr2>tol &6 incr>tol ¢ iter <maziter

%

while iter <maxiter

7z = x0+fx;

fz = feval(f, z);

fzx = (fz—fx)/(z—x0);
y = x0 — fx/fzx;

fy = feval(f, y);

u = fy /(3/2xfx+fy);

v = fy/fz;

h (2%v+2)/(2—3%u);

x =y — hxfy/fzx;
incr=abs(double (x—x0));
Inc=[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—=x0),digits (2000)
x0=x;

[fx|=feval(f, x0);
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digits (4),vpa(fx),digits (2000)

incr2—abs(double(fx));

iter—iter +1;
end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2]=MES4Z(f,x0,tol ,maxiter)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter=0;

[ fx]=feval (f ,x0);
% while incr2>tol 6 incr>tol &6 iter <mazxiter
while iter <maxiter
7z = x0+fx;
fz=feval(f, z);
fxz = (fx—fz)/(x0-z);
y = x0 — fx/fxz;
fy = feval(f, y);
fyx = (fy—fx)/(y—=x0);
fyxr — (fyx—fxn)/(y—7);

A~ fy;

B — fyx+fyxz*(y—x0);
h = A/B;

x =y — h;

incr=abs(double (x—x0));

Inc—[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0—x;
[fx]|=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),di
incr2—abs(double (fx)
iter—iter+1;

gits (2000)
)

end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2]=MES4L(f,x0,tol , maxiter)
incr=tol+1;
incr2=incr;
Inc=[];
iter=0;
[fx]=feval(f x0);
% while incr2>tol 66 incr>tol 66 iter <maziter
while iter <maxiter
7z = x0-+fx;
fz=feval(f, z);
fxz = (fx—fz)/(x0—z);
y = x0 — fx/fxz;
fy = feval(f, y);
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end

fyx — (fy—fx)/(y—x0);

fyz — (fy—fz)/(y-2);

A = fyx—fyz+fxz;

B = fyxxfyx;

h — A/B;

x — y — hxfy;

incr—abs(double (x—x0));

Inc=[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0=x;
[fx]=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),digits (2000)
incr2=abs(double (fx));
iter=iter+1;

p=log (Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2]=MES4R(f,x0,tol , maxiter)

inc
inc
Inc
ite

[ fx
%

end

r=tol+1;
r2=incr;

=1
r=0;

|=feval (f x0);

while incr2>tol &6 incr>tol €6 iter <maziter

while iter <maxiter

7z = x0-+fx;

fz—feval(f, z);

fzx — (fz—fx)/(z—x0);

y = x0 — fx/fzx;

fy = feval(f, y);

fyx = (fy—fx)/(y—x0);

fyz — (fy—fz)/(y-2);

A= fy;

B — fyx+fyz—fzx+(y—x0)x(y—z);

h = A/B;

x =y — h;

incr—abs(double (x—x0));

Inc—[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0—x;
[fx]=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),digits (2000)
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));
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ANEXO 4: Programas para los métodos iterativos sin derivadas para la solucion de ecuaciones no
lineales con orden de convergencia ocho (MES).

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MES81(f,x0,tol ,maxiter)
incr—tol+1;

incr2—incr;

Inc—[];

iter =0;

[fx]=feval(f,x0);
% while incr2>tol 6 incr>tol €69 iter <maxiter
while iter <maxiter
z x0+1x ;
fz=feval(f, z);
fzx=(fz—1fx)/(z—x0);

y x0 — fx/fzx;

fy = feval(f, y);

u = 2xfy/fx;

v fy /fz ;

h = 14+ (1/2)sutviv"24(1/4)%xu"2;
t y — hxfy/fzx;

ft = feval(f, t);
w = ft/fy;
g — 14+(1/2)xutvtw+(1/4)%u"24+v "2+ (1/2) s us vHusw+2xvsw;
x =t—gxft /fzx;
incr=abs(double (x—x0));
Inc—[Inc incr|;
digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0—x;
[fx]|=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),digits (2000)
incr2—abs(double(fx));
iter—iter +1;
end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2]=MES82(f,x0,tol , maxiter)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter=0;

[fx]=feval(f ,x0);
% while incr2>tol 66 incr>tol 66 iter <maziter

while iter <maxiter

z x0+1x ;

fz = feval(f, z);

fzx=(fz—fx)/(z—x0);

y x0 — fx/fzx;

fy = feval(f, y);
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end

u = fy/fx;

v — fy/fz;

A (1) /(1-u);
B — 3xuxv;

h — AB;

t —y — hxfy/fzx;
ft — feval(f, t);
w = ft/fy;

g = l14utvtwtu " 24+-5%us v 2% usw- 2% vsw+u " 3—v " 3+5%u " 2k v4+-3xukxv © 2;

x =t—gxft/fzx;

incr=abs(double (x—x0));

Inc=[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0=x;
[fx]=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),digits (2000)
incr2=abs(double (fx));
iter=iter+1;

p=vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2)));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MES83(f,x0,tol ,maxiter)

inc
inc
Inc
ite

[ fx
%

r—=tol+1;
r2—incr;
I
r—0;

|=feval (f,x0);

while incr2>tol 6 incr>tol 66 iter <maziter

while iter <maxiter
7z — x0-+fx;

fzr — feval(f, z);
fax—(fz—1fx)/(z—x0);
y — x0 — fx/fzx;

fy = feval(f, y);
u = fy /(fx+fy);

v = fy/fz;

h = l4+utv+dsusxv+25u"2+v " 3;
t =y — hxfy/fzx;
ft =feval(f, t);

w = ft/fy;

g = 1Hutv4w+25u " 240wk v 2% kW 2% v aw+ Dk v " 24+ 3xukv T 2;

x =t—gxft /fzx;

incr=abs(double (x—x0));

Inc=[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0=x;
[fx]=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),digits (2000)
incr2=abs(double(fx));

Universidad Politécnica de Valencia



176

iter—=iter +1;
end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|—MES84(f,x0,tol ,maxiter)
incr—tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter =0;

[fx]=feval (f ,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter <maxiter
% while iter <maziter
z x0+1fx ;
fz=feval(f, z);
fzx=(fz—1fx)/(z—x0);
y x0 — fx/fzx;
fy = feval(f, y);
2«fy /(fx—fy);
ty/tr;
14+0.5%utv++2kukviu2+4v " 3;
y — hxfy/fzx;
t — feval(f, t);
ft/fy;
14+0.5xutvtwtu ™ 2+ 2. 5xusvtusw+2xvsw+0.5%v "3+ 1.75%xvxu”2+1.5%xuxv " 2;
t—gxft /fzx;
incr=abs(double (x—x0));
Inc—=[Inc incr|;
digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0—x;
[fx]|=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),di
incr2—abs(double (fx)
iter—iter+1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

u

®og e T

gits (2000)
)

function [x0,iter ,p,incr ,incr2]=MES86(f,x0,tol ,maxiter)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter=0;

[fx]=feval(f x0);
% while incr2>tol 66 incr>tol &6 iter <maziter
while iter <maxiter
7z = x0+fx;
fz = feval(f, z);
fzx=(fz—fx)/(z—x0);
y — x0 — fx/fzx;
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end

fy — feval(f, y);

u — fy/fx;

v — fy/fz;

A —(1+uru"2)/(1—v+v " 2);
B — 3xuxv;

h — AB;

t —y — hxfy/fzx;

ft = feval(f, t);

w = ft/fy;

g = 1HutvHwtu " 24 5% us v 25 uswH 2% viw—2%v " 345%u " 2 v 3suxv " 2;

x = t—gxft/fzx;
incr=abs(double (x—x0));
Inc=|[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)

x0 = x;
[fx]=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),d
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;

igits (2000)

p=vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2)));

function [x0,iter ,p,incr,incr2|=MES8S(f,x0,tol ,maxiter)
incr—=tol+1;
incr2—=incr;
Inc—[]:
iter =0;

[fx]|=feval (f, x0);
while incr2>tol 6 incr>tol 66 iter <maziter

%

while iter <maxiter

7z — x0+fx;
fz—feval(f, z);

fxz — (fx—fz)/(x0-z);
y = x0 — fx/fxz;

fy = feval(f, y);

fyx = (fy—fx)/(y—x0);
fyxz = (fyx—fxz)/(y—2);
A= fy;

B = fyx+fyxz*(y—x0);
h = A/B;

t = fy/fx;

R =1-t"2/(fxz —1);

u =y — hxR;

fu = feval(f, u);

fuy = (fu—fy)/(u—y):

fuyx = (fuy—fyx)/(u—=x0);
fuyxz =(fuyx—fyxz)/(u—z);
D = fu;

E = fuy+fuyxs*(u—y)+fuyxz=(u—y)=*(u—x0);
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G — D/E;

s = fu/fy;

r = fy/fz;

Q= (14+s°3)*(1+r"5);
x — u — GxQ;

incr—abs(double (x—x0));

Inc—[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0=x;
[fx]=feval(f,x0);
digits (4),vpa(fx),di
incr2=abs(double (fx )
iter=iter+1;

gits (2000)
)

end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—-2));

function [x0,iter ,p,incr ,incr2|=MES8Z(f,x0,tol ,maxiter)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter =0;

[fx]—feval(f,x0);
% while incr2>tol 88 incr>tol 66 iter <maziter
while iter <maxiter
7z — x0+fx;
fz—=feval (f, z);
fxz — (fx—fz)/(x0-z);
y — x0 — fx/fxz;
fy — feval(f, y);
fyx — (fy—fx)/(y—=x0);
tyxz = (fyx—fxz)/(y-2);

A — fy;

B = fyxt+fyxz*(y—x0);
h = A/B;

u =1y — h;

fu = feval(f, u);

fuy = (fu—fy)/(u=y);

fuyx = (fuy—fyx)/(u—=x0);
)/ (u=z);

fuyxz =(fuyx—fyxz

D = fu;

E = fuyt+fuyxs*(u—y)+fuyxz=(u—y)*(u—x0);
G = D/E;

x =u — G;

incr=abs(double (x—x0));

Inc=[Inc incr|;

digits (4),vpa(x—x0),digits (2000)
x0=x;

[fx]=feval(f,x0);

digits (4),vpa(fx),digits (2000)
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incr2—abs(double(fx));

iter—iter +1;
end
p—log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2));
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ANEXO 5: Programas para métodos iterativos con derivadas para la solucion de sistemas de
ecuaciones no lineales con orden de convergencia cuatro (MSD).

function [x,iter ,incr,incr2 ,p| — MSD41_sis(f,x0,tol, maxiter)
% [z,iter ,incr ,p] — newton_sis( ' 'sistemas ,vpa([1 1 1]),1e—500,50)

iter — 0; incr — tol+1; incr2—incr;
x0=x0 (:);

W=z ;

Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);

Y%awhile incr> tol &6 incr2 > tol &6 iter < maxiter
while iter < maxiter
delta = — dfx \ fx;

y = x0 + 2/3xdelta;

[fy . dfy| = feval(f,y);

delta2 = —dfx \ fx;

H = 3/8«(dfy \ dfx)x(dfy \ dfx)—1/24xeye(size (dfx));
x =y + Hxdelta2;

incr — norm(double (x—x0));

[fx,dfx] = feval (f,x);

incr2 — norm(double(fx));
digits (4),disp(’iter ) ,iter ,disp(’incrl’) vpa(x—x0),disp(’incr2’),
vpa(fx),digits (2000)
x0—x;
iter—iter+1;
Inc—[Inc,incr |;

end

p = log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x,iter ,incr,incr2 ,p|] = MSD42 sis(f,x0,tol, maxiter)
% [z,iter incr ,p| = newton sis(’sistemas ’,vpa ([l 1 1]),1e—500,50)

iter = 0; incr = tol+1; incr2=incr;
x0=x0 (:);

G=z ;

Inc=|];

[fx ,dfx] = feval (f,x0);

% while incr > tol &8 incr?2 > tol &6 iter < maxiter
while iter < maxiter
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delta = — dfx \ fx;

y — x0 + 2/3xdelta;
[fy . dfy] — feval(f,y);
delta2 — —dfx \ fx;

H — 9/8x(dfx \ dfy)s*(dfx \ dfy) — 3%(dfx \ dfy)+53/24xeye(size(dfx));

x —y + Hxdelta2;
incr = norm(double (x—x0));

[fx,dfx] = feval(f, x);

incr2 = norm(double(fx));
digits (4),disp(’iter’),iter ,disp(’incrl’) vpa(x—x0),disp('incr2’),
vpa(fx),digits (2000)
x0=x;
iter=iter-+1;
Inc=[Inc,incr |;
end

p = log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x,iter ,incr ,incr2 ,p| = MSD4A sis(f,x0,tol, maxiter)
% [z,iter ,incr,p] = newton sis(’'sistemas ,vpa([1 1 1]),1e—500,50)

iter = 0; incr = tol+1; incr2=incr;
x0-x0 (:);

% X=x ;

Inc =[]

[fx ,dfx] = feval (f,x0);

% while incr> tol &6 incr2 > tol & iter < maziter
while iter < maxiter

delta = — dfx \ fx;

y = x0 + delta;
[fy ,dfy] = feval(f,y);
delta2 = —dfx \ (fx + fy);
z = x0 + delta2;
[fz ,dfz] = feval(f,z);
H= —(dfz \ fy);
x =y + H;
incr = norm(double (x—x0));

[fx,dfx]| = feval(f,x);

incr2 = norm(double(fx));

digits (4),disp(’iter’) iter ,disp(’incrl’) vpa(x—x0),disp(’incr2’),

vpa(fx),digits (2000)
x0=x;
iter—iter+1;
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Inc—[Inc,incr |;
end

p — log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc (1:end—2));

function [x,iter ,incr,incr2 ,p| = MSD4J_sis(f,x0,tol, maxiter)
% [z, iter ,incr ,p] = newton sis(’sistemas ’,vpa([1 1 1]),1e—500,50)

iter = 0; incr = tol+1; incr2=incr;
x0=x0 (:);

% X=1;

Inc=[[;

[fx ,dfx] = feval (f,x0);
% while incr> tol &6 incr2 > tol 66 iter < maxiter
while iter < maxiter
delta = dfx \ fx;
y= x0 — (2/3)xdelta;
[7.dfy| = feval(f,y);
deltal = ((3xdfy—dfx)\(3xdfy+dfx))*xdelta;
xn = x0 — (1/2)*deltal;

incr — norm(double (xn—x0));
Inc — [Inc,incr|;
x = [x0, xn]

digits (4).,disp(’iter’),iter ,disp(’incrl’) ,vpa(xn—x0),disp(’incr2’),

vpa(fx),digits (2000)

x0—xn;

[fx ., dfx] = feval(f,x0);

iter—iter +1;

Inc(iter) — incr;

incr2 — norm(double (fx));
% digits (4),disp(’iter '), iter ,disp( incrl’),vpa(zn—2x0),disp ( incr2’),
% wvpa(fz),digits (2000)

end

p = log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc (l:end—2));

function |x,iter ,incr ,incr2 ,p| = MSD4S sis(f,x0,tol, maxiter)

% [z,iter incr ,p| = newton sis(’sistemas ’,vpa ([l 1 1]),1e—500,50)
iter =
x0=x0 (
K= ;
Inc=[];

0; incr = tol+1; incr2=incr;
s

[fx ,dfx] = feval (f,x0);
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Jawhile incr> tol &6 incr2 > tol &6 iter < maziter
while iter
delta — — dfx \ fx;
y = x0 + 2/3xdelta;
[fy ,dfy| — feval(f,y);
H — 9/8«(dfy \ dfx)+3/8«(dfx \ dfy)—1/2xeye(size(dfx));
x — x0 + Hxdelta;
incr = norm(double (x—x0));

< maxiter

[fx,dfx] = feval(f x);

incr2 = norm(double(fx));
digits (4).,disp(’iter ), iter ,disp(’incrl’) vpa(x—x0),disp(’incr2’),
vpa(fx),digits (2000)
x0=x;

iter=iter-+1;

Inc=|[Inc,incr |;

end

p = log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc (2:end—1)./Inc(l:end—2));
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ANEXO 6: Programas para métodos iterativos con derivadas para la solucion de sistemas de
ecuaciones no lineales con orden de convergencia cinco (MSD).

function [x,iter ,incr,incr2 ,p| — MSD51_sis(f,x0,tol , maxiter)
% [z,iter ,incr ,p] — newton_sis( ' 'sistemas ,vpa([1 1 1]),1e—500,50)

iter — 0; incr — tol+1; incr2—incr;
x0=x0 (:);

% X=1;

Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);

% while incr> tol &6 incr2 > tol & iter < maxiter
while iter < maxiter
delta = — dfx \ fx;
y = x0 + delta;
[fy ,dfy| = feval(f,y);
delta2 = —dfx \ fy;
H = 5/4«(dfx \ dfy)=(dfx \ dfy) —7/2x(dfx \ dfy)+13/4xeye(size(dfx));
x = y + Hxdelta2;
incr = norm(double (x—x0));

[fx,dfx] = feval (f,x);

incr2 — norm(double (fx));

digits (4),disp(’iter ) ,iter ,disp(’incrl’) vpa(x—x0),disp(’incr2’),
vpa(fx),digits (2000)

x0—x;

iter—iter +1;
Inc—[Inc,incr|;
end

p — log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x,iter ,incr,incr2 ,p|] = MSD52 sis(f,x0,tol, maxiter)
% [z, iter incr ,p] = newton sis(’sistemas ,vpa([1 1 1]),1e—500,50)

iter =
x0=x0 (:
% X=1;
Inc=|];

0; incr = tol+1; incr2=incr;
)

[fx ,dfx] = feval (f,x0);

% while incr> tol & incr?2 > tol 68 iter < maxiter
while iter < maxiter
delta = — dfx \ fx;
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end

y = x0 + delta;

[fy ,dfy| = feval(f,y);

delta2 = —dfx \ fy;

H = 1/4x(dfy \ dfx)*(dfy \ dfx) + 1/2«(dfy \ dfx)+1/4xeye(size(dfx));
x — y + Hxdelta?2;

incr — norm(double (x—x0));

[fx,dfx] = feval(f x);

incr2 = norm(double(fx));
digits (4),disp(’iter ) ,iter ,disp(’incrl’) ,vpa(x—x0),disp(’incr2’),
vpa(fx),digits (2000)
x0=x;
iter=iter+1;
Inc=[Inc ,incr |;

p = log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

function [x,iter ,incr ,incr2 ,p| = MSD5A1 sis(f,x0,tol, maxiter)
% [z,iter incr ,p] = newton sis(’'sistemas ,vpa([1 1 1]),1e—500,50)

iter = 0; incr tol+1; incr2—incr;
x0=x0 (:);

% X=x;

Inc—[];

[fx ,dfx] = feval (f,x0);

%

while incr> tol & incr2 > tol &6 iter < maxiter
while iter < maxiter
delta — — dfx \ fx;
y = x0 + delta;
[ty ,dty] = feval(f,y);
delta2 = —dfx \ (fx + fy);
z = x0 + delta2;
[fz ,dfz] = feval(f,z);
H = —dfy \ fz;
x =z + H;
incr = norm(double (x—x0));

[fx ,dfx]| = feval(f,x);

incr2 = norm(double(fx));

digits (4),disp(’iter’) iter ,disp(’incrl’) vpa(x—x0),disp(’incr2’),
vpa(fx),digits (2000)

x0=x;

iter=iter+1;

Inc=[Inc,incr |;
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end

p — log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc (1:end—2));

function [x,iter ,incr,incr2 ,p| — MSD5A2 sis(f,x0,tol, maxiter)
% [z, iter ,incr ,p] = newton_sis( sistemas ,vpa([1 1 1]),1e—=500,50)

iter = 0; incr = tol+1; incr2=incr;
x0=x0 (:);

% X=1;

Inc=[];

[fx ,dfx]| = feval (f,x0);

% while incr> tol &6 incr2 > tol & iter < maziter
while iter < maxiter
delta = — dfx \ fx;
y = x0 + delta;
[fy . dfy| = feval(f,y);
delta2 = —5x(dfx \ fy);
z =y + delta2;
[fz ,dfz]| = feval(f,z);
H — —1/5x(dfx \ (—16xfy+fz));
x = z + H;
incr — norm(double (x—x0));

[fx,dfx] = feval (f,x);

incr2 — norm(double (fx));
digits (4),disp(’iter ) ,iter ,disp(’incrl’) vpa(x—x0),disp(’incr2’),
vpa(fx),digits (2000)
x0—x;
iter—iter+1;
Inc=[Inc,incr |;
end

p = log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc (l:end—2));

function |x,iter ,incr ,incr2 ,p| = MSD5M sis(f,x0,tol, maxiter)
% [z,iter incr ,p| = newton sis(’sistemas ’,vpa ([l 1 1]),1e—500,50)

iter =
x0=x0 (:
% X=z ;
Inc=[];

0; incr = tol+1; incr2=incr;
)

[fx ,dfx] = feval (f,x0);
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% while incr> tol &6 incr2 > tol 6 iter < maziter
while iter < maxiter
delta = dfx \ fx;
y — x0 — delta;
[fy ,dfy| — feval(f,y);
a — ((dfx—5«dfy)\ (3% dfx+dfy));
b — dfx\fy;
deltal = axb;
xn =y + deltal;

incr = norm(double (xn—x0));
Inc = [Inc,incr];
x = [x0, xn]

digits (4).disp(’iter’) ,iter ,disp(’incrl’),vpa(xn—x0),disp(’incr2’),
vpa(fx),digits (2000)
x0=xn;
[fx ,dfx| = feval(f,x0);
iter=iter+1;
% Inc=[Inc ,incr[;
Inc(iter) = incr;
incr2 = norm(double(fx));
% digits (4),disp (7iter ’),iter , disp (incrl ’)  vpa(zn—=z0), disp (incr2’),
% vpa(fr), digits (2000)

end

p — log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc (1l:end—2));

function [x,iter ,incr ,incr2 ,p| = MSD5S_sis(f,x0,tol , maxiter)
% [z,iter ,incr ,p] — newton_sis( 'sistemas ,vpa([1 1 1]),1e—500,50)

iter — 0; incr — tol+1; incr2—incr;
x0—x0 (:);

% X=1;

Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f x0);

% while incr> tol 66 incr2 > tol 66 iter < maxiter
while iter < maxiter
delta = — dfx \ fx;

y = x0 + 1/2xdelta;
[fy ,dfy| = feval(f,y);
deltal= — dfy \ fx;

z = x0 + deltal;

[fz ,dfz| = feval(f,z);

% delta2 = —dfy | fz;
H = 2«(dfy \ fz) — dfx \ fz;
x =z — H;
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incr — norm(double (x—x0));
[fx,dfx] — feval(f x);

incr2 — norm(double(fx));
digits (4),disp(’iter ) ,iter ,disp(’incrl’), vpa(x—x0),disp(’incr2’),
vpa(fx),digits (2000)
x0=x;
iter=iter+1;
Inc=[Inc,incr |;
end

p = log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2));

Universidad Politécnica de Valencia



9. Anexos 189

ANEXO 7: Programas para métodos iterativos con el operador de diferncias divididas de orden 1
y 2 para la solucion de sistemas de ecuaciones no lineales con orden de convergencia 4 (MSS).

function [xn,iter ,p,incr,incr2| — MSS43difdivl(f,x,tol ,maxiter)

% [z, iter ,incr ,p,delta , fr] — soleymani7_sistemas (’sistemas ’,[0,0,0,0],
%1e—8, 200)
iter = 0; incr = tol + 1l;incr2=incr ;
X = X ),X X;
e — [
al=vpa (0.
a2=vpa (0);
bl=vpa( —
bQ:Vpa(l)7
while incr>tol && incr2>tol && iter < maxiter;
% while iter < maziter
[fx, dfx] = feval(f,vpa( x));
y =( x — dfx \ fx); Zrcond(double(dfz)),pause
[fy, 7| = feval(f, vpa(y)):
A= divdiff(f,vpa(x),vpa(y));
delta2=(dfx\fy);
deltaMf(dfx\A)

I=((bl+b2)xeye(size (dfx))—b2xdeltaM );

N ((al+a2)xeye(size (dfx))—a2xdeltaM );
B-M\ N;

H — 2xb1°2\(a2«bl—al*b2)xeye(size (dfx));
C — al\blxeye(size (dfx));

G — eye(size (dfx))+(B-C)«H;
delta3—Gxdelta2;

xn—=y—delta3;

incr — norm(double (xn—x));

incr2 — norm(double(feval(f, xn)));

delta—vpa(xn—x);
% delta—vpa(sqrt(sum((zn—2x))));
Inc = [Inc incr2];
X = XI;
[fx,dfx]= feval(f,vpa(x));
iter = iter + 1;
X = [Xx];
digits (4),disp(’xn—x"),vpa(delta),disp(’fx’),vpa(fx),digits (50);
end

p = vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2)));
function [xn,iter ,p,incr,incr2| = MSS43difdiv2(f,x,tol ,maxiter)

% [z,iter incr p,delta , fr] = soleymani7 sistemas (’sistemas ’,[0,0,0,0],
%1e—8, 200)
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iter = 0; incr = tol + 1;incr2—incr ;
x = x(:):;X = x;
Inc = [];

al=vpa (0.5);
a2—vpa(0);
bl=vpa(—0.5);
b2=vpa (1);
while incr>tol && incr2>tol && iter < maxiter;
% while iter < maziter
[fx, dfx] = feval(f, vpa(x));
y =(x — dfx \ fx); % rcond(double(dfz)),pause
[fy. 7] = feval(f, vpa(y));
A= divdiff orden2 (f,vpa(x),vpa(y));
delta2=(dfx\fy);
deltaM=(dfx\A);
M=((bl+b2)xeye (
N=((al+a2)xeye(
B=M\ N;
H = 2«b1°2\(a2«bl—alxb2)xeye(size (dfx));
C = al\blxeye(size (dfx));
= eye(size (dfx))+(B-C)*H;
delta3=Gsdelta?2 ;
xn—y—delta3;
incr — norm(double (xn—x));
incr2 — norm(double(feval(f. xn)));
delta=vpa(xn—x);
% delta—vpa(sqrt(sum((zn—z))));
Inc — [Inc incr2];

x))—b2xdeltaM );
x))—a2xdeltaM );

size (
size (

df
df

@Q

X — Xn;
[fx ., dfx]= feval(f,vpa(x));

iter — iter + 1;

X = [X x];

digits (4),disp(’xn—x") ,vpa(delta),disp(’'fx’),vpa(fx),digits (50);
end

p = vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2)));

function |xn,iter ,p,incr ,incr2| = MSS44difdivl(f,x,tol ,maxiter)

% [z,iter incr ,p,delta ,fr| = soleymani? sistemas(’sistemas ’,[0,0,0,0],

%1e—8, 200)

iter = 0; incr = tol + 1l;incr2=incr ;
x = x(:);X = x;

Inc = [];

al=vpa(1l);

a2=vpa (0);

bl-vpa(1l);
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b2=vpa(2);
while incr>tol && incr2>tol && iter < maxiter;
% while iter < maziter
[fx, dfx] — feval(f, vpa(x));
y —( x — dfx \ fx); % rcond(double(dfz)),pause
[fy, 7] = feval(f, vpa(y)):
A= divdiff(f,vpa(x),vpa(y));
delta2=(dfx\fy);
deltaM=(dfx\A);
M=((bl+b2)*xeye(size (dfx))—b2xdeltaM );
N=((al+a2)xeye(size (dfx))—a2xdeltaM );
B=M)\ N;
H = 2xbl1°2\(a2«bl—al«b2)xeye(size (dfx));
C = al\blxeye(size (dfx));
= eye(size (dfx))+(B-C)*H;
delta3=Gxdelta?2;
xn=y—delta3;
incr = norm(double (xn—x));
incr2 = norm(double(feval (f,xn)));
delta=vpa(xn—x);
% delta=vpa(sqrt(sum((zn—2x))));
Inc = [Inc incr2|;
X — Xn;
[fx ,dfx]= feval(f,vpa(x));
iter — iter + 1;
X = [X x];
digits (4),disp(’xn—x") ,vpa(delta),disp(’'fx’),vpa(fx),digits (50);

Q

end

p — vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2)));
function [xn,iter ,p,incr,incr2| — MSS44difdiv2(f,x,tol ,maxiter)

% [z, iter ,incr ,p,delta , fr] = soleymani7_sistemas (’sistemas ’,[0,0,0,0],
%1e—8, 200)

incr = tol + 1ljincr2=incr ;

bl=vpa ;

b2=vpa (2);
while incr>tol && incr2>tol && iter < maxiter;
% while iter < maziter
[fx, dfx] = feval(f,vpa(x));
y =( x — dfx \ fx); % rcond(double(dfzr)),pause
[fy, 7| = feval(f, vpa(y));
A= divdiff orden2(f,vpa(x),vpa(y));
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delta2—=(dfx\fy);
deltaM—(dfx\A);
M=((b1+b2)*xeye(size (dfx))—b2xdeltaM );
N—((al+a2)xeye(size (dfx))—a2xdeltaM);
B-M)\ N;
H — 2xb1°2\(a2«bl—al*b2)xeye(size (dfx));
C — al\blxeye(size(dfx));
G = eye(size (dfx))+(B-C)xH;
delta3=Gsxdelta?2 ;
xn=y—delta3;
incr = norm(double (xn—x));
incr2 = norm(double(feval (f,xn)));
delta=vpa(xn—x);
% delta=vpa(sqrt(sum((zn—2))));

Inc = [Inc incr2|;
X = Xn;
[fx , dfx]= feval(f,vpa(x));
iter = iter + 1;
X = |X x|;
digits (4),disp(’xn—x") ,vpa(delta),disp(’fx’),vpa(fx),digits (50);

end

p — vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2)));
function [xn,iter ,p,incr,incr2| = MSS45difdivl (f,x,tol ,maxiter)

% [z,iter ,incr ,p,delta , fr] = soleymani7_sistemas (’sistemas ’,[0,0,0,0],
% 1e—8, 200)

iter — 0; incr — tol + 1;incr2—incr ;
x = x(:);X = x;
Inc — [];
al—vpa(1);
a2=vpa (0);
bl=vpa(1);
b2=vpa(—2);

while incr>tol && incr2>tol && iter < maxiter;
% while iter < maziter

[fx, dfx] = feval(f,vpa(x));

y =( x — dfx \ fx); % rcond(double(dfzr)),pause

[fy. 7] = feval(f, vpa(y));

A= divdiff (f,vpa(x),vpa(y));

delta2=(dfx\fy);

deltaM=(dfx\A);

M=((bl+h2)xeye(size (dfx))—b2xdeltaM );

N=((al+a2)xeye(size (dfx))—a2xdeltaM);

B=M\ N;

H = 2xb1°2\(a2«bl—al*b2)xeye(size (dfx));

C = al\blxeye(size (dfx));

)

)5
15
1
0
1
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G = eye(size (dfx))+(B-C)xH;
delta3—Gxdelta2;
xn—=y—delta3;
incr — norm(double (xn—x));
incr2 — norm(double(feval(f, xn)));
delta—vpa(xn—x);
% delta—vpa(sqrt(sum((zn—2x))));
Inc = [Inc incr2];
X = XI;
[fx,dfx]= feval(f,vpa(x));
iter = iter + 1;
X = [X x];
digits (4).disp(’xn—x"),vpa(delta),disp(’'fx’),vpa(fx),digits (50);
end

p = vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2)));

function [xn,iter ,p,incr,incr2| = MSS45difdiv2(f,x,tol ,maxiter)

% [xz,iter incr,p,delta,fz] = soleymani7 sistemas(’sistemas ’,[0,0,0,0],
% 1e—8, 200)

— tol 4+ Il;incr2—incr

)

while incr>tol && incr2>tol && iter < maxiter;
% while iter < maziter
[fx, dfx] — feval(f, vpa(x));
y =(x — dfx \ fx); % rcond(double(dfz)),pause
[fy, 7] = feval(f, vpa(y)):
A= divdiff orden2(f,vpa(x),vpa(y));
delta2=(dfx\fy);
deltaM:(dfx\A);
M=((bl+b2)*xeye(size (dfx))—b2xdeltaM );
((al+a2)xeye(size (dfx))—a2xdeltaM );
— M\ N
2xbl1 "2\ (a2«bl—alxb2)xeye(size (dfx));
al\blxeye(size (dfx));
eye(size (dfx))+(B-C)*H;
delta3=Gxdelta?2;
xn=y—delta3;
incr = norm(double (xn—x));
incr2 = norm(double(feval (f ,xn)));
delta=vpa(xn—x);
% delta—vpa(sqrt(sum((zn—z))));

N=
B
H =
C =

@
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Inc — [Inc incr2];

X — Xn;

[fx ., dfx]= feval(f,vpa(x));

iter — iter + 1;

X = [X x];

digits (4),disp(’xn—x"),vpa(delta),disp(’'fx’),vpa(fx),digits (50);
end

p = vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2)));
function |xn,iter ,p,incr ,incr2| = MSS46difdivl(f,x,tol ,maxiter)

% [z,iter incr ,p,delta , fr] = soleymani? sistemas (’sistemas ’,[0,0,0,0],
% 1e—8, 200)
iter = 0; incr = tol + 1l;incr2=incr ;
x = x(:);X = x;
Inc = [];
al=vpa(1l);
a2=vpa (2);
bl=vpa(1);
b2=vpa (0);
while incr>tol && incr2>tol && iter < maxiter;
% while iter < maziter
[fx, dfx] = feval(f,vpa(x));
y =( x — dfx \ fx); % rcond(double(dfz)),pause
[fy. 71 — feval(f, vpa(y)):
A= divdiff(f,vpa(x),vpa(y));
delta2—(dfx\fy);
deltaM—(dfx\A);
M—((bl4+b2)*eye
N—((al+a2)*eye
B=M)\ N;
H = 2xb1°2\(a2«bl—al*b2)xeye(size (dfx));
C = al\blxeye(size (dfx));
= eye(size (dfx))+(B-C)=*H;
delta3=Gsdelta?2 ;
xn=y—delta3;
incr = norm(double (xn—x));
incr2 = norm(double(feval(f,xn)));
delta=vpa(xn—x);
% delta=vpa(sqrt (sum((zn—x))));
Inc = [Inc incr2|;
X = Xn;
[fx ,dfx]|= feval(f,vpa(x));
iter = iter + 1;
X = |X x|;
digits (4),disp(’xn—x") ,vpa(delta), disp(’fx’),vpa(fx),digits (50);

size (dfx))—b2xdeltaM );
size (dfx))—a2x«deltaM );

——

2

end
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p — vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(1:end—2)));
function [xn,iter ,p,incr,incr2| = MSS46difdiv2(f,x,tol ,maxiter)

% [z,iter ,incr ,p,delta , fr] = soleymani7_sistemas (' sistemas ’,[0,0,0,0],
% 1e—8, 200)

iter — 0; incr — tol + 1;incr2—incr ;

bl=vpa
b2=vpa (0);
while incr>tol && incr2>tol && iter < maxiter;
% while iter < maziter
[fx, dfx] = feval(f,vpa(x));
y =( x — dfx \ fx); % rcond(double(dfzr)),pause
[fy, 7] = feval(f, vpa(y));
A= divdiff orden2(f,vpa(x),vpa(y));
delta2=(dfx\fy);
deltaM=(dfx\A);
M=((bl+h2)xeye(size (dfx))—b2xdeltaM );

N=((al+a2)xeye(size (dfx))—a2xdeltaM);
B=M\ N;

H = 2xb1°2\(a2«bl—alxb2)xeye(size (dfx));
C = al\blxeye(size (dfx));

G = eye(size (dfx))+(B-C)xH;
delta3=Gsdelta?2 ;

xn=y—delta3;

incr — norm(double (xn—x));

incr2 — norm(double(feval(f, xn)));
delta=vpa(xn—x);
% delta—vpa(sqrt(sum((zn—2x))));
Inc — [Inc incr2];
X — Xn;
[fx ,dfx]= feval(f,vpa(x));
iter — iter + 1;
X — [X x];
digits (4),disp(’xn—x") ,vpa(delta),disp(’'fx’),vpa(fx),digits (50);
end

p = vpa(log(Inc(3:end)./Inc(2:end—1))./log(Inc(2:end—1)./Inc(l:end—2)));

ANEXO 8: Programas para las gréficas comparativas de los indice de eficiencia (IE) e indice de
eficiencia computacional (IEC) de los métodos iterativos de sistemas de ecuaciones no lineales.
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function [TECS,IES|—TE_ordend

lim — [0.8 1.6]

n— (1:1:10);

% INDICE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

[EC_MSD4J — 4.°(1./((2/3)*n."3+5%n.°2+(1/3)+n));
IEC_MSD4S — 4.°(1./((2/3)#n."3+6%n."2+(1/3)+n));
IEC_MSDAD = 4.°(1./((2/3)%n."3+5%n."2+(4/3)+n));
IEC_ MSD4l = 4.°(1./(n."3+7+n."2));

IEC_MSD42 = 4.°(1./((1/3)*n."3+7+n."2+(2/3)n));
% INDICE DE EFICIENCIA

IE MSD4J = 4.°(1./(2%n."2 + n));
IE MSD4S = 4.°(1./(2%n."2 + n));
IE MSDAD = 4.°(1./(2%n."2 + 2%n));
IE MSD4l = 4.°(1./(2%n."2 + n));
IE MSD42 = 4.7 (1./(2%n."2 + n));

IECS=[IEC_MSD4J; IEC_MSD4S: IEC_MSD4D; IEC MSD41; IEC_ MSD42|;
IECS = IECS;

IES=[IE_MSD4J; TE_MSD4S; IE MSD4D; IE MSD41; IE MSD42|;

IES — IES’;

subplot (2,2,1), bar(n’,IES) title(’Indice_de_eficiencia ,_TE"),
grid

legend ('MSD4J’ , 'MSD4S’, 'MSD4D’, 'MSD41’, 'MSD42’)
xlabel (’Tamano_del _sistema ,_n’)

ylabel ('IE ")

ylim (lim)

subplot (2,2.2), bar(n’,IECS),

title ('Indice_de_eficiencia_computacional , _TEC'),
grid

Regend ("MSDJJ’, 'MSDJS’, 'MSDID’, 'MSDj1’, 'MSDJ2’),
xlabel ('Tamafnio_del_sistema ,_n’)

ylabel ('IEC")

ylim (lim)

n= (10:10:100);

% INDICE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

IEC_ MSD4J = 4.°(1./((2/3)*n."3+5%n."2+(1/3)sn));
IEC_MSD4S = 4.°(1./((2/3)#n."3+6%n."2+(1/3)sn));
IEC MSD4AD = 4.7 (1./((2/3)*n."3+5%n."2+(4/3)*n));
IEC_ MSD4l = 4.°(1./(n."3+7+n."2));

IEC MSD42 = 4. (1./((5/3)*n."3+5xn."2+4(2/3)*n));
% INDICE DE EFICIENCIA

IE MSD4] = 4.°(1./(2%n."2 + n));
IE_MSD4S = 4.° (2%n.72 + n));
IE_MSD4D = (2%n.72 + 2xn
IE_MSD41 = (2%¥n.72 + n));
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TE_MSD42 — 4.°(1./(2%n."2 + n));

IECS- [TEC_MSD4J; TEC_MSD4S; TEC_MSD4D; TEC_MSD41; TEC_MSD42];
IECS — TECS ';

IES—[IE_MSD4J; IE_MSD4S; IE_MSD4D; IE_MSD41; IE_MSDA42];

IES — IES';

subplot (2,2,3), bar(n’,IES),grid
xlabel (’Tamafio_del _sistema ,_n’)
ylabel (’IE")

% title (*Indice de eficiencia ’),

% legend ('IE_{MjB}°, 'IE {M6B}’, 'IE {MSB}’, 'IE {M5BG),
% 'IE {MI10BG} ', 'IE {M1BG}’),

% xlabel ('Tamano del sistema, n’)
ylabel (’IE )

ylim (lim)

subplot (2,2 ,4), bar(n’ ,IECS), grid
xlabel (’Tamano_del _sistema ,_n’)
ylabel ('TEC")

ylim (lim)

function [IECS,IES|=IE orden4

lim — [0.8 1.6]
n— (1:1:10);
% INDICE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

TEC_MSD4] — 4.7 (1./((2/3)%n."3+5%n."2+(1/3)%n));
TEC_MSD4S — 4.7 (1./((2/3)%n."3+6+n."2+(1/3)%n));
IEC_MSDAD — 4.°(1./((2/3)%n.”3+5%n.72+(4/3)%n));
TEC_ MSS43 4.7(1./((5/3)*n."3+4%n.~2+(1/3)*n));
IEC_MSS44 — 4.7 (1./((5/3)*n."3+4xn.~2+(1/3)%n));
TEC_ MSS45 4.7(1./((5/3)*n."3+4%n.~2+(1/3)*n));
IEC_MSS46 4.7 (1./((1/3)*n."3+4%n."2+(2/3)*n));
% INDICE DE EFICIENCIA

IE_MSD4] = 4.°(1./(2%n."2 + n));

IE_MSD4S = 4.°(1./(2%n."2 + n));

IE MSD4AD = 4.°(1./(2%n."2 + 2sn));

IE_MSS43 4.°(1./(2%n."2 + n));

IE_ MSS44 = 4.7(1./(2%n."2 + n));

IE_MSS45 = 4.7 (1./(2%n."2 + n));

IE_MSS46 = 4.7 (1./(2%n."2 + n));

IECS=[IEC_MSD4J; IEC_MSD4S; IEC_MSD4D; IEC MSS43; IEC MSS44;
IEC MSS45;IEC_MSS46|; TECS = IECS';

IES=[IE_MSD4J; IE_MSD4S; IE MSD4D; IE MSS43; IE MSS44;IE MSS45;
IE_MSS46]; IES = IES’;

subplot (2,2,1), bar(n’ ,IES), title (’Indice_de_eficiencia ,_IE’), grid
legend (’MSD4J’ , "MSD4S’, 'MSD4D’, ’MSS43’, *MSS44’, 'MSS45’ , 'MSS467) ,
xlabel (’Tamano_del _sistema ,_n’)

ylabel (’IE )
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ylim (lim)

subplot (2,2.2), bar(n’,IECS),

title ('Indice_de_eficiencia_computacional ,_IEC'), grid
% legend ('MSDJJ’, 'MSD4S’, 'MSD4D’, 'MSD41’, 'MSDJ2’),
xlabel ( 'Tamafnio_del_sistema ,_n’)

ylabel ('IEC")

ylim (lim)

n= (10:10:100);
% INDICE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

IEC_ MSD4J = 4.°(1./((2/3)*n."3+5%n."2+(1/3)sn));
IEC MSD4S = 4.7 (1./((2/3)*n."346%xn."2+(1/3)*n));
IEC MSD4D = 4.7 (1./((2/3)*n."3+5%n."2+(4/3)*n));
IEC MSS43 = 4.7 (1./((5/3)*n."3+4%n."2+4(1/3)xn));
IEC MSS44 = 4.7 (1./((5/3)*n."3+4%n."2+4(1/3)x*n));
IEC_MSS45 = 4.°(1./((5/3)#n."3+4%n.~2+(1/3)1n));
IEC_MSS46 = 4.~ (1./((1/3)#n."3+4%n."2+(2/3)*n));

% INDICE DE EFICIENCIA

IE MSD4] = 4.7 (1./(2%n."2 + n));
IE MSD4S = 4.°(1./(2%n."2 + n));
IE MSDAD — 4.°(1./(2%n.°2 + 2%n));
IE MSS43 = 4.7(1./(2%xn.”"2 + n));
IE_MSS44 — 4.°(1./(2%n."2 + 1));
IE_ MSS45 = 4.7(1./(2%xn.”"2 + n));
IE_MSS46 — 4.°(1./(2+n."2 + n));

TECS=[IEC_MSD4]; TEC MSD4S; TEC MSD4D; IEC MSS43; TEC MSS44;
TEC_MSS45;TEC_MSS46|; TECS = TECS’;

TES=|IE_MSD4J; TE_MSD4S; TE_MSD4D; TE_MSS43; TE_MSS44;TE_MSS45;
TE_MSS46]; TES = IES’;

subplot (2.2 ,3), bar(n’,IES), grid
xlabel ('Tamatnio_del _sistema ,_n’)
ylabel ('IE")

% title (*Indice de eficiencia ’),

% legend ('IE_{MB}’, ’IE_{M6B}’, 'IE_{M8B}’, 'IE_{M5BG},
% 'IE {M10BG}’, ’IE {MiBG}’),

% xlabel (’Tamano del sistema, n’)
ylabel ('IE")

ylim (lim)

subplot (2,2 ,4), bar(n’ ,IECS), grid
xlabel ('Tamano_del _sistema ,_n’)
ylabel ('IEC’)

ylim (lim)

function [IECS,IES|=IE_ordenb

lim = [0.8 1.6]

n= (1:1:10);

% INDICE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL
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IEC_MSDSM  — 5.7 (1./((2/3)%n."3+6*n."2+(4/3)*n));

IEC_MSD5S — 5.°(1./(n."3+5%n."24n));

IRC_MSD5A1  — A( J((1/3)%n."3+4%n.72+(8/3)*n));

IEC_MSD5A2 — 5.7 (1./((2/3)%n.73+5%n.72+(7/3)%n));

IEC_MSD51  — 5. A(] J((1/3)%n."34+8%n.724(5/3)n));

IEC_MSD52 — 5. A(1 J((1/3)%n."3+8%n."2+(5/3)*n));

% INDICE DE EFICIENCIA

IE_MSD5M = 5 A(1 /(2%n.72 + 2+n));

IE MSD5S = (1 /(2%n.72 + 2+n));

IE MSD5AL “(1./(n."2 + 3%n));

IE_MSD3A2 5 S (1.7(2%n.°2 + 3xn)):

IE_ MSD51 = 5.°(1./(2%n.72 + 2#n));

IE_ MSD52 = 5.°(1./(2#n.72 + 2#n));

IECS=|IEC_MSD5M; IEC MSD5S; IEC MSD5A1; IEC MSD5A2; IEC MSD51;
IEC_MSD52]|; IECS = IECS’;

IES=|IE_MSD5M; IE MSD5S; IE MSD5A1; IE MSD5A2; IE MSD51;IE MSD52];

IES = IES’;

subplot (2,2,1), bar(n’ ,IES), title (’Indice_de_eficiencia ,_IE’), grid

legend ('MSD5M ', 'MSD5S’, 'MSD5A1",
xlabel (’Tamano_del _sistema ,_n’)
ylabel (’IE”)
ylim (lim)
subplot (2,2 ,2),

bar(n’ ,IECS),

"MSD5A2"

"MSD51 ", "MSD52" ) |

title ('Indice_de_eficiencia_computacional , _TEC'), grid

% legend ("MSDAI®, 'MSD4S’, 'MSDD’,
xlabel ( ’Tamafio_del _sistema ,_n")
ylabel (’TEC ")

ylim (lim)

"MSDJ1",

n— (10:10:100);
% INDICE DE EFICIENCIA COMPUTACIONAL

"MSD42’)

IEC_MSDSM  — 5.7 (1./((2/3)%n."3+6%n.~2+(4/3)*n));
IEC_MSD5S = 5.~ (1./(n."3+5%n.°2+n));

[EC_MSD5A1 = 5.7 (1./((1/3)%n."3+4%n."2+(8/3)%n));
IEC MSD5A2 = 5 ~(1./((2/3)*n.73+5%n."2+(7/3)xn));
IEC MSD51 = 5.7 (1./((1/3)*n.”3+8xn.72+4+(5/3)*n));
IEC_MSD52 = 5.°(1./((1/3)%n."3+8+n.°2+(5/3)*n));
% INDICE DE EFIC NCIA

IE MSDSM = 5.°(1./(3%n."2 + 2%n));

IE MSD5S = 5. A(l /(2%n.72 4 2xn));

IE7MSD5A1 “(1./(n."2 4 3xn));

IE_MSD5A2 ~(1./(2%n."2 + 3%n));

IE MSD51 = 5 ~(1./(2%m.72 + 24m))

IE MSD52 = 5.°(1./(3%n."2 + 2#n));
IECS=[IEC_MSD5M; IEC MSD5S; IEC MSD5A1; IEC MSD5A2; IEC MSD51;
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IEC_MSD52]; TECS — TECS;
IES - [TE_MSD5M; TE_MSD5S: TE_MSD5A1; TE_MSD5A2; TE_MSD51;1E_MSD52];
IES — IES';

subplot (2,2,3), bar(n’,IES), grid

% title ("Indice de eficiencia ’),

% legend ('IE_{MJB}’, ’IE_{M6B}’, 'IE_{M8B}’, 'IE_ {M5BG}’,
% 'IE_{M10BG}’, ’IE_{M1BG} ),

xlabel (’Tamafio_del _sistema ,_n’)

ylabel ('IE")

ylim (lim)

subplot (2,2 ,4), bar(n’,IECS),grid

ylabel ('IEC")

ylim (lim)
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