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Introduccion

Introduccion

Punto de partida:
Analisis de estructuras de barras convencional
> Basadoen
¢ Hipotesis de pequenos desplazamientosy pequefias deformaciones
= Hipotesis de seccidn plana (Navier-Bernoullio Timoshenko)
= Material elastico lineal
> Es conocido
° GIC: Mecanicadel Solido Deformable, Analisis de Estructuras

= GIOP: Analisis de Estructuras, Ampliacion de Analisis de Estructuras

> Otros: Resistencia de Materiales, Elasticidad, Calculo/ Analisis de
Estructuras, etc.

Analisis limite (o en rotura)

> Considera el material elastico-perfectamente plastico (iRespuesta no
lineal!)

> Mantiene las restantes hipotesis

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS 3




Introduccion

Finalidad del analisis limite
> Determinar (o al menos acotar) la carga de colapso de la estructura
> (Garantizar dimensionamientos seguros

Resultados intermedios de interés
> Diagramas de interaccion

- justifican las expresiones de cargas Ultimas y diagramas de interaccidnde
las normas tecnoldgicas

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS 4




Comportamiento elasto-plastico de
materiales ductiles

Respuesta elasto-plastica uniaxial

Respuesta elasto-plastica uniaxial

Respuesta elasto-plastica (ensayo de traccion simple)

Tension
ultima

Limite eldstico

(o de fluencia)
Rotura

Limite de
proporcionalidad

Plasticidad con Estriccion

Plasticidad

Comportamiento
endurecimiento

elastico perfecta
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Respuesta elasto-plastica uniaxial

Respuesta elasto-plastica (ensayo de traccion simple)

. £ e (Carga-descarga
elastica
F

(e}
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Respuesta elasto-plastica uniaxial

Respuesta elasto-plastica (ensayo de traccion simple)

o
. £ e (Carga-descarga
elastica
I3 e (Carga-descarga

elasto-plastica

A

P €
Deformaciéon Deformacion
remanente elastica

(plastica)
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Respuesta elasto-plastica uniaxial

Respuesta elasto-plastica (ensayo de traccion simple)

(e}

Nuevo

limite
elastico

A

Deformaciéon Deformacion
remanente elastica
(plastica)

Carga-descarga
elastica
Carga-descarga
elasto-plastica
Nueva carga-
descarga
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Respuesta elasto-plastica uniaxial

Respuesta elasto-plastica (ensayo de traccion simple)

o

Ductilidad= %%
813

€, €, €

gp = Deformacién longitudinal en el instante de la primera plastificacion
sgp > Deformacién longitudinal en el instante de |a rotura

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS




Respuesta elasto-plastica uniaxial

Modelos ideales de respuesta elasto-plastica uniaxial

(o} c, .
Cg Cg /
E E
1 1
€ €
Modelo elastico-perfectament Modelo elasto-plastico con
plastico endurecimiento

> Carga en traccion, descarga y carga en compresion
> Endurecimiento isotropo, cinematico y mixto. Efecto Bauschinger

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Criterios de plastificacion

Criterios de plastificacion

Problemas uniaxiales Problemas tridimensionales

Situacion imposible

Funcion (o criterio) de plastificacion

¢ Invariantes

¢ Endurecimiento
— Isétropo (Hill, 1950)
— Cinematico (Prager 1956-57, Ziegler 1959)
— Mixto (Hodge, 1959)

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Criterios de plastificacion

Materiales ductiles
Caracteristicas

= Criterios de plastificacion : X

o T | Recuérdese
‘ resca‘ i* Mecanicadel Sélido Deformable o
= Von Mises... '

| « Ampliacion de Analisis de Estructuras

@

¢

Materiales fragiles

> Caracteristics

> Criterios de plastificacion
= Rankine
> Mohr-Columb
> Drucker-Prager...

En esta asignatura
> S6lo materiales ductiles

- Modelos uniaxiales + criterio von Mises

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS 14
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Criterios de plastificacion

Criterio de Tresca
> Henri Tresca (1814-1885)

g, -0
o Ty I o o_ k,
’ 2

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Criterios de plastificacion

Criterio de von Mises

> Richard E. von Mises (1883-1953)

James C. Maxwell (antecedente, 1865)

- \/(O-I _0-11)2 +(C"I _C"m)z +(oy _O'm)z —%
vM T 2 - TvM

> Tension de comparacion de von Mises, G,
= Von Mises, 1913: segundo invariante desviador de tensiones
= Hencky, 1923 (y Maxwell, 1865): energia de deformacidn por distorsion
¢ Nadai, 1931: tension tangencial octaédrica

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Hipotesis fundamentales del analisis limite

Hipotesis fundamentales del
Analisis Limite

Analisis limite
* Objetivo
» Utilidad
* Caracteristicas
Hipotesis basicas del analisia limite

* Pequefios desplazamientos

Og

* Respuesta tenso-deformacional
* Seccidn plana
Superposicion

Alcance

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Respuesta elasto-plastica de la seccion solicitada a
axil o a flexion

Respuesta elasto-plastica de la
seccion

Planteamiento general del analisis (axil o flector)
o Viga = haz de fibras paralelas a la directriz
> Deformacion de cada fibra = hipdtesis seccion plana
> Tensién en cada fibra = Deformacion + diagrama c—¢ elastoplastico
o Esfuerzos = definiciones + integracion
o El proceso relaciona deformaciones generalizadas y esfuerzos

Efecto del cortante

> Siempre aparece simultaneamente al momento flector
-> se deben estudiar conjuntamente

> Se abordara en el punto siguiente

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS 20
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Axil de plastificacion y relacion axil-alargamiento

Axil de plastificacion y
relacion axil-alargamiento

Solicitacion de axil puro
o g(Y)= g,= constante, y=0

Evolucion de las tensiones
Respuesta elastica

< 0<%
x=0
e
N
£<eg o<

Plastificacién y agotamiento

e>:g

y=0

£2=g

Notese

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS

=0
-
Np
J=0
Np=0:4
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Axil de plastificacion y
relacion axil-alargamiento

Axil de plastificacion 2> Np,=0, 4

Relacion axil-alargamiento unitario de la viga

(idéntica a la relacién tension nominal-alargamiento unitario de cadafibra)

N&O

N, € 0r

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Momento pldstico

Momento plastico

Solicitacion de flexion simple
o gg=0, y=const., e(Y)=xY

Evolucidn de las tensiones
1) Respuesta elastica 2) Primera plastificacion
£ 0>=0 £=—f

1T N 1T D

£<Ee a<; £=6 0=G

M; = momento elastico o
de primera plastificacidn

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Momento plastico

Evolucion de las tensiones

3)
BCE

| X

0=-¢

=

N

°F

)

N

ﬁl

E>Le

0=G

4) Situacion tedrica (agotamiento)

£-00

Y=o

1=

L )MF

£®

0=

M, = momento plastico

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Momento plastico

Momento plasticoy momento ultimo "
> Momento plastico = situacion inalcanzable
> Momento ultimo

= Definicion
 Calculo (seccidn rectangular bxh) by 8

e ) e h e
; = —> e=-Lh=oah

N B e 3
Fenill WA UL
AN — 105325}

+
u Oy 9 %939

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS




Momento plastico

Momento plasticoy momento ultimo U
Mu_2;;[05[&5]1(&5}103325] —
2 2)2\2 2) 2 232
o gx. By 1-o® o i i
=b| (B - WL |=0 bW | —+ 2 ‘ bt
e e e | o] E
_o bl @
4 3
G bh

Iy

> Haciendo e=0 (<>a.=0) se obtiene M, > M, = i
> Por lo tanto

3

M [1_ a’ ] Suponiendo g.=0,0012 y &,=0,04 se obtien M,=0,9997M,,

Mp (en el acero estructural £.=0,0012 i £,=0,20>>0,04 )

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Momento plastico

Momento plasticoy momento ultimo
> Seccion rectangular > M,= M,,
> Seccion en | 2 M, = M, con mayor motivo

£

]

£

]

> En general (en secciones razonables para la flexion) > M,= M|,

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Momento plastico

Factor de forma
M
- Definicion @ A=—"%X
AJE

- Dependencia = Sélo de la forma de la seccion

Determinacidn (seccién doblemente simétrica)

7=-g 0=-g

U= U=

Syes el momento estatico de media seccidn
respecto al eje Y

M, h
=72
f_

)M M, = 2.[%%25(2)9'2
P o

- 2GEL%Zb(Z)dZ =20,8,

M, 20,5, _hS,

M, (2551T% N

A=

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Momento plastico

Determinacion del momento plastico en perfiles laminados

My, =20,5,= UEWpLY

> Prontuarios en los que se puede consultar S, (y S; para |a flexion de eje Y)
> Tablas norma NBE- EAE-95(ane105 parte 2)

cumento56

Jdit.upcomillas.es/~carnicero/perfiles ea 95.pdf

o http
o Prontuario Ensidesa
> Prontuarios donde se puede consultar W,,=2Sy (0 W,7)
o Tablas de caracteristicas en Constructalia.com

o htip://www.constructalio.com/espaneol/productoes/estructuras#.VI0gdZiuG9pt
> Prontuarios casas comerciales
o http://www, -celsa.con n/productos. mvc/P _.;..'JQR( omercial ?=Prontuario

= También se encuentran prontuarios que no facilitan informacion de este
tipo

o http://www.apta.com.es/prontuario/Capitulo 2.htm

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Momento plastico

Algunos factores de forma

EZ
) ! 7
s | O\ \p| %
; ‘ lé
1.00 LL15a 117 |1.27 1.50 1.70 2.00
Procedente de : . .
ESTABILIDAD 111—CAPITULD 111: ANALISIS PLASTICO DE ESTRUCTURAS, Universidad Nacional del Noroeste, Argentina.
http://ingunne edu ar/pub/e3 caps pdf, [consulta 17/01/2015], pag. 4
Factores de forma de los perfiles | espafioles
. IPE: 1,13<A<1,16 + IPN: 1,16=A<1,17
» HEB: 1,11<A<1.16 « HEM: 1,15<0<1.24
« HEA: 1,10<0<1,14

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Momento plastico

Momento plastico de secciones simplemente simétricas

o Evolucidn de las tensiones

/ LT>—U[ D=—E{ 0=—q U=—q
% M W g WM
0=G 0=6 0=5 0=G

> jLa posicion de la fibra neutra varia durante la plastificacion!
> Factor de forma = mayor que en secciones doblemente simétricas

(porque M, es proporcionalmente menor)

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Momento plastico

Momento plastico de secciones simplemente simétricas
> Determinacion __
i =%

N N

G| Y
h, )MP

=5

N= fh ob(2)dz = f_h o, b(2 )iz +f§ (o, )6(z)z =0

M, = —fh Zob(Z)dz = —fh o, 2b(2)dz - th (~o,)2b6(2)dz

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Relacion momento-curvatura. Concepto de rotula plastica

Relacion momento-curvatura.
Concepto de rotula plastica

Relacion momento-curvatura en una seccion rectangular

SiM <M, > — =

MR GRS

o SiM> M,: E ?
M|, & AN -
M, 3 VA

g=2 = im l*\)M

M, =M, =15M, : —3

£ 0

2
:)M:LSI[QJ
M, 2\ A

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Relacion momento-curvatura.
Concepto de rotula plastica

Relacion momento-curvatura en una seccion rectangular

e
Sg=X=

- e _ Y= £ %
jxe*XEhjz*T \I ‘I ] —‘
EEZXEE ER<X e/2 ny
_*4* )M
e{E h/? Bt
l

z i
)

2
R
M, 2\h 2\ x

£=-f

Mg : 2\ x

N B
2
ﬂ_ls_l{Z_E]

=

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Relacion momento-curvatura.
Concepto de rotula plastica

Relacion momento-curvatura en una seccion rectangular

' ' ' ' |
T T T T 1
0 ) 10 15 20 25

il Vg

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Relacion momento-curvatura.
Concepto de rotula plastica

Relaciones momento-curvatura de diferentes secciones

1.5

Rectangulo

1.15 .,
U = o 1101 O |

t t t t |
0 5 10 15 20 25
X' Xk

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS

Dos platabandas

39
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Relacion momento-curvatura.
Concepto de rotula plastica

Relacion momento-curvaturaidealizada

' '
T T
10 15

X' Xk

=1

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS

|
1
20

40

-33 -




Relacion momento-curvatura.

Concepto de rotula plastica

Evolucién de la zona plastificada

Sélo dos fibras
plastificadas

> Primera plastificacion (M)

A
Zonas plastificadas
separadas
> Flujo plastico controlado ‘A = Al
Mc<M<M
( E P} Las zonas plastificadas
se unen
> Flujo plastico incontrolado. k b Al

Rotula plastica. (M = M,)

> Colapso (est. isostatica)

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Relacion momento-curvatura.
Concepto de rotula plastica

=t Bl l

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Relacion momento-curvatura.
Concepto de rotula plastica

Extension de la zona plastificada

E Mp EMF
S S
D | ~
. Ma=15 M, . M,=115H,

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Tensiones residuales

Tensiones residuales

=

=
=)

)

=

=
=

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS 45
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Tensiones residuales

Ll& HL
i
& % ) My Distribucion tensional
N autoequilibrada
e 0=0

= tensiones residuales

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Tensiones residuales

Nueva carga de signo contrario

A

S
U:gE

7

\ U:—UE J
b

La plastificacion “borra”
la historia de tensiones.

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS

Las tensiones residuales no influyen
en el momento de plastificacion

47
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Tensiones residuales

Cuando una pieza se carga hasta la plastificacion y luego se
descarga:
> Queda una deformacion remanente

> Queda una distribucion de tensiones residuales autoequilibrada
(resultante y momento resultante nulos)

Sitras ello la pieza se carga de nuevo, con independencia
del signo de la carga:

° Las nuevas plastificaciones “borran” la historia de tensiones anterior

> La historia previa (tensiones residuales) no influye en el momentode
plastificacion.

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Diagramas de interaccidn

Diagramas de interaccion

Puntos anteriores. Determinacion de:
> Axil de plastificacion N, = €l solo origina la plastificacion de la seccion

a

Momento plastico M, = él solo origina la plastificacién de la seccién

Objetivo apartado actual:

Determinar ternas de valores (N,M,V) que, actuando simultaneamente
originan la plastificacion de la seccion

Interaccidn axil flector =2 (N,M,0)
Interaccion flector cortante = (0,M,V)
> Interaccidn axil-flector-cortante = (N,M,V)

Diagramas de interaccion = representacion grafica de los resultados

5]

o

=]

=]

Semejanzas
= Np 0 Mp <> problema elastoplastico uniaxial 1D, limite elastico
= Diagrama de interaccion <> criterio de plastificacion

50
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Interaccion axil-flector

Interaccion axil-flector

Representacion de (N,M) como axil excéntrico

h T e e
MZ
MZ X X €y _?

] N__ - |e_‘—__ Signo: porque
1 consideramosala
N excentricidad como

unacoordenada Y.

Notacién
> N, = Axil de plastificacion
» M, = Momento plastico
> (N’,, M’,) = Par axil-flector de plastificacion

(Asterisco — identifica los esfuerzos de plastificacién por interaccién axil-flector)

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Interaccion axil-flector

Evolucién de las tensiones para un e, dado
-G g=-1 g=-1 7=-q

4 =

0=5

- Colapso

~. Diagrama de interaccion
Ay
N, e=e2

)

\ N

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS 53
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Interaccion axil-flector

Diagrama de interaccion axil-flector (seccion rectangular)

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS

Lz B 0=-¢ N, =c,b(h—2d)

J M. =c_bd(h—d)

h =
[fj = N, =oc,bh
i . bi

b T=5 T=% M= E4

s =1- 26—1 ; Expresion analitica del

N; h M; sl N;, diagrama de interaccion

M. d(, d M, B N, axil-flector de una

M = 4;(1__J seccion rectangular

5

54
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Interaccion axil-flector

Diagrama de interaccion axil-flector (seccion rectangular)

M/M,

N/N,

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS

Representacion
adimensional
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Interaccion axil-flector

Determinacion del diagrama de interaccion axil-flector de
una seccion simplemente simétrica

7 7=g

h * M‘P Cadavalordec
3
¢ proporcionaun
i ! ' N punto del diagrama
p

=
Ny = o.bdz+[" (-0, )bdz

M}, =-[ o,zbdz - " (=c,)ZbdZ

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Interaccion axil-flector

Algoritmo de determinacion del diagrama N’p-M’p aproximado

(seccidn simplemente simétrica)

FN k:ﬂ—Yﬂ___ i,

A =
>N

.
e

* Para cada k (posicion de |a fibra neutra)

N, ZN+Z(—N) , M,=- Z

1=k+1
» Otro medio diagrama, N, >-N; = (N’p,, M

YN,- Y'Y,

i=k+1

Se divide la seccion en
bandas horizontales
A;=areadela bandai
Y; = coordenada Y del

centroide de la bandai/

N" = Af‘ GE
Posiciones de |a fibra

neutra = limites de
banda

Y(-N,)

8) 2 (N, -M7)

57
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Interaccion axil-flector

Valor maximo de M’,
> Seccion simplemente simétrica)

0=t z 0=-1

A ‘ ; “—; o M‘P‘mux
)MP Bl %
p

0=0 T=0

o Seccion doblemente simétrica

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS
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Interaccion

axil-flector

Algunos diagramas de interaccion axil-flector
[ M/M,

1.5

N/N,

Verde = Seccion rectangular
Azul -2 Secciénen |
Rojo - Seccidnen | asimétrica
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Interaccion flector-cortante

Interaccion flector-cortante

Flexién simple (o compuesta con cortante)
> Aparecen tensionescy T

> Se requiere un criterio de plastificacion para determinar el estado
(elastico, plastico o imposible) en cada punto

Se adopta el criterio de plastificaciéon de von Mises
o’ +37% = oré

> En vigas a flexidn, sdlo 6,=c y T,,=T >
> SiT=0 > lol=oz
- SiG=0 > Jr=02/43
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Interaccion flector-cortante

Formulacion de Bezukhovt!

Distribucion elastica Distribucion eldsto—plastica

1 Bezukhov (1936)
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Interaccion flector-cortante

Formulacién de Bezukhov en una seccion rectangular
> Distribucion eldstica de tensiones

Z _Umax

7
N

b U max

-3
=
g
g

> La plastificacion comienza por las fibras extremas o por la fibra media
(Benito, 1975)
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Interaccion flector-cortante

Formulacién de Bezukhov en una seccion rectangular

o Evolucidn de las tensiones

{ o= 0=-¢ 0=-¢ 0=-1
| |
h 7 i T 7<7; 7T T=T;
] J
b o< ¢4 =k r=G
L 6>-q
)
’T{’TE T ';l'E
)
< o<t
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Interaccion flector-cortante

Formulacién de Bezukhov en una seccion rectangular

o Determinacién
2

0=-q VPZEfEbh
M o’ d
~ T —=|1- sent o =—
=% 4 h M, 3 h
V;—ETEbLf — ke EZ(‘X
0= V, h
M 1 144
M, 3LE,
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Interaccion flector-cortante

Formulacién de Bezukhov en una seccién rectangular?
> Representacion grafica

My | 17
M, 3|7,

ILa aplicacién de esta formulacion a secciones en | se puede consultar en Benito (1975).

Hoy, para este tipo de secciones se utiliza habitualmente la formulacion alternativa que
se presentara a continuacion.
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Interaccion flector-cortante

Teorema estatico ode la cota inferior!

En un cuerpo formado por un material elastico-perfectamente plasticoy
en el instante de la plastificacion, el trabajo virtual complementario de
los vectores tension reales es mayor o igual que el trabajo virtual
complementario de los vectores tension deducidos de cualquier
distribucion de tensiones estaticamente admisible que no viole en
ningln punto el criterio de plastificacion.

I £ d, dsz‘[ ST n .didS:‘[ & dds (En este tema usaremos la
Sa Sa d Sa primera formulacion del teorema,

pero en el tema posterior
recurriremos a la segunda.)

Formulacion alternativa?

Si se puede encontrar una distribucidn de tensiones que esté en en
equilibrio con las fuerzas exteriores y no viole el criterio de plastificacion
en ningun punto, la estructura no colapsara o bien estara justo en el
instante del colapso.

! Chakrabarty, (1987, pdg. 95). Aungue en el texto se enuncia en términos de potencia (virtual), aqui
se ha preferido hacer en términos de trabajo virtual complementario (trabajo de fuerzas virtuales).

2 Chen,(1982, pag. 298), lirdsek y BaZant (2002, pag. 57)
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Interaccion flector-cortante

Teorema estatico o de la cota inferior

t'ddS>| 6T"n;ddS=| o&'ddS

Sa Sa Sa

Hipotesis y notacion:
> Material eldstico-perfectamente plastico
> En el instante de la plastificacion
8T/ estaticamente admisible 2 cumple

° las ecuaciones de equilibriointerno con fuerzas de volumen
= las condiciones de contorno estaticas con de superficie nulas

S, =2 parte del contorno donde se definen condiciones de contorno
cinematicas

t'y d. = campos de vectores tension y de desplazamientos reales
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Interaccion flector-cortante

Formulacion basada en el teorema estatico?!

> Consideremos un tramo de viga limitado por dos secciones
transversales.

> Definamos una distribucion tensional uniforme a lo largo del tramo
(idéntica en todas las secciones), que sea estaticamente admisible y
que no viole el criterio de plastificacion en ningun punto.

> Silaseccidn es simétrica respecto al eje Z, estaticamente admisible
significa que cumpla

a L a o .
ﬁ[b[z_]c,r[_;r,z_)]ﬂug[bt_z,krur,z,]]:o VZ
* X Zuax)=0 Y (X, Zy1ax)=0
> Considerando campos de desplazamientos tales que la seccion dorsal
permanece fija y la frontal se desplaza segun d=ui=cte. , d=kZi con
k=cte. o d=vk, el teorema permite determinar cotas inferiores de los
esfuerzos de agotamiento.

! Chakrabarty, (1987, pag. 95).

69
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Interaccion flector-cortante

Formulacion basada en el teorema estatico?!

t*dfdszj & d. dS
S 5
2 g DISerudSzdei‘XudSQuLerdSZu _[sd&xds

d =ui=cte. —
NP real AV p «—cota inferior

r*ddeEJ & d. ds
S S
4 4 DISthkZdSzLd&XkZdSDdetXZdSEu _[Sdarx zds

d =Zi =cte.
Mpyea A\ p +—cota inferior
fddS>| &d.dS
% S :>J' erdSzj a‘vadS:vJ' 1y dS =v J' &y dS
S Sq S Saq
d =vk =cte. A
VP real 8Vp «—cota inferior

Ndtese que el teorema estdtico garantiza que los axiles y momentos de plastificacion hallados
en los puntos anteriores, y las parejas flector cortante halladas con la formulacifion de
Bezukhov son cotas inferiores de los esfuerzos que realmente originan la plastificacion.
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Interaccion flector-cortante

Diagrama de interaccion flector cortante para secciones en |, basado en
el teorema estatico’

Of Op 0
|
i - |
p - |o¥
{ T ITE T#
¥ t 74
— : j [ 5
- s 3 g
(c* +3(*f =02

> Se supone un valor del cortante a partir del cual se determina
= En el primer procedimiento, la alturadel alma plastificada
= En el segundo, laanchura del alma plastificada
= Eneltercero, 1 y o*
> Con la condicion N=0 se determina la posicién de la fibra neutra
> La resultante y el momento resultante de la distribucién definen (M, V")

! Horne y Morris (1981)
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Interaccion flector-cortante

Diagrama de interaccion flector cortante para secciones en
l, art. 5.6.7 Eurocdédigo 3

° Tramos AB y CD —rectos
> Tramo BC
I
Mp=M,, + i
" 2 1 I :
2V, |
v, - M ) 1-| 2o R
P P4 { Fy J I ) _:/_P

° V,y M,, = diapositiva siguiente
> Punto B Azul = resultado aproximado
procedimientos anteriores
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Interaccion flector-cortante

Diagrama de interaccion flector cortante para secciones en

l, art. 5.6.7 Eurocdédigo 3

Z
77,
o Vp =0y 4, siendo A, el area del alma
° Mp, = Momento de plastificacion de i
las alas (cuidado, silas areas de las alas
no son iguales, la fibra neutra plastica
divide en dos partes a la mayor). 77
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Interaccion flector-axil-cortante

Interaccion flector-axil-cortante

Adoptamos una de las formulaciones del libro de Horne y Morris

% s 0
¥ P
) g [P
l[: e l[: Tt l[: T
¥ F T¥ F
= T o; g

(c*) +3(r*) = o7

> La primera plantea la dificultad adicional de tener que fijar a que altura se supone
el tramo del alma plastificado

© Cualquiera de las otras dos sirve para completar facilmente el procedimiento

Para cada valor del cortante (menor que V,), determinamos
> Proc. 2) La anchura equivalente del alma (descontado el tramo plastificado)
- Procedimiento 3) La tensidn de plastificacion equivalente, 6*
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Interaccion flector-axil-cortante

Aplicamos la formulacién descrita en la diapositiva 57

considerando R I e
: : Yo == — AT Ay — N,
> La anchura del alma equivalente R p—— A |
(procedimiento 2) S . N
o El limite elastico equivalentesolo | B~~~
en el alma (procedimiento 3)
Fi: k:3—Y3__ A by =
Ml ==y >
Asi obtenemos una curva
N””,-M’”, concomitante con el cortante V*”, supuesto.
Repitiendo el procedimiento para varios cortantes se
obtiene la superficie de interaccion en planos acotados.
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Interaccion flector-axil-cortante

Ejemplo de diagramas N””/,-M’”, para varios valores de V'

7 =0T,
——— 0=050]
—— 0=,
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Comparacion del analisis elastico y
el analisis en rotura

Comparacion del analisis elastico vy el
analisis en rotura

0=-¢ 0=-¢

Criterios de agotamiento
o Analisis elastico

Me
> Analisis plastico l\)

=G I=G

Hipdtesis del estudio

o Carga proporcional MP R

> Relaciéh momentos-curvaturas
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Comparacion del analisis elastico vy el
analisis en rotura

Viga simplemente apoyada. Agotamiento elastico

Mq g:f%
|| h 4 y 3 F L Y y \| ]
A A
| L | /

M
{ip;
M= quL/B —
0=0;
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Comparacion del analisis elastico vy el
analisis en rotura

Viga simplemente apoyada. Agotamiento plastico
> Se requiere UNA rotula plastica

q 0=
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Comparacion del analisis elastico vy el
analisis en rotura

Viga Biempotrada. Agotamiento elastico

ey
7 r 3 ¥ 3 ¥ r b i 3 >
| A |
M=t oL/12 M=t gL/
( )
i
ueql?24
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Comparacion del analisis elastico vy el
analisis en rotura

Viga biempotrada. Agotamiento plastico
> Se requieren TRES rétulas plasticas

fq

k k 4 r L k 4 y & k4

Formacion de las dos Y
primeras rotulas
plasticas(simultanea)

| i |

Wo=i 712 Mp=p, L7124
c po
\(ZU

a0/ 24
Mp=AMe = py=Aug
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Comparacion del analisis elastico vy el

analisis en rotura

Viga biempotrada. Agotamiento plastico
> Se requieren TRES rétulas plasticas

K9

’ N
_ =B
;
>
)
.
’
:
)
:
.
«
l1

178

Formacionde la
tercera rotula plastica
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Comparacion del analisis elastico vy el
analisis en rotura

Conclusiones

El analisis plastico (limite):
o Explica el comportamiento hasta el colapso
> Permite aprovechar mejor el material
@ Mp> Mg
= Redistribucion
> Estimacion mas precisa del margen real de seguridad

Sencillez de calculo: éventaja o falacia?

Campo de aplicacion
° EIU

° Tipo de Estructuras

> Ductilidad
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Tema 2:

Formulacion basica del analisis en rotura
de los elementos estructurales (ll)

CAPITULO I:
Introduccion

al analisis en
rotura

J. Casanova

TEMA 2:

Formulacion
basica del
analisis en
rotura de los
elementos
estructurales (1)
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Introduccion

Introduccion

Tipo de carga
> Monotona creciente

Conjunto de fuerzas
generalizadas cuyo valor
aumenta manteniéndose la
proporcion entre ellas.

Representacion
Conjunto de fuerzas conocidas

Factor escalar A<[0,oc|

Objetivos del tema

Determinar la carga de colapso
de la estructura, representada
por el factor escalar.

P

Pz AT

* P, Ry g son los datos

* Xeselescalar
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Introduccion

Respuesta de la estructuraa una carga mondtona creciente
> A pequeno = respuesta elastica
> A empiezaa aumentar

=1

formacion de la primera rétula plastica

@

formacion de la segunda rotula plastica

° Colapso

Carga de colapso

> Valor de A correspondiente ala formacion de la rotula plastica que
convierte ala estructura, o a parte de ella, en un mecanismo.
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Método paso a paso

Meétodo paso a paso

Exposicion = ejemplo , fp
Problema: —
> Portico representado

© H=3, Ng=H+1=4 =
> Seccion IPE360

> A=53,8 cm? Av=35,1cm? i

© Wg=904 cm?, W,=1019 cm? - 5 ._!__ J o

o h=360 mm, b=170 mm

° £=12,7 mm, t,=8 mm My =0;W,=319kNm
> Material My =0,W, =360kNm

> Elastico-perfectamente plastico N,=0; A=1899kN

© 6 =353 MPa v =% 4 TiskN

V3
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Meétodo paso a paso

Fase 1: analisis elastico lineal de la estructurainicial

2P
P l L= w[1,922P
@ @ @ M =
= 1,878P
D <l n a-ln
0,645P 1737P Despreciaremos el
0,734F 0,920P efecto de los axiles y los
it & cortantesen el anélisis.
o Normalmente, el error
» 1,266F JF que esto induce es
despreciable.
- - . Cf. lirasek y Bazant
0,080P 0,920P 0,734P 1,266P (2002, pag. 47)
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Meétodo paso a paso

Fase 1: analisis elastico lineal de la estructurainicial

* Momento maximo - M| =1,922P

* Agotamiento,
criterio eldstico = |M,,ox| =Mz — P=166,0 kN

* Primera rotula plastica > [M,,,,| =M, — P=187,3 kN
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Meétodo paso a paso

Fase 2: analisis de la estructura con un rétula plastica

(se transforma en un célculo elastico lineal)

2P M
= l D{r Mp

0,110P+O|,111MD W
iy

a

2,030P-0,721Mp  2,079P-0,168Mp

TEORIA AVANZADA DE ESTRUCTURAS

5
-

*
—Mp

2,945P-0,556Mp

-82 -



Meétodo paso a paso

Fase 2: analisis de la estructura con un rotula plastica

Formacion de la segunda rotula plastica
\M3\=2,945P—0,556MP =M, =P=0528M,
M| =2,030P-0,721M, =M, = P=0,848M,
M, |=2,079P-0168M, =M, = P=0,562M,

Asi pues, la segunda rétula plastica se forma en el punto 3
cuando la carga alcanza un un valor de

P=0,528 MP =190,1 kN
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Meétodo paso a paso

Fase 3 analisEs de la estructura con dos rétulas plasticas
p

6P~ 3Mp 5|

Mp Mp J: ﬂ
6.491P-2, 498Mp

3,509P-1,502Mp
5| SOP—=3M.; = M., — P=0,66TM,
\M,|=6,491P-2,498M , =M, = P=0539M,
IM,|=3,509P-1,502M, =M, —P=0,713M,
32 rétula plastica 2 se forma en 5 cuando P = 0,539 M, = 194,0 kN

C.I])
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Meétodo paso a paso

Fase 4: analisis de la estructura con tres rotulas plasticas

P
P v)l(* 5 6P 3Mp | Mp
Mg Mp T Mp M =
= Mp
o =2Mp L yasln
10P-3Mp Mp
2P-%AMp 0,5Mp
il -
]
= E/:%Mp = E% %
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Meétodo paso a paso

Fase 4: analisis de la estructura con tres rotulas plasticas

M,|=10P-5M, =M,
M,|=6P-3M, =M,

42 rétula (colapso) = en 3 cuando

= P=0,6M,
= P=0,667M,

P=0,6 M, =216 kN
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Meétodo paso a paso

Evaluacion del efecto del axil y del cortante

Se comprueba que, en este caso concreto, el hecho de prescindir
de la interaccién con el axil y el cortante se ajusta a la normativa
(la EAE-12, suponiendo que el material es acero)

Cortante maximo y axil maximo en la estructura

Vi,|=0.100M, =36 KN IN,_,|=0,533M, =192 kN

V,5|=0.533M, =192 kN IV,_,|=0,500M, =180 kN
Vi_4|=0,667M, =240 kN IV, _s|=0,667M, =240 kN
V,_s|=0.50001 , =180 kN

Ve | =240 kKN N o | =240 kKN

Del lado de la seguridad, consideraremos concomitantes el
cortante maximo, el axil maximo y el momento de plastificacién.
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Meétodo paso a paso

Evaluacion del efecto del axil y del cortante

Efecto del cortante

- Segun art. 34.7.3 de la EAE-12, si el cortante actuante no supera la mitad
del de plastificacion, no se reduce la resistencia a axil y flector
determinada sin tenerlo en cuenta.

Vomax | = 240 KN 0,5, =0,5%715 =358 kN

a

Segln art. 34.7.2.1 de la EAE-12, si el axil actuante no supera la
condicion que se indica debajo, no no se reduce la resistencia a flexion
determinada sin tenerlo en cuenta.

IV e |= 240 KN <min{0.25N,:0,5k, 7,0 } = min {474,472} = 472 kN
Asi pues, la normativa permite el calculo considerando que el

agotamiento se produce cuando el flector iguala al momento de
plastificacion, corroborando nuestra hipdtesis inicial.

o
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Meétodo paso a paso

Formulacidn alternativa
> De complejidad similar a la anterior operando a mano

> Mas adecuada como base para elaborar un programa que
automatice el calculo

Fase 1: idéntica a la del procedimiento anterior.

= Comoresultado se obtiene |M,.,| =M, —> P=187,3kNy

[, 52 3F (M| 1222k, 0,168Mp | Mp
[ [
iy S M S
S 1,878P, = B 0,977Mp
0,645P, 1,757F, 0,336Mp 0.9T4Mp
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Meétodo paso a paso

Fase 2: .
AP 205 o
5 M.|=0977M, +2,945AP, = M
@ @ @ ‘ 3‘ P 1 P
= AP, =0,00781M , = 2,81 kN
P, =P +AP,=1901 kN
O S
0,168M, ol Mo 0,0114P,
M = a0
2l 0,977M, =y Sty
0,336Ms 0,514M; 2,0300P, 207947
Ihcremento fose 2

Final fase 1
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Meétodo paso a paso

Fase 3:

AP 24 B B
2 M| =0,930M , +6,491AP, = M,
©@ o @ = AP, =0,0108M, = 3,88 kN

P, =P, +AP,=194,0 kN

>

0,168Mp 0| Me 64| (I

il =
= Me — =
0,352Mp 0,930Mp 3,509, 6,491,
Final fose 2 Incremento fose 3
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Meétodo paso a paso

Fase 4:
= 2P, - -
3 |M,|=0.390M , +10AP, =M,
® @
) — AP, =0.0610M, = 22.00 kN
P,=P,+AP,=2160 kN
D QL /\\
0,233Me M| Mp &8RS
s =
= v =
0,390Me g 100P,

Mp
Final fase 3

Incremento fase 4
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Teorema de unicidad de la solucidon

Teorema de unicidad de la solucion

El problema de determinar por cuanto se debe multiplicar
un estado de cargas para producir el colapso de la
estructura tiene solucion Unica, que se caracteriza por:
o Cumplir las condiciones de equilibrio
> Que el momento flector no viole en ningun sitio la condicion de
plastificacion -Mp<M<M,

> Que las rotulas plasticas formadas conviertan la estructura en un
mecanhismo
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Teorema de unicidad de la solucion

Justificacion

A

A I
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Teoremas de la cota

Teoremas de la cota

Teorema estatico (o teorema de la cota inferior)

Una estructura no colapsa bajo la accion de un estado
de carga en equilibrio con un conjunto de reacciones
internas y externas que determinan una ley de
momentos flectores que no supera en ningun punto de
la estructura la condicidn de plastificacion
(-MpM<M,).

Enunciado alternativo 1

Si se puede encontrar una distribucion de tensiones
que esté en equilibrio con las fuerzas exterioresy no
viole el criterio de plastificacidn en ningun punto, la
estructura no colapsara o bien estara justo en el
instante del colapso.
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Teoremas de la cota

Enunciado alternativo 2

El factor de carga correspondiente a una solicitacion
estaticamente admisible que no viola el criterio de
plastificacion determina una cotainferior de la carga de
colapso.

Enunciado alternativo 3

La carga de colapso es el maximo de los factores de
carga correspondientes a solicitaciones estaticamente
admisibles que no violan el criterio de plastificacion.

(Demostracion = Ver anejo)
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Teoremas de la cota

El teorema estaticoy las verificaciones de resistencia en ELU

> Método de los estados limite. Comprobaciones de ELU = E <R,

° E,son los efectos de las acciones, mayorados. En general, se pueden
determinar por métodos

° Eldsticos (1" 0 22 orden)
= Elasto-pldsticos (17 o 29 orden)
= Rigido-plasticos

° R, representa la resistencia, minorada. En general se determina por
meétodos elasto-plasticos o rigido-plasticos.

= Existe una aparente contradiccion al permitirse diferentes procedimientos
para determinar los efectos y la resistencia.
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Teoremas de la cota

El teorema estaticoy las verificaciones de resistencia en ELU

> El teorema estdtico garantiza que la estructura no colapsara si

> Se cumplen las condiciones de equilibrio, lo cual garantiza cualquiera de
los métodos de determinacionde E,

= Se respecta en criterio de plastificacion, que es la condicién que realmente
se comprueba (E;<R,)

> Esto es valido si se evita la rotura fragil (pandeo, abolladura).
iDuctilidad!
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Teoremas de la cota

El teorema cinematico o teorema de la cota superior

El factor de carga que define una solicitacion que
mantiene en equilibrio un mecanismo de
plastificacion determina una cota superior de la carga
de colapso de la estructura.

(Demostracion = Ver anejo)
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Anejo:
Demostracion de los Teoremas de la Cota

Teorema Estatico (o de la Cota Inferior)

Enunciado

Una estructura no colapsa bajo la accién de un estado de carga en equilibrio con un conjunto
de reacciones internas y externas que determinan una ley de momentos flectores que no
supera en ningun punto de la estructura la condicién de plastificacion (-Mp<M<M,).

OBSERVACION: Tenga en cuenta que el teorema exige que las reacciones internas y externas
cumplan las condiciones de equilibrio, pero no dice nada de ninguna condicion de
compatibilidad. En una estructura hiperestatica se pueden encontrar un sinfin de
configuraciones de cargas y reacciones que cumplan las condiciones de equilibrio (recuerde
que recurrimos a las condiciones de compatibilidad para determinar entre todas ellas qué
resuelve el problema).

Enunciado alternativo
El factor de carga correspondiente a una solicitacion estaticamente admisible® que no viola el
criterio de plastificacion® determina una cota inferior de la carga de colapso®.

Enunciado alternativo 2
La carga de colapso es el maximo de los factores de carga correspondientes a solicitaciones
estaticamente admisibles que no violan el criterio de plastificacion.

Demostracion

Supongamos una estructura genérica sometida a un conjunto de fuerzas puntuales 6P,
aplicadas en los puntos i=1,2,3 ..., y una serie de cargas repartidas q;i(x) que actldan sobre las
barras j=1,2,3 ... Sean k=1,2,3 ... los puntos donde se pueden formar rdétulas pldsticas, y My el
momento flector en el punto k. Finalmente, representemos por du™; el desplazamiento virtual
del punto i, por 8d™(x) la ley de desplazamientos virtuales de la barra j y por 80" el giro virtual
en los puntos k, todos ellos correspondientes al desplazamiento virtual cinematicamente
admisible m. Nétese que 0™, = 0 si en el punto en cuestidn no se ha formado una rétula
plastica.

El teorema de los trabajos virtuales asegura que el sistema esta en equilibrio si y sélo si el
trabajo virtual de las fuerzas externas iguala el de las fuerzas internas para cualquier
desplazamiento virtual cinematicamente admisible, es decir, si

! Es decir, que cumple las condiciones de equilibrio.

? Esto es, que determina una ley de flectores que satisface la condicion -Mp<M<M, en todos los puntos
de la estructura.

* Factor de carga en el instante del colapso.
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(1)

Representemos por A’ el factor de carga correspondiente al mecanismo de colapso real y por
du®, Sdpj(x) y 80 los parametros que definen un desplazamiento virtual admisible de dicho
mecanismo. El teorema de los trabajos virtuales asegura el cumplimiento de (1) para cualquier
desplazamiento virtual cinematicamente admisible, y en particular para el correspondiente al
mecanismo de colapso; por tanto

ﬂP{Z[(Pi Jour |+ > ij [(qj(x))adﬁ(x)]dx} - z M, 567 =0

donde |M,|=M; si keA y &6 =0 si kegA

(2)

siendo A el subconjunto de puntos k donde se ha formado una rotula plastica en el mecanismo
de plastificacion considerado. Observe que el sustraendo siempre debe ser positivo porque el
momento flector y el giro deben tener el mismo signo.

Sea A un factor de carga para el cual se puede encontrar un conjunto de reacciones en
equilibrio que originan una ley de flectores M(x) que no supera en ningun punto de la
estructura la condicion de plastificacion (-M,<M(x)<M;) Como se cumple la condicién de
equilibrio se debera verificar la ecuacion (1) para cualquier desplazamiento virtual
cinematicamente admisible, y en particular para el correspondiente al mecanismo de colapso.
Representando por M(x) la ley de momentos flectores y por M(x,) los valores que adopta en
los puntos donde se pueden formar rétulas pldsticas tenemos:

ﬂ{z[(P‘ ]+ X, [l (X))&'?’(X)]dX} - S M =0 N
donde  [M(x)<Mp Vx y 660 =0 si keA

restando ahora (3) de (2) se obtiene

e —ﬂ%Z[(Pi w3 [(qj(x))éd?(x)]dx} - XM -M(x e =0 (@

@) ()

donde (a) es positivo por exigencia de (2) y (b) lo es por exigencia de la condicion | M(x)|<Mp.
Asi pues

F-2)20 & =2 (5)
como queriamos demostrar.

Teorema Cinematico (o de la Cota Superior)

Enunciado
El factor de carga que define una solicitacién que mantiene en equilibrio un mecanismo de
plastificacion determina una cota superior de la carga de colapso de la estructura.
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Demostraciéon

Emplearemos la misma notacién del apartado anterior. Sea A el factor de carga para el que se
cumplen las condiciones de equilibrio del mecanismo de plastificacion m. El teorema de los
trabajos virtuales exige que

A lerle x|l bl - o

donde |M,|=M, si keA y &6 =0 si keA

(6)

siendo ahora A el subconjunto de puntos k donde se ha formado una rétula plastica en el
mecanismo de plastificacion considerado, m. Observe que los sustraendo siempre debe ser
positivo porque el momento flector y el giro deben tener el mismo signo.

Apliquemos ahora el teorema de los trabajos virtuales considerando el factor de carga A’
correspondiente al mecanismo de colapso y el desplazamiento virtual del mecanismo de
plastificacion m. Esto proporciona

i {z (P )our ]+ > L la, (x))&dj.“(x)]dx}—zk: M/ 6" =0

donde |M{|<M, si keA y 67 =0 si keA

(7)

siendo M’ el momento flector determinado por las cargas que originan el colapso en los
puntos k donde se forman rétulas plasticas en el mecanismo de plastificacion m.

Restando ahora (7) de (6) se obtiene

(-2 ){Z G )&J{"]+ZL [(qj(x))édT(x)]dx}—zk:[Mk ~M.or =0 (8)

@ (b)

donde (a) es positivo por exigencia de (6) y (b) por exigencia de la condicién | M| <Mp=|M|.
Asi pues,

@-2)0 o 122 (9)

como queriamos demostrar.
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