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Presentacion de la asignatura

Mecanica computacional
de solidos

Josep Casanova Colon

Departamento Mecénica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras



é¢Qué es la Mecanica Computacional de Solidos?

éQué es la
Mecanica Computacional de Sdlidos?

[0 La Mecanica Computacional se ocupa del
desarrollo y aplicacion de métodos numeéricos y
de ordenadores para la solucion de los
problemas planteados por la ingenieria y las
ciencias aplicadas con los objetivos de
comprender y aprovechar los recursos de la
naturaleza.

Definicion de la
Internactional Association for Computational Mechanics




éQué es la
Mecanica Computacional de Sdlidos?

[0 La Mecanica Computacional se ocupa de la
utilizacion de métodos y dispositivos
computacionales para el estudio de los
fendmenos que se rigen por los principios de la
mecanica.

Definicion de la
United States Association for Computational Mechanics




éQué es la
Mecanica Computacional de Sdlidos?

[0 La Mecanica Computacional [...] se ocupa de
la resolucion de problemas mecanicos
mediante métodos de aproximacion numeérica,
que conllevan la discretizacion de las
ecuaciones que gobiernan el fenédmeno tanto
en el espacio y el tiempo.

Presentacion del
Master Program on Computational Mechanics

Technische Universitdt Minchen




éQué es la
Mecanica Computacional de Sdlidos?

A modo de sintesis:

La Mecanica Computacional es la ciencia que se
ocupa del desarrollo y aplicacion de métodos
numericos a la resolucion de problemas mecanicos
en el ambito de la ingenieria y las ciencias
aplicadas, con los objetivos de comprender los
fendmenos fisicos y aprovechar los recursos
naturales.




éQué es la
Mecanica Computacional de Sdlidos?

Caracter interdisciplinar de la Mecanica Computacional,
que es, simultaneamente:

Nos ocuparemos, principalments, de

[0 Una rama de la Ingenieria, que se centra en los
aspectos mecanicos de la metodologia.

0 Una rama de la Informatica, que se ocupa de la
eficiencia de los algoritmos numéricos y en su
implementacién en el ordenador.

0 Una rama de las Matématicas, que trata de las
aproximaciones, la convergencia y la precision.

Extractado de
Kleiber, M. (ed.) Handbook of Computational Solid
Mechanics, Springer, Berlin, 1998




éQué es la
Mecanica Computacional de Sdlidos?

Ambito de la Mecanica Computacional:
[0 Principalmente:
B Mecanica Computacional de Sdélidos
B Mecanica Computacional de Fluidos
[J Pero también
O Termodinamica
O Electromagnetismo
0 Mecanica de Sélidos Rigidos

O Sistemas de Control
I




éQué es la
Mecanica Computacional de Sdlidos?

La Mecanica Computacional de Sdélidos es la
rama de la Mecanica Computacional que se ocupa
de los sodlidos (deformables) y los sistemas de
solidos o estructuras.




iQué es la
Mecanica Computacional de Sélidos?

Procedimientos principales en
Mecanica Computacional de Sdlidos:

[0 Método de los Elementos Finitos
[0 Método de los Elementos de Contorno
[0 Métodos de las Diferencias Finitas

10



Resolucion de un problema tipico: fases

Resoluciéon del problema: fases

Creacion del modelo/programa
0 Modelo matematico del sistema real
B Idealizacion, simplificacion, etc. = sistema EDP

B FElasticidad, Mecanica del Sdlido Deformable, Analisis
de Estructuras...

O Procedimiento de discretizacion

B “Adaptacion” del modelo al ordenador

B Sistema EDP = Sistema ecuaciones algebraico
[0 Modelado numeérico e implementacion

B Seleccién de algoritmos eficientes

B Programacion
1 Verificacién del algoritmo

B Contraste con soluciones analiticas, experimentales o
previamente verificadas

12
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Resoluciéon del problema: fases

Explotacion del modelo/programa
[0 Preproceso
B Modelado matematico del sistema real concreto
B Discretizacién del modelo matematico
B Preparacion de los datos en el formato adecuado
[0 Proceso = ejecucion del programa
[0 Postproceso
B Verificacion del modelo
O Intuicion fisica
[0 Concordancia con modelos simplificados
O Casos limite...
B Interpretacién de resultados

13
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Enfoque de la asignatura

Enfoque de la asignatura

[0 Actividades del Ingeniero de Caminos en el ambito

de las Estructuras:

Proyecto

O Concepcion y disefio
O Calculo

0 Comprobacion
O Documentacion
Construccion
Mantenimiento
Rehabilitacion

O Concepcion y disefio
O Calculo

0 Comprobacion
OO0 Documentacion

]» iUsuario de programas!

]~ iUsuario de programas!

15
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Enfoque de la asignatura

[0 Nos proponemos

m Formar a los estudiantes como usuarios
cualificados y competentes de programas
elaborados por otros.——————

‘ Ingeniero de Caminos ‘

[0 Renunciamos a

B Formarlo para la concepcidon e implementacion
de programas generales o especificos para una
necesidad concreta. =

‘ Postgrado, master especifico._.

16
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Enfoque de la asignatura

Contenidos:

[0 Fundamentos: elasticidad, teoria vigas

[0 Método de los Elementos Finitos
(convencional)

[0 Otros métodos (parte descriptiva)

m Ultimas tendencias en el Método de los
Elementos Finitos

B Método de los Elementos de Contorno
B Métodos de las Diferencias Finitas

17
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Enfoque de la asignatura

MEF: creacion del
programa

Recordar materias anteriores

O Modelo matematico del
tipo de sistemas reales

Conocer no_cio_nes basicas
O Procedimiento de
discretizacion

O Modelado numérico e
implementacion

O Verificacion del algoritmo

MEF: explotacion del
programa

Practicar hasta dominar

O

Preproceso

B Modelo sistema concreto
B Discretizacion

B Preparacion de los datos

Ejecucion del programa

Postproceso
B Verificaciéon del modelo

B Interpretacionde
resultados

18 de 49
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Programa

Programa

=

2
3.

ul

Recapitulacion de Mecanica de Solidos
Deformables (modelos 3D y 1D -vigas-)

Formulacion débil

Descripcion general del Método de los
Elementos Finitos

Introduccion a la Elasticidad Bidimensional

. Elasticidad Bidimensional por el Método de los

Elementos Finitos

Elementos isoparamétricos, condensacion
estatica, integracion numerica, integracion
reducida y modos incompatibles

. Estructuras de barras por el Método de los

Elementos Finitos (I)

20
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Programa

8. Estructuras de barras por el Método de los
Elementos Finitos (II)

9. Elementos y técnicas complementarias para el
modelado de estructuras de barras

10.Introduccion a la Teoria de Placas

11.Placas de Love-Kirchhoff por el Método de los
Elementos Finitos

12.Placas de Reissner-Mindlin por el Método de los
Elementos Finitos

13.Descripcion de otros métodos numeéricos en
Mecanica Computacional de Sélidos

21
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Tema 1:

Recapitulacion de Mecanica del Sélido
Deformable: modelos 3Dy 1D

Estatica

Estatica:
accion del resto del Universo

Mec. solido 3D Teorias de vigas
O Fuerzas de volumen 0 Fuerzas generalizadas
B Accién cuerpos interior dominio
alejados
= Interior del dominio O Fuerzas generalizadas
contorno
0 Fuerzas de superficie
B Accién cuerpos en 25 kN/m
contacto 20 kN-m

B Contorno ! 3 B)

! 4m !

-19-



Estatica:
interaccion entre las partes del cuerpo

Mec. solido 3D Teorias de vigas

[0 Vectores tension [0 Esfuerzos

[0 Tensor de tensiones:
formula de Cauchy

Iy Oy Ty Ty ||y
Ly t=|Txy Oy Ty \My
I, Yy Ty Oz ||V

-20-



Estatica:
Relaciones estaticas

Mec. solido 3D Teorias de vigas
O E.E.L B=EEE
0oy Oty 0Ty 4 _, Noytqy=0 My, y+my =0
a&x oY oz Viixtgy=0 My, xV;+my=0
5rxy+5'5y+67}7+b ~0 A | M, +Ve+m, =0
=

exX oY oz

Oty 0ty , 00, = O C.C. Estaticas (naturales)

ex oY o7 Ny +F3 =0 N, —Fyy =0
0 C.C. Estéticas (naturales) Pt i =0 =

B Vo +F7, =0 Vz: —F7, =0

x| |0x Tow Taz My My +Mp=0 My —-My,=0

by =|Txy Oy Ty ify My +M, =0 My, —M,,=0

Iz Tz T 9z 1\ M+ M, =0 My =M, =0




Cinematica

Cinematica:
Desplazamientos

Mec. solido 3D Teorias de vigas
0 Campo de 0 Hip. cinematica: desp.
desplazamientos generalizados

Confizucacién
inicial Configuracién

u*(X,Y,Z2)=u(X)-Y8,(X)+Z6,(X)
vH(X. Y, Z)=v(X)

R=Xi+Vj+Zk w*(X,Y,Z) =w(X)

r=x(X.Y,Z)i+ (X,7,2)j+2(X.,¥,Z)k

d=u(X.7,Z)i+v(X.7.Z2)j+w(X.Y.Z)k

r=R+d

-22-



Cinematica:
Deformaciones y ecuaciones cinematicas

Mec. solido 3D Teorias de vigas
Eu _du
= =
&v _de,
&y or ZZ_E
EZ:EE Iyzgf{
ez ax
1 1{éu o dv
Exy 2}’X}:5[§+§] }’X}':[_SZ*‘E]
1 1{ou éw dw
EXZEJIXZ_E[E a} yXZ_[QY'FE]
1 I{ov ow déy
3}225?}225[54‘5] =2

-23-



Cinematica:
Cond. de cont. cinematicas (esenciales)

Mec. solido 3D Teorias de vigas
u=1u u; =, Uy =i
3 v, =V, v, =V,
Ww=w W, =W, Wy, =W,

0 =0, Fx2= Oy,
0, =0, by, = by,
0, =0, Y= =

-24-



Ecuaciones constitutivas

Ecuaciones constitutivas

Mec. solido 3D Teorias de vigas
1
SXZE{O_X_V(O-Y+UZ)} N=¢EA
— L{cr —V(J === )} Vr =V Gy
r g f = = Vy =7 xGAyy
&z :%{O_z = V(O-X +0y )} My =Ely Xy
Mz = EIZZZ
TXY
£, =X M, =GJp
= g
Txz
g e —
==
£, = 2

11
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Formulacidn general del problema

Formulacion general del problema:
Rigidez y flexibilidad

Mecanica de Solidos Deformables 3D y Teoria de Vigas

Fuerzas :
= Desplazamientos
exteriores

. Relaciones .
Tensiones. T Deformaciones
costitutivas

ticos

Relaciones
estoticas
Relacianes

cinemd

13
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Formulacion general del problema:
Formulaciones fuerte y débil

Mecanica de Solidos Deformables 3D y Teoria de Vigas

Mecanica vectorial Mecanica analitica
I = TR ﬁ = Sistema en conjunto
= Interaccién - TTV o TEP
= Ecuaciones de equilibrio
Formulacion fuerte Formulacion débil
(local) (global)
= Aislar dV y dS = Cuerpo en conjunto
= Interaccién = TTV, TEP...
= Sist. ecs. diferenciales = Sol. Aprox. > MEF

14
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Bibliografia

Bibliografia

[0 CASANOVA, J. Introduccion a la Mecanica del
Sdlido Deformable. Valencia, 2011.

https://poliformat.upv.es/access/content/group/GRA 12821 2
014/Teor%C3%ADa/LibroCompleto imp.pdf

[Consulta: 13/08/14]

16

La bibliografia sobre estos temas es extensisima. Como la finalidad del tema es,
exclusivamente, recordar conceptos conocidos, se ha incluido unicamente el texto en el que,
probablemente, la han estudiado la mayoria de los alumno de la asignatura; pero cualquier
texto de Elasticidad (Timoshenko y Goodier, Torroja, Samartin, Ortiz...) y cualquier texto de
Resistencia de Materiales (Courbon, Timoshenko, Gere, Garrido, Ortiz, Vazquez...), quizas
conjuntamente, pueden utilizarse para prepararlo.
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Tema 2:

Formulacion débil

Introduccion

Introduccidon

Mecanica vectorial Mecénica analitica

= Aislar los cuerpos ” = -
s = Sistema en conjunto
= Interaccion )

= Equaciones de equilibrio e
Formulacion fuerte Formulacién débil
(local) (global)
= Aislar dV y dS = Cuerpo en conjunto
= Interaccién = TTV, TEP...
= Sist. ecs. diferenciales = Sol. Aprox. » MEF

-29-



Teorema de los Trabajos Virtuales

Teorema de los Trabajos Virtuales
Conceptos previos

[0 Desplazamiento virtual
[0 Definicién

® Infinitesimal

B Arbitrario

B Al margen del tiempo

-30-



Teorema de los Trabajos Virtuales
Conceptos previos

[0 Desplazamiento virtual
B Infinitesimal
® Arbitrario
B Al margen del tiempo

[0 Desplazamiento virtual cinematicamente
admisible

B Cumple las condiciones de contorno cinematicas
de forma homogénea

g =+ ep5 — o U o0

-31-



Teorema de los Trabajos Virtuales
Enunciado

Un cuerpo esta en equilibrio si, y solo si, el
trabajo virtual de las fuerzas internas iguala al
trabajo virtual de las fuerzas externas para
cualquier desplazamiento virtual cinematicamente
admisible

[ T76E,dv - | b'sddv—| réddS=0 Vod,ed
4 4 S5

-32-



Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostraciéon (condicién necesaria)

[0 Hipotesis:
B El cuerpo esta en equilibrio
T +b’ =0 enV

I'n =¥’ en S,

[0 Definiciones

B Desp. virtual cinematicament admisible
&d, infinitesimal, arbitrario, al margen del
tiempo /&d=0en S,

B Deformacion virtual

1
OF,; = 5 (&iﬂf == &Iﬂf)
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostraciéon (condicién necesaria)

O 79,+6'=0 enV = jV(T”|f+bf)5djdV:0

[ (2 +0 Yod,dv =] 17od,dv + [ b'od,dV =0

=
O (Tyadj )f =Tij|i5dj +TU§:¥}.“ = Tg‘i(Sdf = (Tg&{f jf _TU(de'f
O [ r'ad,av=| (r'sd,)dv - | T'&d dv

= ..STU(de”de _.‘.V%(le&fﬂf +T7'3d, )dV

- ‘.Sf (Tfjnf )dede x -[S'd (Tijn" ){Sdde = .LTU [% ((deli +dy; )]dV

=[ #'adds+0-| T"6E,dV  V&d ed

oSf
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostraciéon (condicién necesaria)

[ T7ad,dv +[ bt av =0

=

I Ty\f&fjdV=_[ fj&ide_.[ TG dv Vod; e A
V Sf v

=

[ 176E,dv -[ b'sd,dv-[ r'&d,ds=0 Vad ed
v v S,

10
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicién suficiente)

T~
[0 Hipotesis
[ 170k dv —[ b'od.dv —[ '6d,dS=0 vod,ed
v v 5,

0 Demostracion
8 [ 17oE,av = 1'[t(8d,, + &), Jav

— L;(T"f&iﬂf +T75d

Jli

Wy = 1v8d ,av

m (Tgﬁdj)'i=Tglf§fj +Tod, = Tgédjlf=(Tg5dj)|f_Tg“ajf

w [ 1'sEar = ('ed,) —1"6d, v

11
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicién suficiente)

[ 176E,av =] ((r7od,) ~1"0d, Jiv
= [ (r7sd,) av - [ 17:8d,av
= [ T76d ndS—| T'5d,dv

JS Vv

= [ T7nsddS+| T'nod,dS—| TVd,dv

‘Sf

12
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicién suficiente)

]
[ T'oE,av - p'ad dv-[ Podds=0 Vad ed
v v Sf
[ T'oEav = Lf T7n.8d,dS + Ld T'nd dS - | T'6d,dv

= [ T'nad dS+[ T'ndd,dS—[ T7:6d,dV
5 4

Sy

-[ p'oddv-[ r'alds=0 V&l ed
v Ss

= (170~ )5 S +|__(17n,Jods

_L(f'fIr +b' ) dV =0 V&, ed

13
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicién suficiente)

[ (@7n,—17)od,ds [ (1%:+b7Jod,dV =0 Vid, e 4

f

T +b’ =0 enV
T'n.~1t’ =0 en S,

14
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Teorema de la Energia Potencial

Teorema de la Energia Potencial:
Conceptos previos e hipotesis

[1 Campos de desplazamientos admisibles
B d; +4d;
siendo d; el campo de desplazamientos

correspondiente a la configuracion de equilibrio.

[0 Interpretaciones

B 3&d;, > diferencial de desplazamiento

m 3E; > diferencial de deformacion

1 1
E; =§(de}' +d;|f) = JE, =§(‘%{iu +5dﬂf)
[0 Material hiperelastico
_aw
oE,;

i

16
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Teorema de la Energia Potencial:
Conceptos previos e hipotesis

[0 Fuerzas exteriores conservativas

EIG(di )/bf = _8_G
od.,
31 (a )/ =-C
ad.
[0 Nota:
B Silas fuerzas exteriores son constantes
G=-b'd, H=-f4d,

2

B Energia potencial de las fuerzas exteriores
V=-| b'dav-| t'dav
V S_ir

=— J'VGdV - [ Hav

17
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Teorema de la Energia Potencial:
Enunciado

Entre todos los campos de desplazamientos
cinematicamente admisibles, el correspondiente a
la configuracion de equilibrio se caracteriza por
definir un punto critico! de la energia potencial.

JI=6(U+W)=0 V&l ed

1 O punto de estacionariedad.

NOTA: II = U + 1" es la energia potencial del sistema

18
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Teorema de la Energia Potencial:
Demostracién

ijfaE..dV—J'bféd.dV—j Fiod dS=0 Véd A
78 T v J = J i

IaWéE.idV—.f & addv - i ds—0 ved ed
VOE, v\ od,) ’ s\ od. )’

[owav + [5Gav + [ sHAS =0 vad, e A

v 2 Sy

5([WdV)+ 5UGdV+deSj: 0 vVad ed
V v Sf

SU)+5(11)=0 Vé&d ed
J=6U+1¥)=0 V&d ed

19
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Formulacion débil

Formulacion debil

[0 Formulacion fuerte (sist. ecs. diferenciales)
i)

TV +b' =0 | E].:l(d +d,) , T'=16"e+2GE,
i 2 Jli 7

[0 Formulacion débil (expresiones integrales)
B Primera alternativa (TTV)

[ T76E av | b'ad,av | t/oddS=0 Véd ed
4 v Sy

1 ij i
Eg:E(dEUerﬁ) , T =187+ 2GE,

B Segunda alternativa (TEP; form. variacional)

J1=0 Véded , E,=-(d, +d,) , T'=As%+2GE,
i i ) ilj Jli g

21
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Formulacion debil

¥
0 Ejemplo: : al)
® Formulacién fuerte Wﬂ\l
|

_X

dx*  EI

7

d'v _ q¢(X) %

B Formulacion débil

.[:- TﬁﬁEﬁdV =% .[{f M,oy,dX = E (EIZZ )5/1/de = .[)L 2!

= L
[, p781,av — [ - ¢(X)vax
[ /ad,dS — F,,0, + M;,56, — Fy, 6, — M ;,0,

F
=F,,0+006 —F, 0-066, =0
=
ILEId v d*(ov)
o dX® dX®

dX+E d(X)dx=0 Yovcd

2 2
T

El orden de
derivacion
requerido en la
formulacion
débil es menor

22
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Formulacion debil

[0 Ejemplo:

|Y
i alx)

m Pero, {cdmo se resuelve el Wm
|

problema? %

O TTV = Ecuacidén integral
0 dX*
O TEP = Problema variacional

I
SI=0 VY& ed siendo H:;L E][

7

?dXJrJ.;q(X)c‘ivdX:O Véve.d

&

Solucion analitica:
1. éiComo?

2. El orden de derivacién requerido, ées menor?

23

= = L
dXzJ CiX‘FIO(* gv)dX
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Formulacion debil

[0 Ejemplo: o0
B Soluciones aproximadas mm
(TTV, ej. con q(X)=g=conts.) ®) B
v=Ksin’> | &=&Ksin’> % L é%
L >
[E d"d(‘s")cﬂ( [ qadx=0 Voved
4
jEIK[LJ —&QU(+I qciKsm—dX 0 VYK
= e
EIK[ J&c] sin dX+gcY{L sin—d¥ =0 V&K 15:0,01307
T
4 4
L2 4qL 5
EIK|=| Z+¢g=L|K=0 VK = K=—2 ELAVET
{ K[LJ === J —— Tg = 001302

24
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Formulacion debil

¥ r
] Ejemplo: : =
B Soluciones aproximadas m—l\l\ﬁ’fm
(TEP, ej. con g(X)=g=conts.) ) ® x

v=Ksin— L
L ¥ 1
1 ez
H:EL EI{

2
d*v L
dX’ZJ dX + | qvdX Véved %:0,01307
T
4
5
H:lrEIKz £ smzﬁéKdX#rqKsmﬁdX > =001302
= 7 I b I 384

Y X L X
JAI=0 Véed = EJK(_stmz_quj sin—dX=0 V&K
L)% L o L

1 4
EIK[EJ e Tlk—0 V& =&
L) 2 b1

T’ EI

25
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Formulacion debil

I B —————— ——————.
O ¢Por qué débil?

® No se han de cumplir las ecuaciones en todos los
puntos, sino solo una especie de media ponderada
por los desplazamientos virtuales.

B Es menos exigente en cuanto a condiciones de
continuidad y derivabilidad.

0 Resolucién analitica de la formulacion débil
B TTV = Ecuacion integral
B TEP = Calculo variacional

O Realmente es menos exigente en cuanto a
derivabilidad?

B Caélculo variacional = Ecuaciones Euler-Lagrange
B Demostracion condicién suficiente TTV

[0 Potencia de la formulacion
B Soluciones aproximadas

26
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Soluciones aproximadas

Planteamiento intuitivo

Soluciones aproximadas:

Planteamiento intuitivo (TEP)

[0 Desarrollo en serie de los
desplazamientos

rrmwm

= ®)
MX)=3 u () / 40)=4(1)=0 Vi

:

H={ Ef[i vi;gs;(x)]_ ax+[ [ gi v (X)JdX
=> > v B[} AR S ()

= i

® x

=>w K F=0 173

£

Hemos
sustituido un
problema
variacional
por la
resolucion de
un sistema
algebraico de
infinitas
ecuaciones
con infinitas
incognitas

28
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Soluciones aproximadas:
Planteamiento intuitivo (TTV)

O Desarrollo en serie de los

desplazamientos reales y virtuales Wm

WO=SuAl)  H00=3 s x) ® «
O=4(D=0 . yO)=y@)=0 v % : i
Ay d ) . (e | '
J;Edeg T ax + [ g(X)sdx = Hemos
=t E;[ivﬁ»;(x)][_i ) |ar « {00 Towo)ax | *probiema

S Y v [ 410w (X)dx - Zcﬁ jo (g(X (X ))dx

integral por la
resolucién de

el un sistema
£, — ¢ algebraico de
= = infinitas
zz = _Z&':Ff =Z 51’{21-;.1{@. —F;] =0 Vo, ecuaciones
et = = =t con infinitas
S incognitas
Z«,}.K?:Ff i=123..0
=1
29
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Soluciones aproximadas:

Planteamiento intuitivo (TEP o TTV)

. ¥
[0 Trunquemos las series Wm

& x

(N =308(0) / 40)=4(1)=0 vi @%

7

N
B_Svk F=0 i=123.N
J=1

ov

i

—— En esencia, Método de Ritz

v(x)—_‘z:m(x) a»(x)—ia»,.wf(x)
$(0)=4(L)=0 , v, 0)=w(L)=0 Vi

vk—=I—7133 W

i

j=1
’ =— En esencia, Método de Petrov-Galerkin

Hemos sustituido
un problema
variacional o
integral por la

resolucién de un

sistema

algebraico de N

ecuaciones con N

incognitas

30
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Planteamiento formal: Métodos de Residuos Ponderados

Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

[0 Sea una EDP con sus condiciones de contorno:
D(x)u(x)+¢(x)=0 xeV
C,(x)u(x)+ir(x)=0 XEcH
C..(xul(x)+ e(x)=0 xeds.

por abreviar las escribiremos sin hacer constar la
dependencia de x, simplemente como:

Du+qg=0 en V
Cou+u=90 en S,

Cyu+g=0 en S,

32
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |
Métodos de Residuos Ponderados

WW
®

il
=z

Flexion de vigas

L

d4
Du+qg=0 en V —> Efﬁ:—g(x) VxE]O,L[

{V(O) =,

Ceu+u=0 en S,

6(0)=6,
2
Efd—rz—M
Cyu+g=0 en S, — d}
e

33
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 2 |
Métodos de Residuos Ponderados

Funcién de alabeo
(torsion de Saint-Venant)

Du+g=0 enV — Af=f;=0 V(x,y)EQ
STE= et en S; — Nohay

3 —
Cyu+g=0 en S, — —f—SU—}n‘XJ:
B on

:nkj:kfg- nX’ =0 en I, =T

i3

34
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

[0 Admitamos que la solucién del problema se
puede aproximar como

“(X) = “A(X) = Zcz'@i (X) < u= Zci(pf
i=1 i=1

donde

B ¢ (x) es una familia de funciones escogidas a
priori, y

B ¢; es un conjunto de parametros escalares, las
incégnitas a determinar

[Ejemplo 1 Ejemplo 2

]

v(x)=9(x)= icf?’f (x)

35

fy)= flxy)= icm— (x.»)
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

Sustituyendo las soluciones aproximadas en la EDP y
las c.c. obtenemos los residuos

Du+g=R=#0 en V
C.u+u=R. 20 en S,
Cyi+g=R,#0 en §;
cuya expresion desarrollada resulta
=D Z”:cigaf]+f:i:cil)¢f+q en V

i=1 i=1

1= :CE[ZCI-(DI-]-I-E:ZCE- C.p.+u en S,
=1 i=1

36
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |
Métodos de Residuos Ponderados

=
Residuos in

- d
Ditg=R#0 enV o R:EI;:Jrq(x) vxelo.z]

Ceti+#=R #0 en S; © Ry, =90)-%, , Ry ,=06(0)-6,
. v a*v
Cyiitg=R,#0 en S, < Ry, =EI°—| -P . Rm,:ﬂd; +M
x=L x=Fr

Expresion desarrollada

Rzzn:ciquf +g enV o R=EIZH:ciqofV+q vxel.Z]
i=l i=1

RE:ZCECEQQE_‘_E en§; © R£L1:ZC:¢;(O)+F1 > RELQZZCi¢;(0)+§].

i=1 i=1 i=1

R‘\r:chcy‘?’sﬁLg en Sy <« RN;!JZEIZCHD”:(L)_P : RP.’z:z:EIZCf?’"f(L)JFM

i1 =1 i=1

37
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 2 |
Métodos de Residuos Ponderados

Residuos

Di+q=R#0 enV & R=f,#0 enQ
Cri+u=R,#0 en S; < Nohay

Cyi+g=R,y#0 en S, © Ry=n"f; -6,/ X 20 enT,=T

Expresion desarrollada

R=>c,Dp+q enV < R=>co +q enQ
i=1 i=1

RE:ZC‘:'CE@;'JFE en §; <> Nohay
i=1

R=— Zci Cyvg;,+g en S, © Ry= ”jch @; ; = en I, =T
i=1 i=1

38
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

O Formulacion integral:

Ly/deV+Ld¢7jRE dS+Lf 7, RydS=0  j=12..n
L%RdV:L% {;QD@E— +f]dV:§cz. ijqude+ijde
Ld W, R, dS= J'Sd 7 [Z_; ¢, o0, + HJ ds = gci J'Sd 7,Cp0,dS + Ld i dS

Lf V. R, dS = Isf’?f {Z ¢, Cop, + ngS = Zl: c, Lf ¥,Cyp,dS+ Lfr?j gds

i=1
n = numero funciones de peso

n = numero de términos de la solucién aproximada
Si n suficientemente grande = buena aproximacion

39
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

[ : =
En general, le integracién por
Por lo tanto : partes/teorema de la divergencia
_ — —— permite disminuir el orden de
J-V w;R av+ ‘[Sa V;Re dS+ J-S, WJR?dS = : derivacién de o;.

n = B ==
= ; c; |:_[ij Do, dV—i_J.Sd Y, Cro dS+J.Sf v, 0 dS:|+

=

JFUVI,VJ.)%;FHIg w,ads+ | gfjga'S]:O ==
d r

L

Asi pues, la solucién del problema queda determinada por la
del sistema de ecuaciones (algebraico, lineal si la EDP lo era)

YKe=0 =12 o [Kl+T=0)

=1

40
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |
Métodos de Residuos Ponderados

[0 Formulacion integral: (1)

L 2 2 L L
J.waRdV:J.o WJ[EIEC’;— o +q]dx:EI§ci—L v o dx+J.0qudx

L W, RpdS = wﬂ{zq @2(0)+v1]+u/ﬂ[z c, (9:(0)+6’1]
'd

i=1 i=1

Lf 7 R, dS = Eﬂ[ﬂz c.o" (L)- P] +@2£I{Z c.0" (L) +M]
i=1

i=1

F=12—n

41
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |
Métodos de Residuos Ponderados

[0 Formulacion integral: (2)
L TV _ u:lflj dﬂzw;df = L 2 (S
Io W@ dr=—.. — = .—[ijjo ijgoi.dr—...

u=y’ du =y dx

Y B ot ot [
=y (L)p(L)-y,(0)1(0) -y (L)p"(L)+ v/ (0)p"(0) + L W' ol dx

j ijdV:EIZn:ci J.L(,yj o!” dv+j;;yjqdr:

EIZ{ (L)o1L) - v, (0)p110) - v (L)¢"(L)+w}(0)¢9”(0)+fw;995’6&}+ijjqd~c

i=12...n

42
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |
Métodos de Residuos Ponderados

[0 Formulacion integral: (3)

ij RdV+L 7, Ry dS + L 7 Ry dS=
3 £ L), 0)T0) - ) £ 00

= = L
Wj}@m :‘(L )"‘ 735 @ E(L)+ J.OW:: @;’de +Y 0 (0)"‘ ‘?jz@;(o)] =k

b

K

— — — L
+[—WJIP+WJ2M+IF}1171+W}2191+J-0wjqu]—0 j=12...n

T;

|Klie}=ir}

43
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 2 |

Métodos de Residuos Ponderados

[0 Formulacion integral: (1)

(W; @f:k)k =Wk Cik TV O

=28 J.Q(Wj gaf;k):de =26 _[ij,k @5 Q2 =
i=1

i=1
P = n
:Zcz- Ln V0;,ds =) ¢ J.ij:k @; ; dQ
i=1 =1
=t

a4
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 2 |
Métodos de Residuos Ponderados

[0 Formulacion integral: (2)

o Vi RsdS=0

J-Sfﬁj RydS = J-]_l;’jT (nkj%k — Sm3n”X'”)ds =
:.llrl’?f nk[ici ‘:ﬂf] ds_'[l_lj,- Epa X ds =
i=1 *

H
= z = J.I_l?j nkqal-;k ds — J.I_IFJ- Egmstt X " ds j=12...n
=1

45
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 2 |
Métodos de Residuos Ponderados

[0 Formulacion integral: (3)

ij Ra’V+Ld 7, Ry dS + Lfr?j R, dS=

£y
— k e k
= zZzl:cf [[r Win @, ds +J']_wj nv%’k ds — J.me .;%;kdg]_

M,

—Lﬁj &, W' X"ds=0 j=12..n

T;

rfe}=1r}

46
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

Consideraciones finales:

O

a

MRP: sistema EDP = formulacion integral
(v sistema EDP, no solo probs. estructuras)
iRecuérdese el TTV!

Formulacidn integral + condiciones concretas =
= formulacién variacional iRecuérdese el TEP!
Dificultad del método: encontrar familias de
funciones de interpolacidon y de peso eficientes.
Posibilidades:

®m Funciones de interpolacién ( # (< ¢.) ) totalmente
generales = MRP impone:

O las ecuaciones de campo
O Las condiciones de contorno esenciales
O Las condiciones de contorno naturales

47
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

Consideraciones finales:
[0 Posibilidades (sigue):
B Las funciones de interpolacién (i (<¢,) )
cumplen las ecuaciones de campo (R=0).
0 ElI MRP impone las condiciones de contorno.
O Base del Método de los Elementos de Contorno.
B Las funciones de interpolacién ( u (<o,) )
cumplen las condiciones de contorno esenciales
(Re=0).
0 ElI MRP impone las ecuaciones de campo.

0 ElI MRP impone las condiciones de contorno
naturales.

O Base del Método de los Elementos Finitos.

48
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Meétodo de Petrov-Galerkin

Soluciones aproximadas:
Método de Petrov-Galerkin

O Se escoge la funcién de interpolacién i(x) de manera
gue satisfaga las c.c. esenciales. Ello permite
escribirla como

N N
”(X)E ﬁ(x)z @y (X)"' an"pf (X) < u=@,+ Zcz“pf
donde: = =
B oy(x) cumple las c.c. esenciales
B o,(x) cumple las c.c. esenciales de forma homogénea,
Vi.
B ¢ es un conjunto de parametros escalares a
determinar (las incégnitas del problema).

O Las funciones ¥(x)son la particularizacion al
contorno de las funciones ¥(x). Las ¥(x) no
aparecen.

50



Soluciones aproximadas:
Método de Petrov-Galerkin

[J Todo ello conduce a la expresion integral:
L!,;/J_.Ra’V+ J’Sd @, Ry dS+ L, ¥, Ry dS=

=D “" W, D, dV + Lf W, Crn®, dS] .
i=1 L

My,

+ UVWj Dg, dV+‘L]l,!/j de+_Lf v, gdS+Lf v, Cyo, dS] =0 j=12...n

I

[0 El método de Petrov-Galerkin es una
generalizacion del método de Galerkin que se
vera a continuacion.

51
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |
Método de Petrov-Galerkin

[0 Expresién integral:

Por homogeneidad dimensional

ETY ey, (o)~ v, )00)- v (L oi(L) = ) 0)p1(0)+

o, W)y W)+ [usota )|

e s e e ———e e S— — e
_—

w'(L)

o (Do), ©)70)- v (i )+ O 0)+

+y; (L pd (L) 5y (g (L )+ Iowj; g dx -

Via

—u WP L) + [ g |0

T;

j=12...n

52
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 2 |
Método de Petrov-Galerkin

[0 Expresién integral:

ZC:' [‘;_WJ nkﬁf’i:k ds +J.]_l?j nk@i:k ds — J.ij:k @ik dQ]_J.rl;} £, 3" X" ds =

i=1

i=1

M

Ji

+ {Lﬁfﬁmﬁﬁ@@— L% &, "X ds=0 j=12...n

T

B Los términos tachados no aparecen en este
problema concreto porque, al no haber c.c.
esenciales, ¢y es nula.
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Meétodo de Galerkin

Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

[0 Supuestos méetodo Petrov-Galerkin + (¢; = ;).

CJPor lo tanto: 0

[ o, RAV+] m g, RydS = an:ki [L ¢. Do, dV+J-Sf RN dS]+

M,

{L@j D, dV +| ¢, de+'[gf ;ojgdS+ij 0. C\0, dS]:O

I

=125
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Soluciones aproximadas:  Ejemplo 1 |
Método de Galerkin

——— o; cumple las c.c.esenciales
[l Expresion mtegral de forma homogénea

By, e o, (Lolle)- WM
. mWJ ojore)]

_—

b, L»O(L)MMW

+ 9, (L)g(L)+ 0] L)+I¢7}¢o

-0, @P + 0} + o g |0
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 2 |
Método de Galerkin

[0 Expresion integral:

S bl is-[ 00,00
=1 -

M,

Jrtae et

T,
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |
Método de Galerkin

[0 Resoluciéon del ejemplo: q(x)
& 171:0 > 91:0 » q=const. (l/l—l\l\rﬂm
B Adoptamos @, =0 9
1 |
® Adoptamos ¢ = ¢ x i =

L
EIZc [2g) (L)e! +J-§ng9d\:] [ ¢j(L)P+§D}(L)M+IOnggdx]—O
EIZ c, [23’ i—1)i-2)L" + J': GG =i -1)x"2 d\:] + [ P+ I M+ j; x’q dx] =

=ElY ¢ 2{i -1)i-2)[7" + MFH P+ M+— 1 g (=0
i=2 (i == 3) j+1
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Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

(Ejemplo ﬂ

[0 Resolucién del ejemplo:

(Fﬂﬁ%rﬂﬁ

(l—l-j 3

K, =EI 2i(i —1)i—2)+ L())}Lw -3

=z

F——JFlP% ij—‘MJrLLf“q
_)' =
=1
[0 Aproximacion de un término (i,j=2)

3

L
T,=—P+2IM +1—

X h

g’

n

=2

> ket -0

M

fEe TP 2LM—T =

PL = M , g’
v(x) —re— .5
4EI"  2EI 12ET

“4EI 2EI

La solucién es exacta
para el término en M.
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |
Método de Galerkin

. a F r - Y
[0 Aproximacién de dos términos

: qlx]
(7,j=2,3) AT

|
T M X
1 *) }_
2 PP—2IM——gI’ 1
gl AL 18L° [er| 34 P
6L 241

=1
=P agon ZqL4

LP 2M qI* PL M gI*

[4 ISH%}_ EI EI 3EIl {%}_ “2El 2EI 24E]

6 24|le;Lf |LP 3M g ¢ P SqL
6EI  60EI

=———=c="-. =
6 2 2EL El{ 24 60

v(x) P[lstxz] M 2+g[7 4 OL 3]

La solucion es exacta para los términos en Py M.
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |

Método de Galerkin

|7

[0 Aproximacion de tres términos | q(x)
(i,j=2,3,4) AT

|
| Il
9__><
@ ®)
P
L
P 2M gL’ PL M g%
4 18 56 |[e, EI  EI  3E] c 2EI 2EI AEI
6 24 66 oL =L M ot | i} P 9k
.| | EI  EI 4EI 6EI  6EI
8 30 768 ||c,L P M g c, T g
EI EI 5EI| 24ET
=ce = == 1 =+
v(x)z— === = ===
Ell6 2 2EI  EI| 24 6 4

Todos los téerminos de la solucion son exactos.
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Soluciones aproximadas:

Método de Galerkin

[0 Aproximacion de cuatro término

(i,j=2,3,4,5)
18 56 130 [ ¢,
24 66 144 ||l cL
30 768 160 ||c, I
10 36 88 17714\

e PFH L,

EI6 2

_M
2EI

IP 2M g

EI EI 3EI
IP 3M qI

_JEI EI AEl
IP 4AM gI*

EI EI SEI
IP 5M gqo

E—KI—6ET]

EIl 24~ 6

v2+4{_1 L

(Ejemplo 1}

?l/ﬂ\ﬁ%/rﬂ\l

L

4
==——

]

PL M 1gI’

=z

2E] 2EI AEI
P gL

6EI 6E]

La solucién anterior ya era exacta. No hay término de quinto grado.
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Soluciones aproximadas: 'Ejemplo 1 |

Método de Galerkin

[0 En general, se obtiene una solucién
aproximada, no la soluciéon exacta.

[0 Si la familia de funciones de interpolacion
permite representar la solucion exacta, el
método de Galerkin permite obtenerla.
(El de Ritz también.)
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Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

Condiciones que deben cumplir las funciones de
interpolacion
O ¢q debe cumplir las condiciones de contorno
esenciales.
O ¢, Vi, debe cumplir:
B Ser derivable hasta el orden que se requiera.

B |as condiciones de contorno esenciales de forma
homogénea.

B Ser linealmente independientes y definir un conjunto
completol.

t Se cumple si tomamos como aproximacion el resultado de truncar una
serie de cualquier tipo (Taylor, Fourier, Legendre...) con coeficientes
indeterminados.
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Meétodo de Ritz

Soluciones aproximadas:
Método de Ritz

O Se aplica a problemas que admiten una formulacion
variacional. (TEP, por ejemplo.)

0 Se escoge u de manera que satisfaga la c.c. esenciales.
Puede expresarse como en el metodo de Galerkin:

u(®)2i(x)=g,D)+ Y ko (x) © i=0,+3 ko

i=1 — i=1
O No intervienen funciones de peso V¥,,¥,my, .

O Al sustituir la aproximacién en el funcional, este se
transforma en una funcion algebraica de los coeficientes c;.

0 Solucion del problema

%:0 - K+ iTi={0}

i
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Soluciones aproximadas:
Método de Ritz

[0 Planteamiento

4(x) /" 40)-

- Ef[z W)] acs { ggvf@(x)]df

i=1 j=1

KlTﬁ\mﬂi

® x

:

_ZZVVK

=1 j=1

X

ov:

1

o€

=1

=5 S B0 3o g 0kax

a’

I I

sz -F.=0 i=123..n

Se sustituye
un problema
variacional
por la
resolucién de
un sistema
algebraico de
n ecuaciones
con n
incognitas
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Soluciones aproximadas:
Método de Ritz

Condiciones que deben cumplir las funcione e(\F\(\
interpolacion ’b\
O ¢q debe cumplir las condiciones ¢ e, ~-1ho
esenciales. o 6
O ¢, Vi, debe cumplir: 6
B Ser derivable hasta €' (0 _{ue se requiera.
® Las condiciones @ 110 esenciales de forma
homogénea. (\
B Ser linealr sependientes y definir un conjunto
comple* 0\\}6

<(\ sl tomamos como aproximacion el resultado de truncar una
Jalqmer tipo (Taylor, Fourier, Legendre...) con coeficientes

\136 ninados.
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Meétodo de los Elementos Finitos

Soluciones aproximadas:
Método de los elementos finitos

[0 En el ambito de la Mecanica de Sdlidos
Deformables, es el principal método de
resolucion de sistemas de EDP.

[l Le dedicaremos la mayor parte del curso.

[0 Ahora solo apareceran unas pinceladas para
relacionarlo con los métodos de Ritz y Galerkin.
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Soluciones aproximadas:
Método de los elementos finitos

J. Argirys
R.W. Clough
O.C. Zienkiewicz

OO0 Meétodo de los elementos finitos

Similar a los métodos de Ritz y Galerkin

Se divide el dominio en subdominios pequenos =
elementos finitos

Se adoptan funciones de interpolacion sencillas en
cada elemento

Aumentado el niumero de elementos se puede
aproximar cualquier funcion tanto como se quiera

Se integra elemento a elemento
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Soluciones aproximadas:
Método de los elementos finitos

Méetodos de Galerkin/Ritz Método elementos finitos
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Soluciones aproximadas:
Método de los elementos finitos

Integracion:
Méetodos de Galerkin/Ritz Método elementos finitos
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Tema 3:

Descripcion general del Método de los
Elementos Finitos

Introduccion

Introduccion
s
[0 ¢Qué es el Método de los Elementos Finitos?

B Un método numérico de resoluciéon de sistemas
de ecuaciones en derivadas parciales basado en
una formulacion deébil de éstas.

B Actualmente, en el ambito de la Ingenieria
Estructural, el procedimiento de calculo mas
potente y versatil disponible.

0 Formulacion inicial:

® M. ]J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin y L. J.
Topp: «Stiffness and deflection analysis of
complex structures». Jour. Aerona. Sci. 1956

B ].H. Argyris, S. Kelsey, Energy Theorems and
Structural Analysis, Aircr. Eng. 1955
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Formulacion matricial del
Teorema de los Trabajos Virtuales

Formulacion matricial del TTV

T —————————
[0 Teorema de los Trabajos Virtuales

STI=0 Vi, ed
5H=I Té"éEde—I bisddv —| t'od.ds =
v V

Sy
= j&fch —J.chfde —[sa'tds
Vv V Sf

siendo
= J
6=(0, Oy O, Ty Ty, Ty

Se=(5e, Se, Se, Ory Vi Oyy)
b:(b)( by bz)r i:(f_X ty EZ)E
od = (
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Formulacion matricial del TTV

[0 Justificacion del primer término
IVTyéEde =0y 06y + Oy 06y +0,06, +
F 2057065y F 2T, 065, + 205,065, =
=G b O DE L0 e

+ T3y O sy + T3z OV 5z + Ty Oy = Sele

:(O'X Oy Oz Txy Ty Ty )r

(¢)
&=(8s, S5, 85, vy iy )
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

O Discretizacion:

® Se divide el dominio en subdominios llamados
elementos finitos.

B Solo estan conectados en los nodos (puntos
particulares del contorno del elemento).

O Interpolacién:

B los desplazamientos (realesfy virtualesJ se aproximan
en cada elemento mediante funciones de interpolacion
sencillas - funciones de forma —.

m Estas solo dependen de parametros (desplazamientos o
sus derivadas) definidos en los nodos —parametros
nodales—.

0 Aproximacion del funcional. Todo ello permite:

B Evaluar el funcional (TV o EP) aproximado elemento a

elemento.

B Obtener una expresion del funcional aproximado que
depende algrebraicamente de los parametros nodales.
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

[0 Discretizacion del funcional

ST = L&*GdV = L&f bdV — Lfdffds .@@

N N M
= Z] Lfsgfch - Z} jV@fde = JZ Sf_dfth
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

O Interpolacién de los desplazamientos > d =d =Na,

0 Ejemplo 2D

d~d=Na,

d=(@w(X.Y) v(X.,Y))
d=@u(x,7) X, 7))

ag:(ul v U, v, Uy vy Uy

FACES g LX.T) 0 LX.D) 0 SX.T) 0
0 HX.T) 0 LX.Y) 0 LX) 0 L(X.TY)

10

|
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

[0 Deformaciones

m Expresién matricial > €=Ld

0

0

%,
X

0

0
L

U
v
w
T
d

11
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

[0 Deformaciones
m Expresién matricial > €= Ld R
m Interpolacién > e¢=zg=Ld=LNa, =Ba,

[0 Método de Galerkin
B Desplazamientos virtuales > od=dod=Noa,
B Deformaciones virtuales > &=

12
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

[1 Tensiones (ecuaciones constitutivas)

m Expresién matricial > o6=De
oy] [A+2G A i 0 0 0lf&,
oy A A+2G6 A 0 0 0llg
o, A A 2+2G 0 0 0|leg,
ol |0 0 0 G 0 0llry
Txz 0 0 0 0 G 0|V
Zz) | 0 0 0 0 0 G|V
. —

=]
s B
m

52

-101-



Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

[1 Tensiones (ecuaciones constitutivas)
B Expresién matricial > o=Deg
B Expresion interpolada > o6=0=De=DBa,

14
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

[0 Aproximacion del funcional:

N N M
S = Zl: jygs‘odv = Zl“ jV:Sd‘de = ZI: Lfl‘tdS __—iDatos!
i= i= Jj= =

—

—

_—

N = e
ﬂﬁ = SetedV — 5&‘])?17 = (Sade
;Z=1: .[If:- G ; -[Vf ; Lﬁ t
S = M
B Z.[V (Bﬁe)E(DBae)dV 72 .[V_ (N&eybdy = Z.[sf. (Né"ﬁg)rde
=1 — zls,,
— ZV: 53; U B‘DBdV]ae E= ZV: 53;(_ J' Nrdej + f 539(_ IN:de]
“Vj_v_’ i=1 Vi = J;—J

=1

—
Ke fbe f;g
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

O Escritura matricial del funcional aproximado:

gﬁa; [ IVPIDBdV}ae =5'Ka
N X . M = =
—Y 6a,' [N'bdV - a, [N'tdV = &a'f
i=1 v = S

Ol1=ca'(Ka+f)
[0 Determinacion de K y f conocidos K. y f,, Ve
-> Ensamblaje

[0 Se pueden calcular las matrices K, y f. de cada
elemento en un sistema de referencia local y
cambiarlas al sistema global antes de hacer las

sumas.
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Aproximacion del funcional:

discretizacion e interpolacign

K, K, K, K/ [f)i
- K B E K o 0/
=
FI Ensamblaje _ K, K, K, K, || fsjk
) ) K, K, K; K, |a] I,]1

i

E = == =

Fe—a==
k
[
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

I B —————— ——————.
[l Resultado alcanzado:
B Expresion aproximada del funcional

Sl1=da' (Ka+f)

que

O Depende exclusivamente de los parametros

nodales a y 8a (expresion algebraica).

[0 Se determina elemento a elemento.

0 Con los desplazamientos interpolados elemento a

O

elemento.

Donde auin no se han impuesto las condiciones de
contorno esenciales (cinematicas).
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Obtencion de la solucion aproximada

Obtencion de la solucidén aproximada

[0 Exigencias del método de Galerkin
B La solucidén debe cumplir las c.c esenciales

= Discretizacion =
d.=d, enS > a,=a; ennodoseSs
i i d i j d

B Las funciones de prueba (4d;) deben cumplir las
c.c. esenciales de forma homogénea

Voded & Voa [ éaJ.:O si aj=5j

20
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Obtencion de la solucidén aproximada

[0 Exigencias del método de Galerkin
B En consecuencia, si

aj—a.

J

A §aj=0

O La columna j de K queda multiplicada por un valor
conocido - se puede agrupar con f

O La fila j de K queda multiplicada por cero

SI1=a' (Ka+f)

~(a

K Ku K, a, fl
K, K, K, ha =a;i+\f;
Knl Ey_ Krm an j:':

21
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Obtencion de la solucidén aproximada

[0 Exigencias del método de Galerkin
& Luego:éﬁ:&‘(Ka—f):55’(ﬁ5+(f+Kcac)):55‘(ﬁﬁ+f')

A=’ (Ka+1)

K Kl_,i K, a4 A
=(&, &, =0 s )| K, K; K,la=a;+f
Knl K)g,i KM a, j;i
E K Kiia Kiia K, [ a [ fi Ky
K. KoK K., lla. _ = K-
:(&JI &Ij_r &1+1 &IN J-Lt J-Lj-t JLjH =L 71 + -f:r 1 + J-Lj C_Tj
Kﬁ—l:l K_,r+i:_,‘—] K_,l+]._j+1 K_,r+1:1a ajJr] f:,url Kj+1:j
L K, ‘Kn_,j—l Kn_,;+: —k; a, e Kn_,r‘
22
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Obtencion de la solucidén aproximada

Imposicion c.c. esenciales. Resumen:
[0 Para cada grado de libertad j afectado:

Se multiplica la columna j por el valor 4;
impuesto y agrupa con las fuerzas nodales en el
vector f°.

Se elimina la fila j completa ( K y IS F

23
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Obtencion de la solucidén aproximada

[0 Aplicacion del TTV
B Condicién de equilibrio

SII=0 Vaded < dl=0 VYoa
SM=sa'(Ka+F)=0 vsa = Ka+f =0
- Ka=-f

B La obtencidn de la solucion aproximada
(parametros nodales desconocidos, a ) se
reduce a la resolucién de un sistema de

ecuaciones algebraico.
B En Elasticidad Lineal el sistema es lineal.
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Resumen del método

Resumen del método

W0 O O

Discretizacion del continuo en elementos finitos
Determinacion de K, y f. de cada elemento.
Cambio de sistema de referencia, si procede.
Ensamblaje + c.c. esenciales > Ka = —f
Resolucién del sistema

Calculo de las deformaciones > £=Ba,
Calculo de las tensiones - 6=D¢
Calculo de las reacciones
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Resumen del método

[0 Precision de los resultados
B Desplazamientos nodales
B Desplazamientos interpolados
B Deformaciones y tensiones

[0 Precision
B Numero de elementos
B Funciones de forma

27
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Funciones de forma: convergencia

Funciones de forma: convergencia

[0 Finalidad apartado:

B Establecer las condiciones que han de cumplir
las funciones de forma para garantizar que al
aumentar el niumero de elementos las solucién
del MEF converge hacia la solucién exacta

29
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Funciones de forma: convergencia

[0 Derivabilidad
B Las derivadas que aparezcan en el funcional
deben existir y no ser idénticamente nulas.

(Si en el funcional los desplazamientos aparecen
derivados hasta el orden p, las funciones de forma
deben ser derivables hasta el orden p.)

B Sino fuera asi, el funcional no existiria o se
reduciria a la constante cero.
= En tal caso, la aproximacion no tendria sentido

B Este tipo de condicidén es comun a los métodos
clasicos de Galerkin o de Ritz.

30
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Funciones de forma: convergencia

[0 Derivabilidad

B En Mecanica, las derivadas que aparecen en el
funcional son deformaciones y el criterio
anterior exige que las funciones de forma sean
capaces de reproducir un campo de
deformaciones constante en cada elemento.

B Noétese que, al refinar |la malla y hacer cada vez
mas pequenos los elementos, el campo
deformacional en cada uno va aproximandose a
un campo constante. La condicién anterior
asegura que, aumentando el numero de
elementos, se puede aproximar suficientemente
cualquier campo deformacional.
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Funciones de forma: convergencia
I B —————— ——————.
[0 Integrabilidad

B El funcional aproximado debe ser integrable.

Se deben poder realizar las operaciones involucradas
en el proceso de aproximacion.

B Eso exige que las funciones de forma sean de
clase ¢ér-1 (derivables con continuidad hasta el

orden p-1) si en el funcional los desplazamientos
aparecen derivados hasta el orden p.

32
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Funciones de forma: convergencia
]

ort / \

oxP 1’
oF _ 0P
oxP Ox?

aP

Delta de Dirac ox?

33

-118-



Funciones de forma: convergencia

[0 Movimiento de sélido rigido:

B Silos desplazamientos nodales corresponden a
un movimiento de sodlido rigido, las funciones de
forma deben definir un movimiento de soélido
rigido en el interior del elemento, es decir,
deben conducir a deformaciones nulas.

[0 Deformacion constante

B Si los desplazamientos nodales corresponden a
un campo deformacional constante en el
elemento, las funciones de forma deben
determinar un campo deformacional constante
en él.

34
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Funciones de forma: convergencia

= ||
[0 Deformacion finita en el contorno del elemento

B Las funciones de forma deben determinar
deformaciones finitas en el contorno del
elemento.

0 Si no fuera asi, el trabajo virtual de las fuerzas
internas estaria mal determinado, porque sélo se
ha considerado el producido en el interior del
elemento.

[0 Eso exige que las funciones de forma sean de
clase #P-1 incluso en el contorno si en el funcional

los desplazamientos aparecen derivados hasta el
orden p.
O Recuérdese la condicion de integrabilidad.
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Funciones de forma: convergencia

0 Elementos no conformes

En ocasiones es dificil encontrar funciones de forma
de clase #P-! en el contorno del elemento.

Los elementos cuyas funciones de forma no cumplen
esta condicion se denominan elementos no
conformes.

Si un elemento no conforme satisface

O las condiciones de deformacion constante
anteriormente enunciadas, y

O el criterio de |la parcela (patch test) —que se
enunciara mas adelante —,

entonces la solucién aproximada basada en él, al

aumentar el numero de elementos converge a la

solucién exacta.

La velocidad de convergencia es similar, a veces

incluso mejor, que la que proporcionan los elementos

conformes.
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Funciones de forma: convergencia

0 Criterio de la parcela

Se define una parcela formada por un nimero
arbitrario de elementos.

Se impone a los elementos de la parcela unos
desplazamientos nodales correspondientes a un
estado de deformacion constante.

El criterio de la parcela se satisface si:

[0 Se alcanza simultaneamente el equilibrio de todos
los nodos sin necesidad de introducir ninguna fuerza
nodal exterior en los nodos internos.

0 Se determina un estado tensional constante en toda
la parcela.

Esto garantiza que no se ha perdido trabajo virtual en
las discontinuidades entre elementos y, por lo tanto,
que el elemento no conforme es valido.
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Funciones de forma: convergencia

[0 Consideraciones finales:

B Los programas comerciales de Calculo de Estructuras
se basan en funciones de forma, métodos de
integracion, etc. bien contrastados.

B Por ello, al ingeniero que los utiliza para analizar
estructuras convencionales todo referente a la
eleccién de la funcion de forma y a otros problemas
que no se han tratado (como la integracién numérica)
en general no debe preocuparle.

B Estos aspectos sélo resultan relevantes en unos
pOCOS Casos:

O Problemas de gran complejidad, practicamente
reservados a gabinetes especializados en ellos, que
requieran usar programas especificos.

O En investigacion.
O En la elaboracion de los propios programas.

38
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Tema 4:

Introduccion a la Elasticidad Bidimensional

Introduccion

Introduccion

0 Imagen global de la Elasticidad 2D (o plana):
B Misma formulacién de la Elasticidad 3D (MESD).
B Pero en el plano en lugar de en el espacio.

0 Desarrollo de |la Elasticidad 2D. Procediendo como
en Elasticidad 3D se obtiene:

B Expresiones similares a las 3D
B Con idéntica interpretacion fisica
m Pero...

O

O
O
O

Las expresiones solo dependen de (X,Y)

Los términos que tienen algin subindice Z en
Elasticidad 3D no aparecen

Los términos que son &()/éZ en Elasticidad 3D no
aparecen.

Los vectores tiene dos componentes, los tensores
son de 2x2, etc.
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Introduccidon

[0 La Elasticidad 2D es puramente tedrica
® No existen cuerpos 2D

[0 Supone una buena aproximacion a dos
situaciones reales:

B Estado de deformacion plana
B Estado de tensidn plana

-126-



Relaciones fundamentales

Relaciones fundamentales:
Cinematica

[1 Campo de desplazamientos
d=u(X.Y)i+v(X.7)j

[0 Ecuaciones cinematicas
g_ﬁu 8_611 B _l _l ou ov
X o 2 Y XY 27):)’ 5

[0 Ecuacién de compatibilidad

T = e N o
oXoY oY* oXx?
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Relaciones fundamentales:
Estatica

[0 Fuerzas en el interior del dominio
(3D = de volumen; 2D = de superficie)

b=b (X.Y)i+b(X.Y)j
[0 Fuerzas en el contorno
(3D = de superficie; 2D = por unidad de longitud)
t=1,(X.V)i+5,(X,Y)j

[0 Vector tensién
(tensidon = fuerza por unidad de longitud)

=1 Y it L (X Y]
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Relaciones fundamentales:
Estatica

[0 Férmula de Cauchy
bR bd
ly Txr Oy | My
[0 Ecuaciones de equilibrio interno / Ecuaciones
de equilibrio en el contorno

00y OTyy

+ +b,=0 —
oX oY {IX} _ |:O-X Cr H"’X}
0Ty = ooy £y =0 Iy ===

oX oY
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Relaciones fundamentales:

Constitutivas

[0 Ley de Hooke Generalizada

1 .
Ex :E{O'X =vo,;
] =
EY:E{G'YVO'X}

e

Oy = ﬂze+2(35X = /’I(EX +€Y)+2é€X
Oy :/?te+2égy :/{(EX +5Y)+ Zésy

TH:ZéEH

- 130-



Estado de Deformacion Plana

Estado de deformacion plana

[1 Se caracteriza porque el campo de
desplazamientos tridimensional tiene la
estructura

d=u(X.Y)i+v(X,Y)j

en consecuencia, en el modelo 3D:

Ea—r ————

B En todos los puntos del cuerpo, Z determina una
direccion principal.

11
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Estado de deformacion plana

[1 Se produce en...

B .. cilindros rectos, de longitud infinita, sometidos
exclusivamente a fuerzas perpendiculares a las
generatrices cuyo valor no varia a lo largo de

estas.

Y

Bl

\
A
\

=
==

‘,f' bdv=bdAdZ

12
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Estado de deformacion plana

[0 Se produce en...

...cilindros rectos, constrefiidos a permanecer entre
dos planos infinitamente rigidos, perpendiculares a
las generatrices y sin rozamiento con el cuerpo,
sometidos exclusivamente a fuerzas perpendiculares

a las generatrices cuyo valor no varia a lo largo de
estas.

}____

% £ bdv=hdadz
Pt

52
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Estado de deformacidn plana

0 Representa, aproximadamente, la situacidén que se
da...

...lejos de los extremos,
en piezas rectas,
muy alargadas,

sometidas a fuerzas perpendiculares a las
generatrices cuyo valor no varia a lo largo de estas.

0 Por ejemplo:

El revestimiento de un tunel.

El terreno alrededor del tunel.

El terreno en zanjas, cimentaciones corridas...
Alcantarillas, conducciones...

Muros, azudes...

14
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Estado de deformacidn plana

[0 Cinematica

B £,=E; =6y,=0

B &(X,Y), e¢(X,Y) y exy(X,Y) son las incognitas del
problema. .

B Ecuaciones de compatibilidad de Saint-Venant:
[0 La primera coincide con la del problema 2D.
O Las cinco restantes se cumplen idénticamente.

15
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Estado de deformacidn plana

[0 Tensiones

El modelo 2D proporciona los valores de oy oy
Y Txy-
o existe y, en general, no es nula:

£, _O_é{az—v(ay+0})} =—0, :V(O'Y—I-O'Y);t()

Tyz Y Tyz €xisten pero son idénticamente nulas:

:
B > = _—f
> T =0

16
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Estado de deformacidn plana

O

Ecuaciones constitutivas (1)

£, :Ozé{az—v(ax +0¥)} =0, :V(O'X—l-O'Y)?EO

1 1
Ex = E{O-X V(O.Y + O.Z)} = E{O—X — V(O-Y + V(O-X +0y ))} =
=2 1 %
z x =17 E{O—X_VJY}
1 ,\
gY:T{o*Y V(TZ} P E sV
£ I—i v 1
—
2756
T T
H—O:% === SYZ:O:% ===

72
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Estado de deformacidn plana

[0 Ecuaciones constitutivas (3)

oy =Ae+2Ge, = Z,(EX + &y +£Z)+ 2Gey
=i(5X +£Y)+ 25

Oy =ﬂ.(£X +£Y)+ 2Gey

C; =A(5X +5y)

ey =2 Fq
5 2UC -
=20 -

18
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Estado de deformacion plana

TS ii—R OSSR
[ Notas finales

B El estado de deformacion plana constituye un
tipo de problema elastico 3D muy particular
cuya solucion se puede obtener mediante la
elasticidad 2D.

B La situacidon 3D exacta es extrana, pero
representa una muy buena aproximacién a
problemas habituales de cuerpos alargados,
lejos de los extremos.

B Entre las ciencias que lo utilizan cabe destacar la
Geotecnia, donde se usa para estudiar tanto el
terreno como la estructura en contacto con él.

19
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Estado de Tension Plana

Estado de tensidn plana

[0 Se caracteriza porque el campo de tensiones
tridimensional cumple

Oy =Tyy =Ty, =0

por lo tanto

B La direccidon Z es principal en todos los puntos
del cuerpo.

21
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Estado de tensidn plana

[0 Se produce, 7
aproximadamente, en N
cilindros rectos... \\\\&%%
B cuya altura es mucho e

menor que cualquiera Y
de las dimensiones de
base,

B sometidos 5 — X
exclusivamente a
fuerzas perpendiculares
a las generatrices 5= =

(espesor) cuyo valor no I/ el2

varia a lo largo de ;
estas.

22
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Estado de tensidn plana

[0 Se produce,
aproximadamente, en
cilindros rectos...

B cuya altura es mucho
menor que cualquiera
de las dimensiones de
base,

B sometidos
exclusivamente a
fuerzas perpendiculares
a las generatrices
(espesor) cuyo valor no
varia a lo largo de
estas.

LAJAS

23
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Estado de tensidn plana

OO0 Para que el problema fuese realmente 2D, deberia
cumplirse

o= AX Y0 =0 Y T =t XY)
pero esta relacién es incompatible con las
ecuaciones de la elasticidad 3D.

O En el problema descrito se cumple
=0 AT o 5T
G5O X P Z o-Le ¥
T T AT LT AT

donde los primeros sumandos son la solucion del
problema 2D y los segundos, al ser Z pequeno, son
muy pequenos. Tenemos, pues, una solucion
aproximada del problema.

Casanova (1998, puntos II.1 y I1.11) >4
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Estado de tensidn plana

I B —————— ——————.

[0 La soluciéon del problema 2D también define el
valor medio en el espesor de las tensiones
en cada punto, incluso cuando las cargas no
son constantes en el espesor sino sélo
simétricas respecto al plano medio. (Tension
cuasi-plana o tensién plana generalizada.)

[0 La solucion del problema 2D determina la del
estado membrana (esfuerzos que
representan la integral de las tensiones en el
espesor) en problemas de placas y laminas.

Casanova (1998, puntos II.1 y I1.11) 25
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Estado de tensidn plana

[0 Deformaciones

B El problema 2D determina la aproximacion a los
valores de EX(XI Y)! SY(XI Y)r Y Exy(X,Y).

B La deformacidn ¢, existe y, en general, no es
nula

1
Er= E{O_z 7V(O-X +JY)}: %(JX +J¥)

B Las deformaciones x> y ey> son idénticamente
nulas

r

T

= =5

Eyz =

26
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Estado de tensidn plana

O Desplazamientos
B La condicion de compatibilidad 2D
ey 08y Of;

oXOY—or>:—ox?
garantiza que el campo de deformaciones 2D es
integrable y permite calcular los desplazamientos
aproximados u(X,Y) y v(X,Y).
B El desplazamiento aproximado w(X,Y) se puede
calcular, suponiendo que el plano medio de la laja es
de simetria, como

wX ¥ Z)= Lzsz (. ¥)iz

B En general, el campo de desplazamientos 2D asi
obtenido NO cumple las restantes cinco ecuaciones
de compatibilidad 3D, porque sélo es una
aproximacion. Las cumpliria la solucion exacta.

27
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Estado de tensidn plana

[0 Ecuaciones constitutivas (1)

1 1
Ex :E{GX_V(GY +(72)}:E{(7X_Vay}

1

SY:E{JY_VO_Z} E-F , V=V
=
2 =06
1 1%
SZ:_{O-Z_V(O-X+O—Y)}:_E(O-X+O-Y)
= v —
‘2 =56 - 7=56

28
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Estado de tensidn plana

[0 Ecuaciones constitutivas (2)

1 E

gX =E{O-X_VO-Y} = O-Xzﬁ(SX'FVEY)
1 = E

&y =E{O-Y_VO-Z} Oy =1_ 2 (€Y+V€X)
Tyz

Eyy =

2Cr

29
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Estado de tensidn plana

[0 Ecuaciones constitutivas (3)

0,=0=e+2Ge, = Ae, +& +&,)+2Ge,

= &z =— & (6X+€Y):_L(6X+5Y)
A+2G I=v
o, =Ale, +&, +&, )+2Gs, =l &, +&, — &+ &, )|+2Ge
=My oy 2,4 200 =4 ox oy~ ox +2y) |1 200,
2AG =2y A
= Eote, 1+ 2Ge, =A——\eg, +&, )1+2Ge, =Ae+2Ge
/I-I-ZG(X Y) X I-V(X Y) X X
O'Y:.ie+ZG£'Y
e 1 2G :il-ZV
222 A A+2G 1=v

30
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Estado de tensidn plana

[l Consideraciones finales

B El estado de tension plana (problema 2D) no
determina |a solucion de ningun problema 3D
real.

B Sin embargo, el calculo 2D define buenas
aproximaciones a la solucién de los problemas
de...

[0 ..lajas sometidas a fuerzas exteriores
uniformemente distribuidas en el espesor.

O ..lajas sometidas a fuerzas exteriores simétricas
respecto a su plano medio (valor medio).

[0 ..estado membrana en placas.

31
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Representacion grafica de la solucion

Representacion grafica de la solucion

a

O

En problemas bidimensionales es sencillo elaborar
representaciones graficas de la solucién del
problema, que facilitan su interpretacidn.
Historicamente han sido importantes porque
algunas se podian obtener por métodos
fotoelasticos, que permitian resolver
experimentalmente problemas complejos.

Hoy los ordenadores nos facilitan algunas de estas
representaciones como visualizacion de la solucién
buscada:

B Deformadas

B Lineas de nivel de las tensiones

B Isobaras

B Isostaticas
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Representacion grafica de la solucion

[0 Deformada

B Imagen del cuerpo, o de algunas lineas sobre él,
en la configuracién deformada.

[0 Lineas de nivel de las tensiones
[1 Isobaras
B Son las lineas de nivel de las tensiones
principales
[0 Isostaticas

B Son las envolventes de las direcciones
principales (es decir, son tangentes a una de las
direcciones principales en cada punto).

34
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Representacion grafica de la solucién

[0 Deformada

35
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Representacion grafica de la solucion

[0 Lineas de nivel de las tensiones / Isobaras

36
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Representacion grafica de la solucidn

=]
[0 Lineas de nivel de las tensiones / Isobaras

37
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[0 Isostaticas

SRR RN RN RN RN RNy

mm compresion

— ftraccion

38

Torroja (1996, pag. 105)
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r

Representac

[0 Isostaticas

39

Torroja (1996, pag. 105)
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Representacion grafica de la solucion

[J Ejemplo de salida grafica (FlexPDE)

» FlexPDE Student Yersion 5,1.05 30
Fis Comkt Vew Swp E@ Heb Dbl & O Q- F@YL

v | R

In Status Veindow.
Chickn seloct fant
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Tema 5:

Elasticidad Bidimensional por el Método
de los Elementos Finitos

Introduccion

Introduccion

0 El problema elastico 2D permite:

Mostrar los detalles de la aplicacion del MEF a la
Elasticidad.

Resolver problemas de interés en la practica
profesional.

0 Objetivos del tema:

Mostrar como se define un elemento finito (definir
funciones de forma)

Presentar el tratamiento de las deformaciones
impuestas y las tensiones iniciales

Exponer la obtencidon de la matriz de rigidez y las
fuerzas nodales en un caso concreto

Describir los elementos finitos mas habituales en
Elasticidad 2D
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Elemento triangular de continuidad CO

Funciones de forma

Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

[0 Campo de desplazamientos en Elasticidad 2D

u(X,Y)

d:{v(x,n}

[0 Condiciones que han de cumplir las funciones
de interpolacion
B Deformaciones - derivadas primeras de d

[0 Deben existir las derivadas primeras 0
> funciones de interpolacion al menos lineales

[0 Se requiere continuidad C° en el contorno
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Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

T~
[0 Interpolacion lineal

B Cumple todas las condiciones anteriores
B Es la mas sencilla que resuelve el problema
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Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

[0 Expresion matricial de la interpolacion lineal

u(X,Y) o+t X oY
{V(X,Y)}_{ﬁl +,82X+,6’3Y}

u 1 X Y 0 0 O}le
= < d=Ma
v 0 0 0 1 X Y||p
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Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

[0 Obtencion de las funciones de forma (constantes
en funcidén de los parametros nodales)

1 1 X, ¥ 0 0 0lfe
v |0 0 0 1 X, 7 |la
j|_|1 X, §, 0 0 0||a
vl [0 0 0 1 X, L||A
u, |1 X, ¥, 0 0 0|f
v [0 0 0 1 X, Y ||5] a,-Ho < a=H"a,
T i "% |[d=Ma=MH"a_=Na,
N=MH"
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Elemento triangular de continuidad C°

Funciones de forma
= ||

[0 Funciones de forma (Expresiones)

=E=o== 0 =Ec== 0 FEE 0
N-=
o fxY) o Ay o AlXY)

a+bX+cY
= X Y — L L L

)=t
a,=XY -XJ,
b=Y—7, (i, 7.k)=(,23).(312).(231)
c, =X, —Xj

1 X, I
24=[ X, Y,|=2%Area deltriangulo

1 X, L
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Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

[0 Funciones de forma (Representacién gréfica)

=E=o== 0 =Ec== 0 FEE 0
N-=
o fxY) o Ay o AlXY)

fq (4,Y) fo 0Y) f2 (4.7)

10
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Matrices caracteristicas del elemento

Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

[0 Deformaciones
m Expresién matricial > €=Ld

e gl
= /Y /XJT'

12
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

[0 Deformaciones
B Interpolacion »>

B= LN—

/X

%
//X

E=¢€

=Ld=LNa,=Ba,

Valldo para cualquier familia de funciones de forma

[fl (x.r)

0

%

0

stz

fz(X=Y)

Y

0

0 f3(X_.Y) 0 ]_
plrr) o sler)]
0 5, 0 b, O
=0+ U ¢
¢ &< B

13
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

0 Tensiones (ecuaciones constitutivas)
B Expresion matricial > 0 =0, +Dle—¢g,
[0 oq son las tensiones iniciales

O gg son las deformaciones impuestas (temperatura,
retraccion, etc.)

O D es la matriz constitutiva

Tension plana Deformacion plana
= A+2G A 0
= 0 D= A A+2G 0
0 0 (1-v)2 0 0 26

14
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

O Trabajo virtual de las fuerzas internas
IV&TGdV = L o8’ (00 +D(€ —g, ))dV =

ﬁij;, &TGOdV'J{F L —— dV‘ J‘ Iz 5" De, dlf":

I&T&dV = 531"’{'. Blo dVHF < Componente del
= 2

vector fuerzas nodales

_}_535 |:J.VBTDBdV:|ae — € Matriz de rigidez

—oal

vector fuerzas nodales

| 2 | < Componente del
{[V B DgOdV}_‘ :

15
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

0 Matriz de rigidez del elemento

Kll K12 K13
|B' DBV =K, K, K
K31 K32 K33

== bb,D+ce Dy be, Dy +eb Dy
' 44|ebD,-be,D,, cc,D,-bb.D;

Con funciones de forma mas complicadas estas integrales no se
suelen evaluar analiticamente sino numéricamente. Mediante una
cuadratura de Gauss, basta evaluar las matrices B y D en los

puntos de Gauss, hacer el producto matricial e ir acumulando los
resultados.

16
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

[0 Vector de fuerzas nodales del elemento

L Bo,dV — L B'De,dV — L N'bdV — L N'tdS

B No se puede dar una expresidon cerrada de este
vector porque depénde de las funciones que
definan og, €9, b y t.

B Como la matriz de rigidez, suele ser facil
evaluarlo numeéricamente para cualquier familia
de funciones de forma.

B El dltimo término sélo aparece si el elemento
pertenece al contorno del cuerpo.

17
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Estimacion de las tensiones

Elemento triangular de continuidad C°
Estimacion de las tensiones

= ||
1 Estimacién de las tensiones

6=6,+D(E-¢,)=0,-De,+DBa,
\*,_/

= DATOS
B FElemento lineal

O B=cte. > e=cte. y oc=cte. en cada elemento.

O Nodos:

B \alores diferentes en los diferentes elementos
concurrentes.

E Se toma la media de dichos valores.
O Mejor aproximacion: en el centroide del elemento.
B Otros elementos
O Mejor aproximacion (Zienkiewicz 1980, pag. 324):
en los puntos de Gauss utilizados para la integracion
numeérica (considerando el minimo nimero de puntos
que permiten integrar exactamente el polinomio).

19
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Otros elementos finitos de continuidad C°

Introduccion

Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

[0 Otros elementos finitos en elasticidad 2D:
B Otras formas (rectangulares, cuadrangulares...)

B Interpolacion de mayor grado en una o ambas
direcciones = mayor numero de nodos

21
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

[J Determinacion
B Mismo procedimiento del caso anterior.

® Dificultades:
[0 Eleccién términos del polinomio, si no puede ser
uno completo
[0 El sistema de ecuaciones para determinar las
constantes puede no tener solucion

[0 La resolucion del sistema siempre exige mucho
trabajo computacional

[0 Alternativas
B Escribir directamente las funciones de forma

22
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

[1 Condiciones a considerar para escribir
directamente las funciones de forma:

- [M(x.Y) 0 N,(X,Y) 0 -+ N (X.Y) 0
N{ 0 NXY) 0 NXY) - 0 N"(X,Y)]

=sit—7
N"(X’“}G):{O sii#j

ZHJNE.(X:Y)zl V(X.Y)e elemento

i=1

(X YJ) — coordenadas del nodo

=

n — numero de nodosdel elemento

23
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

[0 Polinomios completos:

® El grado de aproximacion de un elemento queda
determinado por el mayor polinomio completo que
contiene la funcion de forma.

® Los términos de orden superior al de dicho polinomio no
la mejoran significativamente

B Por tanto, conviene usar como funciones de forma
polinomios completos, pero es complicado conseguirlo.

Constante 1
Lineal X Y
Cuadratico = XY =
Cubico = Xy X7 =
Cudrtico X' =L o X ¥
= X'y X°r? S X7 Y’
x° XY eI X SEEE SEE ¥

24
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

[0 Tener el mismo numero de nodos en los lados
adyacentes garantiza la continuidad C° entre
elementos! - presentan el mismo tipo de

variacion (lineal, parabdlica, cuibica...) en el
lado comun

1 En los casos que ahora se consideran, cuyos parametros nodales son
s6lo desplazamientos (no derivadas de estos).

25
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Elemento rectangulares lagrangianos

Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

[0 Coordenadas normalizadas
|7
a a |

\\

i

i
I

1 1
L == =
><C
s XX s X
a a dA = dXdY = abd&dy
Y-7, dy

L ; [ [ rxyyarvax = [ g(z.n)abdndz

27
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

[1 Polinomios de Lagrange 1D. Valen
B 1 en el nodo que los define
B O en los demas nodos

L (§)= 11‘1[((5:_?))= ? 3 Eg?oea%ggenlgdﬁsncién vale 1
== === —=—-°==-
(ng _51)(5:' _932)(5: _é:f—lxgz' _§i+])'”(§i _é:n—lxgi _gn)

Ejemplo: L,8(¢)

28
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

[0 Elementos rectangulares lagrangianos

B Funcion de forma
(nodo /, n nodos segun &, m nodos segun 1)

N (En)=L ()L (n)
B Habitualmente sélo se considera con m=n
B \/entajas:

O Facil de generar
B Inconvenientes

0 Muchos nodos internos
B Se pueden eliminar por condensacion estatica
(la veremos mas adelante)
[0 Muchos términos de orden superior al del
polinomio completo

29
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

0 Numero de nodos y términos del polinomio

| |7 |7
i 7 6 5 !
4 i 3 ' L
| I |
L L L ] L ]
=== R R G & [* ¢
L ] [ ] L L
1 2 ! =2 3 *—e
Lineal {4 nodos) Cuadratico (9 nados) Cabico (16 nodos)
La denominacion
del elemento se 1 Lineal
refiere _aI orc_ien Cuadratico
del polinomio
completo que Cubico
incluye.
:
& 7
& & L

30
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

OO0 Elemento rectangular
lagrangiano de 4 nodos

Representacion de N;

u05-1

=0,7-0,8
0607

E i

4 | 3 =
L | ¢

1 2

Lineal (4 nodos) i

1 s

V(&)= (1=&5 M=) =

31
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

‘77
6

O Elemento rectangular
lagrangiano de 9 nodos

N,(&n)=(-&J1-7)

N (&)= 2(52 &8 N+ ==

N,(&.n)= %f?f(l—fz)(ff —77?7,-)%55(52 ~g£1-n?) i=2,4,68

32
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

Representacion de Ns

g1

Representacion de N4

=051

"0E09 009
#0708 0,708
0,607 =0,607
0506 0506
0405 0405
0,304 =0,304
0,203 0203

0,102 0,102
w001 " 00,1
010 0,10
".0,2-01 .0,2-01

n
=11 (X))

L1551 =051

uos08 n0509
o205 m07-08
#0607 B0E07
0506 #0506
"0405 20405
0304 0,304
n0203 20,203

0102 0102
=001 =001
010 5010
0,201 0,201

Ch-l ek -1,-1) (1-1

33
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

Representacion de Ng

34
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Elementos rectangulares serendipia

Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

[0 Serendipia

B Serendipity: término inglés que se refiere a un
descubrimiento que se produce de casualidad,
cuando se busca otra cosa.

B (Chiripa?
B Aceptado en la vigésimo tercera edicién del
diccionario de la RAE. Serendipia es el “Hallazgo

valioso que se produce de manera accidental o
casual”.

36
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

[0 Elementos rectangulares serendipia

B Solo nodos en el contorno
(para grados elevados, minimiza el nimero de nodos internos).

B El niumero de nodos en un lado define el grado
del polinomio en él > Continuidad C°

m N(Emn) = P(§)*P(n)

B (Por qué serendipia? = La determinacién de
N(&,m) requiere analisis e ingenio
(en la familia lagrangiana era sistematica).

37
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

[0 Ejemplo de generacion de la funcion de forma:
elemento cuadratico, nodo intermedio de lado

I

\.\_\_

Il N
.

38
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

[0 Ejemplo de generacion de la funcion de forma:
elemento cuadratico, nodo de vértice

S:&n) = Si(éEn) +B S:(&n) +C S(&n)

39
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

[0 Numero de nodos y términos del polinomio

R =
4 ' 3 ;
-
L 2
—  Lineal (4 nodos) Cuadratico (8 nodos)

1 Lineal

Cuadratico

Numero de nodos del elementos
lagrangiano del mismo orden

40
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

0 Numero de nodos y términos deI polinomio

Cibico (12 nodos) Cuértico (17 nodos)

& e 7 Cubico

Cuartico

41
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

OO0 Elemento rectangular
serendipia de 4 nodos

42
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

O Elemento rectangular
serendipia de 8 nodos

Cuadrético {8 nodos

Nf(égaﬂ):%(l"'é:é)(l_’?z) =428
Nf(e’,f?)%(lﬂmf)(l—s”z) i=2,6

N, (&n)= i(l+ EENL+nn NEE +nn, —1) i=1357

La obtencidn puede consultarse en Ofiate (1992. Pag. 201 y s.5.)

43
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

Representacion de Ny

Representacion de N4

1 #0891
0809
=091 09 | -ﬂ:?:ﬁ
s :': w0607
=0,7.08 e |
aiiid 06 1 0506
. D- S 05 ‘ # =0.40,5
- 04 ez (1L1) W0.3-04
0,405 0.3 e =
L 0203
0,304 02
0,203 01 =0,1-0.2
, 1k & wo01
uo1-02 1) 2010
01 - 0,1
=001 )
032 | "-0,2-0,1
03 "-0,3-0.2
n
(-Ln inn -1.1)
=081
0809
091 o
=0,809 0,708
g =0,60,7
=008
0,607 e
" o:;»o's it
2 0304
0,405
0,203
“0,3-04
®0,203 AL
" nlx-o':» 08
< M 1' =-0,1-0
: -0,2-0.1
=-0,3-0,2
(=1,=1} (=1 -1
44
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Elementos triangulares

Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

[0 Coordenadas normalizadas (o de area)
X=LXTLX tLX v :

= =1 EiL 7
ESS=E=S

(L =(a +bX +cY)/24]
a,=XY, - XY, (ijk)=(123)

= 3..2),
=X —X (23.1)
1 X, Y,
24={l X, Y,|=2%Area deltriangulo
=X="F

V3]

46
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

[0 Numero de nodos y términos del polinomio

e e

Lingal {3 nodog) Cuadrético (B nodog) Cobico (10 nodos)
1 Lineal
s i =S
z = = Cuadratico
& & & 7’ Cubico
£ En e e n
& &n e En’ &' n
= &n & e &' & n*

47
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos | triangulares

[0 Elemento triangular (lagrangiano) de orden M

L L3=0

= ,‘:'.@ LLy=1/3

==

Lingal (3 nodos) Cuodratice {6 nodos) CObico (10 nadas)

Nz‘(l'1=L2=L3):L:T(Ll)Li(Lz)Lf(Lz)
I=LM , J=LLM , K=L.M

L‘? (Lj)—> Polinomio de Lagrange de orden H que vale 1 en el nodo i.

Lﬂ. —> Coordenada L; del nodo /.

48
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares Bo

[0 Elemento triangular de 3 nodos @

N(L,L,L)=1, ‘ B\ M
NI, L) 3 609663\%

N,(L,L, L,)=

49
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

[0 Elemento triangular de 6 nodos (orden 2)

N, =L(2L -1)
N, =L,(2L,-1)
N,=L,(2L -1
N, =4L1L,
N, =4L]L,
N =4L1,

Cuadratico (6 nodos)

50
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

Representacion de N3 Representacion de N

51
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Tema 06:
Elementos isoparamétricos, condensacion

estatica, integracion numérica, integracion
reducida y modos incompatibles

Introduccion

Introduccidon

[0 Objetivos del tema:

B Analizar aspectos del MEF omitidos u orillados
en el tema anterior
0 Necesarios para completar la formulacion
O De aplicacion a la formulacion por el MEF de otros

problemas

B Describir el elemento finito que utilizan
numerosos programas, entre ellos el que se
usara en las practicas informaticas
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Introduccidon

[0 Aspectos a tratar:

Adaptaciéon de la malla al contorno > elementos
isoparameétricos

Eliminacién previa de grados de libertad
internos, que no se compatibilizan 2>
condensacién estatica

Determinacion de la matriz de rigidez y de las
fuerzas nodales - integracién numeérica

Resolucion de algin mal condicionamiento
numeérico - integracion reducida

Modificacion de los elementos para mejorar la
convergencia -2 modos incompatibles
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Elementos isoparamétricos

Elementos isoparametricos
I B —————— ——————.
[0 Limitaciones de los elementos desarrollados:
B Contornos rectangulares y triangulares
B Permiten cubrir formas sencillas, propias de
problemas tedricos

B Se adaptan mal a los contornos mas

complicados habituales en las piezas reales
(exigen un numero desmesurado de elementos para
representarlos)

[0 Soluciones
B Opcion inabordable: crear elementos especificos
para cada tipo de contorno
®m Alternativa viable: “distorsionar” los elementos

anteriores para que puedan adaptarse mejor al
contorno los de las piezas reales
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Elementos isoparametricos

[0 ¢éDistorsionar un elemento?

m Al introducir la coordenadas normalizadas ya
consideramos una “distorsidn” del elemento
Y K

_X_Xc

i a a ‘ 1
LBEh m
1 : i : Y-F

1 i 1|1 —
— = X ' 4 a

B Una relacién mas compleja entre (X,Y) v (§,n)
permite “distorsiones” mas complejas

B Elementos isoparamétricos = la relacion se
define mediante las mismas funciones de forma
usadas para interpolar las incognitas
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Elementos isoparametricos
I B —————— ——————.

[0 Elementos isoparamétricos: ejemplos de
distorsion
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Elementos isoparametricos

O Transformacion de coordenadas
XzZN.f(‘fs??)Xf > Y=ZN1'(§=77)YI'
i=1 i=1

0 Transformacion licita (biunivoca):

B El determinante jacobiano |J| de la transformacion
(X,Y) < (¢.n) no se anula en ningun punto del
elemento (por ello tiene el mismo signo en todos los puntos).
Casos particulares:

O Sila transformacion es lineal, |3]#0 si los angulos
internos del cuadrildtero real son menores de 180°.

O Si la transformacion es cuadratica, |3|#0 si el nodo
central de cada lado, en la geometria real, se situa
en el tercio central de su longitud.
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Elementos isoparametricos

[0 Derivacion de las funciones de forma

B Objetivo: determinar las derivadas que aparecen
en las matrices B y K:

o, o,
ox ~ oY

B Regla de a cadena
ON, = ON, 6X+8NI. oY
ot oX o0& oY o0&
ON, = ON, 6X+6NI. oY
cn 0X on 0Y on

10
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Elementos isoparametricos
I B —————— ——————.

[0 Derivacion de las funciones de forma
ON, ON,0X ON,?oY

08 X a§+aY o&

(aNi\ _% a£ aNi
JO0S | _| 95 oOnljax
ON. oY oY ||oN,
on) | o0& on|loY
%/—J

J

Se puede determinar a partir de >
Es invertible porque |3]|#0

=J

ON, oN,0X N, oY

= -
ocn oX on 0Y on

ON,

oxX
ON,

oY

Se puede determinar a partir de N;(&,7)

oN. (ON, ]
X | _y1) 95 |
aN, [ =1 W,
oY L o
X:iNf(fsﬁ)Xs

}7 = i ivi (CEJ n)}}:
i=1

e
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Elementos isoparametricos

[0 Calculo de la matriz jacobiana

51 5£ ZaNj X ZaNj X
-8 an|_|&E T &y
oY oY n _ n _
or oY Z(?NI y ZaNI y
o0& on ==:rs = 01

X=YN(En)X,
i=1

Y=Y N(En),
=1

12
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Elementos isoparametricos

[0 Determinacion de la matriz B
B(X,Y)=LN(X.Y)
% ? 1 0 1 0 3
) 0
L:Oa—:OléX:OILJH = éf
oY 6/ T=F
1 1 oY 1 1 :

8 o 1
— — [E— = 7
oY ox| ¢ ;

B(&7)=QJ ' 8N(&n)

£
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Elementos isoparametricos

[0 Integracion sobre el drea del elemento
e
dXdy =|\dé&dn | dXdY = :J_[t_i_l__g\dgdn

AprevENTO

IEn las coordenadas normalizadas los limites de integracién son muy sencillos |

[0 Integracion sobre el contorno (lados ¢=cte. o n=cte.)

dl=~NdX* +dY’
: ax oY ——
n i

:?;dézjud.f i =T i

[ L :]cl1 Ditdndy—, | — :f1 T FEdE

Sinp=cte. dX:?;dfzJ“d?y —dr

14
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Elementos isoparametricos

[0 Otras interpolaciones de la geometria
(del mismo tipo)
B Superparamétrica > mas nodos para interpolar
la geometria que para interpolar las incognitas

B Subparamétrica > menos nodos para interpolar
la geometria que para interpolar las incognitas

B La forma de operar es la misma en todos los
casos.

15
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Condensacion estatica

Condensacion estatica

[0 Empezaremos estudiando la colaboraciéon de un
elemento con nodos internos a la relacién de
rigidez global

[0 Comprobaremos que, como ho interactiian con
el resto de los elementos, es posible expresar
sus desplazamientos en funcién de los
desplazamientos de los otros nodos del
elemento

[0 Eso permite eliminarlos del sistema de
ecuaciones global y asi reducir la dimension de
este

57
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Condensacion estatica

Wl
H

-y
oy

Nodo interno: Ningun otro elemento
aportara rigidez a esta columna

*‘-?h“:-z'
me || |

—x — = = oy

e ] R enes:

Nodo interno:

Ningun otro elemento
- ' = Jj aportara rigidez o

= === fuerzas nodales a esta
9 = r 1+ fila.

(i

| D
| &

Nodo del contorno:

= = otros elementos

aportaran rigidez o

‘ = = fuerzas nodales a esta
fila.

Il
]
||

18
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Condensacion estatica

[0 Colaboracion del elemento e a la relacion de
rigidez

= = > i &

K, K, K, K| |aj| [ff

K, K5, K K; ||a; = _JE | 3_uxi|iar_c0n
K§1 ng Kja K;—l a§ fae | F; d:emfir;ilz%nes
K, K, K, Kl |E

Variable

0 Interpretacion filas de la relacién de rigidez

n
ZFf =1 siies un nodo del contorno
e=1
F’ =0 si i NO es un nodo del contorno

i

19
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Condensacion estatica

[0 Condensacion estatica

B Procedimiento que permite eliminar de la
formulacién, estudiando un elemento aislado, los
grados de libertad que no se han de
compatibilizar con los del resto de la estructura
(correspondientes a los nodos internos).

B Procedimiento importante en el Analisis de
Estructuras, que aparece en varios campos:

0 MEF = eliminacion de nodos internos
[0 Estructuras de barras = desconexiones

O Estructuras en general = analisis por
subestructuras

20
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Condensacion estatica

[0 Reordenacion de la relacion de rigidez del
elemento

Klel Fle Suponiendo
e e que 2 es el
= K S nodo interior
e e = '
K, F, a eliminar
K¢ F/
= == Nodo
interior
(K° Subindices:
ecc C = Conservar
K. E > Eliminar

21
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Condensacion estatica

[0 Procedimiento matricial
Kecc KZ'E 32 = fce Fg
KeEC KZ‘E ag fr 0

at = —[K¢, | (KS.al +12)

Rl Ko+ Kl -

K

Relacion equivalente a la inicial, donde ya se han impuesto las
condiciones correspondientes al nodo interno y donde las
variables nodales asociadas a éste no intervienen.

22
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Integracion numérica

Integraciéon numeérica

[0 Cuadratura de Gauss-Legendre (dominio 1D)

[ 1z =3w.7(&)
ﬂ_ » La férmula de n puntos
1 0

2,000000 integra exactamente un
2 £0.57735  1,000000 polinomio de grado menor
3 0 0,888889 i El'gua' a 2’1_1‘1| .
+0,774597 0,555556 error es del oraen
4  £0,339981 0,652145 U s s ee s
:|:0:861136 0:347855 distancia entre puntos de

integracion.
5 0 0,568889
+0,538469 0,478629
+0,906180 0,236927

24
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Integraciéon numeérica

[J Integracion sobre un rectangulo en (¢n)
[representa un cuadrilatero en (X,Y)]

1 1 n H
[ [ flen)agin = 2 o)

=

» La férmula de n puntos en

1 cada direccion integra
e N & exactamente un polinomio
de grado menor o igual a
2n-1 en cada coordenada

X X[ £ x4 normalizada
x %] x5 « El error es del orden

7 0(A2"), donde A es la
R distancia entre puntos de
L T E b il = P
3! X integracion.

25
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Integraciéon numeérica

FORMULAS PARA INTEGRACION NUMERICA DE TRIANGULOS

Toordenadna

- Orden Figura Erret Puntos Trianguisrss T
O Integracion sobre un P
triangulo en (L,L,,L5) Linesl & R=00%) b1 '
1 pl-L; o N
= . b i
-L JlO f(l']; Lz: L3 )dfd’? = Cuadritico A R=0() b (%8 H
= e {0} ]
:ZFfo(Lﬁ:inani) A
i1 B NN =
b 06,02,02
Ciibico R=0(N) ¢ 02,08, -.:} 8
d 0.2,03,08
STk a () 0.2250000000
b a, 8,8,
Quinto R = 0(A%) € Ao, 8, l 01323941527
é ;Ei 4 B..A, 3
. a,.8,.8,
! 8,0, 8, 01258391805
¢ 8.8y,
-;“: 0.059T158717
B, = 0.047T0142084)
Zienkiewicz (1980, pag. 232) gt
26
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Integraciéon numeérica

[0 Integracion exacta. Orden necesario

B La integracién exacta del polinomio que aparece
en las distintas integrales asegura la
convergencia.

B Se requiere n puntos de integracién para
integrar exactamente un polinomio de grado
ZI-EL

B La integracidén exacta no es posible en
elementos isoparamétricos de lados curvos, ya
que la transformacion de coordenadas hace que
el integrando no sea polindmico sino racional.

B En tal caso, se escoge el orden de integracion
adecuado para el mismo problema pero
planteado en un elemento de lados rectos.

27
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Integraciéon numeérica

[0 Orden de integracion minimo necesario para
mantener la convergencia

B Se requiere el numero de puntos adecuado para

integrar exactamente

OO0 la parte de los coeficientes de la matriz de rigidez
determinada por el polinomio completo de mayor
orden contenido en la funcién de forma
- polinomio de grado 2(p-m), siendo:
B p el grado del citado polinomio completo
B m el orden de derivacion que aparece en las

deformaciones

O en un elemento similar al considerado pero de

lados rectos

28
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Integraciéon numeérica
=

O Puntos de colocacion

6ptima i%“—’-'—'—‘-’-‘i_‘-g E
B En general, los - e
puntos de integracion wErive
de esta cuadratura
minima coinciden con E |
los puntos éptimos de T

calculo de las
tensiones (aquellos
donde estas presenta
la mayor precision).

\Variacion exoch

. Volores en los obcisas
el esfuerzo cortante e os pontes de

Ofiate (1992, fig. 5.35) o Pgen
Zienkiewicz (1980, fig. 11.9)

29
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Integraciéon numeérica

[0 Singularidad de la matriz de rigidez

B En algunos casos la integracion con el minimo
numero de puntos puede hacer singular la
matriz de rigidez!.2,

B Para evitarlo el orden de integracion debe ser:
[0 Elemento triangular lineal (3 nodos) = 1 punto
[0 Otros elementos triangulares - = 3 puntos
0 Elementos rectangulares = = 2x2 puntos

® En ocasiones se busca intencionadamente la
singularidad = integracién reducida
(la veremos mas adelante)

1 Zienkiewicz (1980, punto 8.11.3)
2 Ofiate (1992, punto 5.9.3)

30
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0
El elemento rectangular C” de cuatro nodos

Debilidades

El elemento rectangular C% de cuatro nodos
Debilidades

[0 Finalidad del apartado:

B Analizar las debilidades del elemento rectangular
CO de cuatro nodos (comun a las familias
lagrangiana y serendipia)

B Mostrar dos técnicas para eliminarlas que
también se utilizan en la aplicacion del MEF a
otros ambitos:

O Integracion reducida
O Adicion de modos incompatibles

B Describir el elemento asi modificado, que se
utiliza en algunos programas comerciales

32
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos

Debilidades
—
O Elemento rectangular de Representacion de N,
4 nodos ' s
|7 ey
4 I 3 0203

®0,1-02
=001

1 2 0.7-0.8
. 0,6-0,7
Lineal (4 nodos) e
0,304

33
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

[0 Fortalezas
B Elemento simple 2 poco trabajo computacional

B Muy preciso en problemas de traccién o
compresién dominante (el campo tensional varia
poco)

[0 Debilidades

B Poco preciso en casos de flexion dominante (el
campo tensional varia rapidamente)

B En este caso, requiere mallas muy densas

34
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

0 Comportamiento a flexion

E =

a a

I
! kY kY
L]
D 9
i
(&)
B Segln la elasticidad bidimensional (B)

k kab ov  Ou
— r—_  F —=—==F :0
u X1 in Yy oY or

= - - = s
vzﬁ(a‘—X‘Jrv( -—1’-)):%(1—5-)+V2E (1-7%)

B Aproximacion con el elemento finito (A)
u:cxy:cg”:%fv = v:O 781) 83{:@}(

= =

S i i T o

|
[~
e ——
(B

cX oY E

35
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

0 Comportamiento a flexion

a

| |5

a

|

|
Al e

D9

=

B El elemento finito no puede reproducir los

desplazamientos verticales = es demasiado rigido

El elemento finito evallia por exceso la distorsion
angular, la tension asociada a ella y los términos de

la matriz de rigidez que dependen de
- es demasiado rigido

ambas

%Z%

36
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Mejora mediante integracion reducida

El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante integracion reducida

et 1 1Y

.

(3¢ |

e e

]
b
—
i
() (B)
v ou S dv  Ou
T ey 5= o oF

O Eliminacidon del exceso de rigidez asociado a la
estimacion por exceso de la distorsion angular
B Los términos de la matriz de rigidez asociados a la
distorsion angular se integran con un solo punto de
Gauss [que es el (0,0)]
B En él la distorsion es nula, como en la solucion exacta.

® FEl resto de términos se evallan con una cuadratura de
2X2 puntos

38
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante integracion reducida

O

O

=]

La técnica descrita se denomina integracion reducida

selectiva o, simplemente, integracion reducida.

Se puede aplicar del mismo modo a los elementos

isoparamétricos derivados del estudiado.

Se utiliza en otros ambitos en los que la funcién de

forma, en ciertas circunstancias, produce una evaluacién

muy por exceso de algln término de rigidez (fendmeno

denominado bloqueo). Por ejemplo:

® FElasticidad con materiales casi incompresibles (v=0,5)

B Elementos viga de Timoshenko muy delgados

B Elementos placa o lamina de Reissner-Mindlin muy
delgados

La integracién reducida no perjudica los casos donde no

es necesaria (por ej: cuando los elementos viga o placa

citados no son muy delgados)

39
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Mejora mediante la adicion de modos incompatibles

El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante adicion de modos incompatibles

O

Otra alternativa de mejora es complementar la
funcion de forma con nuevos términos que
permitan representar el modo de deformacién
de flexion.

En este caso, produce mejores resultados que
la integracion reducida del punto anterior.

Estaran ligados a variables anodales, es
decir, a incognitas que no representan el
desplazamiento de ningun nodo.

Si violan la continuidad C° en el contorno,
como de hecho va a ocurrir, se denominan
modos incompatibles.

41
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante adicidon de modos incompatibles

= Y =

a a |

e iR

(A) (B)
0 Solucion problema flexion (elasticidad 2D)
kab ka® .\ Vkb? 5
u=——= = v=—-—\\1-¢" |+
E o 2E( g ) 2E ( - )

0 Nueva interpolaciéon (Wilson et al., 1973)
4
u:ZNI.(f,zy)ui+(1—§2)u5+(1—772)u5
i=1

Variables anodales
4

o, :ZNE(f,U)vI. +(1—§2)v5 +(1—772)v6
i J
Interpo!acién(l:ﬂ 4 nodos

42
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante adicidon de modos incompatibles

4

u= ZN;'(‘:ZW)”; +(1_§2)”5 +(1_772)”6

ve SN (En) (-2 (-2

0 Los términos adicionales modifican los desplazamientos
en el contorno = dejaran de ser compatibles con los del
elemento adyacente
- modos incompatibles.

0 El elemento deja de ser de continuidad C° para pasar a
ser no conforme.

O Las variables anodales tienen caracter de grados de
libertad internos = pueden eliminarse por
condensacion estatica.

43
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos

Mejora mediante adicidon de modos incompatibles
]

O El elemento no conforme de Wilson
(Taylor et al. 1976)
B El elemento descrito satisface el test de la parcela si
se evaluan:
 Los términos de K correspondientes a las variables
anodales mediante integracion reducida de 1 punto.

O Los restantes términos mediante integracion
convencional de 2x2 puntos.

B |as variables internas se pueden eliminar por
condensacion estatica.

B El resultado es un elemento que presenta un
i:gmpogtamiento muy bueno con pocos grados de
ibertad.

B Eso hace que sea utilizado en numerosos programas
comerciales.

44
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Tema 07:

Estructuras de barras por el Método de los

Elementos Finitos (l)
—teoria de Navier-Bernoulli—

Introduccion

Introduccidon

O Objetivos del tema (1):

Definir estructura de barras. Caracterizar los
diferentes tipos de estructuras de barras

Establecer la escritura matricial del TTV para la barra
basada en la teoria de Navier-Bernoulli (flexion) vy la
teoria aproximada de la torsién no uniforme

Formular por el MEF las respuestas de axil y de
flexion, mediante elementos finitos lagrangianos
lineales.

Formular por el MEF la respuesta de flexion mediante
elementos finitos hermiticos cubicos.

Analizar la precision de los resultados. Establecer el
caracter exacto de la solucion obtenida en los nodos.
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Introduccidon

[0 Objetivos del tema (2):

B Definir los cambios de sistema de referencia
necesarios.

B Repasar el procedimiento de ensamblaje del
sistema de ecuaciones de rigidez. Interpretarlo
como planteamiento de las ecuaciones de
equilibrio de nodo.

B Describir las lineas generales del Método
Matricial de Calculo de Estructuras. Identificarlos
con la formulaciéon del MEF basada en la funcién
de forma natural.
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Introduccidon

O Estructura de barras
B Conjunto de barras unidas entre si y al referencial
por sus extremos, concebido para resistir y transmitir
cargas.

0 Pértico plano
B Estructura de barras cuyas directrices yacen en el
mismo plano =, en el que tambien se situan las lineas
de accion de las fuerzas exteriores y uno de los dos
ejes principales de inercia de cualquier seccion
transversal. Ademas, el eje de los momentos
exteriores ha de ser perpendicular a dicho plano.

0 Como consecuencia de ello, los movimientos de los
puntos de las directrices estan contenidos en el
plano m, los giros se producen respecto a un eje
perpendicular a él, los esfuerzos que son
componentes de fuerza estan contenidos en él y los
que son componentes de momento tiene su eje
perpendicular al mismo.
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Introduccidon

O Emparrillado plano

®m Estructura de barras cuyas directrices yacen en el
mismo plano n, en el que también se situan los ejes
de los momentos exteriores y uno de los dos ejes
principales de inercia de cualquier seccidn
transversal. Ademas, las lineas de accion de las
fuerzas exteriores han de ser perpendiculares a dicho
plano.

O Como consecuencia de ello, los movimientos de los
puntos de las directrices son perpendiculares al
plano n, sus giros se producen alrededor de ejes
contenidos en él, los esfuerzos que son componentes
de fuerzas son perpendiculares a = y los que son
com||:>onentes de momento tienen su eje contenido
en él.

] Estructura de tipo general

B La que no cumple ninguna de las definiciones
anteriores
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Introduccidon

[0 Estructura de barras S =
m Elementos = barras = — = 1
® Nodos — —

B Fuerzas sobre las
barras (no dibujadas)

S |
® Fuerzas sobre los nodos !LYX L
m Sistema global de t = (‘: —
referencia | =
B Sistemas locales de == = '
referencia | 3
A = e
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Formulacion matricial del TTV
(hipotesis de Navier-Bernoulli y de Coulomb)

Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

O EI TTV para un estructura de barras (teoria de Navier-
Bernoulli -flexion- y aproximada de la torsion no uniforme?)

N

S = Zéﬂ'(g) -0 YSd e d 8I1(®) es un escalar, tiene el mismo valor en
= cualquier SDR.

i 8I1' (¢) es el mismo escalar, con los factores
ST = ST1® + cambio SDR que los forman expresados en otro SDR.

cste)—J' Se N+ 8y, M, +8y, M, +86 M, }dX —

‘j a0y Su+qy §v+qz&V+mX5¢X+mx€4,;)+)d =

{5“ FX1+5"'F)1+5“’1F21+5§0X1 1+( &V:X)MF1+(5VX)MZI}
*{&lem+5"2F}*2+5W:F22+5§0X2 X2+(*5W=X)2M;'z+( :X):Mzz}

1 Casanova (2011, pag. 226 y ss.)
Casanova (1993, pag. 138 y ss.)
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Formulacién matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

[0 Expresion matricial de 8I1(¢)

L L
| {6 N+, M, +6y, M, +60M, JdX = [ &' o dX
G=1{0s 60 Sy, Oy, , Se={N M, M, M,V

L L
[ laxduta, & +q,00+m, Sp, WX = | 82" qdx

Sd={u & & Sp.f , dq={gy 4 q; mef

10
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Formulacion matricial del TTV

(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

[0 Expresion matricial de 8I1(¢)

1Y

|

i 8=v,

= = =

v e
£

‘S“s_er&’sF}?+‘5W5F2f+5¢X?Hﬁ+(_&v:x)iﬂﬁ+(5"’:X);st}:5d?i} i=12
8d, ={6u, &v, Ow, Spr —Sw.y vy} ={0u, S Ow, Sp; Sor vz
'::ﬁiﬁ ;; ﬁ; jzﬁ jZﬁ jiﬁ}?

i

|

11
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Formulacién matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

[0 Expresion matricial de 8I1(¢)
SI1® = [ {66 N +67, M, +67, My +56 M}
= POEN RO M h O Myt T =

I
[ gy u+gy Sv+q; S0+m, Sp, JdX -

= {'5HIFX1 Jr5"’1*’?}71 +5‘V1F21 +5¢’X1HX1 +(_ oW, 5 )1Hr1 +(3"’711’)1}"721 }_
= {5“2FX2 +5"2f}'2 + oW, ﬁzz +5¢’X2MX2 +(_ &Vux)gﬂ?}'g +(&]:X)2MZ?.}

2
ZIDL&TodX_j:&quX—Z_IchSE

12
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Formulacién matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

0 Aclaracion: significado de las fuerzas E

B E son las fuerzas que actian en los extremos de la
barra; en una estructura, las fuerzas que ejerce
sobre una barra aislada el resto de ésta.

R S DR 4
s .\' | t ’ : = | ¢ F’
— - — o 1
L. i L ,’1 }/
=b
| r | F, =
== = ‘ i = S | "_:zb i
. X . .
o = (o ey - = (c — /
| o
| I = | _— e F2 =
== P = Y
P L% bt P i L_X Vs
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Formulacion matricial del TTV

(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

[0 Relaciones cinematicas (teoria de Navier-Bernoulli)

du
L=——
dXx
d*w
_dX2
d*y
o= 9%«
dX

Ay =

Az

tn

Ay

gZZ)
H_J

d
dX

0

0
dZ
= dXZ

0

==

dxX
0

14

- 253-



Formulacién matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

[0 Ecuaciones constitutivas
(teoria de Navier-Bernoulli)

N =FA¢
M, =Elyy
M,=Elx,
M, =GJp

« J = moédulo de torsion

=

N
M,

M
M

=

el

H,_.J

G

S

J

| EA

0
0
0

0
GJ
0
0

0
0
EI,
0

=

0
0

EL, |

=it

» Hipoétesis: centroide y centro de esfuerzos cortantes coinciden.

15
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Discretizacion por elementos finitos

Problemas desacoplados

Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

: Nétese que las variables
L Desacoplamlento propias de cada problema

I = — : sélo intervienen en los
ST = J‘O {'&.NH(;ZZ Mz|+|5lr M, ‘+$€M}} _ | términos indicados en

cada caso.
— [ [ 80, £y 594 Gy 5} 5003 )X —
— U Py, 4 80, By 180, B 80 My + (= 6w, ) My, + (80, ) My, |-
Ao, Fo )+ 80, By, 10w, ) 4800, M ) +(E6w, 5 ), Mg, + (8, ), M 4., |}

[0 Problema axil=> N, ¢, u, gy, Fy

[0 Problema torsion> M., 6, ¢y, my, My

[0 Problema flexion plano XY=> M, v», V, qy, Fy
[0 Problema flexién plano XZ> M,, », W, g, F>

17
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Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

[0 En conclusion: la respuesta mas general de
una viga se estudia mediante cuatro
problemas desacoplados.

[0 Eso permite plantear este punto como:

B Estudio de la barra sometida a axil

B Extrapolacion de los resultados al caso (analogo)
de |la barra a torsion

B Estudio de la barra sometida a flexiéon en el
plano XY

B Extrapolacion de los resultados al caso (analogo)
de la barra sometida a flexion en el plano XZ
[0 Nos centraremos en la barra recta de seccién
constante.

18

- 256-



El problema de la barra sometida a axil

Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

[0 Desplazamientos y deformaciones

a=bt0) =l

\ﬂ_/d

L

€

[0 Condiciones a cumplir por la funcion de forma:

B Deformaciones = derivadas primeras de d

[0 Deben existir las derivadas primeras =0
= funciones de interpolacién al menos lineales

[0 Se requiere continuidad C° en el contorno
[0 Las cumple una interpolacion lineal

20
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

[0 Coordenadas normalizadas

Y K
XC _>i = g
— 2 —— 1
§=2X_XC — d§=2d—X
L
dX=§d§

[} (e =[ ele)=de

21
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

[0 Interpolaciéon: polinomios de Lagrange de
primer orden (2 nodos)

1 ( = ) n = numero de nodos
L?(é) = H § é:J i = nodo donde la funcién vale 1

=1 (5:'_51')

J#I

_ 72 = g_é’z _1 _
Nl(f)—Ll(f)—E—E(l &) N, N

—2 — 5_51 _1
NO=EE= 5 ~1aes WMW

22
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil
]

[0 Interpolacién:

u,

dé 2
a--Ine) MWL s
0 Deformaciones /

A={é}=[d}{ﬁ}=[2i_

- z
M2ay, 2an, J[a] [ 1 10[d]_o
(Ldé LdE|la) | L L4 :

B a,

Valido para cualquier
funcion de interpolacion

23
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Discretizacion por elementos finitos

El problema de la barra sometida a axil
I B —————— ——————.

[0 Deformaciones virtuales

S

[0 Esfuerzos

6=Di — {5}=[EA][—% %HZ}:[_% %HZ}

24
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

[0 Matriz de rigidez

[ ax=] &IB'DBa, Zds-=
0 =1 2

1| 7 =1
-acf,| - [pa -1 ﬂgdéaféaf@[l 1}[(;]_lae=

25
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

[0 Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior
del dominio i
==

[[arqax -] siNgZas-all |2 (&) de
L9

L
2L 0alods)

T e dedee ]

o

T
m Sigy=cte. > ¢ ={QLL @}

26
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

[0 Fuerzas puntuales en los extremos

|

: — — = F
Zé‘d?F: ;&?IFX1+&2FX2 ={‘%”’\'1 ‘5&'2} — =é‘a§
i=1 — | I,

&15 —

F

[0 Funcional de trabajos virtuales de la barra
T o7 L oo :r_2 e
MO =[ &"od¥ -| A qdXa] gé‘diFF
=~ a’Ka,—a'f,—a’ F=ca’ (Ka,—f, —F)

[0 Relacion de rigidez de la barra (cond. equilibrio)
Ka,—f -F=0

27
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

[0 Analogia con el problema de torsion

____Axil________ Torsibn
u Px
N M+
EA GJ
Ax my
F, M

28
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

[0 Resultados del problema de torsion
(basados en la analogia; con las mismas funciones de forma)

ae={§9;r1 ‘pxz} F={FX1 sz}

@ L ma
K= e = 1

= of s ()

29
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El problema de la barra sometida a flexion

Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Desplazamientos y deformaciones

d={(x) {E { dzz} v

=
d

Giro unitario

alrededor del eje Z L

[0 Condiciones a cumplir por la funcion de forma:
B Deformaciones = derivadas sequndas de d

[0 Deben existir las derivadas segundas 0
= funciones de interpolacién al menos cuadraticas

[0 Se requiere continuidad Ct en el contorno

[0 Las cumple una interpolacion cabica
(para garantizar la continuidad en el contorno)

31

- 267-



Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Interpolacién cubica (justificacion)
B Parametros nodales: se necesitan 4 para
garantizar la continuidad C!.

{dvjdx), {dvjdx},

B Cuatro parametros definen un polinomio cubico

v=a,+aX+a,X +a, X’

32
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Funciones de forma Hermiticas (1)

N§=;0-35+8) M- 1-s-2+8)
N(@)-70+3£-8) M- 1-s+5 )

L2

i
0,8
0,4

0,2 -

—_ ] —_ D — D —r

33
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Discretizacion por elementos finitos

El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)
I B —————— ——————.

[0 Funciones de forma Hermiticas (2)

{VA}=[N1 N, N, N:t]‘

(d¥/dE),

v,

(d¥/d),

-

S

de 2
ax L

dv _dvdé 2dv
dX dsdXx Ldé
dzv_ 4 d*
e

- ('\1=Nae

34
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Deformaciones 1
s e A ] [4 & L L ]j{dv/dx)
=t s [P g [ 5w S
d*v 4 d*v / k((“IIVA/dX)z
2 ;2 2 = = -
dxX*— I dxe 5,
_[4aN 24N, 4N, 2dN,||(@dX), |
I* dé* L -dE>— I dE* L -d& v, =
e | (e¥/dX),
= —_—

[65 —1+36  6f 1+3§} N
I L - 5

35 35
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Discretizacion por elementos finitos

El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)
I B —————— ——————.

[0 Deformaciones virtuales [ &)
_ d(ov)/dX
&={&}=[g Le3E 6 1+3§} (d(o0)/dx), _Bén,
z L L L v,
(a(o0)/dx),

[0 Esfuerzos

36 36
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Matriz de rigidez

[[& eax-[ &'B'DBa_Lds -
0 = 2

6¢
LZ
=E==
L
65
=7
=232
L

]

62

L2

==

55

6 1+3¢]L
= Zdéa =
i = Jz =2

37

37
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Matriz de rigidez

[ 12EI, 6EI, 12EI, 6El, ]

T T T T
6EI,  4EI,  GEI, 2FI,
—5 7 E = 2 =
“=O \JEI, 6EI, 12EI,  6LI, [P~ MK
- D L I

6L, 2EI,  6EI, AFEI,
I= F 5 £

Ai]

38 38
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior
del dominio

[[ 87 qax = [ GIN'qZdé = ]
=2 |

N

¥ L
N, =N, N, =N,
z 2

B Sigy=cte. > fez{%’l’

/

_/

L[ N (E)gy (e |

L GG S
j N,()gy (£)aé

\_I J‘_l N4 (5) dy (St)dsg_

b
£,

2

= f,

T
&L gL _ QYLz}

12 = 12

39

39
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Fuerzas puntuales en los extremos

2 = = = A— =
Z&?E = (%IFY] +(5;3X)1MZI +5V2FY2 +(§}JX)2M22 =
i=1

B M _
=:{§v1 (5&:){)1 502 (&;:X)z} FZI>=§'a§F

&17

40

40
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Funcional de trabajos virtuales de la barra
@ (Lot (F T 1r_2 e
M =[ &"odx -| A qdXa] ;eidff;z

= 5a’Ka, —6alf, —6al F = &’ (Ka, —f, - T)

[0 Relacién de rigidez de la barra (cond. equilibrio)
Ka —f -F=0

41 41
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Analogia con el problema de flexion (plano XZ)

Plano XY _____ Plano Xz |

4 w
¢z (=dv/dX) oy (=-dw/dX)
M M,

EIl, Elr
qy az
FYI FZ:‘

42
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Discretizacion por elementos finitos

El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

[0 Resultados del problema de flexion (plano YZ)

(basados en la analogia; con
las mismas funciones de forma)

ae:{ﬁ"l (_ﬁ”X)I ﬁ’Z (_ﬁ”x)z}r

F:{Fm M, F;, Mfz}T
12EI,  6EI, 12EI,  6EL

I T i I’
6EI, 4EI 6EI, 2EI,

K= L L r L
B2EE.— 6EL— DEI GEL

¥ F F F
6EI, 2EI 6EI, 4EI,

. I I L

= EI‘N

- I
I

TLN

5)%'
E)g (&)

43
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Resumen de resultados

Resumen de resultados

I B —————— ——————.
0 Barra de portico plano: axil + flexion XY

a,={u, v, ¢, 4 v, @,) siendo: ¢, =(0,) ., ¢,=0y),
F_{FXI FYI HZI sz ‘F}’z HZQ}T
Ly : | =
S L NS (8)ae N()=201-¢) =
Lp : = cambiado la
2 L NoA)ar($)s N.(¢)= %(2*34’ +&°) numeracién
L g | de funciones
I_[_INs(‘f)‘ﬁ'(f)d‘f Ns(_f):z(l—_f—_fz+_§3) de forma
f —
e L 1 : =
EI_IN-'I-(éJ:)QX(éJ:)d‘f NJ(g):%(l+g)
L g ,
S M6, () N(2)-Lee3-2)
L2
S RAGINGE N)=LC1-gr842)
45
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Resumen de resultados

0 Barra de portico plano: axil + flexion XY

s e
5 12EI,  6EI,
= 6EI, 4EI,
2 L
12EI,  6EI
0 - r I
= 6EI, 2EI,
7 1

0
6EI,

L2
2EI,

L
0
_ GEI,

LZ
AEI,

EA
=
L
12E1
0 = =
o SEL
LZ
B4
5
12E],
L3
o _OEL
L2

5

46
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Resumen de resultados

O

ae
F-=

Barra de emparrillado plano: torsidon + flexion XZ

i

{Wl Per P Wy

— — —
My My F;, My, Myz}

L
S
— I

L
o8
L

£)a (E)dE
m (E)dE
£)q,(£)as
é’)df
(&)m
o(£)q.(£)de

@X Z ‘;‘aYI?. }T

siendo:

‘;3}'1 = (* ﬁ)JX )1

47

> ‘;‘9}'2 = (7 W:X)z
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Resumen de resultados

I B —————— ——————.
O Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

[ 12EI, o _GEL, 12EI, GEL ]
= 7 E 7
0 = 0 0 =8 0
=5 =
_ 6EL = 4EI, 6EI, = 2EI,
= = L = L
_12EL, 6EI, 12EI, 0 6EI,
7 i I 7
0 = 0 0 = 0
I L
_ 6EL = SET 6EIL, = 4EI,
==z 2 = I—

48
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Resumen de resultados

I B —————— ——————.
O Barra de estructura de tipo general

= = = ~ ~ ~ = = = - ~ ~ T
ae_{ul Vi W @Oy Oy @y Uy V, W Dyy Dy ';922}

siendo : é’y’l :(_ W,y )1 > ‘72’21 :(va)l > gE’Y: = (_ W,y )2 > é’zz = (‘;ax )2

F:{Fn Fm FZL My, M, M, sz

ol

= = — — Or
0 Fz My, My, Mzz}

49
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Resumen de resultados

I B —————— ——————.
O Barra de estructura de tipo general

Lfw@ude | [ Lf @t |
L[ V. @aslene RGOS
i L Me)aa(e)is S RAGG
5 —{fﬂ} = L , £ = L ;
2 EL N(&)m (&)de EI_]N4(§)?”X(§)d§
A S AETAGT L[ Ne)a (o
LNOae | | B n@we |

N@=20-8) NM(@-10-36+&) NE)-1l-d-£+&)

N(Q=20+8) N(O)-0+36-¢) W@-t1-¢+8+8)

50
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Resumen de resultados

I B —————— ——————.
O Barra de estructura de tipo general

EA
L
0

< (=)

C)H|E|D [==]

=

=

0 0
12E1, 5
I.;
0 128,
b
0 0
6EI;
0 = ﬁ?
6EI, 5
L.‘.
0 0
_12EL, 5
Li
= _uﬁg
0 0
o -5
e
6EI, 5
Ll

0

EA

12ET

T,
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Precision de los resultados

Precision de los resultados

O El planteamiento anterior proporciona los valores exactos
de la solucion en los nodos.

Esto no es habitual en el MEF

Se debe a haber utilizado la funcién de forma natural

(solucion de la parte homogenea de la ecuacion diferencial que

gobierna el problema).

Esta propiedad de la funcién de forma natural se cumple en

todos los elementos finitos unidmensionales (rectos o curvos).

=]

Esta propiedad l|a citan y utilizan numerosos autores, por

ejemplo

B Hinton, E. vy Owen, D.R.J. An Introduction to Finite Element
Computations. Pinerigde Press Ltd, 1979. Padg. 131.

m  OfaTe, E. Calculo de Estructuras por el Método de los Elementos
Finitos. Analisis Estdtico Lineal. CIMNE, Barcelona, 1992. Pag. 36.

B YAMADA, Y. Y Ezawa, Y. “On curved finite elements for the analysis of

circulararches”. Int. J. Numer. Meth. Eng. 11: 1635-1651, 1977

Para su demostracion refieren a

Tong, P. "Exact solutions of certain problems by the finite elements
method”, AIAAJ, 7: 178-180, 1969

Zienkiewicz, O.C. Y MorGan, K. Finite Element and Approximations.
Wiley, 1980
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- 287-



Precision de los resultados

0 Precision de los desplazamientos y esfuerzos en
puntos del interior del elemento:
B No son exactos: su valor depende de la
interpolacion, que ni siquiera tiene porqué ser un
polinomio del mismo orden que la solucion exacta.

d=Na, , £€=Ba, , 6=DBa,
B Esto, en la practica profesional, no es un problema:

basta colocar un nodo donde sea necesario conocer
valores exactos.

4
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Precision de los resultados

0 Puntos optimos para el calculo de esfuerzos.
Se puede demostrar! que:

B Si la ley de esfuerzos exacta —que, en general, no se
conoce- es un polinomio de gradon, v la
aproximacién por elementos finitos uno de grado n-1,
los valores de esta ultima en los puntos de
cuadratura de Gauss-Legendre de orden n son
exactos.

B Sj la diferencia entre las leyes exacta y aproximada
es de mas de un grado, los valores de la ultima en los
puntos de cuadratura citados aproximan un término
mas del desarrollo en serie de Taylor de la ley exacta.

1 ONATE (1992, pag. 115 y s.s5.)

35
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Casos mas habituales

Precision de los resultados

0 Puntos optimos para el calculo de esfuerzos.

Como consecuencia de lo anterior:

Axiles o torsores

0 La interpolacién adoptada origina leyes de esfuerzos
constantes.

[0 Si las leyes reales son constantes o lineales (g, 0 my nulas
o constantes), el valor en el centro del elemento es exacto.

0 En cualquier otro caso, es el mas aproximado.
Flectores

0 La interpolacién adoptada origina leyes de esfuerzos
lineales.

[0 Silas leyes reales son constantes, lineales o cuadraticas
gy 0 g, nulas o constantes), el valor en los puntos de
auss para la cuadratura de orden 2 es exacto.

O En cualquier otro caso, es el mas aproximado.

Con independencia de lo anterior, por equilibrio se
puede conocer el valor exacto de cualquier esfuerzo
en cualquier punto.

26
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Sistema global de ecuaciones. Ensamblaje

Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

RS,
00 Hasta aqui hemos obtenido, para cada barra de la

estructura, una relacién de rigidez -ien ejes locales
de barra!- de la forma

= K’ L 2] [E"| [0
Ka,—f,-F=0 < [ = f}{a;}—{ ';j}—{lb =
Kz] K22 az fez F2 0

® E| superindice b se introduce para recordar que la
relacion corresponde a la barra b.

OO0 El siguiente paso es expresar estas relaciones en
ejes generales, obteniendo

1,! " K'fl K'i)z a'f f'il F'i) _ 0
Ka—f,-F=0 o | 1 “epfii ey o1l
K21 KZZ aZ fez FZ 0

B La prima indica que la relaciéon esta en ejes generales

38
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Sistema global de ecuaciones:

ensamblaje

O Cambio de sistema de referencia

bbb b _ mpbgb bbb
a.=Ta , ' =Tt , F. =TF

siendo
cos(B) —sin(B) 0
Tipneo =| sin(f) cos(B) 0
0 0 1

TGema.ra.i =

1 0 0
TEE-JmpamHado =0 COS(ﬁ) —sin(ﬁ)

0 sin(B) cos(p)

iri'
irj'
ik

i
i
K

0
j'i' k-i'
it Ky
j'k' k'k'J

donde p (problemas planos) se mide desde el semieje X’ global hasta
el semieje X de la barra, en sentido contrario a las agujas del reloj.

29
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

i i
[0 Ensamblaje barra b (i-j) 0 -
— [i2[F] [KG]KG[[aP] [f0
J = b b B 1h prh
; . 3'} ;F; (22— J;zJ
' Y T =1 r f 3 r =
_____________________________________________________ Be—
T=mnl | & | m =7 R N | I 1o TH -
Flr ________ Ki_l __________ i Klz __________________ g_’_ = fel =
4 . = A =+ 4 :
e el peee—iEm T — e
Bl 1 | < ([=f == EEEErcES
e =t =—ime
S J e = kaNJ w J
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

[0 Interpretacion del sistema de ecuaciones

-5
@ [ ] ‘{s?bi / @
= b:\‘- P2
£
Py ™0 @ @

Ecuacién de equilibrio del nudo

F aih—=ih)—=<i55
= P-FE " -K"-F"=0
@ == P; — Erbl + Flrbz + Erbf#

61
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

T~ = =
i j
[0 Ensamblaje barra b (i-j) 0 -
- b 2] th 1h th
— — = = i”F l K, K;|a fo
,— ! 4 l - T’ b 1 1D ¥ o
r Tr 1 r 3
__________________________________________________________________________ o

—r” : B e : J- e =
‘.‘ == == — : p+4 ! ¢|Ecuaciones
e e L L e ———— e e L -lb .
n’ e : o ¢ | |de:equilibrio
b = ' J e2 | [@el nudo
s s Y
== == =
— kaNJ S =
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Un punto de vista alternativo:
el Calculo Matricial de Estructuras

Un punto de vista alternativo:

el calculo matricial de estructuras
=}
En cualquier barra, si se conocen:
B La geometria inicial
B |as fuerzas exteriores en el interior de la barra
B Los desplazamientos de los extremos
B Las fuerzas en los extremos de la barra (en
equilibrio con las anteriores)
se puede calcular:

B Los esfuerzos en cualquier punto intermedio C,
por equilibrio del tramo 1-C o del tramo C-2.

B Los desplazamientos del punto C, mediante las
formulas de Navier-Bresse (o los teoremas de
Mohr si se trata de una barra recta de seccién
constante).

64
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Asi pues, para resolver una \ .
estructura de barras basta O z
determinar: — | ==
O Los desplazamientos en los A L
extremos de cada una de las —e
barras
O Las fuerzas en los mismos | =
puntos = |
= == |
i >< i
Para hallarlos, sabemos que: e - c “— o
O Los desplazamientos de cada
extremo de barra coinciden | ==
con los del nodo al que esta = : |
unido. = Y
O Todas las barras deben estar ' 5
en equilibrio. Vs == Vo

O Todos los nodos deben estar
en equilibrio.

65
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

En cualquier barra en equilibrio, las fuerzas exteriores y los
desplazamientos de los extremos se relacionan mediante:

f K, K,|/d fio
- = ==
2f f, K, K,]lld, fzo
2
\ £, = K, K,||d flo
£* K, K,]ld, fzo

N

‘ Fuerzas de empotramiento perfecto ‘

Barra
N F* descargada

66
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Determinacion de la matriz de rigidez:

[0 Resolviendo N problemas de desplazamiento impuesto,
sin cargas exteriores. En cada uno se impone el valor 1 a
uno de los desplazamientos de los extremos y 0 a todos
los demas. Proporciona una columna de la matriz de

rigidez.
e,
0 == Reacciones
0_4 1

%

T N
f*1 _Ku KLJ-' Kl:n 0 (KL_;'
f* K K d = - : - = -
{ *1}_{ - le 1} > fF =Ky e Ky o Ky Rle=9K,,
f z K21 KZZ d2 s : > = = =
f*\ _K\l KN:I K\ N 0 KN:_;'

67
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

]
Determinacion de las fuerzas de empotramiento perfecto
O

Teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti

vi(X) es el desplazamiento
de la viga descargada
sometida a un desplaza-
miento impuesto v,=1.

Es decir, es la soluciéon de la
parte homogénea de la
ecuacién diferencial corres-
pondiente, con las constan-
tes determinadas para que
v2=1 y los restantes despla-
zamientos nodales nulos.

Es la funcion de forma
adoptada correspondiente al
desplazamiento dual de RI.

68
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

I B —————— ——————.
Relacion de rigidez de la estructura y postproceso

O Las relaciones de rigidez obtenidas implican implican el
equilibrio de la barra.

O Los desplazamientos de los extremos de las barras se
identifican con los de los nodos.

O Les ecuaciones de equilibrio de nudo se imponen
mediante el ensamblaje convencional del sistema global
de ecuaciones, como hemos visto en un punto anterior.

O Las condiciones de contorno cinematicas se imponen
como vimos en el tema 3.

O La resolucién del sistema permite obtener los
desplazamientos de todos los nodos.

O Luego, el analisis de la relacion de rigidez de cada barra
permite obtener las fuerzas en los extremos de la
misma.

iEl mismo proceso que vimos en en MEF!

69
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Coincidencia de la relacion de rigidez

a

il

Método Matricial de Calculo de Estructuras

K

MAT

Método de los elementos finitos

K

MEF

d+ fO =f La solucion del Método Matricial
es exacta en los nodos. Asi

pues, estos resultados justifican
que la solucién por el MEF

f F 0 adoptada también lo es.

Perod=a.,y f=F ; es sélo una cuestién de notacion en
cada método.

Y, si en el MEF se adoptan las funciones de forma
naturales las propiedades vistas anteriormente exigen

K

MAT

por lo
casos

== = .

e

que la relacion obtenida es la misma en ambos

Se comprueba facilmente comparando los resultados anteriores con
—— | los que figuran en cualquier libro de Calculo Matricial de Estructuras.

70
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Tema 08:
Estructuras de barras por el Método de los

Elementos Finitos (Il)
—hipdtesis de Timoshenko—

Introduccion

Introduccidon

0 Objetivos del tema:

B Establecer la escritura matricial del TTV para la barra
basada en la teoria de Timoshenko (flexion) y la
teoria aproximada de la torsién no uniforme

B Observar que en lo relativo a extension y a torsion no
hay diferencias con el planteamiento del tema
anterior.

B Formular por el MEF la respuesta de flexiéon mediante
elementos lagrangianos lineales.

B Observar el problema de bloqueo y describir los
principales procedimientos para resolverlo

B Formular por el MEF la respuesta de flexion mediante
la funcidon de forma natrual (solucién exacta, libre de
bloqueo).
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Formulacion matricial de TTV
(hipotesis de Timoshenko y de Coulomb)

Formulacion matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

O EI TTV para un estructura de barras (teoria de Navier-
Bernoulli -flexiéon- y aproximada de la torsion no uniforme?)

E\‘T
SEE—— Zéﬂ'(") =0 V/Sd € . | 1@ es un escalar, tiene el mismo valor en
= cualquier SDR.

81" ® es el mismo escalar, con los factores
SII1® = ST1® + cambio SDR que los forman expresados en otro SDR.

éH(‘“’)—_" e N+8y, M, +8y; My +8ysy Vs +5yXZV +80,. M } =

—I {gx Su+qy v +q, v +my Spy Wg{+w

{5“ FX1+5"’F}l+5W1F21+5§0X1MX1+5§"}1M}1++5¢721 }
= {&JzFX: +0v, F}f'z + 0w, Fz: + 595’X2MX2 +5991’2M}-'2 ++5?922M22}

1 Casanova (2011, pag. 226 y ss.)
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Formulacién matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

P Y
[0 Expresién matricial de &11(¢)

[ (e N +87, M, + 80, My 4870 Vs + 873,V +6p M, JdX = | &7 6dX

&={6c Sy 61y 60, Sty St
so={N V, ¥, M, M, M,

{qX Atq,ovtqg, wtm, ﬁgDX}dX:I:&iquX

u v 6w Sp. o, S0,f

= 9 4, mxf{fz/}rz{‘hf @ q; my 0 0f
0¥ o

I
|
oq
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Formulacién matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

]

[0 Expresién matricial de &11(¢)
{5”5}?1“: + v, Fy, + 6w, Fy, + 80, M, + 59, M, +5¢ZEMZE}: S{F, i=12
84, ={ou, &, Ow Spy Spn Spnl

E:{Fx F}i FZ; EX; M. HZE}T

B Finalmente

STI® = [ {86 N + 6y, M + 81y My + 3y s Vs + 8735 Vy + 565 M X -

I
— | {gx Su+qy v+, Swrmy Sp, JdX

= {5”1 FXI + 0V, Fﬂ == &VIEI + ‘5¢’X1HX1 + 5@?111?}'1 =2 5?’2111721 }_
_{5“2 Fyy + vy Fpy + W, F ) + 6@ 00 M 5y + 605, M 1) +60,,M 5, }:

_Jj&rodﬁf—ﬁ&qudff—g&i{lﬂ
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Formulacién matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

0 Aclaracion: significado de las fuerzas E

B E son las fuerzas que actian en los extremos de la
barra; en una estructura, las fuerzas que ejerce
sobre una barra aislada el resto de ésta.
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Formulacién matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

[0 Relaciones cinematicas (teoria de Timoshenko-Coulomb)

= du B d ]
— =————0) 0 0 0 0
dx dx
d
;VX} ——@Z +E 2 0 E 0 0 0 —1 u
Vxr d v
dw 0—0————0—1—10
Yxz ¢%‘*;££? Viz | _ dx w
do, 1l 1o o o L o ol
= X dx = Py
0 0 0 0 — 0
Az = —d% z“’z E d %J
dx 0 0 0 0 0o —
9 — dgoX L dX’_

o
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Formulacién matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

[0 Ecuaciones constitutivas
(teoria de Timoshenko-Coulomb)

N =¢EA N EA 0 0 0 0 0 =

V, =y G4,y Vy 0 G4, 0 0 0 0 |lyy

V. —y_ G4 |2 [0 0 G4, 0 0 0 |lyy|

M, =ELy, M, 0 0 0 GJ 0 0| @6

M-I M, 0 0 0 O—FEL—0-"1{7;

M—Glp i{z_, 0 0 0 ; 0 0 EIZ_J:L
G D £

+ J = modulo de torsion
» Hipoétesis: centroide y centro de esfuerzos cortantes coinciden.

10

-311-



Discretizacion por elementos finitos

Problemas desacoplados

Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

= Desacoplamiento Nétese que las variables propias de cada
problema sdlo intervienen en los términos

indicadosen cada caso.

ST = Jj@#@&ﬂ/fz\ JE&ZY MY| #5?’1? I/I’|+IB}’XZ v, HgaxMr}dX*
__L {qx Sl + gy ‘SVHQZ W ity 5%1}‘1’1‘(—
~ B Fyy 4 80 By 460, Fyy + 89, My + 800, M| + 60, M 1 |-
_{5”2 FX.JZ HOV, By oW, o+ 000, M o) + 540?22‘??2‘ +|5§022E22 &:

Problema axil=> N, ¢ u, gy, Fyx

Problema torsién=> M+, 6, o, my, My

Problema flexion plano XY= Vy, Mz, vy %21 YV, 9z, Gy, Fy
Problema flexion plano XZ> V,, My, vz, v, W, 02, Gz, F>

O0oa0

12
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Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

0 En conclusién: la respuesta mas general de una viga se
estudia mediante cuatro problemas desacoplados.

O Los problemas de extension (axil) y de torsion estén
gobernados por las mismas ecuaciones del tema anterior
= la solucién alli obtenida sigue siendo valida

0 Quedan por analizar
B |a barra sometida a flexion en el plano XY

B La barra sometida a flexion en el plano XZ, por
extrapolacion de los resultados anteriores

O Nos centraremos en la barra recta de seccidon constante.

13
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Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

[0 Desplazamientos y deformaciones

==
L R i M

[0 Condiciones a cumplir por la funcion de forma:

B Deformaciones = derivadas primeras de d

[0 Deben existir las derivadas primeras #0
= funciones de interpolacion al menos lineales

[0 Se requiere continuidad C° en el contorno
[0 Las cumple una interpolacién lineal

15
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

[0 Coordenadas normalizadas
= 1 2 >~
Y & L z

L
dx=>d
>ds

J; rxax =[ g(¢)-de

L2 L2 1 1

0 Interpolaciéon: polinomios de Lagrange de primer
orden (2 nodos)

16
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

P Y
Vi

O Interpolacién:
(€) o M) o :|§az1

; 0 N o M@
& dac _2
O Deformaciones — ——
—/ A
d 2d -1 5
é_{?}ﬂ}_ dax = {VA}_ L|§ |:N1(§) 0 Nz(-’:g) 0 ]?321
b 1o 9o | o 29 0 N o N
S @22
11 11 %
—— 1=ty = =&}
= I 2( é) I 2( S (P “Ba
0 _1 0 1 V) :
L L g,
B ——
17
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Deformaciones virtuales

5
1 1 1 1 1

éé_{&j)xy}_ = —5(1—5) = —E(l—f) 5n|_ps

Vs (- 1 1 L=
O} 7 0 _ - 0 - 2
= L J5¢,,

O Esfuerzos

7 GA 0 1(»
6=D& — {6}={I{H}=[ & H}ZXY}
M, | 0 EL]||Z,

18
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

0 Matriz de rigidez

[&eax=| &'B'DBa_Lldr—. -
o 1 2

1 1-¢ 1 1+&
2 oF 7 2 0 0
=¢ (i=¢f 1-¢ 1-¢ —
— T 2L 4 2L 4 I
=aa; [ 1GAy 11 1 1xe THe 0
———7p = T
1+¢ 1-& 1+¢ (1+¢) =

= 4 2L 4

o ||| ||| 2| <2

| S

o

19
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Discretizacion por elementos finitos

Flexion mediante elementos lagrangianos lineales
I B —————— ——————.

0 Matriz de rigidez

1l 1 1 1
55 27 —=21
1 1 11 ==
S = = | 5 1 0 —1
. =;miGa 1| 2L 3 2L 6 |z a —
%N T 7 1T 1" Zlooo ol
EELE oo
2L 6 2L 3 £

20
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

0 Matriz de rigidez

B2
===
12

—&Z[KF+
{x}’

1 1
=31
11
o 3

1

T2 2L
11
—2F 6

7
~
Lo
mﬂ

||| K| |1 || || D

D ||| || 62D

| 1| |1 ||| R

Factor de cortante Y

ay

_ 12E1,
GA, L’

21
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Factor de cortante.
B Definicion:
12E1, 12EL
= ¥ 3 aZ: ¥
GA,, I GA,I*

ay

®m Cuantifica la influencia de la deformacién por cortante
en la solucion del problema.

B Para una viga completa:

O Determina la cota maxima del error cometido al
evaluar la flecha mediante la teoria de Navier-
Bernoulli (en tanto por ciento de dicha flecha)!.

En casos reales, suele ser del orden de las
centésimas o menor.

iOjo! Lo anterior solo es valido para el factor de
cortante de la viga completa, no para el de cada uno
de los elementos finitos mediante los cuales se
modela.

1 Monleon (1999. Pag. 120 y s.8.) =
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

[0 Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior del
dominio

=== M ernr L _
L&i qu—LﬁaeN q d =

S REHGE
L » |0
—1 1= A&)d

={§§1 5@1 592 6@2} Mm_@ d =§lffe

/|

z o e g, (ae

_ggww;@'&%_“

23
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

0 Fuerzas puntuales en los extremos del elemento

2
Z&sz = 5{}1FY1 +5§B1M21 +(%2FY2 +5@2Mzz =

=1

A

,
| 2o

= {501 5@1 592 5@2}

s

2l
1]
&
-t

g
y

~
3

e
'ﬁ{m |
[3¥)

Al

24
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

[0 Funcional de trabajos virtuales de la barra
-+ (fr 1_2 TT ~
Sl _jo&e, o dX Lé‘d q dXa! ;&LE_

= 5alKa, - 6a’f, —ca’ F = éa’ (Ka —f,—F)

[0 Relacién de rigidez de la barra (cond. equilibrio)

Ka —f -F=0

25
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Blogueo e integracion reducida

Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracién reducida

O El modelo desarrollado (y otros similares) presentan un
inconveniente:
Cuando la deformacion por cortante es muy peguena,
sobreestiman la rigidez a cortante frente a la rigidez
a flexion conduciendo a un resultado irreal.
Este fendmeno se denomina bloqueo y hay varias técnicas
para evitarlo.

Para estudiarlo, en primer lugar conviene notar como varia
el factor de cortante cuando la deformacion por cortante es
muy pequefia

Y—=>0
v, \564, 50 . a = 2EL 50 '!I\']eorla _de
Vo= GAVYL avier :
& GA,., Bernoulli

27
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracién reducida

[0 Consideremos una viga modelada mediante un
unico elemento lagrangiano lineal.

B Condicién de equilibrio
Ka —f -F=0 & Ka =f -F=f
12
(KF +1<V}1e =f © (¢,K,+12K,)a_=a,f
¥

B Sila deformacion por cortante es relevante, la
expresion tiene sentido. (Con un nimero adecuado de
elementos se puede resolver el problema.)

B Paraddjicamente, cuando menor es la
deformacién por cortante, menor es o y mas
pesa el término de cortante en la matriz de
rigidez.

28
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracién reducida

OO0 En el limite (teoria de Navier-Bernoulli)
(0, K, +12K, Ja, =0, f —22> K,a =0

[0 Esta situacion se denomina bloqueo
B El modelo no es capaz de representar deformaciones
por cortante muy pequefias
B Cuando ocurre esto, aparece una sobrerigidizacién
qlule minusvalora los desplazamientos, anulandolos en
el limite.

[0 Esta misma situacion se produce en placas si se
utiliza elementos con deformacién por cortante
(teoria de Reissner-Mindlin) en placas donde esta
es despreciable (teoria adecuada, la de Love-
Kirchhoff).

29
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracién reducida

Integracion reducida

[0 Una manera de resolver el problema anterior es
forzar que la matriz Ky, sea singular, lo que permite
gue se cumpla Kya.=0 con a_.#0.

0 Para hacer que Ky sea singular basta integrarla con
un numero de puntos de Gauss inferior al necesario
para la integraciéon exacta.

O El proceso puede resumirse del modo siguiente:

B Se integra por separado, con diferente numero de
puntos de Gauss si es necesario, los términos de Kr y
K, (integracion selectiva).

B Se escoge un numero de puntos de Gauss para K,
inferior al necesario.

0 En general, esto da buenos resultados.

30
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Discretizacion por elementos finitos

Bloqueo e integracién reducida
]

Integracion reducida (ejemplo)

[&eax=| &'B'DBa_Lldr—. -
o 1 2

1 1-¢ 1 1+&
72 7 I’ 2L 0 0 0 O
Ee =2t b= ¢ o L o !
g 2L 4 2L 4 =i e
=al1n 57 Sy T LelPEllo 5 o 0 [2%%
I 2L r 2L 0 —iq 0 iz
g 1=& 1+& (1+&) = L
=2L 4 2 4
L ‘ ' Términos
— = : constantes:
Termlnos cuadraticos: requieren un punto
requieren dos puntos de Gauss de Gauss

(como los lineales)

31
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Discretizacion por elementos finitos

Bloqueo e integracién reducida
I B —————— ——————.
Integracion reducida (ejemplo)

...pero integrandolo todo con un solo punto de Gauss

= =

b2

Ll 00 0

= ==
—salicq M2L la — ...

e V¥ _L 0 0 0 ae
i’f e —
| 2z -

y la matriz K, se convierte en singular.

El elemento asi modificado presenta buen comportamiento
para cualquier valor de ay.

32

- 330-



Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracién reducida

Otros problemas que presentan blogqueo:

B Elasticidad 2D y 3D con materiales casi
incompresibles (v préximo a 0,5).

B Vigas curvas (bloqueo de cortante y de axil)

B Placas con deformacion por cortante...

Otras formas de solucionar el problema:

B Introduccién de variables anodales para eliminar
términos espurios

B Interpolacion de los desplazamientos basada en
una interpolacion de las deformaciones

B Uso de elementos hibridos/mixtos...

33
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracién reducida

Trascendencia real en la aplicacidon profesional:

B En barras rectas de seccion constante los
programas pensados para la aplicacidn
profesional usan elementos que no presentan
este problema (proxima seccién).

B En los demas casos debemos saber que puede
aparecer bloqueo.

® Bastard con que comprobemos nuestro
programa procesando algun caso limite.

B Sipuede aparecer blogueo, normalmente el
propio programa presentara elementos
alternativos para los casos conflictivos.

34
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Flexion usando la funcion de forma natural

Discretizacion por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

Recuérdese

En problemas unidimensionales, los elementos
finitos basado en el uso de la solucién de la parte
homogénea de las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el problema como funcion de forma
proporcionan los valores exactos de fuerzas y
desplazamientos en los nodos.

36
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Discretizacion por elementos finitos

Flexion usando la funcion de forma natural
= ||

O Interpolacién - Funcidn de forma natural (solucién
de la parte homogénea de la ecuacidn diferenciall):

v

. {f’}:{N,,(;’) Nu(8) Myl Nu(f)] Pn

é’z Nz{(-’) sz(f) Nza(?) Nznt(_f) ’:’z
Pz
Nn(_f)_m[és_(3+2a1')§+2(1+ar')] N]l(g):m[3§2_3]
Nu(g’)—m[f—(l+af)g’z—g’+(l+ar)] Nﬂ(g):mbf—2(1+a1.)§—1+2a1..]
No(@= g €+ 622 m)] M) e
MO e 6] w9 e a)PE A1 2a]

1 MonLEON (1999, P&g. 100 y 5.5.) En el texto aparecen las funciones que determinan las reacciones de un fuerza
puntual, que ya hemos visto que deben coincidir con las funciones de forma. Ademas, hay que hacer un cambio de

variable de 12[0,1] a=[-1,1].
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

= ||
[0 Deformaciones:

rE
¢

=
Ld

Yy

_{311 B, B; 314] Pz —Ba
| By By By By v, :
£ Pz,
——

Nétese que la primera fila de B es
constante y la segunda lineal. En
consecuencia, yxy Y Vy seran
constantes en el elemento y v, y
M variaran linealmente en él.

Ny(&) Nyp(e) Nyu(E) (e

s _2

= = == 3,
= =———— n = -1 =
é_{?’n}_ dx 2 {v}_ L-'fi_ {Nn(ég) N12(§) Nu(‘f) N14(§):I @7
7 o 21le) | o d
=

-B; (éf) ==

Bu(g): (l+a' )I.

B, (f): B, (95): 2(1_f; )

Bu&) =By

Bm(é’)_mb?—(“%)]
824(_5):@[354'(“'“?)]

)| %,

Dz>
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Discretizacion por elementos finitos

Flexion usando la funcion de forma natural
P Y

[0 Matriz de rigidez:

[& eax=| S'B'DBa_Lds—.. -
0 -1 2

1 12EI, 1 6EI, 1 12EI, 1 6EI,
l+a, LT l+a, I l+a, I l+a, I
1 6EI, d4+a, EI, 1 6EI, 2-a, El,
_sT| e = e l+a, I’ l+a, L
E 1 12FI, 1 6EI, 1 12FI, 1 6EI,
lt+a, ' l+aq, I! l+a, I  l+a, I
1 6EI, 2-a, El, 1 6El, 4+a,El,
—ixa, L lta, L lta, I lta, L
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

[0 Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior del
dominio

=== M ernr L _
La‘d qu—LéaeN q d =

WA

N, (§)gy (£)ds
(
(

={§§1 5@1 532 6@2} = &ffe

/|

Ny é:)QY (§)d§
Ewen

>
IE

N,

14

NSH I SO oI N ol SRl

al
-1
el
L _1
ol
-1
ol
-1

([
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Discretizacion por elementos finitos

Flexion usando la funcién de forma natural (

OO0 Fuerzas puntuales en los extremos del el
o e r o e QY
D OAF, = 60 Fy + 09 M, + W, Fy, +60. = .= F
Fz(ﬁi’l ﬂm F}’z sz)T o

O Funcional de trabajos vﬁ de la barra

: 2
a1 = [ & M&quﬁ’&af -3 8'F =
; i=1

= salKagy oaf, - oal F = cal (Ka —f,— F)

O @ 6n de rigidez de la barra (cond. equilibrio)
a—f-F=0

41
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Resumen de resultados

Discretizacion por elementos finitos
Resumen de resultados

[0 Barra de portico plano: axil + flexion XY

= = = = = = T
ae_{ul i @ U, Vv @22}

F:{F;n Fy Hm FXQ

_2 MZ2}

iQjo! Ha cambiado la
numeracion de funciones de

T
forma para adaptaria a la

de una matriz N de 3x6
- 1 5
Nn(r;)zg(l*;)

1 = 1 == :
= [ No(&)ar ) Mol =g Ok 2l )]
LLm@are|  MOg e gela)
Ll Mi@acee|  M0)-10+2)
= 1 3 _
E = 2:(5)9Y(‘§)d£ sz('f):4(1+ar)[_§ +(3+2ar)§+2(1+a1')]
_E = 26(5)9}'(5)d‘§_ Nza(g)_m[§3+(l+a})§z—f—(1+a])]
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Resumen de resultados

0 Barra de portico plano: axil + flexion XY

EA
— 0 0
1 12E, 1 6EL
l+a, L l+a, I
= 1 6El, 4+a; El,
l+a, L’ l+a;, L
EA
— 0 0
L
= =1-12EI, =1 6FI,
l+ay, ' l+a, I
= ==—> —=
l+a, I +a, L

EA

L
0

EA4

0 0

-1 12EI, 1 6FI,

lve, ' l+a, I

-1 6El, 2-a, EI,

Yoy I tva;—L
0 0

1 12EI, -1 6FI,

Es=———¢t-=—=

—1 6EI, 4+e, EI,

l+a, I l+a, L

Haciendo ay=0 se reduce a la matriz exacta de la teoria de Navier-Bernoulli.

a4
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Resumen de resultados
= ||

O Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

iOjo! Numeraciéon de
funciones de forma
correspondiente a la matriz N
de 3x6 de emparrillado plano.

~ ~ ~ ~ ~ ~ =
= {wl Pri Py Wy Py Py }
= e — T

ae
ﬁ:{}?Zl ﬂ}x’l E}’l FZZ MXZZ M}'2}

Ll w@a(eke | M=l a2 2iee)
L = ' 7 B 2
ELNzg(gd)qX(ﬁ)df le(f):m[g —(+a, ¥ —§+(1+az)]

§£1N13(§)QY(5)C{§ N15(5)24(1_:a )[—§3+(3+2G£Z)g"+2(l+a:z)l
L . =
5.[_1 Nﬁ(‘f)qi’(f)déj Nlé(g):ﬁkﬂ +(1+az)§2 _g_ (1+az)]
L : z
ELIN_M(g)Q’X(g)df N‘u(_f)—i(]fg")

L : E £ =
__EL Nyo(&)gy (8 )ds,_ = % a+e)
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Resumen de resultados

O Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

1 12EL = 6kF D FEL
== E= = I
0 = 0 0
L
-1 6E, | 4+ag EL 1 6FIL
K| 1t2z r lva, L l+a, I’
——TEL 5 1_6El 1 12EI,
r lta, ' l+a, L
0 = 0 0
I
-1 6E, . 2-o, L 1 6FI,
| 1+a, I’ ST ———cr—_

-1 6EI, |
i

==

0

2-a; El;
55
6EL,
LI

l+a,
1

=5

0

d+a, EI,
L —

S5

Haciendo a>=0 se reduce a la matriz exacta de |la teoria de Navier-Bernoulli.
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Resumen de resultados

O Barra de estructura de tipo general

a,= {“1 Y

F:{Fn Fm FZL HXI HYI HZl sz

L
8(1+ey,)
L

|2 (e ) —+(1+a,)]

EEETEE Eo|

F ¥2

FZZ

~ ~ ~ ~ ~ a ~ ~ ~ A T
Wy @y Py @y Uy Vo W Dy Py ‘;”zz}

= — — T
My, M, Mzz}

i0jo! Numeracién de
funciones de forma
correspondiente a la
matriz N de 6x12 de
barra de tipo
general.
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Resumen de resultados

I B —————— ——————.
O Barra de estructura de tipo general

N (§)=20+2)

VO =gy a b € +6 2 )+ 20 e

— 1 £3
Nﬂ—;»(‘:)_ﬁ[‘: +(3+2az)§+2(1+az)]

N3—11(65): 8(1 fa )[Cf} +(1+az)§2 = 5,(1+ az)]

Z:

——
8(1+ay

)[‘-8 +(1+"XY)9£2 _5_(1"‘“}')]
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Resumen de resultados

I B —————— ——————.
O Barra de estructura de tipo general

7 %I;Mq(f)qx(gng 7 I = ?(g)qx(g)dg |
%ﬁlNz_z (&) gy (&)de EL 2-8(5)‘?}'(5)‘15
L , , L B B
- {fgl } — LE.[I N, ,(&)g,(&)de = Efll Ny o()az (e
f‘*"' E'L Ny, (f)mx(f)dg E L Ny (g)mX (g)df
—%Jl_lle_s(f)qz(é)dé’ *%E]Ns—n(g)‘i’z(é:)dg
Lindn@e || L v
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Resumen de resultados

I B —————— ——————.
O Barra de estructura de tipo general

% a 1] 0 0 1] —% 1] t] 0 0 o
2 -1 12
o 1_1 l‘ﬁl" o i} i} I i _ﬁi‘lz 0 e : 1‘?’ i} 0 0 I L 6?‘7’
L ST S G,
0 o 1 12E:I). 0 =1 ﬁEf’]. 0 0 0 =1 121?’,. 0 =1 tiE‘Ir o
o, L e, I e —F o, L
0 0 0 % 0 0 0 0 0 —G;J 0 0
L
0 0 -1 6EI, 0 4+a, EI, 0 0 0 1_6EI, 0 2—w, EI, 0
l+a, I* l+a, L l+a@, I l+a, L
+ = 2—
0 168l 0 0 0 4+ FI 0 1 éEfTZ a 0 a 2—a FI;
1+, F = =1 1+, T+a, L
—% a 1] i i a % (1] {i] (1] 0 a
= = 2 =
0 1 1 125!1 0 a 0 : 1 6%’2 0 : 1 I_EIZ o 0 0 = 1 6?’1
o, L F 0L +a, L +G L
0 0 -1 12Ef’, 0 1 GE:I, 0 0 0 I 12EI, 0 1 GE:I, 0
e, I 1+, If Yrae 1 e, L'
(U a o —% o a 0 o a i—J 0 1]
o 0 -1 tSE.Ir a 2—a i, o 0 0 1 6El 0 4+, Bl o
Lo, I l#o, L s, I I+a, L
2— = +
0 1 GE:'Z 0 a 0 2-a EI, 0 1 GE:'Z 0 0 0 d+a, EI
rop 17 tveo, L Ivo, I° bvo, L |
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Tema 09:
Elementos y técnicas complementarias

para el modelado de estructuras de barras

Introduccion

Introduccién

0 Temas anteriores = barras rectas de seccidn constante,
NEBEC O EFC

[0 Objetivo del tema
= mostrar el modo de incorporar al modelo de
elementos finitos una serie de elementos que suelen
aparecer en estructuras reales:

® Barras de seccidon variable
B Barras curvas

B Enlaces no concordantes, que coartan desplazamientos
en direcciones distintas a las del sistema de referencia
global)

®m FEnlaces elasticos
Desconexiones
®m Nudos de dimension finita
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Barras de seccion variable

Barras de seccion variable

[0 Caracteristicas geométricas de la seccion
transversal:
B Solo intervienen en las relaciones constitutivas de la
barra (matriz D en nuestra formulacion)

B Si la barra es de seccion variable, las caracteristicas
geometricas seran funcion de punto

N(X)) [E4(x) 0 0 0 0 0 s(x))
V(X) 0 G 4 (X) 0 0 0 0 Yl X)
vz (X) 0 0 G4y,lx) 0 0 0 |yg(X)
M (x) ] o 0 0o GJXx) 0 o | alx)|
M,(X) 0 0 0 0 EL(X) o | nk)
M,(X)] | o© 0 0 0 0 EL(X)|| x(X)
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Barras de seccion variable

0 La matriz D solo interviene en la definicion de la matriz
de rigidez

K= [ BT D) BE) ~ds

O Para determinar la matriz de rigidez de la barra de
seccion variable basta:

B  Expresar D(X) en funcion de £ mediante el cambio de
variable

®m Integrar
O Como las fungiones de forma ya no serén_ solucion de la
parte homogenea de la ecuacion diferencial
= la solucion no sera exacta en los nodos
O La matriz de rigidez exacta se puede obtener por
metocjos de Resistencia de Materiales
(recuérdese tema 7)
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Barras de seccion variable

0 Los programas convencionales de Calculo de
Estructuras no suelen permitir programar la forma
de variacién de las caracteristicas mecanicas: A(X),

A X), Avz(X), J(X), I/(X) e I(X).

O En su lugar, tienen predefinidos algunos modos de
variacion sencillos: variacién lineal, parabdlica,
cubica...

0 Mediante el uso de estos modos sencillos,
subdividiendo cada barra en un numero suficiente
de elementos, se puede resolver cualquier
problema.
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Barras de seccion variable

Ejemplos de tipos sencillos de variacion
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Barras curvas

Barras curvas

[0 Cinematica y estatica de la viga curva:
B Exigen el anadlisis de un tramo diferencial de viga
B Esto requiere un sistema de referencia curvilineo

B En problemas planos (directriz y dir.ppal.inercia)
puede ser el triedro de Frénet.

B Las ecuaciones cinematicas y de equilibrio del
solido 3D, en coords. curvilineas, tienen
expresiones diferentes a las de la viga recta
(derivadas covariantes)

11
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Barras curvas

O Ecuaciones del arco plano de seccion constante (se
presentan como ejemplo)?

_du v NS:EZES Vy dNg =
“F s Y s
P Vi =GAyy P
u dv _ N, dV.
Yo QP t—— Mz =El xr =— —qy =0
pe) dx g ds
Z}'_@ —— dz _Lf}_%_mz_
dXx 21+% ds

p es el radio de curvatura de la directriz en el punto estudiado

O Evidentemente, la expresion del funcional de trabajos
virtuales también es diferente a la de la barra recta

1 MoNLEON, (1999. Pag. 61 y s.5.) =
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Barras curvas

Formulacion por el M.E.F.:

O

O

No se puede extrapolar de la formulacion de la
barra recta i _ _

- funcional de trabajos virtuales diferente
Cada posible curva directriz requiere un calculo

especifico _ _
- integracion sobre la directriz concreta

Puede presenta problemas de bloqueo por
sobrerrigidizacion debida al cortante o al axil

Se han propuesto numerosas técnicas para
evitarlos (funciones de forma especificas,
integracion reducida, formulaciones hibridas...)
->no evitan el calculo especifico para cada directriz

52
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Barras curvas

Formulacion por el M.E.F.:

|

O

El siglo pasado se publicaron las matrices de rigidez
para una serie de directrices concretas (arco
circunferencial, parabdlico, eliptico...)

Hoy, mediante programas de calculo simbdlicoy
usando los procedimientos de la Resistencia de
Materiales, se puede obtener la matriz de rigidez y
las fuerzas nodales exactas de cualquier viga curva
razonablemente esbelta.

La amplitud de |la problematica y la diversidad de
soluciones explican que los programas de cdlculo de
estructuras de orientacién profesional no suelan
incluir barras curvas.

14
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Barras curvas

Tratamiento practico de las barras curvas:
(En aplicaciones de ambito profesional)

[0 La directriz se aproxima por una poligonal de lados
rectos inscrita en ella.

OO0 El numero de tramos debe ser suficiente (existe
una recomendacion de que cada uno no represente
un arco de curva de mas de 159).

0 La aproximacion a los esfuerzos de la barra curva
es mejor en la zona central de los tramos rectos
gue en los vértices, donde pueden aparecer valores
espurios.

15
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Desconexiones

Desconexiones

O La fuerza generalizada en el extremo
de la barra dual del movimiento S
desconectado siempre es nula %

[0 Esto permite eliminar el movimiento desconectado de la
relacion de rigidez de la barra mediante condensacion
estatica

K* - Ko -Ko K 'K -1 -k, K '

O La matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales se
completan con ceros para recuperar las dimensiones
originales

O Como en la relacién de rigidez modificada ya no aparece
el movimiento desconectado, éste no se compatibiliza

18
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Desconexiones

i i
[0 Ensamblaje barra totalmente 0 -
conectada. _ SREA T REE
J = rh I -1h th prh
= . 3-}~}2 ; L2 1122 J;zJ
i 5 = | = ) r 7
_________________________ ic =S
= m """"""" ===—==— T
F°| | | Ki_l ________ Klz ________________ = fel =1
4 b= R TR
=5 | T et el || T TE
B A fe] <l
s = ===
S J = - kaNJ S =

19
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Desconexiones 7

k j =
[0 Ensamblaje barra
- Itk b r~1b th 1h
desco:ectada : i>[5°] |KZ|K; ][ £
] = =75 | B i 5 75
¢ 'L 3% %.F‘ J; K.ﬂ [Fjl L2
s 5 = | = ) r 7y
; . 1
]Ik i< w | [fa] <k
=S=== == == e
; v e | e T
F; K"}'i J? R f.:') ~ J
===== e e ———-—’ ——————————
L J = =N L J

20
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Nudos de dimension finita

Nudos de dimension finita

0 En las estructuras reales, a veces las directrices de las
barras que se unen en un nudo no concurren en un

=

mismo punto.

En otras ocasiones, las dimensiones del nudo son tan
grandes que no parece ldogico considerarlo como un

punto.

Cambio de canto de un
pilar en una fachada o
medianera

Nudo rigido entre tabléto ¥ pilono

W

Pila de grandes dimensiones

22
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Nudos de dimension finita

O Se suele resolver suponiendo parte del area comun
como rigida 2 nudo de dimension finita

I

23
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Nudos de dimension finita

= ||
0 Formulacion

B Para introducirlos se consideran barras ficticias con
extremos rigidos, que van de nudo principal a nudo
principal

nudos principales, directores o
amos (maestros sic)

nudos secundarios,
subordinados o esclavos

Flexible
(eldstico)

24

- 364-



Nudos de dimension finita
—— |
O Nomenclatura:

B Nudo secundario; es el extremo de la directriz de la barra,
en el contorno del area rigida.

B Nudo principal: punto donde se situara el nudo en el modelo
matematico. Se puede elegir arbitrariamente.

® S

(S)

25
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Nudos de dimension finita

O Resultados auxiliares

B FEcuaciones de equilibrio de una barra cargada

exclusivamente en los nudos

5 fz/. f+H _f,=0
d

{.f;\z-

H,_, = matriz de equilibrio
del tramo 1-2

4 O

B Relaciéon entre los desplazamientos de

extremos de un tramo rigido

dz = Hizdl

Contragradiencia
H,_, = matriz de equilibrio
del tramo 1-2

los dos

26
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Nudos de dimension finita

[0 Resultados auxiliares

F 1 0 0
0 1 0
— 0 0 1
k0
A, 0——A;
|—Ay Ay 0
(Estructura 3D)
Ay =X,-X
Ay =Y, -}
Ay =2,-2,

0

S| 11162 1R |5

LU H e e T e e

i e e B cnne Y eme e

1 0 0
H=| 0 1 0
=
(Portico plano)
1 0 0
H=| A, 1 0
—A, 0 1
(Emparrillado plano)

27
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Nudos de dimension finita

00 Matriz de rigidez y fuerzas nodales en la barra con
extremos rigidos (sin cargas sobre los tramos rigidos)

\\\\ Sentido de avance =
\\ -~ = / 2

— Flexible —>

\1. 5 1] (elastico) rigido %) " dy

= K, =HKH, £ =HL"  ij=12
® H, = H,x; matriz de equilibrio del tramo rigido i*-/.
B K, submatriz de la matriz de rigidez del tramo elastico 1-2

{ ! ]
A,=X-X. A =Y-Y. A,=Z-Z.
4 4

nudo principal

i i

[ ]
: nudo secundario
28
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Nudos de dimension finita

[0 Tratamiento de las cargas sobre los tramos rigidos

B No afectan a la matriz de rigidez

B Se sustituyen por un sistema estaticamente
equivalente en el nudo principal correspondiente

Flexible
(elastico)

Flexible
(elastico)

rigid@

>

29
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Nudos de dimension finita

0 Constricciones o vinculaciones
= condiciones que restringen algunos grados de libertad
de un nudo, condicionandolos al movimiento de otro
como si ambos pertenecieran al mismo elemento rigido,
que puede ser una linea, un plano, etc..

O Son como nudos de dimension finita parciales, que
s6lo afectan a algunos grados de libertad del nudo.

0 Ejemplos:

B Algunos grados de libertad de dos nudos diferentes
han de tener el mismo valor.

B Un elemento estructural plano se considera
infinitamente rigido en su plano (forjado, diafragma).

30
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Nudos de dimension finita

0 Tratamiento de las vinculaciones
B Similar al de los nudos de dimension finita.

B Basado en una matriz de equilibrio modificada,

[0 conserva las filas y columnas correspondientes a
los g.d.l. condicionados, y

[0 sustituye por ceros con un 1 en la diagonal
principal las restantes filas y columnas

B El ensamblaje es mas complejo
O Los g.d.l. condicionados se asocian al nudo
principal
[0 Los restantes se asocian a los nudos secundarios,
que siguen existiendo en el modelo

31
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Enlaces no concordantes

Enlaces no concordantes

RS,

O Apoyo no concordante - el que impide un
desplazamiento en una direccién diferente a las de
los ejes del sistema de referencia global.

A %4

L

OO No se pueden definir directamente sus
desplazamientos virtuales cinematicamente
admissibles, ni por lo tanto sus condiciones de

contorno, en el S.D.R. global.

e
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Enlaces no concordantes

[0 Para resolver este problema, se sustituye el
S.D.R. global por un S.D.R. local de nudo en
cada uno de estos

== N 4
i %

=

B Las fuerzas y los desplazamientos de cada nudo
se expresan en un S.D.R. diferente

L

Gt

34
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Enlaces no concordantes

[0 En cada barra hay que considerar dos matrices
de cambio de S.D.R., una en cada extremo

/
&‘ B2
V\//(a/\z
—= =TI £ =Tf,

1) o -
a, =Ta, a,,=Ta,

T, (B1) = T2 (B2)

35
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Enlaces no concordantes

Relacion de rigidez de la barra en ejes locales de barra

1_71 K, K,]fa, £, Cambio S.D.R.
I e B R
B a,—-Ta, a,-Ta,
Relacién de rigidez de la barra en ejes locales de nudo
TF| K, K,|[Ta,| |Tf,
{T;:F;’r} E {Kzl sz{ T;a; } B {thferz} Montaje

Flr _ _TlKllTlt rrll(erI‘;f a:rl fe:l “ ConvenCIOnaI
F: :112I<21IT1t T2K22T2t a;z ferz

T’ g~ ! ’ ' = Kf:TIKTt
E — Kll Kl;’ ael = fel
E K, Ky, (I,

=7

36
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Enlaces elasticos

Enlaces elasticos

O

Simulan la deformabildad del soporte mediante
resortes lineales o helicoidales.

Veremos la manera de incorporarlos al modelo
estructural

El método directo permite introducirlos en las
direcciones de los ejes del S.D.R. global o de
nudo (enlace no concordante).

Si ello no es suficiente, se puede recurrir al
método de la barra ficticia.

38
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Enlaces elasticos

[0 Meétodo directo @ fi,rfuefzaexteﬂor
-

A A
k -kml
B T kv
Y [
i g,
oleninia s e oo
Relaciones de rigidez de la estructura completa
Eix K, K, - }QJ e Koy | oy Fox
1= Ky Ky - K o Kyllw Jir
- = = =gt jeselnumero de
e — kv, K, K, = K, - Kylv Jfiy | ordendelgdiv.en
2 : : = : = : = ; el modelo
estructural
vz ) _Km Ky, - Kh;f Km'_ Oz Myz | completo.

39
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Enlaces elasticos
= ||

[0 Método directo

FLX 71{11 Ke—n Klj Km; U, f;X
_Ur K, K, - K Kox || % 5
A : = = : —

F!} _k": Kﬂ KJ'Z KJ} KJV Y .f:}f
M NZ Ky Ky, K Ny Ko 9\7 My
= _Kll K, K, Kix 1 L Jix
_1Y Ky Ky sz Koy v f£y

4 L= - : < . —4
Fy K, K, K,+k Ko || v fr
M vz _K_\n Ky, - K;‘\ﬂ" K.-\t-\»'_ Oz Mz

40

- 378-



Enlaces elasticos

[0 Sustitucidon por una barra ficticia

A

b

ko

A

e

41
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Tema 10:

Introduccion a la Teoria de Placas

Introduccion

Introduccion

O Vision global de la Teoria de Placas (y laminas):

Formulacion similar a la Teoria de Vigas (MESD).
Pero aplicada a cuerpos sensiblemente superficiales
Y reduciendolos a 2D en lugar de a 1D.

[0 Desarrollo de la Teoria de Placas:

Hipotesis cinematica y desplazamientos generalizados
Analisis cinematico

[0 Deformaciones generalizadas

[0 Ecuaciones cinematicas

Reduccién a 2D del TTV

[0 Esfuerzosy fuerzas generalizadas

0 Version 2D del TTV

[0 Ecuaciones de Equilibrio interno

Ley de Hooke + definiciones anteriores + hip.
adicionales = Ecuaciones constitutivas

Formulacion fuerte en rigidez...
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Introduccidon

O Lamina
® Solido de forma curvada
® Una dimension notablemente
menor que las otras dos
B Es capaz de resistir y de
transmitir cargas
0 Ejemplos:
® El caso de un buque
® Algunas cubiertas
B las torres de refrigeracion
B El revestimiento de un tinel o
falso tunel
® Llas paredes de los depositos y
silos ...
® La cdscara de un huevo o de

una tortuga, o el craneo
humano.
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Introduccidon

OO Placa

B Lamina de forma plana
O Ejemplos:

B |osas cimentacion
Algunos forjados
Muros
Puentes losa
El tablero de una mesa
Las tapas de reqistro...

Elementos parciales de
estructuras mas
complejas
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Introduccidon

[0 Teoria de placas

Teoria simplificada, derivada de la elasticidad lineal,
gue permite resolver el problema elastico de una
placa sometida a una solicitacion genérica con
aproximacion suficiente para la aplicacién practica.

[0 Denominaciones:
B Teoria de placas

B Tensién plana generalizada (estado membrana)
- Lajas
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Introduccidon

ey
O PLACA:

Sélido_limitado por dos
superficies, = y I,
simétricas respecto a un 7
lano de referencia = 2
habitualmente, el plano X
medio), y por un cilindro éA ki
de generatrices ] ! ap
perpendiculares al plano =
gue tiene como directriz una
curva cerrada ¢Q contenida
en este plano, que cumple
que el grosor h, en cualquier
unto, es mucho menor que b
a menor dimension del area
Q interseccion de la placa

con el plano de referencia, ’#Fjlwwig
min{a, b}. —— —  [w*
_{
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Introduccidon

O

Notacion

B O+ esla cara superiorde la
placa,

B O eslacarainferiorde la
placa,

B Qes laintersecciondel
cuerpo con el plano medio Z,

E JQes el contornode Q,

B (A es la superficie lateral
(cilindro de directrizeQ y
generatrices paralelas a Z2)

B ), grosor, que se mide desde

Z* a Xt endireccion
perpendiculara .

Sistema de referencia

Cartesiano, dextrogiro y
siendo Z = 0 el plano de
referencia (ver figura).
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Hipotesis fundamentales

Hipdtesis fundamentales

=
O

=

Hipotesis de pequefos desplazamientos
Hipotesis cinematica
B Love-Kirchhoff:

Una placa se deforma de manera que las normales a
la superficie media inicial permanecen rectas,
indeformadas y normales a la superficie media
deformada durante todo el proceso.

B Reissner-Mindlin:

Una placa se deforma de manera que las normales a
la superficie media inicial permanecen rectas e
indeformadas durante todo el proceso.

Hipotesis constitutiva:
B Ley de Hooke Generalizada + 6-=0

10
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Cinematica

Cinematica

[0 Campo de desplazamientos

B love-Kirchhoff E .
u*(X.7,Z2)=u(X.¥)- 2w, (X,Y) Desplazamientos

VvE(X,Y,Z) =X, T)- 2w, (X.Y) generalizados
w*(Xx,Y,Z)=twlae®)

® Reissner-Mindlin
u* (XY, 7) =l ¥) Zpe(X.¥)
vi(X.Y, Z)=w(X.¥) Z(X.T)

w(X,¥,Z)<wlX.Y)
7K
0
— PT/

12
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Cinematica

O Deform_acio.n_e-s (Love-Kirchhoff)
S*X =’2‘_% | Deformaciones
g%y =|‘C"Y")'ZLY_YYJ_ generalizadas
&% =Eur~Zfa ‘

¥ —pok _—ok =—
B =t L7 =0

[0 Ecuaciones cinematicas (Love-Kirchhoff)

SXZH:X Zﬂzwﬂﬂ
&y =V,y Xyy = Woyy
— 1 —

Exy _E(usy'H”:X) Xxy = Wsxy

52
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Cinematica

[0 Deformaciones (Reissner-Mindlin)

26yl g =fx
= — — Deformaciones

&%y =|SY i_z{@i_ &%z =‘gg‘ - generalizadas

S*H=‘€X17‘—kaf‘ =1
[0 Ecuaciones cinematicas (Reissner-Mindlin)
1
1y Xxx = Px-x EXZZE(@X'H’V:X)
1
&y —Viy Aywr = oy Eyz — E(';DY +W=Y)

1 1
Exy = 2 (“vY"H)vx) Axyr = 5(_ ‘?’XvY“?DY:X)

14
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Cinematica

0 Interpretacion fisica deformaciones generalizadas
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

15
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Cinematica

0 Interpretacién fisica deformaciones generalizadas
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

16
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Cinematica

0 Interpretacién fisica deformaciones generalizadas
(s6lo Reissner-Mindlin)

Yxz Yyz

72
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Estatica

Estatica

OO0 Esfuerzos de membrana
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

dy
d X/ii a4
TYE I
7 ;%? i

A

df

Py
W

NXY
%
NX = J._h O.XdZ
h
N, = jzh%dz

N = .l._i T yydZ

19
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Estatica

[0 Esfuerzos de flexion —o de placa-
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

Jy En la teoria de
a4y M, Love-Kirchhoff
/"7’ no aparecen los
Ay 7 . 0 My cortantes
e y !
i L Mx%
Jo 22, b i
> 2
dg M, = L Z6,dZ
2

k
My = [, Zoyaz

h
I Notacion !! M iy = j._g ==

20
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Estatica

[0 Esfuerzos de flexion —o de placa-
(s6lo Reissner-Mindlin)

¥

dY W,y
gy o ey

7 M%ﬂ r

47, x

Vi |/ AL, g

A7y At '
7

En la teoria de
Love-Kirchhoff
no aparecen los

cortantes
2&
Oy = I_ Ty dZ
7
Oy = 722

21
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Estatica

[0 Fuerzas generalizadas en el interior del dominio (I)
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

4v 9, dy
X 3 dX -
vE T =
I A4

e [
il ™
|

h

by = [, bxdZ +73 +x

i 5{;;} Ix X ="tF
[ h

i 9y =I‘hbyd2+r_; +Hy
L ="

A

h
ay =, b,dZ +1; +i;

22
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Estatica

[0 Fuerzas generalizadas en el interior del dominio (II)
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

LY 9, dy
a7 -
/,1_ EZ 7 CF)(
% b Aﬂl Suelen .
ay |- | /“\by Y despreciarse
Il | =
== s =
: : 2
Lo A
1 my =\ ZbydZ +—t; ——1;

23
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Estatica

[0 Fuerzas generalizadas en el contorno
(Reissner-Mindlin)

|

A

\

F, =", 5,42

2
o
F,=| fdz
=
F,=|"t,dZ
= h
M,=|" Zidz
— h
M, =\ ZtdZ

24
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Estatica

[0 Fuerzas generalizadas en el contorno

(Love-Kirchhoff)

3

—

07

A

\

iy e —
T /'( Mn Fuerza % = =J. hfndZ
* T efectiva =z
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Estatica

[0 Ecuaciones de equilibrio interno (Reissner-Mindlin)
Ny.x+ Ny tqy =0
Nt tif—1
Oxsx tO0r.rtq, =0
~ My, =My +Qp g, =0
My, +M 5 =0y +% =0
[0 Ecuaciones de equilibrio interno (Love-Kirchhoff)

NyrxtNypoytq, =0
N, +N +q, =0

XX

My 42M s iMoot mgl Amfly -, =0

26
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Estatica

[0 Condiciones de contorno (Reissner-Mindlin)

u, =1, o N —F =0

e o Nm—jzo

w=w 0 QM—FZ:O

o,=@, o M. -M_=0

9,=9, o M,-M,=0

[0 Condiciones de ¢

0 o N, -F =0

V=V o NHS—F;:O
w,,=w, o M,—-M, =0

w=w o (Q,+M,,)-(F,+M

ontorno (Love-Kirchhoff)

27
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Estatica

OO0 Condicién de contorno de borde libre de Kirchhoff
(Love-Kirchhoff)
B Desplazamientos generalizados en el contorno
O u, vy w,, son independientes
O w determina w,
B Condiciones de contorno cinematicas independientes

u(s) = E(s)

Observe que w(s) determina
w(s),s pero no w(s),,

28
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Estatica

O Condicion de contorno de borde libre de Kirchhoff
(Love-Kirchhoff)

ds ds ds (Qﬂ+Mm’.s)_(F'Z+Hmss)=0

h

SHECENS

(M, M, osjds W, d (M, M, dsids —

M, M, ds W, W, M, &

1 L

 J
MM ds M Mol ds = Fuerza exterior
o ’ v efectiva

f 8

= V/, Cortante efectivo
M, 05 M, .05 W05 I, o5

29
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Estatica

[0 Reacciones de Kirchhoff (Love-Kirchhoff)

Mg 0¥

& M

v|Y
i W, Vo
M,

B

g
ds

A

W ds

=il

30
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Estatica

[0 “Reacciones de Kirchhoff” y placas de Reissner-
Mindlin

Love-Kirchhoff Reissner-Mindlin

31
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Relaciones constitutivas

Relaciones constitutivas

0 Love-Kirchhoff y Resinner-Mindlin

NX=A(8X+V8Y) MX=_D(ZXX+VZYY)
Ny =A(SY+VSX) M, =_DC(YY+VZXX)
N, =A(1-v)s,, M. =-D(1-v)y,,
A Eh ENW

D=
1-v° 12(1-12)

0 Soélo Reissner-Mindlin (se anaden a las anteriores)

O, =Cé,y

QZ =Cg!;2 « Es el factor de correccion del cortante, que suele
B tomarse igual a 5/6

C =2xGh (recuérdese las vigas de Timoshenko y el factor

correspondiente a seccidn rectangular).

33
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Distribuciones tensionales

Distribuciones tensionales

[0 Love-Kirchhoff y Resinner-Mindlin

2
JX=£+712A{XZ > _60,|(h _7?
h h = W 5
N, 12M
T L 60, ((hY _
TYZ = h3 E —Z
— N . 12M 7
XY 5 h3 L Y J
c. =0 Justificacién y obtencién

similares a las de la férmula
de Zhuravski en vigas

35
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Tema 11:
Placas de Love-Kirchhoff por el Método

de los Elementos Finitos

Introduccion

Introduccién

[0 Objetivos del tema:

B Establecer la escritura matricial del TTV para la
lamina plana (placa) de Love-Kirchhoff
mostrando el desacoplamiento entre los estados
membrana y placa

B Mostrar las particularidades de las condiciones
de contorno del problema de placa: condicidn de
borde libre de Kirchhoff y reacciones de
Kirchhoff

B Identificar formalmente el estado membrana con
el de tension plana & misma formulacién por el
MEF.
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Introduccidon

0 Objetivos del tema:

B Formular por el MEF la respuesta de placa (o de
flexion) ...

O

O

...describiendo algunos de los elementos finitos
utilizados (los primeros, los mas sencillos...),
incluyendo rectangulos, triangulos y cuadrilateros

...mostrando las dificultades de obtener elementos
conformes vy las posibilidades de resolucidn mediante
elementos no conformes

..senalando como, en general, la distorsién
isoparameétrica no es suficiente para generar
elementos Utiles por problemas de grado de
continuidad

...presentando grosso modo algunos de los elementos
sofisticados que han permitido resolver algunos de
los problemas anteriores.
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Introduccidon

Observaciones:
B Recordemos que la finalidad de la asignatura es

O

proporcionar al alumno los conocimientos suficientes
para utilizar con solvencia un programa comercial de
calculo de estructuras de orientacion profesional

Para ello no necesita conocer un abultado catalogo de
elementos finitos con las caracteristicas de cada uno.
Es suficiente con que conozca las caracteristicas
generales de cada familia y los problemas que podria
encontrar para poder escoger en el improbable caso
de tener esa opciodn.

Por ello se ha optado por dar una descripcién sucinta
de algunas funciones de forma sencillas, escogidas
por su importancia o su interés didactico, y una
vision cualitativa de los procedimientos de obtencion
de otras mas sofisticadas.
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Introduccidon

[0 Observaciones (2):

® |os desarrollos presentados en este tema pueden
seguirse y ampliarse en Zienkiewicz (1980), Ofate
(1992), Zienkiewicz y Taylor (1995), Celigteta (2000) o
Alvarez el al. (2000).

B El tratamiento de los elementos presentados de forma
cualitativa puede consultarse en Zienkiewicz (1980),
Ofiate (1992), Zienkiewicz y Taylor (1995).

® En estos mismos textos, gcon mayor extension
Zienkiewicz y Taylor (1995), pueden encontrarse
comparaciones numericas de los resultados obtenidos
con distintos elementos.

® En las referencias que figuran al final del tema se
incluye las correspondientes a los congresos y articulos
en los que se presentaron algunos de los elementos
tratados. Muchas de ellas son accesibles por internet.
Se facilitan como informacion adicional; no se espera
que el estudiante se dirija a ellas sin haber consultado
previamente las mencionadas en los parrafos anteriores.
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Formulacion matricial del TTV

EI TTV en una placa de Love-Kirchhoff

Formulacién matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

O Funcionall

ST = ”Q (08 Ny + 66, Ny + 208 gy N 1y —
— O My — Oy My = 20) 5 M 1 )dQ

— .UQ{QX(SH + gyOV + g oW M;Mygdﬂ
—{_{F.0u,+ .00, + Fy0v =M, 0w, ~M,,.0w,, Jds = 0
Vade A

1 Adaptado de Reddy (1984, pag. 316).
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Formulacién matricial del TTV |
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

[0 Desacoplamiento
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Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

O Fuerzas en el contorno en el estado placa
(especifico de la teoria Love-Kirchhoff)

ns?s

fm {F 60— M, Sw,,—M, 0w, |ds =

M, Sw,, = (M, 60),~M,,,, 5w

- fag) {}?Z& _Hn(swm_(ﬂ'_{méw)’s_kﬂm ’s 5W}d -

_ i}m (Fy+ M., )ow =M 5w, Jds - fm (M, 6v), ds
= —

Fuerza efectiva Integral I

10
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Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

O Fuerzas en el contorno en el estado placa

B Analisis de la integral I
O Si el contorno es una curva suave (sin veértices)

- Integral cerrada de una diferencial exacta
j?m (M, 0w), ds=0
O Si el contorno tiene vértices

{_(2,00), ds =01, 00 =

-[0z,,),.~01,), v,

L |

|
Fuerza vertical que forma parte de la reaccién de Kirchhoff.
Es un fuerza vertical porque el factor que la multiplica en la expresion del
trabajo virtual es un desplazamiento vertical.

11
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Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

[0 Fuerzas en el contorno en el estado placa

En la primera parte del desarrollo se ha obtenido la
fuerza efectiva.

En la segunda se ha hallado la parte de la reaccién de
Kirchhoff debida a momentos exteriores.

En la practica, ninguna de estas componentes es
relevante porque no suelen considerarse momentos
torsores exteriores.

(<Qué puede producirlos en el contorno de una placa?)

El desarrollo analitico del funcional para llegar a las
ecuaciones de equilibrio interno y las condiciones de
contorno de la placa hubiera conducido a la
demostracion rigurosa de la la condicion de borde
libre de Kirchhoffy de la existencia de las reacciones
de Kirchhoff.

12
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Expresion matricial: estado membrana

Formulacién matricial del TTV
Expresion matricial: estado membrana

[0 Expresion matricial de la parte del funcional
asociada al estado membrana

o, = J'IQ (86 N ¢ + Oy Ny + 206 7 N 17 ) —

_” G O+ qY&s}dQ—f {E, 6u, + E,v, }ds =
ﬂ &l 0, 0~ [[ 84, d0—{ &4, %, ds

(58X 0y 57XY)T (§SX 0y 258XY)T
=Ny Ny Ny)

(” ) 9y = (‘?X qY)T F, = (FX

&iM
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Formulacién matricial del TTV
Expresion matricial: estado membrana

[0 Estado membrana: deformaciones

0
Ex /3)( 80 =
Eer=-0 oY {v} Ny =dlsg+vey)
= %) 0 — Ny = Aler +ver) i
T /oY _ /8X J Ny =A(—V)ey =2 (1—v)y
‘ e !
‘ Eh

[0 Estado membrana: tensiones A=

_______________________________________

= 1 v 0
E
0 0 (1-v)2

15
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Formulacién matricial del TTV
Expresion matricial: estado membrana

0O Estado membrana. Analogia con el estado de
tension plana

La expresion matricial del TTV es formalmente
identica en ambos casos

Los vectores de desplazamientosdy y d, y de
deformaciones g, y € también son formalmente
idénticos. Las matrices Ly y L coinciden.

En el estado membrana, el vector de esfuerzos
om=(Ny,NyNyy) sustituye al de tensiones c=(oy,cy,oxy)
del de tension plana. Notese que el primero es er
resultado de integrar sobre el espesor el segundo.
Las matrices Dy ¥ D son formalmente iguales. De
hecho, la del estado membrana es, simplemente, el
resultado de multiplicar por h la de tensidn plana.

Los problemas de estado membrana y tension plana son
analogos. Por el MEF se resuelven del mismo modo y usando
los mismos elementos finitos.

16
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Formulacion matricial: estado placa

Formulacién matricial del TTV
Expresidon matricial: estado placa

[0 Expresion matricial de la parte del funcional

asociada al estado placa
oll, = J.J.Q(_ S xxM 52 = Sty My =26 3y M 5y JAQ—

L b} (e
B .[.[Q(SS; Cpdil— J.J.Q‘Sd; qpd2- j:m&i; F,ds

Sep=(-Stox —Otw —250wy)

18
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Formulacion matricial del TTV

Expresidon matricial: estado placa

[0 Estado placa: deformaciones

_ 67 _
== ox*
82
== —== /8Y2 w
—2xxy] | _,8?
%f—’ap B 8)(81’_7,:‘
I J

[0 Estado placa: tensiones
EW’

6,=D,¢ = D, = |V
P PCp Pmo

1

il e

Nétese que el signo
menos se incluye en

el vector de
deformaciones

______________________________

19
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Formulacién matricial del TTV
Expresidon matricial: estado placa

I B —————— ——————.
[0 Estado placa: Desplazamientos en el contorno

. 1
Ut o
=0) | ¢ 75 5

as b4
P L

O Mas sobre el contorno
® En general, sobre el contorno M, =M, =0
O fF;= }z
O El término que depende de la derivada normal no es
necesario
B Programas comerciales de orientacién profesional
O No suelen considerar las fuerzas en el contorno.

0 De existir, el analista ha de transformarlas en fuerzas
en los nodos.

20
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Discretizacion por elementos finitos

Discretizacion por elementos finitos

[0 Estado membrana = como Elasticidad 2D

[0 Solo estudiaremos el estado placa (flexion)
B Prescindiremos de los subindices P

[0 Campo de desplazamientos estado placa
d={w(X.7)f

[0 Condiciones que han de cumplir las funciones
de interpolacion
B Deformaciones = derivadas segundas de d

0 Deben existir las derivadas segundas #0
= funciones de interpolacién al menos cuadraticas

[0 Se requiere continuidad C! en el contorno

22
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Elementos rectangulares

Discretizacion por elementos finitos

Elementos rectangulares

I B —————— ——————.

[0 Grados de libertad por nodo (eleccion usual)
ow

ow =
w. = —— _— - —
i ‘;DXI 5X i gDYr aY : = : 5
[0 4 nodos = 12 g.d.l. = 12 constantes L
1
g n 1 2
22 én 7
5 — & = & m_______Cubico = 10 const.
—— &y o & 7-_ Cuartico =15 const.
] £n , & et o
& &En & &n &' e n°

[0 No se puede utilizar un polinomio completo
[0 La eleccion de los 12 términos a conservar no
es evidente.

24
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Discretizacion por elementos finitos

Elementos rectangulares

[1 Coordenadas normalizadas (recordatorio)

=

|7

R =
Ao
X=X ax
g= = dsc=
a a
Y-V
y— = d??:dY
a a

| =
= =
* =

dA = dXdY = abdédn

[ se.yavax [ [ ls.n)abdnd

25
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

[0 Elemento MZC!
W=, Xt O X o X e X o XV
Ea X-+ta ¥ ta ¥ ia_Xr
[0 Usando coordenadas normalizadas K

1 MELOSH (1961, 1963), ZIENKIEWICZ ¥ CHEUNG (1964)

26
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

I B —————— ——————.
"f?
[0 Elemento MZC 49——43
¢
w=Na® 1 2
N=|N, NN N, N, N, N, N, N, N, N, N, N,]

a(e):(wl Pyvi Pyy Wy Py Qpy W3 Qyz Qys Wy Oy @Yﬁl)

(+EEN+nmle+EE+nn—& —n2)/8 | |

a(§2_1X§+§fXI+UfU)/8 YC:L **** /‘///42
N, ol ~1fn-+n )+ éf)/S// | A
= ——— X
RRH = %

27
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

e ———
Representacion de N;
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

Representacion de N; Representacion de ﬁ3

29
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Discretizacion por elementos finitos

Elementos rectangulares
T~

[0 Elemento no conforme
3

+ 2 elementos adyacentes

* @y3=1, resto parametros nodales nulos

+ En la linea de separacion dw/dY adopta
valores diferentes a cada lado

30
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

[0 Propiedades del elemento MZC

Es un elemento no conforme

El elemento rectangular satisface el test de la
parcela

- la solucién aproximada tiende a |la exacta al
disminuir el tamano de la malla

El elemento isoparameétrico distorsionado no
satisface el test de la parcela, luego no permite
obtener la solucién exacta

Solo es util si la placa se puede discretizar
mediante rectangulos

31
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

‘ =

O El elemento BFS! 4 : 5

B Adopta como g.d.l. en cada nodo

ow ow o*w 1 5
W; > S 3 — >
: axX ). oY ). axoy ).

B La funcién de interpolacién es un producto de dos
polinomios de Hermite de tercer grado, uno en cada
direccion

B Es un elemento conforme

B La extrapolacion a elementos cuadrangulares
requeriria usar como variables nodales todas las
derivadas segundas, lo cual, en la practica, supone

un elemento muy poco eficiente por el tamano de la
matriz de rigidez.

1 Bogner, Fox y Schmidt (1965)

32
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Elementos triangulares

Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

[0 Coordenadas de area (recordatorio)
X=LXTLX tLX

= =1 EiL 7
ESS=E=S

(L =(a +bX +cY)/24]
a,=XY, - XY, (ijk)=(123)

= 3..2),
=X —X (23.1)
1 X, Y,
24={l X, Y,|=2%Area deltriangulo
=X="F

V3]

34
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

[0 Elemento CKZ!
B Polinomio

w=a,L +a,L, +afL)+ @ (L2 +1LLL )+ a, T )r

e (LZLf > LLL )+ a, (L2L§ = LLL )+ a (L3Lf +1LLL )+

Ty (sz—ré +3LL,L )

B [
LS’: LIL32:
B
1 Cheung, King y Zienkiewicz (1968).
Desarrollo inicial Bazeley, Cheung, Irons y Zienkiewicz (1965) 35
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

[0 Elemento CKZ
B Polinomio

=Gl ta L e al b L e L e L)

e (szj S LLL )+ a, (IQLg = LLL )+ a (L3Lf +1LLL )+

Ty (sz—ré +3LL,L )

B 8]

36
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Discretizacion por elementos finitos

Elementos triangulares
I B —————— ——————.

[0 Elemento CKZ
B Expresion convencional

w=Na®
N:[Nl N N N, N, N, N, N, Ns]

a(e):(wl Pxi Pri W2 Pxz Pya W3 Py @”)

2 2 2 2
NI :Ll +L1L2 +L1L3 _Lle _L1L3 Los restantes
= valores se obtienen
Nl = bs (Lsz + %Lllst )_ bz (LfLs + % LleLz ) mediante
== permutaciones
N, =¢ (Lsz + %L1L2L3 )_ ) (LfLa + %LII’ZIG ) ciclicas de los
indices 1,2,3.

b=y

37
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Representacion de N;

' e _— E;

Elemento
no conforme

38
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Representacion de N, Representacion de ﬁ3

39
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

[0 Propiedades del elemento CKZ

Se trata de un elemento no conforme

Al aumentar la subdivisién converge
monoténamente a la soluciéon exacta

Por ser triangular permite adaptarse a cualquier
contorno.
Se han propuesto algunas modificaciones de

este elemento que mejoran su comportamiento.
Cabe citar la de Spetch (1988):

[0 Sustituye los términos cubicos por términos
cuarticos

[0 Cumple el criterio de la parcela
[0 Proporciona buenos resultados.

40
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

[0 Elemento de 6 nodos de Morley .
4
B Grados de libertad 1
w, i=135 [@J i=2,46 2 3
on /.
B Aproximacion de w polindmica de 2° grado
O Deformaciones constantes en el elemento
B Es el elemento de placa mas sencillo posible
B No garantiza la continuidad de los giros (no
respeta la exigencia de continuidad C1).
B Pese a ello, converge.
1 Morley (1968), Morley (1971) 41
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

[0 Elementos triangulares conformes
B Zienkiewicz (1980, pag. 290 y ss.)

- - e >
ox ). \ov ).

1

[%J > i = 25436 2 3
on ),

B Clough y Tocher (1965)

5
&QQ
1

42
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Elementos cuadrilateros conformes

Discretizacion por elementos finitos
Elementos cuadrilateros conformes

[0 Sanders (1964), de Veubeke (1965, 1968)

AL

[0 Clough y Felippa (1965)

O-E L

on

(%),
e (&%Y )r'

)

44
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Tema 12:
Placas de Reissner-Mindlin por el Método

de los Elementos Finitos

Introduccion

Introduccién

[0 Objetivos del tema:

B Establecer la escritura matricial del TTV para la
lamina plana (placa) de Reissner-Mindlin
mostrando el desacoplamiento entre los estados
membrana y placa

B Identificar formalmente el estado membrana con
el de tensién plana > misma formulacion por el
MEF.

B Formular por el MEF la respuesta de placay
mostrar que se puede determinar usando los
mismos elementos finitos que en elasticidad 2D.

® Justificar la aparicién del bloqueo y describir las
técnicas para evitarlo.
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Formulacion matricial del TTV

EI' TTV en una placa de Reissner-Mindlin

Formulacién matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

O Funcionall
o1 = ”Q (02 Ny + Sy Ny + 208 gy N gy —

— O sxM y — OyyMy —20) sy M 3y +
+ 20508 10 + 2050 WL = =
= .UQ {‘?X&’ +qy0v+q,0w "M M}dﬂ
- jﬁm {F 6u, + F.0v, + F,60 +M,00, + M, 50, jds =0
Vad e A

1 Reopy (1984, ric. 357). En realidad, define la energia potencial, de cuya expresion es inmediato
extrapolar la del trabajo virtual.
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Formulacién matricial del TTV.
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

[0 Desacoplamiento
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Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

[0 Fuerzas en el contorno

B En |la expresion del trabajo virtual no interviene
3w, por lo que no aparecen fuerzas efectivas ni
reacciones de Kirchhoff.

B Esto no contradice la existencia de “reacciones”
en las esquinas.

Love-Kirchhoff Reissner-Mindlin

- 456-



Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

[0 Estado membrana

B Respecto al estado membrana, no hay
diferencias con el modelo basado en la hipotesis

de Love-Kirchhoff.
B Todo lo visto en el tema anterior sigue siendo
valido.

[0 En adelante nos ocuparemos, exclusivamente,
del estado placa.
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Expresion matricial: estado placa

Formulacion matricial del TTV

Expresidon matricial: estado placa

[0 Expresion matricial de |la parte del funcional

asociada al estado placa

Escogemos escribirlo asi por conveniencia

para desarrollos posteriores

dl, = ”Q(_ DAl 020+
2008 F L de )dQ
_.UQ {qZ&v}dQ_ fm {Fz&“’+ﬂn§¢n +M, 50, }ds =
U Q&; 2= dQJFHQ&:E S5 dgf-”g&lg qp dQ2—- fmé‘d; F, ds

&F:(_(SZXX — vy _ZSZXY)I &-:F:(Zé'gﬂ 2551’2)7

GF:(MX M,y MXY)T GQ:(QX QX[)T 0
odp = {CSW 0Py 5@Y}T 4p = {‘Iz %A }T
&ig :(é;wm 5@;1 5@5 )ir FP :(FZ Hn J]\?ns)T

10
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Formulacién matricial del TTV
Expresidon matricial: estado placa

[0 Estado placa: deformaciones

——> _
—Xxx 0 oX 0 w
=Xyr (= 0 0 %Y Px
-2 0 0
20l |0 Yoy Yoxlor)
Ep L"F P

w

Gerflm)-o 3 e
28y, Yyz %Y 0 -1 @X
£ 9] I L, HY_/

L5 dP

1
Xxr :5( @Xsy_mx'sx)
€z _*(49}""“ X)
ez == @y +W.x)

11
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Formulacién matricial del TTV
Expresidon matricial: estado placa

[0 Estado placa: tensiones

1 v 0
6.=D_.¢ D, = 2 v 1 0
A 2 F = _2

12 V]o 0 (1-v)

Notese que, como en el caso de Love-Kirchhoff, que el sigho menos de
las ecuaciones constitutivas se ha incluido en el vector de deformaciones

1 0
6,=D,z, = DQ=KGh|:O li|

12
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Formulacién matricial del TTV
Expresidon matricial: estado placa

[0 Estado placa: desplazamientos y fuerzas
generalizadas en el contorno F

Opcional. Se

o) |0 —my nylloy r
[S— [ = —— trabajar con 5.#"":
ﬂg Te dp las fuerzas M
T generalizadas. —_ n
LR — fFl —
E £ \H"‘
= — P "
E L] - ‘.. h \|
Q5 M, Componentes | yr " 77 d7
oo foF cartesianas & = =
wo L ns convencionale 2
I 3 > ”} —
NG ——— X — fy
= ® = = 2 _
2o Fp e Fpiyyzy)s MY :I ZthZ
] : Jy
3 ; 5

13
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Discretizacion por elementos finitos

Discretizacion por elementos finitos

O Discretizacién del campo de desplazamientos
(formulacién genérica, para un elemento de n nodos)

W

A P x1

Wl [N 0 0} N, 0 0,

= I I =SS
d== qBX =0 N 0 i i 0 N, 0 R_:_
o) 10 0 N1 10 0 NJI™

= ﬁ Py

Dyn
-

0 Discretizacidén del campo de desplazamientos en el
contorno

d$=T.d, >dS=T.Na®

15
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Discretizacion por elementos finitos

[0 Discretizacion del campo de deformaciones
- Fx
&.={ — 7y +=L,d,=L,.Na®=B,a®
2 xy

O— )=

~ }?‘XZ e e
g —{ }=LQdP=LQNa()=BQa()
ez

Zr =By A 5%,=B,&"

16
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Discretizacion por elementos finitos

[0 Discretizacion del funcional (1)
o1, :j'j'gaég aFdQJrJ'J'Qo‘tég &, dQ—j'j'Qﬁéig qap dg—fmaaﬁ; F,ds=

= [[ 8" B D, B, a”d2+ [[ & By D, B,a“d2-

5N g0 TN R

—&a® [ LBi D, B.dQ+ | LBE D, B, dQ |a®

Na

Kz

=]

@ [| N"apd0+f NTTZF,ds

f
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Discretizacion por elementos finitos

[0 Discretizacion del funcional (2)

a1, = (K, +K, h” —£)

O TTV
A, =" (K, +K,h9-f)=0 va® =
= [K.+K,ph9=f

18
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Discretizacion por elementos finitos

[0 Expresion alternativa de las matrices de rigidez

Ksz' LB;DF B,dO
1 0 = EW =~
- vllj o [T Tl
F— —=
12(1 v]o 0 (1-v)|

g Q¢ =
1 0} :>KQ:KGhKQ

KQ:”'QBTD B dO

D, =Gh
© {0 1

19

- 466-



Discretizacion por elementos finitos

[0 Expresion alternativa de la cond. de equilibrio

Cantidad del orden de

[ magnitud de la flecha en la
K+ KQ]ﬂ(e) =f placa de Love-Kirchhoff.
= : Recuérdese

Eh i == 1':q—z
lﬂizjKF+xGhKQ}ﬂﬂ=f =D

—V /

= 2 = 2
ﬁF+aﬁQ}l(e)=12(l—v )f=£f*\ _127c(1—v )G

o =
Eh’ — Eh*

[lj‘{F +I?Q}a(") :f; B0 ’ ‘

iBloqueo para placas delgadas!

20
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Discretizacion por elementos finitos

0 Condiciones que han de cumplir las funciones de
interpolacion
B Deformaciones 2 derivadas primeras de d

O Deben existir las derivadas primeras #0
- funciones de interpolacion al menos lineales

[0 Se requiere continuidad C° en el contorno

[0 Son idénticas a las que aparecieron en elasticidad
bidimensional

B FEl problema de placas de Reissner-Mindlin se
resuelve con los mismos elementos finitos que el de
elasticidad bidimensional.

B Pero cuando las placas son delgadas pueden
presentar bloqueo.

21
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Técnicas para evitar el bloqueo

Introduccion

Técnicas para evitar el bloqueo
Introduccion

[0 Observaciones previas

m El analisis por el MEF, mediante |a teoria de
Reissner-Mindlin, de una placa moderadamente
gruesa se puede llevar a cabo usando los
elementos finitos descritos al tratar la
Elasticidad 2D.

B Soélo surgen dificultades al tratar de utilizar los
mismos elementos y procedimientos a placas
delgadas.

B El objetivo de las técnicas que se va a describir
sucintamente es lograr elementos capaces de
procesar tanto placas delgadas como
moderadamente gruesas.

23
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Técnicas para evitar el bloqueo
Introduccion

[0 Como en la viga de Timoshenko, para evitar el
bloqueo hay que conseguir que K, se vuelva
singular sin que ello afecte a K-

K,+K, |[2a©=f
K, +K, ]

[0 Hay varias técnicas para conseguirlo:
B Integracion reducida/selectiva
B Deformaciones de cortante impuestas
B Elementos discretos de Kirchhoff (DK)

-solo validos para placas delgadas-
B Elementos mixtos (interpolan

independientemente desplazamientos y
esfuerzos)... € fuera del ambito de |a asignatura

24
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Técnicas para evitar el bloqueo
Introduccion

[0 No se van a presentar ejemplos de elementos
finitos basados en ninguna de estas técnicas.

1 El lector interesado encontrara:

B Un catdlogo extenso de elementos con sus
justificaciones en Onate (1992, capitulo 9)

B El desarrollo de algunos elementos para ilustrar
los procedimientos en Celiglieta (2000, capitulo
8) y Alvarez et al. (2000, capitulo 7).

25
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Integracion reducida/selectiva

Técnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

0 Nomenclatura

B Integracion completa: la que usa los puntos de
Gauss necesarios para la integracidon exacta.

B Subintegraciéon: la que usa menos puntos de
Gauss.

[0 Integracion reducida: se subintegra tanto K¢
como K.

[0 Integracion selectiva: se integra exactamente
Kr y se subintegra K.

27
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Técnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

0 Indice de coaccién, IC

B Se calcula en un elemento aislado, con dos lados
adyacentes empotrados y los otros dos libres

B IC =GDL=2XxNPG

=

O
O

GDL = grados de libertad del elementos con la
sustentacion definida

NPG = numero de puntos de Gauss

2 x NPG = numero de coacciones necesarias para
Imponer 7 =0 y 74> = 0 en los puntos de Gauss

B Valores de IC. Si

O
O
O

IC = 4 5 K. es singular y no hay blogueo
IC < 0 = bloqueo: K- no es singular

0 < IC < 4: valores proximos a cero indican
elementos que pueden sufrir bloqueo y valores
mayores pueden funcionar bien

28

- 473-



Técnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

OO0 Mecanismos inducidos por la integracién R/S (1)

B Mecanismo = deformacién del elemento que no
consume energia de deformacién; p.e: movimiento
de sélido rigido

B Estan asociados a valores propios nulos de la matriz
de rigidez.

O Los vectores propios determinan la combinacion de
desplazamientos nodales que define el mecanismo.

B Todos los elementos finitos tienen, al menos, el
numero de mecanismos que define los movimientos
de sélido rigido posibles.

O Las condiciones de contorno cinematicas coartan
estos movimientos en el conjunto de la estructura

29
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Técnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

0 Mecanismos inducidos por |la integracién R/S (2)

La integracion reducida/selectiva puede inducir
mecanismos adicionales a los movimientos de sélido
rigido

Estos mecanismos pueden propagarse entre
elementos, si los desplazamientos necesarios para
producirlos en elementos adyacentes son
compatibles. En otro caso no se propagan.

En la medida de lo posible, deben evitarse los
mecanismos espurios.

Los mecanismos espurios propagables que no se
coartan por las condiciones de contorno cinematicas
inhabilitan al elemento para resolver problemas:

O Como no producen trabajo virtual, no se pueden
determinar mediante el 1]TV y hacen singular la
matriz de rigidez (u originan desplazamientos
arbitrarios debidos a errores numéricos inevitables
en el proceso).

30
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Deformaciones por cortante impuestas

Técnicas para evitar el bloqueo
Deformacion por cortante impuesta

[0 Fundamento

B En una placa de Love-Kirchhoff las distorsiones
angulares son nulas

B Un elemento de Reissner-Mindlin permite
analizar placas delgadas si, en el limite, cuando
h=>0, v«v=20 vy vxz=0. Si no, presenta bloqueo.

B El método de la deformacién por cortante
impuesta consiste en definir un nuevo campo de
distorsiones angulares basado en el inicial del
elemento pero que sea capaz de cumplir la
condicion anterior.

32
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Técnicas para evitar el bloqueo
Deformacion por cortante impuesta

O Fundamento
B Expresion alternativa de las dist. angulares

'H-‘l

= _{}/XZ}_|:BII B, Bs - Bln:| £xi _{9'11 Gy O ] £

0 - = P¥1 [ —
Vxz By By, By - B, z Oy Op Oy |7
B=B(2.77) P¥n o=a(w). @y .07, ) -

® Cada coeficiente o del polinomio depende de pocos
parametros nodales.

® Sj algun coeficiente «; depende de un solo parametro
s6lo se anulara para un valor concreto de este,
usualmente cero. Asi se produce el blogueo.

B Silos coeficientes solo dependen de los giros ocurre
algo parecido.

B FEl campo de deformaciones por cortante impuesto se
disena para evitar estas caracteristicas.

33
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Técnicas para evitar el bloqueo
Deformacion por cortante impuesta

O Procedimiento

® Se define una interpolaciéon de las distorsiones
angulares gue cumpla las condiciones anteriores

éo :{{XZ}:N—,Y
= Yz E

Y:(}’XZ_l vz 1 Fxz 2 iz 2 " Vizrom }’}Z_m)r

N, es una matriz de funciones de forma y y un vector
que agrupa las distorsiones angulares en una serie de
puntos de colocacion escogidos a priori.

® Introduciendo en la relacion anterior la interpolacion de
desplazamientos del elemento se obtiene la nueva
matriz B a utilizar (matriz sustituta)

By,

5 —{}:XZ}—NY}'—NY : |a® :ﬁg a®
Vxz B
(8,

m
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Técnicas para evitar el bloqueo
Deformacion por cortante impuesta

O Procedimiento

B Para facilitar la comprensién del procedimiento, sélo
se han descrito los pasos fundamentales.

B Se han omitido los cambios de coordenadas y de
sistema de referencia necesarios segun las
definiciones de las funciones de forma y las
distorsiones en los puntos de colocacién escogidas.

B FEl lector interesado puede consultar todos estos
detalles en Onate (1995, punto 9.6).

35
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Elementos Discretos de Kirchhoff

Técnicas para evitar el bloqueo
Elementos discretos de Kirchhoff

OO0 Son elementos de placa de Love-Kirchhoff definidos
modificando elementos de Reissner-Mindlin.
B Cumplen yy; = vy; = 0 (como las placas L-K) en una
serie de puntos.

B Dichos puntos pueden ser los de integracion o
algunos puntos del contorno.
0 Mantienen la continuidad C° propia de los
elementos de R-M,

[0 Soélo sirven para analizar placas L-K.

0 Pueden interpretarse como una variacion de los
meétodos de deformacion por cortante impuesta, en
los que se buscaria que las distorsiones angulares
fueran realmente nulas en todo el elemento.

37

- 480-



Bibliografia

Bibliografia y referencias

0 ORATE, E. Calculo de Estructuras por el Método de los
Elementos Finitos. Analisis Estatico Lineal. CIMNE,
Barcelona, 1992. (Capitulo 9)

O ZIenkiewicz, O.C. Y TAYLOR, R.L. El método de los
elementos finitos. Volumen 2:Mecénica de Sélidos y
Fluidos. Dinamica y No Linealidad, (42 ed.) McGraw-Hill,
Madrid, y CIMNE, Barcelona, 1995, (Capitulo 2)

O CELIGUETA, J.T. Método de !os Elementos Finitos para
Analisis Estructural(4a ed.), San Sebastian, 2011.
(Capltulo 8)

O ALVAREZ R. ET AL. Teoria General del MEF. [en linea]
UNED, Madrid, 2000. <http://www.uned.es/dpto-

icf/ampliacion estructuras/images/AF1TeoriaGraldelMEF.pdf >
[Consulta: 14/12/2014] (Capitulo 7)

OO REebpDy, J. N. Energy and Variational Methods in Applied
Mechanics. Wiley, New York, 1983. (Capitulo 4)

39

- 481-



- 482-



