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iQué es la
Mecanica Computacional de Solidos?

O

La Mecanica Computacional se ocupa del
desarrollo y aplicacion de metodos numericos y
de ordenadores para la solucion de los
problemas planteados por la ingenieria y las
ciencias aplicadas con los objetivos de
comprender y aprovechar los recursos de la
naturaleza.

Definicion de la
Internactional Association for Computational Mechanics

iQué es la
Mecanica Computacional de Soélidos?

O

La Mecanica Computacional se ocupa de la
utilizacion de métodos y dispositivos
computacionales para el estudio de los
fendmenos que se rigen por los principios de la
mecanica.

Definicion de la
United States Association for Computational Mechanics




iQué es la
Mecanica Computacional de Solidos?

O

La Mecanica Computacional [...] se ocupa de
la resolucion de problemas mecanicos
mediante métodos de aproximacion numeérica,
que conllevan la discretizacién de las
ecuaciones que gobiernan el fenomeno tanto
en el espacio y el tiempo.

Presentacién del
Master Program on Computational Mechanics
Technische Universitdt Minchen

iQué es la
Mecanica Computacional de Soélidos?

A modo de sintesis:

La Mecanica Computacional es |la ciencia que se
ocupa del desarrollo y aplicacién de métodos
numeéricos a la resolucidn de problemas mecanicos
en el ambito de la ingenieria y las ciencias
aplicadas, con los objetivos de comprender los
fenémenos fisicos y aprovechar los recursos
naturales.




iQué es la

iQué es la
Mecanica Computacional de Solidos?

Mecanica Computacional de Sélidos?

Caracter interdisciplinar de la Mecanica Computacional. Ambito de la Mecanica Computacional:

Es, simultdaneamente: R ’

— e O Principalmente:

O Una rama de la Ingenieria, que se centra en los
aspectos mecanicos de la metodologia.

O Una rama de la Informatica, que se ocupa de la

B Mecdnica Computacional de Sélidos (deformables)
B Mecanica Computacional de Fluidos

gt x = 0 Pero también
eficiencia de los algoritmos numeéricos y en su o Hindmi
implementacién en el ordenador. SRS AT
O Una rama de las Matématicas, que trata de las d Elect,rc:magnet[s‘mc -
aproximaciones, la convergencia y la precision. O Mecanica de Solidos Rigidos
O Sistemas de Control
Extractado de O
Kleiber, M. (ed.) Handbook of Computational Sélid

Mechanics, Springer, Berlin, 1998




iQué es la
Mecanica Computacional de Solidos?

La Mecanica Computacional de Soélidos es la
rama de la Mecanica Computacional que se ocupa
de los sdlidos (deformables) y los sistemas de
sélidos o estructuras.

iQué es la
Mecanica Computacional de Soélidos?

Procedimientos principales en
Mecanica Computacional de Sdlidos:

0 Método de los Elementos Finitos
[0 Método de los Elementos de Contorno
[0 Métodos de las Diferencias Finitas

10
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Resolucién del problema: fases indice
_
Explotacion del modelo/programa

00 Preproceso 00 éQué es la Mecanica Computacional de Sélidos?
B Modelado matematico del sistema real concreto

: e 2 [0 Resolucion de problemas: fases
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Enfoque de la asignatura

-  ___O_—_—_—
O Actividades del Ingeniero de Caminos en el ambito
de las Estructuras:
B Proyecto
O Concepcion y disefio
O Caleculo
0O Comprobacion
O Documentacion
B Construccion
Mantenimiento
B Rehabilitacion
O Concepcion y disefio
0O Céleulo
O Comprobacion
O Documentacion

]— iUsuario de programas!

iUsuario de programas!

15

15

Enfoque de la asignatura

OO0 Nos proponemos
B Formar a los estudiantes como usuarios
cualificados y competentes de programas
elaborados por otros.

| Ingeniero de Caminos |

O Renunciamos a

B Formarlo para la concepcién e implementacion
de programas generales o especificos para una
necesidad concreta.

’ Postgrado, master especifico...
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Enfoque de la asignatura

Contenidos:
0 Fundamentos: elasticidad, teoria vigas

'O Método de los Elementos Finitos
. (convencional)

[0 Otros métodos (parte descriptiva)

m Ultimas tendencias en el Método de los
Elementos Finitos

B Método de los Elementos de Contorno
B Métodos de las Diferencias Finitas
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Enfogue de la asignatura

MEF: creacion del MEF: explotacién del
programa programa
Recordar materias anteriores Practicar hasta dominar
O Modelo matematico del O Preproceso

tipo de sistemas reales B Modelo sistema concreto
Conocer nociones basicas = D§5'C|"Etizaf-'iﬁl'l
O Procedimiento de B Preparacion de los datos

discretizacion
O Ejecucién del programa
O Modelado numérico e

implementacién O Postproceso
: = = ®  Verificacion del modelo
O Verificacién del algoritmo B Interpretacion de
resultados
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Programa
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Tema 01:

Memento, homo...

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras
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Estatica:
accion del resto del Universo

Mec. solido 3D

O Fuerzas de volumen

B Accion cuerpos
alejados

B Interior del dominio

O Fuerzas de superficie

B Accion cuerpos en
contacto

B Contorno

Teorias de vigas

O Fuerzas generalizadas
interior dominio

O Fuerzas generalizadas
contorno

23 kN/m

IlHlHHHHHs‘“"“

¥ u o
! 4m !
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Estatica:
interaccion entre las partes del cuerpo

Mec. solido 3D

0O Vectores tensiéon

L

O Tensor de tensiones:
formula de Cauchy

Iy Ox twr L |
=Ty Op T iM%
Iz Y T Tz |7

M,

Lo TR P
= LR _
'\/\li:\}-/"l :‘:, ( Pl s,
™ - @ S

Teorias de vigas

O Esfuerzos
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Estatica:
Relaciones estaticas

Mec. solido 3D Teorias de vigas

E=E:El; B=EEL
do 6!’g— 6rg Noptgy=0 My p+my =0
= +hy=0 Vgm0 Moo=
ox ey ;74 Frytqy M=t g+ My

Oty s fay e 0Ty +by =0 Vox+qz =0 My 4y +my =0
&Y ey oz <
= O C.C. Estaticas (naturales)
Ot Orp 0807 . 4 = =
ax oY oz - Ni+Fy=0 Ny=Fp; =0
P P+ Fn =0 Vir=Fpp =0
O C.C. Estaticas (naturales) o V.- F. w0
Iyl |Ox Tw Taz||fix My +My=0 M,,-M,=0
i=lfo 9 T\ Mp+Mu=0 My, -M;,=0
Iy Tox Tyr Oz ||N: My +M;=0 My, - J._.fx: =0

[s.ns, =& » 5,U5,=5]
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Cinematica: Cinematica:

Desplazamientos Deformaciones y ecuaciones cinematicas
_ 1
Mec. sélido 3D Teorias de vigas Mec. solido 3D Teorias de vigas
O Campo de O Hip. cinematica: desp. = du
desplazamientos generalizados Ep=—r e
ax dx
—_ Gucbguic = _ & da;
= \ . s — = A=
D 4 = = — frhe 2 % 6 _ai —di
) b
= /_f"F' = s ki il & _=ly =1(E+ﬂ] r..::r ) +£}
J/J s XY 2 XY 2[_31‘ C‘%Y XY k Z dx
= — LT £
= u*(X,1.2) = u(X)~Y 6,(X) + Z6,(X) o2 =712 2[5;: &_J ra=b ﬂ_J
VLY, Z) =v(X) 1 Liev ow e,
R=Xi+Fj+Zk wE(X,Y, Z) =w(X) ﬁ”_]‘?’?“][az Iar] =%

r=x(X.V.Z)i+3(X,1.2)j+2(X.}.2)k
d=ulX,F,Z2)i+ WX, 7, Z)]+ WX, ¥, Z )k
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Cinematica:
Cond. de cont. cinematicas (esenciales)

Mec. sdlido 3D Teorias de vigas

u=i u, =i, U, =

v="v v =7 V=V

w=w W, =W, Wy =W,
Oy = 6__\'1 Oz = J’l 2
0,,=6y Or2=0n
0,=0, 9.=05
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Ecuaciones constitutivas

Mec. sélido 3D Teorias de vigas
1
£y = = {O'.\' = V{JY +0, }} N=cEA
& = ]—{cr ~vlo,+0,) =
=gt £ Vz = ¥ xzGApz
1 =
£z = F {O-z = V{o-x +0y )} Mr E:IYXY
= M,=El,x,
Tyy
i M, =GJp
26 -
Tz
XZ 2G
T
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Formulacién general del problema:
Rigidez y flexibilidad

Mecanica de Sélidos Deformables 3D y Teoria de Vigas

" Tuerzas e ———
C\ exteriores f,) <Hﬂ[h)_esplazamlenlis_’>

- Relacianes
™ cinempficos

s Relociones sl _‘">
(\‘_‘ Tensiones. ___/W(; ‘Pcfomac1oncEJJ
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Formulacién general del problema:
Formulaciones fuerte y débil

Mecanica de Solidos Deformables 3D y Teoria de Vigas

= Aislar cuerpos =
= Interaccién . _?_}%E‘;I‘I?Egn conjunto

Mecanica vectorial Mecanica analitica
=
= Ecuaciones de equilibrio

Formulacion fuerte Formulacion débil

(local) (global)
= Aislar dV y dS = Cuerpo en conjunto
=TTV, TEP...

= Interaccién

» Sist. ecs. diferenciales = Sol. Aprox. - MEF
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Tema 02:

Formulacion débil

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras

a1

Indice

O Introduccién

O

O
]
O

Teorema de los Trabajos Virtuales
Teorema de la Energia Potencial
Formulacion débil

Soluciones aproximadas

B Planteamiento intuitivo

B Planteamiento formal: Métodos de Residuos
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Introduccion

Mecanica vectorial
= Ajslar los cuerpos
= Interaccién
* Equaciones de equilibrio

Mecanica analitica

= Sistema en conjunto
=TTV o TEP

Formulacion fuerte

(local)
= Aislar dV y dS
= Interaccion
= Sist. ecs. diferenciales

Formulacion débil

(global)
= Cuerpo en conjunto
" T

= Sol. Aprox. > MEF
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Conceptos previos

R ——————.
O Desplazamiento virtual
0 Definicidn
B Infinitesimal
= B Arbitrario

45

Teorema de los Trabajos Virtuales

Conceptos previos

Reaccion de B

El Desplazamiento virtual

sobre A 0 Definicion
B Infinitesimal
B Arbitrario
a— B Al margen del tiempo
De5p|azﬂ,*“l9ﬂt° = ~Desplazamiento

real

vn’tuaL
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Conceptos previos

OO0 Desplazamiento virtual
B Infinitesimal
B Arbitrario
® Al margen del tiempo

O Desplazamiento virtual cinematicamente
admisible

B Cumple las condiciones de contorno cinematicas
de forma homogénea

d=d enS; = dd.=0 enS,

47

Teorema de los Trabajos Virtuales
Enunciado

Un cuerpo esta en equilibrio si, y solo si, el
trabajo virtual de las fuerzas internas iguala al
trabajo virtual de las fuerzas externas para
cualquier desplazamiento virtual cinematicamente
admisible

IV TﬁaEg'dV_LbiM"dV _L‘ Féd‘dS =0 V(Sd, €.
T
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicion necesaria)

L _______________________________________|
O Hipotesis:
B El cuerpo estd en equilibrio
T +b' =0 enlV

Tin=r! en S,

O Definiciones
B Desp. virtual cinematicamente admisible
&d, infinitesimal, arbitrario, al margen del
tiempo /&d=0en S,
B Deformacion virtual

1
bku = 'Z'(MJ!J i &f_”.]

49

Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicion necesaria)

O 7%+b'=0 enV = [(r%+b')ddv=0 vad,
O [ (r%+b')sd,dv =[ T%:6d,dv + | b'ad dV =0
O (ra) =1ad +1'81, = T1%ad,=("d,) -1,
O [radav=|(r's,)dv-[ 1'&d,av

= [.T'ad nds ~[ H(r'&d ,+T"5d,, Jav

-1, (r'n s s + [ (r'n od,av - [ 1'[1(5d,, + &, Jlav

=[ Padds+0-[ T'6E,ar  Véd ed
Sy V-
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicion necesaria)

[, Téd,dv + | b'ed,dv =0
]'V T, &j} dV = L} ri&jjds = L T’i’b}:ﬁdV V(fdr. €. -

] e =g == = .
= [ 170, v -[ b'sd v L,f & dS=0 V&l ed

c.q.d.
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicidn suficiente)

e ——— |
O Hipotesis
[ 176E,dv [ b'sd,dv -[ 1od,dS=0 Vod,ed
I3 v S

O Demostracién
[ rog,av =] 1*[i(ea, + &, Jav

=[1 (r'ad, +1"&d,, Jav = | ", av
B (V&) =Thad,+T'&, = T'6d,, = (1"6d,) -1,

[ 71ieE,av =] (rvsd,) -1%8d, hv
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicion suficiente)

[ V6 av ={ ((r'sd,), - 1"sd, v
- L (Tﬂ'&zj)“_dv- jy TY:8d dV
= |, 775d ndS~ | T%sd,dv

= L} T'ngd S + [, T'ndd,dS - [ T',64,4v

53

Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicidn suficiente)

_———————
j’ T"far..d.v—[ b & dV—[ Héd dS=0 V& ed
v s v / 5 / L

[ T'6E,av = Lﬁ T'méd,dS + | T'ndd,dS [, T*:éd dv

= _[5 T'ndd,dS+[ T'ndd,dS - T".5d,dV
‘L b"&f}dV—L PaddS=0 Vi, ed
=
= [ (1'n -1')5d,dS +[_(T"n Jods
F d

—| \T"i+b Jod dV =0 Vad d
J, (e p')sd, ,
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicion suficiente)

[, @on,—i")od s [ (1% +b’)od,dv =0 Vo, e d
TV +b' =0 enV
T/n-17=0  enS,

c.qg.d.
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Teorema de la Energia Potencial:
Conceptos previos e hipoétesis

_ 7
O Campos de desplazamientos admisibles
B d; +4&d;
siendo d; el campo de desplazamientos
correspondiente a la configuracién de equilibrio.

O Interpretaciones
B 5d; - diferencial de desplazamiento
B 3E; - diferencial de deformacion

—— | ——1
E, =2'(“';.;+d;-;) > 3, :fj(&j’JJeri’)
O Material hipereldstico
L
cE,

57

Teorema de la Energia Potencial:
Conceptos previos e hipotesis

—————  —_OO_—_—
[0 Fuerzas exteriores conservativas

= -

36(d)/b' = =il

/ od,

= cH

JH{d )/t =——

@)fr -3

O Nota:
B Si las fuerzas exteriores son constantes
G==bd , H=-i'd

B Energia potencial de las fuerzas exteriores
V=-[ pdav-[ rdav

= —LGdV = L_Hdif
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Teorema de la Energia Potencial:
Enunciado

Entre todos los campos de desplazamientos
cinematicamente admisibles, el correspondiente a
la configuracién de equilibrio se caracteriza por
definir un punto critico! de la energia potencial.

A= +1)=0 Y&, e

1 0 punto de estacionariedad.

NOTA: TI = U + 1" es la energia potencial del sistema

59

Teorema de la Energia Potencial:
Demostracion

j' TYSE. AV - J' bl&d dV--I 6d dS=0 ¥éd ed
1 "Ji b i s i I

od

=)
oE i J

[owav + [sGav + [oHds =0 Véd, e 4
5([F ;-J-'dV]+ S(L_Gdi/ + L{Ids) =0 Vaded

sU)+8(V)=0 va&d ed
Al=8U+V)=0 Véd ed

'\T._- ~I -
=2 éEJdV—_f[-a—G]a'ddV—j' [---ﬂ]&fds—o vead, e A
W T [ | e | :

20
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Formulacion débil

O Formulacién fuerte (sist. ecs. diferenciales)
TV +b'=0 , E, = %(du +d,) , T'=16"¢+2GE,

O Formulacién débil (expresiones integrales)
B Primera alternativa (TTV)

[ 176E,dv—| biad,av - er-’&fde: 0 Véd ed

1 .
E, = E(Jﬂj i djii) . T? = 18"e+2GE;

B Segunda alternativa (TEP; form. variacional)

Al=0 Vodcd . E, =

=—\d. +d,) , T" =A8"e+2GE,
2 5 i )

22
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Formulacion débil

O Ejemplo:

|Y
gt
B Formulacién fuerte l{TD_\f['Tj_m
d'v _ q(X) & =
dx'~  E s

B Formulacién débil

.ﬂld\;r d:{f{v} dX
dax® dx:

[ 1968,V — [ M, 8y,dX = [ (Ely, )o7,dX = J': El

[ prad,av — [ - g(x)vax

[, #ad dS > Fy69, + M,,06, - Fy 6, ~ M50, El orden de

= derivacién

requerido en la
formulacién

dv (&) . E
: (ﬂ.‘f di")(ﬂ *‘LL*?{XW‘L\ =0 Vded | débil es menor

= F,,0+080, - F,,0-030, = 0

23
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Formulacion débil

O Ejemplo:

|Y
= ()
B Pero, écomo se resuelve el l{T Dfi[‘]j_m@
G‘\I

problema? ? % =

O TTV = Ecuacién integral
e d B e

[ B v dx + [ g(X)vax =0 Voved

O TEP - Problema variacional

2
= - 1pt [ d* T
Al=0 Y¥éve.d siendo 1'[:5.[J EI(dXZJ dX+J-U(—q1}iX
Solucion analitica:
1. éCémo?

2. El orden de derivacién requerido, ées menor?

2
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Formulacion débil

¥
O Ejemplo: ; T a)
® Soluciones aproximadas {iJ:D:I_EE[D
(TTV, &j. con g(X)=g=conts.) @k ® x

u

Y+ [ qddX=0 Véved

v—;‘fsi]]ﬂ = Ev—zi‘isinm—v
3 T

d*v d* (&)
d.": ﬂrE

[

[ EH((EJ sin® X gy + [ gasin o ox=0 v&
o L I 5

4
1 S e e G
ﬁ”‘(z) & | sin T +qoK | sin—-dr=0 V&K %=D’0130?
4 a2 ,l
HK[EJ Lidlilk=0 va —» x=-2¢ > 001302
Loy a’El 384

23
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Formulacion débil

= 5 E
O Ejemplo: e
B Soluciones aproximadas {i[D:IIEED
(TEP, &j. con g(X)=g=conts.) (@) ® x
v=Ksin = ﬁ—\—%
L
e o :nu' fpdX Wove o 4
=L | ax+ [ € 5= 001307
§ 3 e AN L . X 5 7
= 0 v [ T A+ S § i —= 2
1'1_2]'" EIK (LJ sin’ — dX +[ gKsin T w1 JoL30

Al=0 Voved = EIKZ _L‘sinlﬂd\’.'-rqrsinﬁd;\'—ﬂ VK
L L S

L 4
o s = 0
oK L2 T & El

26
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Formulacion débil

- 00—
O éPor qué débil?
B No se han de cumplir las ecuaciones en todos los

puntos, sino solo una especie de media ponderada
por los desplazamientos virtuales.

B Es menos exigente en cuanto a condiciones de
continuidad y derivabilidad.

OO0 Resolucion analitica de la formulacién débil
B TTV = Ecuacion integral
B TEP - Calculo variacional

O Realmente, {es menos exigente en cuanto a
derivabilidad?
B Calculo variacional = Ecuaciones Euler-Lagrange
B Demostracion condicion suficiente TTV

O Potencia de la formulacion
B Soluciones aproximadas

27
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Soluciones aproximadas:
Planteamiento intuitivo (TEP)

O

Desarrollo en serie de los
desplazamientos

I,

= ®, B x
(X)=3vg(X) / 40)=4(2)=0 vi ‘% ?

L = = L >
- [ e vmx}] X [--q - {X]]dx s
L (; 'L Z1 = sustituido un
— = g problema
=X > v, EIf gU0(X )X - v, ((X), (X)X | variacional
iml jal — — e = e = - por la
Ky L resolucién de
o @ = un sistema
= z v, K, - Z v, algebraico de
i=1 ol 1=l infinitas
= ecuaciones
—= Z vJKU =F=0 i=123..m con infinitas
&, = incéanitas
9

69

Soluciones aproximadas:
Planteamiento intuitivo (TTV)

O Desarrollo en serie de los

1Y
desplazamientos reales y virtuales | T3 -
1-(X}—Z:‘,\-,¢,{_x-) gﬂif__{iﬂj @

&(X)= 3 v, (X)

® B x
#(0)=4(L)=0 . w(0)=w(L)=0 ¥ : ?

fﬂ%%@ﬁwfg{m&ﬂ =

: Hemos
= s 3 ‘ sustituido un
-S| S o[ ataf Sowt)ar | *iens
= : = integral por la
SR e LT v S o i iy resolucién de
S % - 50 a0 ssoluckin d
Xy K algebraico de
= = ” - infinitas
~35 oK, -3 F, —zasv,[z\-_.x.. -a]—o vay ecuaciones
fml fml (= =l Sl Ci:".lﬂ infinitas
Sk —fi=T s incoghias
o i
0

70



Soluciones aproximadas:
Planteamiento intuitivo (TEP o TTV)

= 3
O Trunquemos las series :

g aqlx)
(A Th,
HX)=2 (%) /8 0)=40)=0 vi u.._

M _S oK -F=0 i=123.N
ev; J=1

- » En esencia, Método de Ritz Hemos sustituido

i - un prqbfer:'la
T - o T, - variacional o

H0-3 0800 S0 3w x) joamcaalo

4(0)=4()=0 . w0)=w(L)=0 Vi reAglican deun

sistema
algebraico de N
ecuaciones con N

= En esencia, Método de Petrov-Galerkin incégnitas

N
SvK,=F i=123.N

=l

3
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

_ ——1
[0 Sea una EDP con sus condiciones de contorno:
D(x)u(x)+qg(x)=0 xel
Colxulx)+u(x)=0 xe8§,
Cy(xpulx)+g(x)=0 xeS5,
por abreviar las escribiremos sin hacer constar la
dependencia de x, simplemente como:
Du+q=0 en V
Coau+ir=0 en S,

Cou+g=0 en S,

33
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Soluciones aproximadas:

Métodos de Residuos Ponderados

Flexion de vigas

Du+g=0
Cpu+u=0
Cyit+g=0

47
enV - EI-J—:.—--
dx

|

i ]:I‘—.-. \tiix] I ]:
3 Wy

& ® 4
. P

g(x) vxel.Z]

=-M

=

= v(0) =,
=% 0=
e

en SJr — d:a;Jv
E%

dx

34
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Soluciones aproximadas: Ejemplo 2

Métodos de Residuos Ponderados

Y
. r n_’__ql /’/“."-"\l
Funcion de alabeo /-’ r—q )
(torsion de Saint-Venant) K =l =
"I‘;\:\_‘_;' S~ aq=r

Du+g=0 enV —= Af=f,=0 V(xy)eQ
Cau+u=0 en §; — Nohay

-
O, !
Cu+g=0 en §, = 54;—59.3”'41”’:

=n'f,—£mX' =0 en T, =T

E=

75

Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

O Admitamos que la solucién del problema se
puede aproximar como

ulx)= dlx) = ic‘.@ (x) & 0= icr-qa,

donde

B g (x) es una familia de funciones escogidas a
priori, ¥

B ¢ es un conjunto de parametros escalares, las
incégnitas a determinar

[ Ejemplo 1 Ejemplo 2 ]
N

)= 5)= 2 e0,) F3)= Fly)= zc: ()

el
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

Sustituyendo las soluciones aproximadas en la EDP y
las c.c. obtenemos los residuos

Dii+g=R#0 en ¥
C.i+u=R, #0 en S,
Cyi+g=R,#0 en S,

cuya expresion desarrollada resulta

R:D[ing]+f:iqf)¢q +f en ¥
i=1 F i=1
=l

R; —C;_.[Zcpr+E—Zci C.p, +71 en S,
=1

R, :C_{icm] | g:icl Cyp+g enS

I=1 I=1

37

Soluciones aproximadas: Ejemplo 1
Métodos de Residuos Ponderados

Residuos

Ditq=R#0 enV R:Efi;;‘-::}q(x) vxe jo.Z]
Cai+ii=R,#0 enS; & R, =v0)-v, . R, =6(0)-§

2 L dv d*v
Cui+g=R,#0 en S, & Ry, --u&-tl,’ -P , Ry, --51-;} +M

xl x=l

Expresion desarrollada
R=ir,D§q+q en ¥ o R=H£r,¢2:r+gr wre j0.L]
=l =]
R, _zcucx@r +i en§, & Ry = Zrl o0)-7v . Ry —Ec’@r’{ﬂ}_ﬂl
=l = =t

R, =2 cCuptg enS, & R, =EYeco"(L})-P , R,,=FIYco [L)+M
t=1 =l =1

77
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Soluciones aproximadas: Ejemplo 2
Métodos de Residuos Ponderados

[ ——————— ]
Residuos

Di+g=R=0 enV & R:fkao en Q
Coti+ii=R:#0 en §; <> Nohay
Cyi+g=Ry#0 en S, < Ry- ﬂtj:t —6;n' X/ 20 en T, =T

Expresion desarrollada

R=%¢,Dp,+q enV & R=%cqp +tq enQ
=1 1=l
n
R -Zc, Cyp, +u en §; <> Nohay
=1
M

"
Ry ‘:Zc, Cyp,+g en 8 © Ry= ﬂ’Zc, Dy — St X! en 'y =T
i=1 i=1

L
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

O Formulacién integral:

ijRdV+LE_JJREdSWLIWJRde:D j=12...n

" i, n
[wRav=] w}.[;a{. Do, + fJ.-}T’ B g.c [ w,poav [ v, rav
n

n
Ld 7;RedS = _LJ 7, [Z ¢, Cp, + :T] ds = é ¢ dej Cpp, dS + Ld @i dS

i=1

L, 7, Ry dS = L! 7 [é ¢, Cyo, + g]dS - § o L; 7, Cy dS+ L: 7, gdS

n = numero funciones de peso
n = numero de términos de la solucion aproximada
Si n suficientemente grande = buena aproximacion

o
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

T et R T R R e 1
En general, le integracién por
Por lo tanto partes/teorema de la divergencia :
: — T Lt permite disminuir el orden de
[, Rav | ,R;as js! ¥, Ryds="1 |

derivacién de ¢, i

n L ——
=X U. v, DodV+[ ¥ Cepds+[ ¥, Co, dS}
Sl £ o = ..'

.

.-“r% £dv+ de-, i dS + L,"‘_’J gdSl—U j=12..n

T,

vl
Asi pues, la solucion del problema queda determinada por la
del sistema de ecuaciones (algebraico, lineal si la EDP lo era)

%Kﬁcl+i‘;=0 j=12..n o [Klfk}+{r}={}

Soluciones aproximadas: Ejemplo 1
Métodos de Residuos Ponderados

O Formulacién integral: (1)

L L = B L = L
-{r,wj RdV = L WJ[EIJZEQ o +qux; EI;:; L v, o dx+L W, qdx
" " —
_LW_, des=gjl[zcl (‘9;(0] "E]*W;:[E‘U (D;(U) ’91]
o =l .=l .
Lr W, R, dS= ;‘T‘z}{}.?rz co"(L)- p] + E}:EI[ZC:. @' (L)+ M)
=1

=}

81

82




Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

O Formulacién integral:

I: w, o dx=...

= ' di = 'a’ e ]
L’v -2‘# ‘___;"1 ---=[W,¢ﬂj—{w}ﬂ'k—[n W} gldx{=
=y, (D)pl(E) v, (0)6f10)- (L)' (£)+ v/, (0)p"(0)+ [ v/ gl e

_L.W; RdV = Efil g I: w, o drt f w, qav=

(2)

=y, dit =y, =
== ol -[v.o

H_ilc. [wJ (L)1)~ (0)00)- v, (L) (2)+ v/, (0)"(0)+ [ v/ svfir] +[ v, qds
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Soluciones aproximadas: Ejemplo 1

Métodos de Residuos Ponderados

O Formulacién integral: (3)
[ RdmL 7R, dS+_L; ¥, R, dS=

:ic,[ﬂ[mmm ,0)10)- v, (L L)+ v, 00

L — = ey
+J-0 W; @l dx+ wae r'(L)+ Vn@ E{L)) +Wa: (0)+ Wj:?’f(o)}*
z = :

Ry o - —_ L *
+ [— vPrw, M W - 7R L ¥, qd.\-] =0 Jj=12...n

N

[K]ie}-{7} =0}
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Soluciones aproximadas: Ejemplo 2

Métodos de Residuos Ponderados

O Formulacién integral: (1)

_L_wJRdV— Lle fodQ- jn“’f [Zlc ¢,Ldn - Z]c In""f PadQ = ..

‘ {WI Pix ).k SV P TV P
=25 _[n(wj Pix )Ikd{) = L'f’j,a P =
=1 =1

L n
= Z“f !l_”k(ﬁ", Pix ds 'Z < _[nw_j.k Dok (2
i=1 t=1

i= L2
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Soluciones aproximadas: Ejemplo 2

Métodos de Residuos Ponderados

e ——— |
O Formulacién integral:

[\_J@desro

[, 7 Ry ds=[.7 0" ~con' X" s =
= L_E n"[i o qo,.} ds J} W, st X ds =
=l &

=3¢ J’rl?J n'p,, ds —-LUZJ; £, .0 X" ds
f=1

(2)
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

O Formulacién integral: (3)

[y Rav+[ v, Rods+ Lr 7, RydS=

= i".- [l; W, n'g,, ds .Ilr"?‘ n'Q,, ds— J‘nw_;,k Pix dfl] =
=1
i,

[ ' X" ds =0 j=12...n
L e

T,

[M]ie}-{r}= o]

| Ejemplo 2 |
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

——————  —_—_—
Consideraciones finales:
O MRP: sistema EDP = formulacién integral
(v sistema EDP, no solo probs. estructuras)
iRecuérdese el TTV!
O Formulacién integral + condiciones concretas =
= formulacion variacional iRecuérdese el TEP!
O Dificultad del método: encontrar familias de
funciones de interpolacion y de peso eficientes.
O Posibilidades:
B Funciones de interpolacion ( # (< ¢,) ) totalmente
generales > MRP impone:
O las ecuaciones de campo
O Las condiciones de contorno esenciales
O Las condiciones de contorno naturales
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

_  ——7
Consideraciones finales:
O Posibilidades (sigue):
B Las funciones de interpolacion (i (<¢) )
cumplen las ecuaciones de campo (R=0).
O El MRP impone las condiciones de contorno.
O Base del Método de los Elementos de Contorno,
B |as funciones de interpolacion ( # (2¢,) )
cumplen las condiciones de contorno esenciales
(Re=0).
O ElI MRP impone las ecuaciones de campo.

O El MRP impone las condiciones de contorno
naturales.

O Base del Método de los Elementos Finitos.

89
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B Planteamiento formal: Métodos de Residuos
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Soluciones aproximadas:
Método de Petrov-Galerkin

O Se escoge la funcién de interpolacién u(x) de manera
que satisfaga las c.c. esenciales. Ello permite
escribirla como

N N
‘”(")E ;’}{x)= @o(x)"'zc]?)a{x) < U=+ Zc;'@:'
donde: = e
B oy(x) cumple las c.c. esenciales
B ¢(x) cumple, ¥i, las c.c. esenciales de forma
homogenea = Rz =0.
B ¢ es un conjunto de pardmetros escalares a
determinar (las incognitas del problema).
O Las funciones #(x)son la particularizacién al
contorno de las funciones v(x). Las ¥(x) no
aparecen.

51
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Soluciones aproximadas:
Método de Petrov-Galerkin

_ 1
[ Todo ello conduce a la expresion integral:

[ v, Rdv 4 L"_’ Ry dS L!;?J,R_\. ds =

= i ¥ i Ln@ dd |+
30 “Iw Do r.’V+L v, C.o rﬁ‘]
ful +

A,

+[.|Ir-"”a'D%‘W+.[:!WJC"'%JS+L-% de+L’% gdS‘J: D=2 0

r!

O El método de Petrov-Galerkin es una
generalizaciéon del método de Galerkin que se
verd a continuacion.
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Soluciones aproximadas: Ejemplo 1 Soluciones aproximadas: Ejemplo 2

Por homogeneidad dimensional

Método de Petrov-Galerkin Método de Petrov-Galerkin
O Expresién integral: O Expresion integral:
EIZC [{tl} (L)L)~ Uf (0)e0) /m; (0)p10)+ ic_‘_ [Lw;_ it de 4 .[rl?f ntoy; ds - .LWJ-" P dﬁ]- J'r@ " X ™ ds =
i=l
Ty, (L)L) /Mf 'f’"?"d‘ X =2 [ZJ-]_g.r;Jnquhkrﬁy—Ian_k g;;l}dn]+
g =l - = =
= ) na
‘Ei‘ + E’T[V’J (flbﬂf-)-wj(ﬂbﬂﬂw+ W;{O)?’;(m*' i i@é&fﬁ@;i\%;@;:@ L_WJ Syt X ds=0 j=12...n
1 = )
& oy, (L}wnL)Wij; ords |- i
—WJ(L}P+W;(L)M+I[qudx:0 B Los términos tachados no aparecen en este
:'r problema concreto porque, al no haber c.c.
- esenciales, ¢ puede considerarse nula.
j=L2...n
33 5
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Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

O Supuestos método Petrov-Galerkin + (¢ = ;).

OPor lo tanto:

.f' "
[ o,Rav+ Lg‘} RS+ L} @, R, dS= Z}c H ¢, Do, dV + L} ?,Cyo, .:IS-I +

£’

7t

+\‘J:I9}J Do, dV + Lﬁ @, Cyp, dS+‘L‘¢:J de+!5/ ?, gdS] =0

5

F=12...n
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Soluciones aproximadas: Ejemplo 1
Método de Galerkin

TEna | . o, cumple las c.c. esenciales
0 Expres;on mteQral‘ de forma homogénea > ¢,(0)=0

E*',Zni e lo, (L)nL)- W M* ¢(0)=0
~0,pTL )+ 0 LR [ o] x|

+ ilo, (1)pi(e)_p B0 MM)
+9,(L)e)(L)+ M [[o/0} dx]—

L
—gu}(L)P+w;(L)M +JD @,gdx=0

L]

=L

j=12...n
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Soluciones aproximadas: Ejemplo 1
Método de Galerkin

O Expresion integral:

E!Z: c‘.[ZQJJ.(L Yo!'(L)+ J.:;o:pl."dx}

+ EI [2@7) (L )alg’(L) i j: @ o) a'x]

; L
—QJ(L)P+40}(L}M+L¢DJqu = 0

T

j=12..n
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Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

O Expresion integral:

;ci [zfl_@j ”k'ﬁpr'_k ds—I;)wj,k @ik dﬂ]_

A,

- _[r @ Eant" X" ds =0 f=12an
—

7
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Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

O Resolucion del ejemplo:
m =0 . =0 , g=const

® Adoptamos %5“0 . g = ) ©

ﬂiq{zﬂf@)ﬂﬂ-r _[:w,'-ﬂ'df] +l -9, (L)P+g)(L)M + _[fﬁ:,.qd\'} =0
Hiq{sz fi—1)i-2)r +E_j(j—1)f'!f(f—nr*'fdr} +[—1_v'.ﬂ+ M +_[:r'qa!cj=

2 o . (- 1)ili-1) ., — 1—
=EIy ¢ 2ii-1)i-2 -"’+—-—-———-’["' L 4| =P+ jI M +—D"q|=0
Zc[ T e TR

B0
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Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

_  ——7
O Resolucion del ejemplo:
K, =EI 2:’(?—1Xi—2)r-w
_ (i+j-3)
: —= 1 o
T,=—I'P+ I ’M+-7LJ 'g
J+l1

O Aproximacion de un término (i,j=2)

K,=4EIL , T,=-I’P+2LM+

> r
AEILc,=IP-21M -2

PN
\-‘[.\'): : = o =X
4EI~ 2EI  12FI

gL’

¥

|
i |:I |‘—]0ix3 :[]:
B

5 5

PL
Cy =
© 4EI 2EI 12E]

oo
F
P

2. Kue+T,=0

=2

M g’

La solucidn es exacta
para el término en M.
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Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

O Aproximacion de dos términos | = ——
(i,j=2,3) (AL TD

2 1 5

E;[4L ISLZ:HCZ}_ LP—ZLM—EQ'L
2 3 == 3 1

6L° 241 LP-30°M -l

©3

PL_M Tl

P _ SqL
6EI G60EI

LP _2M gL’
4 BUel Ve E 3| o || 25 281 24E
6 24 |lesL LP 3M qL” e
EI EI 4EI
2| M 5
V(.\'):-P‘l:\'s Lx‘ Mx‘i q| TA“ anl
EIl6" 2 261°  EIl24° 60

La solucidn es exacta para los

términos en Py M.

B2

oo
F
P
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Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

Ejemplo 1
R — =
0 Aproximacion de tres términos i* alx)
(i,j=2,3,4) (A5 ID

R 3y
@ ®14
L P
LP _2M _ql* PL M 1g*
4 18 56 |[e, Ef  EI 3k e 2EI 2EI 4EI
e w T =
.| |EI EI 4Er 6EI 6EI
8 30 768|lc.l’) |ip anr g e 2
EIl EI SEI 24EI

(-l L] M ol 1 L 2
Ell6 Z 2EI Erl 24 6 4

Todos los términos de la solucién son exactos.
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Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

0 Aproximacion de cuatro término#;T alx)
(ij=2,3,4,5)

3 A
® e}
P
L
P M qf =—
T T T == _ gl
s 1856 10a) |5 o o o) |T2E 2E aE1
2 66 14 oLl |7 g oam| o Jal | 242
8 30 768 160 |lc,| |LP_4M g af | S X
10 36 88 17704 ||c.L EI EI SEI & YT
LP_SM _qL o
El El 6E
P I Mo s T T
"{"-]',L:f[ax 2 |3 'E;[ e |

La solucién anterior ya era exacta. No hay término de quinto grado.
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Sqluciones aproximadas: | Ejemplo 1 ]

Método de Galerkin

0 En general, se obtiene una solucién
aproximada, no la solucion exacta.

O Sila familia de funciones de interpolacion
permite representar la solucion exacta, el
meétodo de Galerkin permite obtenerla.
(El de Ritz también.)

B3

Soluciones aproximadas:
Método de Galerkin

Condiciones que deben cumplir las funciones de
interpolacién

O g debe cumplir las condiciones de contorno
esenciales.
O (p,, i, debe cumplir:
Ser derivable hasta el orden que se requiera.

l Las condiciones de contorno esenciales de forma
homogeénea.

B Ser linealmente independientes y definir un conjunto
completol.

1se cumple si tomamos como aproximacion el resultado de truncar una
serie de cualquier tipo (Taylor, Fourier, Legendre...) con coeficientes
indeterminados.
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Soluciones aproximadas:
Método de Ritz

O Se aplica a problemas que admiten una formulacion
variacional. (TEP, por ejemplo.)

O Se escoge # de manera que satisfaga la c.c. esenciales.
Puede expresarse como en el metodo de Galerkin:

:.f(x];z?(x}=qao(x}+2ci@i(x) = hwg%

O No intervienen funciones de peso ¥, ¥, ni t,lz =

O Al sustituir la aproximacion en el funcional, este se

transforma en una funcién algebraica de los coeficientes c¢;.

O Solucion del problema

% =0 - [Kla}+{n}=00}

BB
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Soluciones aproximadas:

Método de Ritz

[0 Planteamiento

v,ps, / 40 0 Vi

N
| L_‘%

- j: EI[Z v X )] dx + j-: [- qi: ".ﬁ’%{-"}]i" Se sustituye

L

un problema
variacional

= i ., vy, Ef[:fﬁ:(frlw}(x}b\’— iv-l- (g(x ), (3)ax ot Ia

0
i=1

Ky

L

®
= v!v_a‘\_.' ZV,F,
1 =1 t=1

Z\rK -F=0 i=123.n
L jml

Y resolucion de
* un sistema
algebraico de
n ecuaciones
con n

incagnitas

-]

109

Soluciones aproximadas:
Método de Ritz

Condiciones que deben cumplir las funcione a(\f'-
interpolacién \

O g debe cumplir las condiciones e no
esenciales. 6

O q>., i, debe cumplir: 60
Ser derivable hasta ¢! (0 .4ue se requiera.
l Las condiciones ¢ o esenciales de forma
homogénea.
B Ser linealr e e qependlentes y definir un conjunto
comple* Q\)
22

,(<\ sl tomamos como aproximacion el resultado de truncar una
Lalquier tipo (Taylor, Fourier, Legendre...) con coeficientes

\:b"-.'a' ninados.
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Soluciones aproximadas:
Método de los elementos finitos

0 En el ambito de la Mecanica de Sdlidos
Deformables, es el principal método de
resolucion de sistemas de EDP.

O Le dedicaremos la mayor parte del curso.

O Ahora solo aparecerdn unas pinceladas para
relacionarlo con los métodos de Ritz y Galerkin.

111
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Soluciones aproximadas:
Método de los elementos finitos

J. Argirys
R.W. Clough
0.C. Zienkiewicz

0 Método de los elementos finitos

Similar a los métodos de Ritz y Galerkin

Se divide el dominio en subdominios pequenios =
elementos finitos

Se adoptan funciones de interpolacion sencillas en
cada elemento

Aumentado el numero de elementos se puede
aproximar cualquier funcién tanto como se quiera
Se integra elemento a elemento

73
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Soluciones aproximadas:
Método de los elementos finitos

Métodos de Galerkin/Ritz

Método elementos finitos
i 1 { |

|

|

== { +
== —
| | | I | |
| ] I |
| B e o Bt [t |
| I | I | |
| | | I | |
F + S=— —= {
[ I 1 = |
| | | | | |
I I | 1 [—
 E—— ——— e [
| | | |
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Soluciones aproximadas:
Método de los elementos finitos

———n
Integracion:

Métodos de Galerkin/Ritz Método elementos finitos

| |
| 1
S
| |
| — |
e ]
| |
| |
:t_;,f/_—_x_‘{___/;:hhl
|
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Tema 03:
Descripcion general del
Método de los Elementos Finitos

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras
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Introduccion

_ ——1
O éQué es el Método de los Elementos Finitos?

B Un método numérico de resolucién de sistemas
de ecuaciones en derivadas parciales basado en
una formulacién débil de éstas.

B Actualmente, en el ambito de la Ingenieria
Estructural, el procedimiento de calculo mas
potente y versatil disponible.

O Formulacion inicial:

® M. ]. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin y L. J.

Topp: «Stiffness and deflection analysis of
complex structures». Jour. Aerona. Sci. 1956

B J.H. Argyris, S. Kelsey, Energy Theorems and
Structural Analysis, Aircr. Eng. 1955
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Formulacion matricial del TTV

_ ——7
OO0 Teorema de los Trabajos Virtuales

SII=0  Vod e
STl= | T'SE,dV - | b'sddV - L; i'od dS =

= J&’ch— j sd'bdV — [ d'tdS
v v S
siendo
5:(0'.\' Oy Oz Ty Txz T}z)z
&=y Sey e, Sry Orm Orm)
b=(6; & &) =1
M=(d, &y, &)

125

Formulacion matricial del TTV

e ——— |
O Justificacién del primer término

i — o - =
_‘-VT OE;dV =0 06y +0yOgy +0,06, +
+27 ., 08y + 21,08, + 21, 08, =
=0,08, +0,08, +6,08, +

+ Ty O xy + Tz O az + Ty Oy = 06 'e

' g
U—(O'x Or Oz Ty Txz rrz)

&—(53.1' dey 96z Oy Oryz Oy J
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

— ——
O Discretizacion:
m Se divide el dominio en subdominios llamados
elementos finitos.
m  Solo estan conectados en los nodos (puntos
particulares del contorno del elemento).
O Interpolacion:
= Los desplazamientos (r_ealesfy vil_’tualesr? se aproximan
en cada elemento mediante funciones de interpolacion
sencillas —funciones de forma
B Estas solo dependen de parametros (desplazamientos o
sus derivadas) definidos en los nodos —parametros
nodales—.

O Aproximacion del funcional. Todo ello permite:
m  Evaluar el funcional (TV o EP) aproximado elemento a
elemento.
® Obtener una expresion del funcional aproximado que
depende algrebraicamente de los parametros nodales.
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

L ________________________________________|]
OO0 Discretizacion del funcional

A= 'I-Vri:’ch = J'yril’de = kﬁf tds

N N Ar
= [dedr -3 [sabdr -3 [ sa'tdr
=1t =1t J=1

129

Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

_
O Interpolacién de los desplazamientos » d =d =Na,

O Ejemplo 2D - @ =
ok (e @ ®
1400 (%)
d=d=Na, o
d=((X,7) v(X.7)Y ey
5 2
d=@(x,r) #(x,r) =

a,=(w, v, u, v, w, vy u, v)

A0 ALY 0 AXH 0 ALD o}

N=
0 HX.Y) 0 HX.Y) 0 KX, T) 0 SilX.T)
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

[0 Deformaciones
B FExpresién matricial > £€=Ld

£y | %X s g
£y 0 %y O
£z = _\0 ,0 %Z e
vl %y %x 9 ||,
Y| Y, 0 Yl

Yzl | o %z Pyl
L

£ L
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

————  —_—_0OoO_—_—
[0 Deformaciones

B Expresién matricial > e=Ld R

® Interpolacién > e=g=Ld=LNa,=Ba,

[0 Método de Galerkin
B Desplazamientos virtuales
B Deformaciones virtuales
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

O Tensiones (ecuaciones constitutivas)

B Expresién matricial > o=Deg
oy [A+26 A A 0 0 0
oy A A+26 A 0 0 0
Oz A A A+2G 0 0 0
Txy = 0 0 0 G 0 0
Tz 0 0 0 0 G 0
== 0 0 0 0 G
o : D

£y
£z
i
Yxz

Yz
rt
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

e ——— |
O Tensiones (ecuaciones constitutivas)
B Expresién matricial > o=Dg

B Expresion interpolada > 6=6=Di=DBa,
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

O Aproximacién del funcional:
N N M
Al = &'edl - &bV - Sd'tdS .
Zl:.{;r, ;J-V, ;L” — f__:_:_;_—,f iDatos!
- N N = .r___,-".i}'_’--‘: _‘__,'-"""
A1=3"| &'6dV sd'bdV sdtds
;L’ ~ ;J-P', £ jE:L-'.-'
N N Ar =
—ZL (Bsa,) (DBa, )i - ZL(N&")‘th ZL (N&a, ) tds
g =1 ! =1 F i}
N N M
.-—Zéh'([J'B'DBdV}aF rZé‘a:( IN’de): Z&;( IN’idS]
=1 Vi =1 - 7 - J=1 s_!_.

e
K, L i

Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

O Escritura matricial del funcional aproximado:

N

S ol UVB!DBdV]a# =&m'Ka

r_llv 4 4 = I Iy i
—§ c&f_[yy bd —% cslcj'sf tdV = Sa'f

Al=6'(Ka+f)

O Determinacion de K y f conocidos K. y f., Ve
- Ensamblaje
0 Se pueden calcular las matrices K. y f. de cada
elemento en un sistema de referencia local y
cambiarlas al sistema global antes de hacer las
sumas.




Aproximacion del funcional: Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolaci 1 discretizacion e interpolacion
gt ————  —_—_0OoO_—_—
I,

t, [k 0 Resultado alcanzado:

! _rjf & Egpresién aproximada del funcional

; A= da'(Ka+f)

que

— = == O Depende exclusivamente de los parametros

N = : J nodales a y 5a (expresion algebraica).

O Se determina elemento a elemento.

O Con los desplazamientos interpolados elemento a
(m}

O Ensamblaje

| =1

elemento.

Donde aun no se han impuesto las condiciones de
contorno esenciales (cinematicas).

[ji=i]

Lil 1j1 1*kl 1]
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Introduccidn
Formulaciéon matricial del TTV

Aproximacion del funcional: discretizacion e
interpolacién.

Obtencion de la solucion aproximada
Resumen del método

Funciones de forma: convergencia
Bibliografia

aproximada

i i flm |

[
O
0
O
O
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Obtencidén de la solucién aproximada

O Exigencias del método de Galerkin
B La solucién debe cumplir las c.c esenciales

3 Discretizacion =
=d. — Ll s =a.
d;=d; enS§, a;=a; ennodos€S,

B Las funciones de prueba (4&d;) deben cumplir las
c.c. esenciales de forma homogénea

Voided < VYéa / 5aj=0 s a;=a;

0
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Obtencién de la solucién aproximada

O Exigencias del método de Galerkin
® En consecuencia, si a,=a; A da;=0

O La columna j de K queda multiplicada por un valor
conocido = se puede agrupar con f

O La fila j de K queda multiplicada por cero

ST1=da' (Ka+1)

(e -~ [

21
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Obtencién de la solucién aproximada

O Exigencias del método de Galerkin
® Luego:dll-a'(Ka f)=sa'(Ka+(f + K. ))=-sa'(Ka+ 1)
Al=a(Ka+1)

(Kll Ky o Ky L. | A :
(- @0 . &)|Ky - K o Kullg=alsls,
[Kni .K‘, e Ky a, 1
K, .. Kuﬂ K;;.] e Ky a S Ku 1:
: : 5 : : = =
1K o Kopn K v Ka|jan S K;_L,:L’
= oy, &y . & z 2 e Slihe = = Bl T = G -]
(& o K o Ky Kpsa o Kyl 1 | K[
K KoqRam oo Ao L) K|

22
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Obtencidén de la solucién aproximada Obtencidén de la solucién aproximada

O Aplicacién del TTV
B Condicién de equilibrio

Imposicion c.c. esenciales. Resumen:
[0 Para cada grado de libertad j afectado:

B Se multiplica la columna j por el valor a;, M=0 Véaded & =0 VYoa
impuesto y agrupa con las fuerzas nodales en el = — = = =
vector f'. M=o7'(Ka+F)=0 Vo7 = Ka+f =0
B Se elimina la fila j completa ( K y £ ). ~ ~
= Ka=-f

B La obtencion de la solucion aproximada
(parametros nodales desconocidos, a ) se
reduce a la resolucidn d un sistema de
ecuaciones algebraico.

B En Elasticidad Lineal el sistema es lineal.

23 24
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indice Resumen del método
L _______________________________________| ——————  —_—_—
O Introduccién
0 Formulacién matricial del TTV 0 Discretizacion del continuo en elementos finitos
0 Aproximacion del funcional: discretizacion e 0 Determinacion de K, y f. de cada elemento.
interpolacion. O Cambio de sistema de referencia, si procede.

[0 Obtencion de la solucion aproximada O Ensamblaje + c.c. esenciales > Ka = =
O Resolucion del sistema
O Funciones de forma: convergencia O Calculo de las deformaciones > &£=Ba,
O Bibliografia [0 Célculo de las tensiones > 6=D¢

[0 Calculo de las reacciones

25 26
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Resumen del método

O Precisién de los resultados
B Desplazamientos nodales
B Desplazamientos interpolados
m Deformaciones y tensiones

O Precision
® Numero de elementos
B Funciones de forma

27

Indice

Introduccion

Formulacién matricial del TTV
Aproximacion del funcional: discretizacion e
interpolacion.

Obtencion de la solucion aproximada
Resumen del método

O Funciones de forma: convergencia
O Bibliografia
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Funciones de forma: convergencia

O Finalidad apartado:

B Establecer las condiciones que han de cumplir
las funciones de forma para garantizar que al
aumentar el nimero de elementos las solucién
del MEF converge hacia la solucién exacta

i)

149

Funciones de forma: convergencia

O Derivabilidad
B Las derivadas que aparezcan en el funcional
deben existir y no ser idénticamente nulas.

(Si en el funcional los desplazamientos aparecen
derivados hasta el orden p, las funciones de forma
deben ser derivables hasta el orden p.)

B Sino fuera asi, el funcional no existiria o se
reduciria a la constante cero.
- En tal caso, la aproximacion no tendria sentido
B Este tipo de condicién es comin a los métodos
clasicos de Galerkin o de Ritz.

3n
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Funciones de forma: convergencia

L _______________________________________|
O Derivabilidad

B En Mecanica, las derivadas que aparecen en el
funcional son deformaciones vy el criterio
anterior exige que las funciones de forma sean
capaces de reproducir un campo de
deformaciones constante en cada elemento.

B Notese que, al refinar la malla y hacer cada vez
mas pequefios los elementos, el campo
deformacional en cada uno va aproximandose a
un campo constante. La condicidn anterior
asegura que, aumentando el niimero de
elementos, se puede aproximar suficientemente
cualquier campo deformacional.

k1l
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Funciones de forma: convergencia

O Integrabilidad

B E| funcional aproximado debe ser integrable.

Se deben poder realizar las operaciones involucradas
en el proceso de aproximacion.

B Eso exige que las funciones de forma sean de
clase £P-1 (derivables con continuidad hasta el
orden p-1) si en el funcional los desplazamientos
aparecen derivados hasta el orden p.

32
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Funciones de forma: convergencia

oxP!
ok ap.—i
ox? oxP!
7'y oF
Delta de Dirac ox?

i3

153

Funciones de forma: convergencia
——————  —__—_O_0_—_—
O Movimiento de sdlido rigido:

B Silos desplazamientos nodales corresponden a
un movimiento de sélido rigido, las funciones de
forma deben definir un movimiento de sdlido
rigido en el interior del elemento, es decir,
deben conducir a deformaciones nulas.

O Deformacion constante
B Sj los desplazamientos nodales corresponden a
un campo deformacional constante en el
elemento, las funciones de forma deben
determinar un campo deformacional constante
en él.

34
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Funciones de forma: convergencia

L _______________________________________|
O Deformacion finita en el contorno del elemento

B Las funciones de forma deben determinar
deformaciones finitas en el contorno del
elemento.

O Si no fuera asi, el trabajo virtual de las fuerzas
internas estaria mal determinado, porque sélo se
ha considerado el producido en el interior del
elemento.

O Eso exige que las funciones de forma sean de
clase £P-1 incluso en el contorno si en el funcional

los desplazamientos aparecen derivados hasta el
orden p.

O Recuerdese la condicion de integrabilidad.

35

Funciones de forma: convergencia

O Elementos no conformes

B En ocasiones es dificil encontrar funciones de forma
e clase £¢-1 en el contorno del elemento.

B Los elementos cuyas funciones de forma no cumplen
esta condicidn se denominan elementos no
conformes.

B Siun elemento no conforme satisface
O las condiciones de deformacion constante

anteriormente enunciadas, y
O el criterio de la parcela (patch test) —que se
enunciarda mas adelante —,
entonces la solucion aproximada basada en él, al
aumentar el nimero de elementos converge a la
solucidn exacta.

B La velocidad de convergencia es similar, a veces
incluso mejor, que la que proporcionan los elementos
conformes.
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Funciones de forma: convergencia

O Criterio de la parcela

B Se define una parcela formada por un ndamero
arbitrario de elementos.

B Seimpone a los elementos de la parcela unos
desplazamientos nodales correspondientes a un
estado de deformacién constante.

B El criterio de la parcela se satisface si:

O Se alcanza simultdneamente el equilibrio de todos
los nodos sin necesidad de introducir ninguna fuerza
nodal exterior en los nodos internos.

O Se determina un estado tensional constante en toda
la parcela.

B Esto garantiza que no se ha perdido trabajo virtual en
las discontinuidades entre elementos v, por lo tanto,
que el elemento no conforme es valido.

37
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Funciones de forma: convergencia

——————  —_—_—
O Consideraciones finales:

B Los programas comerciales de Calculo de Estructuras
se basan en funciones de forma, métodos de
integracidon, etc. bien contrastados.

B Por ello, al ingeniero que los utiliza para analizar
estructuras convencionales todo referente a la
eleccion de la funcion de forma vy a otros problemas
gue no se han tratado (como la integracion numérica)
en general no debe preocuparle.

B Estos aspectos so6lo resultan relevantes en unos
pocos casos:

O Problemas de gran complejidad, practicamente
reservados a gabinetes especializados en ellos, que
requieran usar programas especificos.

O En investigacién.

O En la elaboracion de los propios programas.

ki:]
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y Teoria de Estructuras

161

Indice

O Introduccion

O Relaciones fundamentales

[0 Estado de deformacion plana
O Estado de tensidn plana

O Bibliografia

162



Introduccion Introduccion

- ___—_—_—1 ——————  —_—_—
O Imagen global de la Elasticidad 2D (o plana):
B Misma formulacion de la Elasticidad 3D (MESD). O La Elasticidad 2D es puramente tedrica

B Pero en el plano en lugar de en el espacio.
O Desarrollo de la Elasticidad 2D. Procediendo como
en Elasticidad 3D se obtiene:

B No existen cuerpos 2D

B Expresiones similares a las 3D 0 Supone una buena aproximacion a dos
B Con idéntica interpretacion fisica situaciones reales:
B Pero... '

B Estado de deformacion plana

O Las expresiones solo dependen de (X,Y)
B Estado de tension plana

O Los términos que tienen algin subindice Z en
Elasticidad 3D no aparecen

O Los términos que son &()/¢Z en Elasticidad 3D no
aparecen.

O Los vectores tiene dos componentes, los tensores
son de 2x2, etc.
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Indice

_———————
O Introduccién

O Relaciones fundamentales

[0 Estado de deformacién plana
O Estado de tensidn plana
O Bibliografia

Relaciones fundamentales:
Cinematica

e ——— |
O Campo de desplazamientos

d=u(X.Y)i+v(X.Y)j
0 Ecuaciones cinematicas

> Exy =7 Var

Exy=—— , Ey=——
L ae——r 37 2o

O Ecuacién de compatibilidad

621.‘{“, = (‘32&"1{- = e
oXeY oY* ax

[0 O

ou ov 1 1 [ ou
= +




Relaciones fundamentales:
Estatica

[0 Fuerzas en el interior del dominio
(3D = de volumen; 2D = de superficie)

b=b,(X,Y)i+b,(X.Y)j
O Fuerzas en el contorno
(3D = de superficie; 2D < por unidad de longitud)
t=1, (X.Y)i+7(X.Y)j

O Vector tension
(tension = fuerza por unidad de longitud)

t=1,(X.Y)i+1,(X.Y)j

167

Relaciones fundamentales:
Estatica

O Formula de Cauchy
Iy = Ty Tyy || Ny
Iy Ty Oy ||y
O Ecuaciones de equilibrio interno / Ecuaciones
de equilibrio en el contorno

0oy 01y = = | ‘

ox oY { X } = {53 Ty H”x
OTyy = day = Iy Tyy Oy |(Ny
ox oy
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Relaciones fundamentales:
Constitutivas

O Ley de Hooke Generalizada

Ex:—];‘-{crx—ﬁo},} z e = -
E | Ox=Ae+2Ge, =Aley +&,)+2Ge,
= ;%{a}, —fzgx} e Je+ 2(:#:,, -—i(&'x + &y )t Zézr
| 1y=2Gg,
P a
Y 2
2G
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Estado de deformacion plana

O Se caracteriza porque el campo de
desplazamientos tridimensional tiene la
estructura

d=u(X,Y)i+v(X,Y)j

en consecuencia, en el modelo 3D:

B ¢, =65=¢65,=0

B En todos los puntos del cuerpo, Z determina una
direccién principal.

171

Estado de deformacion plana

e ——— |
O Se produce en...

B . cilindros rectos, de longitud infinita, sometidos
exclusivamente a fuerzas perpendiculares a las
generatrices cuyo valor no varia a lo largo de
estas.

1

bdv=bdAd7

 fdS=tdsdZ
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Estado de deformacion plana

O Se produce en...

...cilindros rectos, constrefiidos a permanecer entre
dos planos infinitamente rigidos, perpendiculares a
las generatrices y sin rozamiento con el cuerpo,
sometidos exclusivamente a fuerzas perpendiculares

a las generatrices cuyo valor no varia a lo largo de
estas.

x\

)

tds=tdsdZ

173

Estado de deformacion plana

[0 Representa, aproximadamente, la situacién que se
da...
B _ lejos de los extremos,
B en piezas rectas,
B muy alargadas,
B sometidas a fuerzas perpendiculares a las
generatrices cuyo valor no varia a lo largo de estas.

O Por ejemplo:
B El revestimiento de un ttnel.
El terreno alrededor del tiinel.
El terreno en zanjas, cimentaciones corridas...
Alcantarillas, conducciones...
Muros, azudes...
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Estado de deformacion plana
_ ——1
O Cinematica

B §;=6y=6y,=0

B e (X Y), (X, Y) ¥ 6xv(X,Y) son las incégnitas del
problema. .

B Ecuaciones de compatibilidad de Saint-Venant:
O La primera coincide con la del problema 2D.
O Las cinco restantes se cumplen idénticamente.

175

Estado de deformacion plana
——————  —__—_O_0_—_—
[0 Tensiones
m El modelo 2D proporciona los valores de oy oy

Y Txy-
B o, existe y, en general, no es nula:

1
e F{o-“ o, +0,)) = o,=vc,+0,)70
B 1y, Y 1yz €xisten pero son idénticamente nulas:

T
a'ﬂ—ﬂ—;‘é ==

Ty
EPZ“O_'?_G = T =0
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Estado de deformacion plana

L _______________________________________|
O Ecuaciolnes constitutivas (1)
£Z=O=F{Jz~v(o"\.+0'y]} = oa,=vo,+a,)#0
1 1
Er= {U.‘r = V(Ur +0, )} == {0—.\‘ = V(Ur + V(o—.\' +0y })} =

».-1_"12{0 LO’}‘—‘l{G 13'0}
E x ]—V ¥ E: X ¥

1 a 1 |
Ey = = {0y — VO, [ E o W
¥ ,{1" zf fE=l ; V= |
-V -V
(373
=
2G
T
gu—o—)—ﬂg = T4 =0, srz—D—% = Ty =0

177

Estado de deformacion plana

O Ecuaciones constitutivas (3)
oy =Ae+2Ge, = Aey + &y + 6, )+2Ge,
=gy +&,)+2Gs,
oy =Aey +&,)+2Ge,

o, =gy +&y)

Ty =206, L iea
T}'z = 2G5}7 = = 1
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Estado de deformacion plana indice

[0 Notas finales O Introduccién

B E| estado de deformacién plana constituye un [0 Relaciones fundamentales
tipo de problema eldstico 3D muy particular
cuya solucién se puede obtener mediante la
elasticidad 2D.

B La situacién 3D exacta es extrafa, pero
representa una muy buena aproximacion a
problemas habituales de cuerpos alargados,
lejos de los extremos.

B Entre las ciencias que lo utilizan cabe destacar la
Geotechia, donde se usa para estudiar tanto el
terreno como la estructura en contacto con él.

[0 Estado de deformacion plana

O Estado de tension plana

O Bibliografia
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Estado de tension plana

[0 Se caracteriza porque el campo de tensiones
tridimensional cumple

O, =Ty, =T, =0
por lo tanto
B La direccion Z es principal en todos los puntos
del cuerpo.

181

Estado de tension plana

O Se produce,
aproximadamente, en
cilindros rectos...

B cuya altura es mucho
menor que cualguiera
de las dimensiones de
base,

B sometidos
exclusivamente a

s

AR

fuerzas perpendiculares
a las generatrices
(espesor) cuyo valor no
varia a lo largo de
estas.
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Estado de tension plana

O Se produce,
aproximadamente, en
cilindros rectos...

B cuya altura es mucho
menor que cualquiera
de las dimensiones de
base,

B sometidos
exclusivamente a
fuerzas perpendiculares
a las generatrices
(espesor) cuyo valor no
varia a lo largo de
estas.

Estado de tension plana

O Para que el problema fuese realmente 2D, deberia
cumpllrse

Oy—Cry (x Y} =0y (x, Y) b w(X Y)
pero esta reIacmn es |nc0mpat|b|e con las
ecuaciones de la elasticidad 3D.

O En el problema descrito se cumple
oy =0y (X.Y)+ 201 (X.Y)
oy =0y (XY )+ Z a3 (X,Y)
Ty = |\ L T | KT )
donde los primeros sumandos son la solucion del
problema 2D vy los segundos, al ser Z pequeno, son

muy pequefios. Tenemos, pues, una solucién
aproximada del problema

Casanova (1998, puntos II.1 y I1.11)
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Estado de tension plana

O La solucién del problema 2D también define el
valor medio en el espesor de las tensiones
en cada punto, incluso cuando las cargas no
son constantes en el espesor sino solo
simétricas respecto al plano medio. (Tensién
cuasi-plana o tension plana generalizada.)

O La solucidén del problema 2D determina la del
estado membrana (esfuerzos que
representan la integral de las tensiones en el
espesor) en problemas de placas y laminas.

Casanova (1998, puntos II.1 y I1.11) 35

Estado de tension plana

——————  —__—_O_0_—_—
[0 Deformaciones

B El| problema 2D determina la aproximacion a los
valores de ex(X,Y), ev(X,Y), ¥ exy(X,Y).

B La deformacion e; existe y, en general, no es
nula

Emi= El; {Uz "'(0—_1’ t Oy )}_ 'J]E'{O—v t O—Y)

B |as deformaciones ey7 v £yz son idénticamente
nulas

T T,
= XZ_O e I"Z_U

& :
=% 2G




Estado de tension plana

O Desplazamientos
B La condicién de compatibilidad 2D
axey eér: ax?

garantiza que el campo de deformaciones 2D es
integrable y permite calcular los desplazamientos
aproximados u(X,Y) y v(X,Y).

B El desplazamiento aproximado w(X,Y) se puede
calcular, suponiendo que el plano medio de la laja es
de simetria, como

w(X,¥.2)= I:;z (x.¥ iz

B En general, el campo de desplazamientos 2D asi
obtenido NO cumple las restantes cinco ecuaciones
de compatibilidad 3D, porgue sélo es una
aproximacion. Las cumpliria la solucion exacta.

Estado de tension plana

O Ecuaciones constitutivas (1)
1

1

54’=E{G'.\'_"'(G':""G'z)}:E{O'.r—"O'r}

£, =~{o, —vo,} - i
E | E=E , v=v
1 v

& _'};.'{57_"(9',\""“:‘)}—_ ("‘ +9—y]
=T —

= —= 0. 2G g
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Estado de tension plana

O Ecuaciones constitutivas (2)

gy =—loy—vo,} Gxﬂiz(é'xﬁ-%‘r)
E = 1-v
1 = E (g 4ve,)
=% oy -vo,} FreTo e T
. _%e |
& -_—
| ® 26

Estado de tension plana

O Ecuaciones constitutivas (3)

0,=0=Ae+2Ge, = Aley +6; +£,)+2Ge,

A v
e EytEy)=———(e,+&E
r= e rar)= (e ver)

oy=Aley tey+65)42Gey = A[s +téEp— (exter )}+ 2Gey
: A+2G :

= ,{Zf'f(; (60 +8,)+2Ge, = A 11‘_2: (6x +6,)+2GE, = Ae+2Gs,
Oy = Ae+ 2Gey |
=265y e
2 2 A+2G 1-v
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Estado de tension plana

[0 Consideraciones finales

B El estado de tensién plana (problema 2D) no
determina |a solucion de ningln problema 3D
real.

B Sin embargo, el célculo 2D define buenas
aproximaciones a la solucién de los problemas
de...

O ..lajas sometidas a fuerzas exteriores
uniformemente distribuidas en el espesor.

O ..lajas sometidas a fuerzas exteriores simétricas
respecto a su plano medio (valor medio).

O ...estado membrana en placas.

191
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Representacion grafica de la solucién

_

O En problemas bidimensionales es sencillo elaborar
representaciones graficas de la solucion del
problema, que facilitan su interpretacion.

O Histéricamente han sido importantes porque
algunas se podian obtener por métodos
fotoelasticos, que permitian resolver
experimentalmente problemas complejos.

O Hoy los ordenadores nos facilitan algunas de estas
representaciones como visualizacién de la solucién
buscada:

B Deformadas

B Lineas de nivel de las tensiones
B [sobaras

® Isostaticas

Representacion grafica de la solucién

————  —_—_O_O_—_—
O Deformada

B Imagen del cuerpo, o de algunas lineas sobre él,
en la configuracion deformada.

O Lineas de nivel de las tensiones
[0 Isobaras

B Son las lineas de nivel de las tensiones
principales
O Isostaticas
B Son las envolventes de las direcciones

principales (es decir, son tangentes a una de las
direcciones principales en cada punto).
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Representacion grafica de la solucién

.|
[0 Deformada

35

Representacion grafica de la solucién

O Lineas de nivel de las tensiones / Isobaras

36
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Representacion grafica de la solucién

O Lineas de nivel de las tensiones / Isobaras

37

Representacion grafica de la solucién

O Isostadticas

INRERNINy|
H !_'

i

== compresion

Torroja (1996, pag. 105)
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Representacion grafica de la solucién

O Isostadticas

Torroja (1996, pag. 105)

40
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Representacion grafica de la solucién

_—————————————————
O Ejemplo de salida gréfica (FlexPDE)

41
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Introduccion

O El problema eldstico 2D permite:
B Mostrar los detalles de la aplicacion del MEF a la
Elasticidad.
B Resolver problemas de interés en la practica
profesional.
O Objetivos del tema:
B Mostrar como se define un elemento finito (definir
funciones de forma)
B Presentar el tratamiento de las deformaciones
impuestas y las tensiones iniciales
® Exponer la obtencion de la matriz de rigidez y las
fuerzas nodales en un caso concreto

B Describir los elementos finitos mas habituales en
Elasticidad 2D

Indice

_ ——1
O Introduccion
Elemento triangular de continuidad C°

B Funciones de forma
B Matrices caracteristicas del elemento
B Estimacién de las tensiones
O Otros elementos finitos de continuidad C°
B Introduccién
B Elementos rectangulares lagrangianos
B Elementos rectangulares serendipia
B Elementos triangulares
O Bibliografia
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Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

- 1
O Campo de desplazamientos en Elasticidad 2D

{27

v(X,Y)

O Condiciones que han de cumplir las funciones
de interpolacién
B Deformaciones = derivadas primeras de d

O Deben existir las derivadas primeras #0
> funciones de interpolacion al menos lineales

O Se requiere continuidad C° en el contorno

209

Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

——————  —__—_O_0_—_—
O Interpolacién lineal
B Cumple todas |las condiciones anteriores
B Es |la mas sencilla que resuelve el problema
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Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

- 1
O Expresién matricial de la interpolacién lineal

{u(X,Y)}_ {al +a2X+a3Y}

v(X,Y) B+BX+5Y
o)
o,
u By 0-—0-"0\g
= ¢ b < d=Ma
v 0 0 01 X Y|4
B,
B,

211

Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

[0 Obtencién de las funciones de forma (constantes
en funcion de los parametros nodales)

«) 1 X, ¥ 0 0 0]fq
vl [0 0 0 1 X %|le
w| |1 X, , 0 0 0lla
v lo o o 1 x, ,]|8
Y 1 X, ¥, 0 0 0}{f
v [0 0 01 x v[B
T i o d=Ma= Ml-l"at =Na,

N=MH"
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Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

L _______________________________________|
[0 Funciones de forma (Expresiones)

N_[f,{x.r) 0 e 0 filx.Y) 0
| o fx.x) 0 f(x.7) 0 L(x.¥)

a+bX+cY
Y y)="f "1 £
£(x.Y) =
a,=XY-XY
b=Y-%, (i j.k)=(123).3.1.2).(2.3.1)
=X, -X,
=
24= X, Y.|=2%Area deltriangulo
e

213

Elemento triangular de continuidad C°
Funciones de forma

——————  —__—_O_0_—_—
[0 Funciones de forma (Representacién gréfica)

N_[f,{x.r) 0 =E(=Y) 0 £(xr) 0
o Axy) 0o LxY) 0o fXY)
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O Introduccién

O Elemento triangular de continuidad C°
B Funciones de forma
B Matrices caracteristicas del elemento
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O Otros elementos finitos de continuidad C°
® Introduccién
B Elementos rectangulares lagrangianos
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B Elementos triangulares
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

[0 Deformaciones
® Expresién matricial > €=Ld

“x %X : u
S sl

{ lazr 3
Y} %y x|
L

£ S
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

O Deformaciones

m Interpolacién > g=é=Ld= LNa, =Ba,
B=LN= '

==
([ o a0 o s o ]

- o 2
Seay 0 aler) o Alrr) o slxr
é/ a / -
lar A
el éh 3
0 0 (1]
ax ax ax by 0 b 0 b 0
= = 1 2
e g e e 0 ¢ 0 ¢
& ar & 24 E
N W W W W o b ¢ b ¢ b
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

O Tensiones (ecuaciones constitutivas)
B Expresién matricial > ©=0,+Dle-g,
O o son las tensiones iniciales (tensiones residuales de
soldadura o plastificacién, estado final del escalén previo, etc.)
O &g son las deformaciones impuestas (temperatura,
retraccion, etc.)

O D es la matriz constitutiva

Tensidn plana Deformacién plana
—— A+2G A0
D= ‘: v 1 0 D= A A+2G 0
-V
0 0 (1-v)2 0 0 26
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

O Trabajo virtual de las fuerzas internas
[ odV =[ &' (0, +D(s—g, )iV =

= [ delo,dV + [ &'DedV [ ' De,dV =

L&I&dV = 53: - BTGOdV]+ mte del

vector fuerzas nodales

+ (}'a: IBTDBdV a,— € Matriz de rigidez
Vi

= T T € Componente del
|, BDe,dV |

vector fuerzas nodales

219

Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

O Matriz de rigidez del elemento

K K K Se determina operando
11 12 13 = -
a partir de las funciones

J‘B?'DBdV — K31 E K de forma y los
v resultados anteriores
K, K, K,
¢ [bb,D, +ce, Dy be,D,+cb Dy
= ko o _

44|¢b Dy, -be, Dy ce Dy, -bb D,
Con funciones de forma mas complicadas estas integrales no se
suelen evaluar analiticamente sino numéricamente. Mediante una
cuadratura de Gauss, basta evaluar las matrices B y D en los

puntos de Gauss, hacer el producto matricial e ir acumulando los
resultados.

31 32
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

O Vector de fuerzas nodales del elemento
i T i [ g
LB 6,dV - LB DsudV—L N b“'V‘L,, N'tdS

B No se puede dar una expresion cerrada de este
vector porque depende de las funciones que
definan oy, g9, b y t.

B Como la matriz de rigidez, suele ser facil
evaluarlo numéricamente para cualquier familia
de funciones de forma.

B El dltimo término solo aparece si el elemento
pertenece al contorno del cuerpo.

221
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B Matrices caracteristicas del elemento
B FEstimacion de las tensiones
O Otros elementos finitos de continuidad C°
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B Elementos triangulares
O Bibliografia

18

222



Elemento triangular de continuidad C°
Estimacion de las tensiones

00—
O Estimacién de las tensiones
6=0,+D(&~-¢,)=0,-De,+DBa,
= DAT
B Elemento lineal s
O B=cte. = eg=cte. y g=cte. en cada elemento.

O Nodos:

B \alores diferentes en los diferentes elementos
concurrentes.

B Setoma la media de dichos valores.
O Mejor aproximacion: en el centroide del elemento.
B Otros elementos
O Mejor aproximacion (Zienkiewicz 1980, pag. 324):
en los puntos de Gauss utilizados para la integracién
numeérica (considerando el minimo nimero de puntos
que permiten integrar exactamente el polinomio).
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B Elementos triangulares
O Bibliografia

20

224



Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

L _______________________________________|
[0 Otros elementos finitos en elasticidad 2D:
B Otras formas (rectangulares, cuadrangulares...)

B Interpolacién de mayor grado en una o ambas
direcciones = mayor nimero de nodos

Fal

225

Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

——————  —__—_O_0_—_—
O Determinacion
B Mismo procedimiento del caso anterior.

m Dificultades:
O Eleccion términos del polinomio, si no puede ser
uno completo
O El sistema de ecuaciones para determinar las
constantes puede no tener solucién
O La resolucion del sistema siempre exige mucho
trabajo computacional

0 Alternativas

B Buscar polinomios que cumplan las condiciones
adecuadas y escribir directamente las funciones
de forma

22
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

O Condiciones a considerar para escribir
directamente las funciones de forma:

— N(x.¥) 0 N,(x.¥) 0 v N(X,Y) 0
[ 0 N(x.Y) 0 N,(X.¥) - 0 N,,{X,Y)}

N..(.-r.,r.)={l 2
a7 0 sii#j

S N(X¥)=1 V(X.¥)e elemento

f=l

{X ,YJ) —» coordenadas delnodo j

n — nimero de nodos del elemento

23

Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

O Polinomios completos:

m El grado de aproximacion (precision, velocidad de
convergencia...) de un elemento queda determinado por
el mayor polinomio completo que contiene la funcion de
forma.

® Los términos de orden superior al de dicho polinomio no
la mejoran significativamente

®  Por tanto, conviene usar como funciones de forma
polinomios completos, pero es complicado conseguirlo.

Constante 1
Lineal X ¥
Cuadratico x XY ¥
Cﬂbico 4‘” .Y:}, AT" }r!
Cuartico Xt Xy 5,0 5 )
X X'y Xyt Xy Xyt ¥
X XY > 5 & >S5 58 & X7
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

O Tener el mismo nimero de nodos en los lados
adyacentes garantiza la continuidad C° entre
elementos! - presentan el mismo tipo de
variacién (lineal, parabdlica, cubica...) en el
lado comun

1 En los casos que ahora se consideran, cuyos parametros nodales son
sdlo desplazamientos (no derivadas de estos).

25
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O Introduccién

O Elemento triangular de continuidad C°
B Funciones de forma
B Matrices caracteristicas del elemento
B Estimacion de las tensiones

Otros elementos finitos de continuidad C°

Introduccién
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

[0 Coordenadas normalizadas

J=E

E ;

1 // b
ot ,—f / —

| ;

!

E— i =

XC
s XX . X
a a dd =dXdY = abd&dny

Y-Y, L1 . '

n==pt > dn="n [ [ p(navax = [ [ (s n)abdnds

27

231

Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

O Polinomios de Lagrange 1D. Valen
B 1 en el nodo que los define
B 0 en los demas nodos

n = numero de nodos
i = nodo donde la funcién vale 1 |

(&)= n é: :‘;J) =
o (E-8XE-8). (6-8 NE-&.)- (68, 0E-¢)
(G R BN (R0 G B e (Rl

= Ejemplo: L&(2)
—— T — e

L ¢

28




Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

O Elementos rectangulares lagrangianos

B Funcién de forma
(nodo i, n nodos segun &, m nodos segun 1)
N(&n)=L(&)L ()

B Habitualmente s6lo se considera con m=n

B Ventajas:
O Facil de generar

B Inconvenientes

O Muchos nodos internos
B Se pueden eliminar por condensacion estatica
(la veremos mas adelante)
O Muchos términos de orden superior al del
polinomio completo

29
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refiere al orden
del polinomio
completo que
incluye,

Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

————— _—_—
O Numero de nodos y términos del polinomio

& K |n
) y Si— 5 ;
4 3
! v !
L - - »
==t 8 o 4 ¢ | ¢
L - - 3
1 2 1 2 3
Lineal (4 nodos) Cuadratico (9 nodos) Cibico (16 nodos)
La denominacién
del elemento se 1 Lineal

Cuadratico

Ciibico

30
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

-~ ____—
O Elemento rectangular
lagrangiano de 4 nodos

Representacion de N,

|7?
|
L]t

1 2
Lineal (4 nodos)

N(Em)= (-2 )1-mm,)

3

Otros elementos finitos de continuidad C°

Elementos rectangulares lagrangianos
————— __—_—_

O Elemento rectangular 7 1;? 5
lagrangiano de 9 nodos t
"8 2 -—dr“:—g
1 =2 =)
o y=(1_ 22 Y12 € uadratico (9 nodos)
N,(&n)=-&)i-7*) (
1 £l ¥ =
Nf(cf,n)=z(s +E Jn* +nm,) i=1357

Nf(é?,fi)=%frf(lwfzxrfﬂam)%é‘,—z(?—9*5;)(1—?:2] i=2468

32
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

Representacion de Ns

Representacion de Ny

=
1

EEEEEES

a

33

Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

Representacion de Ny
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

O Serendipia

B Serendipity: término inglés que se refiere a un
descubrimiento que se produce de casualidad,
cuando se busca otra cosa.

m (Chiripa?

B Aceptado en la vigésimo tercera edicién del
diccionario de la RAE. Serendipia es el “Hallazgo
valioso que se produce de manera accidental o
casual”.

36
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

L ______________________________________|
O Elementos rectangulares serendipia
B Sélo nodos en el contorno
(para grados elevados, minimiza el numero de nodos internos).
B El nimero de nodos en un lado define el grado
del polinomio en él & Continuidad C°
B N(5n) = P(E*P(n)
B (Por qué serendipia? = La determinacion de
N(&,n) requiere analisis e ingenio
(en la familia lagrangiana era sistematica).

37
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

O Ejemplo de generacion de la funcion de forma:
elemento cuadratico, nodo intermedio de lado

It IL

1l
}E“‘
=]
S

®
o)
oy
S

38
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

O Ejemplo de generacion de la funcién de forma:
elemento cuadratico, nodo de vértice

e ——— ==

S e — S

e e
$:En) = SHEm)  +B SNEn)  +C SEn)

39
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

O Ndmero d?nnOdOS y términos d??l polinomio

. 7 6 B
w ——— S—
2 Ar—r— r
58 i £ 8 | la
| e e | T
£t O a
v g
- 1 2 L
R 1e 2 o
wE Lineal (4 nodos) Cuadratico (8 nodos)
LB
g= 1 Lineal
o 2 Cuadrético
T
2o
g5
Es n'
28
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

O Numero de nodos y términos del polinomio
K 7

m: L1 | [1l: @
[ ] . P .

L — %

Cubico {12 nodos) Cudrtico (17 nodos)

=!= 4?

& s 7 , _ Cibico

41
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

O Elemento rectangular
serendipia de 4 nodos

42
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

_ 7
O Elemento rectangular 7 !_6 5
serendipia de 8 nodos T
1;8 l—--04-—5-
1 =2 3

1 - Cuadrético (8 nodos
N:(fy??)='i(l+§f,)(l—qz) i=48

N;(§19)=;(1+'2!;‘-Il—§2) i=26

N,(&n)= §(1+§§ X1+n5, (€& +0m,-1) i=135,7

La obtencién puede consultarse en Ofiate (1992, pag. 201 y 5.5.)
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

Representacion de N,

Representacion de N,

44
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Otros elementos finitos de continuidad C°

Elementos rectangulares lagrangianos
————  —_—_O_O_—_—

O Coordenadas normalizadas (o de area)
X=LX +L X, +LX, Ir 3
Y=LY +L,Y,+L¥,
I=L+L +1,

(L =(a +bX +cY)/24]
a= Xij = kaj {f,_}l,k)— (1,2.3],

b =Y,-Y, (3.1.2). L
¢ =X, - X, (231)
= : >
24={1 X, Y,|=2%Areadeltriangulo L,.:j
=E=F
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

O Numero de nodos y términos del polinomio

Lyml

tys0 ()

0]

bt T
L

@,

La=t

05

Lnest {3 nodos] Cundebice [0 nadas) Citice (10 nodeal

1 Lineal
z n :
= o = Cuadratico
& & Ha 7 Clbico
s &n &' én n
& &'y &y & &t n
# &n 'y &'y &'y’ s 7
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

O Elemento triangular (lagrangiano) de orden M

(]

Cuadrdlico (& nodos) Cobko (10 nodos)

Lineal (3 rodas}

N:‘(LI?LZJLJ):L‘:(Ll)l‘f(l‘:)l‘f(‘['a)
I=LM , J=LM , K=LM

[.ff (f.J ]-> Polinomio de Lagrange de orden H que vale 1 en el nodo /.

L,  — Coordenada L; del nodo /,
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangia

O Elemento triangular de 3 nodos @?1 @
Ny(Ly Ly 1) =1L, 6@«\
N}(‘{ﬂiLz’Ls):Lz e
St

(1.0.04

N3(LI,L1,L3)= L

49
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

e —— |
O Elemento triangular de 6 nodos (orden 2)

N = L1(2Ll _1)
N, :Lz(ZLz _1)
N,=L,(2L,-1)
N,=4LL,
N, =4L1L,
N, =4LL,

Cuodrético (6 rodos)

50
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

Representacién de Ny

Representacion de Ng

5-»

o]
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B Modificacién de los elementos para mejorar la
convergencia - modos incompatibles
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Elementos isoparametricos

_ 1
O Limitaciones de los elementos desarrollados:
B Contornos rectangulares y triangulares
B Permiten cubrir formas sencillas, propias de
problemas tedricos

B Se adaptan mal a los contornos mas
complicados habituales en las piezas reales
(exigen un numero desmesurado de elementos para
representarlos)

O Soluciones
B Opcion inabordable: crear elementos especificos
para cada tipo de contorno

B Alternativa viable: “distorsionar” los elementos
anteriores para que puedan adaptarse mejor al
contorno los de las piezas reales




Elementos isoparametricos

O éDistorsionar un elemento?

B Al introducir la coordenadas normalizadas ya

consideramos una “distorsion” del elemento
e 1"

i 7 T 77 ’,,5 % = X-X.
Yz.l"" —} ' N " a
! £ Z /r : i /7////_ S
= i S
I ! 1 n=
| i X b

B Una relacién mas compleja entre (X,Y) y (&)
permite “distorsiones” mas complejas

B Elementos isoparamétricos <> la relacién se
define mediante las mismas funciones de forma
usadas para interpolar las incégnitas

Elementos isoparametricos

O Elementos isoparamétricos: ejemplos de
distorsion

|

T T—r—a Pal
\,-./-/-"7 L T\ e \
\\v /‘/ e L__ _._J‘)'
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Elementos isoparametricos

O Transformacién de coordenadas
X=ZN;'(§-*?7)X;' > Y=ZN;(5E=’7)Y;
i=1 i=]

O Transformacién licita (biunivoca):
B El determinante jacobiano |3| de la transformacion
(X, Y) <> (2m) no se anula en ningun punto del

elemento (por ello tiene el mismo signo en todos los puntos).

Casos particulares:

O Sila transformacién es lineal, |3|#0 si los dngulos
internos del cuadrilatero real son menores de 1809,

O Sila transformacion es cuadratica, |3|#0 si el nodo
central de cada lado, en la geometria real, se sitla
en el tercio central de su longitud.
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Elementos isoparametricos

—————  —__O_0_—_—
O Derivacion de las funciones de forma

B Objetivo: determinar las derivadas que aparecen
en las matrices B y K:

aN,  @N,
X oy

B Regla de a cadena
o0& oX o0& oY of
ON, 0N, dX oN, oY

an X on oY on
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Elementos isoparametricos

O Derivacion de las funciones de forma
N, 0N, BX oN, oY oN, BN oX é‘N ay

08 X ag oY o& on X 617 oY an

oN,| [oX oX |[aN, aN, N, oN,
of | _eg anllax|_jlax| o |lax|_ji) @
oN,["| oY ar [|aN, N, oN, aN,
an 3¢ on|lay oY Y on

J n
X=YN(&n)

Se puede determinar a partir de > ’I"
Es invertible porque |J]|=0

Se puede determinar a partir de N{&n)

7

Y=Y N(&n),

Elementos isoparametricos

O Calculo de la matriz jacobiana

X X z".‘ ('?N i ('3N
J= g‘f gﬂ —| = G‘f =

_\_Y _Y Z oN, y, Z aN‘ ¥

9 on| [F0¢ on

=l

i’\-’ r,rh

=

Z”{- Y,
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Elementos isoparametricos

[0 Determinacion de la matriz B
B(X.Y)=LN(X.¥)

>
[ &)
0
ax 1 0ffe 1 0 e
a oX 1| Jo =y 4""
L= 0 —|=]0 1K< =10 1|= K
oy ¢ Mll-dn I 1|2/
a8 @ 11 ay S S =)
S -~ ¥ —_—
oY aX Q 8

B(&.n7)=Q I 8N(¢ )
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Elementos isoparametricos

O Integracion sobre el 4rea del elemento
axay =gy [ axay =[ [ s

AgrevmvTo

O Integracion sobre el contorno (lades t=cte. o n=cte.)

dl = NdX? + dY?

i X pY —2
Sif=cte. dY= = dn=Jydn , dY¥= ;— dn=Jydn . dl=J+J5dn
7 5n

Sip=cte. dX = 2
—

dg=Jydn dy=%d‘;::'jud§ 2 df:\,J‘J,+J123d§

[ =P T

274



Elementos isoparametricos

O Otras interpolaciones de la geometria
(del mismo tipo)

Superparamétrica - mas nodos para interpolar
la geometria que para interpolar las incognitas
Subparamétrica = menos nodos para interpolar
la geometria que para interpolar las incognitas

La forma de operar es la misma en todos los
casos.
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Condensacion estatica

O

Empezaremos estudiando la colaboracion de un
elemento con nodos internos a la relacion de
rigidez global

Comprobaremos que, como no interactian con
el resto de los elementos, es posible expresar
sus desplazamientos en funcion de los
desplazamientos de los otros nodos del
elemento

Eso permite eliminarlos del sistema de
ecuaciones global y asi reducir la dimension de
este

Condensacion estatica

Nodo interno: Ningun otro elemento
aportard rigidez a esta columna

K Ki K Kijaj| [}
s e
Ku hi: ha\ Kn a; r]

B )

FARETARREE

7
0 ===

Lo _II_ECRINERE
- i

0 k

|§ Iil ﬁ EEI l.l _ ?I

Nedo interno:

Ningdn otro elemento
aportara rigidez o
fuerzas nodales a esta
fila.

Nodo del contorno:
otros elementos
aportaran rigidez o
fuerzas nodales a esta
fila.

e
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Condensacion estatica

O Colaboracién del elemento e a la relacion de

rigidez

Kfl K:} K;?J K:—I IIT

K K K K |[a; =

K K, K Kj|a;
4

K. K. K. K

43

O Interpretacion filas de la relacion de

n

ZF: =0 sifes un nodo del contorno
=1

F =0 s11 NO es un nodo del contorno

Variable
auxiliar con
dimensiones
de fuerza

rigidez

279

Condensacion estatica

——————  —__—_O_0_—_—
[0 Condensacion estatica
B Procedimiento que permite eliminar de la
formulacion, estudiando un elemento aislado, los
grados de libertad que no se han de
compatibilizar con los del resto de la estructura
(correspondientes a los nodos internos).

B Procedimiento importante en el Andlisis de
Estructuras, que aparece en varios campos:
O MEF = eliminacién de nodos internos
O Estructuras de barras = desconexiones

O Estructuras en general = anélisis por
subestructuras

20
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Condensacion estatica

O Reordenacién de la relacién de rigidez del
elemento

K, K; K, Kj|a £ E’ Suponiendo
[ yee € e || e | el | que 2 es el
| Ka . Ky K jjan| ISR odo interior
K;, I ;zi K; K ||a} f; | 08 a eliminar
_K:I i : ::q i K, K ||a} f F;

(K Subindices:
R C > Conservar
K E < Eliminar

21
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Condensacion estatica

[0 Procedimiento matricial

Kee K ||ac = fe = e

Kie K lag f:‘—_OD
Ki.al+Kj.al +f.=0

ag =K, | (K5cal +17)

K

e -l i Ja + e - ke = e
il

j

Relacién equivalente a la inicial, donde ya se han impuesto las

condiciones correspondientes al nodo interno y donde las
variables nodales asociadas a éste no intervienen.

22
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Integracion numérica

O Cuadratura de Gauss-Legendre (dominio 1D)

[ r@ag=3mr()
+ La formula de n puntos

1 0 2,000000 integra exactamente un
2 +0.57735 1.000000 polinomio de grado menor
: oigual a 2n-1
3 0 0,888889 =
£0,774597 0555556 El error es del orden

0(A2), donde A es la
distancia entre puntos de
integracién.

4  £0,339981 0,652145
+0,861136 0,347855

510 0,568889

+0,538469 0,478629
+0,906180 0,236927

24
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Integracion numérica

O Integracion sobre un rectédngulo en (1)
[representa un cuadrildtero en (X,Y)]

[[ renagin=33ww,1.n)

+ La formula de n puntos en
cada direccion integra
exactamente un polinomio
de grado menor o igual a
2n-1 en cada coordenada
normalizada

+ El error es del orden
0(A21), donde A es la
distancia entre puntos de
integracion.

25

Integracion numérica

FORMULAY PARS

NUMERICA DE

O Integracién sobre un ==
tridngulo en (Ly,L;,L3) e

L[ A Lo L) = .
=iﬁif(ﬁh,r_:,.__,csi)

t=1

]

o

LEL L]

Cen
it

PP

Zienkiewicz (1980, pag. 232)

-y

]

26




Integracion numérica

_  ——7
O Integracion exacta. Orden necesario

B La integracion exacta del polinomio que aparece
en las distintas integrales asegura la
convergencia.

B Se requiere n puntos de integracién para
integrar exactamente un polinomio de grado
2n+1.

B La integracion exacta no es posible en
elementos isoparamétricos de lados curvos, ya
que la transformacién de coordenadas hace que
el integrando no sea polinémico sino racional.

B En tal caso, se escoge el orden de integracion
adecuado para el mismo problema pero
planteado en un elemento de lados rectos.

27
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Integracion numérica

O Orden de integracién minimo necesario para
mantener la convergencia

B Se requiere el numero de puntos adecuado para

integrar exactamente

O la parte de los coeficientes de la matriz de rigidez
determinada por el polinomio completo de mayor
orden contenido en la funcion de forma
- polinomio de grado 2(p-m), siendo:
B p el grado del citado polinomio completo
B m el orden de derivacion que aparece en las

deformaciones

O en un elemento similar al considerado pero de

lados rectos

28
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Integracion numérica

O Puntos de colocacion

optima

B En general, los
puntos de integracion
de esta cuadratura
minima coinciden con
los puntos 6ptimos de
calculo de las
tensiones (aquellos
donde estas presenta
la mayor precision).

Ofiate (1992, fig. 5.35) o
Zienkiewicz (1980, fig. 11.9)

s S S I
N S PR £

29
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Integracion numérica

| — |
O Singularidad de la matriz de rigidez

B En algunos casos la integracién con el minimo
numero de puntos puede hacer singular la
matriz de rigidez!2.

B Para evitarlo el orden de integracién debe ser:

O Elemento triangularlineal (3 nodos) = 1 punto
O Otros elementos triangulares < = 3 puntos
O Elementos rectangulares < = 2x2 puntos

B En ocasiones se busca intencionadamente la
singularidad - integracion reducida
(la veremos mas adelante)

1 Zlenklewicz (1980, punto 8.11.3)
? Ofiate (1992, punto 5.9.3)
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

O Finalidad del apartado:

B Analizar las debilidades del elemento rectangular
CP de cuatro nodos (comun a las familias
lagrangiana y serendipia)

B Mostrar dos técnicas para eliminarlas que
también se utilizan en la aplicacion del MEF a
otros ambitos:

O Integracion reducida
O Adicién de modos incompatibles

B Describir el elemento asi modificado, que se

utiliza en algunos programas comerciales
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

O Elemento rectangular de
4 nodos

Representacion de N,

e saran

b waiar

7 wasas

Lo maray

i

¥ waran

rree
waal

(I
masan
marar
megar
masan
L wasas
aiad
pree
mu1a1
wean

1 2
Lineal (4 nodos)

N(Em)= (-2 )1-mm,)

33

El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

[0 Fortalezas

B Elemento simple = poco trabajo computacional

B Muy preciso en problemas de traccién o
compresién dominante (el campo tensional varia
poco)

O Debilidades
B Poco preciso en casos de flexion dominante (el
campo tensional varia rdpidamente)
B En este caso, requiere mallas muy densas

293
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades Debilidades

O Corr'nlpot‘tamiento a flexilc;»n 0 Comportamiento a flexién

()]
B Segln la elasticidad bidimensional (B)

I 1Y

-

- Yet YU
W (8)

: : v o
u= = XY = @&; Yir = :;( +-;; =0 B E| elemento finito no puede reproducir los
E E oh O desplazamientos verticales & es demasiado rigido
e = . N\ vkb? =
v=—(a?-x* +Wp?- 1) == 1-22)+ 2= (1-r7) = =
2E 2E 2E B El elemento finito evalia por exceso la distorsion
B Aproximacion con el elemento finito (A) angular, la tension asociada a ella y los términos de
. kab oo kah la matriz de rigidez que dependen de ambas
u=CXY =cén= D[ D : o
E fn & o E = es demasiado rigido
35 36
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante integracién reducida

o et SO

(&) (8)
v cu o dn
= ——= k¥ e
To ety Yo =ax tay "

O Eliminacién del exceso de rigidez asociado a la
estimacion por exceso de la distorsion angular
® Los términos de la matriz de rigidez asociados a la
distorsion angular se integran con un solo punto de
Gauss [que es el (0,0)]
m  En él la distorsion es nula, como en la solucién exacta.

® El resto de términos se evallan con una cuadratura de
2x2 puntos

38
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante integracion reducida

O

=]

O

La técnica descrita se denomina integracion reducida

selectiva o, simplemente, integracion reducida.

Se puede aplicar del mismo modo a los elementos

isoparamétricos derivados del estudiado.

Se utiliza en otros ambitos en los que la funcion de

forma, en ciertas circunstancias, produce una evaluacion

muy por exceso de algin término de rigidez (fenémeno

denominado bloqueo). Por ejemplo:

B FElasticidad con materiales casi incompresibles (v=0,5)

® Elementos viga de Timoshenko muy delgados

m  Elementos placa o ldmina de Reissner-Mindlin muy
delgados

La integracién reducida selectiva no perjudica los casos

donde no es necesaria (por ej: cuando los elementos

viga o placa citados no son muy delgados)
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El elemento rectangular C? de cuatro nodos
Mejora mediante adicion de modos incompatibles

O Otra alternativa de mejora es complementar la
funcién de forma con nuevos términos que
permitan representar el modo de deformacion
de flexion.

O En este caso, produce mejores resultados que
la integracién reducida del punto anterior.

[0 Estaran ligados a variables anodales, es
decir, a incognitas que no representan el
desplazamiento de ningln nodo.

O Si violan la continuidad C° en el contorno,

como de hecho va a ocurrir, se denominan
modos incompatibles.

41

El elemento rectangular C? de cuatro nodos
Mejora mediante adicion de modos incompatibles

1Y

: . !
) \///f
2/ E ,/,:,%_./ 2
(A)

O Solucién problema flexién (elasticidad 2D)

kab ka* .\ vkb? 5
e — 1’—5(1-5 )+ 2E (1-7*)

O Nueva interpolacién (Wilson et al., 1973)

u=3 N (e, -+ -n)it

i=1

3 e b=

=1

Variables anodales

Interpolacién C* 4 nodos

42




El elemento rectangular C? de cuatro nodos
Mejora mediante adicion de modos incompatibles

u= iNf(E,q)z:j ¥ (1— 52)1:5 + (l—rf)zfﬁ

hiN;(fJf)v,- +(1—.;—‘3]v5 +(1_’?2)"a

=l

O Los términos adicionales modifican los desplazamientos
en el contorno = dejaran de ser compatibles con los del
elemento adyacente
= modos incompatibles.

O El elemento deja de ser de continuidad C° para pasar a
ser no conforme.

O Las variables anodales tienen caracter de grados de

libertad internos 2 pueden eliminarse por
condensacion estatica.

43
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El elemento rectangular C? de cuatro nodos
Mejora mediante adicion de modos incompatibles

O El elemento no conforme de Wilson

(Taylor et al. 1976)

B Los elementos isoparamétricos derivados de él
satisfacen el test de la parcela si se evaltan:

O Los términos de K correspondientes a las variables
anodales mediante integracion reducida de 1 punto.

O Los restantes términos mediante integracién
convencional de 2x2 puntos.

B Las variables internas se pueden eliminar por
condensacién estatica.

B El resultado es un elemento que presenta un
comportamiento muy bueno con pocos grados de
libertad.

B Eso hace que sea utilizado en numerosos programas
comerciales.
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Tema 07:
Estructuras de barras por el Método de
los Elementos Finitos (I)

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras
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Introduccion: objetivos

0 Objetivos del tema (1):

Definir estructura de barras. Caracterizar los
diferentes tipos de estructuras de barras

Establecer la escritura matricial del TTV para la barra
basada en la teoria de Navier-Bernoulli (flexion) y la
teoria aproximada de la torsién no uniforme
Formular por el MEF la respuesta de axil mediante
elementos finitos lagrangianos lineales.

Formular por el MEF la respuesta de flexion mediante
elementos finitos hermiticos clibicos.

Analizar la precision de los resultados. Establecer el
caracter exacto de la solucion obtenida en los
nodos.

311

Introducciéon: objetivos

OO0 Objetivos del tema (2):

Definir los cambios de sistema de referencia
necesarios.

Repasar el procedimiento de ensamblaje del
sistema de ecuaciones de rigidez. Interpretarlo
como planteamiento de las ecuaciones de
equilibrio de nodo.

Describir las lineas generales del Método
Matricial de Calculo de Estructuras.
Identificarlos con la formulacién del MEF basada
en la funcion de forma natural.
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Introduccién: recapitulacion de conceptos
previos

O Estructura de barras

B Conjunto de barras unidas entre si y al referencial
por sus extremos, concebido para resistir y transmitir
cargas sin deformaciones ni movimientos excesivos.

O Pértico plano

B Estructura de barras cuyas directrices yacen en el
mismo plano =, en el que también se sitlan las lineas
de accion de las fuerzas exteriores y uno de los dos
ejes principales de inercia de cualquier seccion
transversal. Ademas, el eje de los momentos
exteriores ha de ser perpendicular a dicho plano.

O Como consecuencia de ello, los movimientos de los
puntos de las directrices estan contenidos en el
plano =, los giros se producen respecto a un eje
perpendicular a él, los esfuerzos que son
componentes de fuerza estan contenidos en él y los
que son componentes de momento tiene su eje
perpendicular al mismo.
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Introduccién: recapitulacién de conceptos
previos

O Emparrillado plano

B Estructura de barras cuyas directrices yacen en el
mismo plano =, en el que también se situan los ejes
de los momentos exteriores y uno de los dos ejes
principales de inercia de cualquier seccion
transversal. Ademas, las lineas de accidn de las
fuerzas exteriores han de ser perpendiculares a dicho
plano.

O Como consecuencia de ello, los movimientos de los
puntos de las directrices son perpendiculares al
plano m, sus giros se producen alrededor de ejes
contenidos en él, los esfuerzos que son componentes
de fuerzas son perpendiculares a n y los gque son
com_EJonentes de momento tienen su eje contenido
en él.

O Estructura de tipo general

B La gue no cumple ninguna de las definiciones
anteriores
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Introducciéon: elementos caracteristicos
del modelo estructura de barras

[0 Estructura de barras ;//,_,-
|

B Elementos finitos = barras
-

® Nodos .

B Fuerzas generalizadas
sobre las barras J'
(no dibujadas) = Y |

sobre los nodos
B Sistema global de —=i
referencia |
B Sistemas locales de 7z 5
referencia

= I_._>< ==
B Fuerzas generalizadas c T
i:
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B Resumen de resultados
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Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

O ElITTV para un estructura de barras (teoria de Navier-
Bernoulli -flexién- y aproximada de la torsién no uniforme?)

N
P g — Z ST =0 Yad e A &I es un escalar, tiene el misma valor en
— cualquier SDR.
&I *) es el mismo escalar, con los factores
que los forman expresados en otro SDR.

AT = 1 + cambio SDR

A1 = j {66 N+ 8y, M, +8xy My +56 M JdX —

[} gy S+ gy v+ g, -+ my Spy + kS, .\)")"z/:v X~

- {5”11_)('1 + mlr}'i k ahrz; + 5@4‘#"‘-{.\'1 "( oW,y )13'1:'1 (5‘-..' ;-Mm}
= {"’.”: Fiy + 00, Fyy + 80, Fyy + 800 M gy + (=0, ), My, + (v, ), M5, }

! Casanove {2011, pag. 226 y s5.)
Casanova {1993, pdg. 138 y s5.)

Formulaciéon matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

O Expresion matricial de ar1(®)

[ 106N +87, M + 87, My +50M, Jax = [ &7 o dX
&={6s 660 &y, O} ., e={N M, M, M,J
L = = = = L

L {‘.?x Ot +q, N +q, Ow+m, égox}riX =L &d" qdX

d={u & ow Jp.f ={ax 4 497 myf
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Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

_ ——
0 Expresion matricial de sI1(e)

{‘ﬁ‘.ﬁ,ﬁ +év, ‘;'. +5‘".fz. ""2"3‘,-‘1:;,\1 + (""s"'sx}rﬁn +{§vsA')r‘i;fZ| }-"Sd.rﬁ i=12

"{F B, F, M, M, Hz.-}r

] i

8d, ={du, &, Sw, Spy v, Sv.f ={ou, & Ow So, Sp, Jo,
E

319

Formulaciéon matricial del TTV

(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)
_ 1
O Expresion matricial de ar1(®)

A1 = [*{6e N + 87, M + 8y My +50 M )X -

—!: g, Ou+q, v+q, dw+m, dp,. JdX —
A5, Fy + 60, By + 6w, Fyy + 89 3o M gy + (= G0, 3 ) My + (80, ), 5T, )
= {'5”: Fx: +0v; j';': +dwy FZJ +"5"?’.r:‘gx2 + {— ow, ];j;}'z E (5\"74' ;'; 5721 }

= — L
:Laermﬂ—L&]quX—é:mfﬁ
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Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

O Aclaracién: significado de las fuerzas E
B F son las fuerzas que actian en los extremos de la
barra; en una estructura, las fuerzas que ejerce
sobre una barra aislada el resto de ésta.

= I Y‘; Bl
T ' x (. = Tr_ I.' LX (e_ I\_J-/s )
I — S e
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Formulaciéon matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

-~  __—_—_—_
0 Relaciones cinematicas (teoria de Navier-Bernoulli)

- -

du d
E=—— -— 0 0
ax dx
- £ u
— d-w 9 0 0 0
¥ dx? = = dax || Vv
dv Xy 0 —- dl‘- o || "
Az = d{z Xz 2 dx Py
: 0 L 0 0 d
9=90x E=r ]
dx ;
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Formulacién matricial del TTV =
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb) Indice

-~  __—_—1
[0 Ecuaciones constitutivas

_—————————
O Introduccion

(teoria de Navier-Bernoulli + teoria aproximada de la
torsion no uniforme)

]

Formulacién matricial del TTV (hip. N-B+C
Discretizacion por elementos finitos

e N E4 0 0 01fe B Problemas desacoplados : :
= B El problema de la barra sometida a axil
M, =Elz, iy = = 0 |} @ B El problema de la barra sometida a flexion
M,=ElyY, M, 0 0 E, O |lx B Resumen de resultados
M, =GJp M, 0 0 0 EL|lx B Precision de los resultados
. = o O Sistema global de ecuaciones: ensamblaje
0 Un punto de vista alternativo: el calculo
matricial de estructuras
+ J = médulo de torsion O Bibliografia

+ Hipotesis: centroide y centro de esfuerzos cortantes coinciden.
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Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

| Nétese que las variables
| propias de cada problema
' s6lo intervienen en los

o1 = [ G B+ By M- SO0 ) — | términas indicados en

O Desacoplamiento

- b"zf x2 +“:?"zf'_‘}'z *‘ﬁp—_:f_:u +'_§Q:‘§;;J +{‘§“’:_r)1“‘?12+ [&:x):‘i? ;}

O Problema axil=> N, ¢ u, qyx, Fx

O Problema torsion=> My, 8, ¢y, my, My

O Problema flexién plano XY= My, 77, Vv, qy, Fy
O Problema flexion plano XZ=> My, », W, gz, F>

Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

_ ——1
O En conclusién: la respuesta mas general de
una viga se estudia mediante cuatro
problemas desacoplados.
O Eso permite plantear este punto como:
B Estudio de la barra sometida a axil
B Extrapolacidon de los resultados al caso (analogo)
de la barra a torsion
B Estudio de la barra sometida a flexién en el
plano XY
B Extrapolacién de los resultados al caso (analogo)
de la barra sometida a flexién en el plano X2
O Nos centraremos en la barra recta de seccion
constante.
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B Precision de los resultados
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Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

O Desplazamientos y deformaciones

a={u(x) &l @U

O Condiciones a cumplir por la funciéon de forma:
B Deformaciones = derivadas primeras de d

O Deben existir las derivadas primeras =0
= funciones de interpolacion al menos lineales
O Se requiere continuidad C° en el contorno

O Las cumple una interpolacién lineal
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Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

[0 Coordenadas normalizadas

§ 7
| % = =
!__ U2 _L L2 __J = __‘__ 1
sonX=Xe | gr_, X

L I
X=—d

) (3

329

Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

O Interpolacién: polinomios de Lagrange de
primer orden (2 nodos)

(e)-11 £ pymimeedenodos
f j=1 (é:,-— j)
J#
N@=LE)=2"2=10-9)
':fz _‘;:z HN1 2
o E-E 1 e .
()= L=y 3= 1+8) ==
. ~_
£=—] £=0 £=1
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Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

- 1
O Interpolacién:

1 I dE—2
a={@a}=[n@ (;}]{ i } /_/,,-E‘f -2

O Deformaciones e

Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

——————  —__—_O_0_—_—
[0 Deformaciones virtuales

s i s

[0 Esfuerzos

on - ] Y




Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

O Matriz de rigidez
[ 6dx =] @B DBa, Zdé =
0 -1 2
1
= =icEs L EA[ 1 =1
= [ _1_L [EA{—L ] déa =da {

s =ad R
L
E4 _EA]
=M fvr Eﬁ {;—:}z‘i‘:l{‘“
% L i

K
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Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

O Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior
del dominio 1
~(1-¢)

[fad” qax = sarNTqL ag = sl [
] 1 5 1 1 1-2)
5

o
qx(‘:)adg
Lp
Z = =
= {oi, o o LI PHRCRE = &alf,

| L] 0 e

T

.

;
B Sigy=cte. > fe={—q‘:‘f %}




Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

O Fuerzas puntuales en los extremos
ZMTE =i, Fy + 81, Fy, = {&ll ou, }{‘—m} = &: F
=1 S——.

T X1

{ S

O Funcional de trabajos virtuales de la barra
0 _ g7 e -r_z-:r—ﬂ_
A = [ & edx - [ &1" qdX&] ‘an"édjl::=
=a’Ka, —ca’f, & F =’ (Ka,—f —F)

0 Relacién de rigidez de la barra (cond. equilibrio)
Ka —f.-F=0

335

Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

O Analogia con el problema de torsién

Axil Torsion

u ox
N My
EA GJ
Ax My
F, M,
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Discretizacién por elementos finitos
El problema de la barra sometida a axil

O Resultados del problema de torsion
(basados en la analogia; con las mismas funciones de forma)

a,= {qam ‘Px:} F= W,ﬂ Hx:}

%-f _% = £1.0-m (E)as
K= 2 = e= 1
&g E[ e om (g

337

Indice
-~  __—_—_
O Introduccion
O Formulacidon matricial del TTV (hip. N-B+C)
O Discretizacion por elementos finitos
B Problemas desacoplados
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

O Desplazamientos y deformaciones

dz
a=(x)} ;@[g}u
‘ Giro unitario | — =
alrededor del eje Z

O Condiciones a cumplir por la funcién de forma:
B Deformaciones - derivadas segundas de d

O Deben existir las derivadas segundas =0
= funciones de interpolacion al menos cuadraticas

O Se requiere continuidad C! en el contorno

O Las cumple una interpolacién cibica
(para garantizar la continuidad en el contorno)
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

e —— |
O Interpolacién cubica (justificacion)

B Parametros nodales: se necesitan 4 para
garantizar la continuidad C.

® @
{dv/dx } {dv/dx },

B Cuatro pardmetros definen un polinomio cubico

v=a,+aX+a,X +a,X’
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexidn (plano XY)

- 1
O Funciones de forma Hermiticas (1)

NG=-3+8) M@= l-¢-5+5)

N@)=;+3-2) M@= l1-¢+£48)

Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

O Funciones de forma Hermiticas (2)

a2
dx L
[d1/dé: — _d'v_ dvdf 2dv
o=y, N, N, = 7a&\' dEdX Ladf
/ldy 4 d*v
=RV RV
(d‘/ d5 / |dx* [ dF?
A /
— L (av/dX) 5
=|:'N1 —N, N, _N4:| " I —> d=Na‘
2 2 | v,
N (dv/dx),
[ —
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Discretizacion por elementos finitos Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY) El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)
_ ——1
[0 Deformaciones W [0 Deformaciones virtuales &,
=——0 ===== L L ) (a@v/ax), 6 —1+38 6 1+3£7|(d(59)/dX)
3= = P .N —.N1 AV —N = = = — ———= 24 7 L = >
= [dX”']{‘,},~[L’ df’][ P2t 2 4] , = [Iﬁ L =7 } &, e
dv 4 dv ‘_,,-""'-‘_’ ({ﬁ;/dX)2 (d{é?] dX):
ax® I dxe’| ‘ O Esfuerzos
1
_[aaN, 24N, 4N, 24N @), | =08 o P1,{=[EL)7,}
P d Ldf P d¥ L d& v, .
. 3 . (d/dX),
65 -1+38 65 1+3¢ .,
iz 5 I—rL
35 i5 36 36
343
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Discretizacion por elementos finitos Discretizacion por elementos finitos

El problema de la barra sometida a flexion (plano XY) El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)
_  ——7 _ ——1
O Matriz de rigidez O Matriz de rigidez
. — [ 12E1 OE] 12ET GEI, |
[Foi"6ax=[ alBDBa, L ds= — —
o 1 2 L L L L
62 6EI, 4EI, GEI, 2EI,
r &t L L r L =&
~1+3¢ _ = =, _12EI, GEl, 12EI,  6EL, [~ & Ka,
—al ) L [Efz(% = 3§]£d§a, =... P == L
= rooL r L ]2 6EI, 2EI,  6EI, 4EI,
I’ . =
1+3¢ = L I |
== X
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Discretizacion por elementos finitos

El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

- 1

O Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior
del dominio

== —
S [ Ni©)g; (e
= = [ N(E)g ()
L{'f‘“’quﬁf.&iqu‘;déj&f }f{' = =&t
B RAGIMGTE
\[V z VEVII" ’/ Lzlrr &
=1V F) LS 2‘ aJ — ?II A‘-l(":)q}'[‘: ]d(::
¥ ;: T
B S5j qY:cte. > f” ={£ Qr‘{‘- % = q,f}
2 12 2 12
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

O Fuerzas puntuales en los extremos

2 - - = - — = -
ZMT F = {5"’1 Fy, +({)"'u;)1 M, +6v, Fy, +({}'"_( )3 M, =
=]

FYI
o o o M| .o
={()"| (b",xl o, (o"u']z} =— =‘>ﬂ: F
= ¥ > | Fyy
&l —
z2
Rty
i

40

40
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Discretizacion por elementos finitos

El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)
- 1
O Funcional de trabajos virtuales de la barra

ALY = [ & sdx ~[ &1 qdXel -3 &TF =
=1

=oalKa, —éalf, -’ F =’ (Ka, -f,-F)

O Relacién de rigidez de la barra (cond. equilibrio)
Ka —-f -F=0
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

——— —  —_oO0_0_—_—
O Analogia con el problema de flexién (plano XZ)

Plano XY Plano XZ

v w
@z (=dv/dX) py (=-dw/dX)
Mz My
EI; EI,
Gy 9z
£y Fy
_Z) —}’l

42

42
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Discretizacion por elementos finitos

El problema de la barra sometida a flexidn (plano XY)
- 1
O Resultados del problema de flexion (plano YZ)

(basados en la analogia; con

las mismas funciones de forma)

a, = {ﬁ’i (‘ W,y }1 W, (‘ Wy )1 }T

F={F, M, F,, M,| = /A
s N VA&
12EI,  GEI, 12EI, GEI, = :f., J(&)a, (€)ds
=== = =
GEI, 4EI,  6EI, 2, = I, 4(5)%(5)0'6_
=1 L I 2
12EI, 6El, 12EI, GEI,
L] LJ L; L;
CGEI, 2EI, GEL, A4EL
1’,2 i j_: T

_ %_I-_Il‘vl(‘f}%‘ (f)dgb -
2 Narleiz

43

43

Indice

-~  __—_—_

O Introduccién

O Formulacidon matricial del TTV (hip. N-B+C)

O Discretizacion por elementos finitos
B Problemas desacoplados
B El problema de la barra sometida a axil
u El problema de |a barra sometida a flexion
B Precision de los resultados

O Sistema global de ecuaciones: ensamblaje

0 Un punto de vista alternativo: el calculo
matricial de estructuras

O Bibliografia

44




Resumen de resultados Resumen de resultados
- ___—_—_—1 ——————  —_—_—
0 Barra de pértico plano: axil + flexién XY 0 Barra de pértico plano: axil + flexién XY
ndz{l;j ‘}| '?-’m ‘;'2 ‘-": @z:}f siendo: ¢Z| =(‘;vx’)1 ’ @z: :(‘7-,\']: [ E4 0 0 E4 0 0 ]
f = {j::\'i F;'l j;,'_Xil j‘:.l'l f'.".‘ EZ! }r T R T
= : = 12EI, 6EI,
1 : ' 1 3 7 = 3 —=
Z[ NU(&)q,(e)ds (©)=L0-¢ , L L L I
2L e ) M=zt Sl lE 6EI 4EI 6EI, 2EI,
Lp S 1 = cambiado la 0 = & e 0 ——= Z
5 I—r N ($)a, (£)ds N.(£)= ‘4*(1 —3£+2) numeracién K- 35 L Tt T
E_- . de funciones EA 0 0 EA 0 0
|G In@alre | n-ii-s-ger)  |datoma - ==
e 12E1 6FI 12E1 6EI
SRAGINGTS N,(6)-30+9) === =
La » v - =
2J NE)ar(e)az N,(6)=e+32-2) o ¥ ¥ o 8 %
[ No@arlere N(e)= -+ +2)
45 46
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Resumen de resultados

O Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

= {‘;r! @X 1 é}'] ‘;‘_‘ q:{l’ 2 g}fl‘ }r

af
P,

1 "'_?Jh jzﬂ ? M

[ L[ ¥ (@) ()t

i;-[—jl N,(.f}mx(.f)d.f

== ‘: F] N,(&)g;(£)az

% j_ll N, (5] 9z {'72 }dé
L

= [ N(Em(&)az

2

-2 N

Xi ‘wa': }?

Ng)= éu_;)

N.(£)= -;»(1-3.;' +2)
N,(8)= %(i—g —&48)
N-(.:’L-;-{ug)
Ny()=50+3-¢%)

Nofg)==l-1-¢+8+2)

1
4

siendo: @, =(-,,), , @,=(-w,),

47

355

Resumen de resultados

O Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

| 12EL,  _GEL, 12EI,
3 2 3
L L L
0 % 0 0
= ==
=1 L L
12EI, 6EI, 12EI,
7 ' T L
0 - (;J 0 0
6El, ,  2EL  GEL
iz L r

48
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Resumen de resultados

[E————_e.................. i
O Barra de estructura de tipo general

a,= {‘;1 VoW O On O i Vv, W @ On i’z:}r
siendo: @, = { ‘;'-.\')1 3 5{711_(‘-’-.1')1 - Pr '[ ‘;'r.\'); - Pn "(ﬁ-r]z

F = {‘iTXI FS"[ “:ZI Ji'Exl Ji'E}'J ‘i}ll F‘R’_‘ ‘t}',‘ F‘?? H.!'? IL’-‘}}',‘ j;izz }r

49
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Resumen de resultados

——  _—_—_—
O Barra de estructura de tipo general

! I 1
L] W(e)alere L[N, ()a ez
- K & £ : N.A& E\JE
L] m&a e L[ N, (e)ay ek
o~{ - shv@atre || LN
Tl T I v || Lf ek
E “? [RAGGYS - LT [ ¥e)a.()e
L LTILJM‘(':}Q’(:HE | LTJ‘_lan(‘f)g}(EH; i

N@)=30-2 M@-1-32+8) NE-L1-2-2+2)

N@=10+8) N(@=1l+3-2) N@-T1-£+825)

358



Resumen de resultados

O Barra de estructura de tipo general

o "‘|IL" o

o
L
0

o

o

o

o

o

L]
L

1]

L]

0
BEI,
T

=

0 -1

L]

L]

=

o (1}
2EI.
..E..- (]
127,
] - LJ’
0 L]
S GEly
BET £
L 0
T
(1 [
12EI:
S 0
=
o 12El
z
(] L
5 6EL,
GEI £
]
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Precision de los resultados

O El planteamiento anterior proporciona los valores exactos
de la solucion en los nodos.

®m  Esto no es habitual en el MEF

®  Se debe a haber utilizado la funcién de forma natural
(solucion de la garte homogénea de la ecuacion diferencial que
gobierna el problema).
Esta propiedad de la funcion de forma natural se cumple en
todos los elementos finitos unidmensionales (rectos o curvos).

O Esta propiedad la citan y utilizan numerosos autores, por
ejemplo
m  Hmvton, E. ¥ Owen, D.R.). An Introduction to Finite Element
Computations. Pinerigde Press Ltd, 1979. Pag. 131.
m  ORate, E. Calcufo de Estructuras por el Método de los Elementos
Finitos. Analisis Estatico Lineal. &?ﬂNE, Barcelona, 1992, Pag. 36.
B Yamapa, Y. ¥ Ezawa, Y. "On curved finite elements for the analysis of
circular arches”, Int. 1. Numer. Meth. Eng. 11: 1635-1651, 1977
O Para su demostracién refieren a
B Ton, P. "Exact solutions of certain problems by the finite elements
method”, AIAAJ, 7: 178-180, 1969
| Ziendewicz, O.C. ¥ Morcan, K. Finite Element and Approximations.
Wiley, 1980

Precisidon de los resultados

——————  _—_—_1
O Precisién de los desplazamientos y esfuerzos en
puntos del interior del elemento:

B No son exactos: su valor depende de la
interpolacion, que ni siquiera tiene porqué ser un
polinomio del mismo orden que la solucién exacta.

d=Na, , é=Ba, , 6=DBa,

B Esto, en la practica profesional, no es un problema:
basta colocar un nodo donde sea necesario conocer
valores exactos.




Precision de los resultados

O Puntos optimos para el calculo de esfuerzos.
Se puede demostrar! que:

B Sila ley de esfuerzos exacta —que, en general, no se
conoce- es un polinomio de grado n, y la
aproximacion por elementos finitos uno de grado n-1,
los valores de esta Ultima en los puntos de
cuadratura de Gauss-Legendre de orden n son
exactos.

B Sj la diferencia entre las leyes exacta y aproximada
es de mas de un grado, los valores de la lltima en los
puntos de cuadratura citados aproximan un término
mas del desarrollo en serie de Taylor de la ley exacta.

1 ONATE (1992, pdg. 115 v 5.5.)
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Casos mas habituales

Precisidon de los resultados

E—
O Puntos optimos para el calculo de esfuerzos.

Como consecuencia de lo anterior:

B Axiles o torsores
O La interpolacion adoptada origina leyes de esfuerzos

constantes.

O Silas leyes reales son constantes o lineales (g, 0 m, nulas
o constantes), el valor en el centro del _t_el_emen’fu es exacto.
O En cualquier otro caso, es el mas aproximado.

®  Flectores
O La interpolacién adoptada origina leyes de esfuerzos

~_ lineales. —

O Silas leyes reales son constantes, lineales o cuadraticas
gy 0 g, nulas o constantes), el valor en los puntes de
Gauss para la cuadratura de orden 2 es exacto.

O En cualquier otro caso, es el mas aproximado.

B Con independencia de lo anterior, por equilibrio se
puede conocer el valor exacto de cualquier esfuerzo
en cualquier punto.
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

e ———————— |
O Hasta aqui hemos obtenido, para cada barra de la

estructura, una relacion de rigidez -ien ejes locales
de barral- de la forma

Ko = -F -0 Kﬂ K?z af" = f;. = _I_ilb = 0
— K, K [lai] |&2] |2 |o

B El superindice b se introduce para recordar que la
relacion corresponde a la barra b.

O El siguiente paso es expresar estas relaciones en
ejes generales, obteniendo

= Km Krb1 nrb f‘:‘ flb 0
21 2 la; €2 2

B La prima indica que la relacion esta en ejes generales
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

O Cambio de sistema de referencia

a®=T? , £,=TF , F’-TF , K’-TK(r"f

siendo
cos(8) —sin(p) 0 Pito§it kit 0 0 0
Thymes =| sin{f)  cos() u} W kP 0 0 0
¢ 0 UL ik kK 0 0 0
T 0 Gl 00 0 @i it ki
T;wwzl:'} cos(8) —sin(ﬁ]} e 0 0 &k jJ ki
0 sin(8) cos(8) 0 0 0 ik jK kK

donde p (problemas planos) se mide desde el semieje X' global hasta
el semieje X de la barra, en sentido contrario a las agujas del reloj.
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Sistema global de ecuaciones:

ensamblaje
O Ensamblaje barra b (i-j) | B
: i> Erb Krh prh a;b f:‘b
[T e
- = 1a! e
L[® a ] [f] <
L5 : = 4 + E
L& o | 2] <
............. H == H a'\,
60
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

O Interpretacion del sistema de ecuaciones

P
Qe pu AW
/-f-l"’\“b A‘lh
‘\F‘Zhl e ® @
® 1

Ecuacién de equilibrio del nudo

i = P;‘_E'M _EIM _‘Flrbs =0
@J — = E.; = 'i-,;hl == ']?.;b_", +T‘:Ilb$
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

e ——— |
O Ensamblaje barra b (i-j)

i>[F £
i i = B[]
> o]
’ 1 ] Loz
= 1a!
= :
[(= 4 I al (0] |
E = : < ==
E S MREHES
= = _a’v ............
62
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

_
En cualquier barra, si se conocen:
B La geometria inicial
B Las fuerzas exteriores en el interior de la barra
B los desplazamientos de los extremos
B Las fuerzas en los extremos de la barra (en
equilibrio con las anteriores)
se puede calcular:
B Los esfuerzos en cualquier punto intermedio C,
por equilibrio del tramo 1-C o del tramo C-2.
B Los desplazamientos del punto C, mediante las
formulas de Navier-Bresse (o los teoremas de
Mohr si se trata de una barra recta de seccién
constante).

65

373

Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

ey
Asi pues, para resolver una \

estructura de barras basta ’:)f
1

determinar: v
O Los desplazamientos en los e

extremos de cada una de las -
barras

O Las fuerzas en los mismos "
puntos —]

Para hallarlos, sabemos que: 3 L=

O Los desplazamientos de cada I
extremo de barra coinciden,
con los del nodo al que esta
unido.

Todas las barras deben estar i
en equilibrio. %
Todos los nodos deben estar
en equilibrio.
66
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Un punto de vista alternativo:

el calculo matricial de estructuras

_  ——7
En cualquier barra en equilibrio, las fuerzas exteriores y los
desplazamientos de los extremos se relacionan mediante:

b, [EE Kaliad [€
o M

- Sl

==
= 4 .+
\ & £ o

| Fuerzas de empotramiento perfecto |

: ‘Barra l
e .
67

d

{

Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Determinacion de la matriz de rigidez:

O Resolviendo NV problemas de desplazamiento impuesto
sin cargas exteriores. En cada uno se impone el valor 1 a
uno de’los desplazamientos de los extremos y 0 a todos
I(_:us_éjemés. Proporciona una columna de la matriz de
rigidez.

f‘l Km KL,— K:,x. 0 K].;.

) _[Ky Kg]f4, == ' —E=
E : : Solk, e B o Koo H1={K
e HER T LR R A e
J* K.\'.: K.\:: e Ky |10 K.\'.J
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Determinacion de las fuerzas de empotramiento perfecto

O Teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti

Rl

o
o

_I: g(X ) (X)dx +R"+! =

=l

R =—[ g(xX)v'(x)ax

vI(X) es el desplazamiento

1 de la viga descargada
sometida a un desplaza-

miento impuesto v.=1.

Es decir, es la solucién de la
parte homogénea de la
ecuacion diferencial corres-
pondiente, con las constan-
tes determinadas para que
v,=1 y los restantes despla-
zamientos nodales nulos.

Es la funcion de forma
adoptada correspondiente al
desplazamiento dual de RU,
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Relacion de rigidez de la estructura y postproceso

m]
O

Las relaciones de rigidez obtenidas implican implican el
equilibrio de la barra.

Los desplazamientos de los extremos de las barras se
identifican con los de los nodos.

Les ecuaciones de e?uflihrio de nudo se imponen
mediante el ensamb aF]Ie convencional del sistema global
de ecuaciones, como nemaos visto en un puntn anterior.
Las condiciones de contorno cinematicas se imponen
como vimos en el tema 3.

La resolucion del sistema permite obtener los
desplazamientos de todos los nodos.

Luego, el analisis de la relacion de rigidez de cada barra
permite obtener las fuerzas en los extremos de la
misma.

IEl mismo proceso que vimos en en MEF!
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

_—
Coincidencia de la relacion de rigidez

O Método Matricial de Calculo de Estructuras

K

K, a —f— F=0 adoptada también lo es.

0
s d+E =F La soluclén del Método Matriclal
es exacta en losnodos. Asl

4 : pues, estos resultados justifican
O Metodo de los elementos finitos que I solueion por & MEF

O Perod=a,y f=F ; es solo una cuestion de notacion en

cada método.

O Y, si en el MEF se adoptan las funciones de forma
naturales, las propiedades vistas anteriormente exigen

Ky =K ==f

por lo que la relacion obtenida es la misma en ambos

casos. Se comprueba facilmente comparando los resultados anteriores con

| losque figuran en cualguier libro de Calculo Matricial de Estructuras.
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Tema 08:
Estructuras de barras por el Método de
los Elementos Finitos (II)

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras
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Introduccion

O Objetivos del tema:

Establecer la escritura matricial del TTV para la barra
basada en la teoria de Timoshenko (flexion) y la
teoria aproximada de la torsion no uniforme
Observar que en lo relativo a extension y a torsion no
hay diferencias con el planteamiento del tema
anterior.

Formular por el MEF la respuesta de flexion mediante
elementos lagrangianos lineales,

Observar el problema de blogqueo y describir los
principales procedimientos para resolverlo

Formular por el MEF la respuesta de flexion mediante
la funcion de forma natrual (solucion exacta, libre de
bloqueo).
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Formulaciéon matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

O ElITTV para un estructura de barras (teoria de
Timoshenko -flexién- y aproximada de la torsién no uniforme!)

N
g Zél'["'} =0 W/ &d e o | 6T es un escalar, tiene el mismo valor en
e cualquier SDR.
&I *) es el mismo escalar, con los factores
que los forman expresados en otro SDR.

AT = A1 + cambio SDR

O = [ 456 N + 87, My + 81, My + 87, Vy + 83,V + 80, M, JX -

0 0
L
L lgy Su+q, v+ q, 80+ my 5p, W{ry* WY
{&‘11?,\'1 +8v Iy, + 6w, Fpy + @ My + 8y, My, + ’5?’21521}“
i {&‘2?41'1 + 0y Fyy + 60y Fy + 80,0, M gy + 80, My ++8p,,M, z:}

1 Casanowva (2011, pag, 226 y s5.)

Formulaciéon matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

O Expresion matricial de s11t®)

[ e N +87, M, + 51, My +87,, Vo + 87, V, +8p M, JiX = [ & s dX
&={0c Sty Ora 60r St 1)
So={N ¥, ¥, M, M, M,}

L L

[ laxdusg,0v4q; Svimy Sp jix = [ 84" qax

s={u & v Sp, So, So.f

q=1gy @& 9, my fr/ 7 =lax @ 9, me 0 0Of
ol
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Formulacion matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

LS — s |
O Expresion matricial de s11(€)

{60, F + 8, F, + 0, F, + 80, M .+ 89, M, + 80, M, = &TF, i=12
ad, ={du, & bw Spy dpy bpn)

= = 7 = = = =T

F,={FJG F}i Fzr M.rr Mn Mzs}

B Finalmente
L
O = [ {06 N + 61, My + 84y My + 871 Vi + 87, Vg +60, M JdlX —
L
—_L {qx&H—gr g, W+ my SquHX—

= {'5”| F‘.\’I + &y ?1‘1 +diy P-:Z! "‘54’4’1‘{;.?” i Miﬁri "“5?’21‘?2: }“
'{5“:5\'1 +év, Fyy + 0w, Fy + 80 My + 8, My +5@’23M31}:

= L‘&%dx-ﬂm%ﬁ-im{i

Formulaciéon matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

O Aclaracién: significado de las fuerzas E
B E son las fuerzas que actian en los extremos de la
barra; en una estructura, las fuerzas que ejerce

sobre una barra aislada el resto de ésta.




Formulaciéon matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

-~  __—_—1
[0 Relaciones cinematicas (teoria de Timoshenko-Coulomb)

= du [- d
T — 0 0 0 0
dX dax =
av =
= A : b0 —0—0——3||-4
Y ==0* 0% dx _
dw Lar o 0o L o 1 o :
Ye=t+ av Vaz| _ dx w
do, ¢ 0 0 0 i; 0 o0 |®r
z. = = [ =
- & = o 0o o o L o &
e Zz] ax \Sic2)
z dx H d 4
0 0 0 0 o0 :
g= de, L g dX |
daxy L
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Formulaciéon matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

[0 Ecuaciones constitutivas
(teoria de Timoshenko-Coulomb)

N=gF4 N E4 0 0 0 0 0 &

V=yaGAs Ve 0 G4y 0 0 0 0 ¥

Ve =V 2GAyz V2 = o 0 G4, 0O 0 0 |7

M, = ELy, M/ lo o o G/ o o0]|é#

M,=ELy, M, 0 0 0 0 EL, 0 ||xn

M, =Gy i‘fz_' L 0 0 0 0 0 EI ‘ir,._‘
H D z

+ J = médulo de torsion
» Hipdtesis: centroide y centro de esfuerzos cortantes coinciden.
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Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

E Nétese que |as variables propias de cada
| problema sdlo Intervienen en los términos
E Indicados en cada caso.

o1 = [ (BelN Lo, B, £33, M5 £33 Vs + By Vs +00, M, Jaix
T T —"
‘L &x-&{‘l'_% &f'_‘g'{"i'z‘ﬁ".*'l\mx 5¢X}dz‘.’—

= 0 Fy 50 Fyy 400, Fyy .80 M v +{8pui My, + 80 M |-
Wy Fy, 89, Fyy 400, Fy + 80,0 M 4 890, M s +60,,M 5, |

Problema axil> N, ¢ u, gy, Fx

Problema torsion= My, 6, ¢y, My, My

Problema flexion plano XY= Vy, Mz, vy ¥z: Vi 92: Gy Fy
Problema flexion plano XZ=> V;, My, vxz, v W, 92, Gz F=

O Desacoplamiento

oooo
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Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

O En conclusién: la respuesta mas general de una viga se
estudia mediante cuatro problemas desacoplados.

O Los problemas de extension (axil) y de torsion estan
gobernados por las mismas ecuaciones del tema anterior
-> la solucion alli obtenida sigue siendo valida

O Quedan por analizar
® |a barra sometida a flexion en el plano XY

B La barra sometida a flexién en el plano XZ, por
extrapolacion de los resultados anteriores

O Nos centraremos en la barra recta de seccién constante.
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Desplazamientos y deformaciones

d
{ '.-(X)} {m}_ x { v}
g= = d
9,(X) Xz 0 Pz
£ - d
O Condiciones a cumplir por la funcién de forma:

B Deformaciones = derivadas primeras de d

O Deben existir las derivadas primeras =0
= funciones de interpolacion al menos lineales

O Se requiere continuidad C° en el contorno
O Las cumple una interpolacién lineal

Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Coordenadas normalizadas

=

e, . i oA

I 1 e,
i c X i ¢ —I—
i dX=2d¢
| [ 2"

[} rxjax = gle)=as

O Interpolacion: polinomios de Lagrange de primer
orden (2 nodos)

N(§)=30-¢)

N:('—f)zi{]"'-f) =
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales
_
O Interpolacién: ;
&2{‘2}=|:N|{§) 0 N:(E] 0 | o

é, 0 Mg 0o ME "
\Por) — ==

[l )

O Deformaciones =

Lt

d 1 .. Bl i _
éz{m}z e -l!{a}: Lt NE) 0 M@ 0 e
) o Ale) [ 24] 0 MO o N
dx | Ldé| $2s

0 - I 0 1 ¥,
L L | P22

B e
a,

=" 1"
[ — _Zu_b)]
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Deformaciones virtuales

50
1 1 1 1 1

5@={%}= 1 200 1 0|l e
Yz 0 = — : s
L L 5@23

O Esfuerzos

é6=D¢ — {4}

I
———,
o
(B IR

Il

Q
o N

3
8s
(ISR
.-—":1
8 5
sl LG,
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Matriz de rigidez

[& 6ax=[ alB'DBa, %d; —

e 1 1+&

B 2L 5 AL 0O 0 0 0
==yt 13! L b
_._&r-[‘ G| 2L 4 2L 4 gy T DL gea —
e e 1+&£ Zo 0 0 0 |[277
P—7—7 2L =
148 1-&  1+& (1+2) r L
2L 4 2L 4
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Matriz de rigidez

1 1 1 1
—a— .
i i ] i 000 0
T 20 3 21 6 |[EL|0 10 L) _
=8 GA, L —r—1 e P
L1 2L =0 —1
1 1 1 1 e
. =
2L 6 2L 3 |
g - =

0
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Matriz de rigidez

1
= 000 0
EIL|12| 57 3 o1 010 -1
=i e 0T 2L = a=
e L I 1 1110000
===
9L —6—31 73

it

Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Factor de cortante.
B Definicion:
12EI, 12EI,

= 5 o, = =
G, P G4,

B Cuantifica la influencia de la deformacién por cortante
en la solucién del problema.

B Para una viga completa:

O Determina la cota maxima del error cometido al
evaluar la flecha mediante la teoria de Navier-
Bernoulli (en tanto por ciento de dicha flecha)!.

O En casos reales, suele ser del orden de las
centesimas o menor.
iOjo! Lo anterior solo es valido para el factor de
cortante de la viga completa, no para el de cada uno

de los elementos finitos mediante los cuales se
modela.
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

- ___—_—_—1
O Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior del

dominio
I:&irquz.[_ll&l:Nqudg:
0=y (eag
N T
4dr T
&, 8p,) T =&t
PG 3 L0+ Ear(€)as
0= @

lc

= {{%l 5@1

o

¢

23
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Discretizacion por elementos finitos

Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Fuerzas puntuales en los extremos del elemento

Eé‘lj—ﬁ E‘%lﬁrl+‘5-¢‘51A721+{i‘;2f;'1+5-951ﬁm =

=1

1 K
I
=
w

[

={&1 5&1 5';1 5@3}

LA

'ﬂl{ e
i

24
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

O Funcional de trabajos virtuales de la barra

A1 = ["&" odx - [ sa” qaxeal - S[F, =
i=1

=éa'Ka, - alf, -6l F = &’ (Ka,-f, - F)

O Relacion de rigidez de la barra (cond. equilibrio)
Ka —f -F=0

5
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

O El modelo desarrollado (y otros similares) presentan un
inconveniente:
Cuando la deformacidn por cortante es muy pequefia,
sobreestiman la rigidez a cortante frente a la rigidez
a flexidn conduciendo a un resultado irreal.

Este fendmeno se denomina bloqueo y hay varias técnicas
para evitarlo.

Para estudiarlo, en primer lugar conviene notar como varia
el factor de cortante cuando la deformacion por cortante es
muy pequefia

Yar 20 V2EI =
Ve =Gy oo |, @ = Z 50 -r:eo't'a de
Yor =—— Gd,, I AVIer-
G & Bernoulli

w

411

Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida
_ 1
O Consideremos una viga modelada mediante un
unico elemento lagrangiano lineal.
B Condicion de equilibrio
Ka,—f-F=0 © Ka=f+F=f

(KF +£K,,]a, =f o (o,K,.+12K,)a_=a,f

bl

B Sj|a deformacion por cortante es relevante, la
expresion tiene sentido. (Con un nimero adecuado de
elementos se puede resolver el problema.)

B Paraddjicamente, cuando menor es la
deformacion por cortante, menor es a y mas
pesa el término de cortante en la matriz de
rigidez.

8
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

O En el limite (teoria de Navier-Bernoulli)
(0, K, +12K, =, f ——=— K,a =0

O Esta situacion se denomina bloqueo
B El modelo no es capaz de representar deformaciones
por cortante muy pequefias
B Cuando ocurre esto, aparece una sobrerigidizacion
qlultiamn;ggusvalora los desplazamientos, anulandolos en
e :

O Esta misma situacion se produce en placas si se
utiliza elementos con deformacién por cortante
(teoria de Reissner-Mindlin) en placas donde esta
es despreciable (teoria adecuada, la de Love-
Kirchhoff).

i)
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

_ 1

Integracion reducida

O Una manera de resolver el problema anterior es
forzar que la matriz K, sea singular, lo que permite
que se cumpla Kya.=0 con a.#0.

O Para hacer que Ky sea singular basta integrarla con
un nimero de puntos de Gauss inferior al necesario
para la integracion exacta.

O El proceso puede resumirse del modo siguiente:

B Se integra por separado, con diferente niimero de

puntos de Gauss si es necesario, los terminos de Kq y
K, (integracion selectiva).

B Se escoge un numero de puntos de Gauss para K,
inferior al necesario.

O En general, esto da buenos resultados.

3n
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

Integracion reducida (ejemplo)

f&’&d.r:J’_‘l&{B’DBa,éa‘;;..:

1—1=¢ 1 14¢
3 2L i AL 0O 0 0 0
I=¢—{i=¢F—1—¢ 1=¢ L b
e 2L 4 21 4 |, i L UL e _
.&,L G, e e B Za&_,a,
r—3—7 2L e
148 1-&  1+& (1+2) r L
2L 4 2L 4
: ! Términos
L L constantes:
Términos cuadraticos: requieren un punto
requieren dos puntos de Gauss de Gauss

(como los lineales)

3

Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

Integracion reducida (ejemplo)

1l 1 11

7> o =37

: ; = 000 0

a7 P " 57 6 Er 10 1 0 -1

—=&Tice Il 2L 3 2L 6 z

94T 7 1T [ Zlooo o

E—ar—F 2L =

| 8 10 -l

— R -_ 'l(r

2L 6 2L 3 |

Ky
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida
_  ——7
Integracion reducida (ejemplo)
...pero integrandolo todo con un solo punto de Gauss

=l {GA T

o o O o
=
»

y la matriz K, se convierte en singular.

El elemento asi modificado presenta buen comportamiento
para cualquier valor de a,.

i3
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Discretizacion por elementos finitos

Bloqueo e integracion reducida
_ 1

Otros problemas que presentan bloqueo:
B Elasticidad 2D y 3D con materiales casi
incompresibles (v préximo a 0,5).
B Vigas curvas (blogueo de cortante y de axil)
B Placas con deformacién por cortante...
Otras formas de solucionar el problema:
B Introduccion de variables anodales para eliminar
términos espurios
B Interpolacién de los desplazamientos basada en
una interpolacién de las deformaciones
B Uso de elementos hibridos/mixtos...

34
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

Trascendencia real en la aplicacién profesional:

B En barras rectas de seccién constante los
programas pensados para la aplicacion
profesional usan elementos que no presentan
este problema (préxima seccién).

B En los demas casos debemos saber que puede
aparecer bloqueo.

B Bastara con que comprobemos nuestro
programa procesando algun caso limite.

B Si puede aparecer bloqueo, normalmente el
propio programa presentara elementos
alternativos para los casos conflictivos.

35
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Discretizacién por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

Recuérdese

En problemas unidimensionales, los elementos
finitos basado en el uso de la solucién de la parte
homogénea de las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el problema como funcién de forma
proporcionan los valores exactos de fuerzas y
desplazamientos en los nodos.

37

Discretizacién por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

O Interpolacién < Funcion de forma natural (solucwn
de |a parte homogénea de Iafec?acmn diferenciall):

‘i_{\‘-} {N,!(f} Nplg) Np(2) N,.(:f}"@‘z;i

&) [ Nu(E) Nul2) Ny(8) Nu(f};‘.‘:i

(6]

ald )= . E {34+ 20, ) + + oy N, (&
Nle)= gy ot -Ge 2k 2va)] W)=

3

r}Ll

E) = L o a ) =-E4(l+a I.(x xL_ 9 x - 2
N::{‘.:)_s('i_'_ar)l'r {1+ Pt = (] |)l J\!!L]_"(I-l ﬂ‘r)[‘L —{i‘ﬂra 1‘—”\']

==
41+ a}.)

Nul&)= gl 0 ale - -r )] m(@)

)= -+ (3+2a, K +2l+a ==;— &+
Nale)- Febraakeaiea)] No)= ol

1 3
357+ 2 =142z,
'miﬂ’,)[' + 2l )14 Q]I

! Momeon (1999, Pag, 100 v 5.5.) En el texto aparecen ks funciones que determnan s reacciones de un fuerza
puntual, qua ya hemas visto que deben concedir con las funcionas de forma, Ademds, hay que hacer un cambe de
vanable de v2{0,1] a3e(-1,1].
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

O Deformaciones:

v,

Nile) Nolt) N

d 1
i {:?,y}= — {6 [ ) Nu(&)]f
Zl | o 4l 2 d | Ny(2) Nu(2) Ny(2) Nu@)]] %
dX Lds @y
BK!(§)=-BD(§J=ﬁ
Bo(¢)=B.0)= 5y

B;.(¢)=-Bn{¢)=(l—+{‘f;)zf

sn(¢)=m[s¢-(z+afll

st(g}:mts;*(““r)]

39
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

O Matriz de rigidez:
'Ll&’&d)(:‘[_‘!&fBTDBa,%a‘;:...:

1 1261, 1 6El, 1 12EI, 1 6Kl |
l+a, I l+a, I e, ' l+a, I
UGB, v El, 1 6B, 2-aH,

_a| 1t i l+a, L 1+a, L lta, L |

| 1 126L, 1 6EL, 1 12EI, 1 G6EI |™
l+a, F l+a, ' l+a, L l+a, L
| 6El, 2-a,El, 1 G6E, 4+a, EI,

| 1+a, I 1+a, L l+a, [* l1+a, L

40
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Discretizacién por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

O Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior del
dominio

L ar _1-TTL;_
jﬂm qu_J'_ImEN q5ds=

BRAGTeT
N B N WO
=i o &, 6p, )7
a7 NRAHGS
BERAGEGH

T

.

=Aa'f

L 5

41
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Discretizacién por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

0 Fuerzas puntuales en los extremos del el
ST, = 5, Fy 09, My - 5,y +5¢s@9..=&:f
°
Fz(Fn M, Fy Mzz)r @

O Funcional de trabajos v@ de la barra

1Y = [ &7 e X@ H qdXoal -3 SATF, =

i=1

:a‘aié‘o&f, —5a F=sa’ (Ka,—f,—F)
O @ on de rigidez de la barra (cond. equilibrio)
a

—f.-F=0

42
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Discretizacion por elementos finitos
Resumen de resultados

Indice

O Introduccién 0 Barra de pértico plano: axil + flexién XY
O Formulacién matricial del TTV(hip. T+C) :,:{1:1 ‘}’_. ;an* i, v g',_u}’ — Lﬁmiiﬁi"’ﬁ’fﬂﬁéimd.
O Discretizacion por elementos finitos F={F, F, M, F, F, M,] Lcrma ;umt:dﬁtgsg aﬁla
B Problemas desacoplados (Lo ] = (fl_lu‘;""a _ X
B Flexion mediante elementos lagrangianos E.{J‘\"(*)q’h}d" =2 :
lineales gf; N (E)q, (E)e N (&)= mk, ~(3+ 20, ) + 21+ )]
B Bloqueo e integracidn reducida T et =
= Ny(&)=———l& -1 ~E4(lra,
B Flexion usando la funcién de forma natural = ;I-JN-“{‘f)‘?"(‘:)‘E ) Sllw,-){ T )
B Resumen de resultados ‘ %I_'tg\rn(g)%(cf}dg Vul6)=3(+2)
== L v@alere|  m@- gl beirmkatial
I o —— —p
_Ej_‘N;,(;)q,-(;)d«;_ N:s(g}=miga+(l+a,)_f‘—._:—(l+a,.}]
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Resumen de resultados
- ___—_—_—1
0 Barra de pértico plano: axil + flexién XY

E- 0 0 —E- 0 0
z L
= e
1+, L l+a, I’ l+ey, I l4a, I
o— o8 deap Bl, . -1 GFl, 2-a& K
K- 1+, L l+ea; L I+, L' l+ea; L
_E 0 0 E 0 (1]
L - ) L . -
o -1 128, -1 6EL, 1126, -1 6EL
lya, I l+a, L l+a, T v, I
1 6EI, 2-o; EI, 0 -1 6EI, 4+a, EI,
l+ey, [} l+ay L e, ' l+a, L |

Haciendo uy=0 se reduce a |la matriz exacta de la teoria de Navier-Bernoulli,

45
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Resumen de resultados

O Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

a;={‘;"1 ‘&n é’n ‘;‘: d’a‘} (E'n}r
f‘z{'fn "Wu JWn ’Fz:

EIRENC S

SRR

— = %J‘!] Nl: {-f]‘h (‘f}d‘f
;‘ £1 Ny (ﬁq\- {E)d'::
L] M@axle)s

: = %f: Ny {5]?}' (f}df

i0jo! Numeracién de

funciones de forma

M,.|" |correspondiente a la matriz N
=L de 3x6 de emparrillado plano.

Nu('f-‘)_m{if‘ - (3+2a )5 +2(1+ 0!;}]
r (Ao L s o L i1+ e,
Mol gy gl ek £

Nle)= g € 6+ 20+ 200 )

lel‘_:)_ S“fﬂ’ )kl s ll + gz)’_:-l &= (l P'sz}]
.\rﬂ(;’}%u—:]

N, (&)= ‘;n +&)
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Resumen de resultados

O Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

| RE, , 1 6El,  12EI, 0 1 6EL,
l+e, I lva, I i lva, L
0 Lk 0 0 - o 0
L L
-1 6EL,  Ava EL, 1 6EL o 2-ay El
K| 1+e Fin lta, L l+a, I l+a, L
| &L, 1 6EL, 1 128, 1 GEL
r l+a, ! l+a, I l+a, I
0 _GJ 0 0 GJ 0
L L
-1 SEy o, 2-opEL 1 SE , Atap FlL
| l+a, I l+a, L l+a, I’ l+ea, L |

Haciendo a;=0 se reduce a la matriz exacta de la teoria de Navier-Bernoulli,
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Resumen de resultados

O Barra de estructura de tipo general

a,= {‘;1 VoW @y P @ BV W @n Op Qazz}r

F:'{Fﬂ F}'l fn ‘wxl H}'] ‘Wll f“ Fn Fzz
N¢)=20-¢)

Noall)= gyl -6+ 2 ) 4200+ )]

M.I'E H}'l "wz 2 } E

i0jo! Numeracién de
funciones de forma
correspondiente a la

431

T : gnaatrizdnge 6x12 de
Nol)= o -G v 2 20 )] BT gRte
N (&)= %[1— )
== ; g3 _ 2
Nosl)= gy -+ @ =g+ v )]
Noll8)= -8(—1:'0?15‘ ~+a)E - £+ (14 ar)]
48
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Resumen de resultados Resumen de resultados
_———

——  _—_—_—
O Barra de estructura de tipo general O Barra de estructura de tipo general
N (§)=501+¢)

P ; [ M@)ax(e)e ] [ %L N (@l |
e ﬁ L& +6+20, )+ 201+ a,)] L Meal)as el SR AETHEE
;_ - = = L 1 = = =
N_,..,(rf)= 1 -'[‘5}"‘[3‘*'2“2}‘:"‘2(] +a, )] : = — ELN!.s(-_-)'?z(L.-H-.- = EI_‘NJA(L.-)‘{:(-_-H':
-1[1+a.] f, e o i ) = L
z fa _J- N.u.a{;]”‘,\'(g}d:{ _I Na.m(-_)-x)m_r(g}i‘:
Newl)=3004) —25}1}\’ (©)a, ez f{}' Ny nlE)as ez
= L = - 2 -1 3=5\= Z\a Mo 2 1 ES LS Z\= o
Nyu(8)= s(1+a,_)[§ +(+a)f - -(1+a,)] i %fl}\-’:_ﬂ{g)q,-(g‘)dg_ %E!Nm(g)q,.{g}f;_
| R S =
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Resumen de resultados Indice
_  —— _ 1
O Barra de estructura de tipo general 00 Introduccidn
= e o o o B I o | O Formulacién matricial del TTV (hip. T+C)
1 2Ef 1 &EL -1 128f 1 &EL = % = .
= = s e e OO0 Discretizacion por elementos finitos
tt g Cwer 0t 0 o v 8 B Problemas desacoplados
0 0 0 (—f— ﬂ 0 0 o —Ei‘—l 0 0 i e - p T
4+, &, L, o 2o & B Flexién mediante elementos lagrangianos
o el T L] o L] - B R o g g
. I'“; — il 5 | éE1, l'“TD = Z n; - Yoo, B, lineales
Tg I = g T Toa, L . . .
0 o o 2 0 0 0 0 B Bloqueo e integracidn reducida
: e o =8 oo LEL 0 ¢ o 2 B Flexién usando la funcién de forma natural
. e e e e B Resumen de resultados
o L} a ‘.—E-{ 0 o o o o E o a . 3 o
— e e e O Bibliografia
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Tema 09:
Elementos y técnicas complementarias para
el modelado de estructuras de barras

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras
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Introduccion

O Temas anteriores = barras rectas de seccion constante,
N-B+Co T+C

O

Objetivo del tema

= mostrar el modo de incorporar al modelo de
elementos finitos convencional (programas de calculo de
estructuras de orientacion profesional) una serie de
elementos que suelen aparecer en estructuras reales:

Barras de seccion variable

Barras curvas

Enlaces no concordantes, que coartan desplazamientos
en direcciones distintas a las del sistema de referencia
global)

Enlaces elasticos

Desconexiones

Nudos de dimension finita
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Barr

as de seccidn variable

O Caracteristicas geométricas de la seccidén
transversal:

Solo intervienen en las relaciones constitutivas de la
barra (matriz D en nuestra formulacion)

Si la barra es de seccion variable, las caracteristicas
geometricas seran funcion de punto

Nx)] [EAlx) 0 0 0 0 0 | slx)
r(x) 0 Gd,lx) 0 0 0 0 ¥l X)
Vz(x:' = 0 0 G ’Izz(-" ) 0 0 0 ?’_17(9\':'
M.(X) 0 0 0 GJx) o 0 a(x)
M, (x) 0 0 0 0 EL(X) o 7r(X)
M,(X) 0 0 0 0 0 EL(X)|| r(x)

445

_—————
O La matriz D sdlo interviene en la definicion de la matriz

Barras de seccidon variable

de rigidez
K=[ BT D()BE) Zaz

O Para determinar la matriz de rigidez de la barra de

seccidn variable basta:
m  Expresar D(X) en funcion de £ mediante el cambio de
variable
® Integrar
Como las funciones de forma ya no seran solucion de la
parte homogénea de la ecuacion diferencial
- la solucion no serd exacta en los nodos
La matriz de rigidez exacta se puede obtener por
meétodos de Resistencia de Materiales
(recuérdese tema 7)
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Barras de seccidn variable

O Los programas convencionales de Calculo de
Estructuras no suelen permitir programar la forma
de variacion de las caracteristicas mecanicas: A(X),

Al X), Avz(X), I(X), INX) e IA(X).

O En su lugar, tienen predefinidos algunos modos de
variacién sencillos: variacion lineal, parabdlica,
clbica...

O Mediante el uso de estos modos sencillos,
subdividiendo cada barra en un numero su}{iciente
de elementos, se puede resolver cualquier
problema.

447

Barras de seccidon variable

Ejemplos de tipos sencillos de variacion

Y

o

Z
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Barras de seccidn variable

O El célculo establecido es vélido para vigas rectas de
seccion variable

pero algunas vigas de seccion variable de interés
en ingenieria civil, ademas, suelen ser curvas

449
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Barras curvas

O Cinematica y estatica de la viga curva:
B Exigen el analisis de un tramo diferencial de viga
B Esto requiere un sistema de referencia curvilineo

T e Ty

B En problemas planos (directriz y dir.ppal.inercia)
puede ser el triedro de Frénet.

B Las ecuaciones cinematicas y de equilibrio del
solido 3D, en coords. curvilineas, tienen
expresiones diferentes a las de la viga recta
(derivadas covariantes)

451

Barras curvas

_ 1
O Ecuaciones del arco plano de seccién constante (se
presentan como ejemplo)?

du v N.=Fds, ¥V, dNg
o A4S - — -L 4 ,h qs=0
5 p V, =Gy pods
i dv N, dV,
— =+ — Mg =EI; zy ——S L _g. =0
Vsr = Pz ar > ds 4y
dq)r - d.l\rf-
= =V - dr Ve ——2-my=0
Ar v = L T Ll

¥
1+ 2
p es el radio de curvatura de la directriz en el punto estudiado

O Evidentemente, la expresidn del funcional de trabajos
virtuales también es diferente a la de la barra recta

1 MONLEON, (1999, Pdg. 61 y 5.5.)
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Barras curvas

Formulacién por el M.E.F.:

O

No se puede extrapolar de la formulacién de la
barra recta : . .

- funcional de trabajos virtuales diferente
Cada posible curva directriz requiere un calculo
especifico = =

- integracién sobre la directriz concreta

Puede presenta problemas de bloqueo por
sobrerrigidizacién debida al cortante o al axil
Se han propuesto numerosas técnicas para
evitarlos (funciones de forma especificas,
integracion reducida, formulaciones hibridas...)
-no evitan el calculo especifico para cada directriz
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Barras curvas

Formulacion por el M.E.F.:

O

]

El siglo pasado se publicaron las matrices de rigidez
para una serie de directrices concretas (arco
circunferencial, parabdlico, eliptico...)

Hoy, mediante programas de calculo simbélico y
usando los procedimientos de la Resistencia de
Materiales, se puede obtener |la matriz de rigidez y
las fuerzas nodales exactas de cualquier viga curva
razonablemente esbelta.

La amplitud de |a problematica y la diversidad de
soluciones explican que los programas de calculo de
estructuras de orientacion profesional no suelan
incluir barras curvas.
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Barras curvas

Tratamiento practico de las barras curvas:
(En aplicaciones de ambito profesional)

O La directriz se aproxima por una poligonal de lados
rectos inscrita en ella.

O El nimero de tramos debe ser suficiente (existe
una recomendacion de que cada uno no represente
un arco de curva de mas de 15°).

O La aproximacion a los esfuerzos de la barra curva
es mejor en la zona central de los tramos rectos
que en los vértices, donde pueden aparecer valores
espurios.
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Desconexiones

L _______________________________________|
O Concepto
B Cuando uno de los movimientos del extremo de

una barra no se ha de compatibilizar con los del

resto de la estructura decimos que esta
desconectado.

457

Desconexiones

O La fuerza generalizada en el extremo
de la barra dual del movimiento

. L
desconectado siempre es nula %

O Esto permite eliminar el movimiento desconectado de la
relacion de rigidez de la barra mediante condensacion
estatica

K*=Ki-Ko K 'K 1% =1 -KL K[t

O La matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales se
completan con ceros para recuperar las dimensiones
originales

O Como en la relacion de rigidez modificada ya no aparece
el movimiento desconectado, éste no se compatibiliza
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Desconexiones Desconexiones
7
O Ensamblaje barra totalmente O Ensamblaje barra
conectada i>[F? desconectada
i i 'fé '%‘ k i
y ¢ —— i !
[ [ [ [ ]
: ' : L3 K a | |fa| <k
| Fl'b a, f.'.‘" *“I
= Eadis = Eeas
= o] [£8] <] ol I I | e el
= = av ............... L . aN .....
19 20
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Indice Nudos de dimension finita

;L O En las estructuras reales, a veces las directrices de las
= Gadlliceln : - barras que se unen en un nudo no concurren en un
O Barras de seccion variable mismo punto.

O En otras ocasiones, las dimensiones del nudo son tan
0 Barras curvas grandes que no parece légico considerarlo como un
O Desconexiones punto.

O Nudos de dimension finita

0 Enlaces no concordantes -
O Enlaces elasticos (
O Bibliografia

~— —
Nudo rigido ::nLn:Tah?:‘rﬁ'y pilono

Cambio de canto de un = —_———

pilar en una fachada o
ST Pila de grandes di
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Nudos de dimensidn finita

O Se suele resolver suponiendo parte del area comun
como rigida @ nudo de dimension finita

! |

, ‘
i —
S — S
| L )
i

Nudos de dimension finita

O Formulacion

m Para introducirlos se consideran barras ficticias con

extremos rigidos, que van de nudo principal a nudo
principal

nudos principales, directores o |
amos (maestros sic) ==
nudos secundarios, \
subordinados o esclavos
2 Y
— —-q..._ - (2F
Flexible —

(eléstico) rigido

L
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Nudos de dimensidn finita

[ ——————— ]
O Nomenclatura:

B  Nudo secundario; es el extremo de la directriz de la barra,
en el contorno del area rigida.

® Nudo principal: punto donde se situara el nudo en el modelo
matematico. Se puede elegir arbitrariamente.

S &

465

Nudos de dimension finita

O Resultados auxiliares

B FEcuaciones de equilibrio de una barra cargada
exclusivamente en los nudos

f =
@ Z/ [1 + HI- :f: 0
=

fy
\.‘ / . H, . = matriz de equilibrio
< del tramo 1-2

&6

1

B Relacién entre los desplazamientos de los dos
extremos de un tramo rigido

Contragradiencia
H, . = matriz de equilibrio
del tramo 1-2

d,=H]d,

466



Nudos de dimensidn finita

O Resultados auxiliares

1 0 0 000 1 0 0
0 1 0 000 H=| 0 1 0
go| @ 0 1 000 |-A, Ay 1
0 -A, A, 1 00 (Porticoplano)
A, 0 A, 010
-Ay Ay o 0 01 1 00
(Estructura 3D) H=| A, 10
-4, 0 1
Ay =4, -, (Emparrillado plano)
A, =Y, =1
A, =4,-4,

Nudos de dimension finita

O Matriz de rigidez y fuerzas nodales en la barra con
extremos rigidos (sin_cargas sobre los tramos rigidos)

= =

467

f - = —Flexibie— -
: L1 (eldstico) rigido (2% ™ d
@
d,
] K; = HIK,J,H; i]“]' = H‘ﬂ” ihj=12
m H; = H;.; matriz de equilibrio del tramo rigido /*-i.
B Kj submatriz de la matriz de rigidez del tramo elastico 1-2
i T 1 nhudo principal
A= X=X, A =Y=Y, N =7-7
t * + AUdo secundario
28
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Nudos de dimensidn finita

O Tratamiento de las cargas sobre los tramos rigidos
B No afectan a la matriz de rigidez

B Se sustituyen por un sistema estdticamente
equivalente en el nudo principal correspondiente

rigid;—-"'_‘%xib:e _Eg‘}‘--/ﬁ)
[ (elastico) 2 rigids2>

a»
1]
o a—————;.———
: Flexible o ({;
/S~ O (astieg) 2 oS
Qas

469

Nudos de dimension finita

O Constricciones o vinculaciones
= condiciones que restringen algunos grados de libertad
de un nudo, condicionandolos al movimiento de otro
como si ambos pertenecieran al mismo elemento rigido,
que puede ser una linea, un plano, etc..

O Son como nudos de dimensién finita parciales, que
solo afectan a algunos grados de libertad del nudo.
O Ejemplos:
B Algunos grados de libertad de dos nudos diferentes
han de tener el mismo valor.

B Un elemento estructural plano se considera
infinitamente rigido en su plano (forjado, diafragma).
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Nudos de dimensidn finita

I —
O Tratamiento de las vinculaciones

(uno de los posibles)

® Similar al de los nudos de dimensién finita.

B Basado en una matriz de equilibrio modificada,

O conserva las filas y columnas correspondientes a
los g.d.l. condicionados, y

O sustituye por ceros con un 1 en la diagonal
principal las restantes filas y columnas
B FEl ensamblaje es mas complejo
O Los g.d.l. condicionados se asocian al nudo
principal
O Los restantes se asocian a los nudos secundarios,
que siguen existiendo en el modelo
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O Introduccion

0 Barras de seccion variable
O Barras curvas

O Desconexiones

O Nudos de dimensidn finita
O Enlaces elasticos

O Bibliografia
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Enlaces no concordantes
_—————————

O Para resolver este problema, se sustituye el
S.D.R. global por un S.D.R. local de nudo en

Enlaces no concordantes
_———

O Apoyo no concordante - el que impide un
desplazamiento en una direccion diferente a las de

los ejes del sistema de referencia global. =sds e deaetoe
& 4 =
A \@

L =

O No se pueden definir directamente sus
desplazamientos virtuales cinematicamente ® Las fuerzas y los desplazamientos de cada nudo

?g;,rﬁésrsrfg'eé’.’-. r;,-il pSOE)IE tgrl‘gobaslus condiciones de se expresan en un S.D.R. diferente
: .D.R. -
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Enlaces no concordantes Enlaces no concordantes

O En cada barra hay que considerar dos matrices Relacién de rigidez de la barra en ejes locales de barra
de cambio de S.D.R., una en cada extremo Cambio S.D.R.

F‘ = K, K;la, = £, — T =T
1 ]_T: = K:l K, (2, f. = =<5

/ = By = Tl'a:'l Ay = T:'ar.:
=5
‘ Relacion de rigidez de la barra en ejes locales de nudo
= { 1?} _[K“ lﬂ:HT:a;,} {11‘}
e Ta tor [ |moter
e f; = T1f1 f; = Tgfz LE K. Ky ](Toa) Lty Montaje
—_— — e Tt . convenciona
d) A = rlael A, = lzae: K = 'IiK.”T]' TIK-uT; a, fa
F; T2K2:ITI.[ T:Kz:T.: a f. K =TK T
] — — - :
‘Tl (B1) = T2 (B2) | F|_|K, K,|[a,]| [f e
E = K, K. |la, =
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Indice Enlaces elasticos

O Introduccién

O Barras de seccidn variable O Simulan la deformabildad del soporte mediante

0 Barras curvas resortes lineales o helicoidales.

0 Desconexiones O Veremos la manera de incorporarlos al modelo

0 Nudos de dimensién finita estru'ctural ‘ - .

O Enlaces no concordantes O El metodo directo permite introducirlos en las

O Enl l4sti direcciones de los ejes del S.D.R. global o de
r:.es = ASHES nudo (enlace no concordante).

O Bibliografia

O Si ello no es suficiente, se puede recurrir al
método de la barra ficticia.
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Enlaces elasticos

0 Método directo @ =
7

A A
éﬂk —k1.r‘|l
Y I T kV|
ViE
- j_/l\ L
X k3 wik
Relaciones de rigidez de la estructura completa
Ft,r K, K» K]_.‘ e Ky || 1 ] e
4"’ur Ky K, K, Kov |l v e
= : = ‘ : : i : = f Jeselnimero de
Fy —hy, K, K, K, Ko |l v, Jy | ordendelgdiven
: : : : : : ;| elmodelo
= E estructural
My _K,\-'l K K Xy - K O Mz | completo.

479

Enlaces elasticos

[0 Método directo

e K, K, - K, Ky [ w [
Fyy K, K, -~ K K|l w Jir

. : = . ’ ’ H =] 5
Rl ey e o Kyl v ==
M NE K.\'l K.\': == K.\J Ko 6‘_\.2 My
F‘m _KH Kl KU KL\,- 'u. ] f,x
By Ky Ky K. ¥ Koy ¥ 1=
Fy K, K, K, +k Kyl w 7
*’W,\-g _K.n Ky K Xy K | Oz My

40
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Enlaces elasticos

O Sustitucion por una barra ficticia

A k"gf A
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O Introduccion

0 Barras de seccion variable
O Barras curvas

O Desconexiones

O Nudos de dimensidn finita
0 Enlaces no concordantes
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O Bibliografia
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Bibliografia

BARRAS CURVAS Y BARRAS DE SECCION VARIABLE

O Onarte, E. Calculo de Estructuras por el Método de los
Elementos Finitos. Analisis Estatico Lineal. CIMNE,
Barcelona, 1992. (13.1 a 13.5)

O MoNLEON, S. Andlisis de vigas, arcos, placas y laminas.
Una presentacion unificada. Servicio de Publicaciones de
la U.P.V.,, Valencia, 1999. (Capitulo 5 y 6.3)

O SaMARTIN A. Y GoNzALEZ, 1. R.Calculo Matricial de
Estructuras, Colegio de Ingenieros de Caminos, Canales
y Puertos, Madrid, 2001. (7.4 y 7.8)

O Bravo, G. Y MARTIN, A. Tratamiento de elementos rectos y
curvos de seccion variable por métodos matriciales.
Revista Internacional de Métodos Numéricos para
CAlculo v Diseio en Ingenieria. Vol. 5, 1, 3-38( 1989)
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Bibliografia

DESCONEXIONES

O SamarTin A. Y GoNzALEZ, 1. R.Célculo Matricial de

Estructuras, Cole f:?lo de Ingenleros de Caminos, Canales
y Puertos, Madrid, 2001.

NuUDOS DE DIMENSION FINITA

O LivesLey, R. K. Métodos matriciales para calculo de
estructuras, Blume, Madrid, 1970. (5.6)

O SamarTin A. Y GONZALEZ, J. R.Calculo Matricial de
Estructuras, Colegio de Ingenieros de Caminos, Canales
y Puertos, Madrr 2001. (7.6)

O Saez-Benrro, J.M. Ca,"cu!o Matricial de Estructuras. FEIN,
Madrid, 1975. (v.8)
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Bibliografia

ENLACES NO CONCORDANTES Y ENLACES ELASTICOS

O SamarTin A. Y GoNzALEZ, 1. R.Calculo Matricial de
Estructuras, Colegio de Ingenieros de Caminos, Canales
y Puertos, Madrid, 2001. (5.5)

O Saez-Benrro, 1.M. Calculo Matricial de Estructuras. FEIN,
Madrid, 1975. (11.8)
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Tema 10:
Introduccidén a la
Teoria de Placas

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras
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Introduccion

O Visién global de |a Teoria de Placas (y |daminas):
B Formulacion similar a la Teoria de Vigas (MESD).
B Pero aplicada a cuerpos sensiblemente superficiales
B Y reduciéndolos a 2D en lugar de a 1D.
O Desarrollo de |la Teoria de Placas:
B Hipotesis cinematica y desplazamientos generalizados
B Analisis cinematico
O Deformaciones generalizadas
O Ecuaciones cinematicas
B Analisis estatico
O Esfuerzos y fuerzas generalizadas
O Ecuaciones de Equilibrio interno
B Ecuaciones constitutivas
B Formulacion fuerte en rigidez...

491

Introduccion

- —  __O_—
O Lamina
m Solido de forma curvada
® Una dimensidén notablemente
menor que las otras dos

m Es capaz de resistir y de
transmitir cargas

O Ejemplos:
®  El caso de un buque
Algunas cubiertas
Las torres de refrigeracion
El revestimiento de un tdnel o
falso tunel

Las paredes de los depositos y
silos ...

B La cascara de un huevo, el
caparazon de una tortuga, o

el craneo humano.
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Introduccién Introduccién
- ___—_—_—1 ——————  —_—_—
O Placa

B Lamina de forma plana
O Ejemplos:

|

Losas cimentacion

O Teoria de placas

Teoria simplificada, derivada de la elasticidad lineal,
que permite resolver el problema elastico de una

B Algunos forjados = e e
B Muros placa sometida a una solicitacién genérica con
B tieite o aproximacion suficiente para la aplicacion practica.
B El tablero de una mesa
B Las tapas de registro... O Denominaciones:
B Elementos parciales de .

estructuras mas = Teorli! de placas

complejas B Tension plana generalizada (estado membrana)

- Lajas
5 6

493 494



Introduccion

——  __—
O PLACA:

Sdlido limitado por dos
superficies, £t y £,

simétricas respecto a un

plano de referencia =, y por
un cilindro éA de generatrices
perpendiculares al plano £
que tiene como directriz una
curva cerrada #Q contenida
en este plano, que cumple
que el grosor h, en cualquier
punto, es mucho menor que
la menor dimension del area
Q interseccién de la placa
con el plano de referencia,
min{a, b}.

495

Introduccion

O Notacion
B O es |a cara superior de la
placa,
B () esla carainferior de la
placa,

B O es lainterseccion del

cuerpo con el plano medio Z,

B &0 es el contorno de 0,

B &\ es la superficie lateral
(cilindro de directriz 2Q y
generatrices paralelas a Z)

B h, grosor, que se mide desde
I"a I*en direccion
perpendiculara I.

O Sistema de referencia

B Cartesiano, dextrogiro y
siendo Z = 0 el plano de
referencia (ver figura).
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Indice

O Introduccién

[0 Cinematica

0 Estatica

[0 Relaciones constitutivas
O Distribuciones tensionales
O Bibliografia
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Hipdtesis fundamentales

-~  __—_—_
O Hipodtesis de pequefios desplazamientos y
pequefias deformaciones
O Hipodtesis cinematica
B Love-Kirchhoff:
Una placa se deforma de manera que las normales a
la superficie media inicial permanecen rectas,
indeformadas y normales a la superficie media
deformada durante todo el proceso.
B Reissner-Mindlin:
Una placa se deforma de manera que las normales a
la superficie media inicial permanecen rectas e
indeformadas durante todo el proceso.
O Hipotesis constitutiva:
B |ey de Hooke Generalizada + 6;=0
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Indice Cinematica

O Introduccién

O Campo de desplazamientos

O Hipdtesis fundamentales ® Love-Kirchhoff =
(.7, 2) UG 2 (x.Y) | Deslazamienos
O Estatica VA (X7, 2) 5T 2w, (x.F) | generalizados |
O Relaciones constitutivas "'*_{X’Y'Z)Lfﬁ_’—.'{fx

O Distribuciones tensionales B Reissner-Mindlin

il : u*(X,Y,Z)=ulX, )+ Zp(X.7] 7
O Bibliografia ( S ) A -}'L E_‘“('“‘D /gw
v(x,y, z) =X X )+ Zoy(X.Y) /){'/\
wrz)eben o
Nétese que v=og,i+oj+k, luego: K 0 //,’n"’/
* @y €5 un giro positivo de eje Y i3 ST
= @y @5 UN giro negativo de eje X S IE{ ————————
(notaclon de Reddy (1984}, Monledn (1999}, ] F
Ugural (1999)..) !

12
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Cinematica

- 1

O Deformaciones (Love-Kirchhoff)

% <8~ 2 =

=l A i ‘ormaciones

g%y = § Z@_ _ | generalizadas
% = B~ 2t

e¥, =g* _=g%_=0

O Ecuaciones cinematicas (Love-Kirchhoff)
S.\' :”LY Z.‘.:\’ = W?_\’.l'
&y =Vy Lyy =Wayy

1
= 2 (1-‘,,, 'H':,\') Ay =Wory

Cinematica

-
O Deformaciones (Reissner-Mindlin)

=5 ; 4 |
ey =éx — Iy €%y =Exz =
0 = = Deformaciones
-~ 1 | & = i
= ﬁvg.y_t Z@ = £z = | generalizadas

O Ecuaciones cinematicas (Reissner-Mindlin)
= ——1

Ex =l.x Ay = Py-x Exz= 5{@.\' +w,y)
1

Ey =Voy vy == @roy €z = '2'{(31’ Wy )

1
Ky = E(_ Pysy =Py ;x)




Cinematica

O Interpretacion fisica deformaciones generalizadas
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

£y £y Exy

503

Cinematica

O Interpretacion fisica deformaciones generalizadas
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)




Cinematica

O Interpretacién fisica deformaciones generalizadas
(s6lo Reissner-Mindlin)

12

Txz Yyz
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Estatica

O Esfuerzos de membrana
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

_ Y
- P
7 W e,
o / 7=
Tn‘ NJ! N]’)‘
7y §
Ny = oxdz
]
Ny =’ ovdz
i
/ N.\T = j‘-* rﬂdZ

507

Estatica

O Esfuerzos de flexion -o de placa-
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

d¥ En la teoria de
dY M, Love-Kirchhoff
d O 7 m no aparecen los
av A 0, xt cortantes
~ " T H n %
A T 1

My = _[_ 2o vdZ

5
My = j'_'Q ZoydZ

A
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Estatica

O Esfuerzos de flexion -o de placa-
(s6lo Reissner-Mindlin)

oY
. oY p ',/ﬂ. x"l'n‘r
7 b i £ m Moy
)
T ¥,
it i,

n

En la teoria de
Love-Kirchhoff
no aparecen los
cortantes

Oy = r; Tz dZ

509

Estatica

O Fuerzas generalizadas en el interior del dominio (I)
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

qx =r,, bydZ +1y +
.; - =
gy =[ bydZ+15 +i;

q, =\’ b,dZ +i} +;

=
3
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Estatica

0 Fuerzas generalizadas en el interior del dominio (II)

(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

: e
my = L ZbydZ + 15~

my = 2b,dz + %r‘; -

Suelen ‘I
despreciarse |

e
7 x

h

Estatica

O Fuerzas generalizadas en el contorno

(Reissner-Mindlin)

511

_— Tz F,= |,z
724N A E =\ tdz
f|’| e J"’M :
|
. £ F,=| f,az
"
_f,,j M,=|" zi,dz
L_, ds = ﬁ =
Mus_ _,JZI.‘dZ
24
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Estatica

O Fuerzas generalizadas en el contorno
(Love-Kirchhoff)

-
— fyr =i
T 1(""5 F,=[" tdz
7 Z,/fi/-ff_ ' E 7 efecti\.ra :
7 '_'_._-—ﬂ"" % !,_ F—s - I:* F’,d[
a5 S =
== —
= N\ M,=|, Zt,dZ
_'_F'_,/'-’ FZ = I_{[rde \'\__ __5 —
i /1 In = j‘Z =i +M nsts
L& i,,=[* ziaz
25
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Estatica

0 Ecuaciones de equilibrio interno (Reissner-Mindlin)
NyxtNyy oy 4y =0

Nyp+Nypoy+qy =0 Laja
QX'.Y IQ]'!Y }Q?: :D
MAT o M, + Q:' f':‘ =0 Placa

Myt My =0y ry{:ﬂ
O Ecuaciones de equilibrio interno (Love-Kirchhoff)

Nyx Ny oy g, =0
Ny +Nysxtgr =0

M iin P2M s ar My s A A+, =0
XK oy My ey ’Gﬁ"x /}r 9z Placa

Laja
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Estatica

- 1
O Condiciones de contorno (Reissner-Mindlin)
w,=if, o N —F =0
v, =7, o N, -F=0 Laja

w=iWw o Q,—F, =0

p.=¢, o M -M_=0
— = Placa
Cn =Py o Mn _Mn =0

O Condiciones de contorno (Love-Kirchhoff)
u, =1 o N,-FE =0

= = Laja
v.=V o N _—F =0 .

w9 M:r_ﬁ"?n:o

———— Placa
w=w o (0,+M,.)-(F,+M,,)=0

OO0 Condicion de contorno de borde libre de Kirchhoff

Estatica

(Love-Kirchhoff)
B Desplazamientos generalizados en el contorno
O u, vy w,, son independientes
O w determina w,,
B Condiciones de contorno cinematicas independientes
H(s); H(s)
v{s)—i?(s)
Wan (5}2W3n ("'}
w(s)=w(s)= w,, (s)=,,(s)

‘Observe que w(s) determina :
w(s),s pero no w(s),,




Estatica

O Condicién de contorno de borde libre de Kirchhoff
(Love-Kirchhoff)

i3 g ds

-

(W, <N, dsjds W, d5 (M, W, ds)s

oo ]

e _Mm o 'UM ”’1 "lH.m o ‘
M, M, g ¥, M+ ds = :ftéi?faexterior
' l t t [= V, Cortante efectivo
U, e M, s M ds W _ds i

(0. +M_,)-(F,+M_, )=0

29

Estatica

O Reacciones de Kirchhoff (Love-Kirchhoff)

—¥
dr fiid 5

(1 | & (Y Lo
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Estatica

O “Reacciones de Kirchhoff” y placas de Reissner-
Mindlin

519

Indice

——————  —__—_O_0_—_—
O Introduccion

O Hipotesis fundamentales
[0 Cinematica

[0 Estatica

O Relaciones constitutivas

O Distribuciones tensionales
O Bibliografia

520



Relaciones constitutivas

O

Love-Kirchhoff y Resinner-Mindlin
Ny =Alsy +vsy) My ==D(fx + Vi)
Nr="1(5r+mx) Mr=_D(XW+VI,\:r)
Ny = A1=v)e My =-D(1 V) xr
P po EH
1-v* 12(1-+7)
Sélo Reissner-Mindlin (se afiaden a las anteriores)

0, =Céyy
B % Es el factor de correccién del cortante, que suele
z Exz
= = tomarse igual a 5/6
C =2xGh (recuérdese las vigas de Timoshenko y el factor

correspondiente a seccién rectangular).
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Distribuciones tensionales

O Love-Kirchhoff y Resinner-Mindlin

oo =N 12M, , 60, ((hY ..
X h hs Tyr =—Es—- ‘2- -Z
N, 12M_ _
o, ==t+—sLZ 60, (Y .
Ny 12M =)
Ty=—tt 4 W7 - |
h " - Y
o, =0 Justificacién y obtencién

similares a las de la férmula
de Zhuravski en vigas
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Tema 11:
Placas de Love-Kirchhoff por el
Método de los Elementos Finitos

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras
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Introduccion

O Objetivos del tema:

B Establecer la escritura matricial del TTV para la
lamina plana (placa) de Love-Kirchhoff
mostrando el desacoplamiento entre los estados
membrana y placa

B Insistir en las particularidades de las condiciones
de contorno del problema de placa: condicién de
borde libre de Kirchhoff y reacciones de
Kirchhoff

B Identificar formalmente el estado membrana con
el de tensién plana = misma formulacién por el
MEF.

Introduccion

O Objetivos del tema:

B Formular por el MEF la respuesta de placa (o de
flexion) ...

(m]

(m]

...describiendo algunos de los elementos finitos
utilizados (los primeros, los mas sencillos...),
incluyendo rectangulos, triangulos y cuadrilateros
..mostrando las dificultades de obtener elementos
conformes y las posibilidades de resolucion mediante
elementos no conformes

..sefialando como, en general, la distorsion
isoparamétrica no es suficiente para generar
elementos utiles por problemas de grado de
continuidad

..presentando grosso modo algunos de los elementos
sofisticados que han permitido resolver algunos de
los problemas anteriores.




Introduccion

O Observaciones:

B Recordemos que la finalidad de la asignatura es
proporcionar al alumno los conocimientos suficientes
para utilizar con solvencia un programa comercial de
calculo de estructuras de orientacion profesional

B Para ello no necesita conocer un abultado catalogo de
elementos finitos con las caracteristicas de cada uno.
Es suficiente con que conozca las caracteristicas
generales de cada familia y los problemas que podria
encontrar para poder escoger en el improbable caso
de tener esa opcion,

B Por ello se ha optado por dar una descripcion sucinta
de algunas funciones de forma sencillas, escogidas
por su importancia o su interés didactico, y una
vision cualitativa de los procedimientos de obtencién
de otras mas sofisticadas.
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Introduccion

e
O Observaciones (2):

H Los desarrollos presentados en este tema pueden
seguirsegg ampliarse en Zienkiewicz (1980), Ofate
(1992), Zienkiewicz y Taylor (1995), Celigtieta (2000) o
Alvarez el al. (2000).

B El tratamiento de los elementos presentados de forma
cualitativa puede consultarse en Zienkiewicz (1980),
Ofiate (1992), Zienkiewicz y Taylor (1995).

m  En estos mismos textos, y con mayor extension en
Zienkiewicz y Taylor (199]3) pueden encontrarse
comparaciones numeéricas de los resultados obtenidos
con distintos elementos.

B En las referencias que figuran al final del tema se
incluye las correspondientes a los congresos vy articulos
en los que se presentaron algunos de los elementos
tratados. Muchas de ellas son accesibles por internet.
Se facilitan como informacidn adicional; no se espera
que el estudiante se dirija a ellas sin haber consultado

previamente las mencionadas en los parrafos anteriores.
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Formulaciéon matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

O Funcional?

A= J‘IQ(J&'XJVX +88; Ny +286 47N 3y —
=Y My = Sytyy My =208 3o M 7 79}

= J'IQ 1a v + gy v+ q 0w Mﬁ“)"ﬁﬂ?‘m

- f«g {F,,cﬁ:n +F.év, + F 0w -Mnc?nf,,,~Mmc§v,: s =0
Vad e A

! Adaptade de Reddy (1984, pag. 316).

536



Formulaciéon matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

O Desacoplamiento
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Formulaciéon matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

O Fuerzas en el contorno en el estado placa
(especifico de la teoria Love-Kirchhoff)

Emcs'v:s = (“'_:{m&vls _ﬂmm dw
§ Py s <1, s =
={ {F200—M,80,,~(M .00} + M., S }ds =
ﬁfmﬁfz +Em!s)§”“ﬁn&m}ds—§m(ﬁma"ls ds
iﬁ_l L_T_’

Fuerza efectiva Integral I
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Formulaciéon matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

O Fuerzas en el contorno en el estado placa

B Analisis de la integral I
O Si el contorno es una curva suave (sin vértices)
= Integral cerrada de una diferencial exacta

§, 0,60}, ds =0
O Si el contorno tiene vértices

£’n {M mrﬁu],_‘ ds = [M "_ﬁwE =

=[6,,),.-0z,,), o,

T
Fuerza vertical que forma parte de la reaccién de Kirchhoff. La
otra parte es la debida a los torsores internes. Es un fuerza vertical porgue el factor
que la multiplica en la expresién del trabajo virtual es un desplazamiento
vertical.
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Formulaciéon matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

O Fuerzas en el contorno en el estado placa

B En la primera parte del desarrollo se ha obtenido la
fuerza efectiva.

m En la sequnda se ha hallado la parte de la reaccién de
Kirchhoff debida a momentos exteriores.

m En la practica, ninguna de estas componentes es
relevante porque no suelen considerarse momentos
torsores exteriores. (¢Qué puede producirios en el contorno de una
placa?)

m  Sin embargo, en |a practica si _gue hay fuerzas efectivas
y reacciones de Kirchhoff, debidas a los torsores
internos.

m El desarrollo analitico del funcional para llegar a las
ecuaciones de equilibrio interno y las condiciones de
contorno de la placa hubiera conducido a la -
demostracion rigurosa de la la condicion de borde libre
de Kirchhoff y de |a existencia de las reacciones de
Kirchhoff.
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Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado membrana

O Expresiéon matricial de la parte del funcional
asociada al estado membrana

f‘ﬂ&;ﬂ + I‘__Sa-.vl =
ALy, = [[ (Gox Ny + 86, Ny +2085 N MR~ F 504 o0
=

~[f laxti+ g, 0vlar~ §,_{F,0, <. s =

= [[ &% oy d-[[ sal,q, a2~ | &l F, ds
Sy =(Gey Oey Oy ) =(0ey S&p 2064 )
6,=(Ny Ny Ngf
&y =@ vy ay=ley «f  F,=(F RS
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Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado membrana

[0 Estado membrana: deformaciones

3)/ H
gp =1 /oY 1, Ny =gy o) |
¥ &/ o/ Ny = dlg +veg)
Vv oY /oX1dw = e
By N =d(l-vlen =S (1-vhg!
e Y . i
O Estado membrana: tensiones *7i-v
= v 0
E
oy =Dy , Dijp=——|1-1 0
—
(1-v)2
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Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado membrana

———— __—_—
O Estado membrana. Analogia con el estado de
tension plana
B La expresion matricial del TTV es formalmente
idéntica en ambos casos
B |os vectores de desplazamientos dy vy d, y de
deformaciones g, y & también son formalmente
idénticos. Las matrices Ly, y L coinciden.
a En e| estado membrana, e| vector de esfuerzos
é xrNyNyy) sust|tuye al de tensiones o=(oy,0y,0xy)
1 e tension plana. Néotese que el primero es eiﬂ
resultado de integrar sobre el espesor el segundo.

B Las matrices Dy v D son formalmente iguales. De
hecho, la del edtado membrana es, simplemente, el
resultado de multiplicar por h la de tensién plana

Los problemas de estado membrana y tensién plana son
analogos. Por el MEF
los mismos elementos finitos.

resuelven del mismo modo y usando
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Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

O Expresiéon matricial de la parte del funcional
asociada al estado placa

AUy = [[ (- 87.0cM ¢ ~ 8y My ~287,M 1y Q-
= _[_L {G‘z&"}dg _fm{-:;zltsw —fb_fn&’,n }is =
=IL&;“Pm—IL&1;qpm—§m(&iy Fpds

Fep == =0ty _ZJZXY]T

"P:(Mx My MHJT

5‘5?:{5“"} '51;’:{‘12}

&, = (6w —5“'»;)7 Ky = (;_; Mn)T
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Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

O Estado placa: deformaciones /

a2/ Nétese que el signo
= — ~yr2 menos se incluye en
A xx ,.,/-: ox el vector de
— o W deformaciones
Zﬂ" 8})’2 ”_D(; ....... ) )
_2/{ 7 .:3/ iy — Ko PVEw
= -2¢ My =Dz vy
/axeY |~ r =Dl +¥21)|
BB ——— L My =-D(l-v)z
L | = i
: ﬂ_'u?i j
: = H
O Estado placa: tensiones = s '

= 1 v 0

6,=D,8, 3 DP:E(]‘ ,] v o1 0

-
0 1i-)
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Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

——————  —_—_—
O Estado placa: Desplazamientos en el contorno

“.' l
—— a a 3
[—w ] [ e ]{j—}‘
L] ax oY |a;

a5
» LS

O Mas sobre el contorno
B En general, sobre el contorno H,,, —A«_:f,, =0
(m] fz =%
O El término que depende de la derivada normal no es
necesario
B Programas comerciales de orientacion profesional
O No suelen considerar las fuerzas en el contorno.

O De existir, el analista ha de transformarlas en fuerzas
en los nodos.
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Discretizacion por elementos finitos

_———————
[0 Estado membrana - como Elasticidad 2D

O Sdlo estudiaremos el estado placa (flexion)
B Prescindiremos de los subindices P

O Campo de desplazamientos estado placa
d={w(x.7)}

O Condiciones que han de cumplir las funciones
de interpolacion
B Deformaciones - derivadas segundas de d

O Deben existir las derivadas segundas =0
> funciones de interpolacién al menos cuadraticas

[0 Se requiere continuidad C! en el contorno
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

O Grados de libertad por nodo (eleccion usual)
ow oW

W, = Py =|— z On=| == |‘r
l ex /; or J; 4 i 3
O 4 nodos = 12 g.d.l. = 12 constantes L]
1
¥ n 1 2
& &n n
e — L4 Cibico = 10 const.
——— g & 7' Cuértico =15 const.
& &'y & £ &' s
& &£y &'yt £y £yt &7 7

O No se puede utilizar un polinomio completo

[0 La eleccion de los 12 términos a conservar no
es evidente.

24
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

O Coordenadas normalizadas (recordatorio)
|7

! Y a a

| == ‘ *
- / i 5 1

e 7;/,;/,/ 7 /g,;/ = +H

! T4 |

; :

L e X

)(C
E= X-Xe y dE= =
d a dA=dXdY = abd&dn

_Y-¥, dY = o =

— — [ [ re.vyavax = [ [ g(¢.n)abdndz

25
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

————  —_—_O_O_—_—
O Elemento MZC!
w=a, +a, X +a) +a, X ra XY ta ¥ ra. X o XY +
O X e P X T+ O X
O Usando coordenadas normalizadas kS

1
!

-J= rl' 2 i—.—-.

Ix

1 MELOSH (1961, 1963), ZIENKIEWICT y CHEUNG (1964)




Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

1"
O Elemento MZC 493

| S
w=Na® 1 B
N=[v, N, N, N, N, N, N, N, N, N, N, N,]

ﬂm*(“"l Pyr Pn W @Pxz P2 W3 @xz @3 Wy Pyy ?’n)

Ny =(+56Nenme+ & +nn--n')s | Pt g

N, =alg -1)e+ £ Y1+ nn)s e 7 &

N, b -nen)ieeys o | Gpazzl
B -H""--,_‘_‘_‘ ,/// |_ ________ e X

ke
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

—_———n
Representacién de N
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

Representacién de Nj Representacién de ﬁs

29
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

[0 Elemento no conforme
3

« 2 elementos adyacentes

* oy3=1, resto parametros nodales nulos

« En la linea de separacion dw/dY adopta
valores diferentes a cada lado
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

O Propiedades del elemento MZC

B Es un elemento no conforme

B E| elemento rectangular satisface el test de la
parcela
- la solucién aproximada tiende a la exacta al
disminuir el tamafio de la malla

B El elemento isoparamétrico distorsionado no
satisface el test de |la parcela, luego no permite
obtener la solucién exacta

B Sdlo es Util si la placa se puede discretizar
mediante rectiangulos
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

————— _—_—
O El elemento BFS! 4

B Adopta como g.d.l. en cada nodo

= [ ew ow &*w 1
© v \ax), > \er),  \axer )

B La funcidén de interpolacion es un producto de dos
polinomios de Hermite de tercer grado, uno en cada

direccion
B Es un elemento conforme
B |a extrapolacién a elementos cuadrangulares

requeriria usar como variables nodales todas las

derivadas segundas, lo cual, en la practica, supone
un elemento muy poco eficiente por el tamafio de la

matriz de rigidez.

1 Bogner, Fox y Schmidt (1965)

(5]
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

e —— |
O Coordenadas de area (recordatorio)
X=LX, +L,X,+L,X, v
¥Y=LY+LY +L}Y,
I=L+L +1,

(L =(a +bX +cY)/24]
aF= X.f Yk = X*'YJ' {I' J»k) = (1»2'3]!

b =Y,-Y, (3.1.2).

e¢=X.—X, (2.31)
1 X, 7

JA={l X, ¥,|=2*Area deltriangulo L,.:%
=
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

O Elemento CKZ!
B Polinomio
weal taly tafl) (LB +ALLL ) e LB AL LI
ra(LL +LLL Wa, (L + AL LL )+ (L2 + 1L L,L )+
ray(L+inLL,)

o}

Ly Ll
0]
1 Cheung, King y Zienklewicz (1968).
Desarrollo inicial Bazeley, Cheung, Irons y Zienklewicz (1965) 35
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

O Elemento CKZ
B Polinomio
w=aily + aoly Ly + ey (LI + AL L e (GG L))

ra(LL +LLL W, L+ LLL v e (L2 + 1L L,L )+
ra (LB +1r1,1,)

o]

(Lzz+irrr,)

564



Discretizacion por elementos finitos

Elementos triangulares
.|

O Elemento CKZ
B Expresién convencional

w=Na"
N:[Nl

9= oy By W P P W Pn Pn)

N, N, N, N, N, N, N, Nfs]

N =L +DL+DL,-LIA-LI
N, = b;[Lsz +3 I—1Lz"—s]— b, (Lf*"—s == %Lnffz‘r-s)
N: =il (LfL: S “;‘L1L2L3 )_ € (LfLs "";‘ LLL, )

bi=y:-¥ . G=%-%..

Los restantes
valores se obtienen
mediante
permutaciones
ciclicas de los
Indices 1,2,3.
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Representacién de N

Elemento
no conforme

566



Discretizacion por elementos finitos Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares Elementos triangulares

O Propiedades del elemento CKZ

Representacién de N, Representacién de ﬁs

B Se trata de un elemento no conforme

B Al aumentar la subdivision converge
monoténamente a la solucion exacta

B Por ser triangular permite adaptarse a cualquier
contorno.

B Se han propuesto algunas modificaciones de
este elemento que mejoran su comportamiento.
Cabe citar la de Spetch (1988):

O Sustituye los términos clbicos por términos
cuarticos

O Cumple el criterio de la parcela
O Proporciona buenos resultados.
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Discretizacion por elementos finitos

Elementos triangulares

5
O Elemento de 6 nodos de Morley = //_,/-\\
= —= Y
B Grados de libertad e “\\
— N\,
w =135 (6««} i=246 2 3
on f

B Aproximacién de w polindmica de 29 grado
O Deformaciones constantes en el elemento

B Es el elemento de placa mas sencillo posible

B No garantiza la continuidad de los giros (no
respeta la exigencia de continuidad C1).

B Pese a ello, converge.

1 Morley (1968), Morley (1971) 41
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares
0 _—_—

O Elementos triangulares conformes
B Zienkiewicz (1980, pag. 290 y ss.)

3 5 f.
w, [—E’E] [»?—“-] =150 'i,/‘/ \\4
ax J, \or ), — %
.-\_1_‘_"—6—-_. N
[E;]“’] . i=246 =,
on J,
B Clough y Tocher (1965)
5
R
TN -
=h 6 \
/A"’ \\b\ |:'\/‘- /B/ N
—— N e — =
- —
=\ ——\,
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B Elementos trianqulares
m Elementos cuadrilateros conformes
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos cuadrilateros conformes

O Sanders (1964), de Veubeke (1965, 1968)

e

e

|_‘|>
wf
- =" * | (o),
B/ ).
O Clough y Felippa (1965) (%)

="+
= /j —

a4
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Introduccion

L _______________________________________|
O Objetivos del tema:

B Establecer la escritura matricial del TTV para la
lamina plana (placa) de Reissner-Mindlin
mostrando el desacoplamiento entre los estados
membrana y placa

B Identificar formalmente el estado membrana con
el de tension plana = misma formulacién por el
MEF.

B Formular por el MEF la respuesta de placa y
mostrar que se puede determinar usando los
mismos elementos finitos que en elasticidad 2D.

B Justificar la aparicién del bloqueo y describir las
técnicas para evitarlo.
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Formulaciéon matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

O Funcionalt

=My — Sy My =20 My +
+20,.8 7 + 20,88y, O . .
=[], faxdie+ 4,00+ 4,60 + 160, + 1365, Jd2
~{ \F0u, + F.6v, + F,o0 + M, 3, + M50, s =0
Vade sl

' Repor (1084, pés, 357). En realidad, define la energia potencial, de cuya expresion es inmediato
extrapolar la del trabajo virtual,
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Formulaciéon matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

O Desacoplamiento

— IL -_ _ == _Estadomembmna
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Formulaciéon matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

[0 Fuerzas en el contorno

B En la expresién del trabajo virtual no interviene
3w, por lo que no aparecen fuerzas efectivas ni
reacciones de Kirchhoff.

B Esto no contradice la existencia de “reacciones”
en las esquinas.

Love-Kirchhoff Reissner-Mindlin

Formulaciéon matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

[0 Estado membrana

B Respecto al estado membrana, no hay
diferencias con el modelo basado en la hipotesis
de Love-Kirchhoff.

B Todo lo visto en el tema anterior sigue siendo
valido.

[0 En adelante nos ocuparemos, exclusivamente,
del estado placa.
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Escogemos escribirlo asi por conveniencia

Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

O Expresidén matricial de la parte del funcional
asociada al estado placa

S, = _Un (= St xxM x =Sty My = 250 iy M 1y +
+ 20,86 yy + 20y 85y, QY

g ‘Hﬂ {g,6w}dOr— fm {f: Low+ M, 6o, + M, 60, }a’s =

% :mn'&‘r“ == IL&E"’mei [| % a,d-f &} F,ds
E s =(—5,1’_,;r ~ Xy _2514\‘}')7 ot =(25"’_.m 25€yz)r

E o.=(M, M, M,Y 6, = (0 Qﬁ)r e

E &Pi{‘sw P 59’1’}7 ‘IP:{"i"z }"-}X"/ﬂ}’}r

= == V-(F, ¥, W,
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Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

O Estado placa: deformaciones

c
~Axx ) AX ! W X ==Oyox
e Xl"} = 0 0 aﬁY @.‘f Ay ==Frr i
= a8/ o/ - = L ——
Xxr 0 /’é}}, /;?X Py : 2z 5
tr L s —
£ é“:.\? = i[@] 'i'“"_\-}
8 w =
{21",\:2}:{7}2}:{?6X =1 0‘| o =g e
T i 2 ——1
¥z ¥z AY @]'
SQ EQ LQ \._dv_—'
P

Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

e ——— |
O Estado placa: tensiones

1
D D EW 1, 1 o
Gp =UpEp s = 3
12(1-v?)
00 (1-v)

Ndtese que, como en el caso de Love-Kirchhoff, que el signo menos de
las ecuaciones constitutivas se ha incluide en el vector de deformaciones

1 0
GQ=DQ£Q 5 DQ=KGJ'7[0 l:|




Formulaciéon matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

[0 Estado placa: desplazamientos y fuerzas

generalizadas en el contorno ;

—lp -
w 1 0 0 |[w _ : W,
Put=|0 mx oy Va
@ 0 —m nylloy S F

u — _—

= — a

3 1o o) e

g_g 0 —hy My i Hx | Componentes | Srie—— % Pid7 i
va 0 M | cartesianas | X — _%. L35 |
e =Hy =Hy || ¥ J| convencionales i
5_’2 5 R— — l — = |
B Tte Fepey 2y | My =J'% Ztyd |
] \ R y
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Discretizacion por elementos finitos

O Discretizacion del campo de desplazamientos
(formulacién genérica, para un elemento de n nodos)

[ w,
= . : Py
- W Nl 0 0 : : A’" 0 0 ?II_
do=Ap =20 "N 0 == 0—N_—0 |+
it 1 I B W
- 0—0=—N;! =0 0 N, n
: p | P
Py
S

ail']

O Discretizacion del campo de desplazamientos en el
contorno = ~ =
d =T.d, >dS =T.Na
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Discretizacion por elementos finitos

_ ——1
O Discretizacion del campo de deformaciones

_ZX.\'
gp=1 =1y r=Lpdp=LyNa®=B a"
_2/?.‘&'

- }?.\Z (e) (e
sQ={}; }:LQd,, =L,Na®? =B,a®
AZ

S%p=B;&a" %, =B, "
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Discretizacion por elementos finitos

O Discretizacion del funcional (1)

A1, :Hﬂ&iaf. d0) 4 J'J'Q&tgapdn Hoaii;q,,dﬂ -fm[&ii)rfpds.—

:Hﬂ&.“’rBﬁ D, B, a“dQ)+ IIQ&I”TBTQ D, B,a'dQ

Hoafa‘*’r N’ g, d2 jlm&u‘-*” N'TIF, ds=

=" [ BLD,B.a0+ [[ B, D, B, d02a®

K, K,

- [[ N"qpdQ+§ NTTLF,ds

f

Discretizacion por elementos finitos

O Discretizacion del funcional (2)

a7, =5 K, + K )

o TTv
A, =69 (K, +K pO-£)=0 va® =
>  [K.+K h@=r1
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Discretizacion por elementos finitos

- 1
O Expresién alternativa de las matrices de rigidez

[0,

I v 0 B =
3 s K, =—7— K.
D;ﬂj(?z Ay L o Tl
o o (1-v
.
K,= L}BQDQBQdﬂ E
D. = xGh 0 @ @
e 0 1
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Discretizacion por elementos finitos

O Expresién alternativa de la cond. de equilibrio

Cantidad del orden de
magnitud de la flecha en la
placa de Love-Kirchhoff,
Recuérdese
Aw = q—’

)

3
Eh A K, +xGhK, [a) =f
12(1-+2) - /
o

K, +aK,h = 12%;%); —f* -

K.+K, h¥=f
[+ K, h

153 I (e) £* h—=0=a—s=x = (&) _
—K:+K; a"=— ————— K a =0~
[ @ Q :| o [

iBloqueo para placas delgadas!

20
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Discretizacion por elementos finitos

- ___—_—_—1
0 Condiciones que han de cumplir las funciones de
interpolacion
B Deformaciones < derivadas primeras de d

O Deben existir las derivadas primeras #0
= funciones de interpolacion al menos lineales

O Se requiere continuidad C° en el contorno

O Son idénticas a las que aparecieron en elasticidad
bidimensional
B El problema de placas de Reissner-Mindlin se
resuelve con los mismos elementos finitos que el de
elasticidad bidimensional.
B Pero cuando las placas son delgadas pueden
presentar bloqueo.
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Técnicas para evitar el bloqueo
Introduccion

_ ——7
O Observaciones previas

B El analisis por el MEF, mediante |a teoria de
Reissner-Mindlin, de una placa moderadamente
gruesa se puede llevar a cabo usando los
elementos finitos descritos al tratar la
Elasticidad 2D.

B Sdlo surgen dificultades al tratar de utilizar los
mismos elementos y procedimientos en placas
delgadas.

B El objetivo de las técnicas que se va a describir
sucintamente es lograr elementos capaces de
procesar tanto placas delgadas como
moderadamente gruesas.
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Técnicas para evitar el bloqueo
Introduccion

_ 1
O Como en la viga de Timoshenko, para evitar el
blogueo hay que conseguir que Kq se vuelva

singular sin que ello afecte a K-

(K, +K, @ =1

[0 Hay varias técnicas para conseguirlo:

B Integracién reducida/selectiva

B Deformaciones de cortante impuestas

B Elementos discretos de Kirchhoff (DK)
-solo vélidos para placas delgadas-

B Elementos mixtos (interpolan
independientemente desplazamientos y
esfuerzos)... € fuera del ambito de la asignatura
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Técnicas para evitar el bloqueo
Introduccion

O No se van a presentar ejemplos de elementos
finitos basados en ninguna de estas técnicas.

[0 El lector interesado encontrara:
B Un catdlogo extenso de elementos con sus
justificaciones en Onate (1992, capitulo 9)
B El desarrollo de algunos elementos para ilustrar

los procedimientos en Celiglieta (2000, capitulo
8) y Alvarez et al. (2000, capitulo 7).
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Técnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

O Nomenclatura

B Integracion completa: |a que usa los puntos de
Gauss necesarios para la integracion exacta.

B Subintegracién: la que usa menos puntos de
Gauss.

O Integracion reducida: se subintegra tanto K;
como Kg.

O Integracion selectiva: se integra exactamente
Kr vy se subintegra Kq,.

7

Técnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

O fndice de coaccién, IC
B Se calcula en un elemento aislado, con dos lados
adyacentes empotrados y los otros dos libres
B IC=GDL-2xNPG

O GDL =2 grados de libertad del elementos con la
sustentacion definida

O NPG - numero de puntos de Gauss
O 2 x NPG = numero de coacciones necesarias para
imponer yxy =0y 74> = 0 en los puntos de Gauss
B Valores de IC. Si
0O IC = 4 > K. es singular y no hay bloqueo
0O IC = 0 2 blogueo: K¢ no es singular

O 0 < IC < 4: valores préximos a cero indican
elementos que pueden sufrir bloqueo y valores
mayores pueden funcionar bien
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Técnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

0 Mecanismos inducidos por la integracién R/S (1)

B Mecanismo = deformacion del elemento que no
consume energia de deformacion; p.e: movimiento
de solido rigido

B Estan asociados a valores propios nulos de la matriz
de rigidez.

O Los vectores propios determinan la combinacion de
desplazamientos nodales que define el mecanismo.

B Todos los elementos finitos tienen, al menos, el
numero de mecanismos que define los movimientos
de solido rigido posibles.

O Las condiciones de contorno cinematicas coartan
estos movimientos en el conjunto de la estructura
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Técnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

O Mecanismos inducidos por la integracion R/S (2)

B La integracién reducida/selectiva puede inducir
mecanismos adicionales a los movimientos de sélido
rigido

B Estos mecanismos pueden propagarse entre
elementos, si los desplazamientos necesarios para
producirlos en elementos adyacentes son
compatibles. En otro caso no se propagan.

B Enla medida de lo posible, deben evitarse los
mecanismos espurios.

B Los mecanismos espurios propagables que no se
coartan por las condiciones de contorno cinematicas
inhabilitan al elemento para resolver problemas:

0O Como no producen trabajo virtual, no se pueden
determinar mediante el y hacen singular la
matriz de rigidez (u originan desplazamientos
arbitrarios debidos a errores numéricos inevitables
en el proceso).
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Técnicas para evitar el bloqueo
Deformacién por cortante impuesta

O Fundamento

B En una placa de Love-Kirchhoff las distorsiones
angulares son nulas

B Un elemento de Reissner-Mindlin permite
analizar placas delgadas si, en el limite, cuando
h=>0, 1520 Yy 1xz>0. Si no, presenta bloqueo.

B E| método de la deformacién por cortante
impuesta consiste en definir un nuevo campo de
distorsiones angulares basado en el inicial del
elemento pero que sea capaz de cumplir la
condiciéon anterior.
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Técnicas para evitar el bloqueo
Deformacidén por cortante impuesta

O Fundamento
m Expresién alternativa de las dist. angulares

wy

— Pz = B, B, By - qu. ox :
v &
2 i By By By Bl n

oy Gy Oy

Oy 8y Oy "

B=B{s.m) Oy aza(w; Or.0r )

®m Cada coeficiente o del polinomio depende de pocos
parametros nodales.

B S algln coeficiente a; depende de un solo parémetro
solo se anulara para un valor concreto de este,
usualmente cero. Asi se produce el bloqueo.

B Sjlos coeficientes sélo dependen de los giros ocurre
algo parecido.

m  El campo de deformaciones por cortante impuesto se
disefia para evitar estas caracteristicas.
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Técnicas para evitar el bloqueo
Deformacidén por cortante impuesta

O Procedimiento

m Se define una interpolacion de las distorsiones
angulares que cumpla las condiciones anteriores

—
£, --{_,V} =N_¥
Fxz

'f={7.11| Y Y Yar — Yo - Iz m}r

N, es una matriz de funciones de forma y y un vector
que agrupa las distorsiones angulares en una serie de
puntos de colocacion escogidos a priori.

® Introduciendo en la relacién anterior la interpolacién de
desplazamientos del elemento se obtiene la nueva
matriz B a utilizar (matriz sustituta)

= Bo =
EQ—{,R}-N_,Y—NJ. e --Bga{‘-‘
J
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Técnicas para evitar el bloqueo
Deformacién por cortante impuesta

O Procedimiento

B Para facilitar la comprension del procedimiento, solo
se han descrito los pasos fundamentales.

B Se han omitido los cambios de coordenadas y de
sistema de referencia necesarios segun las
definiciones de las funciones de forma vy las
distorsiones en los puntos de colocacion escogidas.

B El lector interesado puede consultar todos estos
detalles en Ofiate (1995, punto 9.6).
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Técnicas para evitar el bloqueo
Elementos discretos de Kirchhoff

0 Son elementos de placa de Love-Kirchhoff definidos
modificando elementos de Reissner-Mindlin.

B Cumplen y; = vz = 0 (como las placas L-K) en una
serie de puntos.

B Dichos puntos pueden ser los de integracion o
algunos puntos del contorno.

O Mantienen la continuidad C° propia de los
elementos de R-M.

O Sélo sirven para analizar placas L-K.

O Pueden interpretarse como una variacién de los
métodos de deformacién por cortante impuesta, en
los que se buscaria que las distorsiones angulares
fueran realmente nulas en todo el elemento.
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