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¢ Queé es la
Mecanica Computacional de Solidos?

La Mecanica Computacional se ocupa del
desarrollo y aplicacion de métodos numeéricos y
de ordenadores para la solucion de los
problemas planteados por la ingenieria y las
ciencias aplicadas con los objetivos de
comprender y aprovechar los recursos de la
naturaleza.

Definicion de la
Internactional Association for Computational Mechanics




¢ Queé es la
Mecanica Computacional de Solidos?

La Mecanica Computacional se ocupa de la
utilizacion de metodos y dispositivos
computacionales para el estudio de los
fendmenos que se rigen por los principios de la

mecanica.

Definicion de la
United States Association for Computational Mechanics




¢ Queé es la
Mecanica Computacional de Solidos?

La Mecanica Computacional [...] se ocupa de
la resolucion de problemas mecanicos
mediante métodos de aproximacidon numerica,
que conllevan la discretizacion de las
ecuaciones gue gobiernan el fenomeno tanto

en el espacio y el tiempo.

Presentacion del
Master Program on Computational Mechanics

Technische Universitat Munchen




¢ Queé es la
Mecanica Computacional de Solidos?

A modo de sintesis:

La Mecanica Computacional es la ciencia que se
ocupa del desarrollo y aplicacion de métodos
numericos a la resolucion de problemas mecanicos
en el ambito de la ingenieria y las ciencias
aplicadas, con los objetivos de comprender los
fendmenos fisicos y aprovechar los recursos

naturales.
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¢ Queé es la
Mecanica Computacional de Solidos?

Ambito de la Mecanica Computacional:

Principalmente:
B Mecanica Computacional de Sélidos (deformables)
B Mecanica Computacional de Fluidos

Pero también
[ Termodinamica
1 Electromagnetismo
[ Mecéanica de Sdlidos Rigidos

[0 Sistemas de Control
O ...




¢ Queé es la
Mecanica Computacional de Solidos?

La Mecanica Computacional de Sdolidos es la
rama de la Mecanica Computacional que se ocupa
de los solidos (deformables) y los sistemas de
solidos o estructuras.




¢ Queé es la
Mecanica Computacional de Solidos?

Procedimientos principales en
Mecanica Computacional de Sdlidos:

Método de los Elementos Finitos
Método de los Elementos de Contorno
Métodos de las Diferencias Finitas

10
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Resolucion del problema: fases

Creacion del modelo/programa
Objetivo
Planteamiento y resolucion de un problema

tipo real en el ambito de la Mecanica
Computacional de Sdolidos. Por ejemplo:

B Estructuras de barras, placas, laminas

B Analisis estatico o dinamico

B Analisis lineal o no lineal en cuanto a la
cinematica

B Materiales elasticos, plasticos, viscosos...

12



Resolucion del problema: fases

Creacion del modelo/programa

=

Modelo matematico del sistema real
B Idealizacion, simplificacion, etc. - sistema EDP

B Elasticidad, Mecanica del Sélido Deformable, Analisis
de Estructuras...

Procedimiento de discretizacion

B “Adaptacion” del modelo al ordenador

B Sistema EDP - Sistema ecuaciones algebraico
Modelado numerico e implementacion

B Seleccion de algoritmos eficientes

B Programacion

Verificacion del algoritmo

B Contraste con soluciones analiticas, experimentales o
previamente verificadas

13



Resolucion del problema: fases

Explotacion del modelo/programa

Objetivo

Resolver un problema real concreto. Por
ejemplo, analizar:

El Empire State Building

El puente del estrecho de Messina

La torre de Collserola

La cubierta del restaurante de I’'Oceanografic...
o el chalet de mi primo.

14



Resolucion del problema: fases

Explotacion del modelo/programa
Preproceso
B Modelado matematico del sistema real concreto
B Discretizacion del modelo matematico
B Preparacion de los datos en el formato adecuado
Proceso = ejecucion del programa
Postproceso
B Verificacion del modelo

1 Intuicién fisica

[0 Concordancia con modelos simplificados

[0 Casos limite...
B Interpretacion de resultados

15
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Enfogue de la asignatura

[l Actividades del Ingeniero de Caminos en el ambito
de las Estructuras:
B Proyecto
[0 Concepcidn y diseno
[0 Calculo
[0 Comprobacion
[0 Documentacion
B Construccion
B Mantenimiento
B Rehabilitacion
[1 Concepcion y disefio
[0 Calculo
[0 Comprobacion
[0 Documentacion

]— jUsuario de programas!

]- jUsuario de programas!

17



Enfogue de la asignatura

NOS proponemos

B Formar a los estudiantes como usuarios
cualificados y competentes de programas
elaborados por otros.

y

Ingeniero de Caminos

Renunciamos a

B Formarlo para la concepcion e implementacion
de programas generales o especificos para una
necesidad concreta.

y

Postgrado, master especifico...

18



Enfogue de la asignatura

Contenidos:

Fundamentos: elasticidad, teoria vigas

[1 Método de los Elementos Finitos

l (convencional) \

Otros meétodos (parte descriptiva)

B Ultimas tendencias en el Método de los
Elementos Finitos

B Meétodo de los Elementos de Contorno
B Métodos de las Diferencias Finitas

19



Enfogue de la asignatura

MEF: MEF: explotacion del

del programa programa
Recordar materias anterior

Practica
[0 Preproceso

B Modelo sistema ccncreto
B Discretizacion

B Preparacion de los dato

[ Modelo matematico del
~ tipo de sistemas real

Conocer no_cio_nes basicas
[0 Procedimiento de
discretizacion

=5 Ejecucion del programa
[0 Modelado numérico e

implementacion

s

[l Postproceso

— _ _ B Verificacion del modelo
[0 Verificacién del algoritmo B Interpretacion de
resultados
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Programa

1.

2.

i

o A

Recapitulacion de Mecanica de Sdlidos
Deformables (modelos 3D y 1D —vigas-)

Formulacion débil

Descripcion general del Método de los
Elementos Finitos

Introduccion a la Elasticidad Bidimensional

. Elasticidad Bidimensional por el Método de los

Elementos Finitos

. Elementos isoparametricos, condensacion

estatica, integracion numérica, integracion
reducida y modos incompatibles

. Estructuras de barras por el Método de los

Elementos Finitos (1)

22



Programa

8. Estructuras de barras por el Método de los
Elementos Finitos (1)

9. Elementos y técnicas complementarias para el
modelado de estructuras de barras

10.Introducciéon a la Teoria de Placas

11.Placas de Love-Kirchhoff por el Método de los
Elementos Finitos

12.Placas de Reissner-Mindlin por el Metodo de los
Elementos Finitos

13.Descripcion de otros metodos numeéricos en
Mecanica Computacional de Sdlidos

23



Tema O1:
Recapitulacion de Mecanica de

los Solidos Deformables

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras
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Estatica:

accion del resto del Universo

Teorias de vigas

Mec. solido 3D

[1 Fuerzas de volumen

B Accidn cuerpos
alejados

B Interior del dominio

[l Fuerzas de superficie

B Accion cuerpos en
contacto

B Contorno

[l Fuerzas generalizadas

Interior dominio

[l Fuerzas generalizadas

contorno

\

y

y

\

\

\

20 kN-m

)

A




Estatica:
Interaccion entre las partes del cuerpo

Mec. solido 3D Teorias de vigas

[0 Vectores tension [1 Esfuerzos

[0l Tensor de tensiones:
formula de Cauchy




Estatica:
Relaciones estaticas

Mec. solido 3D Teorias de vigas

L E.E.I L E.E.I
Joy +az’xv +az’xz +b, =0 N,x+0x =0 Mr,x+my =0
oX oY oL Vy,x+0y =0 My,x=Vz +my =0
682-;((\( + %OY-Y 0Ty, +b, =0 Vz.x+0z =0 Mz,x +Vy +m; =0
p p [0 C.C. Estaticas (haturales)
Txz Tyvz 8 Oy
+ + +b, =0 — -
oX oY oL N, +Fy, =0 N, =Fx, =0
— Vy, +Fy, =0 Vy, =Fy, =0
[0 C.C. Estaticas (haturales) =
V,, +F, =0 sz F,,=0
t_x Ox Txy Txz ||Nx M, +M,, =0 M, —M,,=0
<EY =1 Txy Oy Tyz JNy ¢ My, +M,, =0 My, —M,, =0
) T Tz Oz M M, , +M,, =0 M,,-M,,=0
[ssNS, =@ A S,US, =5




Indice

Estatica

Ecuaciones constitutivas
Formulacion general del problema
Bibliografia




Cinematica:

Desplazamientos

Mec. solido 3D Teorias de vigas

[1 Campo de [0 Hip. cinematica: desp.
desplazamientos generalizados

inicial Configuracion
deformada 1 \ N

Directriz deformada
Tongente-en ¢ 0 lo
directriz deformoda

X

Directriz inicial

u*(X,Y,2)=u(X)=Y8,(X)+Z8,(X)
VE(X,Y,Z)=Vv(X)
R=Xi+Yj+Zk w*(X,Y,Z)=w(X)
r=x(X,Y,Z)i+y(X,Y,Z)j+z(X,Y,Z )k
d=u(X,Y,Z)i+Vv(X,Y,Z)j+w(X,Y,Z )k

r=R+d




Cinematica:
Deformaciones y ecuaciones cinematicas

Mec. solido 3D Teorias de vigas
_au ~ du
T "X
&y :ﬁ Xz :dHZ
oY dX
y 0 Lg%
£ az Yodx
‘9XY—17/XY—l 8u = Vxy = _Hz+ﬂJ
2 2\ 0Y 8X dX
Exz =5 7/xz—l 8_u+@ Vxz = (9Y+d_W)
2\0Z oX dX

1

2

1 1f{ov ow _ 4o,
21 —E(a—z a_Y) =

Eyz =




Cinematica:
Cond. de cont. cinematicas (esenciales)

Mec. solido 3D Teorias de vigas
u=0 u, =0, u, =U,
V=V V, =V, V, =V,
W=wW W, =W, W, =W,

O, =0,, Yx2 =6y
6, =6, Oyr =6y,
6, =0, 6,, =06,
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[0 Ecuaciones constitutivas
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Ecuaciones constitutivas

Mec. solido 3D

1

Ex :E{Ux _V(O'Y + 0y )}
1

Ey :E{O'Y _V(Gx + 0y )}
1

&7 :E{O'z _V(Ux + Oy )}

Tyz

Eyz = G

Teorias de vigas

N =c¢EA

Vy =7 GAy
V; =rx:GA,;
My = Ely xy
M; =El; 1,
M;: =GJg

11
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Ecuaciones constitutivas

Formulacion general del problema
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Formulacion general del problema:
Rigidez y flexibilidad

Mecanica de Solidos Deformables 3D y Teoria de Vigas

Fuerzas .
: Desplazamientos
exteriores

RIGIDEZ £}

-

ticas

Relaciones
estaticas
Inemd

Relaciones
costiiutivos

Deformaciones

13



Formulacion general del problema:
Rigidez y flexibilidad

Mecanica de Solidos Deformables 3D y Teoria de Vigas

Fuerzas

: Desplazamientos
exteriores

FLEXIBILIDAD

Relaciones
estaticas
Relaciones

cinematicas

. Relaciones .
Tensiones. m— Deformaciones
costitutivas

+ EC. COMPATIBILIDAD

14



Formulacion general del problema:
Formulaciones fuerte y débil

Mecanica de Solidos Deformables 3D y Teoria de Vigas

=

~

Mecanica vectorial

=

= Aislar cuerpos
= |nteraccion

= Ecuaciones de equilibrio/

NS

Formulacion fuerte

(local)
= Aislar dV y dS
= Interaccion
= Sjst. ecs. diferenciales/

<)

Mecanica analitica

= Sistema en conjunto
= TTV o TEP

A 4

Formulacion débil
(global)

= Cuerpo en conjunto
=TTV, TEP...

K = Sol. Aprox. 2> MEF /

15
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Formulacion débil

Josep Casanova Colon
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Introduccion

= — _ =)\
Mecanica vectorial Mecanica analitica

Enlslar Io_s,cuerpos ﬁ = Sistema en conjunto
= Interaccion

- EPI. =TTV o TEP
= Equaciones de equmbrlo/
s B\ s }
Formulacion fuerte Formulacion debil
(local) (global)
= Aislar dV y dS = Cuerpo en conjunto
= |Interaccidon =TTV, TEP...

= Sist. ecs. diferenciales = Sol. Aprox. 2> MEF
_ = = P =




Indice

Introduccion
Teorema de los Trabajos Virtuales
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[
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Conceptos previos

Desplazamiento virtual
Definicion

B Infinitesimal

B Arbitrario




Teorema de los Trabajos Virtuales
Conceptos previos

Reaccién de B Desplazamiento virtual

sobre A Definicidon

B Infinitesimal
B Arbitrario

B Al margen del tiempo
Despla lento Paesplazamiento

virtua




Teorema de los Trabajos Virtuales
Conceptos previos

Desplazamiento virtual
B Infinitesimal

B Arbitrario

B Al margen del tiempo

Desplazamiento virtual cinematicamente
admisible

B Cumple las condiciones de contorno cinematicas
de forma homogénea

d=d enS;, = . =0 enS,




Teorema de los Trabajos Virtuales
Enunciado

Un cuerpo esta en equilibrio si, y solo si, el
trabajo virtual de las fuerzas internas iguala al
trabajo virtual de las fuerzas externas para
cualquier desplazamiento virtual cinematicamente
admisible

| TIE AV — [ b'oddV —| t'sddS=0 Ve, e

Notese que NO se presupone un tipo de comportamiento
constitutivo en particular




Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicidn necesaria)

Hipotesis:

B El cuerpo esta en equilibrio
T +b! =0 enV
Tn =t/ en S,

Definiciones

B Desp. virtual cinematicamente admisible

od; infinitesimal, arbitrario, al margen del
tiempo 7/ 8d,=0 en S,

B Deformacion virtual

|
OE; :2(5di|j +5dj|i)

J




Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicidn necesaria)

Th+bi=0 enV = [(Thi+bi)addv =0 v

[ (T +bi)ad,dv = [ Thidd 0V + [ biad,dv =0

ii \ ii ii = . i
(Tjédj)i :Tj|i5dj+TJ&jj‘i — TJ|i&j- :(Tj5dj)|i_TJ5dj|i

jli

= [ Thad;nds - [ (7 ”5d AT, AV
= [, (TinJod,ds + [ (T¥n;Jod ds - [ TO3(d, + ot v

= | P ds+0-| TIE AV Ve

[ Thadav = (T, ) dv — [ T dv

10



Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicidn necesaria)

[ TVioddV + [ blsd dv =0
=

[Thaddv =] t'adds—[ TIE,dV V&, ed

U

LTijéEjidV_Lbj&jjdV— S fj§djd8:0 Vel .

c.g.d.
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Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicion suficiente)

Hipotesis
| TUEdv - blad,dV — | t'ad;dS=0 Vad, ed

Demostracion
- LTijéEjidV B LT” 1oy, +ady; Jav

:L;(T"ij“ +T &

V= Tiad;dv

jli
B (T96d) =T%ad, +Tiad; = Tiad,; =(Tad, ) —T"iad,

m [ TE AV = (T, ) -T¥isd; bV

12



Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicion suficiente)

[ TIeE v = ((Ted, ) ~TYied; BV
_ [ (T”&dj)“dV—LT”ué“djdV

JV

= 'Tiiadjnids—LT”ua‘djdv

JS

= |. T'nod dS+| T'nod;dS—| Tied dv
Js, S,

13



Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicion suficiente)

3\

| TUEdv - blad;dv — | t'ad;dS=0 v, ed

| TUEdv =] TinaddS+| TineddS—| Tieddv
St Sq J

= | T'nod;dS+| Tnad;dS - | T¥addv
Sf Sd
- | bladdv - | t'addS=0 Vv, e

:>jS (T‘jni—fj)ddjds +L (Tn, JodsS

[ (Thi+bl)addv =0 Ve, €.

14



Teorema de los Trabajos Virtuales
Demostracion (condicion suficiente)

[ {005 b/ )st oV =0 vat e

Tii+bi =0 enV

=>4 - .
k-I-Ijﬂi_fJ:O enSf

c.g.d.

15
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Teorema de la Energia Potencial:
Conceptos previos e hipotesis

-
Campos de desplazamientos admisibles

B d; +od,
siendo d, el campo de desplazamientos

correspondiente a la configuracion de equilibrio.

Interpretaciones
B od; 2 diferencial de desplazamiento
B OF; - diferencial de deformacion

1 1
Eijzz(d Jrdj|i) = éEijzz(gdij+5dji)

il

Material hiperelastico
T :G\N
OE;

17



Teorema de la Energia Potencial:
Conceptos previos e hipotesis

Fuerzas exteriores conservativas

36(d,)/b' ==&
od.
IH(d, )/ T __H
od.
Nota:
B Si las fuerzas exteriores son constantes
G=-b'd , H=-td

B Energia potencial de las fuerzas exteriores
5 :—Lb‘didv —[ tid.ds

S

—— Lcadv - [ Has

18



Teorema de la Energia Potencial:
Enunciado

En un cuerpo hiperelastico!, sometido a fuerzas
conservativas, entre todos los campos de

desplazamientos cinematicamente admisib

correspondiente a la configuracion de equili

caracteriza por definir un punto critico? d
energia potencial.

A=6U+V)=0 V&, eA

1 O sistema de cuerpos hiperelasticos.
2 O punto de estacionariedad.

es, el
DrI0 Se

e |la

NOTA: Il = U + UV es la energia potencial del sistema

19



Teorema de la Energia Potencial:
Demostracion

[ T'E v - blodjdv —| t'adds=0 vl e

—éE —L[——jé‘dd j[-ﬁ)sd dS=0 V& ed
.v@E il ad

J

WAV + [ J6dV + [ SHAS =0 Ve, e 4

5@WdV)+5(LGdV+ SHde:O v, e o

oU)+o(V)=0 V& ed
A =6U+V)=0 V& e

20
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Formulacion débil

Formulacion fuerte (sist. ecs. diferenciales)

Thi+bi=0 , (d +d;) , T9=25%+2GE,

1§

Formulacion debil (expresiones integrales)
B Primera alternativa (TTV)

LT”éEjidV—Lbjé“djdV— _tads=0 vl ed

(d +dj|l) ) l5ij9+2GEij

i

B Segunda alternativa (TEP' form. variacional)
M=0 v ed . E= Ydy +d,) . TY = Ase+2GE,

¥

22



Formulacion débil

|
Ejemplo:
B Formulacion fuerte
v q(X) &)
ax* El

B Formulacion deébil

JV

JV

Js,

J e

[ TiSE dV - jOlelza;(de = IOL(EI 27 )0, 0X = jOLEl

[ blad; v - [ - q(X JavdlX

| TI6d,dS — FygdVg + M 5580, + Fyadiy + M50,

=Fg0+0005 + F,,0+000, =0
| d2v d?(sv)
dX* dx?

L
dX +_[)q(X)§vdX =0 Vdved

2 2
dvd(&%x

dx? dx?

El orden de
derivacion
requerido en la
formulacion
débil es menor

23




Formulacion débil

Ejemplo:

= | q{x)
B Pero, ;cOMo se resuelve el W

problema? &)

[0 TTV - Ecuacion integral
d’v d?*(ov)
JEl
0 dxX* dx“
[1 TEP - Problema variacional

Al=0 Voéved siendo Il= I EI(

&

dX+j X)vdX =0 Véved

j dX + j (= qv)dX

Solucion analitica:
1. ;:COMoO?

2. El orden de derivacion requerido, es menor?

24



Formulacion débil

Ejemplo: i =
B Soluciones aproximadas W
(TTV, e}. con g(X)=qg=conts.) ) ® x
v=Ksin®® | Sr=oKsin2 =
L L
["El | dv (&’)dX+qu&/dxzo Vi e d
0 dX? dx? 0

4
ILEIK 7| sin? 22 X oKdX +j qoK sm—dX =0 V&K
0 L L L

27Z'X
EIK( jéKj sin® —dX +qél(j sm—dX 0 VoK 4520,01307

T
4 4
EIK| Z L+qu K=0 VK = K=-T0 > _ 0101302
L) 2 =« 7 El 384

25



Formulacion débil

Ejemplo: \ =
B Soluciones aproximadas W
(TEP, ej. con g(X)=qg=conts.) ®)) B
V= Ksmﬁ B
L
d2v ) i
Vv
H_E : El(dxz dX + [ “qudx  Voved 4 001307
/A
4
L
1_I=l EIKz(Z sin” — iz dX +j qKsm—XdX 5=O'Ol302
2Jo L L L 384
4
m=tlew[Zl Ligk2L] . em=o = oy
2 L) 2 T oK

4 4
a—H:EIK(Z) Tigil=0 = k=-2%
oK L) 2 'z 7l

26



Formulacion débil

Ll

¢Por qgue débil?
B No se han de cumplir las ecuaciones en todos los

puntos, sino solo una especie de media ponderada
por los desplazamientos virtuales.

B Es menos exigente en cuanto a condiciones de
continuidad y derivabilidad.

Resolucidon analitica de la formulacion débil
B TTV - Ecuacion integral
B TEP - Calculo variacional

Realmente, ¢es menos exigente en cuanto a
derivabilidad?

B Calculo variacional - Ecuaciones Euler-Lagrange
B Demostracion condicion suficiente TTV

Potencia de la formulacion

B Soluciones aproximadas

27
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Soluciones aproximadas:
Planteamiento intuitivo (TEP)

Desarrollo en serie de los

_ | q{x)
desplazamientos W

= S J
0=3va(X) - dO=g0-ovi
=1
o0 2 o0
H:jLEl(Zvi ;’(x)j dX + L(—qui¢i(X) dX Hemos
2 i=1 2 i=1 sustituido un
0w L oo L problema
= > > wv B GO0 (0K 3w, [ (@(X)(X)dX | variacional
i=1 j=1 N - o=l - P por la
K K resolucion de
o  © o un sistema
= szivi Kij —Zvi F algebraico de
i=1 j=I i=1 infinitas
ol & _ ecuaciones
= Zvj Ki—F=0 1=123.. 00 con infinitas
oy, A NS
i j=l incoégnitas
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Soluciones aproximadas:
Planteamiento intuitivo (TTV)

[0 Desarrollo en serie de los =

desplazamientos reales y virtuales (l/ﬂm
v(

x)zzvi¢i(x) &/(X):Z&/i%(x) @ 7X
i=1 i=1
$0)=4(L)=0 . w0)=p(L)=0 ¥ - =
2 2
[ oY () 4 + [ a(X)ovdX =
o dX° dX g Hemos
L = = = L z sustituido un
:L EI(ZVJ.(&,-(X))(Z&’;%(X )jdx +L q(X Z&/il/ji(x)jdx problema
integral por la
N\ ( resolucion de
;;vjﬁvl EI,[ #(X : dX Z&/I Xj un sistema
K F algebraico de
o o » o % infinitas
_ ZZ&/IVJ K _25\/| F = Zﬁvi[ZVJ K —F j 0 Vv, ecuaciones
i=l j=1 i=1 i=1 j=1 con infinitas
incognitas
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Soluciones aproximadas:
Planteamiento intuitivo (TEP o TTV)

i Y
Trunguemos las series (mm
| B
()= vd(X)  40)=4L=0vi
i=1 L%J
ol <
= Ki—-F =0 1=123...N
8Vi ; j ) i
\—> En esencia, Método de Ritz Hemos sustituido
= - un problema
= = variacional o
V(X)—%:V#ji(x) &/(X)_;&/i%(x) integral por la
. resolucion de un
¢i(0):¢i(|—):0 ) Wi(O):‘//i(L):O Vi sistema
N _ algebraico de N
Zvj Kj=FK 1=123..N ecuaciones con N
= = En esencia, Método de Petrov-Galerkin Incognitas
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

Sea una EDP con sus condiciones de contorno:
D(xu(x)+q(x)=0 xeV
Ce(x)u(x)+T(x)=0 X € 5,
C, (x)u(x)+g(x)=0 X ES;

por abreviar las escribiremos sin hacer constar la
dependencia de X, simplemente como:

Du+qg=0 en V
Ccu+u=0 en S,
Cy,u+g=0 en S,

33



Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Métodos de Residuos Ponderados

Flexidon de vigas | 9M
=

4
Du+qg=0 enV > EI%:—q(x) vxe [0,L]
X

v(0) =V,
0(0)=6,

E 2
EI%:—M

X

3
19V _p

dx

Ceu+u=0 en Sy —> {

Cyu+g=0 en S; —>

N
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 2]
Métodos de Residuos Ponderados

Funcion de alabeo
(torsion de Saint-Venant)

Du+q=0 en V. —> Af=f;=0 VY(xy)eQ
Ccu+U=0 enS; — AS,
Cyu+9g=0 en S; — %L—gij3nixj:

= n* f —gij3nin =0 en 'y =T

35



Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

Admitamos que la solucion del problema se
puede aproximar como

u(x)sa<x>=§ci¢i<x> o qu

donde

B ¢ (X) es una familia de funciones escogidas a
priori, y

B c es un conjunto de parametros escalares, las
iIncognitas a determinar

[Ejemplo 1 Ejemplo 2 J

v(x)zv(x>=ici¢i (x) f(xy)= x y>=ici¢i (.y)

36



Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

Sustituyendo las soluciones aproximadas en la EDP y
las c.c. obtenemos los residuos

Du + 4= R#0 en V Residuos: porgue la solucion
CEO + = RE -0 en Sd aproximada NO_c_umpIe (e_x_actamente)
las condiciones exigidas

C\lUu+g=R,#0 en S,

cuya expresion desarrollada resulta

n n
R = D(Zcigpi j+ q= Zci Do, +q en V Notese que los
= =

operadores
diferenciales siempre

n n .
= = afectan a funciones
Re = CE[E Ci? j"‘u = E CiCep +U  en S, conocidas (postuladas
i=I i=I

a priori)
Ry :CN[ZCi(Dij_"g :ZCiCMDi +g en S,
i=I i=I

37



Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Métodos de Residuos Ponderados

Residuos i
Di+g=R =0 0, L
q = Jo,L|
C.i+U=R. 20 en S, < Ry, =Y0)-V, , R,,=0(0)-6,
. d d?v
C\U+g=R,#0 en S, < Ry, = P, Ry, =El——5 +M
x>
x=L x=L

Expresion desarrollada

R:Zn:ciD¢i+q enV © R=EIZn:ci(pi'V+q vxe o, L]

i=1

Re = Zci Cep+U en §; © Ry = Zci ?; (O)_\71 , Ren= Zci 90{(0)_51
i i1 i=1

RN:;CiCN¢i+g en S; RN2,1:E|;Ci§0mi(L)_P , Ryas EIZIC|§0|
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

[l Formulacion integral:

ijRdV+ 7 RedS+ Sfﬁ RydS=0  j=12...n
jijRdvzjij(;ci D¢ +q]dV:;C‘LW" D¢ dV + | v, qdv
Ld 7 R dS =de 7, [;ci C.4 +Ujd8 =i§ci jsd 7,Cefh dS + | 7T dS

St

v, R, dS = = 7 (leci C ¢ +gjds :Z_;C‘ J'Sf 7, Cy ¢ dS+ . v, 9dS

n = numero funciones de peso
n = numero de terminos de la solucion aproximada
Si n suficientemente grande - buena aproximacion

39



Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

En general, le integraciéon por
partes/teorema de la divergencia
permite disminuir el orden de

IWJRdV+I WJR dS+I l//}R dS— L d_er_lviclgn_d_eg, _____
L

—ZCU z//JD¢dV+J‘ 7, E¢d5+j 7, C, ¢d8}

'

K

Por lo tanto

\
\
\

ap ac» o> o

ji

+U\,W1qdv+Ld‘/7;Ud5+J-Sf£7,-9d5}=0 j=12...n

Tj

Asi pues, la solucion aproximada del problema queda
determinada por la del sistema de ecuaciones (algebraico,
lineal si la EDP lo era)

iKﬁciﬂi:o j=12..n o [K[k}+{T}={0}

40



Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Métodos de Residuos Ponderados

Formulacion integral: (1)

-[Vl//j S :joLWj (Elzn:ci 5 -I-CIJdX - EIZn:Ci joLWj @ dx +IOLW1 g dx
= =
-[Sd V" Befls=s "Fjl(zci P (0)_\71}”712(2(% (Di'(o)_é_’lj
=1 i—1
(Vi Ry dS an(E' > Gio"(L)- PJWMEI(ZQ o' (L)+ M]
| =1 i=1

j=12...n
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Métodos de Residuos Ponderados

Formulacion integral: (2)
L u=y,. du =y dx m =
IO l//j ¢i|v dX:"‘ dV:¢jiIV dX V:¢m : |:l// ¢ J. l/jj dX
u = W; du = W;,dx ”I { 14 " }
ot gt | =Tl w o
=, (L)L) =, (0)10) —w} (L)¢"(L)+ 1} (0)4(0)+ [ wi dox

[ Rav :Elzn:CiIij g dx + [y, qdx =

E1) G v, (L)ATL) vy (0)410) v/ (L)a" (L) +/}(0)°(0) + [y |+ [T a

j=12...n
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Métodos de Residuos Ponderados

Formulacion integral: (3)

JwiRAV +[ 7 RedS+[ w7 R, dS=
e €1, (A1), (O4T0) -} ()¢ (1)} 0180

T H ()47, (L)) 7,4 (0) + 7 (0) |+

Vv

K

ji

pr— p— —_ —_ ~ L -
-I—|:—l//j1P-|—l//j2 M-y, —g//jzé?1 +j0 W, qu}:O j=12...n
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

Consideraciones finales:

[l

L

=

MRP: sistema EDP - formulacion integral
(V sistema EDP, no solo probs. estructuras)
iRecuérdese el TTV!

Formulacion integral + condiciones concretas =
= formulacion variacional jRecuérdese el TEP!

Dificultad del método: encontrar familias de
funciones de interpolacion y de peso eficientes.

Posibilidades:

B Funciones de interpolaciéon (U (@ goi) ) totalmente
generales 2> MRP impone:

[l las ecuaciones de campo
[d Las condiciones de contorno esenciales
[0 Las condiciones de contorno naturales
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Soluciones aproximadas:
Métodos de Residuos Ponderados

Consideraciones finales:
Posibilidades (sigue):
B |as funciones de interpolacion (4 (< ¢) )
cumplen las ecuaciones de campo (R=0).
[0 ElI MRP impone las condiciones de contorno.
[l Base del Metodo de los Elementos de Contorno.
B Las funciones de interpolacién ( G (o ¢,) )
cumplen las condiciones de contorno esenciales
(Re=0).
L1 El MRP impone las ecuaciones de campo.

[0 ElI MRP impone las condiciones de contorno
naturales.

[0 Base del Método de los Elementos Finitos.
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Soluciones aproximadas:
Metodo de Petrov-Galerkin

O Se escoge la funcion de interpolacion G(x) de manera
que satisfaga las c.c. esenciales. Ello permite
escribirla como

N N
u(x)zd(x)=g,(x)+ D co(x) & d=g,+> o
donde: = =

B ¢,(x) cumple las c.c. esenciales

B o,(x) cumple, Vi, las c.c. esenciales de forma
homogénea = Rg =0.

B C es un conjunto de parametros escalares a
determinar (las incognitas del problema).

[1 Las funciones V(X)son la particularizacion al
contorno de las funciones ¥\X). Las w(X) no
aparecen.
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Soluciones aproximadas:
Metodo de Petrov-Galerkin

Todo ello conduce a la expresion integral:

0]
.ijRdV+M+ ViR dS =

:;ci [jij Dy dV + |y Cyg ds}

+th//,- D, &V + [y Cudy 85 + [y adV + |y, gds}zo j=1,2...n

.

'S

T;

El método de Petrov-Galerkin es una
generalizacion del método de Galerkin que se
vera a continuacion.
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Soluciones aproximadas:
Metodo de Petrov-Galerkin

Por homogeneidad dimensional

(L)

Viz

[Ejemplo 1]

Expresion integ ral:

EIZC[WJ "(L)=w,;(0)p(0) -y, UIp(L)+ v (0)p(0) +
o, (Lo agTO+ [ vy rex)| o
+Eu[wj<L><og'<L>—wj<o>¢g'<o>—“' (L) (0)1(0)+

+y; (L)L)
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Soluciones aproximadas:
Metodo de Galerkin

Supuestos método Petrov-Galerkin + (¢; = ;).

Por lo tanto:

O
R e e
=1 L = |

+|| ¢ DgdV +| ¢.C4,dS+| ¢ qdV +| ¢, 9dS |=0
|:J‘VJ g jsJNO ,[VJ jsl }

AN

T;

j=12...n
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1}
Méetodo de Galerkin

@; cumple las c.c. esenciales
de forma homogenea 2 ¢,(0)=0

e iZn;Ci[cn,-(L)coi”(L) W+gp 7'(0 +(p1(0) =
0 (L) o} (LA [ oo

+ El [¢,(L)¢"’(L)/%@%MMO)+
+ ¢, (L (L)+ WI o} o dX

¢ (L)P + i (LM +j0 @, qdx =0

L
T

Expresion integral:




Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Méetodo de Galerkin

Expresion integral:

El Zc [2¢ j ¢”¢”dx}

.

K

—_

+E1| 26, (L)A(L)+ [ g drex |
¥¢( )P+ (L +j¢qu = 0

T

j=12...n
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Méetodo de Galerkin

—— - ¥
Resolucién del ejemplo: 0(6)
m v,=0 , 6=0 , g=const | :
B Adoptamos @, =0 , ¢ =X — 9X
n _ 1o
V= i C, X' =
Elzn:Ci 2(0, o!( _[ @ ”dx} [ L)P+gpJ L)M +J.0Lgqudx}20

E|Zci oL i(i—1)i— L‘3+j0Lj(j—1)x"zi(i—l)x”dx} +[— L'P+jU"' M +j0inqu}:

= El Zc{Zi(i —1)i=2)L" 2+ j(j__l_)i(i ~1) L””} J{— LP+jU"'M +ﬁ Lj”q} =0
i=2 +

(i+i-3)
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Méetodo de Galerkin

Resolucion del ejemplo: i a(x)
- (- = j(j_l)i(i_l)} j+i=3
Ki =El2i(i—1)i —2)+—— L ‘<
| { t-1h-2 (i+j-3) B ﬁx
=
| B

T =-UP+jlU"M+— Ll“q

J-I—

Aproximacion de un término (i,J]=2)

3
Ky, =4EIL ; T,=-L"P+2LM +q;_
3
JEILe, =P-2am -9 < P M
3 AEl 2El 12El
V(X) PL X ﬂ)@_ gL’ 52 La solucion es exacta

4E| 2E] 12EI para el término en M.
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Méetodo de Galerkin

‘Y
i q(x)

Aproximacion de dos términos

(1.=2,3)
M
( 1 R @ %X
{4L 18L2HC2} L°P - 2LM —qu3 L =iz
El = S
2 3
(LP 2M gl  PL M 7q.%]
4 18| c, = = C = = =
_JEI El 3EIl _— J*20_J 2El 2El 24El!
6 24|c;L] [LP 3M gL’ 6 P 5qL
LEl  El 4El; | 6El 60El
El|6 2 2El El| 24 60

La solucion es exacta para los términos en P y M.
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Méetodo de Galerkin

Aproximacion de tres términos i a(x)
(I,j:21314)
M
9X
® g
=
B
LP 2M ql?] CPL M 1g2)
4 18 56 |[c, | |EI El 3El c,) 2EI 2El 4E
6 24 66 [eL b=qo M _Gb L Je Lo P aL
, El El 4El 6El  6El
8 30 768|,L°] | p 4am g (C4 ) . q
EI El 5EI \ 24El
2
v(x):i 1o bl M e, 0 L bp by
Ell6 2 2El El| 24 6 4

Todos los téerminos de la solucidon son exactos.
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Méetodo de Galerkin

Aproximacion de cuatro téermino ] q(x)
(i,j=2,3,4,5) RRRRREAAR
QMX
® B
= =

PL M IgL?]

LP 2M gL’ ] :
- ~ .y |El El 3El |-

4 18 56 130 C, LP 3M gl? 65 YEl 2El 4E|
24 66 144 ||c.L = C P qL
4 32$=< El El 4E2| = X 3>=< 6E|+6E| >
30 76,8 160 ||c,L LP 4M gL C, q

8
10 36 88 17714]|c;l’) |EI  ElI S5El Cs )  D4F]
- = LP 5M gL’ @

(El  El 6El]

2
v(x) P[1X3—Lx2} M x2+q{—1x4+|‘x3+|‘x2}

“Ell6. 2 | 2El EIl 247 6 4

La solucion anterior ya era exacta. No hay término de quinto grado.
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Soluciones aproximadas: [Ejemplo 1]
Méetodo de Galerkin

En general, se obtiene una solucioén
aproximada, no la solucion exacta.

Si la familia de funciones de interpolacion
permite representar la solucion exacta, el
metodo de Galerkin permite obtenerla.
(El de Ritz también.)
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Soluciones aproximadas:
Metodo de Galerkin

Condiciones que deben cumplir las funciones de
Interpolacion

L ¢, debe cumplir las condiciones de contorno
esenciales.

L ¢;, Vi, debe cumplir:
B Ser derivable hasta el orden que se requiera.

B Las condiciones de contorno esenciales de forma
homogénea.

B Ser linealmente independientes y definir un conjunto
completol.

1se cumple si tomamos como aproximacion el resultado de truncar una

serie de cualquier tipo (Taylor, Fourier, Legendre...) con coeficientes
indeterminados.
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Soluciones aproximadas:
Meétodo de Ritz

Ll

=

Se aplica a problemas que admiten una formulacion
variacional. (TEP, por ejemplo.)

Se escoge U de manera que satisfaga la c.c. esenciales.
Puede expresarse como en el método de Galerkin:

u(x)2 ()=, (x)+ Yewlx) © G=0,+Y 00

No intervienen funciones de peso ¥, ¥ ;ni ¥; .

Al sustituir la aproximacion en el funcional, este se

transforma en una funcion algebraica de los coeficientes c;.

Solucion del problema

o0 - [Klelemi=pl
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Soluciones aproximadas:
Metodo de Ritz

. Y
Planteamiento ‘

)= v(x) / 4

(0)=a(L)=0 Vi

X

M= jOL El[Zviqs;'(x)j dX + jOL[_innl:Viqji(x))dx
iiv,vj El j B V) (X

ML

X = 0, [ Ta(x o (Xl

Se sustituye
un problema
variacional
por la
resolucion de
un sistema
algebraico de
N ecuaciones
con n
incognitas
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Soluciones aproximadas:
Metodo de Ritz

\
Condiciones que deben cumplir las funcions 6(\‘\
interpolacion \
L ¢, debe cumplir las condiciones 7 | o Jrno
esencilales. 6

L ¢;, Vi, debe cumplir: 6

O
B Ser derivable hasta e’ ((\ Kque se requiera.
B Las condiciones 10 esenciales de forma

homogénea. (\
B Ser linealr dependlentes y definir un conjunto
comple’ 0\\)

<(\ >l tomamos como aproximacion el resultado de truncar una
asalquier tipo (Taylor, Fourier, Legendre...) con coeficientes

\/66 ~ninados.
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Soluciones aproximadas:
Méetodo de los elementos finitos

En el Ambito de la Mecanica de Sodlidos
Deformables, es el principal método de
resolucion de sistemas de EDP.

Le dedicaremos la mayor parte del curso.

Ahora solo apareceran unas pinceladas para
relacionarlo con los métodos de Ritz y Galerkin.
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Soluciones aproximadas:
Méetodo de los elementos finitos

J. Argirys
R.W. Clough
O.C. Zienkiewicz

[0 Método de los elementos finitos

Similar a los métodos de Ritz y Galerkin

Se divide el dominio en subdominios pequeios -
elementos finitos

Se adoptan funciones de interpolacion sencillas en
cada elemento

Aumentado el numero de elementos se puede
aproximar cualquier funcion tanto como se quiera

Se integra elemento a elemento
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Soluciones aproximadas:

Método de los elementos finitos

Método elementos finitos

Métodos de Galerkin/Ritz

77%77

—

|

|
=
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Soluciones aproximadas:
Méetodo de los elementos finitos

Integracion:

Métodos de Galerkin/Ritz Método elementos finitos

‘ B \ > 3 4 ‘
| | | | |
— — — — — —— == === —
| | | | | | | |
| | | | | | | |
=————— | = | |
;;;;;;;;;;;; — - — —— ——
| | | | | | | |
| | | | | | | |
= | | \\\;//%ﬂ
| | i i e
| | | | | | | |
| | | | | | | |
S ——— s —
| | |
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Introduccion

¢ Qué es el Método de los Elementos Finitos?

B Un método numeérico de resolucion de sistemas
de ecuaciones en derivadas parciales basado en
una formulacion débil de éstas.

B Actualmente, en el ambito de la Ingenieria
Estructural, el procedimiento de calculo mas
potente y versatil disponible.

Formulacion inicial:

® M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martiny L. J.
Topp: «Stiffness and deflection analysis of
complex structures». Jour. Aerona. Sci. 1956

B J.H. Argyris, S. Kelsey, Energy Theorems and
Structural Analysis, Aircr. Eng. 1955
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Formulacion matricial del TTV

Teorema de los Trabajos Virtuales

oll=0 Vod, € A
ST = T'6E,dV | b'addv | i'sddS =
V V Sf
— j Se'edV — j sd'bdV — [ sd'tds
4 4 S,
siendo

f
6_(0')( Oy O; Tyy Txyz TYZ)

(5‘9)( Oty 0&; OYyy OVyz OVyy )t
(bX ) t= (t—X t—Y t_z )t
(5dX od, )




Formulacion matricial del TTV

Justificacion del primer término

jVTlif SE,dV =G, 56, + 0,0, +0, 06, +
=0,08y +0y 08y + 0,06, +

+ Ty OY xy Ty, O 7 + Ty, O)yy =%'©

t
6_(0)( Oy O; Tyy Txy TYZ)

&2(58)( Oy 0&; OFyy Oz 57/YZ)t
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

[1 Discretizacion:

B Se divide el dominio en subdominios llamados
elementos finitos.

B Solo estan conectados en los nodos (puntos
particulares del contorno del elemento).
[0 Interpolacion:

B | os desplazamientos (reales y virtuales) se aproximan
en cada elemento mediante funciones de interpolacion
sencillas —funciones de forma —.

B Estas solo dependen de parametros (desplazamientos o
sus derivadas) definidos en los nodos —parametros
nodales—.

[0 Aproximacion del funcional. Todo ello permite:

B Evaluar el funcional (TV o EP) aproximado elemento a
elemento.

B Obtener una expresion del funcional aproximado que
depende algrebraicamente de los parametros nodales.




Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

Discretizacion del funcional

o1 = IV&: odV — Iyﬁd bay - | sd'tds 5

M

N N
= Z}: J, g oav - le Jabay =% Qd'tay

J=1




Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

N

O Interpolacion de los desplazamientos > d=d = Na,

[0 Ejemplo 2D

Z

[AXY) 0 ALY 0 ALY 0 f(XY) 0
{ 0 f(X,Y) 0  £XY) 0 LYY 0 fi(X,))

|
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

Deformaciones
B Expresion matricial > € =Ld

-5 |0
Ex AX 80 0
gY 0 AY 0 )
£, 0o 0 O

u
3 = oz |} \
2 Yoy Vox O :V
Pzl %, 0 Y
Y210 9y Yoy
L

J/

& g
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

Deformaciones

B Expresion matricial > &= Ld
B Interpolacion > gxé=Ld= LNa,6 =Ba,

Método de Galerkin
B Desplazamientos virtuales
B Deformaciones virtuales

> od
> o€
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

Tensiones (ecuaciones constitutivas)

B Expresion matricial > o=Deg
(o, [A+2G 1 A 0 0 0lfe,]
o, A A+2G A 0 0 0] e
o, A A A+2G 0 0 0l|e,
lew| | 0 0 0 G 0 0|lyyl
T 0 0 0 0 G 0]||yy
vy, | 0 0 0 0 0 G|y

a
w
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

Tensiones (ecuaciones constitutivas)
B Expresion matricial > o=De
B Expresion interpolada > o6=0=De=DBa,
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

Aproximacion del funcional:

A1 = Zj&fch Zjadde Z d'tdS

S jDatos!
I

A1 = Zj&f&di/ Zjadde Z od'tdS

Sfj

ij (Bsa,) (DBa, )dV - Zj (Noa, ) bdV - ZL 5, ) tdS

N

N —
Z‘ [ jV}; DBdV]ae + Z‘ &e(— jVN de) + ; &e(— Sljj tdej

1=

Vo
Vo

K e fbe fte




Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

[1 Escritura matricial del funcional aproximado:

i S [ IVB’DBdV}ae = 5a'Ka

IZIN M _

> G [N'bdV -3 cal [N'tdV = 't
i=1 L j=1 fi

Ol = da'(Ka+f)
[1 Determinacion de K y f conocidos K, y f_, Ve
- Ensamblaje

[0 Se pueden calcular las matrices K, y f, de cada
elemento en un sistema de referencia local y
cambiarlas al sistema global antes de hacer las

sumas.
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Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

K, K, K, K,l[a,] [f
.
E bl i K21 g 53.— K%<aez>+<f2
nsamplaje Ky Ki Ky Kyllag) |f
— 1 ) ) K, K, K; K, (Aes \f4/
I
H B = J
Sy ¢+t 7
k
[
B N J L J
I J k !

~ N N~




Aproximacion del funcional:
discretizacion e interpolacion

Resultado alcanzado:

B Expresion aproximada del funcional
o1 =6’ (Ka +f)
que

[0 Depende exclusivamente de los parametros
nodales a y 6a (expresion algebraica).

[l Se determina elemento a elemento.

[0 Con los desplazamientos interpolados elemento a
elemento.

[0 Donde aun no se han impuesto las condiciones de
contorno esenciales (cinematicas).
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Obtencion de la solucion aproximada

Exigencias del méetodo de Galerkin
B L|a solucion debe cumplir las c.c esenciales

d=d enS, ————— a;=a; ennodoseSs,

B |as funciones de prueba (od;) deben cumplir las
c.c. esenciales de forma homogénea

Voded << Voa [ da;=0sia;=a,
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Obtencion de la solucion aproximada

Exigencias del méetodo de Galerkin
B En consecuencia, si a;=a; A 5aj:0

1 La columna j de K queda multiplicada por un valor

Za

=(6

conocido = se puede agrupar con f
1 La fila ] de K queda multiplicada por cero

ol = éa’(Ka +f)

_Kll Klj K, d
Kﬂ ij an =
\_Knl Kni Knn an

15+ 3
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Obtencion de la solucion aproximada

Exigencias del méetodo de Galerkin
B luego: éﬁ:5af(Ka—f):55t(ﬁ5+(f+ﬁcac)):55’(ﬁ5+f*)
Ol = éa' (Ka+f)

Kll
&a,=0 ... &a,)|K,
X,

|
&, &, . &,)

TJr )
. Klj K, a; /i
K . K, <aj:aj¥+<fj>
: : : //:/’/_\
Knj Knn _/ \fn)
r 3\ e 3\ (
K, K, 4K, .. K, a, £ K,
K Ko | Ko K. |a = fj_l K,
< \>+< >+ < -
Kj+1,1 . Kj+1,j—1 Kj+1,j+1 Kj+1,n a; . \/7}41 Kj+1,j
Knl Kn,j—l 4 Kn,j+1 Knn L a, L f;1 ) L Kn,j
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Obtencion de la solucion aproximada

Imposicion c.c. esenciales. Resumen:
Para cada grado de libertad j afectado:

B Se multiplica la columna j por el valor a;
Impuesto y agrupa con las fuerzas nodales en el
vector .

B Se elimina la fila j completa ( K y f*).
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Obtencion de la solucion aproximada

Aplicacion del TTV
B Condicion de equilibrio

J=0 Voaded < =0 Voa

A=63'(Ka+T)=0 voi = Ka+f =0

— Ka=-f

%k

B L[a obtencidon de la solucidon aproximada
(parametros nodales desconocidos, a ) se
reduce a la resolucidon de un sistema de
ecuaciones algebraico.

B En Elasticidad Lineal el sistema es lineal.
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Resumen del método

Discretizacion del continuo en elementos finitos
Determinacion de K, y f, de cada elemento.
Cambio de sistema de referencia, si procede
Ensamblaje + c.c. esenciales - Ka=-f"
Resolucion del sistema

Calculo de las deformaciones -> £€=Ba,
Calculo de las tensiones -> 6=D¢
Calculo de las reacciones
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Resumen del método

Precision de los resultados

B Desplazamientos nodales

B Desplazamientos interpolados
B Deformaciones y tensiones

Precision
B Numero de elementos
B Funciones de forma
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Funciones de forma: convergencia
-

Finalidad apartado:

B Establecer las condiciones que han de cumplir
las funciones de forma para garantizar que al
aumentar el numero de elementos la solucion
del MEF converge hacia la solucidon exacta
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Funciones de forma: convergencia

Derivabilidad
B [as derivadas que aparezcan en el funcional
deben existir y no ser idénticamente nulas.

(Si en el funcional los desplazamientos aparecen
derivados hasta el orden p, las funciones de forma
deben ser derivables hasta el orden p.)

B Si no fuera asi, el funcional no existiria o se
reduciria a la constante cero.

- En tal caso, la aproximacion no tendria sentido

B Este tipo de condicion es comun a los métodos
clasicos de Galerkin o de Ritz.
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Funciones de forma: convergencia

Derivabilidad

B En Mecanica, las derivadas que aparecen en el
funcional son deformaciones y el criterio
anterior exige gue las funciones de forma sean
capaces de reproducir un campo de
deformaciones constante en cada elemento.

B Notese que, al refinar la malla y hacer cada vez
mas pequenos los elementos, el campo
deformacional en cada uno va aproximandose a
un campo constante. La condicidon anterior
asegura gue, aumentando el numero de
elementos, se puede aproximar suficientemente
cualqguier campo deformacional.
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Funciones de forma: convergencia

Integrabilidad

B E| funcional aproximado debe ser integrable.

Se deben poder realizar las operaciones involucradas
en el proceso de aproximacion.

B Eso exige que las funciones de forma sean de
clase ¢P-1 (derivables con continuidad hasta el

orden p-1) si en el funcional los desplazamientos
aparecen derivados hasta el orden p.
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Funciones de forma: convergencia

8p_1 /‘\

ox?! :

ap 6p—1
ox? ox?!

ap
Delta de Dirac | @xl’
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Funciones de forma: convergencia

Movimiento de sodlido rigido:

B Si los desplazamientos nodales corresponden a
un movimiento de sodlido rigido, las funciones de
forma deben definir un movimiento de solido
rigido en el interior del elemento, es decir,
deben conducir a deformaciones nulas.

Deformacion constante

B Si los desplazamientos nodales corresponden a
un campo deformacional constante en el
elemento, las funciones de forma deben
determinar un campo deformacional constante
en el.
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Funciones de forma: convergencia

Deformacion finita en el contorno del elemento

B [as funciones de forma deben determinar
deformaciones finitas en el contorno del
elemento.

[J Si no fuera asi, el trabajo virtual de las fuerzas
Internas estaria mal determinado, porgue solo se

ha considerado el producido en el interior del
elemento.

[l Eso exige que las funciones de forma sean de
clase ¢P-1 incluso en el contorno si en el funcional

los desplazamientos aparecen derivados hasta el
orden p.

[0 Recuérdese la condicidon de integrabilidad.
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Funciones de forma: convergencia

[1 Elementos no conformes

En ocasiones es dificil encontrar funciones de forma
de clase éP-1 en el contorno del elemento.

Los elementos cuyas funciones de forma no cumplen
esta condicidon se denominan elementos no
conformes.

Si un elemento no conforme satisface

[J las condiciones de deformacion constante
anteriormente enunciadas, y

L1 el criterio de la parcela (patch test) —que se
enunciara mas adelante —,

entonces la solucion aproximada basada en él, al
aumentar el numero de elementos converge a la
solucidn exacta.

La velocidad de convergencia es similar, a veces
Incluso mejor, que la que proporcionan los elementos
conformes.
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Funciones de forma: convergencia

[l Criterio de la parcela

Se define una parcela formada por un numero
arbitrario de elementos.

Se impone a los elementos de la parcela unos
desplazamientos nodales correspondientes a un
estado de deformacion constante.

El criterio de la parcela se satisface si:

[0 Se alcanza simultaneamente el equilibrio de todos
los nodos sin necesidad de introducir ninguna fuerza
nodal exterior en los nodos internos.

[0 Se determina un estado tensional constante en toda
la parcela.

Esto garantiza que no se ha perdido trabajo virtual en
las discontinuidades entre elementos vy, por lo tanto,
que el elemento no conforme es valido.
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Funciones de forma: convergencia

[1 Consideraciones finales:

B |os programas comerciales de Calculo de Estructuras
se basan en funciones de forma, métodos de
integracion, etc. bien contrastados.

B Por ello, al ingeniero que los utiliza para analizar
estructuras convencionales todo referente a la
eleccion de la funcion de forma y a otros problemas
que no se han tratado (como la integracion numerica)
en general no debe preocuparle.

B Estos aspectos solo resultan relevantes en unos
[pOCOS casos:

[0 Problemas de gran complejidad, practicamente
reservados a gabinetes especializados en ellos, que
requieran usar programas especificos.

[0 En investigacion.
[0 En la elaboracion de los propios programas.

38



Indice
e

Introduccion
Formulacion matricial del TTV

Aproximacion del funcional: discretizacion e
Interpolacion.

Obtencion de la solucidon aproximada
Resumen del método
Funciones de forma: convergencia

[0 Bibliografia

39



Bibliografia

Ll

[

ZIENKIEWICZ, O.C. El método de los elementos
finitos. Reverté, Barcelona, 1980. (Capitulo 2)

ONATE, E. Célculo de Estructuras por el Méetodo de
los Elementos Finitos. Analisis Estatico Lineal.
CIMNE, Barcelona, 1992. (Capitulo 2)

CELIGUETA, J.T. Método de los Elementos Finitos para
Analisis Estructural (42 ed.). San Sebastian, 2011.
(Capitulos 1 y 2)

REDDY, J. N. Energy and Variational Methods In

Applied Mechanics. Wiley, New York, 1983. (Apartado
3.4)

KLEIBER, M. (ed.) Handbook of Computational solid

Mechanics. Springer, Berlin, 1998. (Capitulo 1, Parte
1)

40



Tema 04:
Introduccidon a la

Elasticidad Bidimensional

Josep Casanova Colon

Departamento Mecanica de los Medios Continuos
y Teoria de Estructuras



Indice
e

Relaciones fundamentales
Estado de deformacion plana
Estado de tension plana
Bibliografia




Introduccion

[l Imagen global de la Elasticidad 2D (o plana):
B Misma formulacion de la Elasticidad 3D (MESD).
B Pero en el plano en lugar de en el espacio.
[l Desarrollo de la Elasticidad 2D. Procediendo como
en Elasticidad 3D se obtiene:
B Expresiones similares a las 3D
B Con idéntica interpretacion fisica
B Pero..

B

Ll
Ll
Ll

Las expresiones soOlo dependen de (X,Y)

Los términos que tienen algun subindice Z en
Elasticidad 3D no aparecen

Los términos que son d()/6Z en Elasticidad 3D no
aparecen.

Los vectores tiene dos componentes, los tensores
son de 2x2, etc.




Introduccion

La Elasticidad 2D es puramente teorica
B No existen cuerpos 2D

Supone una buena aproximacion a dos
situaciones reales:

B Estado de deformacion plana
B Estado de tensidon plana
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Relaciones fundamentales:
Cinemaética

Campo de desplazamientos
d=u(X,Y)i+v(X,Y)j

Ecuaciones cinematicas
_au oV 1 I (8u oV

&y ,

—_ — Ey = —— , E = — — + —
X S X5 =51 ey T ax

Ecuacion de compatibilidad

2625XY = 0%e, N 0%&,
oXoY  oY?* oX°?




Relaciones fundamentales:
Estatica

Fuerzas en el interior del dominio
(3D - de volumen; 2D - de superficie)

b=b, (X,Y)i+b, (X,Y)j

Fuerzas en el contorno
(3D - de superficie; 2D - por unidad de longitud)

t=t (X,Y)i+t,(X,Y)]

Vector tension
(tension = fuerza por unidad de longitud)

t=t, (X,Y)i+t, (X,Y)j




Relaciones fundamentales:
Estatica

Formula de Cauchy

(o )
Iy Oy Txy ||Nx
S — y >

L] |Txwy Oy [Ny ]

3\

Ecuaciones de equilibrio interno / Ecuaciones
de equilibrio en el contorno

ac’;(x = 6;¢Y by =0 T, ] [ox 7xy |[D

Jxl | Ox  Exy )X
OTyy N 0oy +b, =0 ] [Ty oy || Ny
oX oY




Relaciones fundamentales:
Constitutivas

Ley de Hooke Generalizada

1 R
Ex :_A{Gx _VGY}

E O x :/’Ate+2é8x :ﬁt(gx +5Y)+ Zégx
&y :é{gY _ﬁgx} Oy =/’Ate+2égY =/’At(gx +5Y)+ 2é5Y

_ XY

Exy = —=
XY e
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Estado de deformacion plana

Se caracteriza porgue el campo de
desplazamientos tridimensional tiene la
estructura

d=u(X,Y)i+v(X,Y)j

en consecuencia, en el modelo 3D:

B g, =86y =867=0

B En todos los puntos del cuerpo, Z determina una
direccion principal.

11



Estado de deformacion plana

Se produce en...

B _ _cilindros rectos, de longitud infinita, sometidos
exclusivamente a fuerzas perpendiculares a las
generatrices cuyo valor no varia a lo largo de
estas.

g

 TdS=tdsdZ

1
ll
>
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Estado de deformacion plana

[l Se produce en...

...cilindros rectos, constreinidos a permanecer entre
dos planos infinitamente rigidos, perpendiculares a
las generatrices y sin rozamiento con el cuerpo,

sometidos exclusivamente a fuerzas perpendiculares
a las generatrices cuyo valor no varia a lo largo de
estas.

13



Estado de deformacion plana

[l Representa, aproximadamente, la situacion que se
da...

...lejos de los extremos,
en piezas rectas,
muy alargadas,

sometidas a fuerzas perpendiculares a las
generatrices cuyo valor no varia a lo largo de estas.

[1 Por ejemplo:

El revestimiento de un tunel.

El terreno alrededor del tunel.

El terreno en zanjas, cimentaciones corridas...
Alcantarillas, conducciones...

Muros, azudes...

14



Estado de deformacion plana

Cinematica

B &, =86y =67 =0

B ¢ (X)Y), ee(X,Y) Yy &.(X,Y) son las incognitas del
problema.

B Ecuaciones de compatibilidad de Saint-Venant:
[l La primera coincide con la del problema 2D.
[0 Las cinco restantes se cumplen idénticamente.

15



Estado de deformacion plana

Tensiones
B El modelo 2D proporciona los valores de oy oy
Y Txy-

B o, existey, en general, no es nula:

& =O=é{az —V(CTX +JY)} = oy :v(ax +0Y)¢O

B 1. Y1, existen pero son idénticamente nulas:

,Z.
_ 0O — X _

16



Estado de deformacion plana

Ecuaciones constitutivas (1)

E5 :O=é{0z —V(O‘x +0Y)} = Oy =V(O‘X +0Y)¢O

1 1
Ex :E{Ux V(GY T 0y )}:E{Ux _V(GY +V(‘7x + Oy ))}:
1—? V | n
= 2 l—vaY :E{JX _VGY}
1 .
5Y:E{GY VGX} E_ E2 e 14
l-v l-v
_ Ixy
XY =50
gxz—O—% = 7y, =0, 5YZ—O—;£ = Ty, =

17



Estado de deformacion plana

Ecuaciones constitutivas (3)

oy =Ae+2Gg, :ﬂ(gx +&y +gz)+ 2Gey
=ﬁ(5x +5Y)+ 2Gey

Oy =/1(5X +5Y)+ 2G¢g,

o =/1(5X +5Y)

Ty =2G&y, =0

P

G)>

7, =2G¢gy, =0

18



Estado de deformacion plana

Notas finales

B El estado de deformacion plana constituye un
tipo de problema elastico 3D muy particular
cuya solucion se puede obtener mediante la
elasticidad 2D.

B [a situacion 3D exacta es extrana, pero
representa una muy buena aproximacion a
problemas habituales de cuerpos alargados,
lejos de los extremos.

B Entre las ciencias que lo utilizan cabe destacar la
Geotecnia, donde se usa para estudiar tanto el
terreno como la estructura en contacto con el.

19
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Estado de tension plana

Se caracteriza porgue el campo de tensiones
tridimensional cumple

O; =Tyxz =Ty =0

por lo tanto

B La direccion Z es principal en todos los puntos
del cuerpo.

21



Estado de tension plana

Se produce,
aproximadamente, en
cilindros rectos...

B cuya altura es mucho
menor que cualgquiera
de las dimensiones de I
base,

B sometidos © N X
exclusivamente a
fuerzas perpendiculares '

a las generatrices = —
(espesor) cuyo valor no 7 o/2
varia a lo largo de |

estas. e —f
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Estado de tension plana

Se produce,
aproximadamente, en
cilindros rectos...

B cuya altura es mucho
menor que cualgquiera
de las dimensiones de
base,

B sometidos
exclusivamente a
fuerzas perpendiculares
a las generatrices
(espesor) cuyo valor no
varia a lo largo de
estas.

o [
I 1;
e

bdv bech

tdo —tec

|lLAJAS |

S

23



Estado de tension plana

Ll

Para que el problema fuese realmente 2D, deberia
cumplirse

Ox :GX(X»Y) » Oy :GY(X»Y) > Ixy :TXY(XaY)
pero esta relacion es incompatible con las
ecuaciones de la elasticidad 3D.

En el problema descrito se cumple
oy =0y (X,Y)+Z%c5(X.Y)

o, =0y (X,Y)+Z%07(X.Y)

Txy :TXY(X»Y)"‘Z Z'XY(X»Y)

donde los primeros sumandos son la solucion del
problema 2D y los segundos, al ser Z pequeio, son
muy pequefos. Tenemaos, pues, una solucion
aproximada del problema

Casanova (1998, puntos I1.1 y 11.11) 24



Estado de tension plana

La solucion del problema 2D también define el
valor medio en el espesor de las tensiones
en cada punto, incluso cuando las cargas no
son constantes en el espesor sino solo
simetricas respecto al plano medio. (Tension
cuasi-plana o tension plana generalizada.)

La solucion del problema 2D determina la del
estado membrana (esfuerzos que
representan la integral de las tensiones en el
espesor) en problemas de placas y laminas.

Casanova (1998, puntos 1.1 y 11.11)

25



Estado de tension plana

Deformaciones

B El problema 2D determina la aproximacion a los
valores de ¢,(X,Y), &/(X,Y), Y &« (X,Y).

B [a deformacidn g, existe y, en general, no es
nula

1
€7 :E{O'z _V(O'x +O_Y)}:_%(O-X +O'Y)

B Las deformaciones gy, Yy &/, Son idénticamente
nulas

_TXZ :O

gxz—zG 2

Eyz = e

)

26



Estado de tension plana

[l Desplazamientos
B |a condicion de compatibilidad 2D
2825XY _ 0°ey = 0’s,
oxXoY oY* oX?
garantiza que el campo de deformaciones 2D es

iIntegrable y permite calcular los desplazamientos
aproximados u(X,Y) y v(X,Y).

B El desplazamiento aproximado w(X,Y) se puede
calcular, suponiendo que el plano medio de la laja es
de simetria, como

w(X,Y,Z):jOZgZ(x,Y)dz

B En general, el campo de desplazamientos 2D asi
obtenido NO cumple las restantes cinco ecuaciones
de compatibilidad 3D, porque so6lo es una
aproximacion. Las cumpliria la solucion exacta.




Estado de tension plana

Ecuaciones constitutivas (1)

1

Ex :E{O'x _V(O'Y +O'z)}:E{‘7x _VJY}
5Y:é{GY_VO'x} E=E

1
€7 :E{Gz _V(Ux +UY)}:_%(GX +0Y)

T T

28



Estado de tension plana

N

Ex :_{Gx _VGY}

&y :_{GY _VGX}

_ Txy

Exy —E

Ecuaciones constitutivas (2)

F =/ 3

/

ek

E

E

2

(gx +V‘9Y)

(EY +V€x)

29



Estado de tension plana

Ecuaciones constitutivas (3)

o, =0=1e+2G¢g, :/I(gx +&y +5Z)+2ng

A
= &7 ERPRRPT e +‘9Y):_1‘_/V(‘9X ===
A
O x :/’L(gx + &y +gz)+2ng :ﬁ(gx + &y = (gx +5Y)j+2ng

_ 246 (e, + &, )+2Ge, :ll_zv(gx + &, )+2Gey :/{e+2ng
A+2G 1-v
GYZ/{e+2GgY A G 1.9
_ A=A = A —
Ty = 288xy A+2G l-v
G=G

30



Estado de tension plana

Consideraciones finales

B El estado de tension plana (problema 2D) no
determina la solucion de ningun problema 3D
real.

B Sin embargo, el calculo 2D define buenas
aproximaciones a la solucion de los problemas
de...

1 ...lajas sometidas a fuerzas exteriores
uniformemente distribuidas en el espesor.

[l ..lajas sometidas a fuerzas exteriores simeétricas
respecto a su plano medio (valor medio).

] ..estado membrana en placas.

31
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Representacion grafica de la solucion

Ll

=

En problemas bidimensionales es sencillo elaborar
representaciones graficas de la solucion del
problema, que facilitan su interpretacion.

Historicamente han sido importantes porque
algunas se podian obtener por métodos
fotoelasticos, que permitian resolver
experimentalmente problemas complejos.

Hoy los ordenadores nos facilitan algunas de estas
representaciones como visualizacion de la solucion
buscada:

B Deformadas

B [ineas de nivel de las tensiones
B |[sobaras

B |[sostaticas

33



Representacion grafica de la solucion

Deformada

B Imagen del cuerpo, o de algunas lineas sobre él,
en la configuracion deformada.

Lineas de nivel de las tensiones
Isobaras

B Son las lineas de nivel de las tensiones
principales

Isostaticas

B Son las envolventes de las direcciones

principales (es decir, son tangentes a una de las
direcciones principales en cada punto).

34



Representacion grafica de la solucion

Deformada

35



Representacion grafica de la solucion

Lineas de nivel de las tensiones / Isobaras

36



Representacion grafica de la solucion

Lineas de nivel de las tensiones / Isobaras
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Representacion grafica de la solucion

Isostaticas
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Representacion grafica de la solucion

Ejemplo de salida grafica (FlexPDE)

J* FlexPDE Student Yersion 5.1.0s 3D
i Fle Contos View Stop Edt Hep O EE & 0 # @- &

[# TensionPlana [& MensulaETP |

0)

Status Deformada Desplagaments Linies de nivell. desplagament U
CPUtime 0:01

Grid 4

MNodes 584

Cells 2549

Unknowens 1168

Merm(k) 11223

RMS Error 8.301e-5

&z Errar 3.280e-4

--DOME--

Linies de nivell. desplag b Y Izostatig 51 Isobares 51

ML, ]

sobares 52 Linies de nivell, tensions Sx

B

zostatiques 52
Mesh

Linies de nivell. tensions Sy Linies de nivell, tensions Txy

In Plot Yyindow:
Double-click to maximize
[ Right-click far menu

In Status Window:
Click to select font

s Inicio




Representacion grafica de la solucion

Ejemplo de salida grafica (ANSYS)

|||||
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Representacion grafica de la solucion

Ejemplo de salida grafica (ANSYS)
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Introduccion

0 El problema elastico 2D permite:

Mostrar los detalles de la aplicacion del MEF a la
Elasticidad.

Resolver problemas de interés en la practica
profesional.

[0 Objetivos del tema:

Mostrar como se define un elemento finito (definir
funciones de forma)

Presentar el tratamiento de las deformaciones
impuestas y las tensiones iniciales

Exponer la obtencion de la matriz de rigidez y las
fuerzas nodales en un caso concreto

Describir los elementos finitos mas habituales en
Elasticidad 2D
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Elemento triangular de continuidad CO
Funciones de forma

Campo de desplazamientos en Elasticidad 2D
u(X,Y)
v(X,Y)

d ==«

Condiciones que han de cumplir las funciones
de interpolacion

B Deformaciones = derivadas primeras de d

[0 Deben existir las derivadas primeras #0
- funciones de interpolacion al menos lineales

[0 Se requiere continuidad C° en el contorno




Elemento triangular de continuidad CO
Funciones de forma

Interpolacion lineal
B Cumple todas las condiciones anteriores
B Es la mas sencilla que resuelve el problema

Continuidad C°
en el contorno




Elemento triangular de continuidad CO
Funciones de forma

|
Expresion matricial de la interpolacion lineal

\

{u(x,v)\ (o +a, X +a.Y
vXY)] (B+BX+BY

— 3 > <& d=Ma




Elemento triangular de continuidad CO
Funciones de forma

Obtencion de las funciones de forma (constantes
en funcion de los parametros nodales)

ul [1 X, Y 0 0 0]lfe]
v| [0 0 0 1 X Ylla
u,l |1 X, Y, 0 0 0lle
Iv,{lo 0o o 1 x, v,||g|
u,| [1 X, Y, 0 0 0l g
v, [0 0 0 1 X, Y8
NeER . Nack




Elemento triangular de continuidad CO
Funciones de forma

|
Funciones de forma (Expresiones)

f(X,Y) 0 f,(X,Y) 0 f(X,Y) 0
N:{ 0  f(x,Y) o  f£(X,Y) o g(x,v)}

a.+bX+cY
2A

a, =X Y, - X,Y,]

b =Y, -Y, - (0, j,k)=(1,2,3),(3,1,2),(2,3,1)

fi(XaY):

C. =X, — Xj J
1 X, Y,

2A=|l X, Y,|=2%Areadeltriangulo
1 X, Y,




Elemento triangular de continuidad CO
Funciones de forma

Funciones de forma (Representacién grafica)

f(X,Y) 0 f,(X,Y) 0 f(X,Y) 0
{ 0 f(X,Y) 0 f,(X,Yy) o g(x,v)}

o — —
—
—

£ 00 f5(4,Y)

B Propiedad
3
> f(X.Y)=1  ¥(X,Y)eTriangulo Viell,23}
i=1
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Elemento triangular de continuidad C°
Matrices caracteristicas del elemento

Deformaciones
B Expresién matricial > €=Ld

) [ =
<& ¢=| O /Y<V>
Yx) /Y /x;&')’

J
&




Elemento triangular de continuidad CO
Matrices caracteristicas del elemento

Deformaciones

B Interpolacion > 8§§:La:LNae =Ba,
B=LN=

:%X ; en) o ue) o) o

= -

A
e avan e
[ of of of i
1L, 22 45 32 ~ _
oX oX oX b 0 b, 0 b, O

of of of 1

oY oY oY 2A
8f1 8f1 of ) 8f2 8f3 8f3 _C1 b1 C2 b2 C3 b3 =
oY oX oY oX &Y X |

13



Elemento triangular de continuidad CO
Matrices caracteristicas del elemento

Tensiones (ecuaciones constitutivas)

B Expresion matricial > O =0, +D(8—80)
O o, son las tensiones iniciales (tensiones residuales de

soldadura o plastificacion, estado final del escalon previo, etc.)

0 g5 son las deformaciones impuestas (temperatura,

retraccion, etc.)
O D es la matriz constitutiva

Tension plana Deformacion plana
1 v 0 A+2G6 4 0
D= = v 1 0 D= A A+2G 0
V0 0 (w2 0 0 G

Son las constantes elasticas del material.
Las matrices estan escritas usando las

constantes que cumplen A=A, VA

14



Elemento triangular de continuidad CO
Matrices caracteristicas del elemento

Trabajo virtual de las fuerzas internas

Li&zT cdV = jvi % (o, +D(e—¢g,))dV =

< Componente del
vector fuerzas nodales

Qa — < Matriz de rigidez
© (tema 3)

< Componente del
vector fuerzas nodales

15



Elemento triangular de continuidad CO
Matrices caracteristicas del elemento

Matriz de rigidez del elemento

K11 K12 K13 Se determina operando
a partir de las funciones

L_BTDBdV= K, K, K,| dtomayis

resultados anteriores
_K31 K32 K33_

Espesor = -
K. }L bib; Dy +6¢;Dy; BBy, +6b; D54
" 4A|Cb;D,, +bic;Dy;  cic;Dy +bb;Dy;

Con funciones de forma mas complicadas estas integrales no se
suelen evaluar analiticamente sino numeéricamente. Mediante una
cuadratura de Gauss, basta evaluar las matrices B y D en los
puntos de Gauss, hacer el producto matricial e ir acumulando los
resultados.

16



Elemento triangular de continuidad CO
Matrices caracteristicas del elemento

Vector de fuerzas nodales del elemento

[ B'o,dv —| B'Dg,dV - N'bdv —| N'dS

Sfi

B No se puede dar una expresion cerrada de este
vector porque depende de las funciones que
definan oy, g5, b y t.

B Como la matriz de rigidez, suele ser facil
evaluarlo numericamente para cualquier familia
de funciones de forma.

B FE| ultimo término solo aparece si el elemento
pertenece al contorno del cuerpo.

17
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Elemento triangular de continuidad CO
Estimacion de las tensiones

I
[0 Estimacion de las tensiones

6 =0,+D(E~¢,)=0,—Dg, +DBa,

DATOS

B Elemento lineal

[0 B=cte. 2 g=cte. y o=cte. en cada elemento.

[0 Nodos:

B Valores diferentes en los diferentes elementos
concurrentes.

B Se toma la media de dichos valores.
[0 Mejor aproximacion: en el centroide del elemento.

B En general, para cualquier elemento

[0 Mejor aproximacion (Zienkiewicz 1980, pag. 324):
en los puntos de Gauss utilizados para la integracion
numeérica (considerando el minimo numero de puntos
que permiten integrar exactamente el polinomio).
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

Otros elementos finitos en elasticidad 2D:
B Otras formas (rectangulares, cuadrangulares...)

B Interpolacion de mayor grado en una o ambas
direcciones = mayor numero de nodos

21



Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

Determinacion
B Mismo procedimiento del caso anterior.

B Dificultades:

[0 Eleccion términos del polinomio, si no puede ser
uno completo

[0 El sistema de ecuaciones para determinar las
constantes puede no tener solucion

OO0 La resolucion del sistema siempre exige mucho
trabajo computacional

Alternativas

B Buscar polinomios que cumplan las condiciones
adecuadas vy escribir directamente las funciones
de forma

22



Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

Condiciones a considerar para escribir
directamente las funciones de forma:

N,(X,Y) 0 N,(X,Y) 0 - N (X,Y) 0
N:{ 0  N(X)Y) o0 NL(X,Y) 0 Nn(X,Y)}

I osii=]
N‘(X"’Y"):{o Ssll i

Y N(X,Y)=1 ¥(X,Y)e elemento

Y-) — coordenadas del nodo |

n — numero de nodos del elemento

23



Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

[0 Polinomios completos:

B El| grado de aproximacion (precision, velocidad de
convergencia...) de un elemento queda determinado por

el mayor polinomio completo que contiene la funcion de
forma.

B Los terminos de orden superior al de dicho polinomio no
la mejoran significativamente

B Por tanto, conviene usar como funciones de forma
polinomios completos, pero es complicado conseguirlo.

Constante 1
Lineal X Y
Cuadratico X* XY =
Cubico X* XY XY’ \&
Cuértico X* XY X %Y 2 XY &
X XY XY ? X2y’ XY * \&

X XY XY ? XY XY * XY > Y®

24



Otros elementos finitos de continuidad C°
Introduccion

Tener el mismo numero de nodos en los lados
adyacentes garantiza la continuidad C° entre
elementos! > presentan el mismo tipo de

variacion (lineal, parabdlica, cubica...) en el
lado comun

1 En los casos que ahora se consideran, cuyos parametros nodales son
solo desplazamientos (no derivadas de estos).
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

Coordenadas normalizadas

*O‘*LO"

A

A
|

dA = dXdY = abd&dn
J~XC+aJ-YC+b X Y deX JA J-

!

(&,m)abdnds

27



Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

Polinomios de Lagrange 1D. Valen
B 1 en el nodo que los define
B 0O en los demas nodos

Ln(f)_ﬁ(f_gj)_ n = numero de nodos

i = = i > nodo donde la funcidon vale 1
j=I (95- —5.)

R R N RN 1
(&-&N&=&). . (&-ENE-E,) (& -5 )E-E)

Ejemplo: L,8(¢)

O/ﬂ\l\//l\x/l/\l\ e -
gW g2 5 54 5 56 57 58
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

Elementos rectangulares lagrangianos

B Funcion de forma
(nodo i, n nodos segun &, m nodos segun n)

N (&,7)= L1 (§)LT ()
B Habitualmente solo se considera con m=n
B \entajas:

O Facil de generar

B Inconvenientes

[0 Muchos nodos internos

B Se pueden eliminar por condensacion estatica
(la veremos mas adelante)

[0 Muchos téerminos de orden superior al del
polinomio completo
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

O Numero de nodos y terminos del polinomio

4 e

7)
‘ o 3

1 @

_ineal (4 nodos)

® 2

incluye.

\77 7
07 r6 05 o @ ‘ @ L
‘ { L ‘ { L
B9 4 1 g
o { { L ]
01 02 03 L @ L L

Cuadratico (9 nodos) Cabico (16 nodos)

La denominacion
del elemento se 1 Lineal
refiere al orden
del polinomio ) \é 77/ =
completo que NE a7 / Cubico
3 N
L8 NUér & S
& En &’ &n’ 774
& E'n En’ &En’ én' 78
&° &n &'n? &’ &n' &’ n°
N~
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

[0 Elemento rectangular
lagrangiano de 4 nodos

4 e

1 e ® 2
Lineal (4 nodos)

Ni(é‘,ﬂ)=i(1—§§i )(1_7777i)

Representacion de N,

00000000
,,,,,,,,
00000000

--------
--------

00000000
00000000
00000000

00000000
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

0 Elemento rectangular 7 g 5
lagrangiano de 9 nodos * . *
B3 4t
J o2 3
N9(§,77):(1—§2X1_772) Cuadréatico (9 nodos)
| :
N (&)= Z(éz +&& Jn* +nm,) i=13,5,7

N (&)=t (=t = e g6 - g6 Ji-n) i=24.68
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares lagrangianos

Representacion de N

m0,5-1
m0,8-09
®0,7-0,8
= 0,6-0,7
m0,5-0,6
m0,4-0,5
20,3-0,4
m0,2-0,3
0,1-0,2
n0-0,1
u-0,1-0
=-0,2--01

(=11)

(=11}

(1,1)

(1,-1)

m0,9-1
m0,8-0,9
m0,7-0,8
= 0,6-0,7
m0,5-0,6
m0,4-0,5
m0,3-0,4
m0,2-0,3
0,1-0,2
w0-0,1
m-0,1-0
=-0,2--01

Representacion de N,

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0,1
0,2

m0,9-1
m0,80,9
®0,7-0,8
®0,6:0,7
m0,5-0,6
m0,4-0,5
®0,3-0,4
®0,2-0,3
0,1-0,2
#0-0,1
#-0,1-0
®-0,2--0,1

(-1.1)

=11

(1,1)

(1,-1)

m0,9-1
m0,8-0,9
m0,7-0,8
®0,6-0,7
m0,5-0,6
m0,4-0,5
m0,3-0,4
m0,2-0,3
0,1-0,2
m0-0,1
m-0,1-0
=-0,2--01
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Otros elementos finitos de continuidad C°

Elementos rectangulares lagrangianos

Representacion de Ng

m0,9-1

®m0,8-0,9
=0,7-0,8
m0,6-0,7
™ 0,5-0,6
®=0,4-0,5

0,3-0,4

0,2-0,3
m0,1-0,2
m0-0,1

(=1.-1)

(1,-1)

0,91
®0,8-0,9
=0,7-0,8
m0,6-0,7
®0,5-0,6
m0,4-0,5

0,3-0,4

0,2-0,3
m0,1-0,2
m0-0,1
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

Serendipia

B Serendipity: término inglés que se refiere a un
descubrimiento que se produce de casualidad,
cuando se busca otra cosa.

m (Chiripa?
B Aceptado en la vigésimo tercera edicion del
diccionario de la RAE. Serendipia es el “"Hallazgo

valioso que se produce de manera accidental o
casual”.
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

Elementos rectangulares serendipia

Solo nodos en el contorno
(para grados elevados, minimiza el nimero de nodos internos).

El numero de nodos en un lado define el grado
del polinomio en él & Continuidad C°

N(Emn) = P(E)*P(n)

¢Por queé serendipia? > La determinacion de
N(&,m) requiere analisis e ingenio

(en la familia lagrangiana era sistematica).
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

Ejemplo de generacion de la funcion de forma:
elemento cuadratico, nodo intermedio de lado
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

Ejemplo de generacion de la funcion de forma:
elemento cuadratico, nodo de vertice
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NUumero de nodos del elementos
lagrangiano del mismo orden

Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

Numero de nodos y términos del polinomio

7] 7]
4 o ‘ o3 ol r6 o2
£ ==
® 2 01 02 03
(4 nodos) Cuadrédtico (8 nodos)
1 Lineal

Cuadratico
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

Numero de nodos y términos del polinomio

) 7
® & o o :.?.:
m: ..o

Cabico (12 nodos) Cubrtico (17 nodos)

& o1 n Cubico

Cuartico
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

[0 Elemento rectangular
serendipia de 4 nodos

Reprﬁgde

00000000
00000000
00000000

00000000

00000000
00000000
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

7
[0 Elemento rectangular =: 6 5
serendipia de 8 nodos f
B | 4t
.1 ‘2 '3
Ni(é:’n):%(l_l_é:é)(l_nz) =438 Cuadratico (8 nodos
1 .
Ni(§,U)=§(1+7777i)(1—§2) 1 =2,6
1 :
Ni(é:aﬂ):Z(“'ffi )(1+7777i )(55] T 77 _1) 1=13,5,7

La obtencion puede consultarse en Ofate (1992, pag. 201 y s.s.)
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos rectangulares serendipia

Representacion de N,

0,91
®0,8-0,9
=0,7-0,8
=0,6-0,7
®0,5-0,6
®0,4-0,5
0,3-0,4
#0,2-0,3
®0,1-0,2
00,1

Representacion de N

"0,9-1
0,80,
0,70,
"0,60,7
0,506
0,405
0,304
0,203
0,10,
5 woo1
50,10
u-02-0,1
= -0,3--0,2

l;

(=L

(=1,-1)

(1,-1)

m0,9-1
=0,8-0,9
=0,7-0,8
m0,6-0,7
m0,5-0,6
m0,4-0,5
0,3-0,4
0,2-0,3
®0,1-0,2
m0-0,1

(=11)

(1,-1)

®0,9-1
m0,8-0,9
m0,7-0,8
®0,6-0,7
0,506
m0,4-0,5
m0,3-0,4
®0,2-0,3
m0,1-0,2
0-0,1
m-0,1-0
-0,2--0,1
m-0,3--0,2
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

Coordenadas normalizadas (o de area)
X =LX +LX,+LX, \
Y =LY, +LY, +LY,
=L +L,+L,

L =(a, +b X +cY)/2A

8, = XY, = XY, (i,j.k)=(1.23)
b =Y, -Y, > (3,1,2),
=X —X, (2,3.1)
1 X, Y,
2A=[1 X, Y,|=2%Areadeltriangulo
1 X, Y,
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

Numero de nodos y términos del polinomio

Lineal (3 nodos) Cibico (10 nodos)

1 Lineal

£ n 7’ Cuadratico

& En én’ /B Cubico
& &n &n’ &’ n'

&° & &'’ &’ &n' &’ n’
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

Elemento triangular (lagrangiano) de orden M

Lineal (3 nodos) Cuadratico (6 nodos) Cibico (10 nodos)
| 3 K
Ni(l-la |—2, L3): Li (Ll)Li (Lz)l—i (I—3)
l=LM , J=LLM , K=L,M
L (Lj)—> Polinomio de Lagrange de orden H que vale 1 en el nodo i.

L; — Coordenada L; del nodo i.
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

Elemento triangular de 3 nodos
N (L, L,,L, ) =L, @@@

S
i g 8% 08
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

Elemento triangular de 6 nodos (orden 2)

N, =L, (2L, -1)
N, = L2(2L2 _1)
N, =L, (2L, —1)
N, =4L L,
N, =4L,L,
Ne =4L,L,

Cuadréatico (6 nodos)
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Otros elementos finitos de continuidad C°
Elementos triangulares

Representacion de Nj Representacidén de N

......
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Introduccion

Objetivos del tema:

B Analizar aspectos del MEF omitidos u orillados
en el tema anterior
[0 Necesarios para completar la formulacién
[0 De aplicacion a la formulacion por el MEF de otros
problemas
B Describir el elemento finito que utilizan

numerosos programas, entre ellos el que se
usara en las practicas informaticas




Introduccion

Aspectos a tratar:

Adaptacion de la malla al contorno - elementos
isoparametricos

Eliminacion previa de grados de libertad
internos, que no se compatibilizan =2
condensacion estatica

Determinacion de la matriz de rigidez y de las
fuerzas nodales = integracion numerica

Resolucion de algun mal condicionamiento
numerico - integracion reducida

Modificacion de los elementos para mejorar la
convergencia > modos incompatibles
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Elementos isoparametricos

Limitaciones de los elementos desarrollados:
B Contornos rectangulares y triangulares

B Permiten cubrir formas sencillas, propias de
problemas teoricos

B Se adaptan mal a los contornos mas

complicados habituales en las piezas reales
(exigen un numero desmesurado de elementos para
representarlos)

Soluciones

B Opcion inabordable: crear elementos especificos
para cada tipo de contorno

B Alternativa viable: “distorsionar” los elementos
anteriores para que puedan adaptarse mejor al
contorno los de las piezas reales




Elementos isoparametricos

¢Distorsionar un elemento?

B Al introducir la coordenadas normalizadas ya
consideramos una “distorsion” del elemento

‘ 7

_X_Xc

! | a a | é : | 5
ot //%ﬁt % = a
? 5’ | Y —Y,

! 1!1 77:

C

B Una relacion mas compleja entre (X,Y) y (&,1)
permite “distorsiones” mas complejas

B FElementos isoparamétricos = la relacion se
define mediante las mismas funciones de forma
usadas para interpolar las incognitas




Elementos isoparametricos

Elementos isoparamétricos: ejemplos de
distorsion

® L @ L4 ® PN
/ \
// \\

o o ’ Q

SREY




Elementos isoparametricos

O Transformacion de coordenadas
X :ZNi(éan)Xi ; Y:ZNi(é:aU)Yi
=1 =1

0 Transformacion licita (biunivoca):

B El determinante jacobiano |J| de la transformacion
(X,Y) & (£n) no se anula en ningun punto del
elemento (por ello tiene el mismo signo en todos los puntos).
Casos particulares:

0 Si la transformacion es lineal, |J|#0 si los angulos
internos del cuadrilatero real son menores de 180°9.

0 Si la transformacion es cuadratica, |J|#0 si el nodo
central de cada lado, en la geometria real, se situa
en el tercio central de su longitud.




Elementos isoparametricos

Derivacion de las funciones de forma

B Objetivo: determinar las derivadas que aparecen

en las matrices B y K:
NN
oX oY

B Regla de a cadena
8N ~ ON,; oX 8N oY

08 X 0F oY oF
N, _oN, aX N, oY

877 - X 877 oY On

10



Elementos isoparametricos

oN, N, X aN, oY
0F X 0F oY oF
(ON;| [oX X T (ON.
Jos|_|oc on| Jox |
N (Tloy oY | )oN
on) Loz an) Lov-

V'

Se puede determinar a partir de 2> -

J':

Es invertible porque |J|#0

Se puede determinar a partir de N.(&,7)

Derivacion de las funciones de forma

oN, _ N, X aN, oY
877 - X 877 oY On
N | ffoN; N,
OX OX | _(y1V) 0¢
LA EARLRAr
L OY L oY | O
X =N (En)X
Y=Y N(En)
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Elementos isoparametricos

Calculo ¢

e Ia matriz jacobiana

oX

05
oY

05

oX

on
oY

on

D
>

>=(J‘1)T<

%

L on |

SN,y

|18§

>

=1

Ny
0g

N

-

s

= 1

>

i=1

Operadores 0 /oX, 0 /oY
0
O

J

22

‘JZI—

on
ON.

on

0

oE

0
ds

—LY.

_‘J12

+J

o

o

=
o

Vo

12



Elementos isoparametricos

Determinacion de la matriz B
B(X,Y)=LN(X,Y)

E | 0 0
0 0

— Jyp—=Jp,—
oX 22 65 12 677
L=| o < |- L 0
oY | |J
d O ] o ] o
oY OX | - Y21 a§+ 11 on

0

R
258
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Elementos isoparametricos

Integracion sobre el area del elemento

dxdY =Jld&dn jA dxdy :J\dgdn

En las coordenadas normalizadas los limites de integracién son muy sencillos

Integracion sobre el contorno (lados é=cte. o n=cte.)
dl = dX 2 +dY?

Si f=cte. dX=Ndp=d.dy . dv="Cdp=3,dp . di= JI2+32dy
on on
Si 5 =cte. dx_%dg J . dé , dY =ﬂd§ J,de , di= 32 +32dé

_[Lado Fcte. dl = @‘]122 + J222d77 ) Lado y—cte. %/‘Jn + ‘]21
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Elementos isoparametricos

(del mismo tipo)

Otras interpolaciones de la geometria

B Superparametrica 2 mas nodos para interpolar

la geometria que para interpolar

B Subparameétrica @ menos nodos
la geometria que para interpolar

as incognitas
Dara interpolar

as incognitas

B |a forma de operar es la misma en todos los

CasSos.
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Condensacion estatica

Empezaremos estudiando la colaboracion de un
elemento con nodos internos a la relacion de
rigidez global

Comprobaremos que, como no interactuan con
el resto de los elementos, es posible expresar
sus desplazamientos en funcion de los
desplazamientos de los otros nodos del
elemento

Eso permite eliminarlos del sistema de
ecuaciones global y asi reducir la dimension de
este

17



Condensacion estatica e « x, k]« [0

& 'f : | e (=) 1
_ =— SH B 1 IEiNce
Nodo interno: Ningun otro elemento K K K K ||ai| |[fj|k
aportara rigidez a esta columna e
i = K KE KN KR (1)
fO\ ) C )
0 |
= = Nodo interno:
B = B S T Ningun otro elemento
|- 0 = i == J \ aportara rigidez o
— — = = fuerzas nodales a esta
S = S ¢+ > fila.
0 K

Nodo del contorno:
otros elementos
aportaran rigidez o
fuerzas nodales a esta
fila.

18



Condensacion estatica

Colaboracion del elemento e a la relacion de
rigidez

Variable
e e e e -
K:, K. K: K:|lai| [ff| [[F| auxiliarcon

Y .ty =R ¢l dimensiones
e e e e e e e
K31 K32 K33 K34 a, f3 F3 de fuerza

- \

Interpretacion filas de la relacion de rigidez

n
Z F° =0 sil es un nodo del contorno
e=1

F =0 si1 NO es un nodo del contorno

19



Condensacion estatica

Condensacion estatica

B Procedimiento que permite eliminar de la
formulacion, estudiando un elemento aislado, los
grados de libertad que no se han de
compatibilizar con los del resto de la estructura
(correspondientes a los nodos internos).

B Procedimiento importante en el Analisis de
Estructuras, que aparece en varios campos.:

O MEF = eliminacion de nodos internos
[0 Estructuras de barras > desconexiones

0 Estructuras en general = analisis por
subestructuras

20



Condensacion estatica

Reordenacion de la relacion de rigidez del
elemento

Suponiendo
que 2 es el
nodo interior
a eliminar

~~~ Nodo

interior

Subindices:
C - Conservar
E = Eliminar

21



Condensacion estatica

Procedlmlento matr|C|aI

K. K& |[a®] [fe] [FS
e e S e R

e e e
_KEC KEE_ \aE) \fE) Q 0 ) ‘>

Ki.a. +Ka; +f. =0+

ag = _[KeEE r (KeEca?: +1¢ )

v

e - KoK Kot + - e ] = e

K"‘e f*e

Relacién equivalente a la inicial, donde ya se han impuesto las
condiciones correspondientes al nodo interno y donde las
variables nodales asociadas a éste no intervienen.

22
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Integracion numeérica

Cuadratura de Gauss-Legendre (dominio 1D)

jllf(g)dgzzn;wjf(gj)+ E.(f)

La formula de n puntos
integra exactamente un
polinomio de grado
menor o igual a 2n-1

n Nodos ¢ Pesos W, Error E,[ /]
2 | £0.5773502692 | 1.0000000000 (1/135)- £ (c)
1 f" representa
3 | £0.7745966692 | 0.5555555556 79(c) a derivada
0.0000000000 | 0.8888888888 15750 enésima de
4 | T0-8611363116 | 03478548451 L o (0)-
+0.3399810436 | 0.6521451549 | 3472875 P
+0.9061798459 | 0.2369268851 i N ——
5 | +0.5384693101 | 0.4786286705 /(e
0.0000000000 | 0.5688888888 | | 237 732630

http://www.ehu.eus/pegonzalez/I.Teleco/Apuntes/tema?.pdf, [Consulta, 25/01/2018]
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Integracion numeérica

Integracion sobre un rectangulo en (¢n)
[representa un cuadrilatero en (X,Y)]

[ ten)an=3>ww,f(5.n)

j=1 i=1

e La féormula de n puntos en

7] : s .
\ cada direccidn integra
exactamente un polinomio

de grado menor o igual a

o 2Nn-1 en cada coordenada
ﬂ ) .

XX ¢ ’ § normalizada.
X X

25



Integracion numeérica

FORMULAS PARA INTEGRACION NUMERICA DE TRIANGULOS

denad.
Orden Figura Error Puntos g:io:n;:ln: Pesos

O Integracion sobre un
triangulo en (L, L,,L3) Lineal

R = O(h?) a 1,41 1

R = O(h?)

_E j;_L3 f (Ll > L2 > L3 )dé:d 77 — Cuadrético

= ZWi f (Lli ’ in ’ L3i)
i=I

111 - : 4
3133

0.6, 0.2, 0.2

0.2, 0.6, 0.2 3
0.2,0.2,0.6

Cubico

an oo p

R = O(h%)

6 o B
L S W=
S Wi Wi
R e ©
Wi Wi Wi

3,44 0.2250000000

a‘lﬁll ﬂl
By, ay, By 0.1323941527
ﬁnﬁn ary
a:oﬁh ﬁ:
B, as, Ps 0.1259391805
ﬁ)lﬁ’l al

[

\ —-\e A6 o PR

Quinto I‘k R = O(h®)
a, = 0.0597158717
B, = 0.04701420641

Zienkiewicz (1980, pag. 232) g

B, = 0.1012865073

con

26



Integracion numeérica

Integracion exacta. Orden necesario

B |a integracion exacta del polinomio que aparece
en las distintas integrales asegura la
convergencia.

B Se requiere n puntos de integracion para
integrar exactamente un polinomio de grado
2n-1.

B |a integracion exacta no es posible en
elementos isoparameétricos de lados curvos, ya
que la transformacion de coordenadas hace que
el integrando no sea polindmico sino racional.

B En tal caso, se escoge el orden de integracion
adecuado para el mismo problema pero
planteado en un elemento de lados rectos.

27



Integracion numeérica

Orden de integracion minimo necesario para
mantener la convergencia

B Se requiere el numero de puntos adecuado para
integrar exactamente

[0 la parte de los coeficientes de la matriz de rigidez

determinada por el polinomio completo de mayor

orden contenido en la funcion de forma
- polinomio de grado 2(p-m), siendo:

B p el grado del citado polinomio completo

B m el orden de derivacion que aparece en las
deformaciones

[0 en un elemento similar al considerado pero de
lados rectos

28



Integracion numeérica

[0 Puntos de colocacion

optima

B En general, los
puntos de integracion
de esta cuadratura
minima coinciden con
los puntos 6ptimos de
calculo de las
tensiones (aquellos
donde estas presenta
la mayor precision).

Ofnate (1992, fig. 5.35) o
Zienkiewicz (1980, fig. 11.9)

q = 0,15 por unidad de longitud

N 0 Q
. % X
! O o O O O O O
;\\\é '
/
Cuadratura de Guuss_/

de 2x 2 puntos

Variacidn del esfuerzo cortante
dentro del elemento

| Vulorels extrapolados de
; /\los puntos de Gauss
I

_—/ i 1 \ |
\ Variacién exacta \/ Valores en las abcisas
del esfuerzo cortante de los puntos de Gauss

Figura 5.35 Viga en voladizo analizada con cuatro elementos Serendipitos de 8
nodos. Valores del esfuerzo cortante en las secciones correspondientes
a la cuadratura 2 x 2 de Gauss-Legendre y extrapolacién lineal a los

nndans
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Integracion numeérica

Singularidad de la matriz de rigidez

B En algunos casos la integracion con el minimo
numero de puntos puede hacer singular la
matriz de rigidez!.?,

B Para evitarlo el orden de integracion debe ser:

[0 Elemento triangular lineal (3 nodos) > 1 punto
[0 Otros elementos triangulares 2> = 3 puntos
[0 Elementos rectangulares > = 2x2 puntos

B En ocasiones se busca intencionadamente la

singularidad = integracion reducida
(la veremos mas adelante)

1 Zienkiewicz (1980, punto 8.11.3)
2 Onate (1992, punto 5.9.3)
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

Finalidad del apartado:

B Analizar las debilidades del elemento rectangular
CO de cuatro nodos (comun a las familias
lagrangiana y serendipia)

B Mostrar dos técnicas para eliminarlas que
también se utilizan en la aplicacion del MEF a
otros ambitos:

0 Integracion reducida

[0 Adicion de modos incompatibles

B Describir el elemento asi modificado, que se
utiliza en algunos programas comerciales

32



El elemento rectangular C° de cuatro nodos

Debilidades

[0 Elemento rectangular de

Representacion de N,

4 nodos NG e

7] iy
4 o ‘ o 3 e
1 @ 2 | B N0 .o
Lineal (4 nodos) i

Ni(faﬂ)=i(1—§§i )(1_7777i)

33




El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

Fortalezas
B Elemento simple - poco trabajo computacional

B Muy preciso en problemas de traccion o
compresion dominante (el campo tensional varia
POCO)

Debilidades

B Poco preciso en casos de flexion dominante (el
campo tensional varia rapidamente)

B En este caso, requiere mallas muy densas

34



El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

0 Comportamiento a flexion
Y Y
= . |

Y kY kY T } kY

= =i =g

(A)
B Segun la elasticidad bidimensional (B)

K kab ov ou

EXY 577 Y xy X oY

K K kb’
V:E(az—X2+v(2—Y )= 2aE (1- 52)+"2E (1-72)

B Aproximacion con el elemento finito (A)

kab
u=CXY —Cé:ﬂ_—gn , v=0 Vo = oV aU kabx
oX @Y E

35



El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Debilidades

Comportamiento a flexion

Y Y Y

B ?\// '/ %@ ?%@@

(A (B)

B E| elemento finito no puede reproducir los
desplazamientos verticales de los puntos
interiores -2 es demasiado rigido

B FE| elemento finito evalua por exceso la distorsion
angular, la tensién asociada a ella y los términos
de la matriz de rigidez que dependen de ambas
- es demasiado rigido
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante integracion reducida

— — | KY kY kY WY kY
- 7r. %?%773
£ e £ _
(A) (B)
av au 0 6,
= o oy = v = a; a\l;

[0 Eliminacion del exceso de rigidez asociado a la
estimacion por exceso de la distorsion angular

B |os términos de la matriz de rigidez asociados a la
distorsion angular se integran con un solo punto de
Gauss [que es el (0,0)]

En €l la distorsion es nula, como en la solucion exacta.

El resto de términos se evalian con una cuadratura de
2x2 puntos
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante integracion reducida

L

O

L

La técnica descrita se denomina integracion reducida
selectiva o, simplemente, integracién reducida.

Se puede aplicar del mismo modo a los elementos
isoparametricos derivados del estudiado.

Se utiliza en otros ambitos en los que la funcidon de
forma, en ciertas circunstancias, produce una evaluacion
desmesurada de algun término de rigidez (fendmeno
denominado bloqueo). Por ejemplo:

B Elasticidad con materiales casi incompresibles (v=0,5)
B Elementos viga de Timoshenko muy delgados

B Elementos placa o lamina de Reissner-Mindlin muy
delgados

La integracion reducida selectiva no perjudica los casos
donde no es necesaria (por ej: cuando los elementos
viga o placa citados no son muy delgados)

39



Indice
|
Introduccion
Elementos isoparamétricos
Condensacion estatica

Integracion numeérica

O El elemento rectangular C° de cuatro nodos

B Debilidades

B Mejora mediante integracion reducida
B Mejora mediante adicion de modos

incompatibles
Bibliografia

40



El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante adicion de modos incompatibles

Otra alternativa de mejora es complementar la
funcion de forma con nuevos términos que
permitan representar de forma adecuada el
modo de deformaciéon de flexion.

En este caso, produce mejores resultados que
la integracion reducida del punto anterior.

Estaran ligados a variables anodales, es
decir, a incognitas que no representan el
desplazamiento de ningun nodo.

Si violan la continuidad C° en el contorno,
como de hecho va a ocurrir, se denominan
modos iIncompatibles.
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos

Mejora mediante adicion de modos incompatibles

Y Y

a a

| Y | Y

. ﬁt E‘i\/// %Zix

(A)

kY

=
E:

Y
|

==

(B)

0 Solucion problema flexion (elasticidad 2D)

1-n)

vkb?
2E

kab ka*

u="dn v:E(1—§2)+

] Nueva interpolacion (Wilson et al.,

4

u= Z:; (&1 +(1 52)u5+(1—772)u6
v ZN v, + (1= Wae (=12 v,

|
Interpolacién C° 4 nodos

1973)

kY

Variables anodales

i

X
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante adicion de modos incompatibles

0= N (G + 1= )u + -7,

1=1

ZNi(&U)Vi +(1—§2)V5 +(1—772)V6

V

O Los términos adicionales modifican los desplazamientos
en el contorno = dejaran de ser compatibles con los del

elemento adyacente

- modos incompatibles.

El elemento deja de ser de continuidad C° para pasar a
ser no conforme.

Las variables anodales tienen caracter de grados de
libertad internos - pueden eliminarse por
condensacion estatica.
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El elemento rectangular C° de cuatro nodos
Mejora mediante adicion de modos incompatibles

0 El elemento no conforme de Wilson
(Taylor et al. 1976)

B |os elementos isoparameétricos derivados de él
satisfacen el test de la parcela si se evaluan:

O Los términos de K correspondientes a las variables
anodales mediante integracion reducida de 1 punto.

O Los restantes terminos mediante integracion
convencional de 2x2 puntos.

B Las variables internas se pueden eliminar por
condensacion estatica.

B FE| resultado es un elemento que presenta un
comportamiento muy bueno con pocos grados de
libertad.

B Eso hace que sea utilizado en humerosos programas
comerciales.
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Introduccion: objetivos

[0 Objetivos del tema (1):

Definir estructura de barras. Caracterizar los
diferentes tipos de estructuras de barras

Establecer la escritura matricial del TTV para la barra
basada en la teoria de Navier-Bernoulli (flexion) y la
teoria aproximada de la torsion no uniforme

Formular por el MEF la respuesta de axil mediante
elementos finitos lagrangianos lineales.

Formular por el MEF la respuesta de flexion mediante
elementos finitos hermiticos cubicos.

Analizar la precision de los resultados. Establecer el
caracter exacto de la solucion obtenida en los
nodos.




Introduccion: objetivos

Objetivos del tema (2):

Definir los cambios de sistema de referencia
necesarios.

Repasar el procedimiento de ensamblaje del
sistema de ecuaciones de rigidez. Interpretarlo
como planteamiento de las ecuaciones de
equilibrio de nodo.

Describir las lineas generales del Método
Matricial de Calculo de Estructuras.
Identificarlos con la formulacion del MEF basada
en la funcidn de forma natural.




Introduccion: recapitulacion de conceptos
previos

[0 Estructura de barras

B Conjunto de barras unidas entre si y al referencial
por sus extremos, concebido para resistir y transmitir
cargas sin deformaciones ni movimientos excesivos.

0 Portico plano

B Estructura de barras cuyas directrices yacen en €l
mismo plano r, en el que tambien se situan las lineas
de accion de las fuerzas exteriores y uno de los dos
ejes principales de inercia de cualquier seccion
transversal. Ademas, el eje de los momentos
exteriores ha de ser perpendicular a dicho plano.

[0 Como consecuencia de ello, los movimientos de los
puntos de las directrices estan contenidos en el
plano n, los giros se producen respecto a un eje
perpendicular a él, los esfuerzos que son
componentes de fuerza estan contenidos en él y los
que son componentes de momento tiene su eje
perpendicular al mismo.




Introduccion: recapitulacion de conceptos
previos

0 Emparrillado plano

B Estructura de barras cuyas directrices yacen en el
mismo plano =, en el que también se situan los ejes
de los momentos exteriores y uno de los dos ejes
principales de inercia de cualquier seccion
transversal. Ademas, las lineas de accion de las
fuerzas exteriores han de ser perpendiculares a dicho
plano.

[0 Como consecuencia de ello, los movimientos de los
puntos de las directrices son perpendiculares al
plano &, sus giros se producen alrededor de ejes
contenidos en él, los esfuerzos que son componentes
de fuerzas son perpendlculares a n Yy los que son
com?onentes de momento tienen su eje contenido

en e

[0 Estructura de tipo general

B La que no cumple ninguna de las definiciones
anteriores




Introduccion: elementos caracteristicos

del modelo estructura de barras

Estructura de barras

Elementos finitos = barras

Nodos

Fuerzas generalizadas
sobre las barras
(no dibujadas)

Fuerzas generalizadas
sobre los nodos

Sistema global de
referencia

Sistemas locales de
referencia

e
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Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

0 ElI TTV para un estructura de barras (teoria de Navier-
Bernoulli —flexion- y aproximada de la torsion no uniforme?)

o' = iéﬂ“e) =0

=1

Yod e .4

OI1'® = oT1 + cambio SDR

o =[ {seN+35y, M
Jo <

~{Ou, Fyy + 0V, Fyy + Ow, Fyy +60,,M , +(=6

1 Casanova (2018, pag. 334)
Casanova (1993, pag. 138 y ss.)

7 0y

SI1(¢) es un escalar, tiene el mismo valor en
cualquier SDR.

SIT' (¢) es el mismo escalar, pero con los
factores que lo determinan expresados en
otro SDR.

M, +6y,

M, }dX -

_.-OL {qX5u+qY5v+qZ§w+mX5¢9X +m, (= ’X)JFW_

—{Ou, Fyy + 6V, Fyy + 6w Fyy + 80, M, +(=6w,, ) M
Wox ),

0 0

Yl (5"9)( Ml}
M ( )2MZ2}




Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

Expresion matricial de 811(®)

L E
_[0 {6e N+8y, M, + 6y, M, +5ZXMT}dX:IO o¢' 6dX

Se={0c Sy, Sy, Or,) . e={N M, M, M,

L L
jo {9y Ou+qy Ov+q, Ow+m, 5‘9x}dX:jo od’ qdX

T

§d={§u ov Oow §<9X}T , q={q9y 49y 4q, m,}
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Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

]
Expresion matricial de 811(®)

¥ =
‘ |
Z =

{5ul.FXl. +Ov.E, +wF, +50,.M +(—5W,X)l_ M, +(OVv,y ) le-} =6d'F. i=12

(6u, ov, 6w, 86, 66, o6,

5d, ={Su, v, Sw, 80, —Ow,, v, )

— — — — T
Fi:{FXi ry fy; My M, MZi}

11



Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

Expresion matricial de 811(®)

MY = {86 N+, M, + 5y, My + 8y, M, }dX -

—:OL {qy Su+q,6v+q,ow+m, 50, }dX —

—{Ou, Fy, + 0V, Fy + W Fyy + 80, M, + (=0, ), My, +(5v,,), M, | -

I

—{Su, oy + 0V, Fyy + 5w, Fyy +80,,M o, +(=6w,, ), M, +(0v,, ), M, |

:jOLaaTch—joLadTqu—il&df’E
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Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

O Aclaracion: significado de las fuerzas F

B F son las fuerzas que actuan en los extremos de la
barra; en una estructura, las fuerzas que ejerce
sobre una barra aislada el resto de ésta.

\\\/// P / \\\/// P / \
k -~ ¢ | 4\\ = - &4 \ ™~ IE1b
= __ = ] /
— —
| = | _E1b B
] & = | | ] & = | _IEZb |
° = (o e ° = (c s / /
= - —b
| = | 5 4
— \Y? — \Y?

Vo0 fo T 7 fo T
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Formulacion matricial del TTV
(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

Relaciones cinematicas (teoria de Navier-Bernoulli)

= du [ d R
— R 0 0
dX oy
d2W £ g = g » 3
Xy == 0 0 ——
Ax | _ dX || Vv
d2V 3 — d2 < >
Xz == vl o 0 —— o [|”
Z,); A7 dX O
Xx=— 8 0 d‘;z o 0| °
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Formulacion matricial del TTV

(hip. Navier-Bernoulli y Coulomb)

|
Ecuaciones constitutivas

(teoria de Navier-Bernoulli + teoria aproximada de la

torsion no uniforme)

N = EAe Nl |[EA 0 0 0 ¢
M, =EIl, y, M, = 0O GJ O 0 || 2,
M,=Ely, M, 0 0 £, 0 ||y
M.=GJy, M, L 0 0 0 E]Z_“\ZZ)J

« J = modulo de torsion
« Hipotesis: centroide y centro de esfuerzos cortantes coinciden.
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Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

Notese que las variables
propias de cada problema
sblo intervienen en los
términos indicados en
cada caso.

Desacoplamiento

o]
(8. ), M,

olema axil=> N, g u, gy, Fy

blema torsion> M-, ry, 6, My, M

Problema flexion plano XY> M., 7, V, dy, Fy
blema flexion plano XZ> My, », W, g5, F»

17



Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

En conclusion: la respuesta mas general de
una viga recta se estudia mediante cuatro
problemas desacoplados.

Eso permite plantear este punto como:

B Estudio de la barra sometida a axil

B Extrapolacion de los resultados al caso (analogo)
de la barra a torsion

B Estudio de la barra sometida a flexién en el
plano XY

B Extrapolacion de los resultados al caso (analogo)
de la barra sometida a flexion en el plano XZ

Nos centraremos en la barra recta de seccion
constante.
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de |la barra sometida a axil

d= {u(x)} e} =

Desplazamientos y deformaciones

)

d

Condiciones a cumplir por la funcion de forma:

B Deformaciones = derivadas primeras de d

[0 Deben existir las derivadas primeras #0
- funciones de interpolacion al menos lineales

[0 Se requiere continuidad C° en el contorno

Las cumple una interpolaciéon lineal

20



Discretizacion por elementos finitos
El problema de |la barra sometida a axil

Coordenadas normalizadas

v 7
=—— * ¢
_LIZLLIZJ L1>_1J
X-X dX
E=2 7 < -5 d§:27
dngdf
L

f, r(xX)ax =[ g(6)de

21



Discretizacion por elementos finitos
El problema de |la barra sometida a axil

Interpolacion: polinomios de Lagrange de
primer orden (2 nodos)

L’; (5) = fI[ ((§ :é;)) |n 3 Eggz)e;%gc?enlzdftlsncién vale 1
N (€)= 12(8)= § ‘_f; -

_E-&

N, (&)= L3(¢) -y

22



Discretizacion por elementos finitos
El problema de |la barra sometida a axil

Interpolacion:

=)= (e Ml |

Deformaciones

§={5}={d }{ﬁ}:

dx

_|2dN, : 24N, ||4,
L dé L d& |la,

~ ===
B a,
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de |la barra sometida a axil

Deformaciones virtuales

welir)=| -1 ]I -nan

Esfuerzos

=D& — {N}:[EA{—l l}{ﬁ“}:[—E—A E—AH%}
A L, L L4

o

il

~
¢=Ba,
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Discretizacion por elementos finitos

El problema de |la barra sometida a axil

Matriz de rigidez

[ 6ax = S'B'DBa, L d¢ -
0 = o

|

T (! _z

536.[—1 i

L

i, o, |
s

4] -

[ EA

L
=5

L

L

'S

K(e)

1
déa,=dl —
I L} >
L )" —cm' Ka
£4 |4, e

EA
2L

25



Discretizacion por elementos finitos
El problema de |la barra sometida a axil

Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior

del dominio 1( )—
L ~ i 1| A I-¢
[[6 qax [ alN'aZds=al] |2 g (6)Zas
509
R BN
:\{5”1 5“2} I e =oa,f,
| LS (E)as
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de |la barra sometida a axil

Fuerzas puntuales en los extremos

2 = - - F =
Z&iiTFiEé‘ulFXl_I_&’leXzz{&’tl 5”2}{—X1}:535F
= 2 5:5 ; Ffz

F

Funcional de trabajos virtuales de la barra
e _ [fer (Lt T_2 e
o = |G odX - | 5" qdX5a ;&iFi:

~5a'Ka, -5a'f, —sa’ F =’ (Ka, —f —F)
Relacion de rigidez de la barra (cond. equilibrio)

Ka —f —-F=0




Discretizacion por elementos finitos
El problema de |la barra sometida a axil

|
Analogia con el problema de torsion

Axil Torsion

u O

& AX
N M-
EA GJ
Ox My

FX' MXI'
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de |la barra sometida a axil

Resultados del problema de torsion
(basados en la analogia; con las mismas funciones de forma)

ae:{HXl ‘9)(2} F:{M)(l MXz}
= L[ 0-m (e
K=| L = f= 7
== = (+&)m (£)de
L L 4 =
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Desplazamientos y deformaciones

a= (X)) PR R

dX* |~

€ L - d
Giro unitario T
alrededor del eje Z

Condiciones a cumplir por la funcion de forma:

B Deformaciones = derivadas segundas de d

[0 Deben existir las derivadas segundas #0
- funciones de interpolacion al menos cuadraticas

[0 Se requiere continuidad C! en el contorno

Las cumple una interpolacion cubica
(para garantizar la continuidad en el contorno)
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Interpolacion cubica (justificacion)

B Parametros nodales: se necesitan 4 para
garantizar la continuidad C1.

£ 2]

Vi Vs

{dv/dX | {dv/dX},

B Cuatro parametros definen un polinomio cubico

v=a,+aX+a, X +a X’
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Funciones de forma Hermiticas (1)
M=) M= gl-e-eee)
N3(§):i(2+3§—§3) N4(§)=i(_1_§+§2+§3)

1,2

1
0,8
0,6

0,4

0,2

0

-0,2 OV OY oY oY O O v Y Q Q"\' Qr\l’ Q’\b Q\D‘ Q(? Q%) 0/\\ L) 5

-0,4
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Funciones de forma Hermiticas (2)

: \ de _2
v, dX L
dv/d&) dv_dvd?_gﬂ
{‘/}}:[Nl N, N N4]<( Vé 5)1 de_dng_Ldf
R = d*v 4 d’v
(db/dé), T
g ‘;1
dv/dX
:|:Nl £Nz N, £N4}( V/A )1 * > d=Na
i 2 2 ] Vv, e
: (do/dx),
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Deformaciones R
o | d g | 4d E L ]| (@/ax),
g = = = N, =N, N, =N, >
P v RO T A A
dzv:4 dzv/ k(d‘;/d)()zj
dx* I’ dX& b
[4d’N, 24°N, 4d’N, 2d°N,||(d¥/dX), =
[’ dE* L dE* P dEE L dE || v, ¢
(av/dX),
[65 -1+3¢ 6L 1+3.§} a
L == L L
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Deformaciones virtuales

a2

Esfuerzos

-D¢ o W, |=[EL)3

1+3¢
L

}

-

(d

o,

(a(ov)/dx

o,
ov)/dX

)
)

N

= Béa,
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Matriz de rigidez

L 1
j &T&dxzj 5a§BTDBae£d§:
0 -1 9

-

( g A

L2
—1+3¢&

(e1,]

6, —1+3¢ 6L 1+3&

}gdfae:“.

I’ L L L

37



Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Matriz de rigidez

12EI, 6EI, 12EI, GEl,

5 L’ 5 L’
6EI,  4EI,  GEl, 2EI,
_ o] TP L L L o7
=R\ JEI GEI, 12EI,  6EI, [* =K.
3P D

6EI, 2EI, 6EI, 4FEI,
I’ L I’ L

b

38



Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior

del dominio

Lz e L. o7
jo ad qu_L(SaeN q- d¢ =

N =[N1 %Nz N,

L

_NJ

2

B Sigy=cte. > f =

|

L

1

> 1, Mi($)ay (£)dg

LT Mg, (ene

[ V©)ay ()ag

1 N (@ e

oL q,L qYLfe L
2 12 2 12

=alf

€ e
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

2 — p— — p—
Zé‘leFl = 5‘;1FY1 +(5‘,}9X)1MZI +5‘;2FY2 "‘(5‘3,)()
i=1

Fuerzas puntuales en los extremos

Y

[u——

F 3
Zl>:53TF
F,

~

2

MZ2

pe
.
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Funcional de trabajos virtuales de la barra

M = [ 6dX - [ 84 qdXoal —ia‘dfﬁ. ~
i=1

~a'Ka,—ca'f,. —sa’ F =6’ (Ka, —f —F)

Relacion de rigidez de la barra (cond. equilibrio)

Ka —f —-F=0
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Discretizacion por elementos finitos
El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)

Analogia con el problema de flexion (plano X2)

Plano XY Plano XZ

V W
@, (=dv/dX) oy (=-dw/dX)
Mz My
El, El,
Qv 4z
FYi FZi
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Discretizacion por elementos finitos

El problema de la barra sometida a flexion (plano XY)
|

Resultados del problema de flexion (plano YZ)
(basados en la analogia; con

. _ -
las m{lsmas funciones de forma) } EL Nl(gg)qy(f)df
a, =Py (W), W () ) -
cF I F W — = _llNz(é)qy(é)dé
F:{Fm Mt MYz} f, = L4 !

= _ Ly J
12EI,  6EI, 12EI, 6EI,| | 2 Jl ;(£)ay()dg

I3 = 72 = I = 72 _L_ 1 .

6El, 4EI, 6EI, 2EI, | | 4 RAGIAS, s
K=| L L L L
12E1, 6L, 12E1, 6El,
— L3 L2 L3 L2
_O0El, 2EI, 6El, 4EI,
_ L2 L L2 L
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Resumen de resultados

[0 Barra de poértico plano: axil + flexion XY

VaN VaN T VaN

F:{_FX1 F, M, F, F, i,
%:Nl(i)q}((g)dg Nl(é):%(l_g) i0jo! Ha
[ M@ake | n@-iee) | numeracon
L 1 de funciones
. L N(€)ay(¢)as we)-ig-gep) |deforms
| %.'ZM(f)qX(«:)df V&)=10+2
é’flm(f)%(g)dg Ny(¢)=7(2+3¢- &)
Lzzfl No(€)gy (£)as V(D=L imgg )
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Resumen de resultados

[0 Barra de poértico plano: axil + flexion XY

£4 0
L
12E]
0 52
6El
0 —
=7
L
12E]
0 =7
o SEL

6EI,

0 0
12El,  6EI,

L3 L2

6EI, 2EI,
—F E

0 0
12EI,  6EI,

e = 72

6EI, AEI,
P L |

46



Resumen de resultados

[0 Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

ae:{wl O 6, w,

F

:{Fm

M, M, F
RGOS
[ N (&)m (E)ag
L w)a (ke
[ M9a()ag
S RAGEREE
L V&g (ene

6., ém}T siendo: 6, =(—W,,)

1

———7T
2 My, Myz}

M(E)==(-¢)
N2(§)=5(2—3§+53)
M(O)=1li-£-&+8)
N(O)=30+9)
Ny(¢)=7(2+3¢- &)
N(&)=1-ere &)

, Oy, = (_W:X )2
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Resumen de resultados

[0 Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

| 12FEI,

6EI,
—
0

4AEI,

L
6EI,

12EI,

L3

6EI, |
-
0

2EI,

L
6EI,
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Resumen de resultados

[l Barra de estructura de tipo general

ae:{ul w w 60, 6, 6, u v, w 0, 6, 0,

N N A

siendo: 0, =(- W), , 0,,=(V.) , O,=(-W,), ,

F:{FXI by, Iy MXI My, M, Iy, I, I;, My, M, MZZ}
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Resumen de resultados

[l Barra de estructura de tipo general

U
un YN PN n n
1 st sl s
Nn W ) ~ n
N—" /VI/W N— ol N T
= B~ N > > )
3 11 LS 0000 1 80
e 11 0 e 1
/VM N—" N— /@ N6 /|/M
W v <
L rse L ] el e |1 Frvree ] L
e ] > (J 01 | —
i i i42
SN DS S BRI SN I H I ~
_ |
[
i
,/g 1
N M N N = M
=YD= fA0o=-A 08\ ey
A~~~ —_~ wn /yl_C\J [
/V@ /Vlrw /PVW S N N—"
1 s s 1 e e
\M‘l/ ~—~ ~— \|m/ N N
un oM N Ny =
s A e =R %
ol b=l =M n A AN e At el
LA vt LT LA ALt et
o [ ] r le\]
i i42
_N AR | AR | NG| ~
_ |
(]
i
AT
SHUERN
S Gy
rJ\|\
[
fe

—
on nHCJ
W n i
W N i
_ V)
W _
_ o
Ul /|_\
—~ |t — =
I I
—~ T
izl
o \O
2, 2
— AT
RS (N
+ _
An
S
_ i
e HHITSa
I 1
—~ i
(s TR
o v
=, =
ewilliiew
_ rh
) NI
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Resumen de resultados

[l Barra de estructura de tipo general

% 0 0 0 0 0 —% 0 0
0 12153‘1Z 0 0 0 6EZIZ 0 12153'1Z 0
L L
0 0 12153'1y — 6EZIY 0 0 — 12£§IY
L L
GJ
0 0 0 — 0 0 0 0 0
L

0 0 B 6E21Y — 0 0 0 6E21y
L L
= 6El, = = 5 4El,  , _6EL 5

K = E E £
= E—LA 0 0 0 0 0 E—LA 0 0
— 121312 = = — 6E212 5 121212 5
E 2 =

12E] 6El 12E]

0 —————39 . 0 0 0 =
L L L
0 0 0 - % 0 0 0 0 0

0 0 = 6E21Y o 2EL 0 0 0 6E21Y
L L L

6El 2EI 6El

0 5 z 0 0 0 p £ 0 - 5 Z 0
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Precision de los resultados

0 El planteamjento anterior proporciona los valores exactos

de la solucion en los nodos.

Esto no es habitual en el MEF

Se debe a haber utilizado la funcion de forma natural
(solucion de la parte homogénea de la ecuacion diferencial que
gobierna el problema).

Esta propiedad de la funcién de forma natural se cumple en
todos los elementos finitos unidmensionales (rectos o curvos).

[0 Esta propiedad la citan y utilizan numerosos autores, por
ejemplo
m HINTON, E. Y OWEN, D.R.]J. An Introduction to Finite Element
Computatlons Plnerlgde Press Ltd, 1979. Pag. 131.

B ONATE, E. Calculo de Estructuras por el Método de los Elementos
Finitos. Analisis Estatico Lineal. CIMNE, Barcelona, 1992. Pag. 36.

B YAMADA, Y. Y EZAwA, Y. "On curved finite elements for the analysis of
circular arches”. Int. J. Numer. Meth. Eng. 11: 1635-1651, 1977
O Para su demostracion refieren a

B ToNG, P. "Exact solutions of certain problems by the finite elements
method”, AIAAJ, 7: 178-180, 1969

B ZIENKIEwWICZ, O.C. Y MORGAN, K. Finite Element and Approximations.
Wiley, 1980
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Precision de los resultados

[0 Precision de los desplazamientos y esfuerzos en
puntos del interior del elemento:

B No son exactos: su valor depende de la
interpolacion, que ni siquiera tiene porqué ser un
polinomio del mismo orden que la solucion exacta.

7oy

d=Na, , €¢=Ba, , o=DBa,

B Esto, en la practica profesional, no es un problema:

basta colocar un nodo donde sea necesario conocer
valores exactos.

54



Precision de los resultados

[l Puntos optimos para el calculo de esfuerzos.
Se puede demostrar! que:

B Silaley de esfuerzos exacta —que, en general, no se
conoce- es un polinomio de grado n, y la
aproximacion por elementos finitos uno de grado n-1,
los valores de esta ultima en los puntos de
cuadratura de Gauss-lLegendre de orden n son
exactos.

B Sila diferencia entre las leyes exacta y aproximada
es de mas de un grado, los valores de la ultima en los
puntos de cuadratura citados aproximan un término
mas del desarrollo en serie de Taylor de la ley exacta.

1 ONATE (1992. pag. 115 y s.s.)
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Casos mas habituales

Precision de los resultados

[0 Puntos optimos para el calculo de esfuerzos.

Como consecuencia de lo anterior:

Axiles o torsores

[0 La interpolacion adoptada origina leyes de esfuerzos
constantes.

)

O Si las leyes reales son constantes o lineales (g, o my nulas
o constantes), el valor en el centro del elemento es exacto.

O En cualquier otro caso, es el mas aproximado.

Flectores

O La interpolacién adoptada origina leyes de esfuerzos
lineales.

\

(

(gy 0 g, nulas o constantes), el valor en los puntos de

O Silas leyes reales son constantes, lineales o cuadraticas }
Gauss para la cuadratura de orden 2 es exacto.

O En cualquier otro caso, es el mas aproximado.

Con independencia de lo anterior, por equilibrio se
puede conocer el valor exacto de cualquier esfuerzo
en cualquier punto.
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

Ll

Hasta aqui hemos obtenido, para cada barra de la
estructura, una relacion de rlgldez -ien ejes locales

de barra!- de la forma

_ K
Ka -f-F=0 < .

K, {

b b
K21 K22

4

1l

B El superindice b se introduce para recordar que la
relacion corresponde a la barra b.

El siguiente paso es expresar estas relaciones en
ejes generales, obteniendo

Ka —f' -F'=0 <

b

K 11
b b

_K 21 K 22

b
K 12

I

) [r] [FH]_[o
a”| |f2,| |F%] |0

B La prima indica que la relacion esta en ejes generales
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

[0 Cambio de sistema de referencia

b b b
_Tai > fei

siendo

b

Portico —

b

Emparrillado =

(cos(8) —sin(B) 0
sin(#) cos(f8) 0
0 0 1

1 0

g,

b

General ~—

F'=T'F’ , K’=TK.(1")
i'i' ji' ki' O 0 0 |
ij ji ki 0 0 0
ik jk kk' 0 0 0
0 0 0 i ji ki
0 0 0 ij i kj
0 0 0 ik jk kk|

donde B (problemas planos) se mide desde el semieje X’ global hasta
el semieje X de la barra, en sentido contrario a las agujas del reloj.
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IONES

Sistema global de ecuac

ensamblaje

J)

je barra b (i

je

Ensambla

S | —— —

4= =4 -} - - -] — - - - -} -

=== e e e e o - L Ry -t e = d=cccc===ck=

|||||||||||||||||||||||||||||| BHHLHHHH
! 1
! 1
1 1 1
1 1 |
1 1 |
1 1 |
||||||||||| BN cioiennnnan: [RYREERRNRERET) - - puuUl Uil AL
1 1 1 : o 1
1 LU —_— ! 1 ¢ 1L 1 1
1 | 1 O R |
1~ & ild Ol
© 1 1 1 1 "
1 1 1 1 |
1 1 1 1 |
1 1 1 1 |
1 1 1 1 I
||||||||||| NN fripnniiigas: REEERPRERERRIY oo (HERREYENRPRNEERRNN NS YR
1 1 [ 1 |
® 1 1 1 |
. 1 1 1 1 |
1 1 1 1 |
* 1 1 1 1 I
1 1 | 1 |
|||||| | 1 | 1 1
MONTTITI TR e OOTTITTITE S i ANTATTITITITTNND
1 1 1 1 1 |
1 1 1 1 1 |
1 1 1 1 1 |
l 1 1 1 1 1 | [
1 1 1 [ 1 |
1 1 1 __ 1 1 I
1 1 1 1 1 |
1 1 1 1 1 I
_ A LA | !
r ] 1 1 1 ] \ A\
1 l a 1 11O 1 |
1 Y | R 1 1 n” 1 |
l oo o ! il ¢ 0o 0o ! > Cllle o 0o 1
1 1 1 1 - 1 |
1 1 _“HI 1 | _rpl 1 |
1 1 1 1 1 I
I\ 1 1 | | ; 1 | )
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

Interpretacion del sistema de ecuaciones

Pl.'
\\\\S' :ifBle ‘—_____,.——Ijgiggf?—————?ffi>
@D o‘él /1 ©
2 ];91b2
szl

b2
D e 2
I;ale

Ecuacion de equilibrio del nudo

\& r bl b2 b5
= : P-F"-F*”-F"*=0
@ BN P,-’ = Fzrbl 4 Flrbz 4 FlrbS
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

Ensamblaje barra b (i-})

—primera barra confluente en
el nudo i— : B
J -
= b B : 0 r ) - 3
— ke
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Sistema global de ecuaciones:
ensamblaje

Resultado del ensamblaje de todas las barras
confluentes en el nudo i {Eb} _Ki[i K;Z;Ha;b}_{f;f}

r bl b2 b5 /b 5 b 5 5
P =F," +FK " +F K K, K ||a; f,
s B [ = [ ) s j
a,
!/ .
al. — 1
$ ¢ ++< + ‘lEcuaciones
a’ de equilibrio
J del nudo i
/
Q y, | - kaN) S J
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

En cualquier barra, si se conocen:
B |a geometria inicial
B |as fuerzas exteriores en el interior de la barra
B | os desplazamientos de los extremos
B Las fuerzas en los extremos de la barra (en
equilibrio con las anteriores)
se puede calcular:

B |os esfuerzos en cualquier punto intermedio C,
por equilibrio del tramo 1-C o del tramo C-2.

B Los desplazamientos del punto C, mediante las
formulas de Navier-Bresse (o los teoremas de
Mohr si se trata de una barra recta de seccion
constante).
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Asi pues, para resolver una
estructura de barras basta
determinar:

[0 Los desplazamientos en los
extremos de cada una de las
barras

[0 Las fuerzas en los mismos
puntos

Para hallarlos, sabemos que:

[0 Los desplazamientos de cada
extremo de barra coinciden
con los del nodo al que esta
unido.

[0 Todas las barras deben estar
en equilibrio.

[0 Todos los nodos deben estar
en equilibrio.

® =
| 4
L,i
—
|
|
(c .
—
|
NS
=i
e
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

En cualquier barra en equilibrio, las fuerzas exteriores y los
desplazamientos de los extremos se relacionan mediante:

L, fel g S e
B e
T g

Fuerzas de empotramiento perfecto

\
\
\
\
¢ Q
\
ML
\
\
\
\
N\

.

= Barra
N descargada
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Determinacion de la matriz de rigidez:

[0 Resolviendo N problemas de desplazamiento impuesto,
sin cargas exteriores. En cada uno se impone el valor 1 a
uno de los desplazamientos de los extremos y O a todos
los Ccilemas Proporciona una columna de la matriz de
rigidez

O
/‘IO o Reacciones
= e \

P

\:*‘
1l
I\J*
L

(f*l K1,1 KIJ l’j
f* K K d
{ *1}:{ 1 12}{ 1} = <f*] - Kjl KJJ K]N <1$:<KU
f*, K, K, |ld, :

f*y _KNI Ky, KNN_ 0 Ky
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Determinacion de las fuerzas de empotramiento perfecto
[0 Teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti

vI(X) es el desplazamiento
de la viga descargada
sometida a un desplaza-
miento impuesto v,=1.

Es decir, es la solucion de la
parte homogénea de la
ecuacion diferencial corres-
pondiente, con las constan-
tes determinadas para que
v,=1 y los restantes despla-
zamientos nodales nulos.

Es la funcion de forma
adoptada correspondiente al
desplazamiento dual de RI,
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

Relacion de rigidez de la estructura y postproceso

=

=

Las relaciones de rigidez obtenidas implican el equilibrio
de la barra.

Los desplazamientos de los extremos de las barras se
identifican con los de los nodos.

Les ecuaciones de equilibrio de nudo se imponen
mediante el ensamblaje convencional del sistema global
de ecuaciones, como hemos visto en un punto anterior.

Las condiciones de contorno cinematicas se imponen
como vimos en el tema 3.

La resolucion del sistema permite obtener los
desplazamientos de todos los nodos.

Luego, el analisis de la relacion de rigidez de cada barra
permite obtener las fuerzas en los extremos de la
misma.

iEl mismo proceso que vimos en en MEF!
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Un punto de vista alternativo:
el calculo matricial de estructuras

-
Coincidencia de la relacion de rigidez

0 Meétodo Matricial de Calculo de Estructuras

K, d+ ' =f La solucién del Método Matricial
es exacta en los nodos. Asi
pues, estos resultados justifican
gue la solucién por el MEF

f _F=0 adoptada también lo es.

O Meéetodo de los elementos finitos

K MEF

Pero d=a_. y f =F ; es sblo una cuestion de notacion en
cada método.

Y, si en el MEF se adoptan las funciones de forma
naturales, las propiedades vistas anteriormente exigen

KMAT = KMEF f'=—f

€

por lo que la relacion obtenida es la misma en ambos
casos.

Se comprueba facilmente comparando los resultados anteriores con los
gue figuran en cualquier libro de Calculo Matricial de Estructuras, por

ejemplo: (Livesley, 1970), (Przemieniecki, 1985), (Saez-Benito, 1975)o0 |
(Coin, Albiges y Journet, 1971) 21
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Introduccion

[0 Objetivos del tema:

Establecer la escritura matricial del TTV para |la barra
basada en la teoria de Timoshenko (flexion) y la
teoria aproximada de la torsion no uniforme

Observar que en lo relativo a extension y a torsion no
hay diferencias con el planteamiento del tema
anterior.

Formular por el MEF la respuesta de flexion mediante
elementos lagrangianos lineales.

Observar el problema de bloqueo y describir los
principales procedimientos para resolverlo

Formular por el MEF la respuesta de flexion mediante
la funcidn de forma natural (solucion exacta, libre de
bloqueo).
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Formulacion matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

0 ElI TTV para un estructura de barras (teoria de
Timoshenko —flexion- y aproximada de la torsion no uniforme?)

N
_ re) _ : :
= Zél—l =0 Vod e A SI1(e) es un escalar, tiene el mismo valor en

cualquier SDR.

" (e) | mismo escalar, con los factores
e) () . 311 es e .
o™ =o' + cambio SDR que los forman expresados en otro SDR.

A1 = {55N+5;(ZM +0y, M

_ {qX5u+qY5v+qZ5w+m 00, -Iﬁv@m

{5u1FX1 + v, Fy, + 0w, Fyy + 00, M 456, MY1 +

—{5u2 OV F, + W, F,, +60,,M

1 Casanova (2018, pag. 330)
Casanova (2011, pag. 226 y ss.)




Formulacion matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

0 Expresion matricial de 8I1(®)

.[OL{§8N+5ZZMZ +oyy My +0y Vy 0y, V, +§ZXMT}dX:j0L58TGdX

s~ {05 e o o

So={N|V, V,| M, M, M,)

= L
_[0 {qX ou+gq,ov+q,ow+m, 59X}dX=jO 5qudX

sd={ou &v &w|_ 68, 40,] 50,

5(1:{%( 4y 4, My M:{QX a4y q; my 0 O}T

0 O




Formulacion matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

0 Expresion matricial de 8I1(®)
{6u,Fyy +6v, Fy + 6w, Fy + 00, M ,, + 0,M , +50,M /| =5d]F, i=1,2

5d, ={ou, o&v, Sw, 66, |66, &6,

= —————— — — — T
Fi:{FXi ry I, My, M, MZi}

B Finalmente
oL
o1 = 0{55N+5;(ZMZ+5;(YMY+57/XYVY+57/XZVZ+5;(XMT}dX—

.OL {qX ou+q,ov+q,ow+m, 5<9X}dX —
—{6u, F\, + v, Fy + 6w F, +660,,M , + 66, M, +50,M | -

_{5u2 Fo,+v,F,, +wW,F,, +50,,M ., +066,,M,, + 5922M22} =

:jOL&Tch—jOLadTqu—iade




Formulacion matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

O Aclaracion: significado de las fuerzas F,

B F son las fuerzas que actuan en los extremos de la
barra; en una estructura, las fuerzas que ejerce




Formulacion matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

T
Relaciones cinematicas (teoria de Timoshenko-Coulomb)

du

Y xz

(1

d
aX

0

0

0

0

0

-1

<




Formulacion matricial del TTV
(hip. Timoshenko y Coulomb)

Ecuaciones constitutivas
(teoria de Timoshenko-Coulomb)

N =¢EA (N] [E4 O 0 0

N 0 0 E
Vw=vuwGay |V, 0 G4, 0 0 0 0 ||ry
V, =rwG4,, |V, 0 0 G4, 0 0 0 ||y,
3 o < ;
M, =Ely, |M, 0 0 0 GJ 0 0 ||z,
M,=ELy, |M, 0 0 0 0 EI, 0 ||z
M, =Gly, M, [0 0 0 0 0 EL||yx
L - A

« Ay, A, = areas de cortante
« J = modulo de torsion
- Hipotesis: centroide y centro de esfuerzos cortantes coinciden

10



Indice

Introduccion
Formulacion matricial del TTV (hip. T+C)
O Discretizacion por elementos finitos

B Problemas desacoplados

B Flexion mediante elementos lagrangianos
lineales

B Bloqueo e integracion reducida
B Flexion usando la funcion de forma natural
B Resumen de resultados

Bibliografia

11



Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

[0 Desacoplamiento

o =

L0 | )

Notese que las variables propias de cada
problema soélo intervienen en los términos
indicados en cada caso.

Problema axil> N, ¢, u, gy, Fy

Problema torsion> My, », &, my, M

Problema flexion plano XY=> V,, M., vsy, =/ V, 65, Oy, Fy
Problema flexion plano XZ=> V5, My, vxz, 7y, W, &, 45, F

12



Discretizacion por elementos finitos
Problemas desacoplados

0

En conclusion: la respuesta mas general de una viga
recta se estudia mediante cuatro problemas
desacoplados.

Los problemas de extension (axil) y de torsiéon estan
gobernados por las mismas ecuaciones del tema anterior
- la solucion alli obtenida sigue siendo valida

Quedan por analizar
B La barra sometida a flexion en el plano XY

B La barra sometida a flexion en el plano XZ, por
extrapolacion de los resultados anteriores

Nos centraremos en la barra recta de seccidon constante.

13
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

|
Desplazamientos y deformaciones

S N o S G M

([
4

B Deformaciones = derivadas primeras de d

[0 Deben existir las derivadas primeras #0
- funciones de interpolacion al menos lineales

[0 Se requiere continuidad C° en el contorno
Las cumple una interpolacion lineal

Condiciones a cumplir por la funcion de forma:

15



Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

[0 Coordenadas normalizadas
gt te 5 e
¥ = 7] L L
X
- == C ax=Lae
L2 L2 1 1 2
L I L
J, (X)ax = [ o(5)=d¢
[0 Interpolacion: polinomios de Lagrange de primer

orden (2 nodos)

16



Discretizacion por elementos finitos

Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

0 Interpolacion:

0

c oy = -1,
é:{m}: dX {
)ZZ 0 d

Cp
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

[1 Deformaciones virtuales

Ll L i)
5@:{573”}: L 2 L 2 <5‘9A21 >=B5ae
5;(2 O _l O l 5V2
= L L = ﬁézz,
[0 Esfuerzos
— - [p GA,, 0 (7
o=PE = {}:{AY}:{ OVY Hyjﬂ/}
M, EL, || X,

18



Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

[0 Matriz de rigidez

[ 6ax =] S'B'DBa, Ldi= .. -
0 -1 7

tr 1= 1 I4c
L 2L L 2L 0 0 0 0 ]
N e S B S |
_ o 2L 4 2L 4 L L
_5aej_l4GAVY ot T ive I e
L 2L L 2L 0 _1 0 =
= 2 2
1+& 1= 1+& (1+¢) 5 L L
2L 4 2L 4

19



Discretizacion por elementos finitos

Flexion mediante elementos lagrangianos lineales
|

[0 Matriz de rigidez

oL 1 1

I’ 2L I 2L B =

| | | | 0 00 O

27T 2 9T 4 0 1 0 -1

== = = a =...

1 1 1 1| L]0 00 0

I’ 2L I? 2L 01 0 -1

tr b 1 1 ‘ K, ’
2L 6 2L 3 |

K

20



Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

[0 Matriz de rigidez

- 1
r
1
:5aTE[z<12 2L
"L |a,| 1
r
==
- 2L

2L I
1 1
3 2L

1 1
2L L’

1 1
6 2L

il an o] T ans
Fere {1 1SRRI ||| e |G
i Fan{iifon:

J

rd, =

(Factor de cortante Y R
12E7T,
A I

\_ r )

21



Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

|
[1 Factor de cortante.
B Definicion:
12EI, 12EI,
Ay = 2 ) &, = 2
GA,, L GA,,L

B Cuantifica la influencia de la deformacion por cortante
en la soluciéon del problema.

B Para una viga completa:

O Determina la cota maxima del error cometido al
evaluar la flecha mediante la teoria de Navier-
Bernoulli (en tanto por ciento de dicha flecha)!.

[0 En casos reales, suele ser del orden de las
centésimas o menor

[0 iOjo! Lo anterior solo es valido para el factor de
cortante de la viga completa, no para el de cada uno
de los elementos finitos mediante los cuales se
modela.

1 Monledn (1999. Pag. 120 y s.s.)
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Discretizacion por elementos finitos

Flexion mediante elementos lagrangianos lineales
|

[0 Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior del
dominio

L AT e Lo,
| od"qdx =] salN q-dé =

L1 (1-6)q, (2)a

£ 1(1_ O
= = = VA
={o% 0, &%, b, — = 5a’f,
‘ % 151 0+8)a, (6)ds

23



Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

[0 Fuerzas puntuales en los extremos del elemento

2 J— J— A P— J— A —
> 64/F, =8V, F, +86,M ,, + 6V, F,, + 66, M ,, =
i=1

Fy
_Jon 2 A 51 ) Mz _ w
={o% 86, o0, 80,|1 "' t=0alF
\ = N E,
Sal 7
MZZJ




Discretizacion por elementos finitos
Flexion mediante elementos lagrangianos lineales

Funcional de trabajos virtuales de la barra
2

e C(E oyt T % ~

oM ="' odX —| o’ qdXon, ;adiFi_

~sa'Ka,—ca'f —ca’ F=c’ (Ka, —f, —F)

Relacion de rigidez de la barra (cond. equilibrio)

Ka —f, -F=0

25
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

0 El modelo desarrollado (y otros similares) presentan un
Inconveniente:

Cuando la deformacion por cortante es muy pequena,
sobreestiman la rigidez a cortante frente a la rigidez

a flexion conduciendo a un resultado irreal.

Este fendmeno se denomina bloqueo y hay varias técnicas
para evitarlo.

Para estudiarlo, en primer lugar conviene notar como varia
el factor de cortante cuando la deformacién por cortante es
muy pequena

vy =0

V.
Vxy = -

G4,y |

» = GA,y —> ©

)

oy =

12E1,

GA,, L

—0

Teoria de
— Navier-
Bernoulli

27



Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

Consideremos una viga modelada mediante un
unico elemento lagrangiano lineal.

B Condicion de equilibrio
Ka —f -F=0 < Ka =f +F=f

¢, KF+£KV a =f < E]Z(aYKF+12KV)ae:an
L oy L

B Sila deformacion por cortante es relevante, la
expresion tiene sentido. (Con un nimero adecuado de
elementos se puede resolver el problema.)

B Paradojicamente, cuando menor es la
deformacion por cortante, menor es @, y mas
pesa el término de cortante en la matriz de
rigidez.

28



Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

[l

[l

En el limite (teoria de Navier-Bernoulli)

EZZ (e, K, +12K, )a, =a,f ——=> K,a, =0

Esta situacion se denomina blogueo

B E| modelo no es capaz de representar deformaciones
por cortante muy pequenas

B Cuando ocurre esto, aparece una sobrerigidizacion
que minusvalora los desplazamientos, anulandolos en
el limite.

Esta misma situacion sefproduce en placas si se
utiliza elementos con deformacion por cortante
(teoria de Reissner-Mindlin) en placas donde esta
es despreciable (teoria adecuada, la de Love-
Kirchhoff).

29



Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

Integracion reducida

[

L

Una manera de resolver el problema anterior es
forzar que la matriz K,, sea singular, lo que permite
que se cumpla Kya,=0 con a_#0.

Para hacer que K,, sea singular basta integrarla con
un numero de puntos de Gauss inferior al necesario
para la integracion exacta.

El proceso puede resumirse del modo siguiente:

B Se integra por separado, con diferente niumero de
puntos de Gauss si es necesario, los terminos de K¢y
Ky (integracion selectiva).

B Se escoge un numero de puntos de Gauss para K,
inferior al necesario.

En general, esto da buenos resultados.
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

Integraciéon reducida (ejemplo)

[ 6ax =] S'B'DBa, Ldi= .. -
0 -1 7

=== = ==
L 2L L 2L 0 0 0 0
1—¢ (=& 1-¢ 1-& —=c
_sa’ [ 2L 4 2L 4 I’ :
=Gl [ 1G4y, ote 1T ive™Ho B oo o
r 2 r 21 0o - o L
1+& 1-&  1+& (1+¢) 5 L L
| 2L 4 2L 4 | =—
\ ; 1 Terminos
—— — constantes:
requieren dos puntos de Gauss de Gauss

(como los lineales)

—dcéa




Discretizacion por elementos finitos

Bloqueo e integracion reducida
|

Integracidon reducida (ejemplo)

( R

I’ 2L I 2L = 5
07 101 0 0 0 0
o 2L 3 oL 6 |, ELIO 1T O =1}
=o0a,.GA4,,L T 1 1 + = a, =...
r 2L I 2L 01 0 —1

o
t~
@)}
(\®)
~
(UY)
Lé
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

|
Integracion reducida (ejemplo)
...pero integrandolo todo con un solo punto de Gauss

N

o O O O
I
k.

J

y la matriz K,, se convierte en singular.

El elemento asi modificado presenta buen comportamiento
para cualquier valor de a..

rd, = ...
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Discretizacion por elementos finitos
Bloqueo e integracion reducida

Otros problemas que presentan bloqueo:

B Elasticidad 2D y 3D con materiales casi
incompresibles (v proximo a 0,5).

B Vigas curvas (blogueo de cortante y de axil)
B Placas con deformacion por cortante...
Otras formas de solucionar el problema:

B Introduccion de variables anodales para eliminar
términos espurios

B Interpolacion de los desplazamientos basada en
una interpolacion de las deformaciones

B Uso de elementos hibridos/mixtos...
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Discretizacion por elementos finitos

Bloqueo e integracion reducida
|

Trascendencia real en la aplicacion profesional:

B En barras rectas de seccion constante los
programas pensados para la aplicacion
profesional usan elementos que no presentan
este problema (proxima seccion).

B En los demas casos debemos saber que puede
aparecer bloqueo.

B Bastara con que comprobemos nuestro
programa procesando algun caso limite.

B Si puede aparecer bloqueo, normalmente el
propio programa presentara elementos
alternativos para los casos conflictivos.
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Discretizacion por elementos finitos

Flexion usando la funcion de forma natural
I

Recuérdese

En problemas unidimensionales, los elementos
finitos basado en el uso de la solucién de la parte
homogénea de las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el problema como funcion de forma
proporcionan los valores exactos de fuerzasy
desplazamientos en los nodos.
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

O Interpolacion - Funcion de forma natural (solucion

de

a parte homogenea de la ecuacion diferenciall):

a:<v} {Nll(f) Nio(€) Nio(¢) Niu($)]] 0|
\éZ N21(§) sz(g) N23(§) N24(§) &

\ézzj
W)= g Bk v b
le(é:):8(lfay):§3_(1+aY)§2_§+(l+aY): sz(g):m[:sg —21—|—0( )5 1—|—20{]
N13(§):4(1jay):_§3+(3+20‘Y)§+2(1+0‘Y): N23(§):2(1+10(Y)L[_35 +3]
Nl4(é:)_8(l+—a[(§ == 1"'051/)5 f (l+aY)] Nz4(§)_m[3§ +21+ay)§_1+2ay]

1 MONLEON (1999. Pag. 100 y s.s.) En el texto aparecen las funciones que determinan las reacciones de un fuerza
puntual, que ya hemos visto que deben coincidir con las funciones de forma. Ademas, hay que hacer un cambio de

variable de t¢[0,1] a £€e[-1,1].
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

[0 Deformaciones:

ax

R —1 A
A_{m}_ {V}_
€=1 = — =

Xz 0 i 02

:|:B11 Bl2 B13 B14:|4
B21 B22 B23 B24

B

o <

Notese que la primera fila de B es
constante y la segunda lineal. En
consecuencia, yyy Y Vy seran
constantes en el elemento y %, y
M, variaran linealmente en él.

Na(§) Na(§) Nul8) Nau(€)]]
0,
B.(8)=-B&) =10 —
Bal&)=Bulé) =3y
Bl6)=-Bx(O)= 1y
B(6)= oy B (1)
B0)= (1 oy B 1)
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Discretizacion por elementos finitos
Flexidon usando la funcion de forma natural

[0 Matriz de rigidez:
[ 6ax =] S'B'DBa, Zdf=.. -
0 -1 9)

1 12EI, 1 6EI, 1 12EI, 1 6EI, |
l+a, L l+a, L _1+aY L l+a, L
1 6L, 4+a, EI, 1 OFI, 2-a, EI,
_ s’ l+a, L l+a, L l+a, L l+a, L 2
¢ 1 12E], 1 6L, 1 12E], 1 6FE, | ¢
_1+aY L _1+aY L l+a, L _1+ay L
1 6L, 2-a, EI, 1 6Fl, 4+a, EI,
1+, L l+a, L l+a, L l+a, L
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Discretizacion por elementos finitos
Flexion usando la funcion de forma natural

[0 Fuerzas nodales debidas a cargas en el interior del

dominio
[[5d" qax = a! Nqudg =

[ V(@) (€)de
%.‘:le (f)mz (5)61’5

={o% 0, &%, o0, —
; 5a ’ EI_INB(é)QY(f)df

C%IIIN14(§)mZ (5)515

f@

=oa.f
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Discretizacion por elementos finitos
Flexidon usando la funcion de forma natural

= Fuerzas puntuales en los extremos del ele%@

Zédl.Fl.zévlFer&é’lM +5v2FY2+5@ 2 ...=0a'F
F=(F, M, F @

[0 Funcional de traba]os v@ de la barra
A1 = I&T@’ &d’ qdXsal - Z(sdTF~
acyoaf, —ca F &T(Kae—fe—F)
o

@ n de rlgldez de la barra (cond. equilibrio)
a —f —
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Discretizacion por elementos finitos
Resumen de resultados

[0 Barra de poértico plano: axil + flexion XY

a, :{’21 D, é21 0, v, ézz}T iOjo! Ha cambiado la
. numeracion de funciones de
F :{ . F, M, F, F, Mzz} forma para a_ldaptarla ala
. de una matriz N de 3x6

= . T

S

24
ol = ! 23

%.1]\]22(5)%/ f)df sz(ét)—4(1+ay)_§ _(3+2aY)§+2(1+aY)]
l L . 2

Sl e@aa | g le e ala)

Ll vi@adeke|  mia-tea

T R e R e B

% Noo(&)qy (E)dS Nool8) =g 4 (14 0 )2 -6~ (1 + )

[
|

|

o0
—

ek

_|_

R
~<
N—"




Resumen de resultados

[0 Barra de poértico plano: axil + flexion XY

E4
L
0

0

_E4
L

0

0 0
1 12E], 1 6FLI,
l+a, L l+a, L
1 6FKl, 4+a, El,
l+a, L’ l+a, L
0 0
-1 12E1, -1 6FLI,
l+a, L l+a, L
1 6K, 2-a,FEl,
l+a, L l+a, L

_£4
L

0

0 0
-1 12E1, 1 6FLI,
l+a, L l+a, L
-1 6El, 2-a, El,
l+a, L l+a, L
0 0
1 12E1, -1 6L,
l+a, L' l+a, L
-1 6E£l, 4+a, El,
l+a, L l+a, L

Haciendo ay=0 se reduce a la matriz exacta de la teoria de Navier-Bernoulli.




Resumen de resultados

[0 Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

iOjo! Numeracién de
funciones de forma

e _ _ _ _ - : :
F=IF M M. F. M M correspondiente a la matriz N
{ “1 = rl 2 X2 ”} de 3x6 de emparrillado plano.

N N AN VY T
ae:{wl Oy 6, w 0, ‘9Y2}

] N (©)ay (£as e IR A ()
= Nal€)a ()i V)= ol e g llva)
ik Lé I T R R S TR (198
L B e R e e

Sl e | g

Bl G5 B T




Resumen de resultados

[0 Barra de emparrillado plano: torsion + flexion XZ

1

12E1,

l+a,

—1

L3
0
6EI,

-1

I+,
12EI,

LZ

L3
0
6EI,

 +a,

L2

0

_GJ
7

-1 6EI,  12EI,
l+a, L L

0 0
4va, EI, 1 6EI,
l+a, L l+a, L

| 6EI, 1 12EI,

l+a, I’ l+a, I

0 0
2—a,EI, 1 6EI,
l+a, L l+a, L

0

-1 6EI,

l+a,

0

2-a,

L2

EIl,

l+ea,
|

L
6EI,

l+ea,

0

4+a,

L2

El,

l+a,

L

Haciendo a,=0 se reduce a la matriz exacta de la teoria de Navier-Bernoulli.
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Resumen de resultados

[l Barra de estructura de tipo general

N

VoY VoY VoY VoY N T
ae:{ul w ow 6, 6, 0, u v, w 6, 0, ‘922}

_ — — T
F:{FXl FYI FZl MXI MY] M21 F)(z FY2 Fzz MXZ MY2 MZZ}

1

N1—1 5 - 1_5
( ) 2( : ) ino_! Numeracion de
V€)= g -G 2a ) 2 ) nciones de form,
| g matriz N de 6x12 de
S V= b de ti
Nosl)= gy ol -G 2w ) 2014 ) barra de tipo
No()=50-¢)
L [ 3 2 ]
N3_5(§):8(1+052)§ _(l+az)§ _§+(1+az)-
L == 2 :
N2_6(§):8(1+05Y)§ _(1+aY)é: _g"'(l‘HZY)_
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Resumen de resultados

[l Barra de estructura de tipo general

Nio(§)=5(1+2)

1

Nesl€)= )

:— = +(3+2ay)§+2(1+ay)]

Veol)= oy € #6242l v )

1

N4—10(§):5(1+§)

N311(5):8(1faz)[§3+(1+az)§2_§_(l+az)]
Nz—lz(‘f)ZS(l_i_aY [‘f + 1+0‘Y)§ == (1+aY)]




Resumen de resultados

[l Barra de estructura de tipo general

wpowpowp B A ag
\.d) S = s | RTT \d/
e o M /VI/W W
NI 1 e 1 e 1 et 1 e
A< >~ N < iy >~
D S S S )
e e S s P ) \yﬂ?/
0 R et | R e |
i ° il = o T
— @\ o (Q\l
e e
TRLLLLLLT ULt TN L e | e s LLLLLEE
QAN A T oS e
N |
Il
fd
1
et AU SN =~ S
= = s} P =
— TN —~~ o M0 \kg
S Bl N < o S
Ui aii il AEA Repi
|1 et |t | 1 e
T a0 T N Nz_J iy
— on <
e e
LI et LTt AL e | AL
S| N | e SN
Ny
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Resumen de resultados

[l Barra de estructura de tipo general

% 0 0 0 0 0 —% 0 0 0 0 0
0 1 Jr1 12[212 0 0 0 1 6E2]Z 0 = 12[212 0 0 0 1 6E2]Z
o, L I+a, L l+a, L I+a, L
0 0 1 12€IY -1 6EzIY 0 0 0 -1 12€IY 0 -1 6EzIY 0
l+a, L l+a, L l+a, L l+a, L
0 0 0 % 0 0 0 0 0 —% 0 0
0 0 1;1 6E21Y 0 4+a, EI, 0 0 0 1 6E21Y 0 2-a, EI, 0
o, L l+a, L l+a, L l+a, L
0 1 6EzIZ 0 0 0 4+ay EI, 0 -1 6EzIZ 0 0 0 2—-ay EI,
l+a, L l+a, L l+a, L l+a, L
—ETA 0 0 0 0 0 ETA 0 0 0 0 0
0 1;1 121212 0 0 0 = 6E2]Z 0 1 121212 0 0 0 = 6E2]Z
a, L l+a, L l+a, L l+a, L
0 0 -1 12Z§IY 0 1 6E21Y 0 0 0 1 12Z§IY 0 1 6E21Y 0
l+a, L l+a, L l+a, L l+a, L
0 0 0 —% 0 0 0 0 0 % 0 0
0 0 -1 6E21Y 0 2-a, El, 0 0 0 1 6Ez[Y 0 4+a, EI, 0
l+a, L l+a, L l+a, L l+a, L
0 1 6EI, 0 0 0 2-ay EI, 0 -1 6LEI, 0 0 0 4+ay EI,

l+a, I l+a, L l+a, I l+a, L |
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Introduccion

L

=

Temas anteriores = barras rectas de seccidn constante,
N-B+C o T+C

Objetivo del tema

- mostrar el modo de incorporar al modelo de
elementos finitos convencional (programas de calculo de
estructuras de orientacion profesional) una serie de
elementos que suelen aparecer en estructuras reales:

B Barras de seccidon variable
B Barras curvas

B Enlaces no concordantes, que coartan desplazamientos
en direcciones distintas a las del sistema de referencia
global)

B Enlaces elasticos
Desconexiones
B Nudos de dimensidon finita
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Barras de seccion variable

[1 Caracteristicas geomeétricas de la seccion
transversal:

B Solo intervienen en las relaciones constitutivas de la
barra (matriz D en nuestra formulacion)

B Sila barra es de seccidon variable, las caracteristicas
geomeétricas seran funcién de punto

(N(X)] |[EA(X) 0 0 0 0 0 |[ &(X) )

V, (X) 0  GA,(X) 0 0 0 0 ||7x (X)

V,(X)|_| o 0 GAL(X) 0 0 0 |}re(X)

M, ()| o 0 0 GJI(X) 0 0 ()|

M, (X) 0 0 0 0 EL(X) 0 2 (X)

M, (X)] | 0 0 0 0 0  EL(X)||x(X)
o D(X) e




Barras de seccion variable

[0 La matriz D solo interviene en la definicion de la matriz
de rigidez

K= [BE] D(E)BE) - de

2

[0 Para determinar la matriz de rigidez de la barra de
seccion variable basta:

B Expresar D(X) en funcion de £ mediante el cambio de
variable

B Integrar

[0 Como las funciones de forma ya no seran solucion de la
parte homogenea de la ecuacion diferencial
- la solucion no seréa exacta en los nodos

0 La matriz de rigidez exacta se puede obtener por
meétodos de Resistencia de Materiales
(recuérdese tema 7)




Barras de seccion variable

[0 Los programas convencionales de Calculo de
Estructuras no suelen permitir programar la forma
de variacion de las caracteristicas mecanicas: A(X),

Ay (X), Ayz(X), J(X), I,(X) e I,(X).

L En su lugar, tienen predefinidos algunos modos de
variacion sencillos: variacion lineal, parabdlica,
cubica...

[l Mediante el uso de estos modos sencillos, y
subdividiendo cada barra en un numero suficiente
de elementos, se puede resolver cualquier
problema.




Barras de seccion variable

Ejemplos de tipos sencillos de variacion

Lin Lin Lin Lin Lin Cub
Lin Lin Lin Lin Cub Lin
Lin Lin Lin Lin =Cua Lin




Barras de seccion variable

[ El calculo establecido es valido para vigas rectas de
seccion variable

pero algunas vigas de seccion variable de interes
en mgenlerla civil, ademas suelen ser curvas
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Barras curvas

Cinematica y estatica de la viga curva:
B Exigen el analisis de un tramo diferencial de viga
B Esto requiere un sistema de referencia curvilineo

B En problemas planos (directriz y dir.ppal.inercia)
puede ser el triedro de Frénet.

B Las ecuaciones cinematicas y de equilibrio del
solido 3D, en coords. curvilineas, tienen
expresiones diferentes a las de la viga recta
(derivadas covariantes)

11



Barras curvas

[0 Ecuaciones del arco plano de seccidon constante (se
presentan como ejemplo)?

_du v N, = EAg, V,  dNg

s =———— — - —0s =0
as  p Vy =GAyq =
u dv M. = El N dV.
=——@Q, +— =ElzX —_—_—Y _¢q,=0
sy @7 dx Z == 5 dS Gy
ZY:d_% A ax _VY_dM_z_mZ:o
dx =, ds
P

p es el radio de curvatura de la directriz en el punto estudiado

[0 Evidentemente, la expresion del funcional de trabajos
virtuales también es diferente a la de la barra recta

1 MONLEON, (1999. pag. 61y s.s.) 12



Barras curvas

Formulacion por el M.E.F.:

[

L

No se puede extrapolar de la formulacion de la

barra recta _ _ _
- funcional de trabajos virtuales diferente

Cada posible curva directriz requiere un calculo
especifico : _
- Integracion sobre la directriz concreta

Puede presenta problemas de bloqueo por
sobrerrigidizacion debida al cortante o al axil

Se han propuesto numerosas técnicas para
evitarlos (funciones de forma especificas,
Integracion reducida, formulaciones hibridas...)
—>no evitan el calculo especifico para cada directriz

13



Barras curvas

Formulacion por el M.E.F.:

=

O

El siglo pasado se publicaron las matrices de rigidez
para una serie de directrices concretas (arco
circunferencial, parabdlico, eliptico...)

Hoy, mediante programas de calculo simbdlico y
usando los procedimientos de la Resistencia de
Materiales, se puede obtener la matriz de rigidez y
las fuerzas nodales exactas (0 muy aproximadas)
de cualquier viga curva razonablemente esbelta.

La amplitud de la problematica y la diversidad de
soluciones explican que los programas de calculo de
estructuras de orientacion profesional no suelan
Incluir barras curvas.

14



Barras curvas

Tratamiento practico de las barras curvas:
(En aplicaciones de ambito profesional)

[l La directriz se aproxima por una poligonal de lados
rectos inscrita en ella.

1 El ndmero de tramos debe ser suficiente (existe
una recomendacion de que cada uno no represente
un arco de curva de mas de 159).

[1 La aproximacion a los esfuerzos de la barra curva
es mejor en la zona central de los tramos rectos
que en los vertices, donde pueden aparecer valores
espurios.

15
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Desconexiones

Concepto

B Cuando uno de los movimientos del extremo de
una barra no se ha de compatibilizar con los del

resto de la estructura decimos que esta
desconectado.

/

17



Desconexiones

[0 La fuerza generalizada en el extremo
de la barra dual del movimiento
desconectado siempre es nula

[0 Esto permite eliminar el movimiento desconectado de la
relacion de rigidez de la barra mediante condensacion
estatica

K* =K% — K% K2 | 'KS. £ = £ — K2 [Ke | £

[l La matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales se
completan con ceros para recuperar las dimensiones
originales

[0 Como en la relacion de rigidez modificada ya no aparece
el movimiento desconectado, este no se compatibiliza

18
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Desconexiones

Ensamblaje barra
desconectada
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Nudos de dimension finita

[0 En las estructuras reales, a veces las directrices de las
bqrras que se unen en un nudo NO concurren en un
mismo punto.

0 En otras ocasiones, las dimensiones del nudo son tan
grandes que no parece ldgico considerarlo como un
punto.

Nudo rigido entre tablero y pilono

Cambio de canto de un —
pilar en una fachada o

medianera Pila de grandes dimensiones

22



Nudos de dimension finita

[l Se suele resolver suponiendo parte del area comun
como rigida 2 nudo de dimension finita

23



Nudos de dimension finita

[0 Formulacion

B Para Introducirlos se consideran barras ficticias con
extremos rigidos, que van de nudo principal a nudo
principal

nudos principales, directores o
amos (maestros sic)

nudos secundarios,
subordinados o esclavos >

2
Flexible —

(elastico) rigido

24



Nudos de dimension finita

[0 Nomenclatura:

B Nudo secundario: es el extremo de la directriz de la barra,
en el contorno del area rigida.

B Nudo principal: punto donde se situara el nudo en el modelo
matematico. Se puede elegir arbitrariamente.

Ve

25



Nudos de dimension finita

[l Resultados auxiliares

B FEcuaciones de equilibrio de una barra cargada
exclusivamente en los nudos

f,+H, .f,=0

f
f e
\1 % }A H, , = matriz de equilibrio
del tramo 1-2
4 ©

B Relacion entre los desplazamientos de los dos
extremos de un tramo rigido

T Contragradiencia
d,=H,.d, H, , = matriz de equilibrio
del tramo 1-2

26



Nudos de dimension finita

[l Resultados auxiliares

1 0 0O 0 0 O 1 0 O
0 1 0O 0 0 O H=| 0 1 O
H - 0 0 1 0 0 O —-A, Ay 1]
0O -A, A, 1 0 0 (Portico plano)
A, 0 -A, 0 1 O
—A, A, 0 0 0 1 -1 0 0
(Estructura 3D) H= A, 1 0
—Ay 0 1
Ay =X, =X, (Emparrillado plano)
Ay =Y, -Y,
A, =2,-1Z,




Nudos de dimension finita

0 Matriz de rigidez y fuerzas nodales en la barra con
extremos rigidos (sin _cargas sobre los tramos rigidos)

Sentido de avance
\ \\\\ — 5

<
< \V

Flexible — > Faido @E\A d

g (elastico) J <

= K, =HK;H| £ =Hf" i, j=12

B H, = H._, matriz de equilibrio del tramo rigido i*-i.
B K; submatriz de la matriz de rigidez del tramo elastico 1-2

[ T 1 nudo principal
A, =X, =X, A, =Y, =Y. A, =2 -2,
A A

nudo secundario
28



Nudos de dimension finita

[l Tratamiento de las cargas sobre los tramos rigidos
B No afectan a la matriz de rigidez

B Se sustituyen por un sistema estaticamente
equivalente en el nudo principal correspondiente

rI'gi@%ilexible > rLl’gid@
(elastico)
1®

rigido _ J >
/1/F|GIX|IF)|9 2 rl’gld
(elastico)

(1»
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Nudos de dimension finita

[0 Constricciones o vinculaciones
- condiciones que restringen algunos grados de libertad
de un nudo, condicionandolos al movimiento de otro
como si ambos pertenecieran al mismo elemento rigido,
que puede ser una linea, un plano, etc..

[0 Son como nudos de dimension finita parciales, que
solo afectan a algunos grados de libertad del nudo.
[0 Ejemplos:

B Algunos grados de libertad de dos nudos diferentes
han de tener el mismo valor.

B Un elemento estructural plano se considera
infinitamente rigido en su plano (forjado, diafragma).

30



Nudos de dimension finita

[ Tratamiento de las vinculaciones
(uno de los posibles)

B Similar al de los nudos de dimension finita.

B Basado en una matriz de equilibrio modificada,

[l conserva las filas y columnas correspondientes a
los g.d.l. condicionados, y

] sustituye por ceros con un 1 en la diagonal
principal las restantes filas y columnas
B El ensamblaje es mas complejo

[l Los g.d.l. condicionados se asocian al nudo
principal

[l Los restantes se asocian a los nudos secundarios
que siguen existiendo en el modelo
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Enlaces no concordantes

[l Apoyo no concordante - el que impide un
desplazamiento en una direccion diferente a las de
los ejes del sistema de referencia global.

A \$

L.

[0 No se pueden definir directamente sus
desplazamientos virtuales cinematicamente
admissibles, ni por lo tanto sus condiciones de

contorno, en el S.D.R. global.

i

33



Enlaces no concordantes

Para resolver este problema, se sustituye el
S.D.R. global por un S.D.R. local de nudo en
cada uno de estos

L, [, 2
i %

L.

=

s

B |as fuerzas y los desplazamientos de cada nudo
se expresan en un S.D.R. diferente

34



Enlaces no concordantes

En cada barra hay que considerar dos matrices
de cambio de S.D.R., una en cada extremo

P f1’ — Tlfl fz’ — Tzfz
@ aél = Tlael agz = Tzaez

T (By) = T, (Bo)

35



Enlaces no concordantes

Relacion de rigidez de la barra en ejes locales de barra
Cambio S.D.R.

Bl sl R
K, K, Ky jla, f., a, =T, a =T,
Relacion de rigidez de la barra en ejes locales de nudo

{Tltfl} = [Kll K, :HTlta:al} B {Tltfe;l}

thE K21 K22 tha; T2tfe’2 Montaje

<(EP> . _T1K11T1t T1K12T2t :Ha;l} {fe,1 }\ convencional

\E,J E TK,T TK,T, |a., f.

- = K| =TK,T

=]

< F/ | _ K|, K| :Ha:el } B {ferl}
Ej (K Kyl f. ]
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Enlaces elasticos

Simulan la deformabildad del soporte mediante
resortes lineales o helicoidales.

Veremos la manera de incorporarlos al modelo
estructural

El método directo permite introducirlos en las
direcciones de los ejes del S.D.R. global o de
nudo (enlace no concordante).

Si ello no es suficiente, se puede recurrir al
metodo de la barra ficticia.
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Enlaces elasticos

Método directo = fuerza exterior =
W, 0
A S A

v |

Y L — T kv,

X 3

R i
i » i Y,

Relaciones de rigidez de la estructura completa

— A - 3
F, K, K, - Ku - Ky [ Y, f
Fy Ky Ky - sz - Koy Vi le
J , — — o R Ll L jeselnimerode
F.y — kVi Kjl sz ij KjN v, fiy orden del gdl v, en
; : : : : : : el modelo
_ estructural
L MNZ J _KNI KN2 KNj KNN_ ﬂNz, (Myz ] completo.
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Enlaces elasticos

Método directo
( |f1x \ _K11 K12 Klj
_lY K21 Kzz sz K2N
2 . > = :
Fy —kvy, Ki Kj K Kin
I\WNZ J _KNl KN2 KNJ I'<NN
f Iflx \ _Kll K12 Kl] K
Ifly Kzl K22 K2j K
- ’
Fy Ki Kp Ky +K Kin
\I\WNZ _KNI KNZ KN] KNN




Enlaces elasticos

e

k///

Sustitucion por una barra ficticia

A

s
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Introduccion

[l Vision global de la Teoria de Placas (y laminas):
B Formulacidon similar a la Teoria de Vigas (MESD).
B Pero aplicada a cuerpos sensiblemente superficiales
B Y reduciendolos a 2D en lugar de a 1D.
[1 Desarrollo de la Teoria de Placas:
B Hipotesis cinematica y desplazamientos generalizados
B Analisis cinematico
[1 Deformaciones generalizadas
[1 Ecuaciones cinematicas
B Analisis estatico
[0 Esfuerzos y fuerzas generalizadas
[l Ecuaciones de equilibrio interno
Ecuaciones constitutivas
Formulacion fuerte en rigidez...




Introduccion

[0 Lamina
B Solido de forma curvada
B Una dimension notablemente
menor que las otras dos
B Es capaz de resistir y de
transmitir cargas
0 Ejemplos:
B El caso de un buque
B Algunas cubiertas
B Las torres de refrigeracion
B El revestimiento de un tunel o
falso tunel
B Las paredes de los depdsitos y
silos ...
M La cascara de un huevo, el

caparazon de una tortuga, o
el craneo humano.




Introduccion

[1 Placa

B [amina de forma plana
[l Ejemplos:

B [osas cimentacion
Algunos forjados
Muros
Puentes losa
El tablero de una mesa
Las tapas de registro...

Elementos parciales de
estructuras mas
complejas




Introduccion

Teoria de placas

Teoria simplificada, derivada de la elasticidad lineal,
que permite resolver el problema elastico de una
placa sometida a una solicitacion genérica con
aproximacion suficiente para la aplicacion practica.

Denominaciones:
B Teoria de placas

B Tension plana generalizada (estado membrana)
- Lajas




Introduccion

[1 PLACA:

Sdolido limitado por dos

superficies, X"y -,
simeétricas respecto a un
plano de referencia X, y por
un cilindro 0A de generatrices
perpendiculares al plano X
que tiene como directriz una
curva cerrada 0Q contenida
en este plano, que cumple
que el grosor h, en cualquier =
punto, es mucho menor que b
la menor dimension del area
Q interseccion de la placa
con el plano de referencia, .

min{a, b}. I

— -

.-




Introduccion

Ll

Notacion

Q* es la cara superior de la
placa,

- es la cara inferior de la
placa,

Q es la interseccion del
cuerpo con el plano medio %,

o0Q es el contorno de Q,

OA es la superficie lateral
(cilindro de directriz 0Q y
generatrices paralelas a 2)

h, grosor, que se mide desde
>~ a x* en direccion
perpendicular a X.

Sistema de referencia

Cartesiano, dextrogiro y
siendo Z = O el plano de
referencia (ver figura).

-y
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Hipotesis fundamentales

Hipotesis de pequeios desplazamientos y
pequenas deformaciones

Hipotesis cinematica
B |Love-Kirchhoff:

Una placa se deforma de manera que las normales a
la superficie media inicial permanecen rectas,
Indeformadas y normales a la superficie media
deformada durante todo el proceso.

B Reissner-Mindlin;

Una placa se deforma de manera que las normales a
la superficie media inicial permanecen rectas e
iIndeformadas durante todo el proceso.

Hipdtesis constitutiva:
B | ey de Hooke Generalizada + 6,=0

10
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Cinematica

Campo de desplazamientos
O

L ove-Kirchhoff

Desplazamientos

generalizados

TR

Notese que v=o,i+0o,J+kK, luego:
Oy €S un giro positivo de eje Y
.« @y €S uUn giro negativo de eje X
(notacion de Reddy (1984), Monleén (1999),
Ugural (1999)...)

____________________________________________________________
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Cinematica

Deformaciones (Love-Kirchhoff)

W

Deformaciones
generalizadas

)

®) . 5 — -

€ Ecuaciones cinematicas (Love-Kirchhoff)

(€B)

= Ey =U, = —W,

& X X F(U.v) A XX XX Fw)
) &y =Voy Ay = — Wiy

&)

& _ 1 _

2 Exy —E(U»Y +V,x ) Axy = —Wxy

13



Cinematica

Deformaciones (Reissner-Mindlin)

|

Ecuaciones cinematicas (Reissner-Mindlin)

O

= 1

'5 €x =thx Axx = Px sx Exz :E(gﬂx +W,x)
% f(u,v) 1

8 &y =V,y Ay = Pyosy Eyz ZE((DY +W,Y)
s

§  samqluv ) |z ={oa o) (20

14



Cinematica

[l Interpretacion fisica deformaciones generalizadas
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

Superficie de

\

. \
referencia ‘
\

\

-l

15



Cinematica

[l Interpretacion fisica deformaciones generalizadas
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

16



Cinematica

[l Interpretacion fisica deformaciones generalizadas
(so6lo Reissner-Mindlin)

i Y
I -
7 ———
- - 77 X
A4 A4
PP e
e — o
——————— 7
| £ | £
| |
| — | ——
L’7’7;7 l L’7’7;7 l
Yxz Yyz

17
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Estatica

[l Esfuerzos de membrana
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

oY

v /7%
/7 7 0
d?‘ N, = fgax dZ [N, ]=FL2
| Ny = Jiode [N,]=FL2
Ny = [ QQTXde [Ny ]=FL1

19



Estatica

[1 Esfuerzos de flexion —o de placa-
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

En la teoria de
Love-Kirchhoff
no aparecen los

cortantes
sy
Notacion !
d? [M,]=FL/L=F
[My]= FL/L=F
[M,]= FL/L=F

20



Estatica

[1 Esfuerzos de flexion —o de placa-
(so6lo Reissner-Mindlin)

En la teoria de
Love-Kirchhoff
no aparecen los
cortantes

[Qx]=FL*

[Qy]=FL+

21



Estatica

[l Fuerzas generalizadas en el interior del dominio (1)
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

iy

g
Zl{ ?\/ bX % =
e Oy = J‘_n bX dZ -I-tx -I—tx [qx]:FL-z
. 0y = fthdZ +1, H, [g,]=FL2

0 =[ b,z +& 4 [q,]=FL?

22



Estatica

[l Fuerzas generalizadas en el interior del dominio (I1)
(Love-Kirchhoff y Reissner-Mindlin)

dY
A
s
A b
Al [y 5
4/ ) 4% by — .
| - ‘ 2 bX despreciarse
Lo
} % h., h_
| mX = h be dZ +—tx __tX [mX]:FL/LZZFL—l
i Iy
/ : h., h_
my ZJ. h Zb\( dZ +§tY _EtY [m,]=FL/L2=FL1
2

23



Estatica

[l Fuerzas generalizadas en el contorno
(Reissner-Mindlin)

0/

\
~
\ R ‘
\
\
\
\
\
\
\
\
\

\

ds

\

o

-
S///
g Mﬂ

N

ol
I
|=
S
o
N
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Estatica

[l Fuerzas generalizadas en el contorno
(Love-Kirchhoff)

Dimensiones: como R-M

f% T J< ! M Fuerza 7, I:n — I - 1:ndZ
(. ) T efectiva 2
R N _ o
[ - F, ZI htSdZ
/C/S —
h
— b
M= Z6az
= :jjﬁtzdz = —
ds/ = J.g (< %:FZ+Mn39s
- M, =| ZtdZ

25



Estatica

-
[l Ecuaciones de equilibrio interno (Reissner-Mindlin)
Niysx +Nyysy +0x =0

NY9Y+NXY9X+qY =0 Laja
QX9X+QY vy TUz =0
Mxv»x My .y +Qy }?(-O Placa

X’X XY’Y QX +y O

[l Ecuaciones de equilibrio interno (Love-Kirchhoff)

NX9X+NXY9Y+qX =0

Laja
NY9Y+NXY7X+qY =0

M, . +2M. ... +M., +m/(+ry+ =0
X 2 XX XY 2> XY Y oYY X Y qZ Placa

26



Estatica

u=0 o N -F =0
Vi \7S () an |f=0 Laja
wW=W o Q -F =0
(08258 0 Ms_msnzo

_ Placa
(Dn:an 0 |\/In_lvln:

Condiciones de contorno (Love-Kirchhoff)
u =u o N —F =0

n n n

= — Laja
V, = o N.-FK=0

=W, o M, —-M_ =0

W
Pl
wW=w O (Qn+Mn59s) (FZ+Mn39s):0 -




Estatica

[1 Condicion de contorno de borde libre de Kirchhoff
(Love-Kirchhoff)
B Desplazamientos generalizados en el contorno
0 u, v, wy w,, son independientes
L0 w determina w,
B Condiciones de contorno cinematicas independientes

Observe que w(s) determina
WwW(Ss),; pero no w(s),,

28



Estatica

[1 Condicidn de contorno de borde libre de Kirchhoff

(Love-Kirchhoff)

ds

ds

5

5

(M

ns

-

ns,s

ds )ds

M. ds

(M, +M ., ds)ds

M +Mm ds

!

|

M =M

ns ns,s

ds

M %MNS)S ds

|

|

|

|

M ds

M

ds

ns,s

M

ds

M ds

ns,s

(Qn == Mns’s)_(lfz == I\ans):o

NS

J N J
Y~ Y
A A

— Fuerza exterior
efectiva

= V,, Cortante efectivo
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Estatica

[l Reacciones de Kirchhoff (Love-Kirchhoff)

O | 0
M _ds
M, dY Mn: ds
1 My
b I
! -
My My " M MNZ Mo

ZMW MNZ B Mn;

30



Estatica

[l “Reacciones de Kirchhoff” y placas de Reissner-
Mindlin

Love-Kirchhoff Reissner-Mindlin

31
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Relaciones constitutivas

[l Love-Kirchhoff y Resinner-Mindlin

N, = A(gX +vgY)
N, = A(gY +vgx)
Ny = A(l_v)ng
Eh

l—v

A—

2

M, :_D(Zxx "‘VZYY)

My :_D(ZYY +VZxx)

My :_D(I_V)va
Eh’

D

12(1-v*)

[l Solo Reissner-Mindlin (se afiaden a las anteriores)

Q, =Ce&yy
Q, =Ce¢&,,
C =2xGh

Kk Es el factor de correccion del cortante, que suele
tomarse igual a 5/6

(recuérdese las vigas de Timoshenko y el factor
correspondiente a seccion rectangular).

33
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Distribuciones tensionales

Love-Kirchhoff y Resinner-Mindlin

2
GX:NX+12I\§|XZ = :6QX h _22
h h - h3 9
N, 12M,
oy, =+ VA .
Soh i Cyz :6Q3Y[C]j _sz
Ny 12My h™ (\2
o, = 0 Justificacion y obtencion

similares a las de la formula
de Zhuravski en vigas
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Introduccion

|
Objetivos del tema:

B FEstablecer |la escritura matricial del TTV para la
lamina plana (placa) de Love-Kirchhoff
mostrando el desacoplamiento entre los estados
membrana y placa

B Identificar formalmente el estado membrana con
el de tension plana = misma formulacién por el
MEF.




Introduccion

[0 Objetivos del tema:

B Formular por el MEF la respuesta de placa (o de
flexion) ...

O

[l

...describiendo algunos de los elementos finitos
utilizados (los primeros, los mas sencillos...),
incluyendo rectangulos, triangulos y cuadrilateros

...mostrando las dificultades de obtener elementos
conformes y las posibilidades de resolucion mediante
elementos no conformes

...seflalando como, en general, la distorsion
isoparameétrica no es suficiente para generar
elementos utiles por problemas de grado de
continuidad

...presentando grosso modo algunos de los elementos
sofisticados que han permitido resolver algunos de
los problemas anteriores.




Introduccion

[0 Observaciones:

B Recordemos que la finalidad de la asignatura es
proporcionar al alumno los conocimientos suficientes
para utilizar con solvencia un programa comercial de
calculo de estructuras de orientacion profesional

B Para ello no necesita conocer un abultado catalogo
de elementos finitos con las caracteristicas de cada
uno. Es suficiente con que conozca las caracteristicas
generales de cada familia y los problemas que podria
encontrar para poder escoger en el improbable caso
de tener esa opcion.

B Por ello se ha optado por dar una descripcion sucinta
de algunas funciones de forma sencillas, escogidas
por su importancia o su interes didactico, y una
vision cualitativa de los procedimientos de obtencion
de otras mas sofisticadas.




Introduccion

[0 Observaciones (2):

B [os desarrollos presentados en este tema pueden
seguirse y ampliarse en Zienkiewicz (1980), Onate
(1992), Zienkiewicz y Taylor (1995), Cellgueta (2000) o
Alvarez el al. (2000).

B E| tratamiento de los elementos presentados de forma
cualitativa puede consultarse en Zienkiewicz (1980),
Onate (1992), Zienkiewicz y Taylor (1995).

B En estos mismos textos, y con mayor extension en
Zienkiewicz y Taylor (1995), pueden encontrarse
comparaciones numericas de los resultados obtenidos
con distintos elementos.

B En las referencias que figuran al final del tema se
incluye las correspondientes a los congresos y articulos
en los que se presentaron algunos de los elementos
tratados. Muchas de ellas son accesibles por internet.
Se facilitan como informacion adicional; no se espera
que el estudiante se dirija a ellas sin haber consultado
previamente las mencionadas en los parrafos anteriores.
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Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

[0 Funcional?l

él'[z” (dey Ny + 0, Ny + 20y Ny —
+0Y My + 0 My + 20y M XY )dQ

” {qx§u+qY5v+q25w/wyﬁ(w,Y}dQ

= iaQ{Fné‘un = FS&VS + F25W_ M nﬁwan _M n3§WDS}dS: O
Vode 4

1 Adaptado de Reddy (1984, pag. 316).




Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Love-Kirchhoff

Desacoplamiento

~

= Estado membrana

Al = L(&‘X Ny + ey Ny +20e, Ny )dQ —

= ]Q{cx5u + g, Ov}dQ —<j>

{F.0u, + F,6v, | ds+
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Formulacion matricial del TTV

Expresion matricial: estado membrana
|

Expresion matricial de la parte del funcional
asociada al estado membrana

dly, :”Q(5gx Ny + 08 Ny + 20, Ny ) dQ - =F, U+ R,

_”Q{qx Su+ g, ov}HdQ —cﬁag{lfn5un + F0V, fds=
:”Q58L| G\ dQ—”Qé'dI,, qy dQ— ag&ilﬂ F,, ds

OEx 08y  Ofxy )T =(0ex Oy 20€y )T
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Formulacion matricial del TTV
Expresion matricial: estado membrana

Ey |

VXY
%/_J
€M

VA
O/Y

/Y Jax.

L

6y =Dy &y )

: A
Estado membrana. tensiones SR

Estado membrana: deformaciones

u
v Ny=Ale,tva)

o — ENY:A(gY +V8x)

: A |
Nyy = A(I_V)ng :E(I_V)VXY

_ Eh
= 1 v 0 |
D,\,,z1 =~V 1 0
—V
0 0 (1-v)/2]

12



Formulacion matricial del TTV
Expresion matricial: estado membrana

[0 Estado membrana. Analogia con el estado de
tension plana

La expresion matricial del TTV es formalmente
idéntica en ambos casos

Los vectores de desplazamientos d,, y d, y de

deformaciones g, y € también son formalmente
identicos. Las matrlces L,, ¥ L coinciden.

En el estado membrana, eI vector de esfuerzos

O =(Ny, NyNyy) sustltuye al de tensiones 6=(cy,0y,0xy)
del de ten5|on plana. Notese que el primero es eT
resultado de integrar sobre el espesor el segundo.

Las matrices D,, y D son formalmente iguales. De
hecho, la del estado membrana es, simplemente, el
resultado de multiplicar por h la de tensidn plana

Los problemas de estado membrana y tension plana son
analogos. Por el MEF se resuelven del mismo modo y usando
los mismos elementos finitos.

13
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Formulacion matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

Expresion matricial de la parte del funcional
asociada al estado placa

Al :jjg(ngXMX + My + 287, My ) dQ -
[[ fwowida-§_{Zow-M,ow,}ds=

B “‘9581’ op e _”95(1; qp dQ— 89(5d§ )T F, ds

Sep =~ ~Fw 25xr)

op=(Myx My My)

odp =16W} qp =19 |
5dg=(5w —5W,n)T FM:(gzz Mn)T
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Formulacion matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

Estado placa: deformaciones

87 ) Notese que el signo
( = ] 0X = menos se incluye en
92 ; 1:el vector de
| A (= / , w0 d eformaciones
2 aY ng =D ( 7xx +Vlw)i
- {XY)J 287 - iMY:D(ZW_'_VZXX)E
€p L aanj dp ;MXY:D(I_V)ZXY
L, . EW ’
P fD_lz(l—vz) |
Estado placa: tensiones - L = .

V 0

Eh’
Op = DPSP ’ Dp = : > v 1 0
12(1-v?)
0 0 i(1-v)

16



Formulacion matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

[0 Estado placa: Desplazamientos en el contorno

) 1
{ I 0 |l
Ul | X9x oY Jan

-

'
dp L%

!

0 Mas sobre el contorno -
B En general, sobre el contorno M =M, =0
O k=%
[0 El término que depende de la derivada normal no es
necesario
B Programas comerciales de orientacion profesional
[0 No suelen considerar las fuerzas en el contorno.

[0 De existir, el analista ha de transformarlas en fuerzas
en los nodos.
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Discretizacion por elementos finitos

Estado membrana - como Elasticidad 2D

Sélo estudiaremos el estado placa (flexion)
B Prescindiremos de los subindices P

Campo de desplazamientos estado placa

d={WX,Y);

Condiciones que han de cumplir las funciones
de interpolacion

B Deformaciones - derivadas segundas de d

[0 Deben existir las derivadas segundas #0
- funciones de interpolacion al menos cuadraticas

[0 Se requiere continuidad C* en el contorno

19
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Discretizacion por elementos finitos

Elementos rectangulares
|

Grados de libertad por nodo (eleccion usual)
W (0 _(a_W\ (0\( —(a_w) Y
| , = X ), , - \aY | 4e | o3
4 nodos = 12 g.d.l. = 12 constantes X
1
é: n 1 @ ® 2
&2 én n’
& & én? n’ Cubico = 10 const.
& &n &En? én 7*  Cuartico =15 const.
& &'n &n’ &’ én' n’
& & &'n? En &’ /8 7’

No se puede utilizar un polinomio completo
La eleccidn de los 12 términos a conservar no
es evidente.

21



Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

Coordenadas normalizadas (recordatorio)

7
Y - a =i= a - |
4 ! \
; §
g =m
b 1
| v ;
| ==
f X
><C
X — X dX |
= = = = d~f=? dA= dXdY = abd&dn

p Yo g Y jx“ajy“b X.Y)dvdx = [ [ g(£.n)abdnds

22



Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

Elemento MZCL1

W= + 0L X+ oY + o, X2+ XY +a Y + o, X + g XY +

+ o, XY+, Y + 0o, XY+, XY

Usando coordenadas normalizadas
1 4 ¢

4 ,
&’ &n 7

53

1 MELOSH (1961, 1963), ZIENKIEWICZ Yy CHEUNG (1964)
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

Elemento MZC 4 e 3

- ¢

W:Na(e) 1 e ' 3
N=|N, N, N, N, N, N, N, N, N, N, N, N,

a(e):(wl Oxi1 P Wo Pxy Py W5 Pys Pz W, Pyy (0Y4)

N =+ &M+ nme+E+nn-& -’ )8 - F =@ -
N =ale —1)g+& )i+nm)/8 o // =
N, = .

i bw 5@7 a
R RS =
a,b C

/4

24



Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

Representacion de N;

H0,9-1
®0,8-09
= 0,7-0,8
®0,6-0,7
m0,5-0,6
m0,4-0,5
20,304
0,2-0,3
= 0,1-0,2
®0-0,1
®-0,1-0

(=L1) (1,1

m0,9-1
0809
=0,7-0,8
m0,6-0,7
m0,5-0,6
& = 0,4-0,5
m0,3-0,4
0,2-0,3
0,1-0,2

m0-0,1

m-0,1-0

(-1,-1) (1,-1)




Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

-
Representacion de N;

"0,2-0,3
m0,1-0,2
m0-0,1

LD (1,1

#0,2-0,3
£ ®0,1-0,2
®0-0,1

(-1,-1) (1,-1)

(=L1)

(-1-1)

Representacion de I\\I/3

(1-1)

#0,2-0,3
®0,1-0,2
®0-0,1

#0,2-0,3
®0,1-0,2
®0-0,1

26



Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

Elemento no conforme
3

« 2 elementos adyacentes

* @y3=1, resto parametros nodales nulos

- En la linea de separacion dw/dY adopta
valores diferentes a cada lado

27



Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

Propiedades del elemento MZC

Es un elemento no conforme

El elemento rectangular satisface el test de la

parcela
- la solucion aproximada tiende a la exacta al

disminuir el tamano de la malla

El elemento isoparameétrico distorsionado no
satisface el test de la parcela, luego no permite
obtener la solucion exacta

Solo es util si la placa se puede discretizar
mediante rectangulos

28



Discretizacion por elementos finitos
Elementos rectangulares

O El elemento BFS! 4 e

B Adopta como g.d.l. en cada nodo

el
- \ox ) T \ay ), T (oXaY )

B La funcion de interpolacion es un producto de dos
polinomios de Hermite de tercer grado, uno en cada
direccion

Es un elemento conforme

La extrapolacion a elementos cuadrangulares
requeriria usar como variables nodales todas las
derivadas segundas, lo cual, en la practica, supone
un elemento muy poco eficiente por el tamano de la
matriz de rigidez.

1 Bogner, Fox y Schmidt (1965)
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Coordenadas de area (recordatorio)
X=LX +LX,+LX, \
Y=LY +LY, +LY,
=L +L,+L,

L =(a +b X +cY)/2A

8 =X Y - XY, | (ij.k)=(.23)
b =Y -Y, > (3,1,2),
c=X X, (2.3.)
1 X Y,
2A=1 X, Y, =2*Areadeltriangulo
1 X, Y,

31



Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Elemento CKZ1
B Polinomio

w=ao,L, + L, + gL+ o, (L2 + 1L L L J+ o (L2 L L L L+
v (L2 +LLLL 4 (L2 + L L L L )+ o (L2 + L L L, L )+

ra (L2 +LLLL )
[2] B ”

B
L, L32%:

2]

(3]

1 Cheung, King y Zienkiewicz (1968).
Desarrollo inicial Bazeley, Cheung, Irons y Zienkiewicz (1965) 32




Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Elemento CKZ
B Polinomio

w=aL +a,L, + oL+, (L +LLLL o (L2 + L LL )
v (L2 +LLLL 4 (L2 + L L L L )+ o (L2 + L L L, L )+

ra (L2 +LLLL )
[=] p— l #“ 2]
‘

3] 2]

1“

L L L (Lng +%L1L2L3)

33



Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Elemento CKZ
B Expresion convencional

w=Na'®
N= [N1 N, N Ny N Ny Ny N3 N3]
a®=(W o & W 0, R W0 @)

N=L-+LL+LCL-LL-LL Los restantes
= valores se obtienen
N :Q(LZL +lLL L )_bz(l-%l-3+%|-1|—2|-3) mediante

permutaciones

Cs(LzL + : L L L ) C2('—%'—3 +%|—1|—2|—3) ciclicas de los

N
indices 1,2,3.
b = , C=X—=X% ... =

34



Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Representacion de N;

33333333

Elemento
Nno conforme

0405

,,,,,,,
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

L |
Representacion de N; Representacion de N;

36



Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Propiedades del elemento CKZ

Se trata de un elemento no conforme

Al aumentar la subdivision converge
monotonamente a la solucion exacta

Por ser triangular permite adaptarse a cualquier
contorno.

Se han propuesto algunas modificaciones de
este elemento que mejoran su comportamiento.
Cabe citar la de Spetch (1988):

[0 Sustituye los términos cubicos por téerminos
cuarticos

[0 Cumple el criterio de la parcela
[0 Proporciona buenos resultados.

37



Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

Elemento de 6 nodos de Morley

4
B Grados de libertad 1
.
woi=135 (a_w | =2,4.6 °
on ),

B Aproximacion de w polindmica de 2° grado
[0 Deformaciones constantes en el elemento
Es el elemento de placa mas sencillo posible

B No garantiza la continuidad de los giros (no
respeta la exigencia de continuidad C1).

B Pese a ello, converge.

1 Morley (1968), Morley (1971) 38



Discretizacion por elementos finitos
Elementos triangulares

[0 Elementos triangulares conformes
B Zienkiewicz (1980, pag. 290 y ss.)

) o

1
(a—wj , 1=2,4.6 2 3
on ).

B Clough y Tocher (1965)

&ﬁ&

39
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Discretizacion por elementos finitos
Elementos cuadrilateros conformes

Sanders (1964), de Veubeke (1965, 1968)

ORI
[ W )
® | (W)

Clough y Felippa (1965)
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Introduccion

Objetivos del tema:

B Establecer la escritura matricial del TTV para la
lamina plana (placa) de Reissner-Mindlin
mostrando el desacoplamiento entre los estados
membrana y placa

B Identificar formalmente el estado membrana con
el de tension plana = misma formulacion por el
MEF.

B Formular por el MEF la respuesta de placa y
mostrar que se puede determinar usando los
mismos elementos finitos que en elasticidad 2D.

B Justificar la aparicion del bloqueo y describir las
tecnicas para evitarlo.
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Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

0 Funcional!
ol = ”Q(é'gx NX == 58Y NY +258XYNXY +
+Iy My + oy M, + 20y, M, +
+2Q, 0¢,, +2Q, 0¢,, )dQ ; =
‘Hg{qx5“+qv5V+qz5W+W +M dQ
_Cﬁag{lfngu” + IES5VS 2= IEZ5W+ |\Wnégpn = I\ﬁns5qos}dsz 0
Yode .4

1 REDDY (1984, PAG. 357). En realidad, define la energia potencial, de cuya expresion es inmediato
extrapolar la del trabajo virtual.




Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

m::

Desacoplamiento

.Q(ﬁgx N, +de,N, +20e,,N,, )dQ -

~

Estado membrana

'Q{qx Su+q,ovidQ - <_f>ag{ F.0u, + F.ov, | ds+




Formulacion matricial del TTV
El TTV en una placa de Reissner-Mindlin

Estado membrana

B Respecto al estado membrana, no hay
diferencias con el modelo basado en la hipotesis
de Love-Kirchhoff.

B Todo lo visto en el tema anterior sigue siendo
valido.

En adelante nos ocuparemos, exclusivamente,
del estado placa.
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Escogemos escribirlo asi por conveniencia

para desarrollos posteriores

Formulacion matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

[0 Expresion matricial de la parte del funcional

asociada al estado placa
éHP 2_”9(5ZXXMX +5ZWMY +25ZXYMXY +
+2Q, 0¢,, +2Q,0¢,, ) dQ
—”Q{qz§w}d£2—<ﬁ {F,6w+M, ¢, + M, 00, | ds=

luostacan ], oweq8as [, 50,a, 00, 000 F, o

53|::(5Zxx Wy 25ZXY) 0%, :(255XZ 25€YZ)T
GFZ(MX MY MXY)T (Qx Qx)
sd,=low &9, o0 -={q, %’/ﬂf}

5dg = (5W 5¢n 5¢S)T I_*wp = ( FZ M n M ns)




Formulacion matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

Estado placa: deformaciones

— B
( s \ b AX O ¢ W | T i
4 ZW ¥: O O %Y <§DX> ZW:?\;’Y )
2 X xv ) 3/ 9/ || Zo =5 (O 400
= ;XYJ CO AY ij%f—“dp

bE igxz—_(qoerWx)
= — KW\ Eg :l . E

{2«%}: {m}: Yx 1 0 Jo | fe =5 Pt Why)

2& 8 0 —1 X
== \_AY O e
£Q €9 LQ T

10



Formulacion matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

Estado placa: tensiones

__Eh
12(1-v2)

6 =Drg. : D

11



Formulacion matricial del TTV
Expresion matricial: estado placa

Estado placa: desplazamientos y fuerzas
generalizadas en el contorno

) B T ( 3

W 1 O 0 || W
1Pn (= 0 Ny n, 3 POy ¢
\qu) O — nY nx \@Y ) I(O)L|C:é:(ijoenal. Se

—_ = ~ I —— plantear en el
dg Tc dp sistema
== cartesiano
convencional.
wn
(0]
©
({0}
N
— U
e |
V' m Componentes
g Q cartesianas
(D] .
n o convencionales
N.©
¢ 5
T 3
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Discretizacion por elementos finitos

O Discretizacion del campo de desplazamientos
(formulacion genérica, para un elemento de n nodos)

W

— _ — _|Pxi

S (W) Moo 0 Ny 0 0y
do=4¢,t={0 N, 0! 0 N 0] 1\
@) |0 0 N1 10 o0 N[

- f\? = (DXn

P

_ J

0 Discretizacion del campo de desplazamientos en el
contorno

d€=T.d, >dS=T.Na®




Discretizacion por elementos finitos

Discretizacion del campo de deformaciones

KZ,\XX =
ZAW $:LF dp :LF Na(e) :BF a(e)
2 X xy .

>
T
I
A

£, = {7”} Lod,=L,Na® =B a‘
Vxz

0¢. =B 0a"® 0t, =B, 0a'®




Discretizacion por elementos finitos

Dlscretlzacmn ceI funciona

(1)

j &ip qp 0Q - (&ig)T

:' 5a<e>T BTD B, a<e>ds2+ j j &a© BL DB, a<e>dQ—

” a® N q,dQ-— 5a<e> N'T. F, ds=

=@ | [[ BL D BdQ+[[ B} Dy B dQ |a® -

'S

Ke

/

_c(@f T =0
5 HQN qpd2+§ NTTL F, ds

Kq

\

RS

\\ f

7

F, ds=
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Discretizacion por elementos finitos

Discretizacion del funcional (2)
Ap=a® (K. +Koh® —1)

TV
Ap=a® (K. +K.h®-f)=0 va® =
=  |Kp+Koh®=f
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Discretizacion por elementos finitos

Expresion alternativa de las matrices de rigidez

K. =”QBTF D, B.dQ
= = 3
s DV s K, = fEhZKF
DF=12(1 il I 0 12(1-v?)
—V
0 0 (1-v)|
:
Ko = || BoDgBqdQ =
1 0 > :>KQ:KGhKQ
-
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Discretizacion por elementos finitos

Expresion alternativa de la cond. de equilibrio
Cantidad del orden de

F (&) _ magnitud de la flecha en la
_KF 'I'KQ]a =1 placa de Love-Kirchhoff.

= _ Recuérdese

4
)KF+KGhKQ a®=f | "

iBlogueo para placas delgadas!
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Discretizacion por elementos finitos

[0 Condiciones que han de cumplir las funciones de
interpolacion
B Deformaciones = derivadas primeras de d

[0 Deben existir las derivadas primeras #0
- funciones de interpolacion al menos lineales

[0 Se requiere continuidad C° en el contorno

[0 Son idénticas a las que aparecieron en elasticidad
bidimensional
B El problema de placas de Reissner-Mindlin se

resuelve con los mismos elementos finitos que el de
elasticidad bidimensional.

B Pero cuando las placas son delgadas pueden
presentar bloqueo.
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Introduccion

Observaciones previas

B FEl analisis por el MEF, mediante la teoria de
Reissner-Mindlin, de una placa moderadamente
gruesa se puede llevar a cabo usando los
elementos finitos descritos al tratar la
Elasticidad 2D.

B Solo surgen dificultades al tratar de utilizar los
mismos elementos y procedimientos en placas
delgadas.

B FE| objetivo de las técnicas que se va a describir
sucintamente es lograr elementos capaces de
procesar tanto placas delgadas como
moderadamente gruesas.
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Introduccion

Como en la viga de Timoshenko, para evitar el

bloqueo hay que conseguir que K, se vuelva
singular sin que ello afecte a K.

K. +K,[a® =f
K, +K,)

Hay varias técnicas para conseguirlo:

Integracion reducida/selectiva
Deformaciones de cortante impuestas

Elementos discretos de Kirchhoff (DK)
-solo validos para placas delgadas-

Elementos mixtos (interpolan
independientemente desplazamientos y
esfuerzos)... € fuera del ambito de la asignatura
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Introduccion

No se van a presentar ejemplos de elementos
finitos basados en ninguna de estas técnicas.

El lector interesado encontrara:

B Un catalogo extenso de elementos con sus
justificaciones en Onate (1992, capitulo 9)

B E| desarrollo de algunos elementos para ilustrar
los procedimientos en Celigleta (2000, capitulo
8) y Alvarez et al. (2000, capitulo 7).
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

Nomenclatura

B Integracion completa: la que usa los puntos de
Gauss necesarios para la integracion exacta.

B Subintegracion: la que usa menos puntos de
Gauss.

Integracion reducida: se subintegra tanto K¢
como K.

Integracion selectiva: se integra exactamente
Ke y se subintegra K.

26



Teécnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

O Indice de coaccion, IC

Se calcula en un elemento aislado, con dos lados
adyacentes empotrados y los otros dos libres

IC = GDL - 2 x NPG

[0 GDL - grados de libertad del elementos con la
sustentacion definida

0 NPG = numero de puntos de Gauss

0 2 x NPG = numero de coacciones necesarias para
imponer v =0 ¥ v, = 0 en los puntos de Gauss

Valores de IC. Si
O IC = 4 5> K. es singular y no hay bloqueo
O IC < 0 - bloqueo: K- no es singular

O O < IC < 4: valores proximos a cero indican
elementos que pueden sufrir bloqueo y valores
mayores pueden funcionar bien
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

[0 Mecanismos inducidos por la integracion R/S (1)

B Mecanismo = deformacion del elemento que no
consume energia de deformacion; p.e: movimiento
de solido rigido

B Estan asociados a valores propios nulos de la matriz
de rigidez.

[0 Los vectores propios determinan la combinaciéon de
desplazamientos nodales que define el mecanismo.

B Todos los elementos finitos tienen, al menos, el
numero de mecanismos que define los movimientos
de solido rigido posibles.

[0 Las condiciones de contorno cinematicas coartan
estos movimientos en el conjunto de la estructura

28



Teécnicas para evitar el bloqueo
Integracion reducida/selectiva

[0 Mecanismos inducidos por la integracion R/S (2)

La integracion reducida/selectiva puede inducir
mecanismos adicionales a los movimientos de sdlido
rigido

Estos mecanismos pueden propagarse entre
elementos, si los desplazamientos necesarios para
produurlos en elementos adyacentes son
compatibles. En otro caso no se propagan.

En la medida de lo posible, deben evitarse los
mecanismos espurios.

Los mecanismos espurios propagables que no se
coartan por las condiciones de contorno cinematicas
inhabilitan al elemento para resolver problemas:

[0 Como no producen trabajo virtual, no se pueden
determinar mediante el TTV y hacen singular la
matriz de rigidez (u originan desplazamientos
arbitrarios debidos a errores numericos inevitables
en el proceso).
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Deformacion por cortante impuesta

Fundamento

B En una placa de Love-Kirchhoff las distorsiones
angulares son nulas

B Un elemento de Reissner-Mindlin permite
analizar placas delgadas si, en el limite, cuando
h->0, »w20 Y 7>>0. Si no, presenta bloqueo.

B El| método de la deformacion por cortante
impuesta consiste en definir un nuevo campo de
distorsiones angulares basado en el inicial del
elemento pero que sea capaz de cumplir la
condicion anterior.
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Deformacion por cortante impuesta

0 Fundamento
B Expresion alternativa de las dist. angulares

(

Wl ] ()

1

~ I”z| _|Bi By By o B ||PXU| oy oo, oy ||
€ =19 . [= vy = 3%
Vxz ¥le B, By - anj : %1 O Gy T
:B\(‘fﬁ) L PYn a=a(w, »(;fx1 Py -..) =

B Cada coeficiente o;; del polinomio depende de pocos
parametros nodales.

B Sialgun coeficiente o;; depende de un solo parametro
solo se anulara para dn valor concreto de este,
usualmente cero. Asi se produce el bloqueo.

B Sjlos coeficientes s6lo dependen de los giros ocurre
algo parecido.

B El| campo de deformaciones por cortante impuesto se
disefa para evitar estas caracteristicas.
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Deformacion por cortante impuesta

[0 Procedimiento

B Se define una interpolacion de las distorsiones
angulares que cumpla las condiciones anteriores

. |7
e = = :N ’Y
o={7elon,

'Y:(sz_l Wz i1 Vxz 2 Yz 2 0 Vxzm 7/\/z_m)T

N, es una matriz de funciones de forma y y un vector
que agrupa las distorsiones angulares en una serie de
puntos de colocacion escogidos a priori.

B Introduciendo en la relacion anterior la interpolacion de
desplazamientos del elemento se obtiene la nueva
matriz B a utilizar (matriz sustituta)

. By,
~ Vxz : & _R ®
= =N y=N,| ! |a®®=B,a

~ 4
Y xz
| Baom_
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Deformacion por cortante impuesta

|
[0 Procedimiento

B Para facilitar la comprension del procedimiento, sélo
se han descrito los pasos fundamentales.

B Se han omitido los cambios de coordenadas y de
sistema de referencia necesarios segun las
definiciones de las funciones de forma y las
distorsiones en los puntos de colocacion escogidas.

B El lector interesado puede consultar todos estos
detalles en Onate (1995, punto 9.6).
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Teécnicas para evitar el bloqueo
Elementos discretos de Kirchhoff

Ll

Son elementos de placa de Love-Kirchhoff definidos
modificando elementos de Reissner-Mindlin.

B Cumplen v =17, = 0 (como las placas L-K) en una
serie de puntos.

B Dichos puntos pueden ser los de integracion o
algunos puntos del contorno.

Mantienen la continuidad C° propia de los
elementos de R-M.

Solo sirven para analizar placas L-K.

Pueden interpretarse como una variacion de los
metodos de deformacion por cortante impuesta, en
los que se buscaria que las distorsiones angulares
fueran realmente nulas en todo el elemento.
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