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Capítulo 1 

 

El problema de la reducción de modelos. 
Conceptos fundamentales 
 
1.1 Introducción 

En la actualidad se está realizando un gran esfuerzo por parte de la comunidad científico-
técnica para la resolución de problemas de ingeniería dentro de unos límites determinados de tiempo, 
precisión y coste. Estos problemas tienen cada vez mayor dimensión, en algunos casos demasiado 
grande como para ser resueltos dentro de los límites de tiempo y precisión deseables, y mayor 
complejidad. La necesidad de resolver estos problemas ocasiona la creciente utilización de sistemas 
informáticos paralelos y distribuidos [Perrot 92]. Por una parte se diseñan sistemas hardware con 
mayores prestaciones y que puedan ejecutar el código desarrollado de una forma más eficiente. Por 
otra, se desarrollan nuevos algoritmos numéricos [Kailath 80, Petkov 91] y estrategias de 
programación más adecuadas para obtener el mayor provecho de los computadores ya existentes 
[Dowd 93]. 

Uno de los temas cruciales en ingeniería es la modelización de sistemas dinámicos complejos. 
Sin embargo, para que sea factible el tratamiento de problemas reales, son necesarias aproximaciones 
que lo transformen en un problema más simple. Un sistema dinámico complejo suele ser no lineal, 
distribuido y variable en el tiempo, por lo que una de las primeras aproximaciones clásicamente 
realizadas es su transformación en un sistema lineal invariante en el tiempo. Los sistemas lineales 
invariantes en el tiempo resultantes de esta aproximación inicial suelen ser sistemas de gran tamaño 
que poseen un gran número de variables de estado [Skelton 88]. Por ello es necesario buscar modelos 
matemáticos más simples que aproximen al máximo el comportamiento del sistema original. Este 
modelo, que poseerá menor número de estados que el sistema original, se denomina modelo reducido 
o modelo de orden reducido y al procedimiento utilizado para conseguirlo reducción de modelos 
[Fortuna 92]. 

La reducción de modelos, que era un problema abierto en teoría de sistemas hace unos años, 
actualmente es uno de sus temas fundamentales [Skelton 88]. La aproximación usual para obtener 
modelos de orden reducido suele ser la misma para sistemas en tiempo continuo que para sistemas en 
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tiempo discreto. Nos referiremos normalmente al primer tipo de sistemas, ya que en la mayoría de los 
casos las conclusiones son extensibles sin excesiva dificultad para el caso de tiempo discreto. 

 

1.1.1 Objetivos y justificación 

Las ecuaciones de Lyapunov tienen una importancia fundamental en muchos algoritmos de 
análisis y síntesis en teoría de control. Éstas aparecen de forma natural en problemas de control lineal 
regidos por ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden autónomas lineales (EDO). Como 
muchos métodos de control no lineal utilizan el sistema lineal obtenido de la linealización de EDO 
alrededor de un punto de trabajo, estos métodos también requieren la solución segura y eficiente de 
este tipo de ecuaciones. Las ecuaciones de Lyapunov generalizadas aparecen de forma natural en los 
sistemas de control regidos por EDO de segundo orden, sistemas descriptores, o ecuaciones en 
derivadas parciales (EDP). En [Gajic 95, Mehrmann 91, Petkov 91, Rosen 95, Sima 94, Varga 95, 
Zhou 96] pueden encontrarse algunas referencias recientes de aplicaciones de ecuaciones de 
Lyapunov en temas de control. En particular, la reducción de modelos para problemas de control de 
gran tamaño se ha convertido en uno de los temas más importantes en teoría de sistemas y control en 
los últimos años. Muchos de los algoritmos propuestos para ello necesitan resolver una o más 
ecuaciones de Lyapunov (ver, por ejemplo, las referencias [Fortuna 88, Helmke 94, Safonov 88]). 

La necesidad de computación paralela en esta área puede deducirse del hecho de que para un 
sistema con una dimensión en el espacio de estados de orden 1000, la resolución de la ecuación de 
Lyapunov asociada a éste representa la resolución de un sistema de ecuaciones de 500500 incógnitas 
(una vez explotada la simetría de la solución). Sistemas de tal dimensión regidas por EDO son 
comunes en aplicaciones de ingeniería química, aparecen de manera frecuente para sistemas de 
segundo orden y representan grandes retículos cuando proceden de la discretización de EDP [Gardiner 
88, Laub 88, Rosen 95]. 

El método de Bartels-Stewart [Bartels 72] es el método directo más utilizado para la 
resolución de las ecuaciones de Lyapunov y es numéricamente estable. Se trata del primer método 
basado en transformaciones ortogonales que se diseñó para resolver las ecuaciones de Sylvester y 
Stein y, como particularización, para las ecuaciones de Lyapunov en tiempo continuo y discreto. 

En muchas aplicaciones, se requiere el factor de Cholesky de la solución de las ecuaciones de 
Lyapunov antes que la solución en sí misma [Hammarling 82, Helmke 94, Laub 87]. Esta situación se 
da en algunos de los métodos de reducción de modelos más utilizados aplicados en el espacio de 
estados [Laub 87, Safonov 89, Varga 91]. El método de Hammarling [Hammarling 82, Hammarling 
91] está basado en el método de Bartels-Stewart y permite obtener directamente el factor de Cholesky 
de la solución de las ecuaciones de Lyapunov. Por ello uno de los objetivos que esta tesis es el diseño 
de algoritmos paralelos de éste método y su implementación en las diversas arquitecturas de 
computadores de altas prestaciones actuales, así como el estudio de las prestaciones obtenidas. 

La primera etapa de los métodos de Bartels-Stewart y Hammarling es la simplicación o 
reducción de la ecuación. En ésta se suele utilizar el algoritmo iterativo QR [Francis 61]. Se trata de 
un algoritmo que transforma una matriz cuadrada a la forma real de Schur y que tiene un alto coste 
computacional. Algunos estudios experimentales, basados en distribuciones por bloques, muestran las 
dificultades en la paralelización del algoritmo QR (con desplazamiento doble implícito) en 
computadores paralelos [Henry 96] aunque se han propuesto alternativas para incrementar su 
eficiencia [Henry 97, Watkins 91]. En el caso de las ecuaciones de Lyapunov generalizadas se 
necesita utilizar en la primera etapa de reducción el algoritmo QZ. Actualmente no existe ninguna 
implementación paralela de este algoritmo debido a su alta complejidad. Pero, como el algoritmo QR 
y QZ están compuestos por el mismo tipo de operaciones de grano fino, son de esperar parecidos 
resultados de paralelismo y escalabilidad para el algoritmo QZ. Sólo la segunda etapa de los métodos 
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de Bartels-Stewart y Hammarling ofrecen, por sus características, la posibilidad de obtener buenos 
resultados en computadores paralelos. 

Una alternativa a los métodos anteriores es la utilización de métodos basados en la función 
signo matricial que no requieren de una reducción inicial de la ecuación [Roberts 80]. La función 
signo matricial fue introducida por Roberts como un método fiable para resolver la ecuación 
algebraica de Riccati. Se trata de un método que no es numéricamente estable pero que en la práctica 
se comporta de forma estable en la mayoría de los casos. Recientemente este método ha sido adaptado 
para resolver las ecuaciones de Lyapunov (estándar y generalizada) para tiempo continuo [Benner 97], 
obteniéndose muy buenos resultados en computadores monoprocesador. Por otra parte, en [Benner 97] 
se proponen algoritmos para obtener directamente el factor de Cholesky de la solución de la ecuación 
de Lyapunov, de aquí que nuestro segundo objetivo sea desarrollar algoritmos paralelos que resuelvan 
las ecuaciones utilizando este método, estudiando su comportamiento y analizando sus prestaciones. 

Una parte importante en el desarrollo de aplicaciones es la portabilidad de éstas y, por lo 
tanto, la utilización más amplia posible de los estándares que van apareciendo en el mercado. Por 
tanto, en el desarrollo de los algoritmos se han utilizado en lo posible las librerías computacionales y 
de comunicaciones más difundidas en la actualidad.  

Así, se han utilizado en las implementaciones paralelas de nuestros algoritmos los núcleos 
computacionales BLAS y LAPACK [Dongarra 87a, Dongarra 88, Lawson 79, Anderson 92] y las 
librerías de comunicaciones PVM (Parallel Virtual Machine) y MPI (Message-Passing Interface) 
[Geist 94, Gropp 94]. Por último, en la implementación de los algoritmos basados en la función signo 
matricial se ha utilizado el ScaLAPACK, una de las librerías paralelas recientemente desarrolladas que 
más impacto están teniendo en la computación paralela dentro del campo de la computación numérica. 

 

1.1.2 Estructura de la Tesis 

El contenido de esta tesis se ha estructurado en 7 capítulos que se detallan a continuación. 
Tras la presente introducción y la descripción de los objetivos que pretende abordar esta tesis, se 
recuerdan algunos conceptos básicos de álgebra lineal y del análisis y diseño de sistemas lineales de 
control (SLC). La última parte de este primer capítulo está dedicada a la descripción del problema de 
la reducción de modelos. 

En el segundo capítulo se realiza una detallada descripción de los métodos de reducción de 
modelos basados en el truncamiento del espacio de estados. En especial se detallan los métodos 
basados en realizaciones balanceadas, tanto de sistemas en lazo abierto como en lazo cerrado, y el 
método de Schur, debido a las importantes características que imprimen a los modelos reducidos que 
se obtienen con ellos. 

En el tercer capítulo se describen tres métodos para la resolución de las ecuaciones matriciales 
de Lyapunov. El primero es el clásico método de Bartels-Stewart [Bartels 72], también desarrollado 
para la resolución de la ecuaciones de Sylvester y Stein. El segundo método es el de Hammarling 
[Hammarling 82, Hammarling 91]. Se trata de una modificación del método de Bartels-Stewart 
mediante la que es posible obtener el factor de Cholesky de la solución de la ecuación. Por último 
analizaremos el método de la función signo matricial, muy utilizado para resolver las ecuaciones 
matriciales de Riccati y que particularizaremos para la resolución de la ecuaciones de Lyapunov 
[Roberts 80]. 

En el cuarto capítulo se realiza una descripción de las ideas básicas en que se fundamentan las 
arquitecturas y algoritmos paralelos. Analizaremos tanto la clasificación de las arquitecturas más 
utilizadas en los computadores actuales como los métodos más difundidos para su programación. 
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También analizaremos algunas de las máquinas paralelas más significativas utilizadas hoy en día y en 
las que hemos obtenido los resultados experimentales de nuestro trabajo. 

El capítulo quinto está dedicado a la descripción de los algoritmos paralelos para resolver las 
ecuaciones de Lyapunov. Nos hemos centrado en la paralelización de los algoritmos de Hammarling y 
de la función signo matricial. Se han realizado implementaciones en computadores con memoria 
compartida y distribuida, y se han utilizado para su programación el paralelismo de control, el paso de 
mensajes y recientes librerías para el trabajo con computadores de altas prestaciones en las 
aplicaciones de computación numérica. 

En el sexto capítulo se presentan los resultados experimentales que se han obtenido a lo largo 
de todo el trabajo de esta tesis. Los resultados incluyen el análisis de las arquitecturas utilizadas, los 
diferentes algoritmos implementados y el comportamiento de los diferentes algoritmos sobre las 
máquinas sobre las que se han desarrollado. En este sentido se han analizado tanto los incrementos de 
velocidad de los códigos paralelos respecto de los códigos secuenciales como la escalabilidad de los 
mismos. 

Por último, en el séptimo capítulo se detallan las conclusiones a las que se han llegado en la 
tesis y las futuras líneas de investigación. 

 

1.2 Conceptos básicos del álgebra matricial 

1.2.1 Notación 

En primer lugar se introducen la notación, definiciones y resultados básicos de la teoría de 
matrices utilizados a lo largo de la memoria. 

Definición 1 Las notaciones empleadas para referirnos a elementos, filas, columnas o bloques de la 
matriz )( xx nmnm AA CR ∈∈  son las siguientes. 

El elemento en la fila i, columna j de A es aij . La matriz A se puede dividir por columnas de 

la forma [ ]A a a an= 1 2, , ,K , donde ( )a a j nj
m

j
m∈ ∈ =× ×R C1 1 1 2, , , ,K , es la columna j-ésima de 

A. Asimismo, la matriz A se puede dividir por filas de la forma [ ]A a a aT T
m
T= 1 2, , ,K , donde 

( )a a i mi
n

i
n∈ ∈ =× ×R C1 1 1 2, , , ,K , es la fila i-ésima de A. Finalmente, la matriz A se puede dividir 

por bloques de forma que ( )A i j p q: , :  denota la subrmatriz de A formada por las filas i i j, , ,+ 1K  y 
las columnas p p q, , ,+ 1K . 

Definición 2 Una matriz diagonal es aquella cuyos elementos no diagonales son nulos, es 
decir, jiaij ≠∀=  ,0 . Esta matriz queda unívocamente definida por sus elementos diagonales 
A a a app= diag( , , , )11 22 K , p = min(m, n). 

La matriz identidad de orden n se define como la matriz I diagn = ( , , , )11 1K  de dimensión 
n n× . 

Una matriz es triangular superior (inferior) si ) 0(  ,0 jiajia ijij <∀=>∀= . 
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Una matriz es de Hessenberg superior (inferior) si )1 0( 1 ,0 jiajia ijij <+∀=+>∀= . 

La matriz transpuesta de A m n∈R x  se denota como AT n m∈R x  y se obtiene al intercambiar 
las filas de A por sus columnas. 

La matriz conjugada transpuesta de A m n∈C x  se denota como AH n m∈C x  y se obtiene al 
intercambiar las filas de A por sus columnas y conjugar cada uno de sus elementos. 

Una matriz cuadrada es definida positiva si x Ax xH > ∀ ≠0 0,  . Una matriz cuadrada es 
semidefinida positiva si x Ax xH ≥ ∀ ≠0 0,  . 

Una matriz real es simétrica si A AT = . 

Una matriz compleja es Hermitiana si A AH = . 

Una matriz es nilpotente si 0 : =∃ kAk . 

Una matriz cuadrada es invertible (no es singular) si IAAAAA ==∃ −−− 111  :  . 

Una matriz cuadrada real es ortogonal si IAAAA TT == . 

Definición 3 El producto de Kronecker de dos matrices A y B de dimensión m n×  y p q× , 
respectivamente, es la matriz A B⊗  de dimensión m p n q× , definida como 

A B

a B a B a B
a B a B a B

a B a B a B

n

n

m m mn

⊗ =



















11 12 1

21 22 2

1 2

L

L

M M O M

L

. 

 

1.2.2 Valores y vectores propios 

El siguiente conjunto de definiciones y resultados introduce diversos conceptos y propiedades 
relacionados con valores y vectores propios. Todos estos conceptos pueden definirse tanto para 
matrices cuadradas reales ( A m n∈R x ) como para matrices cuadradas complejas ( A m n∈C x ). 

Definición 4 Los valores propios de una matriz A de dimensión n n×  son las raíces de su polinomio 
característico 

( )p z zI An( ) det= − . 

En esta expresión det denota el determinante de la matriz. 

El conjunto de valores propios de A, { }λ λ λ1 2, , ,K n , también denominado espectro de A, se 
denotará como Λ( )A , o simplementeΛ  cuando no haya posibilidad de confusión. Además, si 
λ α β= + ∈i C  entonces Re( )λ α=  e Im( )λ β= . 
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Proposición 1 Los valores propios de A satisfacen las siguiente propiedades: 

1. Los valores propios son invariantes bajo transformaciones de semejanza; esto es, si P es una 
matriz n n×  no singular (existe su inversa) entonces ( )Λ Λ( )A PAP= −1 . 

2. El determinante de A es igual al producto de sus valores propios. 

3. La traza de A se define como la suma de los elementos diagonales de A y es igual a la suma 
de sus valores propios. 

4- Si λ ∈Λ( )A  entonces existe un vector x ≠ 0  de dimensión n tal que 

Ax x= λ . 

Este vector se conoce como el vector propio asociado al valor propio λ . 

5.  Si λ α β= + i  es un valor propio complejo de A n n∈R x  entonces su complejo conjugado, 
λ α β= − i  , también es un valor propio de A. 

Definición 5 La función de separación entre dos matrices A y B de dimensiones m m ×  y nn × , 
respectivamente, se define como 

sep( , ) ( )A B min
AX XB

X
min

Tx
x

T
X

F

F x min=
−

= =
≠ ≠0 0

2

2
σ  

donde 

T  = I A B Im
H

n⊗ − ⊗ , 

x 2  = ( )( )
/

xii
2

1 2

∑  es la 2-norma vectorial, 

X F  = ( ) ( )
,

/

xiji j
2

1 2

∑ es la norma de Frobenius, 

x es el vector columna, de tamaño m n, que se obtiene colocando consecutivamente las columnas de la 
matriz X de dimensión m n× , esto es, x X= vec( ) , y σmin T( )  es el menor valor singular de T (el 
concepto de valor singular de una matriz se introduce en el siguiente apartado). 

Esta función mide la separación existente entre los valores propios de A y B. 

Teorema 1 (Forma real de Schur [Golub 89]) Si A n n∈R x  entonces existe una matriz ortogonal 
nnQ xR∈  (esto es, Q Q IT

n= ) tal que 





















=

pp

p

p

T

R

RR
RRR

AQQ

L

MOMM

L

L

00

0 122

11211

 



1.2 CONCEPTOS BÁSICOS DEL ÁLGEBRA MATRICIAL  7 
 

donde 1x1R∈iiR , siendo un valor propio real de A, o Rii ∈R
2 2x  y su espectro contiene un par de 

valores propios complejos conjugados de A. En esta descomposición la matriz A se ha reducido a la 
forma casi-triangular superior o forma real de Schur. 

Los conceptos anteriores pueden generalizarse para "haces de matrices" mediante el siguiente 
conjunto de definiciones, proposiciones y teoremas. 

Definición 6 Consideremos las matrices A y B de dimensión n n× . El conjunto de todas las matrices 
de la forma C∈− λλ  ,BA , es un haz de matrices.  

Definición 7 Los valores propios del haz A B− λ  se definen como las raíces del polinomio 
característico 

( )p z zB A( ) det= − . 

Proposición 2 Los valores propios del haz A B− λ  coinciden con los valores propios de la 
matriz B A−1 , si B es invertible. 

Teorema 2 (Forma real de Schur generalizada [Stewart 73]) Si A B n n, ∈R x  entonces existen un par 
de matrices ortogonales Q y Z tal que AZQT  es casi-triangular superior y BZQT  es triangular 
superior. 

 

1.2.3 Subespacios invariantes y deflactantes 

El siguiente conjunto de definiciones introduce diversos conceptos relacionados con 
subespacios invariantes y deflactantes. 

Definición 8 Un subespacio )(     nnde CRX  es un subconjunto de R Cn n ( )  que es asimismo un 
espacio vectorial.  La dimensión del subespacio X  se denota por dim( ) X . 

Definición 9 El subespacio formado por todas las combinaciones lineales de los vectores 

{ }a a an1 2, , ,K (todos ellos de la misma dimensión) se denota por { }lin a a an1 2, , ,K  (es decir, la 
envoltura lineal de dicho conjunto de vectores). 

Si [ ]A a a an= 1 2, , ,K  es una partición por columnas de la matriz A entonces lin =( )A  

{ }lin a a an1 2, , ,K . 

Definición 10 Un subespacio invariante X  de una matriz A es un subespacio X  tal que si x ∈X  
entonces Ax ∈X . 

Definición 11 Un haz regular de matrices A B− λ  es un haz cuadrado (A y B son matrices 
cuadradas) tal que el polinomio ( )det zB A−  no es idénticamente nulo (al menos uno de los 
coeficientes del polinomio es no nulo). 

Definición 12 Un subespacio deflactante X  de un haz regular de matrices A B− λ  es un subespacio 
tal que  
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 )dim()dim( XXX ≤+ AB . 

 

1.2.4 Valores y vectores singulares 

A continuación se introducen diversas definiciones relacionadas con valores y vectores 
singulares y un importante concepto asociado: el rango numérico de una matriz. 

Teorema 3 (Descomposición en valores singulares o SVD [Golub 89]) Si A m n∈R x , existe un par de 
matrices ortogonales U m m∈R x  y V n n∈R x  tal que 

U AV p m nT
p= = =Σ diag min( , , , ), ( , )σ σ σ1 2 K , 

donde σ σ σ1 2 0≥ ≥ ≥ ≥K p . 

En esta descomposición σi  es el valor singular i-ésimo de A y las columnas i-ésimas de U y V 
son los vectores singulares asociados a σi  por la izquierda y por la derecha, respectivamente. 

Proposición 3 La 2-norma matricial (o norma espectral) A
x

Ax
x2

0

2

2
=

≠
sup  satisface 

1. σmax A A( ) = 2  

2- 
2

11)( −= AAminσ  

Definición 13 El rango de una matriz A m n∈R x  se define como 

rango dim lin( ) ( ( ))A A= . 

El rango de una matriz es el número de columnas o filas linealmente independientes. 

Proposición 4 La matriz A m n∈R x  tiene rango r si y solo si (sii) se cumple que 

σ σ σ σ σ1 2 10≥ ≥ ≥ > = = =+K Kr r p . 

Es decir, el rango de A coincide con el número de valores singulares no nulos. 

La proposición 4 propone una versión discretizada del rango matricial. La discretización de un 
concepto supone la pérdida de precisión y/o la aparición de problemas numéricos. Una versión 
continua del rango matricial nos lleva a la siguiente definición del rango numérico. 

Definición 14 Una matriz A tiene rango numérico ( )δ ε, ,r  respecto a la norma ⋅  si δ ε,    y r  
satisfacen 

{ }r B A B= − ≤inf ( ):rango ε , 

y 
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{ }ε δ η η< ≤ − ≤ ⇒ ≥sup : ( )A B B rrango  

Una herramienta básica para el cálculo del rango numérico matricial es la descomposición QR 
reveladora de rango, que se presenta a continuación. 

Definición 15 La descomposición QR reveladora de rango de la matriz A m n∈R x  consiste en 
encontrar una matriz de permutación Π  tal que si A QRΠ =  es la descomposición QR de la matriz 
A permutada por Π , entonces Q m n∈R x  tiene columnas ortonormales entre si, R n n∈R x  es 
triangular superior y se puede dividir por bloques de la forma 

R
R R

R
=










11 12

220
 

donde R k k
11 ∈R

x , )()(
22

knknR −×−∈R  verifican que 

σ σmin kR A( ) ( )11 ≈  

σ σmax kR A( ) ( )22 1≈ +  

Si en la matriz R, σ δmin R( )11 =  y σ εmax R( )22 =  entonces A tiene rango numérico 

( )δ ε, , k . 

 

1.2.5 Condicionamiento y estabilidad numérica 

Consideremos un problema representado por f que actúa sobre unos datos x del espacio D para 
producir una solución y = f(x) en el espacio de soluciones S. Consideremos la aproximación x* de x. Si 
f(x*) está cercana a f(x) entonces se dice que el problema f está bien condicionado. Por el contrario, si 
f(x*) puede diferir considerablemente de f(x), aun en el caso en que x y x* estén muy cercanas, 
entonces el problema se dice que está mal condicionado. Este concepto de condicionamiento es 
estudiado para problemas del álgebra matricial en numerosos textos, entre los que cabe destacar 
[Golub 89, Stewart 73, Stewart 90, Van Dooren 91, Wilkinson 65]. 

El condicionamiento es una característica propia del problema. Si un problema está mal 
condicionado entonces, independientemente del método que utilicemos para resolverlo, la solución 
calculada puede potencialmente diferir en gran medida de la solución real. El condicionamiento o 
sensibilidad se expresa mediante el número de condición del problema que se define como 








=
=→ δδδ

))(*),((
sup),( 1

),(0 *
2

xfxfd
limxfk

xxd
, (1.1) 

donde d1  y d2  son funciones de distancia (generalmente inducidas por normas matriciales). En este 
sentido, si el número de condición de un problema es k(f,x) esto indica que un cambio de orden ε en 
los datos puede producir una perturbación de orden εk(f,x) en la solución. 

Cuando se utiliza un algoritmo sobre un computador donde la precisión de la aritmética es 
necesariamente finita, se introducen pequeños errores durante los cálculos. En consecuencia, 
denotamos como )(⋅f  al algoritmo desarrollado para resolver f ( )⋅ . Independientemente del 
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condicionamiento del problema estudiado es deseable que el algoritmo desarrollado no introduzca 
grandes errores en la solución. Esto es, )(xf  debe estar próxima a f(x) (la proximidad de f(x) y f(x*) 
dependerá del condicionamiento del problema). Los algoritmos que satisfacen esta condición se 
conocen como algoritmos numéricamente estables. 

A menudo se utiliza para evaluar la estabilidad de un algoritmo un análisis regresivo del error. 
En este tipo de análisis se intenta probar que la solución calculada es la solución del mismo problema 
con unos datos ligeramente perturbados, esto es, la distancia d f x f x d x1 2( ( ), ( *)) / ( )  debe ser 
pequeña. Aquellos algoritmos que satisfacen una cota del error de este tipo se conocen como estables 
regresivamente (backward stable). La expresión anterior revela que los algoritmos numéricamente 
estables no introducen en la solución errores mucho más grandes que los ya intrínsecos en los datos 
del problema. 

 

1.3 Conceptos básicos del análisis y diseño de SLC 

1.3.1 El modelo del espacio de estados 

El siguiente conjunto de definiciones y teoremas introduce varios conceptos básicos de la 
teoría de control correspondientes al análisis y diseño de SLC. 

Después de una definición formal de los SLC en el modelo del espacio de estados se 
introducen varias propiedades importantes de estos sistemas tales como estabilidad, controlabilidad, 
estabilizabilidad, observabilidad y detectabilidad. 

Definición 16 Un SLC generalizado o descriptor, continuo e invariante en el tiempo, está definido 
por una ecuación diferencial y una ecuación algebraica 

),()(
)0(  ),()()( ,0

tCxty
xxtButAxtxE

=

=+=&
 (1.2) 

donde x(t) es el vector de estados de dimensión n, u(t) es el vector de controles (entradas) de 
dimensión m e y(t) es el vector de salidas de dimensión p. El par (A,E), nnEA x, R∈ , define el estado 
del sistema, B n m∈R x  es la matriz de controles (entradas) y C p n∈R x  es la matriz de salidas 
[Kailath 80, Petkov 91]. 

Definición 17 Un SLC continuo e invariante en el tiempo puede verse como un caso 
particular de un SLC generalizado donde nIE =  

),()(
)0(  ),()()( ,0

tCxty
xxtButAxtx

=

=+=&
 (1.3) 

En ocasiones nos referiremos al SLC como la tripleta ),,( CBA . 

En el caso de que E sea invertible el SLC generalizado (1.2) se puede tratar como un SLC, 
reescribiéndolo del siguiente modo 

),()(
)0( ),()()( ,0

11

tCxty
xxtBuEtAxEtx

=

=+= −−&
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quedando definido el nuevo SLC por la tripleta ),,( 11 CBEAE −− . 

Definición 18 La matriz función de transferencia del SLC (1.3), G s p m( ) ∈ ×R , viene determinada 
por la siguiente expresión 

G s C sI A Bn( ) ( )= − −1 . 

La tripleta (A, B, C) es una realización de G(s) de orden n. 

La representación o realización (1.3) asociada a una matriz función de transferencia G(s) no es 
única. Por ejemplo, si realizamos el cambio de variables 

x t Px t( ) $( )=  

donde P es una matriz no singular entonces obtenemos el SLC equivalente 

$&( ) $ $( ) $ ( ), $( ) $

( ) $ $( ),
,x t Ax t Bu t x x

y t Cx t

= + =

=

0 0
 (1.4) 

donde $A P AP= −1 , $B P B= −1 , $C CP=  y $x P x0
1

0= − . La nueva expresión para G(s) será 

BAsICBAsICsG nn
11 )(ˆ)ˆ(ˆ)( −− −=−= . 

Prácticamente todas las definiciones y teoremas que expondremos para SLC generalizados en 
tiempo continuo tienen una versión análoga para el caso de SLC generalizados en tiempo discreto 

.
,1

kk

kkk

Cxy
BuAxEx

=
+=+  (1.5) 

Por simplicidad, durante el resto del trabajo, restringiremos el estudio al caso de SLC 
continuos, salvo en las ocasiones en las que realicemos referencia explícita a los SLC generalizados 
y/o en tiempo discreto. 

 

1.3.2 Estabilidad 

En la siguiente definición y teorema se presenta una caracterización de los SLC 
asintóticamente estables, estables e inestables. 

Definición 19 Un SLC continuo e invariante en el tiempo definido por 

,0)0(),()( xxtAxtx ==&  (1.6) 

es asintóticamente estable si 0 ,0)( xtxlimt ∀=∞→ . Si ∞<∃∀ cx   ,0  tal que ctxt <∞→ )(lim  entonces 
el sistema es estable. Si existe un estado inicial, ~x0 , tal que 0

~)0( ,)( xxtxlimt =∞=∞→ , entonces el 
sistema es inestable. 
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Teorema 4 [Gantmacher 66] El SLC (1.6) es asintóticamente estable sii todos los valores propios de 
A tienen parte real negativa, esto es, )( ,0)Re( AΛ∈∀< λλ . En tal caso A es una matriz de 
estabilidad. 

El SLC (1.6) es estable sii todos los valores propios de A tienen parte real no positiva y 
aquellos valores propios con parte real nula aparecen, en la forma canónica de Jordan de A, en 
bloques de Jordan de dimensión 11× . 

El hecho de que el SLC (1.6) sea asintóticamente estable tiene la siguiente consecuencia 
importante. 

Proposición 5 Si el SLC (1.6) es asintóticamente estable entonces el SLC (1.3) es tal que entradas u(t) 
acotadas producen salidas y(t) acotadas. 

 

1.3.3 Controlabilidad y Estabilizabilidad 

Dos importantes propiedades de los SLC son la controlabilidad y la estabilizabilidad. Estas 
propiedades se consideran asociadas a la parte del SLC (1.3) que relaciona el par entrada-salida, es 
decir 

0)0( ),()()( xxtButAxtx =+=& , (1.7) 

Definición 20 El SLC (1.7) (el par (A, B)) es controlable si 0 x∀  y para cualquier estado final fx  
existe un tiempo finito t f  y un control ftttu ≤≤0 ),( , tal que ff xtx =)( . 

El SLC (1.7) (el par (A, B)) es estabilizable si existe un control en lazo cerrado, 
)()()( tutKxtu +−= , nmK xR∈ , que transforma el sistema en 

,0)0( ),()()()( xxtuBtxBKAtx =+−=&  

tal que A - BK es una matriz de estabilidad. 

Teorema 5 [Kailath 80] Si el SLC (1.7) es controlable entonces es estabilizable. 

Si el SLC (1.7) no es controlable entonces existe una transformación no singular en el espacio 
de estados, x t Px t( ) ( )= , que reduce el sistema a la forma 

)(
0)(

)(
0

)()(
)(
)( 1

2

1

22

121111

2

1 tu
B

tx
tx

A
AA

tBuPtxAPP
tx
tx









+
















=+=







 −−

&

&
 

donde el par ( )111, BA  es controlable y la dimensión del vector  x t1 ( )  es igual a 

[ ]( )BAABBrango n 1,,, −K . 

Si A22  es una matriz de estabilidad entonces el par (A, B) es estabilizable. 
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Puede comprobarse que como el par ( )111 , BA  es controlable, existe una matriz de 
realimentación 1K , tal que 1111 KBA − , es estable. Si 22A  es también estable entonces la matriz de 
realimentación [ ] 1

1 0, −= PKK  estabiliza el par (A, B). 

 

1.3.4 Observabilidad y Detectabilidad 

Las dos últimas propiedades que van a ser introducidas son la observabilidad y detectabilidad 
de los SLC. Estas propiedades se consideran relacionadas con la parte del SLC (1.3) del par estado-
salida en ausencia de controles, u t( ) ≡ 0 , es decir 

).()(
)0( ),()( ,0

tCxty
xxtAxtx

=

==&
 (1.8) 

Definición 21 El SLC (1.8) (el par (A, C)) es observable si  ∀x0  existe un tiempo finito t f  tal que, a 

partir del conocimiento de las salidas, y t t t f( ),  0 ≤ ≤ , es posible determinar x0 . 

El SLC (1.8) (el par (A, C)) es detectable si existe una matriz K n p∈R x  tal que A KC−  es 
una matriz de estabilidad. 

Teorema 6 [Kailath 80] Si el SLC (1.8) es observable entonces es detectable. 

Si el SLC (1.8) no es observable entonces existe una transformación no singular en el espacio 
de estados, )()( txStx = , que reduce el sistema a la forma 

















==







 −

)(
)(0

)( 
)(
)(

2

1

2221

111

2

1

tx
tx

AA
A

txASS
tx
tx

&

&
 

[ ] 







==

)(
)(

 0)()(
2

1
1 tx

tx
CtxCSty  

donde el par ( )A C11 1,  es observable y la dimensión del vector x t1 ( )  es igual a 

( ) 










 − TnTTTT CACAC

1
,,,rango K . 

Sí 22A  es una matriz de estabilidad entonces el par (A, C) es detectable. 

Puede comprobarse que como el par ( )111 ,CA  es observable, existe una matriz de 
realimentación 1K , tal que 1111 KCA − , es estable. Si 22A  es también estable entonces la matriz de 
realimentación [ ] 1

1 0, −= PKK  estabiliza el par (A, C). 

La controlabilidad y la observabilidad (estabilizabilidad y detectabilidad) son propiedades 
duales en el sentido de que el par (A, B) es controlable (estabilizable) si y sólo si el par ( )TT BA ,  es 
observable (detectable). 
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1.3.5 Realizaciones minimales 

Definición 22 Una realización (A,B,C) de un SLC (1.9) se dice que es minimal si (A,B) es controlable 
y (A,C) es observable [Van Dooren 95]. 

La identificación de la parte minimal, esto es, de la parte controlable y observable de un SLC, 
tiene un papel muy importante en la reducción de modelos, debido a que algunas técnicas utilizadas en 
el espacio de estados [Laub 80, Laub 87, Safonov 89], requieren que el SLC sea minimal. 

En consecuencia, la primera etapa en la resolución del problema de reducción de modelos 
será, en muchos casos, la obtención de la parte o subsistema del SLC que sea controlable y 
observable. Para ello se han desarrollado algoritmos que permiten dividir las matrices del sistema 
(reducción a la forma escalera [Van Dooren 79]) de tal forma que sea factible la identificación de este 
subsistema. 

 

1.3.6 Las matrices Gramian y los valores singulares de Hankel de un SLC 

Definición 23 Si el SLC (1.3) es asintóticamente estable entonces las matrices Gramian o Gramianos 
de controlabilidad (alcanzabilidad) y observabilidad, W WC O y , se definen, respectivamente, como 

,
0∫
+∞

= dteBBeW
TtATtA

C  

.
0∫
+∞

= dtCeCeW tATtA
O

T

 

Si además el par (A,B) es controlable y el par (C,A) es observable las matrices Gramian son 
solución de las ecuaciones de Lyapunov 

.0

,0

=++

=++

CCAWWA

BBAWAW
T

OO
T

TT
CC  

La definición de las matrices Gramian puede extenderse para los SLC generalizados como el descrito 
en (1.2). En ese caso los Gramianos de controlabilidad y observabilidad se obtienen a partir de las 
soluciones X e Y de las ecuaciones de Lyapunov generalizadas 

,0  

,0

=++

=++

CCYAEYEA

BBEXAAXE
TTT

TTT

 

y de las relaciones 

.

,

YEEW

XW
T

O

C

=

=
 

Proposición  6 [Fortuna 92] Las matrices Gramian de dos SLC equivalentes (1.3) y (1.4), con 
vectores de estado x(t) y )(ˆ tx , están relacionadas por 

T
CC TTWW =ˆ  y 1ˆ −−= TWTW O

T
O , 
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donde T es una matriz no singular tal que x t Tx t( ) $( )= . 

Proposición 7 [Fortuna 92] Los valores propios del producto OCWW  son invariantes bajo cualquier 
transformación no singular de coordenadas. 

Definición 24 Si el SLC (1.3) es asintóticamente estable, entonces los valores singulares de Hankel de 
la matriz de transferencia G(s) se definen como 

2/1))(())(( OCiv WWsG λσ =  ),,2,1( ni K= . 

Generalmente se considera que los valores singulares están ordenados en forma decreciente. 

 

1.4 El problema de reducción de modelos 

1.4.1 Planteamiento del problema 

La reducción de modelos puede abordarse tanto en el dominio del tiempo como en el de la 
frecuencia. A continuación estudiamos el planteamiento del problema desde ambos puntos de vista. 

Supongamos un SLC invariante en el tiempo de orden n grande: 

),()(
,)0( ),()()( 0

tCxty
xxtButAxtx

=
=+=&

 (1.9) 

donde ,)(  ,)(  ,)( mpn tutytx RRR ∈∈∈  y A, B y C son matrices constantes de dimensiones 
apropiadas. Podemos asumir que el SLC (1.9) se ha obtenido mediante un procedimiento de 
linealización de un sistema no lineal o de un sistema distribuido mediante procedimientos de 
aproximación como los de Galerkin o Padé [Barnet 75, Fortuna 97]. Por lo tanto la aproximación del 
SLC estará gobernada por ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Asumiremos también 
que el SLC está en forma minimal, es decir, es controlable y observable. 

Un modelo de orden reducido del anterior tendrá la forma 

),()(
,)0( ),()()( 0

txCty
xxtuBtxAtx

rrr

rrrr

=
=+=&

 

siendo mpr tutytx RRR ∈∈∈ )( ,)( ,)( , nr < , y Ar , Br  y Cr  matrices constantes de dimensiones 
apropiadas. 

En el dominio de la frecuencia [Fortuna 92] el sistema (1.9) está representado por la matriz de 
transferencia G(s) de dimensión p m×   

G s
D s

a s

i
i

i

n

i
i

i

n( ) ,= =

−

=

∑

∑
0

1

0

    (1.10) 
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donde D i ni , , , , = −0 1 1K , son matrices constantes p m×  y a i ni , , , , = 0 1K , son los coeficientes 
del polinomio característico del sistema (de la matriz A, si (A,B,C) es una realización de G(s)), siendo 
an = 1 . 

La matriz de transferencia del modelo reducido de (1.10) tendrá la forma 

G s
E s

c s
r

i
i

i

r

i
i

i

r( ) ,= =

−

=

∑

∑
0

1

0

    

donde Ei, i=0,1,...,r-1, son matrices constantes mp ×  y ci, i=0,1,...,r, los coeficientes del polinomio 
característico del modelo reducido (de la matriz Ar, si (Ar,Br,Cr) es una realización de Gr(s)), siendo 
cr=1 y r<n. 

 

1.4.2 Importancia de la reducción de modelos 

Las principales razones para obtener modelos de orden reducido [Fortuna 92] son las 
siguientes: 

1. Simplifican la comprensión del sistema. 

2. Se reduce el coste computacional en los problemas de simulación. 

3. Se requiere menor esfuerzo computacional en el diseño de controladores numéricamente 
más eficientes. 

4. Se obtienen leyes de control más simples. 

Especialmente importante es el caso del control de sistemas complejos en ingeniería, dado que 
la reducción de modelos es primordial para reducir los requerimientos de hardware, facilitar el diseño 
de controladores, en los que aparece la resolución de problemas numéricos particularmente costosos, y 
en algunos casos, obtener un modelo reducido adecuado para aplicaciones en tiempo real. 

Cuando se obtiene un modelo reducido, éste es más simple, pero a la vez más inexacto. El 
diseñador deberá conocer el impacto que esta reducción produce sobre el comportamiento del sistema, 
para poder evaluar el tipo y cantidad de reducción posible en cada caso atendiendo a los límites de 
error permitidos. 

 

1.4.3 Métodos utilizados para la reducción de modelos 

Fortuna [Fortuna 92] propone una clasificación de los métodos de reducción de modelos 
basada en el ámbito de aplicación o dominio donde éstos se intervienen. Así tendremos 
procedimientos en el dominio de la frecuencia y en el dominio del tiempo. Una clasificación que 
parece mucho más operativa es la sugerida por Skelton [Skelton 88], que presenta tres categorías de 
reducción de modelos: 
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1. Métodos basados en aproximaciones polinomiales (dominio de la frecuencia). 

2. Procedimientos de truncamiento del espacio de estados. 

3. Técnicas de optimizaciones paramétricas. 

Aunque estos métodos aparezcan separados, esta división no excluye la posible combinación 
de varios procedimientos en ciertos problemas, para la obtención de un modelo reducido. En la Tabla 
1 se muestra un esquema de clasificación donde aparecen los procedimientos más usuales agrupados 
en la forma descrita anteriormente. 

 

Técnicas de Reducción de Modelos 

Dominio de la Frecuencia   ←→   Dominio del Tiempo 

Aproximaciones polinomiales Truncamiento de estados Optimizaciones paramétricas 

• Aproximación de Padé. • Método de agregación. • Minimización de error. 

• Fracción Continua. • Espacio de estados • Aproximación al error basado 

• Aproximación de Routh.   balanceado (equilibrado).    en la norma de Hankel. 

• Método basado en la • Perturbación. • Minimización del error de 

  ecuación de estabilidad. • Reducción de Modelos por    técnicas de aproximación 

• Métodos mixtos.    desacoplamiento de coste.    obtenidas en un primer paso 

• Aproximación polinomial • Separación de la escala    utilizando diferentes 
métodos. 

  basada en la consideración    de tiempo.  

  de la energía involucrada. • Truncamiento de estados  

   involucrando componentes  

   de energía.  

 • Método de Schur. 

 

Tabla 1. Clasificación de los métodos de reducción de modelos. 

Podemos ver como las aproximaciones polinomiales trabajan en el ámbito de la matriz de 
transferencia, mientras el truncamiento de estados opera en la representación del espacio de estados. 
Las optimizaciones paramétricas pueden por otra parte utilizarse tanto en el dominio del tiempo como 
en el de la frecuencia. 

Los métodos de reducción polinomial se aplican en el dominio de la frecuencia y normalmente 
no necesitan un cálculo computacional intensivo. Son utilizados para obtener funciones de 
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transferencia de orden reducido y el modelo de coeficientes utilizado se escoge de acuerdo con 
diversos criterios (comparación de momentos y parámetros de Markov entre el modelo original y el 
reducido). Estos métodos producen SLC reducidos poco precisos. 

El segundo tipo de reducción de modelos corresponde a los procedimientos de optimización 
paramétrica. Son procedimientos secuenciales basados en la minimización de algunos índices 
definidos apropiadamente, que miden el error o diferencia de comportamiento entre el modelo original 
y el de orden reducido [Wilson 79]. Si el modelo reducido tiene valores propios constantes puede 
obtenerse analíticamente; en caso contrario, éste puede obtenerse mediante diversos métodos de 
aproximación numérica. Tales métodos requieren un alto coste computacional que los hace en muchos 
casos prohibitivos, sobre todo si el sistema original es de gran tamaño. De especial interés son las 
optimizaciones basadas en la minimización de la norma de Hankel [Glover 84], definida como la 
norma de la diferencia entre las matrices de transferencia del SLC original y del SLC reducido.  

Por último tenemos los métodos de truncamiento en el espacio de estados, que incluyen todos 
los procedimientos que involucran una transformación del SLC original en el espacio de estados. 
Estos métodos están basados en una transformación de la representación en coordenadas de estados 
del modelo del SLC de orden completo, que permite obtener un modelo reducido que mantenga en la 
medida de lo posible las propiedades de respuesta temporal, controlabilidad, observabilidad, etc. En 
comparación con los métodos anteriores, los métodos de truncamiento en el espacio de estados nos 
permiten una mayor precisión en la representación del sistema reducido que los obtenidos con 
aproximaciones polinómicas y un menor coste computacional respecto de los métodos basados en los 
procedimientos de optimización paramétrica. Por todo ello, la investigación de estos métodos de 
reducción de modelos constituye uno de los campos de mayor actividad científica actualmente. En el 
siguiente capítulo trataremos de dar una visión más detallada de algunos de ellos y, en particular de 
aquellos que, por sus características, son más interesantes. 
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Capítulo 2 

 

Métodos de truncamiento en el espacio de 
estados 
 
2.1 Introducción 

En este capítulo se estudia la resolución del problema de la reducción de modelos mediante 
los métodos de truncamiento en el espacio de estados. Para ello, presentamos algunos de los métodos 
de truncamiento que se han desarrollado durante los últimos años [Fortuna 92, Varga 94]. De todos 
ellos hemos elegido, para un estudio más detallado, aquellos que por las características que imprimen 
al sistema de orden reducido, la actualidad de su estudio y el interés de la paralelización de los 
problemas algebraicos subyacentes, merecen especial atención. Así, en la sección 2.2 estudiamos el 
método de truncamiento basado en la técnica de realizaciones balanceadas, tanto en lazo abierto [Laub 
87] como en lazo cerrado [Jonkheere 83]. En la sección 2.3 abordaremos el método de Schur [Safonov 
89] y sus variantes [Varga 91]. Por último, en la sección 2.4, analizaremos los métodos anteriormente 
presentados y la importancia que en ellos presenta la resolución las ecuaciones de Lyapunov en éstos. 

Consideremos un SLC continuo e invariante en el tiempo 

),()(
,)0(  ),()()( 0

tCxty
xxtButAxtx

=
=+=&

 (2.1) 

donde ntx R∈)( , pm tytu RR ∈∈ )(   ,)( , pxnnxmnxn CBA RRR ∈∈∈   ,  , . Utilizando una transfor-
mación de coordenadas en el espacio de estados S, x t S x t( ) ( )= −1 , podemos obtener una realización 
del SLC equivalente 
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con ( )Ttxtxtx )()()( 21= de la misma dimensión que x(t), y donde el subvector x t1 ( )  contiene los r 
elementos (variables de estado del SLC) principales del nuevo vector de estados. La importancia de 
las variables de estado contenidas en x t1 ( )  viene dada por que son las que tienen una mayor 
influencia o repercusión en el comportamiento del SLC. El procedimiento por el que se efectúa la 
elección de las variables de estado principales del SLC determinará el método de truncamiento en el 
espacio de estados. 

Un procedimiento bastante utilizado para establecer esta división es el método de 
aproximación basado en la perturbación singular, propuesto por Kokotovic y Sannuti [Kokotovic 86]. 
Éste es posible cuando el sistema puede ser dividido a priori de forma heurística en dos subsistemas, 
uno rápido y otro lento. El sistema puede ser representado entonces del siguiente modo, 
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donde ε es un entero positivo pequeño. En una primera aproximación, si suponemos que ε=0 y que 
existe el 22 )(lim xtx

t
=

∞→
 y es constante, la parte lenta del sistema puede considerarse dominante y el 

sistema puede expresarse mediante el siguiente modelo de orden reducido 

).( )( )(

),( )( )(

][][
][][

2
1

222121
1

2222

2
1

22121121
1

2212111

tuBACtxAACCty

tuBAABtxAAAAtx
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−−=

−+−=&
 (2.4) 

Otro método es el de agregación [Aoki 78], consistente en obtener el vector de estados del 
modelo de orden reducido x tr ( )  como )()( tKxtxr = , donde nrK ×∈R  es la matriz de agregación 
elegida para proporcionar el sistema en lazo cerrado, que contiene el modelo agregado de bajo orden 
con las propiedades deseadas. La aplicación de este método, en cuanto al esfuerzo computacional 
necesario, estará en función del orden del sistema y de las características de sus valores propios. 

La teoría de realizaciones balanceadas ha supuesto una contribución significativa en el campo 
de la aproximación de modelos. Moore introdujo un conjunto de invariantes bajo transformaciones de 
semejanza [Moore 81], los modos de segundo orden del sistema [Mullis 76], que representan el peso 
de cada una de las variables de estado respecto a la controlabilidad y observabilidad del modelo en 
lazo abierto, y que corresponden a los cuadrados de los valores singulares de Hankel de la matriz de 
transferencia del sistema σ σ σ1

2
2

2 2 0≥ ≥ ≥ >... n  (ver la definición 25). 

La transformación de estados buscada es tal que, en la nueva representación, las matrices 
Gramian de controlabilidad y observabilidad (Gramianos de controlabilidad y observabilidad, 
respectivamente) son iguales y diagonales [Laub 80, Pernebo 82], 

),,,( 21 nCO diagWW σσσ K=Σ== . (2.5) 

El modelo de orden reducido se obtiene al escoger las r componentes que contribuyen más 
significativamente al comportamiento del sistema y eliminar el resto 

0...... 22
1

22
2

2
1 ≥≥≥>>≥≥ + nrr σσσσσ . 
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Posteriormente, Kabamba mostró que los modos de segundo orden no representan 
completamente la contribución de cada variable de estado, en términos de la magnitud L2 de la 
respuesta al impulso [Kabamba 85]. Así, se introduce un nuevo tipo de invariantes denominados 
ganancias balanceadas que permiten evaluar la respuesta al impulso relacionada con la energía 
asociada a cada variable de estado. 

Otro método de truncación del espacio de estados es el basado en la aproximación de la q-
covarianza equivalente. Consiste en comparar el comportamiento transitorio y en estado estable del 
sistema utilizando los parámetros de Markov y los datos de covarianza de salida, respectivamente 
[Skelton 88]. 

El método de Schur, propuesto recientemente por Safonov y Chiang, utiliza las bases 
ortonormales de los subespacios invariantes a la derecha y a la izquierda asociados a los valores 
propios grandes de la matriz W WC O , para obtener un modelo reducido que comparte muchas de las 
propiedades de los modelos internamente balanceados del mismo orden [Safonov 89, Varga 91]. 

En 1983 Jonckheere y Silverman introducen un nuevo conjunto de invariantes [Jonckheere 
83] que dan una medida del grado de contribución de cada variable de estado en el sistema en lazo 
cerrado, en función del filtrado de Kalman y del control gaussiano-cuadrático-lineal (LQG). Se trata 
de obtener una realización balanceada en lazo cerrado, frente al lazo abierto de las aproximaciones 
anteriores. Esta idea ya fue mencionada por Laub en un artículo anterior [Laub 87]. Sea la tripleta 
(A,B,C) una realización minimal de la matriz de transferencia G(s). La ecuación matricial de Riccati 
para el filtrado de Kalman y la ecuación matricial de Riccati para el control óptimo lineal-cuadrático 
son, respectivamente, las siguientes 
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TT

KK

PBBPCCAPPA

CPCPBBAPAP
 (2.6) 

Para cada una de estas ecuaciones matriciales existe solución, ésta es única y semidefinida 
positiva. Sean PK+ y PC+ las soluciones de estas ecuaciones. Los valores propios de la matriz producto 

++= CK PPP , son invariantes bajo cualquier transformación de coordenadas no singular )()(ˆ tTxtx = , es 
decir, son invariantes bajo transformaciones de semejanza. Los valores propios de P son también 
reales, no negativos, y se denominan valores característicos del sistema: 022

2
2

1 >≥≥≥ nµµµ K . 
En este caso la transformación buscada es tal que las soluciones de las ecuaciones matriciales de 
Riccati sean matrices diagonales con sus elementos iguales, ),,,( 21 nCK diagPP µµµ K== ++ , dando 
lugar a una realización balanceada en lazo cerrado. 

En los últimos años existe un especial interés en el balanceado de sistemas simétricos 
[Fortuna 88]. La teoría para el estudio de estos sistemas está basada en la utilización de dos nuevos 
tipos de ecuaciones matriciales, las llamadas ecuaciones de Gramian y de Riccati cruzadas [Fernando 
85]. 

A continuación abordamos de forma más detallada el estudio de los métodos de truncación 
basados en realizaciones balanceadas y el método de Schur, sobre los que se centra nuestro trabajo. 
Éstos se han elegido en función de las características que imprimen al sistema de orden reducido, la 
actualidad de su estudio y el interés de la paralelización de los problemas algebraicos que en ellos 
aparecen.
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2.2 Realizaciones balanceadas 
2.2.1 Sistemas en lazo abierto 

Supongamos un SLC continuo invariante en el tiempo  

0)0(  ),()()( xxtButAxtx =+=& , 

y t Cx t( ) ( )= ,  

siendo pmn tytutx RRR ∈∈∈ )( ,)( ,)( , pxnnxmnxn CBA RRR ∈∈∈   ,  , . Asumimos que el SLC es 
asintóticamente estable, que el par (A,B) es controlable y que el par (A,C) es observable.  

Como definimos en el apartado 1.3.6, las matrices Gramian (o Gramianos) de controlabilidad 
y de observabilidad del sistema, CW  y OW , son simétricas y definidas positivas, como consecuencia 
del carácter controlable y observable del sistema y satisfacen las siguientes ecuaciones matriciales de 
Lyapunov en tiempo continuo 

AWc + Wc A
T
 + BB

T
 = 0, 

A
T
Wo + Wo A + C

T
C = 0. 

Si se aplica una transformación de coordenadas en el espacio de estados 

x t Sx t( ) $( )= , 

donde nnS ×∈R  es una matriz invertible, se obtiene la nueva realización del SLC representado por las 
ecuaciones 

0)0( ),(ˆ)(ˆˆˆ xxtuBtxAx =+=& , 

y t Cx t( ) $ $( )= ,  

donde     $ , $ $A S AS B S B C CS= = =− −1 1  y . 

Es fácil comprobar que las matrices Gramian del nuevo sistema y las del sistema inicial están 
relacionadas por 

SWSWSWSW O
T

O
T

CC == −− ˆ ,ˆ 1 . 

De estas expresiones se puede deducir que: 

1) Los valores propios de A (modos del sistema [Laub 87]) son invariantes bajo la 
transformación de coordenadas, ya que $A  y A son matrices semejantes, 

)ˆ()( AA Λ=Λ . 
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2) Los valores propios de las matrices Gramian no son invariantes bajo la transformación de 
coordenadas, ya que las matrices )y  ˆ( y  ˆ

OOCC WWWW  no están relacionados mediante una 
transformación de semejanza. 

3) Los productos de las matrices Gramian satisfacen una relación de semejanza y por tanto sus 
valores propios (modos de segundo orden del sistema [Mullis 76]) permanecen invariantes 
frente a la transformación de coordenadas. En efecto 

$ $ ( )W W S W S S W S S W W SC O C
T T

O C O= =− − −1 1 , 

por lo tanto )()ˆˆ( OCOC WWWW Λ=Λ . 

Nos interesa en particular un tipo de cambio de coordenadas S que denominaremos transformación 
contragradiente (TCG) y que definimos seguidamente. 

Definición 26 Una transformación de coordenadas S por la que las nuevas matrices Gramian $WC  y 
$WO  son diagonales será una transformación contragradiente. 

Veamos ahora qué tipo de transformaciones contragradiente son de interés para nuestro 
problema. 

Puesto que 0>= C
T

C WW  (simétrica definida positiva), existe una matriz ortogonal 
nn

CV ×∈R  tal que 

,2
CCC

T
C VWV Λ=  

donde CΛ  es una matriz diagonal y definida positiva. Por otra parte, puesto que 0>= O
T

O WW , existe 
una matriz ortogonal nnV ×∈R  y una matriz diagonal definida positiva Λ , tales que 

.)]()[( 2Λ=ΛΛ VVWVV CCO
T

CC
T

 

Consideremos a continuación la familia de transformaciones que podemos deducir de la 
anterior expresión 

+∞<<∞ΛΛ= − kVVS k
CCk -  , . 

Es fácil comprobar que al aplicar estas transformaciones a las matrices Gramian se obtienen 
como resultado las siguientes matrices diagonales 

,y      SW 222-
C

-1 k
kO

T
k

kT
kk SWSS −Λ=Λ=  

y en consecuencia se trata de transformaciones contragradiente. 

Son de especial interés las TCG para los valores de k iguales a 0, 1/2 y 1, denominadas por 
Moore [Moore 81] como : 

k=0 Entrada-normal ( nC IW =ˆ , 2ˆ Λ=OW ), 
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k=1/2 Internamente-balanceada ( Λ== OC WW ˆˆ ), 

k=1 Salida-normal ( 2ˆ Λ=CW , nO IW =ˆ ). 

Por supuesto también existen unas matrices ortogonales OV  y U, y una matriz diagonal 
definida positiva Γ( =Λ) tal que: 

2)]()[( Γ=ΛΛ UVWVU OOC
T

OO
T

 

donde, 

.2
OOO

T
O VWV Λ=  

En este caso la familia de TCG vendrá dada por 

+∞<<∞ΓΛ= − kUVS k
OOk -   , . 

Podemos observar que en el caso de entrada-normal se puede relajar la condición de 
observabilidad por la de detectabilidad para la construcción de la transformación contragradiente. Es 
decir OW  puede ser sólo semidefinida positiva. De igual forma ocurre para el caso de salida-normal 
donde se puede relajar la condición de controlabilidad, sustituyéndola por la de estabilizabilidad. Es 
decir, CW  es semidefinida positiva. 

Es fácil comprobar que los valores propios del producto OCWW  son los elementos diagonales 

de 2Λ  

+∞<<∞Λ=− kSWWS kOCk -   ,)( 21 . 

También es fácil ver que los elementos de Λ son los valores singulares de la matriz de Moore 
[Moore 81] definida por 

CC
T

OO VVM ΛΛ= , 

es decir, son precisamente los "modos de segundo orden" definidos por Mullis y Roberts [Mullis 76]. 
Nos interesa el caso internamente balanceado, correspondiente a k=1/2. La transformación 
balanceada, que denominaremos a partir de ahora S, tendrá la siguiente expresión 

2/1−ΛΛ= VVS CC . 

En la práctica no es necesario calcular la descomposición en valores propios de WC y WO 
Basta con calcular los factores de Cholesky Lc y Lo de Wc y Wo, respectivamente, y los valores 

singulares del producto C
T
O LL . 

Reconstruyendo las ecuaciones anteriores e incluyendo en ellas los factores de Cholesky de 
las martrices Gramian, a partir de la descomposición de Cholesky de CW , 

T
CCC LLW = , 
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de su descomposición en valores propios  

T
CCCC

T
C

T
CCC

T
CCCC VVVVVVW ))((2 ΛΛ=ΛΛ=Λ= , 

y utilizando la simetría existente entre ambas expresiones, podemos sustituir CCV Λ  por CL  a la hora 
de construir la transformación contragradiente. Tendremos entonces que existe una matriz ortogonal 

nnV ×∈R  tal que: 

2][ Λ=VLWLV CO
T
C

T . 

A partir de la descomposición de Cholesky de OW , T
OOO LLW = , se cumple que 

2)]()[( Λ=VLLLLV C
T
O

T
C

T
O

T . 

De esta expresión podemos ver que existe una matriz ortogonal nnU ×∈R  tal que 

2)]()[( Λ=VLLUULLV C
T
O

TT
C

T
O

T  

y que cumple 

T
C

T
O VULL Λ= . (2.7) 

En consecuencia, podemos definir la transformación contragradiente como 

2/1−Λ= VLS C , 

T
O

T LUS 2/11 −− Λ= . 

Las principales etapas del algoritmo para obtener una transformación balanceada son las 
siguientes [Laub 87]: 

Etapa 1: Calcular los factores de Cholesky de las matrices Gramian (Wc y Wo) definidas como las 
soluciones de las ecuaciones de Lyapunov 

AWc + WcA
T
 + BB

T
 = 0, 

A
T
Wo + WoA + C

T
C = 0. 

Es decir, 

Wc = LcLc
T
,  Wo = LoLo

T
, 

siendo Lc y Lo matrices triangulares inferiores con elementos diagonales positivos. Nos interesan los 
factores de Cholesky de los Gramianos ya que se puede obtener la matriz de valores propios de 
WcWo, 2Λ , sin necesidad de calcular el producto de los Gramianos.  

Etapa 2: Calcular la descomposición en valores singulares (SVD) del producto de los factores de 
Cholesky [Fernando 88, Heath 86] 
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Lo
T
Lc = UΛV

T
. 

Etapa 3: Obtener la transformación balanceada 

2/1−Λ= VLS C , 

y su inversa 

T
O

T LUS 2/11 −− Λ= . 

Etapa 4: Obtener las matrices que definen la nueva realización internamente balanceada 

 $A S AS U L AL VT
O
T

C= =− − −1 1
2

1
2Λ Λ , 

 $B S B U L BT
O
T= =− −1 1

2Λ , 

 $ /C CS CL VC= = −Λ 1 2 . 

Utilizando las expresiones de la etapa 3 es fácil comprobar que S es una transformación 
contragradiente para Wc y Wo . Los valores singulares de Lo

T
Lc (que son los valores singulares de la 

matriz de Moore M), coinciden con las raíces cuadradas positivas de los valores propios de WCWO. 

Una vez obtenida la nueva realización internamente balanceada 

$&( ) $ $( ) $ ( )x t Ax t Bu t= + , 

y t Cx t( ) $ $( )= ,  

para obtener el modelo reducido de orden r, con r<n, se realiza la siguiente partición del sistema 
[Moore 81] 

$&( )
$ $

$ $
$( )

$

$
( )x t A A

A A
x t

B
B

u t=








 +









11 12

21 22

1

2

, 

[ ]y t C C x t( ) $ $ $( )= 1 2 ,  

donde pxrrxmrnxrnrxr CBAA RRRR ∈∈∈∈ −−
11

)()(
2211

ˆy  ˆ,ˆ,ˆ . Truncando los n-r estados menos 
controlables y observables obtenemos el modelo reducido cuya matriz de transferencia viene dada por 

1111
ˆ)ˆ(ˆ)(ˆ BAICsG s −= . 

Este modelo reducido es estable, minimal y balanceado, con los Gramianos de controlabilidad 
y observabilidad diagonales e iguales a 

),,,( 21 rr diag σσσ K=Λ . 
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El modelo reducido )(ˆ sG , cumple el siguiente límite de la norma- ∞L  del error, en el dominio 
de la frecuencia [Glover 84], respecto del modelo original G s( ), 

σ σ( ( ) $ ( )) .G jw G jw wi
i r

n

− ≤ ∀
= +
∑2

1

     

El método desarrollado para realizaciones balanceadas de SLC en tiempo continuo, en el 
modelo de espacio de estados, puede ser aplicado, con pequeñas modificaciones, al caso de tiempo 
discreto [Laub 87]. A continuación describimos de forma concisa algunas de estas diferencias.  

Las ecuaciones del modelo en tiempo discreto serán ahora 

 001    , xxBuAxx kkk =+=+ , 

 y Cxk k= , 

de modo que el par de matrices (A,B) es alcanzable, el par (A,C) es observable (detectable) y la matriz 
A es convergente (todos sus valores propios tienen módulo menor que uno). 

En este caso las matrices Gramian de alcanzabilidad (Wr) y de observabilidad (Wo) [Pernebo 
82] satisfacen las siguientes ecuaciones de Lyapunov en tiempo discreto 

AWr A
T
 - Wr + BB

T
 = 0, 

A
T
Wo A - Wo + C

T
C = 0. 

El algoritmo para calcular la transformación contragradiente que nos permite obtener la 
realización internamente balanceada es básicamente el mismo que hemos estudiado anteriormente y 
que consta de las etapas 1-4. La única diferencia vendrá dada por la resolución de la ecuación discreta 
de Lyapunov que abordaremos en la etapa 1 y de la que obtendremos directamente Lo y Lr [Varga 90, 
Hammarling 82, Hammarling 91]. 

 

2.2.2 Sistemas en lazo cerrado 

Sea un SLC continuo invariante en el tiempo  definido por las ecuaciones 

0)0(  ),()()( xxtButAxtx =+=& , 

y t Cx t( ) ( )= ,  

siendo pmn tytutx RRR ∈∈∈ )( ,)( ,)( , pxnnxmnxn CBA RRR ∈∈∈  , , . Asumimos que éste se 
encuentra en forma minimal (controlable y observable). Entonces, la ecuación de Riccati para el 
filtrado de Kalman (ERFK) y la ecuación de Riccati para el control óptimo (ERCO) están definidas, 
respectivamente, del siguiente modo 

.0

,0

=−++

=−++

C
T

C
T

CC
T

K
T

K
TT

KK

PBBPCCAPPA

CPCPBBAPAP
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Que el sistema (A,B,C) sea minimal implica que para cada una de estas ecuaciones 
[Jonckheere 83], dual una de la otra, existe una única solución definida positiva, estabilizante 
(definida negativa, antiestabilizante) que denotaremos por PK+ (PK-) y PC+ (PC-) respectivamente. 

Consideremos una transformación de coordenadas en el espacio de estados 

$x Tx= , 

donde nxnT R∈  es una matriz invertible. Sean +KP̂  y +CP̂  las soluciones de las ecuaciones ERFK y 
ERCO del nuevo sistema. Es fácil comprobar, de forma similar al caso de las realizaciones 
balanceadas en lazo abierto, que  

 T
KK TTPP ++ =ˆ , 

 1ˆ −
+

−
+ = TPTP C

T
C , 

Además, los valores propios del producto P=PK+PC+ son invariantes bajo esta transformación 
[Laub-80], puesto que 

1ˆˆ −
++++ = TPTPPP CKCK . 

También puede comprobarse, mediante manipulaciones algebraicas elementales [Jonkheere 
83], que 

 y  11 −
−+

−
−+ −=−= KCCK PPPP . 

Las matrices optimas de filtrado y de control en lazo cerrado definidas, respectivamente, 
como 

,

,

+

+

−=

−=

C
TC

T
K

O

PBBAA

CCPAA
 

son semejantes, ya que: 

1)()( −
++++ ++= CK

C
CK

O PPIAPPIA . 

La representación en el espacio de estados del compensador óptimo lineal COL (K(s)), 
resultado del acoplamiento de un observador óptimo y de un regulador lineal óptimo, viene dada por 

~& ( ) ~( ) ( ),x t A x t B y tK K= +   (observador óptimo) 

u t C x tK( ) ~( )= − ,   (control de ganancia óptimo) 

donde 

.

,

,

+

+

++

=

=

−−=

C
TK

T
K

K

T
KC

TK

PBC

CPB

CCPPBBAA
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Como se ha comentado antes, los valores propios del producto P=PK+PC+ son invariantes bajo 
una transformación de semejanza y además son reales y estrictamente positivos. Si 

)0(  022
2

2
1 >>≥≥ kn µµµµ K , son los valores propios, ordenados en sentido decreciente, existe una 

transformación de semejanza $T  

( , , ) ( $, $, $ )$A B C A B CT → , 

tal que  

),,,(diagˆˆ
21 nCK MPP µµµ K=== ++ . 

La transformación de semejanza $T  distribuye el peso de las componentes de estado entre dos 
problemas, uno de control y otro de filtrado, de igual peso ( ++ = CK PP ˆˆ ). Este peso o importancia del 
estado kx̂  en el problema del COL es kµ , pues kµ  es al mismo tiempo el error de covarianza del 
filtrado en la dirección de $xk  y el coste inducido por una condición inicial alineada con $xk . Esto nos 
lleva al problema de compensación, si pensamos en un compensador constituido por la cascada de un 
observador (o filtro) y un control de ganancia. 

Así, kµ  especifica en qué forma, la variable de estado $xk , participa en el comportamiento en 
lazo cerrado del sistema. Si kµ  es grande, entonces $xk  es difícil de filtrar y de controlar, y por lo 
tanto debe de tenerse en cuenta en el diseño del compensador. Si µ k  es pequeño, $xk  es fácil de filtrar 
y controlar, por lo que $xk  no es una variable de estado esencial y puede descartarse en el diseño del 
compensador reducido [Jonckheere 83]. 

De acuerdo con las consideraciones anteriores, se propone el siguiente método de actuación: 
La matriz M se divide en dos bloques diagonales 

rn
r

rnr
M

M
M −

−









=  0

0

22

11

 , 

donde M11 es mucho mayor que M22, es decir, 011 >≥≥>>≥≥ + nrr µµµµ LL . 

Dividimos las ecuaciones del sistema y el compensador óptimo COL de acuerdo con la 
partición realizada en M 

),(ˆ
ˆ

)(ˆˆˆ
ˆˆ

)(ˆ
2

1

2221

1211 tu
B
Btx

AA
AAtx 










+










=&  

( ) ),(ˆˆˆ)( 21 txCCty =  

)(ˆ
ˆ

)(~̂
ˆˆ
ˆˆ

)(~̂
2

1

2221

1211 ty
B
Btx

AA
AAtx

K

K

KK

KK











+










=

& , 

( ) )(~̂ˆˆ)( 21 txCCtu KK= . 
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El modelo reducido es el representado por ( $ , $ , $A B C11 1 1 ) y su compensador COL óptimo de 

orden reducido es evidentemente ( $ , $ , $A B CK K K
11 1 1 ). 

De forma intuitiva se deduce que el compensador de orden reducido garantiza la estabilidad 
del sistema si M22 es lo suficientemente pequeño. 

En el caso discreto el procedimiento a seguir es muy similar al descrito para tiempo continuo. 
Las ecuaciones matriciales ERFK y ERCO serán, respectivamentes 

AP A P BB PC CP

A P A P C C P BB P

T T T

T T T

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

− + − =

− + − =

,

.
 

Existen diversos métodos, todos ellos iterativos, para resolver la ecuación de Riccati [Petkov 
91]. Entre ellos el método de Newton (o iteración de Kleinmann) introducido en [Kleinmann 68] es el 
único método conocido cuya estabilidad numérica ha sido demostrada y en la que en cada iteración 
hay que resolver una ecuación de Lyapunov. Este método requiere una aproximación inicial a la 
solución del problema y la convergencia puede ser lenta si esta aproximación está alejada de la 
misma. En consecuencia, y debido a su alto coste computacional por iteración y lenta convergencia, 
este método se considera como un algoritmo de refinamiento óptimo para construir algoritmos 
globales numéricamente estables más rápidos aplicándolo en la última etapa de otros métodos más 
rápidos (como los basados en la función signo matricial [Roberts 80] o en la descomposición de Schur 
[Laub 79]) pero cuya estabilidad numérica no está demostrada. 

En el método de Newton se obtiene una secuencia de matrices que, bajo ciertas condiciones, 
converge a la única solución simétrica semidefinida positiva de las ecuaciones de Riccati anteriores 
[Kleinmann 68] 

.0

,0

=−++

=−++

XXBBCCXAXA

CXXCBBXAAX
TTT

TTT

 

Aunque es posible desarrollar diversos algoritmos, matemáticamente equivalentes, para la resolución 
de las ecuaciones de Riccati, basados en [Kleinmann 68], el siguiente es uno de los que mejor 
comportamiento presenta desde el punto de vista de robustez en presencia de errores de redondeo 
[Benner 94]. Para el caso de la matriz de Riccati  

.0=−++ XXBBCCXAXA TTT  (2.8) 

los pasos a seguir serán los siguientes: 

1. Calcular una matriz inicial simétrica 0X  tal que 0SXA − , TBBS = , es estable. 

2. Para k= 0,1,2,... hasta la convergencia o k > maxit 

  a) ).( kk
T

kk
T

k SXXCCAXXAR −++−=  

  b) Calcular la solución kX̂  de la ecuación de Lyapunov en tiempo continuo 

kkkkk
T RSXAXXSXA =−+− )(ˆˆ)( . 

  c) kkk XXX ˆ
1 +=+  
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Las matrices A, S y Q no se modifican, mientras que la matriz solución X se actualiza en cada 
iteración mediante una corrección kX̂  decreciente. 

El método de Newton puede utilizarse para resolver la ecuación (2.8) obteniendo 
directamente el factor de Cholesky, L, de la matriz solución X mediante algunas modificaciones del 
anterior algoritmo [Hammarling 82b]. 

 

2.3 Método de Schur 

Este método, propuesto por Safonov y Chiang [Safonov 89] para sistemas en lazo abierto, 
pretende evitar el cálculo de la transformación balanceada (lo que Varga denomina métodos de raíz 
cuadrada o SR (square-root methods)) que puede introducir errores considerables cuando el sistema 
está próximo a la inobservabilidad y/o la incontrolabilidad. Esta circunstancia fue tratada por Tombs y 
Postlethwaite [Tombs 87], quienes mostraron que el método de Laub et al. [Laub 87] puede utilizarse 
para calcular directamente las primeras r columnas de la transformación balanceada que son usadas 
para calcular las r primeras filas y columnas de la realización balanceada. Sin embargo este método 
puede estar mal condicionado cuando algunos estados son más controlables que observables y 
viceversa. 

Consideremos inicialmente el siguiente sistema lineal continuo invariante en el tiempo 

0)0(  ),()()( xxtButAxtx =+=& , 

y t Cx t( ) ( )= ,  

donde pmn tytutx RRR ∈∈∈ )( ,)( ,)( , pxnnxmnxn CBA RRR ∈∈∈ ,, . Asumimos que el par (A,B) es 
controlable y que el par (A,C) es observable .  

Sean WC y WO las matrices Gramian de controlabilidad y observabilidad asociadas a este 
sistema. Es posible reducir el producto de los Gramianos, WcWo, a la forma real de Schur y obtener 
los valores propios ordenados en orden ascendente y descendente, respectivamente, 

,
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siendo da QQ y   matrices ortogonales fruto de la acumulación de las transformaciones ortogonales 
necesarias para calcular la forma real de Schur correspondiente. A continuación partimos las matrices 

da QQ y   como sigue 

[
{

]
{

r

a

rn

aa QQQ
21

,
−

=  y [
{

]
{

rn

d

r

dd QQQ
−

=
21

, , 

donde 
11

y  ad QQ  forman, respectivamente, una base ortonormal del espacio de vectores propios a la 

derecha de WcWo asociado a los valores propios grandes ),,( 22
1 rσσ L  y pequeños ),,( 22

1 nr σσ L+ . 
Las columnas de 

22
y  da QQ  nos dan una descomposición similar a la anterior pero para el espacio de 

vectores propios a la izquierda. 

Si ahora calculamos la descomposición en valores singulares del producto 
12 d

T
a QQ  

T
d

T
a VUQQ Λ=

12
, 

tenemos que las matrices reales invertibles de dimensiones nxr que conforman la transformación 
vienen dadas por las siguientes expresiones: 

.

,
2/1

2/1

1

2

−

−

Λ=

Λ=

VQS

UQS

dd

ai
 

El principal inconveniente de este método es que requiere la formación inicial del producto 
OCWW  que nos llevará, en algunos casos, a una pérdida de precisión [Varga 90, Varga 91].  

Una posible alternativa, sugerida en [Safonov 89], consiste en obtener las matrices que 
forman la base ortonormal para el espacio de valores propios a la derecha y a la izquierda de WcWo a 
partir de la descomposición en valores singulares del producto de los factores de Cholesky de las 
matrices Gramian (Lo y Lc) del siguiente modo. 

[ ] [ ] ,
0

0
 21

2

1
21

T
OC VVUULL 








Λ

Λ
=  

donde rxrR∈Λ1  y . , 11
nxrVU R∈  Λ1 contiene los valores singulares mayores del producto LcLo y Λ2 

los valores singulares más pequeños. Como se desprende de [Safonov 89]  

1 ULV Cd = , 

1 VLV Oi = , 

forman, respectivamente, una base ortonormal para el espacio de vectores propios a la de derecha y a 
la izquierda de OCWW  asociados a los valores propios mayores ),,( 22

1 rσσ L . Si obtenemos ahora la 
descomposición QR de V Vd i y ,   
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donde nxr
id QQ R∈
11

,  y calculamos la descomposición en valores singulares del producto 

,
11

T
EEd

T
i VUQQ Λ=  

tenemos que las matrices reales invertibles de dimensiones rn ×  que conforman la nueva 
transformación, vienen dadas por las expresiones: 

.

,
2/1

2/1

1

1

−

−

Λ=

Λ=

Edd

Eii

VQS

UQS
 

Las matrices de la nueva realización reducida de orden r son 

, ˆy      ˆ    , ˆ
d

T
id

T
i CSCBSBASSA ===  

con los siguientes Gramianos de controlabilidad y observabilidad  

. ˆy        ˆ
dO

T
dOiC

T
iC SWSWSWSW ==  

Aunque el modelo obtenido no está balanceado (lo que Varga denomina métodos sin 
balanceado o BF (balancing-free methods)) posee muchas de las propiedades propias del modelo 
balanceado del mismo orden (por ejemplo, ambos poseen los mismos polos). 

 

2.4 Conclusiones 

La reducción de modelos supone un compromiso entre el orden del modelo y la adecuación 
de éste a las características de nuestro sistema. Como apunta Moore [Moore 81] no existe ningún 
método de reducción que sirva para todos los sistemas, dado que muchas de las características del 
sistema dependen en gran medida de la aplicación.  

En este capítulo hemos descrito algunas de las técnicas utilizadas en la reducción de modelos 
mediante truncamiento en el espacio de estados y nos hemos centrado en dos de las más importantes y 
representativas para su estudio detallado. Esto no quiere decir que éstas técnicas se utilicen de forma 
exclusiva, sino que a menudo se combinan dos o más técnicas de reducción de modelos para 
conseguir un modelo reducido. 

Los métodos de reducción basados en realizaciones balanceadas y la forma real de Schur son 
de especial interés por estar basados en transformaciones ortogonales, lo que les otorga una 
importante estabilidad numérica. Por otra parte el modelo reducido que generan estos métodos 
mantiene casi inalteradas muchas de las propiedades del sistema original. 

Como hemos podido ver en éste capítulo, la resolución de las ecuaciones de Lyapunov juega 
un papel clave en los métodos de reducción que se han tratado con mayor detalle. Estas ecuaciones 
deben resolverse para obtener las matrices Gramian o su factor de Cholesky. Además, las ecuaciones 
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que hay que resolver están acopladas, es decir, poseen una matriz, la de coeficientes, que las relaciona 
directamente. Por todo ello será importante obtener algoritmos que resuelvan estas ecuaciones con la 
mayor exactitud y en el menor tiempo posible. El resto de este trabajo estará dedicado a obtener estos 
objetivos mediante la utilización de los métodos numéricos más adecuados en cada caso y el uso de 
las técnicas de programación paralela y distribuida más actuales. 
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Capítulo 3 

 

Métodos para la resolución de las 
ecuaciones de Lyapunov 
 
3.1 Introducción 

En este capítulo estudiaremos los métodos más  utilizados para resolver la ecuación de 
Lyapunov en tiempo continuo 

0=++ QXAXAT , (3.1) 

y en tiempo discreto (también denominada ecuación de Stein simétrica) 

0=+− QXXAAT , (3.2) 

donde nnA ×∈ R  es la matriz de coeficientes, nnTQQ ×∈= R  es la matriz de términos independientes 
y nnTXX ×∈= R  es la matriz de incógnitas. 

En esta sección planteamos el problema de la resolución de las ecuaciones de Lyapunov y su 
resolución mediante su transformación en un sistema de ecuaciones lineales; en la sección 3.2 
presentamos un estudio del condicionamiento de estas ecuaciones ligadas a la resolución del problema 
de la reducción de modelos. A continuación se estudian los métodos más eficientes para resolver estas 
ecuaciones. Así, en la sección 3.3 estudiamos el método de Bartels-Stewart, uno de los primeros 
métodos desarrollados. En la sección 3.4 se analiza el método de Hammarling, desarrollado a partir 
del anterior, pero que permite obtener directamente el factor de Cholesky de la solución de las 
ecuaciones de Lyapunov. La sección 3.5 está dedicada al método de la función signo matricial, 
diseñada para resolver ecuaciones matriciales de Riccati, y que adaptaremos para las ecuaciones de 
Lyapunov.  

La ecuación de Lyapunov en tiempo continuo es un caso particular de la ecuación de 
Sylvester 
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,0=++ CXBAX  (3.3) 

donde mmnn BA ×× ∈∈ RR   ,  son las matrices de coeficientes, mnC ×∈R  es la matriz de términos 
independientes y mnX ×∈R  es la matriz de incógnitas. 

La ecuación de Sylvester (3.3) tiene solución y además es única cuando las matrices A y -B no 
tienen valores propios en común, es decir, 

0≠+ ji µλ , 

donde nii ,,2,1  , K=λ , son los valores propios de A y mii ,,2,1 , K=µ , son los valores propios de B. 
En el caso de la ecuación de Lyapunov esta condición se reduce a  

jiji ≠≠−   ,0λλ . 

La ecuación de Sylvester (3.3) puede representarse como un sistema de mn ecuaciones para 
las mn incógnitas de X de la forma 

cTx = , (3.4) 

donde c = vec(C), x = vec(X) y n
T

m IBAIT ⊗+⊗=  es una matriz de dimensión mnmn × . El 
sistema de ecuaciones (3.4) tiene solución si la matriz T es no singular. 

Para la ecuación de Lyapunov (3.1) el sistema de ecuaciones correspondiente será 

qKx = , (3.5) 

donde n
TT

n IAAIK ⊗+⊗=  es una matriz 22 nn × , q = vec(Q), x = vec(X). 

El coste computacional de la resolución de la ecuación (3.5) es de orden 6n  y la necesidad de 
almacenamiento es de orden 4n . 

Si consideramos la ecuación de Lyapunov para tiempo discreto (3.2), ésta puede ser 
transformada en un sistema de ecuaciones lineales (3.5), donde ahora 

n
TT IAAK 2−⊗= ,  

siendo 
22 nnK ×∈R no singular si y solo si los valores propios de A cumplen que 1≠jiλλ . 

No es aceptable utilizar este método de resolución para tamaños de n elevados. En las 
secciones 3.3 a 3.5 de este capítulo presentamos métodos alternativos eficientes para resolver las 
ecuaciones (3.1) sin necesidad de formar matrices tan grandes, y con un coste aritmético mucho 
menor. 
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3.2 Condicionamiento del problema 

Cuando resolvemos la ecuación de Sylvester (3.3) en un computador con una precisión ε , los 
errores de redondeo FFF CBA εεε  , , estarán presentes en A, B y C. En consecuencia, en el mejor 
de los casos, y antes de tener en cuenta el algoritmo utilizado para resolver la ecuación, podemos 
esperar que la solución calculada X satisfaga 

0)()()( =+++++ GCFBXXEA , (3.6) 

donde  , FF AE ε≤   , FF BF ε≤  y   FF CG ε≤ . 

La exactitud de la solución de la ecuación de Sylvester (3.3) depende de la sensibilidad de X a 
las perturbaciones en A, B y C. La influencia de las perturbaciones E, F y G en la solución X pueden 
ser analizadas del siguiente modo. La ecuación de Sylvester (3.6) puede reescribirse como el sistema 
lineal perturbado 

)()( gcxYT +−=+ , 

donde 

n
T

m IBAIT ⊗+⊗= , 

n
T

m IFEIY ⊗+⊗= , 

)(vec Xx = , 

)(vec Gg = . 

Utilizando la desigualdad fácilmente comprobable 222 QPQP ≤⊗ , podemos deducir 
que 

FF BAT +≤2 , 

FF FEY +≤2
, 

FFFF XFECc )(2 +≤= , 

FGg =2 . 

A partir de la definición 5  

),()( BAsepTmin −=σ , 

tenemos que 

),(
1

)(
1

2
1

BAsepT
T

min −
==−

σ
, 
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donde sep(A,-B)>0 si y solo si A y -B no tiene valores propios en común. De aquí se desprende el 
siguiente teorema. 

Teorema 7 [Byers 83] Si las matrices A y -B no tienen valores propios en común, 0≠C  y 

1
),(

<≡
−

+
δ

BAsep
FE FF , entonces las perturbaciones relativas en la solución de la ecuación de Sylvester 

(3.3) debidas a E, F y G en las matrices A, B y C satisfacen 

),(1
1

BAsep
X
G

FE

X

XX
F

F
FF

−

++

−
≤

−

δ
. 

En el caso de que ε  sea la perturbación relativa en las matrices A, B y C, obtenemos que 

1
),(

<
−

+
≡

BAsep
BA FFεδ ; (3.7) 

entonces 

),(1
2

BAsep
BA

X

XX
FF

−

+

−
≤

−

δ
ε  (3.8) 

y el valor 

)(cond2 QXBAX ++ =
),( BAsep

BA FF

−

+
 

se considera el número de condición de la ecuación de Sylvester. 

De las condiciones expuestas en las ecuaciones (3.7) y (3.8) podemos deducir que cuanto más 
pequeña es la separación entre los valores propios de A y -B, mayor es el cambio de X  producido por 
una perturbación en las matrices de datos. Un algoritmo para el cálculo de sep(A,-B) sin necesidad de 
formar la matriz T de (3.4) fue propuesto en [Byers 83]. 

El caso de la ecuación de Lyapunov lo podemos tratar como un corolario del teorema 7. Si 

TA y -A no tienen valores propios en común, 0≠Q  y 1
),(

2
<≡

−
δ

ε

AAsep

A
T

F  

entonces 

),(1
4

AAsep

A
X

XX
T

F

−−
≤

−

δ
ε

δ
ε

−
=

1
4 )(cond 2 QXAXAT ++ . 

En el caso de la ecuación de Lyapunov en tiempo discreto la sensibilidad depende del valor 

)(),( 2n
TT

min
T

d IAAAAsep −⊗=− σ . 

Si A es una matriz convergente se tiene que  
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1),(0 <−< AAsep T
d . 

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de tiempo continuo, tenemos que si A no 

tiene valores propios repetidos, 0≠Q  y 1
),(

)2( 2

<≡
+

δ
εε

AAsep

F
T

d

F , entonces 

),(

1
1

)3(
AAsep

A
X

XX
T

d

F

−

+

−
+

≤
−

δ
εε

δ
εε

−
+

=
1

)3( )(cond2 QXXAAT ++ . 

Para la ecuación de Lyapunov generalizada  

0=++ QXAEXEA TT , (3.9) 

donde nnTnn QQEA ×× ∈=∈ RR  ,, , TXX =  y −⊂Λ C)(A , el sistema de ecuaciones 
correspondiente será 

qWx = , (3.10) 

donde TTTT EAAEW ⊗+⊗=  es una matriz 22 nn × . Del análisis de este sistema lineal se deduce 
que el número de condición de la ecuación de Lyapunov generalizada viene dado por la expresión 

2
1

222 cond)(cond −==++ WW(W)QXAEXEA TT . 

La sensibilidad o separación de la ecuación de Lyapunov generalizada viene dada por 

)())(,)(( 11 WAEAEsep min
T σ=− −− , 

y puede comprobarse que 
2

111 1))(,)(( −−− =− WAEAEsep T  (ver por ejemplo [Penzl 96]). Por lo 

tanto, el número de condición para esta ecuación vendrá dado por 

))(,)((

2

))(,)((
)(cond 11

22
11

2
2 AEAEsep

EA

AEAEsep

W
QXAEXEA TT

TT
−−−− −

≈
−

=++ . 

Los números de condición y separación se utilizarán en el capítulo 6 para juzgar la calidad de 
las soluciones aproximadas obtenidas por los métodos numéricos testados. 

 

3.3 Método de Bartels-Stewart 

El método de Bartels-Stewart [Bartels 72] es el primero método basado en transformaciones 
ortogonales, que fue desarrollado para la resolución de las ecuaciones de Sylvester y Lyapunov. 

A continuación estudiamos los pasos de que consta este método para resolver las ecuaciones 
de Lyapunov. El primer paso consiste en la reducción ortogonal de las matrices de coeficientes a una 
forma más simple, la forma real de Schur, mediante el algoritmo iterativo QR [Francis 61]. 

Consideremos la ecuación de Lyapunov en tiempo continuo 
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0=++ QXAXAT , (3.11) 

donde nnTnn QQA ×× ∈=∈ RR  ,  y TXX = . Reducimos la matriz A a la forma real de Schur mediante 
la siguiente transformación de semejanza 

TUAUA = , 

donde nnU ×∈R  es una matriz ortogonal y A  es una matriz triangular superior por bloques. Los 
bloques diagonales son de orden 11×  (escalares que se corresponden con valores propios reales de A) 
ó 22 ×  (asociados a pares de valores propios conjugados de A). 

De este modo la ecuación de Lyapunov quedará representada del siguiente modo 

0 =++ QAXXA T , (3.12) 

donde QUUQ T=  y XUUX T= . 

A continuación, dividimos la ecuación (3.12) del siguiente modo 









=

22

1211

0 A
AA

A , 









=

2221

1211

QQ
QQ

Q , (3.13) 









=

2221

1211

XX
XX

X , 

donde 11A , 11C  y 11X  son bloques diagonales de tamaño 11×  ó 22 × . De esta partición, y 
trabajando por bloques, se obtienen las siguientes ecuaciones: 

01111111111 =++ QAXXAT , (3.14) 

0)( 21111211212122 =+++ QXAAXXA TT , (3.15) 

0)( 221221121222222222 =++++ QAXXAAXXA TT . (3.16) 

El bloque 11X  de la ecuación (3.14) se resuelve directamente si se trata de un escalar. Si es un 
bloque 22 × , mediante las propiedades del producto de Kronecker, tal y como de describió en la 
sección 3.1, se obtiene 11X  de un sistema lineal de tres ecuaciones linealmente independientes. 

Una vez resuelto el bloque 11X , la ecuación (3.15) puede resolverse como un sistema lineal 
del que se obtendrá 21X  mediante el algoritmo de Gauss con pivotamiento parcial y eliminación 
progresiva. 
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Por último, la ecuación (3.16) es una ecuación de Lyapunov de orden menor n-1 ó n-2. El 
tamaño del problema por lo tanto se ha reducido. El mismo procedimiento se aplicará sucesivamente 
hasta la resolución completa del problema. 

Algunas de las operaciones realizadas en el cálculo de CUUQ T=  y XUUX T=  pueden 
simplificarse si se tiene en cuenta la estructura simétrica de estas matrices. Sea TZZQ += , donde Z  
es una matriz triangular superior; entonces se puede comprobar que 

TTTT ZUUZUUQUUQ )(+== . 

Por lo tanto sólo es necesario calcular ZUU T  y, puesto que Z  es triangular superior, el 
producto ZU  puede realizarse con la mitad de operaciones de las requeridas para el producto QU . 

A continuación presentamos un algoritmo que recoge  todas los pasos hasta ahora comentados 
y que resuelve la ecuación de Lyapunov en tiempo continuo 

0=++ QXAXAT . 

 

Algoritmo 1 [BSTC] 

1. Calcular la forma real de Schur AUUA T=  

2. ZUUW T=  siendo TZZQ +=  

3. Calcular TWWQ +=  

 /* p= nº de bloques diagonales en los que se divide A */ 

4. para l = 1, p  

 4.1. para k = l, p 

 4.1.1. ∑
−

=

+=
1

1

k

i
il

T
ikklkl XAQQ  

 4.1.2. Resolver 0=++ klllklkl
T
kk QAXXA  y obtener klX  

 fin para 

 4.2. para j = l+1, p 

 4.2.1. T
jllj XX =  

 4.2.2. para i = j, p 

 4.2.2.1. lj
T
liljilijij XAAXQQ ++=  

 fin para 

 fin para 

 fin para 

5. TUYUW =  siendo TYYX +=  
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6. Calcular TWWX +=  

fin  

 

La ecuación de Lyapunov para tiempo discreto 

0=+− QXXAAT , (3.17) 

puede resolverse de forma similar a la de tiempo continuo. Consideremos la ecuación de Lyapunov en 
tiempo discreto 

0 =+− QXAXA T , (3.18) 

donde la matriz AUUA T=  está en forma real de Schur, QUUQ T= , XUUX T= , y una división 
por bloques de estas matrices como la considerada en (3.13). La ecuación (3.16) puede reescribirse 
como el siguiente conjunto de ecuaciones 

pllkplQXAXA kl

k

i
kl

l

j
jlil

T
ik ,,1,   ,,,2,1   ,0

1 1

KK +===+−









∑ ∑

= =

, 

donde p es el número de bloques diagonales 11×  ó 22 ×  en los que se divide A . 

Estas ecuaciones se resuelven sucesivamente para pppp XXXXXX ,,,,,,,, 22211211 KKK . 

Cada bloque klX  se obtiene resolviendo una ecuación de Lyapunov de tiempo discreto (k=l) o una 
ecuación de Stein (k>l) de orden uno o dos. 

A continuación mostramos el algoritmo que resuelve la ecuación de Lyapunov para tiempo 
discreto 

0=+− QXXAAT . 

Algoritmo 2 [BSTD] 

1. Calcular la forma real de Schur AUUA T=  

2. ZUUW T= , siendo TZZQ +=  

3. Calcular TWWQ +=  

4. para l = 1, p 

 4.1. para k = l, p 

 4.1.1. ∑ ∑∑
−

= =

−

=

++=
1

1 1

1

1

k

i

l

j
jlij

T
ik

l

j
jlkj

T
kkklkl AXAAXAQQ  

 4.1.2. Resolver 0=++ klklllkl
T
kk QXAXA  y obtener klX  

 fin para 

 fin para 



3.3 MÉTODO DE BARTELS-STEWART  43 
 

 

5. TUYUW =  siendo TYYX +=  

6. Calcular TWWX +=  

fin  

 

3.4 Método de Hammarling 

El método de Hammarling [Hammarling 82, Hammarling 91, Varga 90] está basado en el 
método de Bartels-Stewart y permite resolver las ecuaciones de Lyapunov en tiempo continuo 

0=++ CCXAXA TT , 

y en tiempo discreto 

0=+− CCXXAA TT , 

obteniendo directamente el factor de Cholesky de la solución X sin la necesidad de realizar 
explícitamente el producto CC T . Por esta razón, y al estar basado en transformaciones ortogonales, 
el método de Hammarling consigue una mayor exactitud que el método de Bartels-Stewart [Bartels 
72], que como vimos en la sección anterior calcula la solución X, teniendo posteriormente que realizar 
una descomposición de Cholesky de ésta para obtener su factor de Cholesky. 

 

3.4.1 Resolución de la ecuación de Lyapunov en tiempo continuo 

En esta sección estudiamos el problema de la resolución de la ecuación de Lyapunov en 
tiempo continuo 

0=++ CCXAXA TT , (3.19) 

donde nnA ×∈R  es una matriz estable (todos sus valores propios tienen parte real negativa) y 
nmC ×∈R , con m≥n, es una matriz de rango completo (n). En el caso de que m < n el método de 

Hammarling es el mismo con ligeras modificaciones [Hammarling 82]. Si el producto CC T  es una 
matriz (semi)definida positiva la solución de la ecuación X es (semi)definida positiva. 

Estamos interesados en calcular el factor de Cholesky U de la solución X tal que 

UUX T= , 

donde nnU ×∈R  es una matriz triangular superior. A continuación plantemos un método general para 
este problema y en los siguientes apartados consideramos los casos en que: (1) todos los valores 
propios de la matriz A son reales y (2) existen valores propios de A complejos. 

Para resolver la ecuación de Lyapunov (3.19), al igual que en el método de Bartels-Stewart, 
en primer lugar se simplifica la estructura de la matriz coeficiente. Así, es posible calcular una matriz 
Q ortogonal, tal que 

TQSQA = , 
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donde S será una matriz triangular superior por bloques, con bloques diagonales 1x1 ó 2x2, según se 
trate respectivamente de los valores propios reales de A o bloques asociados a los pares de valores 
propios complejos conjugados. Así la ecuación quedará de la siguiente forma 

CCSXXS TT −=+ , 

donde UQUUUXQQX TT ===    ,   y  CQC = . 

Utilizando la factorización de Cholesky de X , UUX T= , la ecuación anterior se convierte 

en 

CCSUUUUS TTTT −=+ )()( . (3.20) 

Podemos ahora simplificar aún más la ecuación (3.20) si hacemos que la matriz C  sea 
triangular. En efecto podemos calcular una matriz ortogonal mmP ×∈R  tal que 









=

0
R

PC , 

donde nnR ×∈R  es triangular superior. De este modo la ecuación (3.20) se convierte en 

0)()( =++ RRSUUUUS TTTT . 

A esta ecuación la llamaremos de ahora en adelante, ecuación reducida de Lyapunov en 
tiempo continuo. 

A continuación dividimos las matrices S, RU y   en bloques de la siguiente forma 









=








=








=

1

11

1

11

1

11

0
   , 

0
   , 

0 R
R

U
U

S
S

TTT rus γυλ  

donde 11λ  será un escalar (valor propio real de A, 1111 s=λ ) o un bloque 2x2 (asociado a dos valores 
propios complejos conjugados) de la forma 









=

2221

1211
11 ss

ss
λ . 

En el primer caso, también serán escalares 1111 u=υ  y 1111 r=γ , siendo s, u y r vectores de n-
1 elementos. En el segundo caso, serán bloques 2x2 tanto 11υ  como 11γ , 









=

22

1211
11 0 u

uu
υ  y 








=

22

1211
11 0 r

rr
γ , 

siendo s, u y r bloques de tamaño (n-2)x2. 

A partir de la anterior división de las matrices y trabajando por bloques, obtenemos las 
siguientes ecuaciones: 
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1111111111111111 )()( γγλυυυυλ TTTT −=+ , (3.21) 

TTS 11
1

1111111 )( υαυλυ sruu −−=+ − , (3.22) 

0)()( 111111 =++ RRSUUUUS TTTT , (3.23) 

donde 

TTT RRRR yy+= 11 , Tαury −=  y 1
1111
−= υγα . 

Podemos resolver directamente las ecuaciones (3.21) y (3.22). La ecuación (3.23) se puede 
tratar como una ecuación de Lyapunov de dimensión menor que la inicial si realizamos algunas 
operaciones sobre la matriz R. El resultado del producto RRT  puede reescribirse como 

( ) TT
T

TT RR
R

RRR yy
y

y +=







= 11

1
1 . 

Si ahora calculamos la descomposición QR de R tal que 











=

0

ˆˆ RQR , 

donde Q es una matriz ortogonal y R̂  es triangular superior, podemos comprobar que 

( ) RRRQQRRR TTTT ˆˆ
0

ˆˆˆ0ˆ =









= . 

De este modo la ecuación (3.23) quedará como sigue 

0ˆˆ)()( 111111 =++ RRSUUUUS TTTT . 

Podemos observar que se trata de una ecuación de Lyapunov con la misma estructura que la 
ecuación (3.20) pero de dimensión menor. La solución de esta nueva ecuación la abordaremos igual 
que la (3.19) y así sucesivamente. 

 

3.4.1.1 Algoritmo para valores propios reales 

En el caso de que todos los valores propios de A sean reales, la ecuaciones (3.21), (3.22) y 
(3.23), obtenidas anteriormente, vendrán dadas respectivamente por las siguientes expresiones: 

2
11

2
11112 rus −=  (3.24) 

111111 )( uIsS n
T sru −−=+ − α , (3.25) 

0)()( 111111 =++ RRSUUUUS TTTT , (3.26) 
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donde  









= T

R
R

y
1 , Tαury −= , y 1

1111
−= urα . 

Por ejemplo, para n= 6 la estructura de R es 



























=

xxxxx
x
xx
xxx
xxxx
xxxxx

R . 

La ecuación (3.24) se resuelve ahora directamente obteniéndose 11u . La ecuación (3.25) es un 
sistema lineal triangular inferior que resolvemos por eliminación progresiva, obteniendo u. 

A continuación realizamos la factorización QR de R mediante rotaciones de Givens. Dada la 
estructura de R, solo son necesarias (n-1) rotaciones. Ello nos permite obtener una ecuación de 
Lyapunov de dimensión n-1 

0ˆˆ)()( 111111 =++ RRSUUUUS TTTT  

con  









=

0

ˆˆ RQR . 

Continuaremos entonces con esta nueva ecuación aplicando las mismas etapas descritas 
anteriormente hasta obtener el factor de Cholesky de la solución de la ecuación (3.19). 

Antes de presentar en lenguaje algorítmico la solución de la ecuación para el caso de valores 
propios reales, recordaremos la notación que seguiremos en todos ellos para una mayor claridad en la 
exposición [Golub 89]. 

A continuación presentamos el algoritmo para valores propios reales. Partimos de la ecuación 

0)()( 111111 =++ RRSUUUUS TTTT  

donde S(1:n,1:n) y R(1:n,1:n) son matrices triangulares superiores y U(1:n,1:n) es el factor de 
Cholesky que queremos calcular. Los elementos no definidos en la ecuación serán variables internas 
del programa. 

 

 

Algoritmo 3 [HTCVPR]: 

para i=1, n  

1.Calculo del elemento diagonal de la fila i. 
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),(2 iiS−=α , α/),(),( iiRiiU −=  

2.Calculo del resto de elementos superdiagonales de la fila i (u= U(i,i+1:n)). 

b(i+1:n) = -α R(i,i+1:n) - S(i,i+1:n)U(i,i) 

para j=i+1, n  

U(i,j) = b(j)/(S(j,j) + U(i,i)) 

b(j+1:n) = b(j+1:n) - S(j,j+1:n)U(i,j) 

fin para 

3. Actualización de la matriz independiente R para resolver la siguiente columna. 

3.1. Calculo el vector fila y. 

y(i+1:n) = R(i,i+1:n) - αU(i,i+1:n) 

3.2. Calculo del factor de Cholesky de la nueva matriz R(i+1:n,i+1:n). 

para j=i+1, n 

3.2.1.Calculo de la rotación de Givens tal que: 








∗
=








−








0cossen

sencos
)(

),(

jj

jj

jy
jjR

θθ
θθ  

3.2.2. Aplicación de las rotaciones de Given al resto de la columna de R. 

para k= j, n 









−








=









jj

jj

ky
kjR

ky
kjR

θ
θθ

cossen
sencos

)(
),(

)(
),(

 

fin para 

fin para 

fin para 

fin  

 

3.4.1.2 Algoritmo para valores propios complejos 

En el caso más general, la matriz A puede tener valores propios complejos que darán lugar a 
la existencia de bloques diagonales 22 ×  en su forma real de Schur. Para resolver este caso 
consideramos de nuevo a las ecuaciones (3.21)-(3.23).  

Existen dos posibilidades para abordar la resolución de esta ecuación (3.21). La primera es 
utilizar aritmética compleja para triangularizar 11λ  y después resolver la ecuación por eliminación 
progresiva. La segunda posibilidad es transformar esta ecuación de Lyapunov de dimensión 22 × , 
utilizando las propiedades del producto de Kronecker [Barnett 75]. 

En nuestro caso particular, la ecuación (3.21) se transforma en el siguiente sistema lineal 

rx ˆˆ)( 211112 −=⊗+⊗ II TT λλ  

donde 
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

















+
+

=⊗+⊗

221212

21221112

21221112

212111

211112

20
0

0
02

)(

sss
ssss
ssss

sss

II TT λλ , 





















+

==

2
22

2
12

1112

1112

2
11

1111 )vec(ˆ

uu
uu
uu

u
Tυυx  y 





















+

==

2
22

2
12

1112

1112

2
11

1111 )vec(ˆ

rr
rr
rr

r
T γγr . 

Obtenemos entonces un sistema lineal de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. Como 
podemos ver, existe redundancia en la segunda y tercera ecuación, por lo que el sistema se puede 
reducir a tres ecuaciones con tres incógnitas (suprimiendo, por ejemplo, la tercera ecuación y la 
tercera incógnita). Para obtener la solución de esta ecuación resolvemos este sistema utilizando el 
método de Gauss con pivotamiento parcial y aplicamos después eliminación progresiva y sustitución 
regresiva. 

En cuanto a la ecuación (3.22), puede observarse que se trata de una ecuación de Sylvester. 
Las matrices de coeficientes de ésta, 1S  (en la forma real de Schur) y β son cuadradas de orden (n-2) y 
2, respectivamente. Es posible resolver una ecuación de este tipo mediante el método de Bartels y 
Stewart [Bartels 72] o por el de Hessenberg-Schur [Golub-79]. 

Por otra parte, dado que β es una matriz 22 × , podemos abordar la resolución de esta 
ecuación transformándola en un sistema lineal, utilizando las propiedades del producto de Kronecker 
[Barnett 75], cuya resolución no supone un elevado coste. 

Así, si llamamos  
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tenemos que la ecuación (3.22) se transforma en el siguiente sistema 

cu ˆˆ)( )2(212 =⊗+⊗ −n
TT ISI β , 

donde 
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Resolvemos este sistema por el método de Gauss con pivotamiento parcial y eliminación 
progresiva y sustitución regresiva. Debido a que existe una gran cantidad de elementos nulos en este 
sistema de ecuaciones, será interesante aprovechar esta circunstancia para obtener una menor 
complejidad de cálculo. 

Por último nos queda la ecuación (3.23). Actuamos ahora como en el caso real pero con la 
salvedad de que y es una matriz 2)2( ×−n  por lo que la matriz que debemos triangularizar para 
obtener la nueva ecuación de Lyapunov es de dimensión )2( −× nn . Por ejemplo, en el caso de que 
n=7, ésta será de la forma 
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Para ello utilizaremos rotaciones de Givens. En este caso el número de rotaciones necesarias 
será 2n-4. 

 

3.4.2 Resolución de la ecuación de Lyapunov en tiempo discreto 

Consideremos ahora el problema de la resolución de la ecuación de Lyapunov en tiempo 
discreto 

0=+− CCXXAA TT  

donde nnA ×∈R  es una matriz convergente (todos sus valores propios tienen módulo menor que uno) 
y nmC ×∈R , con nm ≥ , es una matriz de rango completo (n). 

Queremos calcular el factor de Cholesky U de la solución X, UUX T= , donde nnU ×∈R  es 
una matriz triangular superior. Veamos en primer lugar como es posible resolver la ecuación de forma 
general y a continuación consideraremos los casos en que: (1) todos los valores propios de la matriz A 
son reales y (2) existen valores propios complejos de A. 

Como vimos en el caso en tiempo continuo, comenzamos reduciendo en lo posible las 
matrices coeficiente de la ecuación. Así, primero reducimos a forma real de Schur la matriz A 
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TQSQA = , 

donde Q una matriz ortogonal y S una matriz triangular superior por bloques. Los bloques diagonales 
de S son escalares (bloques 1x1) o bloques 2x2, según estén asociados a valores propios reales o a 
pares de valores propios complejos conjugados de A, respectivamente. Así la ecuación queda de la 
siguiente forma 

S XS X C CT T− = − , 

donde 

XQQX T=  y CQC = . 

Teniendo en cuenta la factorización de Cholesky de X y su relación con la de X  tenemos que  

UQU = , 

quedando la ecuación de la siguiente forma 

CCUUSUUS TTTT −=− )()( . (3.27) 

Podemos ahora simplificar aún más la ecuación (3.27) si hacemos que la matriz C , al igual 
que en el caso continuo, sea triangular. Necesitamos calcular por tanto una matriz ortogonal 

mmP ×∈R  tal que, 
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
=

0
R

PC , 

donde nxnR R∈  es triangular superior. De este de modo la ecuación (3.27) se convierte en la ecuación 
reducida de Lyapunov en tiempo discreto 

0)()( =+− RRUUSUUS TTTT . (3.28) 

A continuación dividimos las matrices RUS y   ,  en los siguientes bloques  
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TTT rus γυλ , 

donde 11λ  será un escalar (valor propio real de A, 1111 s=λ ) o un bloque 22 ×  (asociado a dos valores 
propios complejos conjugados), de la forma 









=

2221

1211
11 ss

ss
λ . 

En el primer caso, también serán escalares 1111 u=υ  y 1111 r=γ , siendo s, u y r vectores de n-
1 elementos. En el segundo caso, serán bloques 22 ×  tanto 11υ  como 11γ , 
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siendo s, u y r bloques de tamaño 2)2( ×−n . 

A partir de la anterior partición de las matrices y trabajando por bloques obtenemos las 
siguientes ecuaciones 

1111111111111111 )()( γγυυλυυλ TTTT −=− , (3.29) 

βυαβ TTS 111 sruu −−=+ , (3.30) 

donde 1
1111
−= υγα  y 1

111111
−= υλυβ , y  

0)()( 111111 =+− RRUUSUUS TTTT , (3.31) 

donde  

TTT RRRR yy+= 11 , TTTT vvuurryy +−=  y TTS 111 υsuv += . (3.32) 

De estas ecuaciones podemos resolver la (3.29) y la (3.30). La ecuación (3.31) se puede tratar 
como una ecuación reducida de Lyapunov de dimensión menor que la inicial si triangularizamos la 
matriz R. Por lo tanto, si calculamos una factorización QR de R tal que 











=

0

ˆˆ RQR , 

donde Q̂ es una matriz ortogonal y R̂  es triangular superior, la ecuación (3.31) quedará como sigue 

0ˆˆ)()( 111111 =+− RRUUSUUS TTTT . 

Podemos observar que se trata de una ecuación de Lyapunov con la misma estructura que la 
ecuación (3.28) pero de dimensión menor. Abordaremos su solución al igual que para (3.28) y así 
sucesivamente. 

 

3.4.2.1 Algoritmo para valores propios reales 

En el caso en que todos los valores propios de la matriz A sean reales, el término 11λ  será un 
escalar y la ecuación (3.29) quedará como sigue: 

2
11

2
11

2
11 )1( rus −=−  (3.33) 

por lo que calculamos directamente el elemento 11u . 

La ecuación (3.30) se puede reducir al sistema lineal de ecuaciones  

11111111 )( suISs n
T sru −−=− − α , (3.34) 
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donde  1
1111
−= urα . Se trata de un sistema de ecuaciones triangular inferior que resolvemos utilizando 

eliminación progresiva. 

Nos queda por último abordar la ecuación  

0)()( 111111 =+− RRUUSUUS TTTT , (3.35) 

donde 

TTT RRRR yy+= 11 , rvy 11s−= α , y 111 uS T suv += . 

En este caso y es un vector de n-1 elementos y como propusimos en el caso general 
obtendremos el factor de Cholesky R̂  del producto RRT  mediante una descomposición QR 
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R

R Ty
, 

siendo Q̂  una matriz ortogonal y R̂  triangular superior. La ecuación (3.35) quedará entonces como 
sigue 

0ˆˆ)()( 111111 =+− RRUUSUUS TTTT . 

Tenemos entonces una ecuación reducida de Lyapunov de dimensión n-1 que volveremos a 
tratar del mismo modo. A continuación presentamos el algoritmo para valores propios reales. Partimos 
de la ecuación 

0)()( =+− RRUUSUUS TTTT , 

donde S(1:n,1:n) y R(1:n,1:n) son matrices triangulares superiores y U(1:n,1:n) el factor de Cholesky 
que vamos a calcular. Los elementos no definidos en la ecuación serán variables internas del 
programa. 

Algoritmo 4 [HTDVPR] 

para i= 1, n 

1. Cálculo del elemento diagonal de la fila i. 

2),(1 iiS−=α , ),(),( 1 iiRiiU −= α  

2. Cálculo de los elementos superdiagonales de la fila i. 

b(i+1:n) = -αR(i,i+1:n) - S(i,i+1:n) U(i,i) S(i,i) 

para j= i+1, n 

U(i,j) = b(j)/(S(j,j)S(i,i) - 1) 

b(j+1:n) = b(j+1:n) - S(j,j+1:n)U(i,j)S(i,i) 

fin para 

3. Actualización de la matriz R para el siguiente paso. 

3.1. Cálculo del vector fila y. 
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para j= i+1, n 

v(j) = S(i+1:j,j)TU(i,i+1:j)T + U(i,i)S(i,j) 

fin para 

y(i+1:n) = v(i+1:n)α - S(i,i)R(i,i+1:n) 

3.2. Cálculo y aplicación de las rotaciones de Givens que anulen y. 

 para j= i+1, n 

3.2.1. Cálculo de la rotación de Givens tal que: 
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3.2.2. Aplicación de las rotaciones de Given al resto de la columna de R. 

para k= j, n 
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fin para 

fin para 

fin para 

fin 

 

3.4.2.2 Algoritmo para valores propios complejos 

Estudiaremos en este apartado el caso en que la matriz A pueda tener valores propios 
complejos que den lugar a la existencia de bloques diagonales 22 ×  en su forma real de Schur. Si esto 
ocurre, la ecuación (3.29) ya no la podemos resolver directamente como en el caso de valores propios 
reales. Se trata de una ecuación de Lyapunov en tiempo discreto de orden 2 que resolveremos 
utilizando las propiedades del producto de Kronecker [Barnet 75]. El sistema resultante obtenido a 
partir de ésta ecuación al aplicar esta transformación será 

rx ˆˆ)( 41111 −=−⊗ ITT λλ , 

donde 
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Como en el caso continuo, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales con redundancia en 
las ecuaciones segunda y tercera debido a la simetría de la solución. Por tanto lo reducimos a tres 
ecuaciones con tres incógnitas y procedemos a resolverlo por el método de Gauss con pivotamiento 
parcial y eliminación progresiva y sustitución regresiva. 

En cuanto a la ecuación (3.30) puede observarse que se trata de una ecuación de Stein. Las 
matrices de coeficientes de ésta, 1S  (en la forma real de Schur) y β son cuadradas de orden (n-2) y 2, 
respectivamente. Es posible resolver una ecuación de este tipo mediante el método de Bartels y 
Stewart [Bartels 72] o por el de Hessenberg-Schur [Golub 79]. 

Por otra parte, dado que β es una matriz 22 × , podemos abordar la resolución de esta 
ecuación transformándola en un sistema lineal, utilizando las propiedades del producto de Kronecker 
[Barnett 75], cuya resolución no supone un elevado coste. 

Así, si denotamos  
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tenemos que la ecuación (3.30) se transforma en el sistema lineal 

cu ˆˆ)( )2(21 −=−⊗ −n
TT ISβ , 

donde )(ˆy  )(ˆ ccuu vecvec == . Este sistema de 2n-4 ecuaciones se resolverá mediante el método de 
Gauss con pivotamiento parcial y eliminación progresiva y sustitución regresiva. 

En la ecuación  

0)()( 111111 =+− RRUUSUUS TTTT , 

tenemos que calcular el factor de Cholesky R̂  del producto RRT , para poder continuar resolviendo la 
siguiente ecuación reducida de Lyapunov de orden n-2 

0ˆˆ)()( 111111 =+− RRUUSUUS TTTT . 

Veamos ahora como podemos calcular la matriz y equivalente en el caso complejo. En este 
caso y tiene dimensiones 2)2( ×−n  y, como podemos observar, es complicado calcularla 
directamente de las expresiones vistas en (3.32). Un método para obtener la matriz y ha sido propuesto 
recientemente por Hammarling [Hammarling 91]. En él, primero se reescribe la ecuación (3.28) de la 
forma: 
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T . (3.36) 

Teniendo en cuenta la partición en bloques que hicimos de las matrices UR   ,  y S, 
inicialmente esta ecuación la reescribiremos como  


