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Capitulo 1

El problema de la reduccion de modelos.
Conceptos fundamentales

1.1 Introduccioén

En la actualidad se esta realizando un gran esfuerzo por parte de la comunidad cientifico-
técnica para la resolucion de problemas de ingenieria dentro de unos limites determinados de tiempo,
precision y coste. Estos problemas tienen cada vez mayor dimension, en algunos casos demasiado
grande como para ser resueltos dentro de los limites de tiempo y precision deseables, y mayor
complejidad. La necesidad de resolver estos problemas ocasiona la creciente utilizacion de sistemas
informaticos paralelos y distribuidos [Perrot 92]. Por una parte se disefian sistemas hardware con
mayores prestaciones y que puedan ejecutar el codigo desarrollado de una forma mas eficiente. Por
otra, se desarrollan nuevos algoritmos numéricos [Kailath 80, Petkov 91] y estrategias de
programacion mas adecuadas para obtener el mayor provecho de los computadores ya existentes
[Dowd 93].

Uno de los temas cruciales en ingenieria es la modelizacion de sistemas dinamicos complejos.
Sin embargo, para que sea factible el tratamiento de problemas reales, son necesarias aproximaciones
que lo transformen en un problema mas simple. Un sistema dindmico complejo suele ser no lineal,
distribuido y variable en el tiempo, por lo que una de las primeras aproximaciones clasicamente
realizadas es su transformacion en un sistema lineal invariante en el tiempo. Los sistemas lineales
invariantes en el tiempo resultantes de esta aproximacion inicial suelen ser sistemas de gran tamafio
que poseen un gran numero de variables de estado [Skelton 88]. Por ello es necesario buscar modelos
matematicos mas simples que aproximen al maximo el comportamiento del sistema original. Este
modelo, que poseera menor numero de estados que el sistema original, se denomina modelo reducido
o modelo de orden reducido y al procedimiento utilizado para conseguirlo reduccion de modelos
[Fortuna 92].

La reducciéon de modelos, que era un problema abierto en teoria de sistemas hace unos afios,
actualmente es uno de sus temas fundamentales [Skelton 88]. La aproximacioén usual para obtener
modelos de orden reducido suele ser la misma para sistemas en tiempo continuo que para sistemas en
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tiempo discreto. Nos referiremos normalmente al primer tipo de sistemas, ya que en la mayoria de los
casos las conclusiones son extensibles sin excesiva dificultad para el caso de tiempo discreto.

1.1.1 Objetivos y justificacion

Las ecuaciones de Lyapunov tienen una importancia fundamental en muchos algoritmos de
analisis y sintesis en teoria de control. Estas aparecen de forma natural en problemas de control lineal
regidos por ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden autdénomas lineales (EDO). Como
muchos métodos de control no lineal utilizan el sistema lineal obtenido de la linealizacion de EDO
alrededor de un punto de trabajo, estos métodos también requieren la solucion segura y eficiente de
este tipo de ecuaciones. Las ecuaciones de Lyapunov generalizadas aparecen de forma natural en los
sistemas de control regidos por EDO de segundo orden, sistemas descriptores, o ecuaciones en
derivadas parciales (EDP). En [Gajic 95, Mehrmann 91, Petkov 91, Rosen 95, Sima 94, Varga 95,
Zhou 96] pueden encontrarse algunas referencias recientes de aplicaciones de ecuaciones de
Lyapunov en temas de control. En particular, la reduccion de modelos para problemas de control de
gran tamafio se ha convertido en uno de los temas mas importantes en teoria de sistemas y control en
los ultimos afios. Muchos de los algoritmos propuestos para ello necesitan resolver una o mas
ecuaciones de Lyapunov (ver, por ejemplo, las referencias [Fortuna 88, Helmke 94, Safonov 88]).

La necesidad de computacion paralela en esta area puede deducirse del hecho de que para un
sistema con una dimension en el espacio de estados de orden 1000, la resolucion de la ecuacion de
Lyapunov asociada a éste representa la resolucion de un sistema de ecuaciones de 500500 incognitas
(una vez explotada la simetria de la solucion). Sistemas de tal dimension regidas por EDO son
comunes en aplicaciones de ingenieria quimica, aparecen de manera frecuente para sistemas de
segundo orden y representan grandes reticulos cuando proceden de la discretizacion de EDP [Gardiner
88, Laub 88, Rosen 95].

El método de Bartels-Stewart [Bartels 72] es el método directo mas utilizado para la
resolucion de las ecuaciones de Lyapunov y es numéricamente estable. Se trata del primer método
basado en transformaciones ortogonales que se disefid para resolver las ecuaciones de Sylvester y
Stein y, como particularizacion, para las ecuaciones de Lyapunov en tiempo continuo y discreto.

En muchas aplicaciones, se requiere el factor de Cholesky de la solucion de las ecuaciones de
Lyapunov antes que la solucion en si misma [Hammarling 82, Helmke 94, Laub 87]. Esta situacion se
da en algunos de los métodos de reduccion de modelos mas utilizados aplicados en el espacio de
estados [Laub 87, Safonov 89, Varga 91]. El método de Hammarling [Hammarling 82, Hammarling
91] esta basado en el método de Bartels-Stewart y permite obtener directamente el factor de Cholesky
de la solucion de las ecuaciones de Lyapunov. Por ello uno de los objetivos que esta tesis es el disefio
de algoritmos paralelos de éste método y su implementacion en las diversas arquitecturas de
computadores de altas prestaciones actuales, asi como el estudio de las prestaciones obtenidas.

La primera etapa de los métodos de Bartels-Stewart y Hammarling es la simplicacion o
reduccion de la ecuacion. En ésta se suele utilizar el algoritmo iterativo QR [Francis 61]. Se trata de
un algoritmo que transforma una matriz cuadrada a la forma real de Schur y que tiene un alto coste
computacional. Algunos estudios experimentales, basados en distribuciones por bloques, muestran las
dificultades en la paralelizacion del algoritmo QR (con desplazamiento doble implicito) en
computadores paralelos [Henry 96] aunque se han propuesto alternativas para incrementar su
eficiencia [Henry 97, Watkins 91]. En el caso de las ecuaciones de Lyapunov generalizadas se
necesita utilizar en la primera etapa de reduccion el algoritmo QZ. Actualmente no existe ninguna
implementacion paralela de este algoritmo debido a su alta complejidad. Pero, como el algoritmo QR
y QZ estan compuestos por el mismo tipo de operaciones de grano fino, son de esperar parecidos
resultados de paralelismo y escalabilidad para el algoritmo QZ. Sélo la segunda etapa de los métodos
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de Bartels-Stewart y Hammarling ofrecen, por sus caracteristicas, la posibilidad de obtener buenos
resultados en computadores paralelos.

Una alternativa a los métodos anteriores es la utilizacion de métodos basados en la funcion
signo matricial que no requieren de una reduccion inicial de la ecuacion [Roberts 80]. La funcioén
signo matricial fue introducida por Roberts como un método fiable para resolver la ecuacion
algebraica de Riccati. Se trata de un método que no es numéricamente estable pero que en la practica
se comporta de forma estable en la mayoria de los casos. Recientemente este método ha sido adaptado
para resolver las ecuaciones de Lyapunov (estandar y generalizada) para tiempo continuo [Benner 97],
obteniéndose muy buenos resultados en computadores monoprocesador. Por otra parte, en [Benner 97]
se proponen algoritmos para obtener directamente el factor de Cholesky de la solucién de la ecuacion
de Lyapunov, de aqui que nuestro segundo objetivo sea desarrollar algoritmos paralelos que resuelvan
las ecuaciones utilizando este método, estudiando su comportamiento y analizando sus prestaciones.

Una parte importante en el desarrollo de aplicaciones es la portabilidad de éstas y, por lo
tanto, la utilizacion mas amplia posible de los estandares que van apareciendo en el mercado. Por
tanto, en el desarrollo de los algoritmos se han utilizado en lo posible las librerias computacionales y
de comunicaciones mas difundidas en la actualidad.

Asi, se han utilizado en las implementaciones paralelas de nuestros algoritmos los nucleos
computacionales BLAS y LAPACK [Dongarra 87a, Dongarra 88, Lawson 79, Anderson 92] y las
librerias de comunicaciones PVM (Parallel Virtual Machine) y MPI (Message-Passing Interface)
[Geist 94, Gropp 94]. Por ultimo, en la implementacion de los algoritmos basados en la funcion signo
matricial se ha utilizado el ScaLAPACK, una de las librerias paralelas recientemente desarrolladas que
mas impacto estan teniendo en la computacion paralela dentro del campo de la computacion numérica.

1.1.2 Estructura de Ila Tesis

El contenido de esta tesis se ha estructurado en 7 capitulos que se detallan a continuacion.
Tras la presente introduccion y la descripcion de los objetivos que pretende abordar esta tesis, se
recuerdan algunos conceptos basicos de algebra lineal y del analisis y disefio de sistemas lineales de
control (SLC). La ultima parte de este primer capitulo estd dedicada a la descripcion del problema de
la reduccion de modelos.

En el segundo capitulo se realiza una detallada descripcion de los métodos de reduccion de
modelos basados en el truncamiento del espacio de estados. En especial se detallan los métodos
basados en realizaciones balanceadas, tanto de sistemas en lazo abierto como en lazo cerrado, y el
método de Schur, debido a las importantes caracteristicas que imprimen a los modelos reducidos que
se obtienen con ellos.

En el tercer capitulo se describen tres métodos para la resolucion de las ecuaciones matriciales
de Lyapunov. El primero es el clasico método de Bartels-Stewart [Bartels 72], también desarrollado
para la resolucion de la ecuaciones de Sylvester y Stein. El segundo método es el de Hammarling
[Hammarling 82, Hammarling 91]. Se trata de una modificacion del método de Bartels-Stewart
mediante la que es posible obtener el factor de Cholesky de la solucion de la ecuacion. Por ultimo
analizaremos el método de la funcion signo matricial, muy utilizado para resolver las ecuaciones
matriciales de Riccati y que particularizaremos para la resolucion de la ecuaciones de Lyapunov
[Roberts 80].

En el cuarto capitulo se realiza una descripcion de las ideas basicas en que se fundamentan las
arquitecturas y algoritmos paralelos. Analizaremos tanto la clasificacion de las arquitecturas mas
utilizadas en los computadores actuales como los métodos mas difundidos para su programacion.



4 CAPITULO 1 EL PROBLEMA DE LA REDUCCION DE MODELOS

También analizaremos algunas de las maquinas paralelas mas significativas utilizadas hoy en dia y en
las que hemos obtenido los resultados experimentales de nuestro trabajo.

El capitulo quinto esta dedicado a la descripcion de los algoritmos paralelos para resolver las
ecuaciones de Lyapunov. Nos hemos centrado en la paralelizacion de los algoritmos de Hammarling y
de la funcién signo matricial. Se han realizado implementaciones en computadores con memoria
compartida y distribuida, y se han utilizado para su programacion el paralelismo de control, el paso de
mensajes y recientes librerias para el trabajo con computadores de altas prestaciones en las
aplicaciones de computacion numérica.

En el sexto capitulo se presentan los resultados experimentales que se han obtenido a lo largo
de todo el trabajo de esta tesis. Los resultados incluyen el analisis de las arquitecturas utilizadas, los
diferentes algoritmos implementados y el comportamiento de los diferentes algoritmos sobre las
maquinas sobre las que se han desarrollado. En este sentido se han analizado tanto los incrementos de
velocidad de los codigos paralelos respecto de los codigos secuenciales como la escalabilidad de los
mismos.

Por ultimo, en el séptimo capitulo se detallan las conclusiones a las que se han llegado en la
tesis y las futuras lineas de investigacion.

1.2 Conceptos basicos del algebra matricial
1.2.1 Notacién

En primer lugar se introducen la notacion, definiciones y resultados basicos de la teoria de
matrices utilizados a lo largo de la memoria.

Definicion 1 Las notaciones empleadas para referirnos a elementos, filas, columnas o bloques de la
matriz Ae R™" (A€ C™") son las siguientes.

El elemento en la fila i, columna j de A es a;. La matriz A se puede dividir por columnas de
la forma A= [al,az,...,an , donde a; € Rm”(aj eCmXI),j =1,2,...,n, es la columna j-ésima de
A. Asimismo, la matriz A se puede dividir por filas de la forma A= [ElT,EZT,. ..,E,f], donde
a, eR™ (CTI GCIX"),i =12,....,m, es la fila i-ésima de A. Finalmente, la matriz A se puede dividir
por bloques de forma que A(l': Js p:q) denota la subrmatriz de A formada por las filas i,i +1,...,] y

las columnas p,p+1,...,q.

Definicion 2 Una matriz diagonal es aquella cuyos elementos no diagonales son nulos, es
decir,a; =0,Vi# j. Esta matriz queda univocamente definida por sus elementos diagonales

A = diag(a,,,ay,,...,a,,), p = min(m, n).

La matriz identidad de orden n se define como la matriz I, = diag(1,1,...,1) de dimension
nxn.

Una matriz es triangular superior (inferior) si a; =0,Vi> j(a; =0Vi<j).
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Una matriz es de Hessenberg superior (inferior) si a; =0,Vi> j+1(a; =0Vi+1< ).

La matriz transpuesta de A € R™" se denota como A" € R™™ y se obtiene al intercambiar
las filas de A por sus columnas.

La matriz conjugada transpuesta de A € C™" se denota como A" € C™ y se obtiene al
intercambiar las filas de A por sus columnas y conjugar cada uno de sus elementos.

Una matriz cuadrada es definida positiva si x" Ax >0, ¥x #0. Una matriz cuadrada es

semidefinida positiva si x" Ax >0, Vx #0.
Una matriz real es simétricasi A" = A.
Una matriz compleja es Hermitiana si A" = A.
Una matriz es nilpotente si Ik: A* =0.
Una matriz cuadrada es invertible (no es singular) si 347 1A' A=447"=1.

Una matriz cuadrada real es ortogonal si A" A= AA" =1 .

Definicién 3 E/ producto de Kronecker de dos matrices A y B de dimension mxn y pXgq,

respectivamente, es la matriz A® B de dimension m p x n q, definida como

a,B a,B - a,B

a,B a,B - a, B
A@B=| . T .

amlB amZB ot amnB

1.2.2 Valores y vectores propios

El siguiente conjunto de definiciones y resultados introduce diversos conceptos y propiedades
relacionados con valores y vectores propios. Todos estos conceptos pueden definirse tanto para

matrices cuadradas reales ( A € R™") como para matrices cuadradas complejas ( A € C™").

Definicion 4 Los valores propios de una matriz A de dimension n x n son las raices de su polinomio
caracteristico

p(z) = det(zl, - 4).
En esta expresion det denota el determinante de la matriz.

El conjunto de valores propios de A, {7»1 i ,7»”} , también denominado espectro de A, se

denotarda como A(A), o simplemente A cuando no haya posibilidad de confusion. Ademdas, si

A=a+if €C entonces Re(1)=a e Im(1) = .
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Proposicion 1 Los valores propios de A satisfacen las siguiente propiedades:

1. Los valores propios son invariantes bajo transformaciones de semejanza, esto es, si P es una

matriz n X n no singular (existe su inversa) entonces A(A) = A(PAP_I) .

2. El determinante de A es igual al producto de sus valores propios.

3. La traza de A se define como la suma de los elementos diagonales de A y es igual a la suma
de sus valores propios.

4-  Si A € A(A) entonces existe un vector x # 0 de dimension n tal que
Ax = Ax.

Este vector se conoce como el vector propio asociado al valor propio 1.

5. 8i A=a+if es un valor propio complejo de A € R"™" entonces su complejo conjugado,

A=a- i , también es un valor propio de A.

Definicion 5 La funcion de separacion entre dos matrices A y B de dimensiones m xm y nxn,
respectivamente, se define como

lax - x#l, 7l
X~

sep(4,B) = rz{ugz c,.,(T)

donde

T = 1,®84-B"®1,

=
=
[

1/2
(Z:i(xi2 )) es la 2-norma vectorial,

1/2
||X||F (zi’j (x; )) es la norma de Frobenius,

x es el vector columna, de tamaiio m n, que se obtiene colocando consecutivamente las columnas de la
matriz X de dimension mx n, esto es,x =vec(X), y o,. (T) es el menor valor singular de T (el

in

concepto de valor singular de una matriz se introduce en el siguiente apartado).

Esta funcion mide la separacion existente entre los valores propios de A y B.

Teorema 1 (Forma real de Schur [Golub 89]) Si A € R™ entonces existe una matriz ortogonal
QeR™ (estoes, 0'Q=1)tal que

1p

ES

= =
[\S]
=

1p

. X

pp
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. . 2x2 :
donde R, € R™', siendo un valor propio real de 4, o R, e R™" y su espectro contiene un par de

valores propios complejos conjugados de 4. En esta descomposicion la matriz 4 se ha reducido a la
forma casi-triangular superior o forma real de Schur.

Los conceptos anteriores pueden generalizarse para "haces de matrices" mediante el siguiente
conjunto de definiciones, proposiciones y teoremas.

Definicion 6 Consideremos las matrices A y B de dimension n x n. El conjunto de todas las matrices
de la forma A— AB, A €C, es un haz de matrices.

Definicion 7 Los valores propios del haz A— AB se definen como las raices del polinomio
caracteristico

p(z) =det(zB— A).

Proposicion 2 Los valores propios del haz A— AB coinciden con los valores propios de la

matriz B~ A, si B es invertible.

Teorema 2 (Forma real de Schur generalizada [Stewart 73]) Si A,B € R™" entonces existen un par

de matrices ortogonales Q y Z tal que Q" AZ es casi-triangular superior y Q" BZ es triangular
superior.

1.2.3 Subespacios invariantes y deflactantes

El siguiente conjunto de definiciones introduce diversos conceptos relacionados con
subespacios invariantes y deflactantes.

Definicion 8 Un subespacio X de R" (C") es un subconjunto de R" (C") que es asimismo un

espacio vectorial. La dimension del subespacio X se denota por dim(X) .

Definicion 9 FE!/ subespacio formado por todas las combinaciones lineales de los vectores
{al,az,...,a”} (todos ellos de la misma dimension) se denota por lin{al,az,...,an} (es decir, la

envoltura lineal de dicho conjunto de vectores).

Si A :[al,az,...,an] es una particion por columnas de la matriz A entonces lin(A) =
11n{a1,a2,...,an}.

Definicién 10 Un subespacio invariante X de una matriz A es un subespacio X tal que si x € X
entonces Ax €X.

Definicion 11 Un haz regular de matrices A— AB es un haz cuadrado (A y B son matrices
cuadradas) tal que el polinomio det(zB— A) no es idénticamente nulo (al menos uno de los
coeficientes del polinomio es no nulo).

Definicién 12 Un subespacio deflactante X de un haz regular de matrices A — AB es un subespacio
tal que
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dim(BX + AX) < dim(X) .

1.2.4 Valores y vectores singulares

A continuacion se introducen diversas definiciones relacionadas con valores y vectores
singulares y un importante concepto asociado: el rango numérico de una matriz.

Teorema 3 (Descomposicion en valores singulares o SVD [Golub 89]) Si A € R™™", existe un par de

matrices ortogonales U e R™™ y V e R™ tal que
UT4V =% = diag(o,,0,,...,0,), p = min(m,n),
donde 0,20, 2...20,20.

En esta descomposicion o; es el valor singular i-ésimo de A y las columnas i-ésimas de Uy V

son los vectores singulares asociados a ©; por la izquierda y por la derecha, respectivamente.

. oy .. Il Ax] .
Proposicion 3 La 2-norma matricial (o norma espectral) ||A||2 = SupHx_sz satisface
x#0

1. o, (4) =4,
2- 0,,,(A4) :1/“‘4_1”2

Definicion 13 El rango de una matriz A € R™" se define como
rango(4) = dim(lin( 4)) .
El rango de una matriz es el numero de columnas o filas linealmente independientes.

Proposicion 4 La matriz A € R™" tiene rango r si y solo si (sii) se cumple que
0,20,2.20,>0=0,,=.=0,.

Es decir, el rango de A coincide con el numero de valores singulares no nulos.

La proposicion 4 propone una version discretizada del rango matricial. La discretizacion de un

concepto supone la pérdida de precision y/o la aparicion de problemas numéricos. Una version
continua del rango matricial nos lleva a la siguiente definicion del rango numérico.

Definicion 14 Una matriz A tiene rango numérico (5, e,r) respecto a la norma |||| si 0, yr

satisfacen

r= inf{rango(B):HA ~- B| < 8} ,
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&< & <sup{n:|4— B| < n= rango(B) > r}

Una herramienta basica para el calculo del rango numérico matricial es la descomposicion QR
reveladora de rango, que se presenta a continuacion.

Definicion 15 La descomposicion QR reveladora de rango de la matriz A € R™" consiste en
encontrar una matriz de permutacion 11 tal que si ATl = QR es la descomposicion QR de la matriz
A permutada por 11, entonces Q € R™" tiene columnas ortonormales entre si, R e R™ es
triangular superior y se puede dividir por bloques de la forma

R R, R,
0 R,

donde R,, € R**, R,, e R"™ ™0 yepifican que
O-min (Rll) ~ O-k (A)

Umax (R22 ) ~ Uk+1 (A)

Si en la matriz R, ©,,(R,)=0 y 0,,(R,,)=¢ entonces A tiene rango numérico

(8,6,k).

1.2.5 Condicionamiento y estabilidad numérica

Consideremos un problema representado por f que actiia sobre unos datos x del espacio D para
producir una solucién y = f{(x) en el espacio de soluciones S. Consideremos la aproximacion x* de x. Si
flx*) esta cercana a f{x) entonces se dice que el problema f esta bien condicionado. Por el contrario, si
fix*) puede diferir considerablemente de f{x), aun en el caso en que x y x* estén muy cercanas,
entonces el problema se dice que estd mal condicionado. Este concepto de condicionamiento es
estudiado para problemas del algebra matricial en numerosos textos, entre los que cabe destacar
[Golub 89, Stewart 73, Stewart 90, Van Dooren 91, Wilkinson 65].

El condicionamiento es una caracteristica propia del problema. Si un problema esta mal
condicionado entonces, independientemente del método que utilicemos para resolverlo, la solucion
calculada puede potencialmente diferir en gran medida de la solucién real. El condicionamiento o
sensibilidad se expresa mediante el nimero de condicion del problema que se define como

k(f,x)zg_im sup (1.1)

200 (x,x")=5

(d (f&), f (x))j
5 ;

donde d, y d, son funciones de distancia (generalmente inducidas por normas matriciales). En este

sentido, si el nimero de condicion de un problema es k(f,x) esto indica que un cambio de orden ¢ en
los datos puede producir una perturbacion de orden gk(f,x) en la solucion.

Cuando se utiliza un algoritmo sobre un computador donde la precision de la aritmética es
necesariamente finita, se introducen pequefios errores durante los calculos. En consecuencia,

denotamos como f () al algoritmo desarrollado para resolver f(-). Independientemente del
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condicionamiento del problema estudiado es deseable que el algoritmo desarrollado no introduzca
grandes errores en la solucion. Esto es, f(x) debe estar proxima a fix) (la proximidad de f{x) y f(x*)

dependera del condicionamiento del problema). Los algoritmos que satisfacen esta condicidén se
conocen como algoritmos numéricamente estables.

A menudo se utiliza para evaluar la estabilidad de un algoritmo un analisis regresivo del error.
En este tipo de analisis se intenta probar que la solucion calculada es la solucion del mismo problema

con unos datos ligeramente perturbados, esto es, la distancia d,(f(x),f(x*))/d,(x) debe ser

pequeiia. Aquellos algoritmos que satisfacen una cota del error de este tipo se conocen como estables
regresivamente (backward stable). La expresion anterior revela que los algoritmos numéricamente
estables no introducen en la solucion errores mucho mas grandes que los ya intrinsecos en los datos
del problema.

1.3 Conceptos basicos del analisis y disefio de SLC

1.3.1 EI modelo del espacio de estados

El siguiente conjunto de definiciones y teoremas introduce varios conceptos basicos de la
teoria de control correspondientes al analisis y disefio de SLC.

Después de una definicion formal de los SLC en el modelo del espacio de estados se
introducen varias propiedades importantes de estos sistemas tales como estabilidad, controlabilidad,
estabilizabilidad, observabilidad y detectabilidad.

Definicion 16 Un SLC generalizado o descriptor, continuo e invariante en el tiempo, estd definido
por una ecuacion diferencial y una ecuacion algebraica
Ex(t) = Ax(#) + Bu(t), x(0) = x,,

1.2
y(1) = Cx(1), (2

donde x(f) es el vector de estados de dimension n, u(t) es el vector de controles (entradas) de
dimension m e y(t) es el vector de salidas de dimension p. El par (A,E), A,E € R™", define el estado

del sistema, B € R™™ es la matriz de controles (entradas) y C € R?™" es la matriz de salidas
[Kailath 80, Petkov 91].

Definicion 17 Un SLC continuo e invariante en el tiempo puede verse como un caso
particular de un SLC generalizado donde E =1,

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0)=x,

1.3
y(0)=Cx(), 4

En ocasiones nos referiremos al SLC como la tripleta (A4,B,C).

En el caso de que E sea invertible el SLC generalizado (1.2) se puede tratar como un SLC,
reescribiéndolo del siguiente modo

x(t)=E " Ax(t) + E”' Bu(t), x(0) = x,,
y(1) = Cx(),
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quedando definido el nuevo SLC por la tripleta (E™'A,E™'B,C).

Definicion 18 La matriz funcion de transferencia del SLC (1.3), G(s) € R”™, viene determinada

por la siguiente expresion
G(s)=C(sl,— A)"'B.
La tripleta (A, B, C) es una realizacion de G(s) de orden n.

La representacion o realizacion (1.3) asociada a una matriz funcion de transferencia G(s) no es
Unica. Por ejemplo, si realizamos el cambio de variables

x(t) = Px(t)
donde P es una matriz no singular entonces obtenemos el SLC equivalente

X(t) = AR(?) + Bu(t),2(0) = %,

. (1.4)
y(1) = CX(2),

donde 4= P AP, B= PilB, C=cCP y )?O = P_lxO . La nueva expresion para G(s) sera
G(s)=C(sl, — A" B=C(sl, - 4)"'B.

Practicamente todas las definiciones y teoremas que expondremos para SLC generalizados en
tiempo continuo tienen una version analoga para el caso de SLC generalizados en tiempo discreto

Ex,,, =Ax, + Bu,,

(1.5)
Vi = Cx.

Por simplicidad, durante el resto del trabajo, restringiremos el estudio al caso de SLC
continuos, salvo en las ocasiones en las que realicemos referencia explicita a los SLC generalizados
y/o en tiempo discreto.

1.3.2 Estabilidad

En la siguiente definicion y teorema se presenta una caracterizacion de los SLC
asintoticamente estables, estables e inestables.

Definicion 19 Un SLC continuo e invariante en el tiempo definido por

i(t) = Ax(1),x(0) = x, (1.6)

es asintoticamente estable si lim, , x(t)=0,Vx,. Si Vx,, Ic <o tal que lim |x(t)|| <c entonces

t—® t—0 |

el sistema es estable. Si existe un estado inicial, X,, tal que lim,_  x(t) =, x(0) =X,, entonces el

t—©

sistema es inestable.
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Teorema 4 [Gantmacher 66] EI SLC (1.6) es asintoticamente estable sii todos los valores propios de
A tienen parte real negativa, esto es,Re(1)<0,VAeA(A). En tal caso A es una matriz de

estabilidad.
El SLC (1.6) es estable sii todos los valores propios de A tienen parte real no positiva y
aquellos valores propios con parte real nula aparecen, en la forma canonica de Jordan de A, en

bloques de Jordan de dimension 1x1.

El hecho de que el SLC (1.6) sea asintoticamente estable tiene la siguiente consecuencia
importante.

Proposicion 5 Si el SLC (1.6) es asintoticamente estable entonces el SLC (1.3) es tal que entradas u(t)
acotadas producen salidas y(t) acotadas.

1.3.3 Controlabilidad y Estabilizabilidad

Dos importantes propiedades de los SLC son la controlabilidad y la estabilizabilidad. Estas
propiedades se consideran asociadas a la parte del SLC (1.3) que relaciona el par entrada-salida, es
decir

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x,, (1.7)

Definicion 20 E/ SLC (1.7) (el par (4, B)) es controlable si Vx, y para cualquier estado final x,

existe un tiempo finito t , y un control u(t),0<t<t,, tal que x(t,)=x,.

El SLC (1.7) (el par (A, B)) es estabilizable si existe un control en lazo cerrado,
u(®)=—-Kx(t)+u(t), K € R™", que transforma el sistema en

x(t) = (A - BK)x(t) + Bu(t), x(0) = x,,
tal que A - BK es una matriz de estabilidad.

Teorema 5 [Kailath 80] Si el SLC (1.7) es controlable entonces es estabilizable.

Si el SLC (1.7) no es controlable entonces existe una transformacion no singular en el espacio
de estados, x(t) = Px(t), que reduce el sistema a la forma

x,(0) bl 4 p= i Ay A | X () B,
L;Cz (t)} =P7 APx(t)+ P~ Bu(t) —{ 0 A4, :||:3_Cz (t)}+[ 0 }u(t)

donde el par (A11 ,Bl) es controlable y la dimension del vector X,(t) es igual a
rango([B, AB,...,A"_IB]).

Si A,, es una matriz de estabilidad entonces el par (4, B) es estabilizable.



1.3 CONCEPTOS BASICOS DEL ANALISIS Y DISENO DE SLC 13

Puede comprobarse que como el par (A”,Bl) es controlable, existe una matriz de

realimentacion K, tal que A, —B,K,, es estable. Si A,, es también estable entonces la matriz de

realimentacion K = [K1 ,Olel estabiliza el par (A, B).

1.3.4 Observabilidad y Detectabilidad

Las dos ultimas propiedades que van a ser introducidas son la observabilidad y detectabilidad
de los SLC. Estas propiedades se consideran relacionadas con la parte del SLC (1.3) del par estado-
salida en ausencia de controles, u(¢) = 0, es decir

i(1) = Ax(t), x(0) = x,,

1.8
y(t) = Cx(). (1.8)

Definicién 21 £l SLC (1.8) (el par (4, C)) es observable si Vx, existe un tiempo finito t , tal que, a

partir del conocimiento de las salidas, y(t), 0 <t <t ,, es posible determinar x,,.

EI SLC (1.8) (el par (4, C)) es detectable si existe una matriz K € R"™ tal que A— KC es
una matriz de estabilidad.

Teorema 6 [Kailath 80] Si e/ SLC (1.8) es observable entonces es detectable.

Si el SLC (1.8) no es observable entonces existe una transformacion no singular en el espacio
de estados, x(t) = Sx(t), que reduce el sistema a la forma

{@0@254A5ﬂﬂ:{41 ()]?“ﬂ
X, (1) Ay Ay | X, ()

¥y =Csi(n)=[c, ﬂgﬁﬂ
2

donde el par (A11 , Cl) es observable y la dimension del vector Xx,(t) es igual a
T 4T T Tyl
rango([C ATCT . (47) e D

Si A4,, es una matriz de estabilidad entonces el par (A, C) es detectable.

Puede comprobarse que como el par (AII,CI) es observable, existe una matriz de

realimentacion K, tal que A,, —C,K,, es estable. Si A,, es también estable entonces la matriz de

realimentacion K = [K1 ,Olel estabiliza el par (4, C).

La controlabilidad y la observabilidad (estabilizabilidad y detectabilidad) son propiedades
duales en el sentido de que el par (4, B) es controlable (estabilizable) si y solo si el par (AT ,B" ) es
observable (detectable).
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1.3.5 Realizaciones minimales

Definicion 22 Una realizacion (4,B,C) de un SLC (1.9) se dice que es minimal si (A,B) es controlable
v (4,C) es observable [Van Dooren 95].

La identificacion de la parte minimal, esto es, de la parte controlable y observable de un SLC,
tiene un papel muy importante en la reduccion de modelos, debido a que algunas técnicas utilizadas en
el espacio de estados [Laub 80, Laub 87, Safonov 89], requieren que el SLC sea minimal.

En consecuencia, la primera etapa en la resolucion del problema de reduccion de modelos
sera, en muchos casos, la obtencion de la parte o subsistema del SLC que sea controlable y
observable. Para ello se han desarrollado algoritmos que permiten dividir las matrices del sistema
(reduccion a la forma escalera [Van Dooren 79]) de tal forma que sea factible la identificacion de este
subsistema.

1.3.6 Las matrices Gramian y los valores singulares de Hankel de un SLC

Definicion 23 Si e/ SLC (1.3) es asintoticamente estable entonces las matrices Gramian o Gramianos
de controlabilidad (alcanzabilidad) y observabilidad, W,y W,, se definen, respectivamente, como

W, = J-(:Ooe’ABBTe’AT dt,

Wo=["e" C"Ce"ar

Si ademdas el par (A,B) es controlable y el par (C,A) es observable las matrices Gramian son
solucion de las ecuaciones de Lyapunov

AW, +W.A" + BB =0,
AW, +W,4+C"C=0.
La definicion de las matrices Gramian puede extenderse para los SLC generalizados como el descrito

en (1.2). En ese caso los Gramianos de controlabilidad y observabilidad se obtienen a partir de las
soluciones X e Y de las ecuaciones de Lyapunov generalizadas

AXET + ExXA" + BBT =0,
A"YE +E'YA+C'C=0,

y de las relaciones
W.=X,
W, =E"YE.

Proposicion 6 [Fortuna 92] Las matrices Gramian de dos SLC equivalentes (1.3) y (1.4), con
vectores de estado x(f) y x(t) , estan relacionadas por

We=TW.T" y Wy =T "W,T"",
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donde T es una matriz no singular tal que x(t) = Tx(t).

Proposicion 7 [Fortuna 92] Los valores propios del producto W .W,, son invariantes bajo cualquier
transformacion no singular de coordenadas.

Definicion 24 Si e/ SLC (1.3) es asintoticamente estable, entonces los valores singulares de Hankel de
la matriz de transferencia G(s) se definen como

o, (Gs) =AW W) (i=12,...,n).

Generalmente se considera que los valores singulares estan ordenados en forma decreciente.

1.4 El problema de reduccién de modelos

1.4.1 Planteamiento del problema

La reduccion de modelos puede abordarse tanto en el dominio del tiempo como en el de la
frecuencia. A continuacion estudiamos el planteamiento del problema desde ambos puntos de vista.

Supongamos un SLC invariante en el tiempo de orden n grande:

©(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x,,

1.9
y(1) = Cx(2), (4

donde x(t)eR", y(t)eR”, u(t)eR™, y A, B y C son matrices constantes de dimensiones

apropiadas. Podemos asumir que el SLC (1.9) se ha obtenido mediante un procedimiento de
linealizacion de un sistema no lineal o de un sistema distribuido mediante procedimientos de
aproximacion como los de Galerkin o Padé [Barnet 75, Fortuna 97]. Por lo tanto la aproximacion del
SLC estara gobernada por ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Asumiremos también
que el SLC esta en forma minimal, es decir, es controlable y observable.

Un modelo de orden reducido del anterior tendra la forma
%, ()= A,x, () + B,u(0), x(0) = x,.,
¥, (0=C,x, (1),

siendox(t) eR", y(t) eR”,u(t)eR™, r<n,y A., B, y C. matrices constantes de dimensiones
apropiadas.

En el dominio de la frecuencia [Fortuna 92] el sistema (1.9) esta representado por la matriz de
transferencia G(s) de dimension p x m

G(s)="— (1.10)
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donde D,, i =0,1,...,n—1, son matrices constantes pxm y a,, i =0,1,...,n, son los coeficientes

del polinomio caracteristico del sistema (de la matriz A4, si (4,B,C) es una realizacién de G(s)), siendo
a,=1.

La matriz de transferencia del modelo reducido de (1.10) tendra la forma

donde Ej, i=0,1,...,r-1, son matrices constantes pxm Yy c;, i=0,1,...,r, los coeficientes del polinomio

caracteristico del modelo reducido (de la matriz 4,, si (4,,B,,C,) es una realizacion de G,(s)), siendo
c=1yr<n.

1.4.2 Importancia de la reducciéon de modelos

Las principales razones para obtener modelos de orden reducido [Fortuna 92] son las
siguientes:

1. Simplifican la comprension del sistema.
2. Se reduce el coste computacional en los problemas de simulacion.

3. Se requiere menor esfuerzo computacional en el disefio de controladores numéricamente
mas eficientes.

4. Se obtienen leyes de control mas simples.

Especialmente importante es el caso del control de sistemas complejos en ingenieria, dado que
la reduccion de modelos es primordial para reducir los requerimientos de sardware, facilitar el disefio
de controladores, en los que aparece la resolucion de problemas numéricos particularmente costosos, y
en algunos casos, obtener un modelo reducido adecuado para aplicaciones en tiempo real.

Cuando se obtiene un modelo reducido, éste es mas simple, pero a la vez mas inexacto. El
disefiador debera conocer el impacto que esta reduccion produce sobre el comportamiento del sistema,
para poder evaluar el tipo y cantidad de reduccion posible en cada caso atendiendo a los limites de
error permitidos.

1.4.3 Métodos utilizados para la reduccion de modelos

Fortuna [Fortuna 92] propone una clasificacion de los métodos de reduccion de modelos
basada en el ambito de aplicacion o dominio donde éstos se intervienen. Asi tendremos
procedimientos en el dominio de la frecuencia y en el dominio del tiempo. Una clasificacion que
parece mucho mas operativa es la sugerida por Skelton [Skelton 88], que presenta tres categorias de
reduccion de modelos:
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1. Métodos basados en aproximaciones polinomiales (dominio de la frecuencia).

2. Procedimientos de truncamiento del espacio de estados.

3. Técnicas de optimizaciones paramétricas.

Aunque estos métodos aparezcan separados, esta division no excluye la posible combinacion
de varios procedimientos en ciertos problemas, para la obtenciéon de un modelo reducido. En la Tabla

1 se muestra un esquema de clasificacion donde aparecen los procedimientos mas usuales agrupados
en la forma descrita anteriormente.

Técnicas de Reduccion de Modelos

Dominio de la Frecuencia
Aproximaciones polinomiales

e Aproximacion de Padé.

¢ Fraccion Continua.

e Aproximacion de Routh.

e Método basado en la

ecuacion de estabilidad.
e Métodos mixtos.

e Aproximacion polinomial
métodos.

basada en la consideracion

de la energia involucrada.

Truncamiento de estados

e Método de agregacion.

e Espacio de estados
balanceado (equilibrado).

e Perturbacion.

e Reduccion de Modelos por
desacoplamiento de coste.

e Separacion de la escala

de tiempo.

e Truncamiento de estados
involucrando componentes
de energia.

e Método de Schur.

Dominio del Tiempo

Optimizaciones paramétricas

e Minimizacion de error.

e Aproximacion al error basado
en la norma de Hankel.

e Minimizacion del error de
técnicas de aproximacion
obtenidas en un primer paso

utilizando diferentes

Tabla 1. Clasificacion de los métodos de reduccion de modelos.

Podemos ver como las aproximaciones polinomiales trabajan en el ambito de la matriz de
transferencia, mientras el truncamiento de estados opera en la representacion del espacio de estados.
Las optimizaciones paramétricas pueden por otra parte utilizarse tanto en el dominio del tiempo como

en el de la frecuencia.

Los métodos de reduccion polinomial se aplican en el dominio de la frecuencia y normalmente
no necesitan un cdlculo computacional intensivo. Son utilizados para obtener funciones de
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transferencia de orden reducido y el modelo de coeficientes utilizado se escoge de acuerdo con
diversos criterios (comparacion de momentos y parametros de Markov entre el modelo original y el
reducido). Estos métodos producen SLC reducidos poco precisos.

El segundo tipo de reduccion de modelos corresponde a los procedimientos de optimizacion
paramétrica. Son procedimientos secuenciales basados en la minimizacion de algunos indices
definidos apropiadamente, que miden el error o diferencia de comportamiento entre el modelo original
y el de orden reducido [Wilson 79]. Si el modelo reducido tiene valores propios constantes puede
obtenerse analiticamente; en caso contrario, éste puede obtenerse mediante diversos métodos de
aproximacion numérica. Tales métodos requieren un alto coste computacional que los hace en muchos
casos prohibitivos, sobre todo si el sistema original es de gran tamafio. De especial interés son las
optimizaciones basadas en la minimizacion de la norma de Hankel [Glover 84], definida como la
norma de la diferencia entre las matrices de transferencia del SLC original y del SLC reducido.

Por ultimo tenemos los métodos de truncamiento en el espacio de estados, que incluyen todos
los procedimientos que involucran una transformacién del SLC original en el espacio de estados.
Estos métodos estan basados en una transformacion de la representacion en coordenadas de estados
del modelo del SLC de orden completo, que permite obtener un modelo reducido que mantenga en la
medida de lo posible las propiedades de respuesta temporal, controlabilidad, observabilidad, etc. En
comparacion con los métodos anteriores, los métodos de truncamiento en el espacio de estados nos
permiten una mayor precision en la representacion del sistema reducido que los obtenidos con
aproximaciones polindmicas y un menor coste computacional respecto de los métodos basados en los
procedimientos de optimizacion paramétrica. Por todo ello, la investigacion de estos métodos de
reduccion de modelos constituye uno de los campos de mayor actividad cientifica actualmente. En el
siguiente capitulo trataremos de dar una vision mas detallada de algunos de ellos y, en particular de
aquellos que, por sus caracteristicas, son mas interesantes.



Capitulo 2

M¢étodos de truncamiento en el espacio de
estados

2.1 Introduccion

En este capitulo se estudia la resolucion del problema de la reduccion de modelos mediante
los métodos de truncamiento en el espacio de estados. Para ello, presentamos algunos de los métodos
de truncamiento que se han desarrollado durante los ultimos afos [Fortuna 92, Varga 94]. De todos
ellos hemos elegido, para un estudio mas detallado, aquellos que por las caracteristicas que imprimen
al sistema de orden reducido, la actualidad de su estudio y el interés de la paralelizacion de los
problemas algebraicos subyacentes, merecen especial atencion. Asi, en la seccion 2.2 estudiamos el
método de truncamiento basado en la técnica de realizaciones balanceadas, tanto en lazo abierto [Laub
87] como en lazo cerrado [Jonkheere 83]. En la seccion 2.3 abordaremos el método de Schur [Safonov
89] y sus variantes [Varga 91]. Por ultimo, en la seccion 2.4, analizaremos los métodos anteriormente
presentados y la importancia que en ellos presenta la resolucion las ecuaciones de Lyapunov en éstos.

Consideremos un SLC continuo e invariante en el tiempo

x(¢) = Ax(t) + Bu(t), x(0)=x,,

2.1
¥(8) = Cx(2), @D

donde x(t)eR", u(®)eR™, y(t)eR”, AeR™, BeR™, CeR" . Utilizando una transfor-

macion de coordenadas en el espacio de estados S, X(¢) = S~'x(¢) , podemos obtener una realizacion

Fl(”}{g“ AZ”M’_W)}FI}M@) X(0) =X,
x, (1) Ay Ay || X(0) B, ’ ‘ (2.2)

yo=[¢, ¢ Jxe),

del SLC equivalente

19
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con x(¢)= ()?1 ® Xx, (t))T de la misma dimension que x(7), y donde el subvector X,(#) contiene los r
elementos (variables de estado del SLC) principales del nuevo vector de estados. La importancia de
las variables de estado contenidas en X, (#) viene dada por que son las que tienen una mayor
influencia o repercusion en el comportamiento del SLC. El procedimiento por el que se efectia la

eleccion de las variables de estado principales del SLC determinara el método de truncamiento en el
espacio de estados.

Un procedimiento bastante utilizado para establecer esta division es el método de
aproximacion basado en la perturbacion singular, propuesto por Kokotovic y Sannuti [Kokotovic 86].
Este es posible cuando el sistema puede ser dividido a priori de forma heuristica en dos subsistemas,
uno rapido y otro lento. El sistema puede ser representado entonces del siguiente modo,

[ x, (1) } {An A, }|:x1 (t)} |:B1 }
) = + u(t),
&x, (1) Ay Ay | x,(0) B,

y(@)= [Cl G, ]{XI (t)}

x, (7)

2.3)

donde ¢ es un entero positivo pequeo. En una primera aproximacion, si suponemos que €=0 y que
existe el limx,(¢#)=x, y es constante, la parte lenta del sistema puede considerarse dominante y el
t—

sistema puede expresarse mediante el siguiente modelo de orden reducido

X, () =[Ay, — A, Ay Ay 13, (1) +[ By — A, A3, By Ju(?),

. . 2.4)
y(@)=[C) = Cydy Ay 1x,(8) —[Cy Ay B, Ju(?).

Otro método es el de agregacion [Aoki 78], consistente en obtener el vector de estados del
modelo de orden reducido x, (#) como x,(t) = Kx(¢), donde K € R™ es la matriz de agregacion

elegida para proporcionar el sistema en lazo cerrado, que contiene el modelo agregado de bajo orden
con las propiedades deseadas. La aplicacion de este método, en cuanto al esfuerzo computacional
necesario, estara en funcién del orden del sistema y de las caracteristicas de sus valores propios.

La teoria de realizaciones balanceadas ha supuesto una contribucion significativa en el campo
de la aproximacién de modelos. Moore introdujo un conjunto de invariantes bajo transformaciones de
semejanza [Moore 81], los modos de segundo orden del sistema [Mullis 76], que representan el peso
de cada una de las variables de estado respecto a la controlabilidad y observabilidad del modelo en
lazo abierto, y que corresponden a los cuadrados de los valores singulares de Hankel de la matriz de
transferencia del sistema ,> > 0, >...> ¢,> > 0 (ver la definicion 25).

La transformacion de estados buscada es tal que, en la nueva representacion, las matrices
Gramian de controlabilidad y observabilidad (Gramianos de controlabilidad y observabilidad,
respectivamente) son iguales y diagonales [Laub 80, Pernebo 82],

W, =W, =X =diag(o,,0,,...,0,). (2.5)

El modelo de orden reducido se obtiene al escoger las » componentes que contribuyen mas
significativamente al comportamiento del sistema y eliminar el resto

2 2

2 2 2
o, 20, 2..0,” >0

>0, >20.

r+l ... n
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Posteriormente, Kabamba mostr6 que los modos de segundo orden no representan
completamente la contribucion de cada variable de estado, en términos de la magnitud L? de la
respuesta al impulso [Kabamba 85]. Asi, se introduce un nuevo tipo de invariantes denominados
ganancias balanceadas que permiten evaluar la respuesta al impulso relacionada con la energia
asociada a cada variable de estado.

Otro método de truncacion del espacio de estados es el basado en la aproximacion de la g-
covarianza equivalente. Consiste en comparar el comportamiento transitorio y en estado estable del
sistema utilizando los parametros de Markov y los datos de covarianza de salida, respectivamente
[Skelton 88].

El método de Schur, propuesto recientemente por Safonov y Chiang, utiliza las bases
ortonormales de los subespacios invariantes a la derecha y a la izquierda asociados a los valores
propios grandes de la matriz W_W,,, para obtener un modelo reducido que comparte muchas de las

propiedades de los modelos internamente balanceados del mismo orden [Safonov 89, Varga 91].

En 1983 Jonckheere y Silverman introducen un nuevo conjunto de invariantes [Jonckheere
83] que dan una medida del grado de contribucién de cada variable de estado en el sistema en lazo
cerrado, en funcion del filtrado de Kalman y del control gaussiano-cuadratico-lineal (LQG). Se trata
de obtener una realizacion balanceada en lazo cerrado, frente al lazo abierto de las aproximaciones
anteriores. Esta idea ya fue mencionada por Laub en un articulo anterior [Laub 87]. Sea la tripleta
(4,B,C) una realizacion minimal de la matriz de transferencia G(s). La ecuacion matricial de Riccati
para el filtrado de Kalman y la ecuacion matricial de Riccati para el control optimo lineal-cuadratico
son, respectivamente, las siguientes

AP, +P A" + BB" - P.C"CP, =0,

T T T (2.6)

A P.+P.A+C C—-P.BB FP. =0.
Para cada una de estas ecuaciones matriciales existe solucion, ésta es tinica y semidefinida
positiva. Sean P, y P, las soluciones de estas ecuaciones. Los valores propios de la matriz producto

P =Py, P.,, son invariantes bajo cualquier transformacion de coordenadas no singular x(¢) = 7x(¢), es
decir, son invariantes bajo transformaciones de semejanza. Los valores propios de P son también
reales, no negativos, y se denominan valores caracteristicos del sistema: ,ul2 > ,L122 >...2 ,u,,2 >0.
En este caso la transformacion buscada es tal que las soluciones de las ecuaciones matriciales de
Riccati sean matrices diagonales con sus elementos iguales, Py, =P, =diag(u,, i5,...,1,), dando
lugar a una realizacion balanceada en lazo cerrado.

En los tultimos afios existe un especial interés en el balanceado de sistemas simétricos
[Fortuna 88]. La teoria para el estudio de estos sistemas estd basada en la utilizacion de dos nuevos
tipos de ecuaciones matriciales, las llamadas ecuaciones de Gramian y de Riccati cruzadas [Fernando
85].

A continuacion abordamos de forma mas detallada el estudio de los métodos de truncacion
basados en realizaciones balanceadas y el método de Schur, sobre los que se centra nuestro trabajo.
Estos se han elegido en funcién de las caracteristicas que imprimen al sistema de orden reducido, la
actualidad de su estudio y el interés de la paralelizacion de los problemas algebraicos que en ellos
aparecen.



22 CAPITULO 2. METODOS DE TRUNCAMIENTO EN EL ESPACIO DE ESTADOS

2.2 Realizaciones balanceadas
2.2.1 Sistemas en lazo abierto
Supongamos un SLC continuo invariante en el tiempo
x(¢) = Ax(t) + Bu(t), x(0)=x,,
y(t) = Cx(2),

siendo x(¢)e R",u(t)e R",y(t)eR?, 4eR™, BeR™, CeR"” . Asumimos que el SLC es
asintoticamente estable, que el par (4,B) es controlable y que el par (4,C) es observable.

Como definimos en el apartado 1.3.6, las matrices Gramian (o Gramianos) de controlabilidad
y de observabilidad del sistema, W, y W, son simétricas y definidas positivas, como consecuencia

del caracter controlable y observable del sistema y satisfacen las siguientes ecuaciones matriciales de
Lyapunov en tiempo continuo
T T
AW, + W.A +BB =0,
T T
AWy+WyA+CC=0.
Si se aplica una transformacion de coordenadas en el espacio de estados

x(t) = 8x(1),

donde S € R™" es una matriz invertible, se obtiene la nueva realizacion del SLC representado por las
ecuaciones

X = AR(1) + Bu(t), x(0) = x, ,

(1) = Ci(1)
donde A=S5"4S,B=S"ByC=CS.

Es facil comprobar que las matrices Gramian del nuevo sistema y las del sistema inicial estan
relacionadas por

W.=8"'w.s7T w,=8"w,S .
De estas expresiones se puede deducir que:

1) Los valores propios de A (modos del sistema [Laub 87]) son invariantes bajo la

transformacion de coordenadas, ya que A y A son matrices semejantes,

A(A) = A(A).
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2) Los valores propios de las matrices Gramian no son invariantes bajo la transformacion de
coordenadas, ya que las matrices W, yW. (W, y W,) no estan relacionados mediante una
transformacion de semejanza.

3) Los productos de las matrices Gramian satisfacen una relacion de semejanza y por tanto sus
valores propios (modos de segundo orden del sistema [Mullis 76]) permanecen invariantes
frente a la transformacion de coordenadas. En efecto

W W, =S"W.STS"W,s=S"(W.W,)S,
por lo tanto A(WCWO) =AW W,).

Nos interesa en particular un tipo de cambio de coordenadas S que denominaremos transformacion
contragradiente (TCG) y que definimos seguidamente.

Definicién 26 Una transformacion de coordenadas S por la que las nuevas matrices Gramian W, y

A

W, son diagonales serd una transformacion contragradiente.

Veamos ahora qué tipo de transformaciones contragradiente son de interés para nuestro
problema.

Puesto que WCT =W, >0 (simétrica definida positiva), existe una matriz ortogonal

V. e R"™ tal que
VCTWCVC = Azc,

donde A es una matriz diagonal y definida positiva. Por otra parte, puesto que wh= W, >0, existe

una matriz ortogonal ¥ € R"™" y una matriz diagonal definida positiva A, tales que

VT[(VCAC)TWO (VCAC)]V =A%

Consideremos a continuaciéon la familia de transformaciones que podemos deducir de la
anterior expresion

S, =V A VA, o<k <40,

Es facil comprobar que al aplicar estas transformaciones a las matrices Gramian se obtienen
como resultado las siguientes matrices diagonales

-1 T A2k T _ A2-2K
S WS, =A" y S WS, =AT",
y en consecuencia se trata de transformaciones contragradiente.

Son de especial interés las TCG para los valores de & iguales a 0, 1/2 y 1, denominadas por
Moore [Moore 81] como :
k=0 Entrada-normal (We=1,, Wy =A%),

n?
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k=1/2 Internamente-balanceada (WC = Vf/o =A),
k=1 Salida-normal (We =N W,=1).

Por supuesto también existen unas matrices ortogonales V, y U, y una matriz diagonal
definida positiva ['( =A) tal que:

UT[(VOAO)T We (Vvo)]U =r’
donde,
viwgy, =N,
En este caso la familia de 7CG vendra dada por
S, =V, A UI'™, ~co<k<+o.
Podemos observar que en el caso de entrada-normal se puede relajar la condicion de

observabilidad por la de detectabilidad para la construccion de la transformacion contragradiente. Es
decir W, puede ser sélo semidefinida positiva. De igual forma ocurre para el caso de salida-normal

donde se puede relajar la condicion de controlabilidad, sustituyéndola por la de estabilizabilidad. Es
decir, W es semidefinida positiva.

Es facil comprobar que los valores propios del producto W W, son los elementos diagonales
de A

S, WW,)S, =N, o<k <40,

También es facil ver que los elementos de A son los valores singulares de la matriz de Moore
[Moore 81] definida por

M =A VIV AL,

es decir, son precisamente los "modos de segundo orden" definidos por Mullis y Roberts [Mullis 76].
Nos interesa el caso internamente balanceado, correspondiente a k=1/2. La transformacion
balanceada, que denominaremos a partir de ahora S, tendra la siguiente expresion

S=V.AVAN"?.

En la practica no es necesario calcular la descomposicion en valores propios de Wcy Wo
Basta con calcular los factores de Cholesky L.y L, de W,y W, respectivamente, y los valores

singulares del producto L, L.

Reconstruyendo las ecuaciones anteriores e incluyendo en ellas los factores de Cholesky de
las martrices Gramian, a partir de la descomposicion de Cholesky de W,

W, =L.L,,
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de su descomposicion en valores propios
We= VCAZCVg = VCACATCVCT = (VcAc)(VcAc)T )

y utilizando la simetria existente entre ambas expresiones, podemos sustituir V- A por L. ala hora
de construir la transformacion contragradiente. Tendremos entonces que existe una matriz ortogonal
Ve R™ tal que:

VIILLW, LTV = A°.
A partir de la descomposicion de Cholesky de W,,, W, = L, L., se cumple que
v’ [(LI(;LC )T (LZLC W= A
De esta expresion podemos ver que existe una matriz ortogonal U € R™" tal que
VI I(LoLe) " UUT (LoLo)V = A
y que cumple
LyL. =UAVT. (2.7)
En consecuencia, podemos definir la transformacion contragradiente como
S=LJVAN"?,
ST =A"UTLL.

Las principales etapas del algoritmo para obtener una transformacion balanceada son las
siguientes [Laub 87]:

Etapa 1: Calcular los factores de Cholesky de las matrices Gramian (W, y W,) definidas como las
soluciones de las ecuaciones de Lyapunov

AW, + WA +BB =0,
T T
AWy +wa+cc=o.
Es decir,
T

T
We=Lele, Wo =Lolo

siendo L.y L, matrices triangulares inferiores con elementos diagonales positivos. Nos interesan los
factores de Cholesky de los Gramianos ya que se puede obtener la matriz de valores propios de
W.W,, A?, sin necesidad de calcular el producto de los Gramianos.

Etapa 2: Calcular la descomposicion en valores singulares (SVD) del producto de los factores de
Cholesky [Fernando 88, Heath 86]
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L, L.=UAV.
Etapa 3: Obtener la transformacion balanceada
S=LJVAN"?,
y su inversa
ST =A"UTL.
Etapa 4: Obtener las matrices que definen la nueva realizacion internamente balanceada
A=5"4S = N*UILALVA
B=S"'B=AN"*U"IL.B,
C=CS=CLVA",

Utilizando las expresiones de la etapa 3 es facil comprobar que S es una transformacion
. . T .
contragradiente para W,y W, . Los valores singulares de L, L. (que son los valores singulares de la
matriz de Moore M), coinciden con las raices cuadradas positivas de los valores propios de W -W.

Una vez obtenida la nueva realizacion internamente balanceada

x(1) = AR(t) + Bu(?),

W) = CR(D),

para obtener el modelo reducido de orden r, con r<n, se realiza la siguiente particion del sistema
[Moore 81]

x(1) = B‘l 2]2 }e(z) + {Bl }u(t),

21 22 BZ
o =[¢ G,

donde 4,, eR™,4,, € R("*r)”("*r),B1 e R™ yC, e R”™ . Truncando los n-r estados menos

controlables y observables obtenemos el modelo reducido cuya matriz de transferencia viene dada por
G(s)=C (I, — 4, )él .

Este modelo reducido es estable, minimal y balanceado, con los Gramianos de controlabilidad
y observabilidad diagonales e iguales a

A, =diag(o,,0,,...,0,).
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El modelo reducido é(s), cumple el siguiente limite de la norma- L” del error, en el dominio
de la frecuencia [Glover 84], respecto del modelo original G(s),

o(G(jw)-G(w) <2 o, Yw.
i=r+l
El método desarrollado para realizaciones balanceadas de SLC en tiempo continuo, en el
modelo de espacio de estados, puede ser aplicado, con pequeiias modificaciones, al caso de tiempo
discreto [Laub 87]. A continuacion describimos de forma concisa algunas de estas diferencias.
Las ecuaciones del modelo en tiempo discreto seran ahora
Xy =Ax, +Bu,, x,=x,,

Y =Cxy,

de modo que el par de matrices (4,B) es alcanzable, el par (4,C) es observable (detectable) y la matriz
A es convergente (todos sus valores propios tienen modulo menor que uno).

En este caso las matrices Gramian de alcanzabilidad (W,.) y de observabilidad (W) [Pernebo
82] satisfacen las siguientes ecuaciones de Lyapunov en tiempo discreto

T T
AW,.A - W, +BB =0,
T T
AWy4-W,+CC=0.
El algoritmo para calcular la transformacion contragradiente que nos permite obtener la
realizacion internamente balanceada es basicamente el mismo que hemos estudiado anteriormente y

que consta de las etapas /-4. La tnica diferencia vendra dada por la resolucion de la ecuacion discreta
de Lyapunov que abordaremos en la etapa / y de la que obtendremos directamente L, y L,. [Varga 90,

Hammarling 82, Hammarling 91].

2.2.2 Sistemas en lazo cerrado

Sea un SLC continuo invariante en el tiempo definido por las ecuaciones

x(¢) = Ax(t) + Bu(t), x(0)=x,,
y(t) = Cx(1),

siendo x(1)e R",u(t)eR",y(t)eR?, AeR™,BeR™ ,CeR” . Asumimos que éste se
encuentra en forma minimal (controlable y observable). Entonces, la ecuacion de Riccati para el

filtrado de Kalman (ERFK) y la ecuacion de Riccati para el control optimo (ERCO) estan definidas,
respectivamente, del siguiente modo

AP; + Pc A" + BB" — P,CTCP, =0,
A"P. +P.A+C"C-P.BB"P. =0.
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Que el sistema (4,B,C) sea minimal implica que para cada una de estas ecuaciones
[Jonckheere 83], dual una de la otra, existe una unica solucion definida positiva, estabilizante
(definida negativa, antiestabilizante) que denotaremos por Pk (Px.) y Pc+ (Pc.) respectivamente.

Consideremos una transformacion de coordenadas en el espacio de estados

x=Tx,

donde T € R™ es una matriz invertible. Sean P P las soluciones de las ecuaciones ERFK
K+ y C+ y
ERCO del nuevo sistema. Es facil comprobar, de forma similar al caso de las realizaciones

balanceadas en lazo abierto, que
ﬁK+ = TPK+TT ’
ﬁC+ :TiTPC+T71’

Ademas, los valores propios del producto P=Py.Pc. son invariantes bajo esta transformacion
[Laub-80], puesto que

PK+PC+ :TPK+PC+T71'

También puede comprobarse, mediante manipulaciones algebraicas elementales [Jonkheere
83], que

PK+:_ Cf_lyPC+:—P[;1 .

Las matrices optimas de filtrado y de control en lazo cerrado definidas, respectivamente,
como

A4°=4-P. C'C,
A =4-BB'P.,,

son semejantes, ya que:
AO :([+PK+PC+)AC(I+PK+PC+)_I'

La representacion en el espacio de estados del compensador optimo lineal COL (K(s)),
resultado del acoplamiento de un observador 6ptimo y de un regulador lineal 6ptimo, viene dada por

X (t) = A3 () + B*y(1), (observador 6ptimo)
u(t) =-C*3(¢), (control de ganancia 6ptimo)
donde

A =4-BB"P., - P..C"C,
BX=p..CT,
c*¥=B"P...
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Como se ha comentado antes, los valores propios del producto P=Px.Pc+ son invariantes bajo
una transformacion de semejanza y ademds son reales y estrictamente positivos. Si

ylz > yzz 2 ,uf >0 (u, >0), son los valores propios, ordenados en sentido decreciente, existe una

transformacion de semejanza 7
(4.8,0)—(4,8,0),

tal que

PK+ f)c+ =M =diag(u,, 155, 1) -

La transformacion de semejanza 7 distribuye el peso de las componentes de estado entre dos
problemas, uno de control y otro de filtrado, de igual peso (}A’K+ = lA’C+ ). Este peso o importancia del
estado x, en el problema del COL es x, , pues g, es al mismo tiempo el error de covarianza del
filtrado en la direccion de X, y el coste inducido por una condicion inicial alineada con X, . Esto nos

lleva al problema de compensacion, si pensamos en un compensador constituido por la cascada de un
observador (o filtro) y un control de ganancia.

Asi, u, especifica en qué forma, la variable de estado X, , participa en el comportamiento en
lazo cerrado del sistema. Si g, es grande, entonces X, es dificil de filtrar y de controlar, y por lo
tanto debe de tenerse en cuenta en el disefio del compensador. Si 4, es pequerio, X, es facil de filtrar
y controlar, por lo que X, no es una variable de estado esencial y puede descartarse en el disefio del

compensador reducido [Jonckheere 83].

De acuerdo con las consideraciones anteriores, se propone el siguiente método de actuacion:
La matriz M se divide en dos bloques diagonales

M, O r
M=\0 M,)n-r,
ron-—r
donde M;, es mucho mayor que M,,, es decir, g, -2 pu, >>pu, =22 u, >0.

Dividimos las ecuaciones del sistema y el compensador 6ptimo COL de acuerdo con la
particion realizada en M
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El modelo reducido es el representado por (21”,31,61) y su compensador COL o6ptimo de

. . 4K DK AK
orden reducido es evidentemente ( 4,,, B, ,C,").

De forma intuitiva se deduce que el compensador de orden reducido garantiza la estabilidad
del sistema si M>; es lo suficientemente pequeiio.

En el caso discreto el procedimiento a seguir es muy similar al descrito para tiempo continuo.
Las ecuaciones matriciales ERFK y ERCO seran, respectivamentes
AP A" - P, +BB" —BC'CP, =0,
A"PA-P,+C'"C-PBB'P, =0.
Existen diversos métodos, todos ellos iterativos, para resolver la ecuacion de Riccati [Petkov
91]. Entre ellos el método de Newton (o iteracion de Kleinmann) introducido en [Kleinmann 68] es el
unico método conocido cuya estabilidad numérica ha sido demostrada y en la que en cada iteracion
hay que resolver una ecuacion de Lyapunov. Este método requiere una aproximacion inicial a la
solucion del problema y la convergencia puede ser lenta si esta aproximacion esta alejada de la
misma. En consecuencia, y debido a su alto coste computacional por iteracion y lenta convergencia,
este método se considera como un algoritmo de refinamiento Optimo para construir algoritmos
globales numéricamente estables mas rapidos aplicandolo en la ultima etapa de otros métodos mas

rapidos (como los basados en la funcion signo matricial [Roberts 80] o en la descomposicion de Schur
[Laub 79]) pero cuya estabilidad numérica no esta demostrada.

En el método de Newton se obtiene una secuencia de matrices que, bajo ciertas condiciones,
converge a la unica solucion simétrica semidefinida positiva de las ecuaciones de Riccati anteriores
[Kleinmann 68]

AX + XA" + BBT — XCTCX =0,
A" X+ X4+C"C-XBB" X =0.

Aunque es posible desarrollar diversos algoritmos, matematicamente equivalentes, para la resolucion
de las ecuaciones de Riccati, basados en [Kleinmann 68], el siguiente es uno de los que mejor
comportamiento presenta desde el punto de vista de robustez en presencia de errores de redondeo
[Benner 94]. Para el caso de la matriz de Riccati

A" X +XA+C"C-XBB" X =0. (2.8)
los pasos a seguir seran los siguientes:
1. Calcular una matriz inicial simétrica X, tal que A—SX,, S=BB T es estable.
2. Para k= 0,1,2,... hasta la convergencia o k > maxit
a) R, =—(4"X, + X, A+C"C-X,SX,).
b) Calcular la solucion X . de la ecuacion de Lyapunov en tiempo continuo
(A" —SX )X, + X, (4-SX,)=R,.

©) Xy =X, +X,
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Las matrices 4, Sy O no se modifican, mientras que la matriz solucion X se actualiza en cada
iteracion mediante una correccion X, decreciente.

El método de Newton puede utilizarse para resolver la ecuacion (2.8) obteniendo
directamente el factor de Cholesky, L, de la matriz solucion X mediante algunas modificaciones del
anterior algoritmo [Hammarling 82b].

2.3 Método de Schur

Este método, propuesto por Safonov y Chiang [Safonov 89] para sistemas en lazo abierto,
pretende evitar el calculo de la transformacion balanceada (lo que Varga denomina métodos de raiz
cuadrada o SR (square-root methods)) que puede introducir errores considerables cuando el sistema
estd proximo a la inobservabilidad y/o la incontrolabilidad. Esta circunstancia fue tratada por Tombs y
Postlethwaite [Tombs 87], quienes mostraron que el método de Laub et al. [Laub 87] puede utilizarse
para calcular directamente las primeras » columnas de la transformacion balanceada que son usadas
para calcular las r primeras filas y columnas de la realizacion balanceada. Sin embargo este método
puede estar mal condicionado cuando algunos estados son mas controlables que observables y
viceversa.

Consideremos inicialmente el siguiente sistema lineal continuo invariante en el tiempo

x(¢) = Ax(t) + Bu(t), x(0)=x,,
y(t) = Cx(1),

donde x(t)eR",u(t)eR"™,y(t)eR?,4eR™ ,BecR™ ,CeR”™ . Asumimos que el par (4,B) es
controlable y que el par (4,C) es observable .

Sean Wcy Wy las matrices Gramian de controlabilidad y observabilidad asociadas a este
sistema. Es posible reducir el producto de los Gramianos, W.W,, a la forma real de Schur y obtener

los valores propios ordenados en orden ascendente y descendente, respectivamente,

ﬂ’a” X X X
. 0 ﬂ’an,l X X
QW W0, =| .
0 0 4,
/1[,1 X
; O //i’dz X e X
O WWo0, =\ . T
0 0

donde,
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siendo Q, y O, matrices ortogonales fruto de la acumulacion de las transformaciones ortogonales
necesarias para calcular la forma real de Schur correspondiente. A continuacion partimos las matrices
0, yQ, como sigue

d, 1>
—
roon-r

0.=[0,.0, ]y 0. =[0, 0.

n-r

donde Q, yQ, forman, respectivamente, una base ortonormal del espacio de vectores propios a la

2

. . 2 2 N 2
derecha de W W, asociado a los valores propios grandes (o,”,---,0,”) y pequefios (o,,, ,*:-,0,7).

Las columnas de O, y O, nos dan una descomposicion similar a la anterior pero para el espacio de

vectores propios a la izquierda.

Si ahora calculamos la descomposicion en valores singulares del producto Qar2 0,
0,0, =UAVT,

tenemos que las matrices reales invertibles de dimensiones nXr que conforman la transformacion
vienen dadas por las siguientes expresiones:

S, :QaZUA—l/z,
Sy =0, VA"

El principal inconveniente de este método es que requiere la formacion inicial del producto
W.W, que nos llevara, en algunos casos, a una pérdida de precision [Varga 90, Varga 91].

Una posible alternativa, sugerida en [Safonov 89], consiste en obtener las matrices que
forman la base ortonormal para el espacio de valores propios a la derecha y a la izquierda de W W, a

partir de la descomposicion en valores singulares del producto de los factores de Cholesky de las
matrices Gramian (L,, y L) del siguiente modo.

A 0
S S NN A
2

donde A, e R™ y U,,V; e R™. A, contiene los valores singulares mayores del producto L.L,y A,
los valores singulares mas pequefios. Como se desprende de [Safonov 89]

Ve=LcU,,

V':LOVH

1

forman, respectivamente, una base ortonormal para el espacio de vectores propios a la de derecha y a
. . . . 2 2 :

la izquierda de W W, asociados a los valores propios mayores (o, ,---,0,”) . Si obtenemos ahora la

descomposicion QR de V, y V,
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Vi= [le de ]{Ii)d }

v-lo, o ]m

donde O, .0, € R™ y calculamos la descomposicion en valores singulares del producto

Q;{le :UEAVET’

tenemos que las matrices reales invertibles de dimensiones nxr que conforman la nueva
transformacion, vienen dadas por las expresiones:

Sl- :QilUEAfl/z,
S, :leVEA‘”Z.

Las matrices de la nueva realizacion reducida de orden 7 son
A=5T4S,, B=S'B y C=cCs,,
con los siguientes Gramianos de controlabilidad y observabilidad
W.=S'w.S, y W,=8"W,S,.

Aunque el modelo obtenido no estd balanceado (lo que Varga denomina métodos sin
balanceado o BF (balancing-free methods)) posee muchas de las propiedades propias del modelo
balanceado del mismo orden (por ejemplo, ambos poseen los mismos polos).

2.4 Conclusiones

La reduccion de modelos supone un compromiso entre el orden del modelo y la adecuacion
de éste a las caracteristicas de nuestro sistema. Como apunta Moore [Moore 81] no existe ningin
método de reduccion que sirva para todos los sistemas, dado que muchas de las caracteristicas del
sistema dependen en gran medida de la aplicacion.

En este capitulo hemos descrito algunas de las técnicas utilizadas en la reduccion de modelos
mediante truncamiento en el espacio de estados y nos hemos centrado en dos de las mas importantes y
representativas para su estudio detallado. Esto no quiere decir que éstas técnicas se utilicen de forma
exclusiva, sino que a menudo se combinan dos o mas técnicas de reduccion de modelos para
conseguir un modelo reducido.

Los métodos de reduccion basados en realizaciones balanceadas y la forma real de Schur son
de especial interés por estar basados en transformaciones ortogonales, lo que les otorga una
importante estabilidad numérica. Por otra parte el modelo reducido que generan estos métodos
mantiene casi inalteradas muchas de las propiedades del sistema original.

Como hemos podido ver en éste capitulo, la resolucion de las ecuaciones de Lyapunov juega
un papel clave en los métodos de reduccion que se han tratado con mayor detalle. Estas ecuaciones
deben resolverse para obtener las matrices Gramian o su factor de Cholesky. Ademas, las ecuaciones
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que hay que resolver estan acopladas, es decir, poseen una matriz, la de coeficientes, que las relaciona
directamente. Por todo ello sera importante obtener algoritmos que resuelvan estas ecuaciones con la
mayor exactitud y en el menor tiempo posible. El resto de este trabajo estara dedicado a obtener estos
objetivos mediante la utilizacion de los métodos numéricos mas adecuados en cada caso y el uso de
las técnicas de programacion paralela y distribuida mas actuales.



Capitulo 3

M¢étodos para la resolucion de las
ecuaciones de Lyapunov

3.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos los métodos mas utilizados para resolver la ecuacion de
Lyapunov en tiempo continuo

A"X+X4+0=0, (3.1)
y en tiempo discreto (también denominada ecuacidon de Stein simétrica)

A"X4A-X+0=0, (3.2)

donde 4 € R"™" es la matriz de coeficientes, Q=0 € R™" es la matriz de términos independientes

y X =X" eR™ es la matriz de incognitas.

En esta seccion planteamos el problema de la resolucion de las ecuaciones de Lyapunov y su
resolucion mediante su transformaciéon en un sistema de ecuaciones lineales; en la seccion 3.2
presentamos un estudio del condicionamiento de estas ecuaciones ligadas a la resolucion del problema
de la reduccion de modelos. A continuacion se estudian los métodos mas eficientes para resolver estas
ecuaciones. Asi, en la seccion 3.3 estudiamos el método de Bartels-Stewart, uno de los primeros
métodos desarrollados. En la seccion 3.4 se analiza el método de Hammarling, desarrollado a partir
del anterior, pero que permite obtener directamente el factor de Cholesky de la solucion de las
ecuaciones de Lyapunov. La seccion 3.5 esta dedicada al método de la funcion signo matricial,
disefiada para resolver ecuaciones matriciales de Riccati, y que adaptaremos para las ecuaciones de
Lyapunov.

La ecuacion de Lyapunov en tiempo continuo es un caso particular de la ecuacion de
Sylvester

35
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AX + XB+C =0, (3.3)

donde 4eR™", BeR™" son las matrices de coeficientes, C € R™" es la matriz de términos

independientes y X € R"™" es la matriz de incognitas.

La ecuacién de Sylvester (3.3) tiene solucidén y ademas es tinica cuando las matrices 4 y -B no
tienen valores propios en comun, es decir,

A +u;#0,

donde 4;, i=1,2,...,n, son los valores propios de A y ;,i=12,...,m, son los valores propios de B.
En el caso de la ecuacion de Lyapunov esta condicion se reduce a

A=A, #0, 0% .

La ecuacion de Sylvester (3.3) puede representarse como un sistema de mn ecuaciones para
las mn incognitas de X de la forma

Ix=c, (3.4

donde ¢ = vec(C), x =vec X))y T=1, ® A+ B" ® 1, es una matriz de dimension mn xmn . El
sistema de ecuaciones (3.4) tiene solucion si la matriz 7 es no singular.

Para la ecuacion de Lyapunov (3.1) el sistema de ecuaciones correspondiente sera

Kx=gq, (3.5
donde K =1, A" + 4" ® [, es una matriz n* xn*, q=vec(Q), x = vec(X).

El coste computacional de la resolucion de la ecuacion (3.5) es de orden n° y la necesidad de

. 4
almacenamiento es de orden »n” .

Si consideramos la ecuacion de Lyapunov para tiempo discreto (3.2), ésta puede ser
transformada en un sistema de ecuaciones lineales (3.5), donde ahora

K=A"®4" -1,
siendo K € R"™" no singular si y solo si los valores propios de 4 cumplen que 4,4, #1.

No es aceptable utilizar este método de resolucion para tamafios de n elevados. En las
secciones 3.3 a 3.5 de este capitulo presentamos métodos alternativos eficientes para resolver las
ecuaciones (3.1) sin necesidad de formar matrices tan grandes, y con un coste aritmético mucho
menor.
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3.2 Condicionamiento del problema

Cuando resolvemos la ecuacion de Sylvester (3.3) en un computador con una precision &, los
errores de redondeo 5||A B

de los casos, y antes de tener en cuenta el algoritmo utilizado para resolver la ecuacién, podemos

o E|B|| s € C|| - estaran presentes en A, B'y C. En consecuencia, en el mejor
esperar que la solucién calculada X satisfaga
(A+E)X +X(B+F)+(C+G)=0> (3.6)

donde ||E||F £5||A

Fl, e8], 6l <élcl, -

F b
La exactitud de la solucion de la ecuacion de Sylvester (3.3) depende de la sensibilidad de X a
las perturbaciones en 4, B'y C. La influencia de las perturbaciones E, F'y G en la solucion X pueden

ser analizadas del siguiente modo. La ecuacion de Sylvester (3.6) puede reescribirse como el sistema
lineal perturbado

T+Y)x=—(c+g),
donde
T=1,94+B" ®I,,
Y=1,®E+F" " ®I,,
x =vec(X),

g =vec(G).

Utilizando la desigualdad facilmente comprobable ||P®Q|| 5 S”P” 2||Q ,» podemos deducir

que

|71, <4l +[3

F’

71, <[l + |7

F b
lell, =l < diEl - + 1211 -

lel, =l6l. -

A partir de la definicion 5
O in (T) = Sep(A,_B) B

tenemos que

L= & was
20,1 sep(A-B)
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donde sep(4,-B)>0 si y solo si 4 y -B no tiene valores propios en comun. De aqui se desprende el
siguiente teorema.

Teorema 7 [Byers 83] Si las matrices A y -B no tienen valores propios en comun, C#0 y
2l + 17
sep(A,—B)

(3.3) debidas a E, F'y G en las matrices A, B y C satisfacen

=0 <1, entonces las perturbaciones relativas en la solucion de la ecuacion de Sylvester

|X| “1-6  sep(4,-B)

En el caso de que ¢ sea la perturbacion relativa en las matrices 4, By C, obtenemos que

5o L 6
sep(A4,—B)
entonces
[X =% _ 2e |4, +18], (3.8)
|X| "~ 1-5 sep(4,-B)
y el valor
_ L4l + 1],
COIldz(AX + XB + Q) —m

se considera el numero de condicion de la ecuacion de Sylvester.

De las condiciones expuestas en las ecuaciones (3.7) y (3.8) podemos deducir que cuanto mas

pequefia es la separacion entre los valores propios de A y -B, mayor es el cambio de X producido por
una perturbacion en las matrices de datos. Un algoritmo para el calculo de sep(4,-B) sin necesidad de
formar la matriz T de (3.4) fue propuesto en [Byers 83].

El caso de la ecuacion de Lyapunov lo podemos tratar como un corolario del teorema 7. Si

A"y -4 no tienen valores propios en comin, Q #0 y % =0<1
sep(A” ,~A)
entonces
X-X A
| | P PR cond, (4" X + XA+ Q).

[l " 1-6 sep(a” a4y 1-6
En el caso de la ecuacion de Lyapunov en tiempo discreto la sensibilidad depende del valor

sep (A" ~A)=0,,(A"®4" -1,,)).

min

Si 4 es una matriz convergente se tiene que
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0<sep, (A" —A4)<1.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de tiempo continuo, tenemos que si 4 no

. N e+ M)A,
tiene valores propios repetidos, Q#0 y ——————— =6 <1, entonces

sep, (A", A)

X-X 4|, +1

X4 _ccro | 1 649 o ranx o)

x|~ 10 sepy(a” ) 1-6
Para la ecuacién de Lyapunov generalizada

A"XE+E"X4+0=0, (3.9)

donde A,EcR™,0=0"eR™, X=X" y A(4)cC”, el sistema de ecuaciones
correspondiente sera

Wx:q’ (310)

donde W=E" @ A" + A" ® E" es una matriz n*> x n* . Del analisis de este sistema lineal se deduce
que el nimero de condicion de la ecuacion de Lyapunov generalizada viene dado por la expresion

cond, (4" XE + ET XA + Q) = cond (W) = ||W||2HW’1 HZ :

La sensibilidad o separacion de la ecuacidon de Lyapunov generalizada viene dada por

sep(E~ A" ~E" A) =0, (W),

min

y puede comprobarse que sep((E'A)" —(E™'A)) =1/ HW’IH2 (ver por ejemplo [Penzl 96]). Por lo
tanto, el nimero de condicion para esta ecuacion vendra dado por
1, 2141, [1#1,

T T _ ~
cond,(4" XE+E" XA+ Q)= e (E A E ) sep(E ) B )

Los niimeros de condicion y separacion se utilizaran en el capitulo 6 para juzgar la calidad de
las soluciones aproximadas obtenidas por los métodos numéricos testados.

3.3 Método de Bartels-Stewart

El método de Bartels-Stewart [Bartels 72] es el primero método basado en transformaciones
ortogonales, que fue desarrollado para la resolucion de las ecuaciones de Sylvester y Lyapunov.

A continuacion estudiamos los pasos de que consta este método para resolver las ecuaciones
de Lyapunov. El primer paso consiste en la reduccion ortogonal de las matrices de coeficientes a una

forma mas simple, la forma real de Schur, mediante el algoritmo iterativo QR [Francis 61].

Consideremos la ecuacion de Lyapunov en tiempo continuo
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ATX +X4+0=0, (3.11)

donde AeR™,0=0" eR™ y X = X" .Reducimos la matriz 4 a la forma real de Schur mediante

la siguiente transformacion de semejanza
A=UAUT,
donde U e R™ es una matriz ortogonal y A es una matriz triangular superior por bloques. Los

bloques diagonales son de orden 1x1 (escalares que se corresponden con valores propios reales de 4)
0 2x2 (asociados a pares de valores propios conjugados de A4).

De este modo la ecuacion de Lyapunov quedara representada del siguiente modo
ATX+XA4+0=0, (3.12)
donde 0 =U"QU y X=U"XU.

A continuacion, dividimos la ecuacion (3.12) del siguiente modo

— (4, 4,]

Lo 4,
—~ [0, 0,]

_| B S 3.13
¢ |:Q21 Q22_ ( )

)7:{)2 1 )Z 12}

Xy Xy

donde 4,,, C,, y X,, son bloques diagonales de tamafio 1x1 6 2x2. De esta particion, y
trabajando por bloques, se obtienen las siguientes ecuaciones:

AlTl)?n"‘)?llle"‘Ql:Oa (3.14)
Z2];)?21"')?21211"‘(212)?11"‘Qzl)zoa (3.15)
Zsz)_(zz +)?22222 +(‘Z1§)?12 +)?21212 +§22):0- (3.16)

El bloque X, de la ecuacion (3.14) se resuelve directamente si se trata de un escalar. Si es un

bloque 2x2, mediante las propiedades del producto de Kronecker, tal y como de describio en la
seccion 3.1, se obtiene X, de un sistema lineal de tres ecuaciones linealmente independientes.

Una vez resuelto el bloque X, , la ecuacion (3.15) puede resolverse como un sistema lineal
del que se obtendra X,, mediante el algoritmo de Gauss con pivotamiento parcial y eliminacién

progresiva.
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Por ultimo, la ecuacion (3.16) es una ecuacion de Lyapunov de orden menor n-1 6 n-2. El
tamafio del problema por lo tanto se ha reducido. El mismo procedimiento se aplicara sucesivamente
hasta la resolucion completa del problema.

Algunas de las operaciones realizadas en el calculo de O =U'CU y X =U" XU pueden

simplificarse si se tiene en cuenta la estructura simétrica de estas matrices. Sea Q=27+ Z" , donde Z
es una matriz triangular superior; entonces se puede comprobar que

o=U"oUu=U"zZU +(U"ZU)".

Por lo tanto sélo es necesario calcular U’ ZU 'y, puesto que Z es triangular superior, el
producto ZU puede realizarse con la mitad de operaciones de las requeridas para el producto QU .

A continuacion presentamos un algoritmo que recoge todas los pasos hasta ahora comentados
y que resuelve la ecuacion de Lyapunov en tiempo continuo

A" X +XA+0=0.

Algoritmo 1 /BSTC]
1. Calcular la forma real de Schur A =U" AU
2. W=U"ZU siendo 0=7Z+2"
3. Calcular Q =W + W'
/* p=n° de bloques diagonales en los que se divide 4 */

4.paral=1,p
4.1.parak=1p

k-1
4110y =0, + D A X,
i=1

4.1.2. Resolver A4} X,, + X, 4, +Q,, =0 y obtener X,,
fin para
4.2.paraj=/+1,p
42.1. X, =X,
422.parai=j,p

—r =
,j+A,iX

4221.0,=0,+X,
fin para
fin para

fin para

5. W=UYUT siendo X =Y +YT
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6. Calcular X =W + w7
fin

La ecuacion de Lyapunov para tiempo discreto
A"XA-X+0=0, (3.17)

puede resolverse de forma similar a la de tiempo continuo. Consideremos la ecuacion de Lyapunov en
tiempo discreto

A" XA-X+0=0, (3.18)

donde la matriz 4 =U" AU esta en forma real de Schur, 0 =U"QU , X =U" XU , y una division

por bloques de estas matrices como la considerada en (3.13). La ecuacion (3.16) puede reescribirse
como el siguiente conjunto de ecuaciones

k /
Ai,{(Z)_(i,Aj,]—)_(k, +0, =0, 1=12,....p, k=L1+1,....p,
=1

J=1

1

donde p es el numero de bloques diagonales 1x1 6 2x 2 en los que se divide A4 .

Xopyoootn X X

Estas ecuaciones se resuelven sucesivamente para X, X,,,...,X X e X

rl°
Cada bloque X « S¢ obtiene resolviendo una ecuacion de Lyapunov de tiempo discreto (k=/) o una
ecuacion de Stein (k>/) de orden uno o dos.

A continuacion mostramos el algoritmo que resuelve la ecuacion de Lyapunov para tiempo
discreto

A"XA-X+0=0.

Algoritmo 2 /BSTD]
1. Calcular la forma real de Schur 4 =U" AU
2. W=U"ZU ,siendo Q=Z+2Z"
3. Calcular Q =W + W'

4.paral/=1,p
4.1.parak=1p

/
411, 0y =0y + A Y XA, +Y A Y X4,

fin para

fin para
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5. W=UYU" siendoX=Y +Y"
6. Calcular X =W + w7’
fin

3.4 Método de Hammarling

El método de Hammarling [Hammarling 82, Hammarling 91, Varga 90] esta basado en el
método de Bartels-Stewart y permite resolver las ecuaciones de Lyapunov en tiempo continuo

ATX+X4+C'Cc=0,
y en tiempo discreto
ATX4-Xx+C'Cc=0,

obteniendo directamente el factor de Cholesky de la soluciéon X sin la necesidad de realizar

explicitamente el producto C”C . Por esta razon, y al estar basado en transformaciones ortogonales,
el método de Hammarling consigue una mayor exactitud que el método de Bartels-Stewart [Bartels
72], que como vimos en la seccion anterior calcula la solucidon X, teniendo posteriormente que realizar
una descomposicion de Cholesky de ésta para obtener su factor de Cholesky.

3.4.1 Resolucidn de la ecuacioén de Lyapunov en tiempo continuo

En esta seccion estudiamos el problema de la resolucion de la ecuacion de Lyapunov en
tiempo continuo

ATX+X4+C"C=0, (3.19)

donde 4eR™" es una matriz estable (todos sus valores propios tienen parte real negativa) y
CeR™", con m=n, es una matriz de rango completo (n). En el caso de que m<n el método de

Hammarling es el mismo con ligeras modificaciones [Hammarling 82]. Si el producto C*C es una
matriz (semi)definida positiva la solucion de la ecuacion X es (semi)definida positiva.

Estamos interesados en calcular el factor de Cholesky U de la solucidon X tal que
x=U'U,
donde U € R™ es una matriz triangular superior. A continuacién plantemos un método general para
este problema y en los siguientes apartados consideramos los casos en que: (1) todos los valores
propios de la matriz 4 son reales y (2) existen valores propios de 4 complejos.
Para resolver la ecuacion de Lyapunov (3.19), al igual que en el método de Bartels-Stewart,

en primer lugar se simplifica la estructura de la matriz coeficiente. Asi, es posible calcular una matriz
Q ortogonal, tal que

A4=080",
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donde S serd una matriz triangular superior por bloques, con bloques diagonales 1x1 6 2x2, segin se
trate respectivamente de los valores propios reales de 4 o bloques asociados a los pares de valores
propios complejos conjugados. Asi la ecuacion quedara de la siguiente forma

STX+XS=-C'C

2

donde X=0"X0=U"U, U=UQ y C=CQ.

Utilizando la factorizacion de Cholesky de X, X=UTU , la ecuacion anterior se convierte
en

stw'uy+Ww'o)s=-Cc'cC. (3.20)

Podemos ahora simplificar atin mas la ecuaciéon (3.20) si hacemos que la matriz C sea
triangular. En efecto podemos calcular una matriz ortogonal P € R™" tal que

)

donde R e R™" es triangular superior. De este modo la ecuacidn (3.20) se convierte en
STWTU)Y+WUTU)S+R"R=0.

A esta ecuacion la llamaremos de ahora en adelante, ecuacion reducida de Lyapunov en
tiempo continuo.

A continuacién dividimos las matrices S, U y R en bloques de la siguiente forma

S = A8 o =|Yn “_T R=|71 r’
0 s, 0 T, 0 R,

donde A, serd un escalar (valor propio real de 4, 4,, =s,,) o un bloque 2x2 (asociado a dos valores
propios complejos conjugados) de la forma

En el primer caso, también seran escalares v, =u,; y y,, =7, siendo s, u 'y r vectores de n-

1 elementos. En el segundo caso, seran bloques 2x2 tanto v;; como y,,,

L _(“11 “12} y ¥ _(”11 ”12]
1= — 1= )
0 uy 0 ry

siendo s, u y r bloques de tamafio (n-2)x2.

A partir de la anterior divisién de las matrices y trabajando por bloques, obtenemos las
siguientes ecuaciones:
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A @1 0) + (O[O )ALy =707 (3.21)
STu+u, A ;) =-ra—-sv/, (3.22)
SHUU)+UU)S, +R'R=0, (3.23)

donde
RTR=R/R, +yy",y=r—ua’ y a=y,u.
Podemos resolver directamente las ecuaciones (3.21) y (3.22). La ecuacion (3.23) se puede

tratar como una ecuacion de Lyapunov de dimension menor que la inicial si realizamos algunas
operaciones sobre la matriz R. El resultado del producto R’ R puede reescribirse como

R
R'R = (RIT YXy;J = RlTR1 + ny-

Si ahora calculamos la descomposicion QR de R tal que

)
0
donde Q es una matriz ortogonal y R es triangular superior, podemos comprobar que
RTR=(R" O)QTQ[fj =R"R.
De este modo la ecuacion (3.23) quedara como sigue

SIUU)+UU)S, +RTR=0.

Podemos observar que se trata de una ecuacion de Lyapunov con la misma estructura que la
ecuacion (3.20) pero de dimension menor. La solucioén de esta nueva ecuacion la abordaremos igual
que la (3.19) y asi sucesivamente.

3.4.1.1 Algoritmo para valores propios reales

En el caso de que todos los valores propios de 4 sean reales, la ecuaciones (3.21), (3.22) y
(3.23), obtenidas anteriormente, vendran dadas respectivamente por las siguientes expresiones:

25y, = -1 (3.24)
(S] +s,,I, Ju=-ra—su,, (3.25)

S{UUN+UU)S, +R'R=0, (3.26)
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donde
R
Rz(y;} y=r—uaT,y azr”ﬁfll.

Por ejemplo, para n= 6 la estructura de R es

X X X
X X

X

= 8 R o=

O L VI

X X X X

La ecuacion (3.24) se resuelve ahora directamente obteniéndose u,, . La ecuacion (3.25) es un
sistema lineal triangular inferior que resolvemos por eliminacion progresiva, obteniendo u.

A continuacidn realizamos la factorizacion QR de R mediante rotaciones de Givens. Dada la

estructura de R, solo son necesarias (n-1) rotaciones. Ello nos permite obtener una ecuacion de
Lyapunov de dimension n-1

stwluy+@Wlu)s, +R"R=0

(R
R= .
con Q(OJ

Continuaremos entonces con esta nueva ecuacion aplicando las mismas etapas descritas
anteriormente hasta obtener el factor de Cholesky de la solucion de la ecuacion (3.19).

Antes de presentar en lenguaje algoritmico la solucion de la ecuacidn para el caso de valores
propios reales, recordaremos la notacidon que seguiremos en todos ellos para una mayor claridad en la
exposicion [Golub 89].

A continuacion presentamos el algoritmo para valores propios reales. Partimos de la ecuacion
STUJUH+UTU)S, +R"R=0
donde S(1:m,1:n) y R(1:n,1:n) son matrices triangulares superiores y U(l:n,1:n) es el factor de

Cholesky que queremos calcular. Los elementos no definidos en la ecuacion seran variables internas
del programa.

Algoritmo 3 [HTCVPR]:
para i=1, n

1.Calculo del elemento diagonal de la fila .
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a=+-28(,i), Ui,i)=—R(,i)/ a

2.Calculo del resto de elementos superdiagonales de la fila i (u= U(i,i+1:n)).
b(i+1:n) =-aR(i,it1:n) - SG,i+1:n)U(ii)
paraj=i+1I,n
U(ij) = b()/(SGj) + U(i.i))
b(i+1:n) =b@G+1:n) - SG,j+1:n)U(ij)
fin para
3. Actualizacion de la matriz independiente R para resolver la siguiente columna.
3.1. Calculo el vector fila y.
y(i+1:n) = R(Gi,i+1:n) - aU(i,i+1:n)
3.2. Calculo del factor de Cholesky de la nueva matriz R(i+1:n,i+1:n).
para j=i+1, n

3.2.1.Calculo de la rotacion de Givens tal que:

R(j,j)|| cos@;, send; BE
[ y(j) } —sen«9j cosH/- _{O}

3.2.2. Aplicacion de las rotaciones de Given al resto de la columna de R.

parak=j, n

R(j,k)| |R(j,k)| cosf; send;
y(k) | | y(k) | —sen; cos6,

fin para
fin para
fin para

fin

3.4.1.2 Algoritmo para valores propios complejos

En el caso mas general, la matriz 4 puede tener valores propios complejos que daran lugar a
la existencia de bloques diagonales 2x2 en su forma real de Schur. Para resolver este caso

consideramos de nuevo a las ecuaciones (3.21)-(3.23).

Existen dos posibilidades para abordar la resolucion de esta ecuacion (3.21). La primera es
utilizar aritmética compleja para triangularizar A, y después resolver la ecuacion por eliminacion

progresiva. La segunda posibilidad es transformar esta ecuacion de Lyapunov de dimension 2x 2,

utilizando las propiedades del producto de Kronecker [Barnett 75].

En nuestro caso particular, la ecuacion (3.21) se transforma en el siguiente sistema lineal
T, T s =&
L, ®4 +4,®1,)xX=-r

donde
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2s) Sa1 S21 0
s S+ S 0 s
T T 12 1ntS5» 21
(I, ® A4 +4,®1,)= 0 )
S12 Sppt Sy Sy
0 S12 S12 259,
— 2 2
U, 4
U U A T Ty T
1241 _ _ 12711
X =vec(v), vy;)= _ y r=vec(y,, 71,)=
TINTI Ml
_ _ 2 2
Up +Uy Ty +7y

Obtenemos entonces un sistema lineal de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas. Como
podemos ver, existe redundancia en la segunda y tercera ecuacion, por lo que el sistema se puede
reducir a tres ecuaciones con tres incognitas (suprimiendo, por ejemplo, la tercera ecuacion y la
tercera incognita). Para obtener la solucion de esta ecuacion resolvemos este sistema utilizando el
método de Gauss con pivotamiento parcial y aplicamos después eliminacion progresiva y sustitucion
regresiva.

En cuanto a la ecuacion (3.22), puede observarse que se trata de una ecuacion de Sylvester.
Las matrices de coeficientes de ésta, S, (en la forma real de Schur) y £ son cuadradas de orden (n-2) y

2, respectivamente. Es posible resolver una ecuacion de este tipo mediante el método de Bartels y
Stewart [Bartels 72] o por el de Hessenberg-Schur [Golub-79].

Por otra parte, dado que S es una matriz 2x2, podemos abordar la resolucion de esta
ecuacion transformandola en un sistema lineal, utilizando las propiedades del producto de Kronecker

[Barnett 75], cuya resolucion no supone un elevado coste.

Asi, si llamamos

Uz Upg Ci3 Cn3
Uy Uy Cly Cy
T
u=| -° s |ye=-ra—su,=| * L
[ ] [ ] [ ] [ ]
uln u2n Cln C2n

tenemos que la ecuacion (3.22) se transforma en el siguiente sistema
T T A A
([, ®S] +f ®I,,)u=¢,

donde
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Uz Ci3
Uiy €14
i c
. 1 A |
u=vec(u)=| _" y ¢=vec(e)=| _"
Uy Ca3
Ung Co4
Uy Con

Resolvemos este sistema por el método de Gauss con pivotamiento parcial y eliminacion
progresiva y sustitucion regresiva. Debido a que existe una gran cantidad de elementos nulos en este
sistema de ecuaciones, serd interesante aprovechar esta circunstancia para obtener una menor
complejidad de calculo.

Por ultimo nos queda la ecuacion (3.23). Actuamos ahora como en el caso real pero con la
salvedad de que y es una matriz (n—2)x2 por lo que la matriz que debemos triangularizar para

obtener la nueva ecuacion de Lyapunov es de dimension #n x (n—2) . Por ejemplo, en el caso de que
n=7, ésta sera de la forma

X X X X x
X X x X
X X x
R= x x|.
X
X x X X
X x x X

Para ello utilizaremos rotaciones de Givens. En este caso el nimero de rotaciones necesarias
sera 2n-4.

3.4.2 Resolucioén de la ecuacion de Lyapunov en tiempo discreto

Consideremos ahora el problema de la resolucion de la ecuacion de Lyapunov en tiempo
discreto

A" X4A-X+C'Cc=0

donde 4eR™" es una matriz convergente (todos sus valores propios tienen moédulo menor que uno)
y CeR™" con m>n,esuna matriz de rango completo (n).

Queremos calcular el factor de Cholesky U de la solucion X, X =U U, donde U e R™" es
una matriz triangular superior. Veamos en primer lugar como es posible resolver la ecuacion de forma
general y a continuacién consideraremos los casos en que: (1) todos los valores propios de la matriz 4
son reales y (2) existen valores propios complejos de 4.

Como vimos en el caso en tiempo continuo, comenzamos reduciendo en lo posible las
matrices coeficiente de la ecuacion. Asi, primero reducimos a forma real de Schur la matriz 4
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4=050",
donde Q una matriz ortogonal y S una matriz triangular superior por bloques. Los bloques diagonales
de S son escalares (bloques 1x1) o bloques 2x2, segun estén asociados a valores propios reales o a

pares de valores propios complejos conjugados de 4, respectivamente. Asi la ecuacion queda de la
siguiente forma

STXS-X=-C'C

donde
X=0"X0y C=CO.
Teniendo en cuenta la factorizacion de Cholesky de X'y su relacion con la de X tenemos que
U =10,
quedando la ecuacion de la siguiente forma
sTU'u)ys-U'u)y=-Cc'cC. (3.27)

Podemos ahora simplificar atin mas la ecuacion (3.27) si hacemos que la matriz C , al igual
que en el caso continuo, sea triangular. Necesitamos calcular por tanto una matriz ortogonal

PeR™" tal que,
— R
c=r|.

donde ReR™ es triangular superior. De este de modo la ecuacion (3.27) se convierte en la ecuacion
reducida de Lyapunov en tiempo discreto

STUTUYS-UTU)+R"R=0. (3.28)

A continuacién dividimos las matrices S,U y R en los siguientes bloques

S = A s’ 7 =|tn “_T  R= o’
0 s, 0 T, 0 R,

donde A,, serd un escalar (valor propio real de 4, 4,, =s,;) o un bloque 2 x 2 (asociado a dos valores
propios complejos conjugados), de la forma

A S
11 12
ﬂ’ll —( J
So1 S

En el primer caso, también seran escalares v,, =u,; y y,, =7, siendo s, u 'y r vectores de n-

1 elementos. En el segundo caso, seran bloques 2x 2 tanto v;; como y,,,
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v _(”11 ”12] vy _(”11 ”12]
1= _ n= )
0 uy 0 7y

siendo s, u y r bloques de tamafio (n—2)x2.

A partir de la anterior particion de las matrices y trabajando por bloques obtenemos las
siguientes ecuaciones

A ()4 = o) =770 (3.29)
Sfup+u=-ra-sv/p, (3.30)
donde a=y,v;!'y B=0,4,0;],y
S/ U'U)S, -(UU)+R"R=0, (3.31)
donde
R'R=R'R +yy",yy" =rr" —uu” +w’' y v=5lu+sv],. (3.32)

De estas ecuaciones podemos resolver la (3.29) y la (3.30). La ecuacion (3.31) se puede tratar
como una ecuacion reducida de Lyapunov de dimension menor que la inicial si triangularizamos la
matriz R. Por lo tanto, si calculamos una factorizacion QR de R tal que

(R
)

donde Q es una matriz ortogonal y R es triangular superior, la ecuacion (3.31) quedara como sigue
SUU)S, -0+ R R=0.

Podemos observar que se trata de una ecuacion de Lyapunov con la misma estructura que la
ecuacion (3.28) pero de dimension menor. Abordaremos su solucion al igual que para (3.28) y asi
sucesivamente.

3.4.2.1 Algoritmo para valores propios reales

En el caso en que todos los valores propios de la matriz 4 sean reales, el término A, serd un
escalar y la ecuacion (3.29) quedara como sigue:

(s, =Dy ==n] (3.33)
por lo que calculamos directamente el elemento u,, .
La ecuacion (3.30) se puede reducir al sistema lineal de ecuaciones

(s,8] =1, Ju=-ra—su,s,, (3.34)
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donde a=r,u;. Se trata de un sistema de ecuaciones triangular inferior que resolvemos utilizando
eliminacion progresiva.

Nos queda por ultimo abordar la ecuacion
S/ (UU)S, —~(U'U)+R"R=0, (3.35)
donde
R'R=R'R +yy',y=av-s,r,y v=S/u+su,,.

En este caso y es un vector de n-1 elementos y como propusimos en el caso general
obtendremos el factor de Cholesky R del producto R” R mediante una descomposicion QR

A

siendo O una matriz ortogonal y R triangular superior. La ecuacion (3.35) quedard entonces como
sigue

S UU)S, -(UU)+R"R=0.

Tenemos entonces una ecuacion reducida de Lyapunov de dimensioén n-1 que volveremos a
tratar del mismo modo. A continuacion presentamos el algoritmo para valores propios reales. Partimos
de la ecuacion

STU'u)S-WU'U)+R"R=0,

donde S(1:n,1:n) y R(1:n,1:n) son matrices triangulares superiores y U(1:n,1:n) el factor de Cholesky
que vamos a calcular. Los elementos no definidos en la ecuaciéon seran variables internas del
programa.
Algoritmo 4 /[HTDVPR]

parai=1,n

1. Calculo del elemento diagonal de la fila .

a=+1-8@i,i)?*, UG,i)y=a 'R(i,i)

2. Célculo de los elementos superdiagonales de la fila i.
b(i+1:n) = -aR(i,i+1:n) - S(G,i+1:n) UG,i) S(i,i)
paraj=it+l, n

U(ij) = bG)/(SGj)S(0) - 1)
b(+1:n) = b(j+1:n) - SG,j+1:n)U(i,j)S(i,i)
fin para

3. Actualizacion de la matriz R para el siguiente paso.

3.1. Célculo del vector filay.
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paraj=it+l,n
V() = S(i+13,) UG,i+1y)" + UGG, 0)S(,f)
fin para
y(i+1l:n) =v(i+l:n)a- SG,i)R(i,i+1:n)
3.2. Calculo y aplicacion de las rotaciones de Givens que anulen y.
paraj=i+l,n

3.2.1. Calculo de la rotacion de Givens tal que:

R(j,j)| cos@; sen@,| [x
y(j) ||—sen @, cosd, K

3.2.2. Aplicacion de las rotaciones de Given al resto de la columna de R.

parak=j, n

R(j,k)| [R(j,k)| cos@; send;
y(k) B y(k) ]| —sen; cosﬁj

fin para
fin para
fin para

fin

3.4.2.2 Algoritmo para valores propios complejos

Estudiaremos en este apartado el caso en que la matriz 4 pueda tener valores propios
complejos que den lugar a la existencia de bloques diagonales 2 x 2 en su forma real de Schur. Si esto
ocurre, la ecuacion (3.29) ya no la podemos resolver directamente como en el caso de valores propios
reales. Se trata de una ecuacion de Lyapunov en tiempo discreto de orden 2 que resolveremos
utilizando las propiedades del producto de Kronecker [Barnet 75]. El sistema resultante obtenido a
partir de ésta ecuacion al aplicar esta transformacion sera

AL, ® Al —1,)X=-t,

donde
2 2
sp—1 $11521 S21511 S
Si18 8118, —1 S8 K
T T
T ®@s! —1,)= 1512 Susxe 21512 1 2852 |
S12811 S12821 SpSip —1 S»Sy
2 2
S12 S1282 $225812 sy —1
— 2 2
Uy "
o T _ Uty A T _ naM
X =vec(v), vy)= _ y r=vec(y, 7y)=
Uy oM

_ 2 _ 2 2
Up +uy Ty +7y
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Como en el caso continuo, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales con redundancia en
las ecuaciones segunda y tercera debido a la simetria de la solucion. Por tanto lo reducimos a tres
ecuaciones con tres incognitas y procedemos a resolverlo por el método de Gauss con pivotamiento
parcial y eliminacion progresiva y sustitucion regresiva.

En cuanto a la ecuacion (3.30) puede observarse que se trata de una ecuacion de Stein. Las
matrices de coeficientes de ésta, S, (en la forma real de Schur) y £ son cuadradas de orden (n-2) y 2,

respectivamente. Es posible resolver una ecuacion de este tipo mediante el método de Bartels y
Stewart [Bartels 72] o por el de Hessenberg-Schur [Golub 79].

Por otra parte, dado que S es una matriz 2x2, podemos abordar la resolucion de esta
ecuacion transformandola en un sistema lineal, utilizando las propiedades del producto de Kronecker

[Barnett 75], cuya resolucion no supone un elevado coste.

Asi, si denotamos

Uiz Uy Ci3 Co3
Uy Uy Cly Cy
T
u=| ° s |y e=—ra—-su, f=| * .,
[ ] [ ] [ ] [ ]
uln u2n Cln CZn

tenemos que la ecuacion (3.30) se transforma en el sistema lineal
T T A A
(B ®S) —1y,,))u=-¢,

donde t=vec(u)yc=vec(c). Este sistema de 2n-4 ecuaciones se resolverd mediante el método de
Gauss con pivotamiento parcial y eliminacion progresiva y sustitucion regresiva.

En la ecuacion
S/ UU)S, -(UU)+R"R=0,

tenemos que calcular el factor de Cholesky R del producto R’ R, para poder continuar resolviendo la
siguiente ecuacion reducida de Lyapunov de orden n-2

S/ (U/UDS, - (UU)+R"R=0.

Veamos ahora como podemos calcular la matriz y equivalente en el caso complejo. En este
caso y tiene dimensiones (n—2)x2 y, como podemos observar, es complicado calcularla

directamente de las expresiones vistas en (3.32). Un método para obtener la matriz y ha sido propuesto
recientemente por Hammarling [Hammarling 91]. En él, primero se reescribe la ecuacion (3.28) de la

forma:
77 ~(g) ()
U'U-=|_ — | (3.36)
Uus) \US

Teniendo en cuenta la particion en bloques que hicimos de las matrices R, U y S,
inicialmente esta ecuacion la reescribiremos como



