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Capitulo 1

Introduccion y planteamiento del
trabajo

El alto nivel de calidad constructiva, automatizacion y precision de los moder-
nos instrumentos de Topografia Clasica supera amplia y generalmente cualquier
exigencia real y practica de tolerancia en los trabajos topograficos usuales, con-
firiendo a operadores y calculistas un amplio coeficiente de seguridad que ampara
satisfactoriamente su trabajo. Lo mismo puede decirse, atin con algunas reservas
y en tono menor, cuando la instrumentacion es GPS. En cualquier caso, los vec-
tores de observables tratados segun rutina en ajustes gaussianos (y no gaussianos)
facilitan resultados aceptables con figuras de error de magnitudes muy inferiores a
las prescripciones establecidas y en consecuencia, no comprobadas ni contrastadas
con la realidad fisica.

Ello da lugar a que el proyecto topografico aparezca como innecesario, sustituyén-
dose por una rutina operativa que permanentemente ha demostrado y demuestra
su eficacia practica. Sin embargo, no es menos cierto que, especialmente en aplica-
ciones que se han dado en llamar no topograficas, como el control de deformaciones
en Industria y Obra Civil, el escenario estd cambiando rapidamente hacia necesi-
dades reales mucho mas duras, poniendo en peligro el comodo binomio instru-
mentacion - tolerancia inicialmente establecido. Merece la pena pues, reflexionar
sobre la doctrina aplicada, gaussiana a lo largo de este trabajo, completdndola con
los requisitos teoricos de aplicacion que permitan, no mejorar en gabinete los re-
sultados de campo, que es mision peligrosa por ilusoria , sino predecir y contrastar
matematica y estadisticamente con alto nivel de fiabilidad los resultados parciales,
intermedios, y finales.

En el presente trabajo y los que esperamos le sigan se aplicara la teoria clasica de
"Ajuste de redes microgeodésicas por el método de Gauss Markov", desarrollada,
y establecida con algunas innovaciones cuya importancia dejamos al buen criterio
del lector, sobre una red local de prueba formada por cuatro vértices senalados y
monumentados al efecto en el Campus de Vera de la Universidad Politécnica de
Valencia.

Procede en primer lugar clarificar algunos supuestos y cuestiones, a saber:

No entraremos en estudios ni cuestiones de elecciéon y optimizacion de localizacion,
instrumentacion, metodologia de observacion, estacionamiento, ni ecuaciones de
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observador.

No se imponen en principio exigencias especificas ni generales previas de precision.
Ni tolerancias. Ni hablamos de alta precision.

Nos interesa especifica y fundamentalmente en esta primera fase del trabajo es-
tablecer y garantizar al méximo la fiabilidad y poder de afirmacion de algoritmos,
datos de partida, y resultados parciales y totales. Ello conlleva analizar todas las
hipotesis, todos los algoritmos y todos los resultados intermedios, parciales y fi-
nales, y contrastarlos rigurosamente con la realidad fisica por medio del ajuste de
la red observada. La precision alcanzada, por el momento, es una consecuencia, no
una imposiciéon previa. Su prevision y fijacion dentro de un Proyecto riguroso se
abordara cuando se trate del Disenio de Redes propiamente dicho.

Se utilizaran vectores de observables clasicos (angulares y/o distanciométricos),
en la acepcion mas general, contrastando y verificando previamente su adecuacion
estadistica para ser utilizados en el proceso (Gaussiano, con una informacién de
precision adicional a efectos de la necesaria ponderacion, tratandolos por separado
o mezclandolos en redes mixtas. Posteriormente nos ocuparemos de los observables

GPS.

Mas adelante y en una segunda fase estableceremos las condiciones de Diseno de la
red para que dichos resultados parciales y finales puedan predecirse en magnitud
y con alto poder de afirmacion.

Después extenderemos el andlisis con el mismo rigor no solo a los vértices de la red
sino a cualquier punto arbitrario o area de su zona de influencia, que llamaremos
de precision especifica, consiguiendo informacién tan exacta como en los vértices
de estacion. Posteriormente, se establecera una doctrina complementaria de defor-
maciones de la realidad fisica a lo largo del tiempo, con idénticas caracteristicas a
las descritas.

Y finalmente, sobre todo en célculo de deformaciones, abordaremos las redes tridi-
mensionales con orientacion arbitraria de triedro. Siempre con justificacion rigurosa
de lo que se haya conseguido en cada caso y se pueda predecir.

También estableceremos el proyecto de Diseno a partir de un condicionado previo
y cifrado de obligado cumplimiento.

Para terminar, estableceremos un analisis critico y riguroso de la doctrina del méto-
do Gauss-Marcoviano, con sus puntos fuertes y débiles. Y si en algtin supuesto, o
incluso en general, se llegara a constatar que no es de aplicacion, total o parcial-
mente, se establecera asi.

Sin embargo, antes de rechazar el método, se recomendaré su prudente sustitucion
por otro indiscutiblemente mejor y a lo menos igual de riguroso, que sera ineludible
justificar en detalle.

La tarea descrita tiene vocacién de Tesis Doctoral, tal vez mas de una, y de li-
bro de més que moderada extension. En principio y en las paginas que siguen
desarrollaremos la praxis del método que damos en llamar “Triangulateraciéon con
observables clasicos” presentando alguna novedad sobre la metodologia usualmente
empleada. Futuras publicaciones esperamos que contintien el Proyecto enunciado,
hasta darle buen fin.
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1.1. Localizacion de la Red de Prueba

En el entorno de la Escuela Técnica Superior de Ingenieria Geodésica, Cartografica
y Topogréafica, segiin se representa en la fotografia aérea de la Fig 1.1. Formando
un cuadrilatero de lados comprendidos entre 64 y 69 metros.

Figura 1.1: Localizacion de la Red de Prueba

1.2. Monumentacién, materiales y caracteristicas
constructivas

Tres de los cuatro pilares forman parte de la red de calibraciéon de la Universidad
Politécnica de Valencia! que se pretende densificar con un nuevo vértice.

Dichos pilares V1, V3 y V4 son de acero inoxidable de 1.2 m de altura y didmetro
exterior de 22 cm. Se construyeron en doble tubo concéntrico con una camara
de aire que separa el tubo interior anclado directamente a cimentacion, del tubo
exterior cuyas funciones bésicas son de proteccion tanto frente a posibles agresiones
externas como a la posible dilatacién por insolaciéon directa. Ver Fig.1.2.

LCfr. “Base de calibracion de la Universidad Politécnica de Valencia: descripcion y medicién”.
José Luis Berné, Inge Revhaug, Pascual Garrigues, Luis Garcia-Asenjo, Sergio Baselga, Sergio
Navarro. Actas del IX Congreso Nacional TOPCART, Valencia 2008.
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Figura 1.2: Estacion total sobre vértice V3

La cimentacién consiste, en una zapata de hormigén armado, de dimensiones

aproximadas: 100 x 100 x 60 cm que queda por debajo de la cubierta vegetal
(Fig. 1.2) .

Figura 1.3: Prisma sobre el vértice V1

Los pilares van rematados por su parte superior con una base de acero inoxidable
nivelada y con rosca macho solidaria de paso estandar 5/8, protegida con cubierta
de acero inoxidable cuando no se observa.

En cuanto al pilar V2 es de acero y esta anclado sobre el hormigén de la via
del campus universitario, tiene una altura de 1.3 m., y en la parte superior tres
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alineaciones para estacionar la basada ( Fig. 1.4, Fig. 1.5, y Fig. 1.6).

Figura 1.4: Pilar del vértice V2

Figura 1.5: Detalle del pilar V2
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Figura 1.6: Basada y prisma sobre el vértice V2

1.3. Especificaciones técnicas de las estaciones to-
tales utilizadas

Se utilizaron las distancias medidas con la estacion total MS 1A de la marca
Topcon, v los 4ngulos medidos con la S6, de la marca Trimble.

Las desviaciones tipicas de los errores angulares obtenidos a partir de la libreta
de campo de la estacién total MS 1A superaron las previstas por el catélogo del
fabricante. Fuera por defecto de correccion del instrumento, o error de operador,
se prefirié repetir la observacion con la otra estacion total.

El cuadro de caracteristicas técnicas de catilogo esta contenido en el cuadro 1.1.

‘ Fabricante ‘ Topcon ‘ Trimble ‘
Modelo MS 1A S6
Precision angular 3¢ 6
Precisiéon distanciométrica lmm + 1 ppm | 3 mm + 2 ppm
Sensibilidad del nivel electrénico - -
Compensador automético 2 ejes 2 ejes
Aumentos 30 30

Cuadro 1.1: Caracteristica técnicas de la instrumentacion

La medida de precision angular (entendida como repetibilidad) estd expresada
como la desviacion tipica de una coordenada medida una vez en CD y CI. Y la
medida de precision en distancia estd expresada como la desviacion tipica de una
coordenada medida una vez en CD y CI. Segiin las normas ISO 17123.
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En conjunto la preparacion del trabajo se ha procurado realizar minuciosamente y
por lo que respecta a la instrumentacion puede resistir sin mengua la comparacion
con cualquier otra firma constructora acreditada internacionalmente en el campo
de la Ingenieria Cartografica.

La observacién se ha realizado por especialistas del Laboratorio de Instrumentos
Topogréficos? de la Escuela de Ingenieria Geodésica de la Universidad Politécnica
de Valencia, cuya cualificacion y buen hacer esta fuera de toda duda .

Por todo ello se sigue adelante con la tranquilidad de conciencia de no saberlo
hacer mejor.

Figura 1.7: Estacion Total Topcon MS 1A

2El trabajo de observacién ha recaido directamente sobre Jos¢é Manuel Paredes Asencio.
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Figura 1.8: Estacion Total Trimble S6
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Capitulo 2

Resultados de la Observacion.
Vector de Observables

2.1. Observaciones angulares azimutales

El resultado de campo de la observacion angular horizontal se resume en el cuadro
2.1. Se observaron independientemente las 12 lecturas azimutales de la red, (tres
por vértice), con la numeracion indicada.

’ 1o. ‘ Observacion ‘ Media [¢] ‘ oi“] ‘ ni | 7= =ori <]
L1 V1-V4 87,6817 | 5,4831 | 13 1,52
L2 V1-V3 42,4931 | 5,1888 | 13 1,44
L3 V1-V2 0,0009 | 5,3541 | 26 1,05
L4 V2-V3 70,6808 3,71 | 14 0,99
L5 V2-V4 129,7559 | 4,8255 | 7 1,82
L6 V2-V1 187,3250 | 3,7161 | 7 1,40
L7 | V3V4 | 243619 | 46766 | 22 1
L8 | V3Vl 67,9869 | 8,6613 | 11 2,61
L9 | V3-Vv2 | 108,8502 | 4,1341 | 11 1,25
L10 | V4-V3 | 1939946 | 7,4239 | 12 2,14
L11 V4-V2 137,5574 | 5,7971 | 12 1,67
L12 V4-V1 82,8070 | 6,504 | 24 1,33

Cuadro 2.1: Lecturas azimutales horizontales

Es el objetivo del trabajo densificar la Red de Calibraciéon de la Universidad
Politécnica de Valencia con un nuevo punto, denominado senalado y monumentado

como V5.
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V2

Vi

V3

V4

Figura 2.1: Croquis de la observacion

En dicho cuadro se representan de izquierda a derecha y por columnas, la nu-
meracion de las lecturas azimutales, su identificacion por vértices (Estacion-Destacado),
las medias aritméticas en grados centesimales |?], las desviaciones tipicas de una
observacion genérica en dmgr., 0[], el nimero de observaciones por destacado n;,

y las desviaciones tipicas de las medias aritméticas en dmgr o] .

2.1.1. Test de adherencia de Pearson

La correcta aplicacion del ajuste por minimos cuadrados requiere como condicion
previa la distribucién normal de cada uno de los observables, que implica asi mismo
la distribucion normal de los residuos. Toda la doctrina se sostiene y desarrolla a
partir de la més rigurosa cumplimentacién de las expresiones bien conocidas

O - Om71 ~ N (OTm,U Zom,m) = N (OT7 $2Q) (1)

E(R) =0

R~ N (0,3, ,,.m) =N (0, s2Q) (2)

Que reproducimos con la notacién de rutina usual. Es por tanto ineludible cercio-
rarse de que todos y cada uno de los observables que intervengan en los calculos
satisfagan (1) y (2), debiendo ser rechazados los que no lo hagan. A este efecto se
ha contrastado cada uno de ellos a través del Test de Adherencia de Pearson, que
también damos por conocido®.

Vease cualquier Manual de Estadistica. O bien “Tratado de Topografia” Tomo 1. Pag.36 y
sig. M.Chueca et alt.
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Referente a la aplicacion particular en el caso que nos ocupa, merece la pena tener
en cuenta una cuestién previa importante. La suposicion como hipotesis nula de
que la distribucién es normal, conducente en la practica mas extendida a adoptar
un nivel de significacion de uno o a lo mas cinco por ciento, a efectos de prevenir la
comision del posible error de orden uno (rechazo de la hipotesis nula siendo cierta)
no es aconsejable en nuestra opiniéon, por poco rigurosa. En nuestro caso, redes
caracterizadas en general por el escaso ntimero de vértices, es asequible lograr que
el nimero de lecturas y de observables sea siempre superabundante y no se debe
vacilar en desprenderse de un cierto ntimero de ellos si son sospechosos, atin en
grado menor, de no cumplir la condiciéon de normalidad. El 6ptimo del pardmetro
contrastado es cero y a ello debe tenderse porque el riesgo contrario (error de orden
dos, aceptacion de la hipotesis nula, siendo errénea o aceptacion de observables de
distribucion no normal) es mucho mas peligroso. Asf hemos rechazado el observable
angular L8 (lectura V3-V1) con un nivel de significacion aproximado de un 49 %.

En cuanto a las once restantes lecturas angulares puede asegurarse con alto poder
de afirmacion que su distribucion es adecuada. Veamos la secuencia de calculo de
un observable aceptado.

Consideremos la observacion angular horizontal V1-V4 (Cfr. cuadro2.2), senialada
como L1 en el cuadro 2.1. La secuencia de célculo de aplicacion del Test de Pearson
es la que sigue (ver el cuadro 2.3), de sencilla interpretacion. Bajo la hipotesis nula:

Ho = se acepta distribucién normal.

‘ Lecturas V1-V4 [7] ‘
87,6811
87,6316
87,6316
87,6319
87,6812
87,6823
87,6818
87,6829
87,6319
87,6808
87,6319
87,6814
87,6821

Cuadro 2.2: Observaciones azimutales V1-V4

R = max. — min = 87,6829 — 87,6808 = 21 — 27¢

R S
A= n%ntervalos = 3

S1= 87,68035-87,68125

14
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So= 87,68125-87,68215

Ss= 87,68215-87,68305

h L__ —0,1290

- 0-1/5 = 5483112

N =22=135; N =2=45
21=0,129-v2- A1 =0,129-/2-13,5 = 2,4628 ~ 2,46
I = 20,4931 = 0,9862

29=0,129-v/2- Ny =0,129-/2-4,5=0,8209 ~ 0, 82

Iy =2-0,2939 = 0,5878 — po = 0, 5878

0,9862—0,5878 __ 0’ 1992

P1 =DP3 = 5
Intervalos | n; Dj n-p; | n-pj—n; %
Si 3 10,1992 | 2,5896 | -0,4104 0,065
Sy 8 | 0,5878 | 7,6414 | -0,3586 0,0168
S 2 10,1992 | 2,5896 0,5896 0,1342
>, 13 10,9862 | 12,8206 | -0,1791 0,216

Cuadro 2.3: Secuencia de calculo

Con el usual nivel de significacion del 5% el resultado de test es en la distribucion

X2, v =grados de libertad:

RC:{x3 > 0,216} — {0,216 < 5,99} —Aceptamos Hycon un nivel de significacion
de 5%. E interpolando en las tablas de x?, o directamente integrando se sigue:
y = gaS=021(0,25 — 0,10) + 0,1 = 0,1021 = 10,21 %
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Y en el caso que nos ocupa se puede escribir:

P(x% > 0,216) = 100 — 0,1021 = 89,79 %

Por consiguiente, con un nivel de aceptacion del 89,79 % de los casos y para unos
pardmetros arbitrarios x3 > 0,216, mas desfavorables que el calculado, la distribu-
cion seria también normal. Indudablemente, puede aceptarse la hipotesis nula H.

Qbservacion azimutal V1-V4

&7 6608 87 B817 87 5526

Figura 2.2: Histograma de frecuencias absolutas de la lectura azimutal V1-V4

Como complemento, en Fig. 2.2 se representa el histograma de frecuencias abso-
lutas de la muestra que sugiere claramente una distribucién normal.

Los niveles de aceptacion de los angulos interiores de la red resultan, con la apli-
cacion reiterada del mismo algoritmo, los del cuadro 2.4.
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] no. \ Lectura \ Nivel de aceptacion ‘

L1 | VI-V4 89,79%
12 | VI-V3 85,72%
L3 | VI-V2 96,63 %
L4 | V2-V3 100 %
L5 | V2-V4 100 %
6 | V2-V1 100%
L7 | V3-V4 100 %
I8 | V3-V1 49,20%
L9 | V3-V2 84,44%
L10 | V4-V3 89,91%
L1l | VAV2 93,65%
L12 | VAVl 69,60 %

Cuadro 2.4: Niveles de aceptacion de las lecturas angulares horizontales

Como se puede apreciar en el cuadro 2.4 la lectura angular L8 (lectura V3-V1)
tiene un nivel de aceptacion en el entorno del 49 % comparativamente insuficiente
y se rechaza.

2.2. Observaciones distanciométricas

Desde cada uno de los vértices se observan las tres distancias restantes. Las distan-
cias reducidas, obtenidas a partir de las distancias geométricas y angulos verticales,
se encuentran en el cuadro 2.5. En ¢l anotamos las distancias que hacen referen-
cia al mismo eje de la red visadas desde los dos extremos (por ejemplo V1-V2 y
V2-V1), y consideradas como suma el total de todas ellas. Asi por ejemplo, 23
observaciones (V2-V1) + 10 observaciones (V1-V2) = 33 observaciones (V1-V2)
+ (V2-V1).
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’ no. ‘ Distancia reducida ‘ Media |m] ‘ oilmm] ‘ n; ‘ \;T =oriimm)| ‘
D1 V1-V4 66,5965 0,2712 | 15 0,07
D2 V4-V1 66,5974 0,7536 | 20 0,1685
D3 | (VI-V4) + (VAVI) | 66,5071 | 0,7500 | 35 0,126
D4 V3-V2 66,3912 | 0,3585 | 10 0,1134
D5 V2-V3 66,3919 0,8473 | 20 0,1895
D6 (V3-V2) + (V2-V3) | 66,3917 0,7709 | 30 0,1406
D7 V2-V1 64,2143 | 0,2923 | 23 0,0609
D8 V1-V2 64,2142 0,3977 | 10 0,126
DO | (VI-V2) + (V2-V1) | 64,21431 | 0,3301 | 33 0,0574
D10 V2-V4 83,1499 | 0,2998 | 10 0,0948
D11 V4-V2 83,1506 0,4328 | 10 0,1369
D12 | (V2-V4) + (VAV2) | 83,1502 | 0,5108 | 20 0,1140
D13 V3-V4 68,5769 0,1160 | 19 0,0266
D14 V4-V3 68,5771 0,3283 | 10 0,1038
D15 | (V3-VA) + (VAV3) | 68,5771 | 0,2300 | 29 0,0427
D16 V1-V3 103,6089 | 0,3858 | 15 0,0996
D17 V3-V1 103,6079 | 0,6384 | 10 0,2019
D18 | (V3-V1) + (V1-V3) | 103,6085 0,70 25 0,14

Cuadro 2.5: Lecturas de las distancias reducidas entre vértices. Las distancias que
hemos utilizado para el ajuste de la red aparecen en negrita

2.2.1. Test de adherencia de Pearson

Al igual que con las observaciones angulares la correcta aplicacion del ajuste por
minimos cuadrados requiere como condicién previa la distribucién normal de cada
una de las distancias que utilicemos para calcular la red. En el cuadro 2.6 se
puede leer el nivel de aceptaciéon de cada una de las distancias medidas en la red.
La diferencia con los resultados del test de Pearson con lecturas azimutales es
claramente favorable a este tltimo?. Es obligado utilizar en el ajuste de la red
las distancias correspondientes al vértice V5 como tnico variable en este primer
supuesto que superan ampliamente el test de Pearson (en negrita). Posteriormente
abordaremos otras aplicaciones modificando el niimero de distancias reducidas a
compensar y ajustar.

2Segiin J.M. Riieger en su libro “Electronic Distance Measurement”, paginas 220 y 221, (edi-
torial Springer-Verlag Berlin Heiderberg, Alemania 1996), las distancias observadas por distan-
ciometria no deberian usarse en un ajuste minimo cuadratico, debido a los errores sisteméaticos
propios de estas mediciones. Copiamos un parrafo del texto mencionado:

“Please note that there is a very careles mixing and quasi-random errors (e.g. short periodic
errors) with purely systematic errors (frecuency drift with temperature). Because of this, the
egs. of the acuracy of their instruments (in the following form s = +(A 4+ Bd), where A un mm,
B in ppm, d — distance (in Km), the variance follows as s? = (A + Bd)? should not be used as
a priori variances in least-squares adjustments. For example, under homogeneous temperature
conditions in the field, the distance proportional term is likely to much smaller.”
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| no. | Distancia | Media [m| | Porcentaje de aceptacion

D1 V1-V4 66,5965 74,34 %

D2 V4-V1 66,5974 No aceptamos la Hy
D3 (V1-V4) + (V4-V1) | 66,5971 54,47 %

D4 V3-V2 66,3912 90,53 %

D5 V2-V3 66,3919 87,20 %

D6 | (V3-V2) + (V2-V3) | 66,3917 No aceptamos la Hy
D7 V2-V1 64,2143 67.90 %

D8 V1-V2 64,2142 No aceptamos la Hy
D9 | (VI-V2) + (V2-V1) | 64,2143 No aceptamos la Hy
D10 V2-V4 83,1499 89,32 %

D11 V4-V2 83,1506 No aceptamos la Hy
D12 | (V2-V4) + (V4-V2) | 83,1502 74,86 %

D13 V3-V4 68,5769 No aceptamos la H
D14 V4-V3 68,5771 No aceptamos la H
D15 | (V3-V4) + (V4-V3) | 68,5771 69,06 %

D16 V1-V3 103,6089 43,09 %

D17 V3-V1 103,6079 No aceptamos la Hy
D18 | (V3-V1) + (V1-V3) | 103,6085 91 %

Cuadro 2.6: Lecturas de las distancias reducidas entre vértices y porcentaje de
aceptacion del test de Pearson. Las distancias que hemos utilizado para el ajuste
de la red triangulaterada aparecen en negrita

Se calcularon las correcciones debidas a las variaciones de presion y temperatura,
segun la ecuacion del fabricante, y sus valores en todos los casos fueron desprecia-
bles, debido a la longitud de las visuales y a que los incrementos de temperatura

y presion entre observaciones eran muy pequenos?.

3El instrumento determina y corrige las medidas efectuadas para una temperatura standard
de 15°C, y una presion standard de 1023,25 hPa/750 mmHg. En nuestro trabajo la temperatura
minima fue de 14,4°C y la méaxima 18,4°C. La presién minima fue de 1008 hPa y la maxima 1013
hPa.
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Capitulo 3

El vector de coordenadas
aproximadas X,. Consistencia de la
Figura

Lograr que el vector de coordenadas aproximadas X, sea de la mejor calidad posible
es objetivo inesquivable. Recordemos que en la busqueda de la mejor solucion de
la red se escribia quet

X=X,+=z
implicando
2Tz = minimo
es decir

| z |= minimo

Por el momento, aceptandose la aplicacion de matrices seudoinversas en redes libres
e inversas clasicas de Cayley en redes ligadas o deterministas. En su momento se
verd que la “mejor solucion” no tiene semejante caracter absoluto y varia con las
caracteristicas de la red en presencia y, sobre todo, con el condicionado fisico y
técnico que pretenda resolver.

Asi, en el ajuste que nos ocupa consideraremos en principio como variables todas las
coordenadas de los cuatro vértices (método de red libre) solo a efectos posteriores

LCfr. M.Chueca et alt. Microgeodesia y Redes locales, pg. 195 y sig., Complementos docentes
pg. 38.
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de fijar los vértices Vi, V3 v Vj con las suficientes garantias y exclusivamente con
nuestra propia observacion de campo (método de red ligada) densificando la red
con un nuevo vértice V5.

Debe tenerse presente que para el proyectista y/o calculista que el objeto del ajuste
se dirige mas a perfeccionar la interpretacion con rigor y poder de afirmacion de
los resultados obtenidos antes que a mejorar los iniciales.

Nos referimos a la teoria expuesta que resumimos mas adelante por su novedad
sobre la geometria del error en el caso general de triangulateracién que resumimos,
no obstante por su novedad mas adelante, y su particularizacién en triangulacion
y trilateracion. Asi mismo a la teorfa de Consistencia de Figuras, tanto en trian-
gulaciéon como en trilateracion? .

Se trata por tanto de optimizar el camino de calculo a priori del vector X, . Lo
haremos para el caso de triangulacion pura. Y como sabemos que las figuras de
error en los vértices de la red triangulada y trilaterada independientemente son
muy aproximadamente ortogonales®, el camino de maximo error en un supuesto
coincidird con el de minimo error en el otro y reciprocamente.

La aplicacion al caso que nos ocupa de la Teoria de Consistencia de Figuras
en triangulacion resuelve el problema. El camino de minimo valor obtenido del
parametro de consistencia serd el 6ptimo si se proyecta una triangulacion. El de
méaximo valor, si se trata de trilateracion. Entre ambos, todos los casos intermedios
de redes mixtas triangulateradas.

3.1. Calculo de la Consistencia de la Figura y op-
timizacion del camino de calculo del vector X,

Sea el esquema aproximado de la red representado en la Fig.3.1, que siempre podra
obtenerse a partir de los datos de campo.

2Cfr. M.Chueca et alt. Métodos Topograficos pg. 366 y sig., pg. 407 y sig., pg. 442 y sig.

3Siendo el error del distanciémetro: e = Cte. + k ppm., la perpendicularidad de los ejes
mayores (direccion de maximo error) de las elipses de error en un vértice cualquiera triangulado
y trilaterado sera tanto méas exacta cuanto menor sea la constante. Matematicamente ortogonales
en el limite para Cte. = 0. El camino de los ejes de maximo error en un caso seré el de los ejes
de minimo error en el otro y reciprocamente.
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V2

v4

Figura 3.1: Croquis de la red

Siendo* :

Q = namero de direcciones observadas

P = nimero de angulos observados

A = nimero de vértices de la triangulacion

r = numero de observaciones redundantes

K = parametro de consistencia conjunta de la figura

se tendra

Q=P +A=8+4-=12

r=Q-3A+4=12-34+4+4=14

K = 34— 34 8 0,666 ~ 0, 67

Los sucesivos valores de V,3 se pueden obtener por medio de la tabla de doble
entrada que se adjunta, de interpretacion inmediata.

4M.Chueca et alt. “Métodos Topograficos” Opus cit. Para un camino dentro de la red la
expresion recomendada es C' = K XV,3-V,3 se tabula segin se adjunta. Citando a diversos
autores y segin recomendacion del National Geodetic Survey, de USA.
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Y la aplicacién del método en los cuatro casos de caminos posibles, siempre em-

pezando por el eje V3V4, es ya inmediato.

-

CADENA DE TRIANGULOS V3V4V2-V2V4V1

iAngulo V3V4V2
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a = 598

B =409 4 439 = 839
Vag = 3,5
Triangulo V2V4V1
a =459 + 429 = 879
B = 549

Vag =4

> =35+4+4=17,5

C=75067T=5

CADENA DE TRIANGULOS V3V4V1-V3V1V2

Triangulo V3V4V1

a = 458
B = 1109
Vg =5

Tridngulo V3V1V2

a =599 + 579 = 1169

B = 409
Vag =7
Y. =5+T7=12

C=12-0,67=28

CADENA DE TRIANGULOS V3V4V2-V3V1V2
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Tridngulo V3V4V2

o = H98
b = 569
Vag =38

Tridangulo V3V1V2

o = 429
b =409
Vag = 25

S =25+5=33

C=33-0,67=22

CADENA DE TRIANGULOS V3V4V1-V4V1V2

Triangulo V3V4V1

a = 458
3 =439
Vg = 20

Triangulo V4V1V2

=YL
G = 549
Vag =9

ST =20+9=29
C'=29-0,67=19

El camino V3V4V2-V2V4V1 resulta ser el mas apropiado para la triangulacion,
caso que nos ocupa, con un parametro de consistencia C = 5 (mejor consistencia
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angular). En el tridngulo V3V4V2 se partira del lado V3V4 para calcular el V4V2
y seguidamente en el V2V4V1 se partira del V2V4 y se calculard el V2V1.

Si se tratara de trilaterar, el camino mejor serfa el V3V4V2-V3V1V2, con parametro
de consistencia C — 22 (mejor consistencia distanciométrica).

3.2. Un primer ajuste. La red Libre Triangulada

Es bien conocida la teoria del calculo y ajuste de Redes Libres. Su origen basico,
no se olvide, es la desconfianza en o probada carencia de los puntos de apoyo
de precision contrastada suficiente, en el trabajo en presencia, que trasmitirian
amplificados sus posible e inaceptables errores, a la red ligada, verdadera solucion
del problema. Si existen en nimero y calidad suficiente, utilizar el algoritmo y
método de las redes libres encierra una contradiccion en si mismo.

También se ha puesto de manifiesto la serie de inconvenientes que presentan, en
especial con respecto al establecimiento de recintos de error, generados particular-
mente por la inevitable presencia de variables libres teéricamente indeterminadas
que transforman en cuddricas degeneradas los hiperelipsoides de incertidumbre.
En nuestro caso, suponemos que no existe a priori ningtin vértice privilegiado y
se persigue exclusivamente conocer con la mayor precision posible la métrica del
espacio que cubren. Es frecuente que asi suceda o que se pueda establecer dicho
supuesto con provecho para el buen resultado del trabajo.

Asi pues, con el objetivo de ofrecer siempre la solucion final en forma de red ligada,
resolvemos previamente la red libre generada por los datos disponibles. Se trata de
clasificar con ella los vértices de la red en orden de obtener una primera informacion
de la precision esperable en ellos, en conjunto e individualizadamente.

Pueden utilizarse todos o parte de los datos goniométricos disponibles. En nuestro
caso, resolvemos la red libre con siete de los angulos ttiles obtenidos.

Por el momento, tan solo nos interesan los datos de partida y la matriz varianza-
covarianza de las variables corregidas.

Los datos de partida son los siguientes:

Vértices:

D. X [m] Y [m]

V1 100.0000 166.5974  APROX
V2 163.0146 1542486  APROX
V3 167.5209 88.0108 APROX
v4 100.0000 100.0000 APROX

Observaciones:
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no. Observaciobn Media [B] 0i[5] n; or ;[ ]
1 V2-V1-V3 42.49233 6.42112 13 1.78090
2 V3-V2-V4 59.07483 6.60087 7 249489
3 V4-V2-V1 57.56937 3.59232 7 1.35777
4 V4-V3-V1 43.62514 8.65185 11 2.60863
5 V1-V3-V2 40.86334 8.54720 11 2.57708
6 V1-V4-V2 54.75018 6.40786 12 1.84979
7 V2-V4-V3 56.43724 7.99384 12 2.30762

Matriz de diseno:

2753.88346  _5724.88200 1906.58794 9729.11364  _4660.47140 —4004.23164 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 —4571.61469 —6453.25267 9566.84315 650.85272  —4995.22846 5802.39995
1906.58794 9729.11364 —6901.81641 —3926.71370 0.00000 0.00000 4995.22846  —5802.39995
4660.47140 4004.23164 0.00000 0.00000 —3037.48853 5136.07796  —1622.98287 —9140.30960
—4660.47140  —4004.23164 9566.84315 650.85272  —4906.37175 3353.37892 0.00000 0.00000
—9559.23006 —0.00000 4995.22846  —5802.39995 0.00000 0.00000 4564.00160 5802.39995
0.00000 0.00000  —4995.22846 5802.39995  —1622.98287 —9140.30960 6618.21133 3337.90966

Vector K de términos independientes:

=d:02717
2.47021
0.11813
1.71876
1.21016
-0.01710
0.03052

Matriz de pesos:

0.31530 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.16066 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.54244 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.14695 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.15057 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.29225 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.18779
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Matriz E:
1.00000 0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 0.00000
0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 0.00000 1.00000
—166.59739 100.00000 —154.24860 163.01455 —88.01078 167.52085 —100.00000 100.00000
100.00000 166.59739  163.01455 154.24860  167.52085  88.01078  100.00000  100.00000

Y la matriz varianza covarianza de las variables corregidas es:

Columnas 1 a 3
1.67847459269453e-008 4.63597433915518e-009 -9.49419235105864e-010
6.0948038483407Be-010 1.50139701478547e-008 6.20314781154276e-009
-3.13183301403419e-009 5.72808624195872e-009 9, 30941105708176e-009
-4.70935180329005e-009 -5. 80494803614763e-009 -2.46863153485762e-009
-1.01344175379585e-008 -1.19829365841887e-008 -8. 3874756913087 3e-009
4.15754689899338e-009 -9.01268189747293e-009 -1.7449102845207e-009

-3.21393072670818e-009 -8.795402864393E89e-009 -5.65309696707426e-009
1.11009428373052e-008 6.86178216251588e-009 4. 87018524464713e-010

Ccolumnas 4 a 6
-5.18435567865157e-009 -1.18647850781851e-008 2.99800861364052e-010
-3.68253816539831e-009 -8.12512848810529e-009 -1.07431124867751e-008
-1.22969334784637e-009 -6.09233765784156e-009 -2.22767688297524e-009
&. 376918857 7474e-009 6.56181249634726e-009 -9.47790496111349e-010

6.07903605187271e-009 2.24794192681524e-008 4,21215966272708e-009
-3.24286999326218e-009 -2.27604398801504e-010 1.64418114682693e-008
1.39856616664156e-009 -3.38510918264345e-010 7.82445297458102e-009
-B8.32523623502166e-009 -1.19075712172504e-008 -6.66034325960456e-009
Columnas 7 y 8

-7.36014688633047e-009 1.20084146724186e-008
-9.70286699907088e-009 2.71550813593387e-009
-3.65577007513876e-009 -1.8673855519278e-009

3.7529190779906%e-009 -B.32796271887885e-009

4.02397915989416e-009 -1.09951847635165e-008

6.91200450819476e-009 -2.29784769704017e-009

1.97845779282224e-008 -1.179359154455e-009
-5.65343477323637e-009 2.09779732478252e-008

En la diagonal principal, la varianza de las coordenadas de los cuatro puntos de la
red. Despreciables en cualquier caso. Las desviaciones tipicas apenas alcanzan la
décima de milimetro.

La consecuencia es doble:

1.- Los vértices estan determinados de forma equiprecisa y, en principio, con exce-
lentes cifras.

2.- Cualquiera de ellos en conjunto con otro u otros o separadamente, puede adop-
tarse como fijo.

Visto lo expuesto, basta con un somero analisis de los resultados parciales del cal-
culo para cerciorarse de que no hay nada que destaque desfavorablemente hasta
aconsejar su rechazo o repeticion con otros datos de partida. Tal vez el térmi-
no independiente de la forma lineal correspondiente al observable uno V2-V1-V3
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destaque negativamente respecto a las otras por su mayor valor. O la desviacion
tipica del observable de peso unidad a posteriori, oqg = 0,88201 , con una hipoétesis
nula H, = 1, hubiera completado un excelente trabajo resultando més cercano a
la unidad. Algo podria aducirse respecto a las unidades de longitud adoptadas y
los coeficientes de la matriz de disefio A. Incluso sobre los pesos.

Vector de correcciones [ml:
-0.00003

-+0.00006

-0.00001

-0.00017

+0.00011

+0.00011

-0.00007

-+0.00001

Pero con un vector de residuos muy pequeno, indicando la excelente calidad de
los observables, y sobre todo con el vector de correcciones a las coordenadas que
se adjunta, tomado del listado, se aleja cualquier duda razonable en contra del
trabajo realizado. Correcciones del orden de las centésimas de mm., absolutamente
inapreciables, nos sittian, en principio aparentemente, en el caso 6ptimo antes
citado, adoptandose en consecuencia X = X,,.

Por consiguiente los resultados expuestos pueden elevarse a definitivos. Otra cuestion
es su interpretacion y cifrado riguroso de parametros de error e incertidumbre, que
serd objeto de posterior analisis.

Queda abierto y justificado el camino para definir el vértice V5 lo mejor posible
manteniendo los otros tres fijos y a través de una red ligada.

Ello significa que es preciso asignarle unas coordenadas obtenidas a través de un
calculo sin reproche posible y en especial, interpretar los resultados matematica
y estadisticamente con el méximo poder de afirmacion. No se busca a ultranza la
maxima precision. Se pretende que sea cual fuere la alcanzada su veracidad quede
fuera de duda. Por otra parte, es logico esperar que se consiga por anadidura.

3.3. Calculo de las coordenadas aproximadas y de
los azimutes

3.3.1. CaAlculo de las coordenadas aproximadas por el camino
de mejor consistencia angular

Hemos calculado las coordenadas aproximadas de nuestros vértices siguiendo el

camino de mejor consistencia angular, que es el que ofrece la cadena de tridangulos
V3V4V2-V2V4V1. Lo hemos hecho siguiendo los pasos que siguen.
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1. Elegimos arbitrariamente las coordenadas del vértice V4:

x4 = 100 m.

2. Adoptamos un azimut aproximado V4-V3%:

6 = 111,18749

3. Segun la libreta de campo la distancia reducida V4-V3 es 68,577 m.

4. Con la distancia y el azimut V4-V3 obtenemos las coordenadas de V3:

x5 = 167,5209 m.

ys = 88,0108 m.

5. Por interseccion directa, a partir de las coordenadas V3 y V4 y los angulos 56,

437249 v 84,488189 obtenemos las coordenadas de V2:

7o =163,0146 m.

Yo = 154,2486 m.

6. Finalmente, por interseccion directa a partir de las coordenadas V2 y V4, y los

angulos 57,569379 y 54,750189 obtenemos las coordenadas de V1:

214 =100.0000 m.

5 A partir de la libreta de campo se obtiene este azimut aproximado, tomando como eje origen
de lecturas azimutales el V4-V1
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Y1 =166,5974 m.

Diremos que estas coordenadas aproximadas son las mejores para la triangulacion
pura, se identifican con el subindice a. Obsérvese que son exactamente los mismos

valores de la red libre triangulada con siete dngulos.

3.3.2. CaAlculo de las coordenadas aproximadas por el camino

de mejor consistencia distanciométrica

Hemos calculado las coordenadas aproximadas de nuestros vértices siguiendo el
camino de mejor consistencia distanciométrica, que es el que ofrece la cadena de
triangulos V4V3V2-V3V1V2. Las coordenadas de los vértices V2, V3 y V4 resultan
las mismas que las que provienen del camino de mejor consistencia angular.

Y el vértice V1 lo calculamos con el tridangulo V3V1V2 segtin la figura 3.2.

V2

Vi
598

408

V3
v4

Figura 3.2: Croquis del tridngulo V3V1V2

Con los angulos interiores del tridngulo V3V1V2:

V3 = 40, 863349

V2 =159,07483 + 57,56937 = 116, 64429
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Y con la distancia V3V2= 66, 3917m obtenemos las nuevas coordenadas del vértice

V1:

14 =99,99940 m.

Y14 =166,59777 m.

Diremos que estas coordenadas aproximadas son las mejores para resolver la tri-

lateracion, se identifican con el subindice d.

Si queremos calcular una triangulateracion las coordenadas aproximadas 6ptimas
seran la media entre las coordenadas calculadas por el camino de mejor consistencia
angular y las del camino de mejor consistencia distanciométrica. Resultando que

las coordenadas del vértice V1 serin:

T1m(T1q + T14) /2 =99,9997 m.

Yim = (Y1a + y14)/2 =166,59758 m.

NOTA: Creemos que quiza serfa mas correcto ponderar los caminos de consisten-
cia en funcion del nimero de observables de cada tipo: sabiendo que tenemos 5
observables de angulo y solo 3 de distancia. De modo que podriamos ponderar

siguiendo la ecuacion que proponemos, y obtener la coordenada x;,:

numero de observables angulares
numero total de observables

numero de observables distanciométricos
numero total de observables

Tip = “Tlat Tig =

= 2.99,9994+5 - 100 = 99,99977 m.

La diferencia con z,,(=99,9997 m.) es de 7 centésimas de mm.

En cuanto a la coordenada y:
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__ ndmero de observables angulares T nimero de observables distanciométricos .
Yip numero total de observables Y1a nimero total de observables Y

:g - 166, 5974+%-166, d97T77= 166,59754 m.

La diferencia con y1,,(=166,59758 m.) es de cuatro centésimas de mm.

En cualquier caso, nos movemos obviamente en términos de magnitud despreciable®

Definitivamente la coordenada aproximada del vértice V1 en el ajuste de la red
triangulaterada sera:

T (T10 + T14) /2 =99,9997 m.

Yim = (Y1a + y14)/2 =166,59758 m.

Las coordenadas aproximadas que emplearemos en lo sucesivo son las que siguen:

| Véertice | x[m] | y[m] |
Vi 99,9997 | 166,59758
Vs 163,01455 | 154,2486
Vs 167,52085 | 88,01078
Vi 100 100

3.3.3. CaAlculo de azimutes

Nuestras coordenadas aproximadas se han obtenido adoptando un azimut V4-V3
(Cfr. epigrafe 3.2.1):

Azimut V4-V3 = 0,4 .3 = 111,18749

siendo origen de azimutes el eje V4-V1, que implica que el azimut V4-V1 sea:
91}471)1 = (9

Sucesivamente podemos escribir los azimutes entre los vértices, y sus errores aso-
ciados siguiendo los de los cuadros siguientes” :

’ Azimut:eij :61,4_1,2 ‘
| Azimut— 54,75018¢ |
’ desviacion tipica = da = 1,84979° ‘

SFundamentalmente se debe a la excelente configuracién de la figura y la calidad de los
observables empleados. En M.Chueca et alt. Métodos Opus cit. pg 451, en un ejemplo analogo
de un cuadrilatero en trabajos de mapa, un estimador de consistencia C = 3,35 sitiia a priori el
error maximo en la base de llegada en 29,9 cm. Con un camino de C = 31,49 el error alcanza 81
cm.
"Los azimutes provienen de la libreta de campo y de la corrida de azimutes.
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El azimut 6,4_,0 = 54,750189, tiene una desviacion tipica da =1,84979°, que
proviene directamente de la desviacion tipica de las lecturas de campo que so6-
lo en este caso coinciden con el azimut, ya que 0,4_,; = 09.

’ Azimut:0,1_.,» ‘
| Azimut — 112,3190¢ |
’ desviacion tipica = da=2,48526% ‘

El azimut 6,,_,2 se obtiene a partir de:
Op1_v2 = 2009 - 45,188679 - 42,492339—= 112,31909
con una desviacion tipica do =4/(1,73347)2 4 1,78090¢)2 = 2, 48526

siendo 1,73347° y 1,78090°, las desviaciones tipicas de los dngulos 45,188679 y
42,492339, obtenidas a partir de las lecturas de la libreta de campo.

’ Azimut:0,3_,9 ‘
| Azimut = 395,67599 |
’ desviacion tipica = da= 3,6669 ‘

El azimut 6,3_,o se obtiene a partir de:
Ovz—v2 = Ops_p3 + 2009 + 43,625149 + 40,863349= 395,67599
con una desviacion tipica da =y/(2,57708)2 + 2,60863)2 = 3, 6669

siendo 2,57708° y 2,60863°, las desviaciones tipicas de los angulos 43,625149 y
40,863349, obtenidas a partir de las lecturas de la libreta de campo.

’ Azimut:0,9_,4 ‘
| Azimut — 254,74963¢ |
’ desviacion tipica = da= 2,49489 ‘

El azimut 6,5_,4 se obtiene a partir de:
Opo—vs = Opo_1 + 59,074839= 254,749639
con una desviacion tipica da = 2,49489°

siendo 2,49489° la desviacion tipica de las lecturas de campo obtenida a partir de
las lecturas del angulo 59,074839 .

’ Azimut:0,5_,3 ‘
| Azimut — 195,6748" |
] desviacion tipica = da= 2,8404¢ ‘

El azimut 6,5_,3 se obtiene a partir de:

Ovo—v3 = Op1—v2 + 2009 - 57,569379 - 59,074839= 195,67489

34



RACYV Digital - Progreso en la practica del ajuste gaussiano de una red local: método de triangulateracion

con una desviacion tipica da = /(1, 35777¢)2 + 2,49489)2 = 2, 8404

siendo 1,35777° y 2,49489, las desviaciones tipicas de los angulos 57,569379 y
59,074839, obtenidas a partir de las lecturas de la libreta de campo.

Hemos considerado como tinico vértice libre el V2, por lo tanto, los azimutes entre
vértices fijos no aparecen reflejados en este epigrafe.
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Capitulo 4

Ponderacion de observables

En este capitulo trataremos de establecer los primeros pesos de los observables en
la ponderacion previa al ajuste de la red trilaterada.

4.1. Varianza del observable de peso unidad

Con el fin de justificar la ponderacion previa al ajuste, desarrollamos el planteamien-

to que sigue segun teoria conocida .
Sea el vector de observables O, y el de observables promediados Or.

Se tendra , para un observable de orden i, (iel, 2, 3,...m;, para m; > 1):

~ Or.—0;)?
52 = £O0n=0)
K mi—l

6, = 2% - ambos valores son conocidos: &2 v m;
or; — \/Wz ’ T Y04 y ?
Por definicion de peso:
P, =0 _ _ o _ 02(\/%’)2 — g2 e My
Ori T 53 (Zey 5oi 5%
Ti S

Siendo en esta tltima ecuacion o2 el factor de varianza o varianza del observable de
peso unidad. Directamente se deduce que los pesos seran siempre adimensionales.
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4.2. Ponderacion segan las caracteristicas técnicas
de la instrumentaciéon

Entendemos que la ponderacion “clasica” es la que utiliza las caracteristicas técni-
cas de los instrumentos, y considera el factor de varianza o? igual a la unidad. El
peso del observable responde a la ecuacion:

Po,. = (&‘(’j > siendo 02 = 1, el valor de la varianza del observable de peso unidad
y \‘;% = 00,,, la desviacion tipica del catalogo del fabricante del instrumento, que

en nuestro caso es 6.

En nuestro caso, segin las especificaciones técnicas de los fabricantes, la Estacion
Total Trimble S6 tiene una desviacion tipica angular de 6° y la Estacion Total
Topcon MS 1A tiene una desviacion tipica distanciométrica de lmm -+ 1 ppm.
Podemos obtener el peso en ambos casos, con m; = 1:

Pingulos = (F,‘i 7 :6% = % =0,027, para todos los observables angulares y
Vmi

en cuanto a los observables distanciométricos 6o =1+ 0,1 =1,1mm = 0,0011m

2 .
Plistancias = (6; The (1+(1),1)2 = 1—121 = 0,83 , para todos los observables distan-
vmi

clométricos.

Las unidades de 02, en este caso de valor 1, seran las de 6(2)“. Es obvia la precaucién
de asegurar que las unidades del estimador de peso unidad o2 son las apropiadas
para el trabajo. No tendria sentido por ejemplo y en nuestro caso que o? = 1
metro?. Lo veremos inmediatamente.

Es subrayable que segin lo expuesto el observable tipo distanciométrico tiene
aparentemente un peso casi 30 veces superior que el angular, lo que tiene muy
poco sentido para un mismo instrumento bien proyectado y construido. Y basta
con cambiar las unidades para tener las mas dispares combinaciones® .

Si 02— 1 metro?, el peso del observable distanciométrico serfa:

2

_ o _ 1 o
Pdistancias - (‘}Oi )2 — (0,0011)2 = 826446, 3
Vg

Si 02— 1 radian, el peso del observable angular seria:

'El calculo y compensacién de una poligonal con observaciones angulares y distanciométricas
puede llevar a que el peso de las distancias sea 10000 frente a un peso en los angulos de 0,0025.
Cfr. Chueca, M.; Anquela A.B.; Baselga, S: Disefio de redes y control de deformaciones. Los
problemas del datum y principal de diseno. P4gina 59. Ed. Universidad Politécnica de Valencia.
(2007). Valencia.
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Pis ancias — AU2- = ! = 1, 1F + 10
st (22)2 " (ozem)? *

Parece razonable esforzarse en ordenar la situacion.

4.3. Ponderaciéon segin los observables de la red

Proponemos a continuacion una ponderacién que se apoya en los observables de
la red topografica que se pretende calcular. Los datos seran mas reales que los que
ofrece el catalogo y, en general, diferentes para cada observable, ajustandose asi a lo
que ha sido la observacion de campo de la red, con sus caracteristicas propias (entre
las que se encuentran la ecuacién del observador, el estacionamiento, las lecturas
de campo con sus punterias, las condiciones atmosféricas, etc). Consideramos que
el valor de la varianza del observable de peso unidad o2 que més se ajusta a su
valor real es el de la mediana de los valores de &OTN obtenidos a partir de los datos
de campo. Y asi lo hemos hecho en nuestros céalculos, mejorando notablemente
tanto el resultado como su interpretaciéon, como veremos en epigrafes posteriores.

A partir de las ecuaciones:

~o _ 2(01,-04)?

04 m;—1

_ 994
UOT

calculamos o7 para cada observable de nuestra red.
K

De entre los valores o seleccionamos la mediana, y desde ese momento la mediana

7

se convierte en la varianza del observable de peso unidad o?.

Una vez conocidos 02 v 02 obtenemos el peso de cada uno de los observables
0 oT.
., ?
segin la ecuacion:

En el caso de la ponderacion de angulos de la red triangulada y sirviéndonos de los
datos que refleja el cuadro 4.1, vamos a obtener los pesos de seis angulos interiores.

‘ no. ‘ Observacion | Media ‘ G0, ] ‘ ny ‘ Tor, [ ‘
1 V2-V1-V3 | 42,49233 | 6,42112 | 13 | 1,78090
V3-V2-V4 | 59,07483 | 6,60087 | 7 | 2,49489
V4-V2-V1 | 57,56937 | 3,59232 | 7 | 1,35777
V1-V3-V2 | 40,86334 | 8,54720 | 11 | 2,57708
V1-V4-V2 | 54,75018 | 6,40786 | 12 | 1,84979
V2-V4-V3 | 56,43724 | 7,99384 | 12 | 2,30762

O O = | W DN

Cuadro 4.1: Observaciones angulares de la red
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La mediana de los valores 0,, = {1,35777, 1,78090, 1,84979, 2, 30762, 2,49489, 2, 57708 }
es 4,3734 = w

y entonces la varianza del observable de peso unidad serd o2 = 4,3734 .

Y en consecuencia los pesos de los seis observables angulares:

2 Qrre
P01 — Ago — 4,5734 — 1737

2
53, L8090
2
o2 43734
Fo, = 62 T 2,94802 0,70
T
2
o2 43734
Fo, = &2 T 1357772 2,39
T3
2
o2 43734
FPo, = 62 T 2577082 0,66
Ti
2
o2 43734
Fo, = 62 T 1849792 1,29
T3
2
o2 43734
Fo, = 62, T 2,307622 0,82
Ti

Con los pesos de los observables distanciométricos se sigue la misma rutina de
calculo.

Asi, en el caso de red triangulada o trilaterada, esta ponderacion es rigurosa, y
se adapta a cada levantamiento en particular, como demuestran los resultados
obtenidos en diferentes redes, en los que el estimador de la varianza a posteriori
coincidia con el valor propuesto para ese pardmetro a priori alcanzando en algunos
casos el 99% y el 100 % de similitud.

Sin embargo, si la red contiene simultdneamente observaciones azimutales y distan-
ciométricas es preciso arbitrar un nuevo método que presentamos a continuacion.

4.4. La ponderacién y calculo en la practica de una
red triangulaterada con homogeneizaciéon de
datos

En las condiciones de red mixta descritas el problema de la ponderacion resulta
capital, fundamentalmente por las diferentes unidades lineales y angulares que
pueden arbitrariamente usarse.

A efectos de abordar ésta y otras cuestiones que también se expondran desarrol-
lamos el método de céalculo que llamaremos “triangulateracion”.

39



RACYV Digital - Progreso en la practica del ajuste gaussiano de una red local: método de triangulateracion

4.4.1. Meétodo de calculo de la triangulateraciéon en ajuste
gaussiano determinista con homogeneizacion de datos

La expresion general de una forma lineal genérica de observacién azimutal® en el
lado ij, estaciéon en i (z;,2;), vértice visado j (x;,x;), coordenadas aproximadas

tomadas del vector X,, segiin notaciéon usual sera:
0ij = Oijea + dbijca=0ijo+70ij0 (1)

donde

d;; =azimut compensado de lado ij
dijea =azimut calculado de lado ij
dd;jcq= diferencial de d;jc,

dijo =azimut observado de lado ij
rd;jo—residuo de 9d;j,

siendo el desarrollo de (1)

Tt dy + ptday — et dy; = Oijo — Oijea — o (2)

jca ijca ijca

_d(soi - M%dmz + 2

ijca

donde
0, =descentrado de la estacion i

dd,;= diferencial de d,;

12

ijca

V(zj + ;)2 + (y; + y:)? = distancia reducida calculada de lado ij
i = 636620 dmgr/radian

y el sistema de formas lineales serd, con la notacion matricial bien conocida

2De acuerdo con la teoria desarrollada en M. Chueca et alt., Métodos pg. 420 y sig. “Forma
lineal de observacién angular. Descentrado”.
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Avz — Ky = Ry (3)

cuya resolucion es sencilla, con posibilidad adicional de eliminacién de los descen-

trados a lo largo del algoritmo, segin se sabe.

Evidentemente, los residuos de los observables azimutales, elementos del vector
Ry, se miden en dmgr en el caso expuesto.

Y si sobre la misma red, simultanea o separadamente, se practican observaciones
distanciométricas de las distancias reducidas de sus lados, serd preciso agregar

nuevas formas lineales de expresion general analoga a (1).

lij = lijca + dlijca:lij0+rlijo (4)

con la misma notacion.

Y la forma lineal genérica desarrollada sera

=Sty — Sty + T dag + St dyy = lijo — lijea — Tligo (5)

l2
ijca ijca ijca ijca

y serd preciso adicionar al sistema de formas lineales (3) el generado por las (5),

que escribimos como

AQZE — Kg == R2 (6)

Y es claro que los residuos de los observables distanciométricos, elementos del
vector Ry, se mediran en unidades de longitud. Supongamos milimetros en el caso

expuesto, solo a efectos de fijar ideas.

Asi el ajuste de la triangulateracion deberé resolver conjuntamente (3) y (6), es

decir
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Donde el subindice “1” corresponde a formas lineales de observables-azimutes y el
“27 al de observables-distancias reducidas, asimilable también, segin veremos, a

observables GPS.

que para simplificar escribimos segiin rutina como

Ar — K = R (8)

Ry
La pregunta es ;qué significado fisico tiene R = = angulos y distancias?

Ry

(por ejemplo dmgr y mm). Y lo tenga o no: ;Es licito resolver la cuestion con la
condicion gaussiana RT PR — minimo? ;Sin tener en cuenta que el estimador de la
varianza del observable de peso unidad a posteriori carece también de significado
fisico? ; Y que la matriz de pesos a priori esté dividida en dos grupos sin relacién

entre si, o a lo menos de muy confusa interpretacion?.

Sea como fuere, la interpretaciéon geométrica de una estacion de triangulateracion
cualquiera en O= i(x;, y;) desde la que se levanta el vértice M= j(z;, y;) es la
de la figura 4.1, donde se explicitan los observables correspondientes a la medicion

azimutal a = d;;, y la distanciométrica reducida p = ;.
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j(xiyi)

o

i(Xiyi)

Figura 4.1: Cuadrilatero de ponderacion

Con el convenio de azimutes topograficos dextrorsum de N a S pasando por el E
adoptado en la expresion (1). Los errores o correcciones de observacion se repre-

sentan por da y dp.

Entendiendo que se conserva la aproximaciéon de primer orden del desarrollo en
serie del modelo matemético F'(X)—C = 0 de la red detenido en el primer término

lineal que aceptamos como suficiente a cualquier efecto, puede escribirse

dOé = 7’51']‘0 (9)

dp = 150 (10)
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El supuesto, es riguroso a partir del postulado de independencia a priori de los
observables, que impide, cualquier transmisiéon de error de otras estaciones. El
problema de error de estacionamiento no se contempla en el algoritmos de ajuste de
redes. No es preciso considerar los signos en p-da ni dp, por dar lugar a varianzas,
desviaciones tipicas y pesos que, por definicién, conservan la ambigiiedad o son

escalares al cuadrado, siempre positivos.

En virtud de lo expuesto, la correccion en el vértice M se explica geométricamente

por la composicién de dos errores lineales:

p-do=p-rs5i, =MQ = arcp-da =cuerda p - do (11)

dp = Tlijo = MN (12)

cuya resultante es el vector M P, correcciéon total. Y en el detalle ampliado de la

figura 4.2 proyectando ) y N sobre M P se tendré

MR = SP = p-da - sen\ = p-1s5j, - sen\ = el;j5 = estimador especifico de la

componente escalar de correccion azimutal en el moédulo M P

MS = RP = dp-cos\ = 1y, cos\ = el;;, =estimador especifico de la componente

escalar de correccion distanciométrica en el modulo M P
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Figura 4.2: Cuadrilatero de ponderaciéon ampliado

Ambas magnitudes lineales escalares cumpliéndose evidentemente, por ser iguales
los triangulos rectdngulos en Ry en S, MQR y NSP (4ngulos en Q y N iguales
por lados paralelos, valiendo A, e iguales los catetosM @ y NP, lados de M N PQ),

rectangulo), que

MR+ MS =SSP+ MS = MP =modulo del vector M P, correcciéon total.

Siendo indudable la ventaja de dicha interpretacion del error a priori en Diseno.
Un error en un vértice de diez diezmiligrados significa en principio poco. Pero
transmitido por un lado de longitud p = 10 K'm. significa 15,7 cm en direccién

normal a p.

Con lo que se consigue homogeneizar en valores lineales errores y correcciones

azimutales y distanciométricas asociadas a un lado genérico de la red, objetivo
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que se pretendia alcanzar. Efectivamente, de alguna manera, sea a partir de datos
de catalogo o, lo que entendemos mas acertado, utilizando medias, varianzas y
desviaciones tipicas de observables reiterados con resultados positivos en aplicacion

del Test de Pearson, se conoceran estimadores suficientemente aproximados de:

doe = dbijo = Tsijo & €5ijo (13)

Error cuadratico o desviacion tipica asociado a la mediciéon azimutal de la distancia

reducida genérica [;; correspondiente al lado de igual denominacion.

Y de

dp = dlijo = Tlijo = €lijo (14)

Error cuadratico o desviacion tipica asociado a la medicién distanciométrica de la

distancia reducida genérica [;; correspondiente al lado de igual denominacion.

Y en general se podra escribir en Fig. 4.2 y para una doble medicion genérica

azimutal y distanciométrica:

elijs = pij * €sijo - S€NN; = p - dov - sen\ = els (15)

elijp = €lijo - COSN; = dp - cos\ = el, (16)

Formulacién de los errores cuadraticos o desviaciones tipicas expresados en unidades
de longitud de los dos grupos de observables (azimutales y distanciométricos re-
spectivamente) referidos por proyeccion ortogonal a la correccion total MP y cono-

cidos también a priori por serlo «, p,observables, da, dp, estimadores de sus errores,

p-da

y A= arctg =

A continuacion, adoptando la notaciéon mas sencilla, para simplificar la escritura
de los calculos que siguen y dando por supuesta su exacta interpretacion genérica,

especifica y geométrica, el peso de la forma lineal de azimut podréa formularse como
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1 1 1
Dsij X el?jé T el T p?da?-sen?)

conocidos también a priori. Que por cierto es mas claro escribir:

_ 1 _ 1 _ 1
Dsij = p2-da?-sen?)\ p?jo-da?jo-senQ)\ij - l?jo-da?jo-seng)\ij
y mejor aun
_ 1 _ 1 _ 1
Dsij = M%'p2~do¢2~sen2)\ o le-p?jo~do¢?jo~sen2)\ij o u%~l12jo~da?jo~sen2)\ij (17)

poniendo de manifiesto que da se expresa en dmgr.

y el peso de la forma lineal de distancia reducida podré formularse como

11 1 _ 1 _ 1
Puij X el?jp Toelz T dp?jo'cos2)\i]‘ - dlgjocosQ)\ij T dp?cos?Agj (18)

Establecidos asi los pesos de las formas lineales azimutales y distanciométricas
en funcion de los errores especificos antes definidos, todos ellos expresados en
unidades de longitud, serd preciso reformular también los residuos a priori en las
formas lineales iniciales de acuerdo con los nuevos supuestos.

El residuo mas general de una observacion azimutal podré escribirse como:

Tsijo

P50 (dmgr) <> lijo (en las unidades elegidas para las distancias reducidas [;;)

que estard sobre M(@). Serd preciso proyectar como se hizo anteriormente, sobre
M P, teniéndose:

lijorajf" - seni; = rlis (19)
y en cuanto a la observaciéon distanciométrica, proyectando también sobre M P
T1ijoC0sAi; = 1li;, (20)
v despejando en (19) los residuos azimutales iniciales
T'sijo = M+ m -l (21)

y sustituyendo R; en (3) , se tendra en forma matricial

Al-x—Klzdiagu-@-Rll (22)
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diagi-l-sen)\-Al-as—dz'ag%-l-sen)\-Kl:Rllzdiagi-l-sen)\-Rl (23)

y en notacién simplificada

Sistema de formas lineales transformado de las azimutales (3), del que se conocen
todos los coeficientes y términos.

con posterior ponderacion segin (17)

1
da?. -sen2\;
daijo sen?\;

pél‘j - %,ﬂ

Py ijo

Por consiguiente, las formas lineales de azimut ponderadas adoptaran la expresion:

diag /psij - Aly - © — diag \/Dsij - Kli =
= diag \/Dsij - diag i “lijo - senXyj - Aly - x — diag | /psij - diag /% “lijo - sen)j - Ky =

= diag ji - 1

: 1
m dzag; llJO Sen)\m All X

' 1 S| _
diag p T ——— dzagu lijo - senX;j - K1 =

— di v o diao L. .
= diag | [ T— dzag# lijo - sen)ij - Ry

es decir, teniendo en cuenta con notacion simplificada, que

1 L1 o1
m-dzagﬁ-l-sen)\—dzag 7o

diag 1 -
en definitiva queda

diagi-Al-x—diagi.[{llzdmgi.}gll

Que es la expresion de las formas lineales de azimut ponderadas en la forma clésica,
notacion simplificada.

Y por lo tanto, con la misma notacién, siendo

Rl = |diag i~l-sen)\ - Ry

Pl = diag Fs;; = diag — ! =

102 da?. - 2\
2 Pijordao sen®ij
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S TS U 1 '

= diag —= = [dmg T .Sen%} P
12 . —Y%.sen2);; K 7
ijo #2 ()

y se cumplird que
RT.P -R, = RIT-Pl,- Rl
y a fortiori
RIT -P-Ry = Rl? - Ply - Rly = minimo
Evidentemente con un tnico minimo comun correspondiente a la solucion Gauss-

Markov. Estamos hablando tan solo de la misma solucién, con distinto tratamiento
a pesos y residuos.

Del mismo modo, en observaciones distanciométricas, serd preciso multiplicar en
primer lugar a los dos miembros de cada una de las formas lineales por el factor

COS\;j
(siendo los residuos distanciométricos, si operamos en (20):
— 1 ..
Tlijo = coshi; lep (25)

con lo que las formas lineales de distancias sustituyendo en (6) , se expresan en
notacion simplificada, segin:

diag cosA - Ag - x — diag - cosA - Ky = diag cos\ - Ry (26)

diag cos\ - Ay - x — diag - cos\ - Ky = diag cos\ - Ry = Rly (27)

Alz(lf — KZQ = Rlz (28)

con posterior ponderacion segin (18) de acuerdo con

_ 1

p O ] 1 =
lij clpfjo-cos2 Aij dl?jo -cos2 \ij

Por consiguiente, las formas lineales de distancia ponderadas adoptaran la expre-
sion:

diag /pi; - Alox — diag \/piij - Kly =

= diag \/Diij - diag cos);; - Asx — diag \/piij - diag cos\;j - Ko =
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= diag

ijo cosA

~diag cosXyj - Ayx — diag 3 ~diag cos\;j - Ko =

ijo cos)\

= diag - -diag cos);j - Ry

ijo cos)\
es decir, teniendo en cuenta con notacion simplificada, que

diag dl 5 - diag cosA = diag = A
en definitiva queda

diag % - Agw — diag dzag =i o

Que es la expresion de las formas lineales de distancia ponderadas en la forma
clasica, notaciéon simplificada.

Y por lo tanto, con la misma notacién, siendo

Rly = [diag cosA] - Ry

Py

Pl2 - dZCLg Plz] - dzag (dl-cos\)? cos/\ [dlag 0052)\}

se cumplird que
RY.Py- Ry = RIY - Ply- RI,
y a fortiori
R2T - PRy = ng - Ply - Rly = minimo

Evidentemente con un tinico minimo comun correspondiente a la solucion Gauss-
Markov. De nuevo estamos hablando tan solo de la misma solucién, con distinto
tratamiento a pesos y residuos.

Y si consideramos el sistema de triangulateracion conjunto, evidentemente se ten-
dra sumando (24) y (28):

Al1 Kll Rll
Alz KZQ RlQ

de forma simplificada

Alz — K1 = RI (30)
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Sistema final conjunto de formas lineales de coeficientes y términos conocidos.
Listo para aplicacién.

Siendo la matriz P

(Pl O _ [ diag ps,, 0
P‘( 0 Pl ) _( 0 diagls, ) (31

Y su condicion de minimo

T

Rll Pll O Rll
= minimo (32)

Ry 0 Pl Ry

Desarrollemos la expresion anterior
R\ (Pl 0 B\ (g oppy( P00 Rl \
Rl 0 Pl Rly | ! 2 0 Pl Rl, |

= ( RIf-PL RZQT-PZQ)( ):(Rl’{-Pll-RllJr Rl - Ply- Rl ) =

R\ [P 0 R
= (R Py R R2T'P2'R2):(R;> (o1 P2><R;)

como debia ser.

Y de nuevo un minimo comun Gauss-Marcov, y seguimos hablando en cualquier
caso de la misma solucion, con distinto tratamiento a pesos y residuos.

La expresion (32) permite ajustar rigurosamente la red resolviendo adecuadamente
las cuestiones que senalabamos al principio. Todos los resultados, parametros, es-
timadores, vectores y matrices de criterio y diseno presentan idénticos poder de
afirmacion e interpretacion fisica que en el caso de la triangulacion o trilateracion
simple. Obviamente en la figura 4.2 se deduce que no existe direccién privilegiada
de transformacion, correccion o deformaciéon de la red a priori. El angulo A; es
esencialmente variable en cada punto y con él la direcciéon y sentido del vector
MP.

Como casos particulares del méas general desarrollado, la triangulateracion deviene
en trilateracion pura para

en dicho supuesto senA = 0,y (23) y (24), correcciones azimutales, dan lugar a un
sistema de formas lineales idénticamente nulo. Con cosA =1, (25), (26), (27), y el
sistema resultante (28) son idénticos a (4), (5) y (6), correcciones distanciométricas
y expresiones de la trilateracion.
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Se deduce en la figura 4.3 una sencilla interpretacion geométrica del ajuste de una
red por trilateracion. Las correcciones M N en el vértice M seran siempre en el
sentido de los lados o ejes trilaterados p. Dicha condicion geométrica dominante
a priori no tiene normalmente ningtan respaldo en la realidad fisica y merece ser
tenida en cuenta en la practica profesional. Otra cosa es que en el ulterior ajuste se
compongan los distintos vectores correccion como el M N generados desde distintos
vértices de estacion y en distintas direcciones, pero el hecho inicial es indiscutible.

N oN

O

i(xiyi)

Figura 4.3: Geometria de la ponderacién de la trilateraciéon pura

Del mismo modo en la figura 4.4, la triangulateracion deviene en triangulacion
pura para
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La segunda expresion es implicita en (1), expresion formada por diferenciales de
angulo en radianes, equivalentes a longitudes de cuerdas o arcos de radio unidad.
En dicho supuesto cosA = 0y (27) y (28), correspondientes a la trilateracion,
resulta un sistema de formas lineales idénticamente nulo. Con senA\ = 1,1 =1 |
(23) y (24), correcciones azimutales, dan lugar a un sistema resultante como el (3),
expresion diferencial de una red triangulada.

N

0

i(Xiyi)

Figura 4.4: Geometria de la ponderacion de la triangulacion pura

Y de nuevo se deduce una sencilla interpretacion geométrica del ajuste de una red
por triangulacion. Las correcciones en los vértices como M () serén siempre perpen-
diculares a los ejes p, que necesariamente se habran calculado, en el vértice visado
M. Condicién geométrica dominante a priori, a la que es aplicable la consideracion
correspondiente anterior en trilateracion.

Resulta que solo la practica y resultados de los ajustes por triangulateracion estan
exentos a priori de condicionados geométricos. Seria deseable encontrar también
una interpretacion geométrica adecuada para el caso de formas lineales de dngulo,
que evitaria el enojoso descentrado.
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En cuanto a los observables GPS es cuestién que se abordard mas adelante.

4.4.2. El factor de conversiéon y el peso de las formas lineales
de azimut

Con el fin de homogeneizar unidades multiplicamos a cada una de las formas

lineales azimutales por el factor adecuado.

El factor que multiplica a la forma lineal azimutal 75 es:

lij -sen)\ij

Factor;;— m

siendo [;; : la distancia reducida entre los vértices ij;
1= 636620 ;
A @ angulo interior del cuadrilatero de error del azimut 7

En el caso del azimut 0,4_,9:

lij-senXij _ 83,15023-sen 44,22 __ ].36.10°5
- - )

Factor;; = m 59660

Con el fin de ponderar calcularemos un valor proporcional al peso, que como sabe-

mos multiplicard a la forma lineal azimutal ¢7, y responde a la ecuacion:

(lij-daij-sen)\)g

Pay;; = 1

siendo da : el error angular azimutal entre los vértices ij, obtenido a partir de la

desviacion tipica de las lecturas angulares de la libreta de campo;

En el caso del azimut 6,4_,9:

_ lijrdarsenh\o 1 83,15028-1,84979-sen 44,22\2 __ 10-8,2
pOlij _< N ) ( 636620 ) - 273409 107°m
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A continuacion, las tablas con factores de conversion y pesos proporcionales de
todas las ecuaciones de azimut:

Ecuacion de Azimut :0;; =040 | Factor;;= lij-senhi; oy = (ljdoj%m)? ‘
Azimut = 54,750189 8,36-107° 2,37-1078
error angular = da= 1,84979%
Distancia= [;; = 83,15023 m
Ny = 44,22°
Ecuacion de Azimut:0,;_,o | Factor;j= % Py = (M)2
Azimut = 112,31909 6,588 -107° 2,56-1078
error angular= da=2,48526
Distancia= l;; — 64,21431 m
)\’Lj - 45, 319
Ecuacion de Azimut:0,3_,0 | Factor;j= @ Pay; = (M)2
Azimut = 395,67599 7,611-107° 7,95-1078
error angular= da= 3,6669°
Distancia= [;; — 66,39615 m
)\ij - 52, 089
Ecuacion de Azimut:0,5_,4 Factor;j= % Pai; = (M)2
Azimut = 254,749639 1,31-107% 10,61 -1078
error angular= da= 2,49489%
Distancia= [;; = 83,15023 m
)\7;]' = 90g
Ecuacion de Azimut:6,0_,3 | Factor;;= @ Pay; = (Mf
Azimut = 195,67489 1,04-107% 8,77-1078
error angular= da= 2,8404°
Distancia= [;; = 66,39165 m
Nij = 9079

4.4.3.
de distancia

Con el fin de homogeneizar unidades multiplicamos a cada una de las formas

lineales de distancia por el factor adecuado.

El factor que multiplica a la forma lineal distanciométrica i j es:
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Factor;; = cos);j,

siendo A : angulo interior del cuadrildtero de error de la distancia i j

En el caso de la distancia D,4_.2 el factor sera:

Factor;j = cos\;j = cos 44,22 = 0, 7683

Con el fin de ponderar calcularemos un valor proporcional al peso, que como sabe-

mos multiplicara a la forma lineal azimutal ij, y responde a la ecuacion:
_ a2 2
by, = dll] - COS )\ij

siendo dl;; : el error distanciométrico entre los vértices i, j obtenido a partir de la

desviacion tipica de las lecturas distanciométricas de la libreta de campo;

En el caso de la distancia D,,_,o el valor proporcional al peso seréa:

pu, = dl; - cos®Nij = (2,998 - 1074)? - cos* 44, 2

A continuacién, las tablas con factores de conversion y pesos proporcionales de
todas las ecuaciones de distancia:

’ Ecuacion de Distancia : Dys_yo \ Factor;j=cos\;j, \ p, = dl;; - cos® Ny ‘
error distanciométrico = dl= 2,998 - 10~*m 0,7683 0,2303
Distancia= [;; = 83,15023 m
Nij = 44,229
’ Ecuacién de Distancia : Dys_y2 Factor;j=cos\;j, \ pu, = dl3; - cos® )y, ‘
error distanciométrico = dl= 3,585 - 10~*m 0,6836 0,2450
Distancia= [;; = 66,39165 m
Nij = 52,08
Ecuacion de Distancia : Dyq_yo Factorij=cos\iy, | pi,, = dl}; - cos* A
error distanciométrico — dl— 2,9230 - 10~*m 0,7572 0,2213
Distancia= [;; — 64,21431 m
)‘ij — 45, 31
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4.4.3.1. Pesos homogeneizados

Una vez conocido el valor proporcional al peso de cada una de las formas lineales
de azimut y distancia, que hemos llamado en epigrafes anteriores p;, seleccionamos
de entre todos ellos el valor de la mediana, que desde ese momento se convierte en
el estimador de la varianza a priori del observable de peso unidad o3.

La mediana la ocupan los valores 0.2303-104 y 0.2450-10%, y la media de ellos
es 0,23765 - 10~4. Y finalmente calcularemos el peso de cada observable con la
expresion:

2 2
PO — go — o)
Ti 6% pi2

T

siendo 03 = (0,23765 - 10’4)2 = 5,66471078
Resultando:

Po,, = 3 =2, 3409

Po,, = 57 =2,1025

Po,, = 3 =0, 7099

Po,, = 7 =0,5318

Po,, = 3+ =0,6435

Po,, = 7 =1,0609

Po,, = =+~ =0,9409

Po,, = 552 =1,1449
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Capitulo 5

Resolucion de la red triangulaterada

5.1. Formas lineales de azimut

Las formas lineales azimutales del sistema de ecuaciones que resolveremos por el
método de variacion de coordenadas, junto a sus factores de conversion, son las

siguientes:

| Ecuacion de Azimut:0,4_,p— 54,750187 |

4995.2285-dx - 5802.3999-dy = -5.0361E-002 + Residuo
factor de conversion — 8,36 - 107°

Ecuacion de Azimut:0,;_,0,— 112,31909 ‘

-1906.5976-dx - 9729.0597- dy = -6.7232 + Residuo
factor de conversion = 6,588 - 107°

Ecuacion de Azimut:y3_.2 — 395,67599 |

9566.8432 -dx + 650.8527 -dy = 2.9651 + Residuo
factor de conversion = 7,611 - 107

Ecuacion de Azimut:0,5_,4= 254,749639

4995.2285- dx - 5802.3999-dy - descentrado(V2) = 1.2423 + Residuo
factor de conversiéon = 1,31 -10~%

Ecuacion de Azimut:f,,_,3— 195,67487 |

9566.8432-dx + 650.8527-dy - descentrado(V2) = -1.2423 + Residuo
factor de conversion =1,04 - 10~*
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Se ha supuesto tUnico vértice libre, el V2.

Una ventaja anadida por no utilizar ecuaciones de angulo es que evitamos la acu-
mulaciéon de errores en algunos de ellos, lo que resulta evidente y constatable en
los angulos exteriores de la red, ultimos de cada vuelta de horizonte.

5.1.1. Ecuaciones de azimut factorizadas

Segun la teorfa expuesta anteriormente sobre el Método de célculo de la triangu-
lateraciéon en ajuste gaussiano, es imprescindible convertir las unidades angulares
de las ecuaciones de azimut en unidades lineales. Conocido el factor de conversion
de cada una de las ecuaciones de azimut multiplicaremos ordenadamente a las 5
ecuaciones para obtener las nuevas expresiones resultantes:

| Ecuacién de Azimut : 6yy_,o— 54,750187 |
| 0.4176-dx - 0.4851-dy = -4.21E-006 + Residuo |

‘ Ecuacion de Azimut : 0,,_,,— 112,31909 ‘
| -0.1256-dx -0.6409 dy = -4.42E-004 + Residuo |

| Ecuacion de Azimut : 0,32 = 395,67597 |
| 0.7281-dx + 4.95E-002 -dy — 2.25E-004 + Residuo |

| Ecuaciéon de Azimut : Oyo_pa— 254,749639 |
‘ 0.4176- dx - 0.4851-dy - 0.1385 -descentrado(V2)= 1.72E-004 + Residuo ‘

| Ecuacién de Azimut : Oyo_ 3= 254,749639 |
| 0.7281 -dx + 4.95E-002 -dy - 0.1043-descentrado(V2) = -1.29E-004 + Residuo |

5.2. Formas lineales de distancia

Las formas lineales distanciométricas del sistema de ecuaciones que resolveremos
por el método de variacion de coordenadas son las siguientes:

Distancia [m] Ecuacion de distancia
V2-V4 83,1499 0.7578-dx + 0.6524 - dy = 9.7268E-004 + Residuo
V3-V2 66,3912 -6.7875E-002-dx+ 0.9977-dy = 2.7036E-004 + Residuo
V2-V1 64,2143 0.9813-dx - 0.1923 - dy = 8.3858E-004 + Residuo
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Y sus factores de conversion son:

factor de conversion
V2-V4 0,7683
V3-V2 0,6836
V2-V1 0,7572

5.2.1. Ecuaciones de distancia factorizadas

Conocido el factor de conversion de cada una de las ecuaciones de distancia multi-
plicaremos ordenadamente a las 3 ecuaciones para obtener las nuevas expresiones
resultantes:

Distancia [m] Ecuacion de distancia
V2-V4 83,1499 0.7431-dx - 0.1456 -dy = 6.05E-004 + Residuo
V3-V2 66,3912 0.5822-dx + 0.5012 -dy = 7.68E-004 + Residuo
V2-V1 64,2143 -4.64E-002 -dx + 0.6820-dy = 2.05E-004 + Residuo

5.3. Sintesis y resultado del ajuste de la red trian-
gulaterada

La red queda definida por un vértice libre, V2, y el resto de vértices, los consider-
amos ligados, V1, V3, V4.

Las coordenadas aproximadas son la media ponderada entre las que provienen del
camino de mejor consistencia y las que provienen del camino de peor consistencia.
La ponderacion es la propia de la triangulateracion.

Hemos utilizado 5 azimutes y 3 distancias (sélo tenemos un vértice libre, el sistema
no admite otras).

El estimador de la desviacion tipica a priori del observable de peso unidad es 0.23
mim.

En el listado de resultados de la resoluciéon del sistema de ecuaciones normales, se
obtienen sucesivamente:

- Las matrices de diseno del sistema normal. A saber, la matriz S, la A, la de pesos
P, y el vector de términos independientes K.

- El resultado de las variables (diferencial de la coordenada x: dxy, diferencial de
la coordenada y: dyy- y el diferencial del error debido a la linea de ceros del limbo:
df), los residuos y la varianza a posteriori del observable de peso unidad.
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- Las matrices de criterio a posteriori del ajuste, a saber: matriz cofactor de las
variables o parametros, matriz cofactor de los residuos, matriz cofactor de los ob-
servables corregidos, matriz varianza covarianza de las variables o pardmetros, ma-
triz varianza covarianza a posteriori de los residuos, y matriz varianza covarianza
a posteriori de los observables corregidos.

- Comprobaciéon de los observables: fiabilidad interna y fiabilidad externa de la
red.

5.3.1. La matriz A, la matriz de pesos P, el vector de tér-
minos independientes K, y la matriz S

La matriz A, el vector K, la matriz diagonal de pesos P, y la matriz S:

MATRIZ A
A(1,1) = 0.4176
A(1,2) = -0.4851
A(1,3)=0
A(2,1) = -0.1256
A(2,2) = -0.6409
A(2,3)=0
A(3,1) =0.7281

A( 3, 2) = 4.95E-002
A(3,3)=0
A(4,1) = 0.4176

A( 4,2) = -0.4851
A(4,3) =0.1385
A(5,1) =0.7281

A( 5, 2) = 4.95E-002
A(5,3) = 0.1043
A(6,1) = 0.5822
A(6,2) = 0.5012
A(6,3)=0
A(7,1) = -4.64F-002
A(7,2) = 0.6820
A(7,3)=0
A(8,1) = 0.7431

A( 8, 2) = -0.1456
A(8,3)=0
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VECTOR K [m]
k( 1) = -4.21E-006

(
k( 2) = -4.42E-004
k( 3) = 2.25E-004
k( 4) = 1.72E-004
k( 5) = -1.29E-004
k( 6) = 7.68E-004
k( 7) = 2.05E-004

k( 8) = 6.05E-004

MATRIZ DIAGONAL P [adimensional]
Peso del observable 1 2.29

Peso del observable 2 2.11

Peso del observable 3 0.70

Peso del observable 4 0.51

Peso del observable 5 0.61

Peso del observable 6 1.1

Peso del observable 7 0.90

Peso del observable 8 1.11

Por dltimo, la matriz S:

MATRIZ S
2,2038 —0,1778  0,0758

S=ATPA=| —0,1778 2,2473 —0,0311
0,0758 —0,0311  0,0164

Debemos extremar las precauciones con el disefio de la matriz A, porque diferencias
notables entre sus elementos producen grandes inestabilidades en el sistema de
ecuaciones y sus resultados pueden ser irreales. Ello es tanto més cierto cuando el
resultado esperable es muy pequeno, como sucede con las redes de alta precision.
Buscaremos una matriz de diseno A “estética” y matematicamente estable, con
elementos muy similares. La nueva factorizacion y ponderacion propuesta en la
triangulateracion cumple indudablemente este requisito, como se desprende de su
misma expresion consignada.

En cuanto a la matriz de los pesos, siguiendo con la idea anterior, si tiene valores
muy diferentes entre si, adulterard la matriz A y empeorara su condicionamiento
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y el resultado. Este nuevo problema no nos afecta porque todos nuestros pesos son
de valores proximos a la unidad, fruto también de la metodologia empleada.

El vector K también tiene su significado': asi, valores similares en sus elemen-
tos nos garantizan observaciones con errores asociados parecidos. Si uno de ellos
destacara excesivamente del resto seria conveniente prescindir de él, por no ser un
buen observable. La similitud de valores de los elementos del vector K, también
es un garante mas de la estabilidad del sistema de ecuaciones normales. La homo-
geneizacion de unidades nos permite en una red triangulaterada conocer en valor
y unidades cada uno de los elementos del vector K, y comparar formas lineales
de azimut con las de distancias, situacion imposible si no seguimos el protocolo
establecido en la nueva metodologia y aplicamos la que podemos llamar clasica.

Siendo la matriz S = AT - P- A | y para insistir en la importancia de los elementos
de las matrices de diseno exponemos a continuacién un ejemplo de aplicacion de
una red triangulada con modificaciones sucesivas en la matriz de diseno S.

5.3.1.1. Un ejemplo aclaratorio

Permitasenos la digresién del sencillo ejemplo que sigue, a efectos de aclarar y ratificar conceptos
anteriormente expuestos.

Se observan los puntos destacados A, B, C, D, relacionados en sentido dextrorsum, con los
resultados siguientes:

Angulo AOB = o; = 30,16159
Angulo BOC = ay = 40,27099
Angulo COD = a3 = 29,56819
Angulo AOC = oy = 70,43279
Angulo BOD = o5 — 69,83819

Observados desde la estacion O, como muestra la figura 5.1.

Figura 5.1: Destacados A, B, C y D visados desde el vértice O

'En primer lugar y siguiendo el epigrafe 5.5 de esta misma publicacién (“Nota sobre la con-
stante K”), el vector K se comporta como constante a lo largo de todo el ajuste.
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Se trata de ajustar rigurosamente los angulos anteriores, forzando al angulo AOD a valer exac-

tamente 100 grados centesimales.

Las formas lineales en observaciones indirectas seran las adjuntas:

a; 0 0 30,1615 +r
0 oy 0 40,2709  +ro
0 0 ag 29,5681 +rs

ap  Fas 0 70,4327 +ry
0 a2 +Has 70,4327 +rs

ap  +ag +as 100 +76

Con peso unitario las tres primeras y doble las dos siguientes y teniendo en cuenta que la ultima
es de peso infinito. Tomaremos en el listado un peso de 9999, suficiente para el calculo.

Todo ello como sigue:

MATRIZ A
A(1,1) =1
A(1,2)=0
A(1,3)=0
A(2,1)=0
A(2,2) =1
A(2,3)=0
A(3,1)=0
A(3,2) =0
A(3,3) =1
A(4,1) =1
A(4,2) =1
A(4,3)=0
A(5,1) =0
A(5,2) =1
A(5,3) =1
A(6,1) =1
A(6,2) =1
A(6,3) =1

VECTOR K |[grados]
k(1) = 30.1615
k( 2) = 40.2709
k(
(
(

3) — 29.5681
k( 4) = 70.4327
k( 5) = 69.8381

k( 6) = 100
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MATRIZ DIAGONAL P [adimensional]
Peso de la medida 1: 1
Peso de la medida 2: 1
Peso de la medida 3: 1
Peso de la medida 4: 2
Peso de la medida 5: 2

Peso de la medida 6: 9999

El estimador del error cuadratico de la medida de peso unidad es = 4.34E-004
Los angulos corregidos son:

Angulo AOB = a;, = 30,161729

Angulo BOC = oy, = 40,270769

Angulo COD = oz, = 29,567529

Angulo AOC = oy, = ayo+ age= 70,432489

Angulo BOD = a5, = og.tas.= 69,838289 c.d.s.

y por supuesto:

d1et doetaz.= 1009, exacto con cuatro decimales.

A continuacién aplicaremos de nuevo el método de observaciones indirectas, incrementando suce-
sivamente el peso de la dltima forma lineal, lo que no solo es correcto, sino que teéricamente es
cada vez mas riguroso, y emplearemos para ello el mismo programa y el mismo ordenador hasta
ahora utilizado.

El peso de la medida 6 pasa de 9999 a 999999, repetimos el ajuste y mejora. Disminuyen los
residuos (es importante que baje el sexto) y el estimador de la varianza del observable de peso
unidad es = 4.34E-004

RESIDUOS

Residuos ponderados ...... sin ponderar (E = A * x - k)
2.20E-004..... 2.20E-004

-1.40E-004..... -1.40E-004

-5.80E-004..... -5.80E-004

-3.11E-004..... -2.20E-004

2.54E-004..... 1.80E-004

4.32E-008..... 4.32E-011

Ha mejorado el resultado. Ademas de las dos circunstancias favorables anteriores, obsérvese que
el residuo de la sexta forma lineal disminuye mas y méas, como debia suceder.

Repetimos el ajuste. El peso de la medida 6 pasa de 9999 a 9999999999.
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RESIDUOS

Residuos ponderados ...... sin ponderar (E = A * x - k)
2.93E-004..... 2.93E-004

-1.03E-004..... -1.03E-004

-5.86E-004..... -5.86E-004

-1.56E-004..... -1.10E-004

2.98E-004..... 2.11E-004

10.4125..... 1.041E-004

El estimador del error cuadratico de la medida de peso unidad ahora es = 6.0117

Es evidente que se degradan aceleradamente los resultados. Empiezan a deteriorarse también
los valores de los angulos corregidos. Se pierde la quinta cifra decimal respecto a los valores
anteriores. Sin embargo es subrayable que hasta aqui los valores corregidos de los dngulos han
permanecido practicamente constantes.

Repetimos el ajuste. El peso de la medida 6 pasa de 9999 a 999999999999. Todos los resultados,
angulos ajustados inclusive, son inaceptables o absurdos:

INCOGNITAS — (At*A)-1*¥At*k
30.1658

40.2701

29.5662

Residuos ponderados ...... sin ponderar (E = A * x - k)
4.33E-003..... 4.33E-003
-8.17E-004..... -8.17E-004
-1.85E-003..... -1.85E-003
4.54E-003..... 3.21E-003
-2.51E-003..... -1.77E-003
2157.6881..... 2.16E-003

Estimador del error cuadrético de la medida de peso ud. = 1245.7418

Y sin embargo, todo lo que se ha hecho es incrementar el peso de la sexta forma lineal, practica
tedricamente irreprochable (forzando al dngulo AOD a valer exactamente 100 grados centesi-
males). Es preciso preservarse de las matrices con elementos aproximados de magnitudes muy
dispares, circunstancia comun en la préctica, sobre todo en las matrices de pesos, especialmente
si no se toman precauciones en la elecciéon de unidades. En caso contrario, la pérdida de pre-
cisién por simple redondeo automaético y mantenido en el ordenador puede dar disgustos muy
importantes.

5.3.2. El vector de variables, el vector de residuos y la var-
ianza a posteriori del observable de peso unidad

Volvemos a nuestra red inicial.
El resultado se expresa segin:
- diferencial de la coordenada x: dxy-,
- diferencial de la coordenada y: dyy-

-y por ultimo el diferencial del error debido al descentrado de la linea de ceros del
limbo:df,s , en el vértice V2. Este error esta asociado so6lo a la ecuacion de azimut,
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y no a la ecuacion de dngulo. No aporta nada a nuestro resultado, pero asume
la existencia de ese error y le da un valor, completando asi las correcciones del
vértice V5. Si el pardmetro df,s no estuviera incluido en el sistema de ecuaciones
normales quedarian afectados desfavorablemente los valores dxyo v dyyo. Cuando
estudiemos los errores de redondeo eliminaremos no obstante este parametro, sin
perjuicio de la calidad del resultado final, de forma matemaéaticamente rigurosa.

VARIABLES O PARAMETROS [m]
6.37E-004

4.72E-004

-1.82E-003

RESIDUOS [m]

4.12E-005

5.94E-005

2.62E-004

-3.88E-004

4.26E-004

-1.60E-004

8.73E-005

-2.00E-004

Varianza de la medida de peso ud. = 6.7E-008 m?

Desv. tipica de la medida de peso ud. = 2.59E-004 m

Los residuos son muy similares y podemos comprobar que tanto las observaciones
distanciométricas como las azimutales son de andloga precision (6,37 - 107 m y
4,72-107  m.).

La desviacion tipica a posteriori del observable de peso unidad es la esperable,
considerando que la desviacion tipica a priori del observable de peso unidad es
2,3-107* m (recordemos que es el valor de la mediana de los valores obtenidos a
partir de las estadisticas de la libreta de campo). La diferencia entre la desviacion
tipica a priori y a posteriori es de tres centésimas de milimetro, confirmando la
bondad del célculo y trabajo.

No se olvide que la varianza a posteriori del observable de la medida de peso unidad
es un parametro fundamental ademas porque multiplica a las matrices de criterio
que exponemos a continuacion.
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5.3.3. Las matrices de criterio : matriz cofactor de las vari-
ables o parAmetros, matriz cofactor de los residuos,
matriz cofactor de los observables corregidos, ma-
triz varianza-covarianza de las variables o paramet-
ros, matriz varianza-covarianza a posteriori de los
residuos, y matriz varianza-covarianza a posteriori de
los observables corregidos

Para la presentaciéon de las matrices cofactor y varianza-cov se ofrece el formato +eeee.ddddd

Matriz cofactor de las Variables o PARAMETROS.

+000.53323711 +000.01398919 -002.44201593

+000.01398919 +000.45279754 +000.78831188

-002.44201593 +000.78831188 +070.92405034

Matriz cofactor de los RESIDUOS

+000.23330960 -000.10991471 -000.14660857 +000.00032762 -000.00035953 -000.01853162 +000.15583602 -000.19156134
-000.10991471 4000.27897220 +000.06974387 -000.08242082 4000.09044866 +000.19054025 +000.19558967 +000.01392255
-000.14660857 +000.06974387 +001.12384648 +000.09424436 -000.10342384 -000.24278090 -000.00418560 -000.28427669
+000.00032762 -000.08242082 +000.09424436 +000.71445506 -000.78404351 +000.12365798 +000.06568107 +000.07566613
-000.00035953 +000.09044866 -000.10342384 -000.78404351 +000.86040992 -000.13570237 -000.07207846 -000.08303607
-000.01853162 +000.19054025 -000.24278090 +000.12365798 -000.13570237 +000.63994408 -000.14559885 -000.20167742
+000.15583602 +000.19558967 -000.00418560 +000.06568107 -000.07207846 -000.14559885 +000.85194252 +000.05616421
-000.19156134 +000.01392255 -000.28427669 +000.07566613 -000.08303607 -000.20167742 4+000.05616421 +000.57241458
Matriz cofactor de los observables corregidos

+000.19387651 +000.10991471 4000.14660856 -000.00032762 +000.00035953 +000.01853161 -000.15583602 +000.19156134
+000.10991471 +000.19665204 -000.06974387 +000.08242081 -000.09044866 -000.19054026 -000.19558967 -000.01392256
+000.14660856 -000.06974387 4000.28480261 -000.09424437 +000.10342383 +000.24278089 +000.00418559 +000.28427668
-000.00032762 +000.08242081 -000.09424437 +001.16595110 4000.78404351 -000.12365799 -000.06568107 -000.07566613
+000.00035953 -000.09044866 +000.10342383 +000.78404351 +000.69359162 +000.13570236 +000.07207845 +000.08303606
+000.01853161 -000.19054026 +000.24278089 -000.12365799 +000.13570236 +000.30265181 +000.14559884 +000.20167742
-000.15583602 -000.19558967 +000.00418559 -000.06568107 +000.07207845 +000.14559884 +000.21086967 -000.05616421

+000.19156134 -000.01392256 +000.28427668 -000.07566613 +000.08303606 +000.20167742 -000.05616421 +000.30102414
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Matriz varianza-cov de las variables o PARAMETROS

+000.00000003 +000.00000000 -000.00000016

+000.00000000 +000.00000003 +000.00000005

-000.00000016 +000.00000005 +000.00000478

Matriz varianza-cov a posteriori de los residuos

+000.00000001 -000.00000001 -000.00000001 +000.00000000 -000.00000000 -000.00000000 +000.00000001 -000.00000001
-000.00000001 +000.00000001 +000.00000000 -000.00000001 +-000.00000000 +000.00000001 +000.00000001 +000.00000000
-000.00000001 +000.00000000 +000.00000007 +000.00000000 -000.00000001 -000.00000002 -000.00000000 -000.00000002
+000.00000000 -000.00000001 +000.00000000 +000.00000004 -000.00000005 +000.00000000 +000.00000000 +000.00000000
-000.00000000 +000.00000000 -000.00000001 -000.00000005 +000.00000005 -000.00000001 -000.00000000 -000.00000001
-000.00000000 +000.00000001 -000.00000002 +000.00000000 -000.00000001 +000.00000004 -000.00000001 -000.00000001
+000.00000001 +000.00000001 -000.00000000 +000.00000000 -000.00000000 -000.00000001 +000.00000005 +000.00000000
-000.00000001 +000.00000000 -000.00000002 +000.00000000 -000.00000001 -000.00000001 +000.00000000 +000.00000003
Matriz varianza-cov a posteriori de los observables corregidos

+000.00000001 +000.00000000 +000.00000000 -000.00000000 +000.00000000 +000.00000000 -000.00000001 +000.00000001
+000.00000000 +000.00000001 -000.00000000 +000.00000000 -000.00000001 -000.00000001 -000.00000001 -000.00000000
+000.00000000 -000.00000000 +000.00000001 -000.00000001 +000.00000000 +000.00000001 +000.00000000 +000.00000001
-000.00000000 +000.00000000 -000.00000001 +000.00000007 +000.00000005 -000.00000001 -000.00000000 -000.00000001
+000.00000000 -000.00000001 +-000.00000000 +000.00000005 +000.00000004 +000.00000000 +000.00000000 +000.00000000
+000.00000000 -000.00000001 +000.00000001 -000.00000001 +000.00000000 +000.00000002 +000.00000000 +000.00000001
-000.00000001 -000.00000001 +000.00000000 -000.00000000 +000.00000000 +000.00000000 +000.00000001 -000.00000000

+000.00000001 -000.00000000 +000.00000001 -000.00000001 +000.00000000 +000.00000001 -000.00000000 +000.00000002

En una primera interpretacion, todas tienen sus términos aceptablemente pe-
quenos. No obstante, la informacion que ofrecen es claramente insuficiente a efec-
tos de interpretar resultados con el poder de afirmacién que entendemos adecuado.
Para ello y en primer lugar, acudiremos a la definicion de la llamada fiabilidad,
interna y externa, de la red y sus recintos de error.

5.3.4. Comprobaciéon de los observables: fiabilidad interna
de la red

Se entiende por fiabilidad interna de la red, como su capacidad de deteccion y
control de posibles errores “groseros” en los observables. A través de ella, es posible
cifrar la sensibilidad de la red ante los errores groseros. En nuestro caso, dadas las
precauciones que hemos tomado desde el inicio, es s6lo otra manera de comprobar
que la repetibilidad y exactitud de los observables son las previstas.

La redundancia de un observable es un parametro adimensional, y nos muestra lo
bien o mal que esta “controlado” dicho observable 2. La expresién que nos permite
calcular el nimero de redundancias de un observable es:

i =Piqi

donde

2Cfr. M. Chueca et. alt. “Tratado de Topografia” Tomo III, pag. 295 y siguientes.
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r; : redundancia de un observable
p; - peso de un observable
q; :elemento de orden i de la matriz cofactor de los residuos a posteriori

Nuestras redundancias son homogéneas y proximas a % = 0,625. Todas estan en

torno a la redundancia media 0,625, que en la préctica es el valor 6ptimo, puesto

que la suma de las redundancias debe valer 5, redundancia total de la red.

Comprobaciones de Fiabilidad Interna de la red
Comprobaciones de REDUNDANCIAS
Observacion. Peso. Cofactor. Redundancia.

1 4+002.3409 +000.23330960 +000.54615445
2 +002.1025 +000.27897220 +000.58653906
3 +000.7099 +001.12384648 +000.79781862
4 +000.5318 +-000.71445506 +000.37994720
5 +000.6435 +000.86040992 +000.55367378
6 +001.0609 +-000.63994408 +000.67891668
7 +000.9409 +000.85194252 +000.80159272
8 +001.1449 +000.57241458 +000.65535745

Suma de Redundancias = +005
El parametro de Baarda depende del nivel de significacion « y de la potencia del
test3, en nuestro caso se ha establecido o = 5% y 3 = 80%. El parametro de

Baarda se obtiene a partir de la expresion:

El parametro de Baarda es el que se emplea para eliminar o rechazar un observable.
Ademas este parametro permite controlar los errores groseros introducidos en la
red. De este modo un observable sera rechazado cuando el parametro de Baarda
sea superior al punto porcentual establecido para el nivel de significacion, que
para nosotros es 3.29 (w;<3.29). Todos los pardmetros de Baarda en nuestro caso
se encuentran en el intervalo [+1.80,-1.80] < 3.29, y por tanto todos los observables
son aceptados.
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Comprobaciones de Fiabilidad Interna de la red
Comprobaciones de Error grosero (TEST DE BAARDA)
Ob. Residuo (R;) Err.cuad(c;) Var.de Baarda (w;).

1 4+-000.00004124 +-000.00012546 +000.32871355

2 +000.00005945 +000.00013719 +000.43339309

3 4+000.00026218 +000.00027535 +000.95213905

4 -000.00038791 +000.00021954 -001.76685555

5 +000.00042569 +000.00024093 +001.76685555

6 -000.00016054 +000.00020778 -000.77261671

7 4+000.00008737 +000.00023974 +000.36445253

8 -000.00020036 +000.00019651 -001.01955530
El minimo error detectable para un observable se obtiene a partir de la siguiente

expresion:

Siendo ¢ el parametro de translacion, funcion de a« =5% y 6 = 80 %, y que tiene

un valor de 4.12.

En consecuencia el error maximo que puede deslizarse en uno de nuestros observ-
ables y no ser detectado es de 0.00187 metros (observable n° 4).

El pardmetro de homogeneidad, pu;y; = j—%_ , confirma la informacién facilitada

por los niimeros de redundancia.

Comprobaciones de Fiabilidad interna de la red

Valor de para el nivel de significacion «, y potencia 3 del test , = 4.12

Ob. (04) (\/75) (Voi) -Parametro de Homogeneidad pyn; = j—%
1 +000.00011436 +000.73902263 +000.00063759 +005.57493072
2 +000.00011518 4+-000.76585838 +-000.00061964 +005.37958462
3 +000.00013861 +000.89320693 +-000.00063938 +004.61259295
4 +000.00028046 +000.61639857 +-000.00187465 +006.68398690
5 +000.00021632 +000.74409259 +000.00119775 +005.53694532
6 +000.00014289 4-000.82396400 +-000.00071450 +005.00021841

7 +000.00011927 +000.89531710 +000.00054887 +004.60172151

8 +000.00014251 +000.80954150 +000.00072527 +005.08930048
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Sin embargo, la fiabilidad interna en si misma no facilita informacion sobre la
repercusion ultima que puede tener la apariciéon de errores como los descritos en
las coordenadas de los vértices de la red, solucion del problema. El anélisis de la
fiabilidad externa de la red nos dird cémo influird en dichos resultados los errores

no detectados por el analisis de la fiabilidad interna.

5.3.5. Comprobacion de los observables: fiabilidad externa
de la red

Una aceptable fiabilidad interna de la red puede no ser suficiente para garantizar la
calidad del ajuste. El debido rigor en el trabajo requiere completar su estudio con
la descripcion de la fiabilidad externa, para que no se deteriore la calidad exigible
en la precision por los errores despreciados o no detectados.

La fiabilidad externa quedara definida por los siguientes elementos:

1 - Los parametros de homogeneidad pg.; = pryiv/1 — 5, (conocido pyn; = \j—%)
La calidad del ajuste es inversamente proporcional al valor de los parametros
de homogeneidad. Es claro que en una red tan pequena como la estudiada la
informacion que ofrecen tanto pg,; como pry; es muy escasa. Sin embargo en una
red amplia puede ser muy importante poner de manifiesto las diferencias de nivel

de control entre unas zonas y otras.
2 - Los vectores son V,o; = (ATPA) AT Pe; Vo, .

Un error no detectado Vo, en el observable de orden 7 afectaria a cada variable

segln:

error drye — Variable 1

error dyyo = Variable 2

error df,, = Variable 3, segtn el listado siguiente.
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Comprobaciones de Fiabilidad Externa de la red

O.—v/1 — r;——- Parametro de Homogeneidad pgz; = prniv1 —ri
1 +000.67368059 +003.75572265

2 +000.64300927 +003.45912282

3 +000.44964583 +002.07403322

4 +000.78743431 +005.26320064

5 +000.66807650 +003.69910306

6 +000.56664214 +002.83333446

7 +000.44542931 +002.04974165

8 +000.58706264 +002.98773818
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Comprobaciones de Fiabilidad Externa de la red
Vectores de fiabilidad externa:
Observable ... ( 1 }————[m]

Variable o Parametro 1... +000.00032223
Variable o Parametro 2... -000.00031912
Variable o Parametro 3... -000.00209286
Observable ... ( 2 }————[m]

Variable o Parametro 1... -000.00009894
Variable o Parametro 2... -000.00038036
Variable o Parametro 3... -000.00025862
Observable ... ( 3 ————[m])

Variable o Parametro 1... +000.00017654
Variable o Parametro 2... +-000.00001479
Variable o Parametro 3... -000.00078934
Observable ... (4 )}———[m)]

Variable o Parametro 1... -000.00012195
Variable o Parametro 2... -000.00010431
Variable o Parametro 3... +000.00839503
Observable ... ( 5 }————[m]

Variable o Parametro 1... +000.00010346
Variable o Parametro 2... +-000.00008849
Variable o Parametro 3... +000.00436121
Observable ... ( 6 )—————[m]

Variable o Parametro 1... +000.00024064
Variable o Parametro 2... +000.00017820
Variable o Parametro 3... -000.00077821
Observable ... ( 7 )————[m]

Variable o Parametro 1... -000.00000785
Variable o Parametro 2... +000.00015914
Variable o Parametro 3... +000.00033616
Observable ... ( 8 )}——[m]

Variable o Parametro 1... +000.00032734
Variable o Parametro 2... -000.00004611

Variable o Parametro 3... -000.00160215

Renunciando por el momento al parametro o variable 3: df,s , la composicion
cuadratica de los errores transmitidos por los observables, supuesto el caso mas
desfavorable, resulta:
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Observable ‘ \/ error dx? + error dy?
1 0,45 mm

0,31 mm

0,17 mm

0,15 mm

0,12 mm

0,29 mm

0,15 mm

0,30 mm

CO| ~J| O U | W[ DN

El peor de los casos seria el que hiciera simultaneos todos los errores de la tabla
anterior, y en ese caso, la composicion cuadratica de todos ellos alcanzaria el valor
de 0,74 mm. Parece que la precision en la determinacion del vértice V5 es claramente
submilimétrica. Si el resultado es satisfactorio o no, es cuestion de la tolerancia
preestablecida.

5.4. Semiejes de la elipse standard

Conocida la matriz S = (AT PA)

MATRIZ S
2,2038 —0,1778 0,0758

S=ATPA=| —0,1778 22473 —0,0311

0,0758 —0,0311 0,0164

y conocida la desviacion tipica del observable de peso unidad oq = 2,59 - 107% |
podemos calcular, seglin teoria conocida®, los semiejes de la elipse estandard de

error.

En primer lugar obtendremos los autovalores de la matriz S:

autovalores de S

117 =2.4069
[1s =2.0471
115 =0.0135

3Cfr. M. Chueca et. alt. “Tratado de Topografia” Tomo III, pag. 273 y siguientes.
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No obstante, el tercer autovalor corresponde al descentrado y en el caso que nos
ocupa puede ser ignorado. Solo se utilizaran los dos primeros para formar la elipse
de error del vértice en estudio.

Y en segundo y altimo lugar calcularemos los semiejes genéricos, segin la ecuacion

®; =0 -\/p; ', y seran los que siguen:
®, =1,67-10"4m

®y =1,81-1074m

5.5. Nota sobre la constante K

A partir del modelo matematico general de la red F;(X,C') = 0y en el desarrollo
del ajuste de una Red, caso general, se tiene que

K =—-F)(X,,0r) (1)
Y como en la solucion del ajuste
r=S"1 AT M1 K (2

Y segtin teoria’, K sigue valiendo (1) se deduce que en el entorno de (X,,Or), K
puede considerarse constante.

Del mismo modo y considerando que también X, = Cte. a lo largo de todo el
calculo, K puede desarrollarse en serie de Taylor en funcién lineal solamente de
Or deteniendo el desarrollo en su término de primer grado.

Se escribe pues®:

K+dK =2 K= _E(OT + dOT) = _E(OT) - fg; -dOp =

= —Fi(OT) — BR =C(Cte. — BR (3)
deduciéndose inmediatamente
Qi =(~B) Qu (-B)=B-Q BT =B-P"-B"=M (1)

con la notacion establecida.

En el caso de observaciones indirectas el modelo matemético es de la forma

4Cfr. M. Chueca et. alt. “Tratado de Topografia” Tomo III, pag. 17 ecuacién (37).
5Cfr. M. Chueca et. alt. “Tratado de Topografia” Tomo III, pag. pg. 21 ecuaciones (38) a (40)

y sig.
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FX)—-C=0 (5
prescindiendo de subindices, y con B = —1 resulta

Qx=Q=P" (6)
Pero también puede escribirse en (1) con la notacion usual

K = —-Fi(X,) +Or = Opr — O¢ = Or + Cte. (7)
De donde se sigue
Qx = Qor (8)

Pero segtn (6)

Yo =diago? = s*-Q

Qr = Q = pdiago; (9)

y también se puede escribir segin (8)

Yo, = diag % = s
or = diag 7= = s Qo,

Qx = Qop = & - diag = #Q  (10)

que resulta a lo menos paradéjico.

Parece que la explicacién se encuentra en que, en el caso (7) de observaciones
indirectas, no ha sido preciso desarrollar nada ni despreciar nada. El resultado es
que aceptando (6) en vez de (8) se adopta también un coeficiente de seguridad que
no debe ignorarse en el proyecto, a priori cifrable en el factor n; , divisor de las
varianzas de los observables.

Ahora bien, en el caso en que n; =n=Cte. , (10) puede escribirse

Yo, = diag & = 52
or = diag 7t =57 Qo

o2 . .
QK:QOT:%-dmgn—z:ﬁ-dzagafzs%_n-dmga?:Q (11)

adoptando el factor de varianza s’ en vez de s. Siendo ambos arbitrarios la cuestion
queda resuelta.

Una tnica recomendaciéon que, como siempre, es de sentido comin. Tampoco es
indiferente mezclar observables con nimero de reiteraciones muy distintos. No
solo desequilibra como hemos visto la cuestion de los pesos. También influye en el
estricto desarrollo tedrico.
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Capitulo 6

Figuras de error

Este capitulo tiene como objetivo determinar las figuras de error asociadas a un
vértice obtenido a partir de observaciones angulares o distanciométricas, y calcular
la fiabilidad asociada a las superficies de esas figuras. El método que utilizamos
puede aplicarse, y asi se hace, tanto a triangulaciones como a trilateraciones y
poligonaciones, y en general a cualquier determinaciéon por coordenadas de un
vértice genérico. En el caso que nos ocupa las figuras de error y las fiabilidades
las calcularemos del vértice libre V5, determinado por el método de la triangulat-
eracion.

6.1. La podaria o curva pedal

Se define como el lugar geométrico de los afijos de los vectores con origen en el
vértice en estudio, argumento arbitrario, y médulo igual a una desviacion tipica
de error lineal en el eje considerado.

Su ecuacion en polares es:
PS = Uf =02 cos’w + 02 - sen*w + 20ysen w - cos w,

o .

con la notacién usual: argumento w, radio vector r

Y la ecuacién en cartesianas de la podaria seré de la formas:
PS=o2-2*+0) -y + 204y -x-y=(2"+y°)°
Geométricamente se trata de la curva pedal del centro de la elipse standard!:
ES =09y =20, -2 -y+o,-1°= (0

sobre sus tangentes, de forma bien conocida.

La superficie encerrada por la curva PS se acepta como recinto de error con fia-
bilidad 0,6826 donde se encuentra el vértice exacto desconocido.

LCfr. M. Chueca et. alt. “Tratado de Topografia” Tomo III, pag. 281, formula (804).
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Figura 6.1: La podaria o curva pedal (P) y elipse asociada (E)

oxevo =Matriz varianza-cov de las variables o PARAMETROS[mZ]
+000.00000003 +000.00000000

+000.00000000 +000.00000003
o2 =0,00000003 m? , o, = 0,1732 mm
05 = 0,00000003m?, oy = 0,1732 mm

Oy = 0m?

Aplicando en nuestro caso a Vs y siendo conocido o2, 05, Y Oy, la curva podaria
queda determinada segin

07 = 0,03 (cos*w + sen*w) = (2* + y*)?
o bien
0,03 (2 +1%) = (a? + 1)’
es decir
2% 4y = 0,03

En polares y cartesianas, resultando una circunferencia de 0, 1732 mm. de radio,
centrada en el vértice V5 .
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6.2. La elipse asociada a la curva pedal

Segiin hemos adelantado, con cierta prolijidad aunque sencillamente, se puede
demostrar que la elipse asociada a la podaria sera de la forma:

ES=0)-y* =204y -2-y+o, 2°= (0

Elipse genérica standard de incertidumbre a posteriori en coordenadas cartesianas
para un punto compensado cualquiera de la red, en nuestro caso el vértice V5, en
funcién de su matriz varianza covarianza o,,y9, referida al sistema de ejes locales
con origen en V5 y paralelos a los del levantamiento OXY.

Los semiejes de la elipse (errores méximo y minimo) en direccion y modulo se
calculan con la expresion siguiente:

02 = %[(UZ + 05) + \/(ag —02)2 +402 | = % - (2-0,00000003) = 0,00000003 m?
con el signo + se obtiene el semieje mayor:

op =+ap =40,1732mm = a
con el signo - se obtiene el semieje menor:

op, = —ap = —0,1732mm = b

En general, errores maximo y minimo en valor absoluto que en nuestro caso resul-
tan iguales y la elipse una circunferencia c.d.s.

6.3. Probabilidades de error asociadas a las figuras
de error

Una primera reflexion se plantea sobre la impropia denominacién tradicional de la
elipse .S como figura de error “standard”. En efecto, el recinto que corresponde a
esa denominaciéon, de probabilidad constante, es el delimitado por la podaria. Es
mas, la probabilidad asociada a la elipse mal llamada standard es variable en cada
caso. No obstante, seguiremos denominandola asi, bien entendido lo que antecede.

Por otra parte es claro que podaria y elipse sélo dependen de o,,12 . Es preciso
preguntarse qué papel desempenan el resto de las covarianzas de la matriz o,
correspondientes a pares de coordenadas de distintos puntos de la red. También lo
veremos. Pero en el supuesto presente solo tenemos un vértice libre y no es pues
caso de estudio presente.

Sin embargo, si puede estimarse la probabilidad asociada a la elipse standard,
segin se ha definido y aceptado. Bastara con calcular la relacion existente entre
las areas delimitadas por las dos superficies de error, en su caso méas general.
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Conocida el area de la podaria y el area de la elipse se puede estimar en primera
aproximacion y sin exigencias de rigor teoérico la probabilidad asociada a la elipse
a partir de la probabilidad conocida de la podaria.

Siendo la probabilidad de la podaria 1o?(una varianza)<> 410 (una desviacion
tipica),< 0,68 >, y la probabilidad de la elipse asociada a KZ2c?(varianzas) <>
+ Ko (desviaciones tipicas) con:

a?+4b2

Area Podaria = Ap = - *—

Area Elipse = Ap =7 -ab
K2 — Agp =+ 2ab

Ap a2+b2

Prob ES <> + (afﬁg 0)==xKo desviaciones tipicas

donde £ < 1, pues lo que si suponemos:

2ab
a2+b2 S 1

se sigue

a® + b > 2ab;

(a+b)? >0

a > b cierto por hipotesis. (a, b semiejes mayor y menor de la elipse)

y por definicion de ambas curvas de nuevo encontraremos el 6ptimo en nuestro
proyecto cuando a = b = R =0, 1732mm . La elipse y su podaria standard 6ptimas
que denominamos ESO y PSO se confunden en la circunferencia CS standard, y
se tiene:

Probabilidad CS — Probabilidad ESO —
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— Probabilidad PSO<> /3850 = +10 <> 0,68

probabilidad standard. Una homotecia de razén adecuada segiin rutina de la dis-
tribucion normal practicada a las figuras descritas genera el recinto de incertidum-
bre con la probabilidad que se precise. (P.ej. son muy usadas la razon 2 y 2,5 que
corresponden a fiabilidad 0,95 y 0,99 ).

Asi en nuestra red:
A la circunferencia standard de radio 0, 1732mm se asocia una fiabilidad del 68 %.

A lacircunferencia de radio(2 - 0, 1732 mm) = 0,3464 mm se asocia una fiabilidad

del 95 %.

A la circunferencia de radio(2,5-0,1732mm) = 0,4330mm se asocia una fiabilidad

del 99 %.

Podemos decir finalmente que después de la compensacion de la triangulateracion
las correcciones del tinico vértice libre V5 son:

VARIABLES O PARAMETROS [m]
diferencial de la coordenada x: dzyo= 6.370E-004 m

diferencial de la coordenada y: dyyo= 4.720E-004 m

que modifican las coordenadas aproximadas del vértice V5 , que definitivamente
seran:

Xyg =163,0146 m + 0,00064 = 163,01524 m

Yira = 154,2486 m + 0,00047 = 154,24907 m

Y finalmente, la posicion exacta y siempre desconocida del vértice que podemos lla-
mar Vap se encontrara en el interior del circulo de centro el vértice V5 (compensado
rigurosamente) y de radio 0,4330 mm con una fiabilidad del 99 % .

En consecuencia, tal parece que todos los nimeros que hemos realizado hasta
ahora conducen a definir las coordenadas del vértice V, con cifras exactas hasta
los milimetros. Afinar mas se nos antoja aventurado, y todavia lo serd mas cuando
cuando nos ocupemos de las posibles perturbaciones en los elementos del sistema
lineal de ecuaciones normales, tarea que emprendemos a continuacién.

Tal vez se acostumbre a definir la condicién submilimétrica en la precision de redes
con alguna alegria. Pues tal vez.

Y quiza parezca desmesurado el esfuerzo realizado para estudiar un so6lo vértice y
su resultado mas bien magro. Pues quiza.
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Capitulo 7

Calculo del porcentaje de error en
ajuste gaussiano determinista

En este capitulo estudiamos el error debido al calculo numérico del sistema ma-
tricial de ecuaciones normales: = S~! - b , refiriéndonos s6lo a la solucién deter-
minista.

Podemos evaluar el error relativo transmitido al vector de correcciones x por:
- el error existente en el vector by
- el correspondiente error de la matriz S.

Por lo que respecta a la matriz de diseno A,,,, , sus elementos carecen de infor-
macién especifica de error y sélo pueden considerarse como exactos en todas sus
cifras, hasta el dltimo decimal adoptado, como corresponde a la mejor solucion
asequible a priori.

Las formas de angulo de la matriz de disefio A podrian ser més problematicas que
las de distancia, simplemente por las unidades (radianes o diezmiligrados igual-
mente peligrosos). Pero, en nuestro caso, restamos este problema porque hemos
aplicado un factor de conversion de unidades angulares a unidades lineales, en las
formas de angulo, como ya hemos visto en epigrafes anteriores.

Intentando paliar el error debido a las operaciones que efectiia el ordenador en la
resolucion del ajuste es importante no utilizar nimeros con muchas cifras enteras
y decimales y con mayor razoén evitar el empleo de niimeros muy grandes y muy
pequenos simultaneamente. Entonces indefectiblemente aparecen los redondeos y
muy peligrosamente.

7.1. Teoria sobre el cilculo de porcentaje de error
en ajuste gaussiano determinista
Con la notacion usual. Sea el sistema de ecuaciones normales soluciéon de la red:

Sxa=AT - P-Az=AT - P.K=AT-P-(Or—Oc)=b

83



RACYV Digital - Progreso en la practica del ajuste gaussiano de una red local: método de triangulateracion

Es evidente, que nuestro objetivo fundamental y practicamente tnico es definir
el vector de correcciones x con la mayor precision posible. Y después de nuestras
reflexiones sobre las redes libres y ligadas, refiriéndonos tan solo a la solucion
determinista

r=S8"1-b

previa determinacion de los vértices mas precisos (de varianza minima) que se
tomaran como exactos eligiéndolos en la matriz varianza covarianza de todas las
correcciones definida en la solucién seudo inversa

Opp = 02+ ST

Dicho esto, es claro que a lo largo del algoritmo de célculo y programa que se
emplee, las tnicas fuentes de error posibles procederan de los valores adoptados
para S, S7!, v b, matrices, vectores y sus elementos que llamamos “de disefio”.

Y como todo el resto de nuestro esfuerzo, se sustenta sobre un trabajo de campo
sintetizado en el vector de observables O ~ N(O7,>..) = N (Or, diag 02) =
N (Or, diag o2 - Q) con la notaciéon convenida.

Quiere decirse que solamente los valores de los observables representados por los
elementos del vector O y sus medias por Or podemos considerarlos a priori como
niimeros aproximados reuniendo los requisitos imprescindibles para ello, a saber,
conocimiento de sus errores cuadraticos (desviaciones tipicas o; , su distribucion,
normal en nuestro caso, y por tanto la posibilidad de establecer cotas de error de
poder de afirmacion arbitrario, hasta ser asintotico con la certeza).

En puro rigor, no conocemos valores aproximados en el sentido aritmético de
“nimero de cifras exactas” a priori. Por lo tanto, este dato se deducird en su
caso y a posteriori de la secuencia de calculos en el algoritmo operativo. Para ello,
los valores de X, , coordenadas aproximadas a priori, y O. = F' (X,), observables
calculados en el modelo matemético F(X)-C = 0 deberéan recibir el tratamiento
inicial de valores exactos. Al fin y al cabo, es la mejor solucion que puede arbitrarse
antes de iniciar el calculo del ajuste y a través de él.

Con ello, toda la profusa doctrina existente de Algebra Lineal y sus aplicaciones
en procesos de calculo con nimeros aproximados y redondeos se simplifica sensi-
blemente, aplicindola estrictamente a nuestros fines. Y hablaremos de redondeo
cuando haya algo que redondear, evidentemente.

Entrando ya en materia, supongamos la existencia de un error db en la formulacion
y calculo del término independiente b del sistema de ecuaciones normales antes
formulado. Podré escribirse

S-(x+dx)=8S-2'=0V=0b+db
Y operando segin teoria conocida

S-dr=S5-(2' —x)=db
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dv = (2 —2)=S"1-db
Multiplicando y dividiendo por Sx = b se tiene sucesivamente

dr = S'- 52 . qp

y por definiciéon de norma

_ db b b’
ldal| = [|2" = @[ < IS~ 18] - flell - Sk = (1S =21 1S - [l - Lt

[l —|] -1y . oo
ol < 57|l - 1

lldz]] -1y . _ llabll
bl < |51 - |15 - L

y siendo S, S7!, simétricas y definido positivas, en aplicacion directa del Cociente
de Rayleigh a ambas

””dxxHH H 1” HSH dT — 1 *mazimo * M — Hmaézimo M

Hminimo ” ” Hminimo H ”

y en definitiva, podemos formular la expresion del error relativo transmitido al
vector de correcciones z por el correspondiente error existente en b segin

Jdal < . bl

|z 1ol

donde & = n° de condicion de la matriz de diseno S. El porcentaje de error o
error relativo en x sera igual o menor al error relativo en b multiplicado por k.
S estard tanto mejor condicionada cuanto menor sea k, que suponemos conocido.
En principio, es todo lo que necesitamos, si somos capaces de gestionar bien la
formula y su significado fisico.

Tratemos de cifrar ”bHHestablemendo un estimador adecuado de db.

Siendo
AT . P . K=AT.P.-(Or —O¢) =

Es claro que el posible error en b solo puede proceder de uno o varios de los factores
que le conforman.

Por lo que respecta a A,, ,, matriz de diseno, sus elementos en una red que enten-
demos por el momento clasica, procederan solamente de observaciones angulares
y/o distanciométricas y en cualquier caso habran sido calculados a partir del vec-
tor de coordenadas aproximadas X,, constantes a lo largo de todo el proceso, y
que segin hemos convenido, deben recibir el tratamiento de exactos.

Sus expresiones, con la notacion usual, seran de la forma =+ [ L xf]

xk T

o bien — + Z" 1 en formas lineales de dngulo
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y de la forma =+ [%} en formas de lado.

Adelantamos que es importante tener en cuenta para lo que sigue que los valores
anteriores son siempre menores o a lo sumo iguales a la unidad (cocientes de
incrementos de coordenadas por cuadrados de las longitudes o longitudes de los
ejes correspondientes). Y la sencillez de las operaciones mateméticas utilizadas,
una simple resta seguida de divisiéon, permiten que los consideremos asi mismo
exactos.

Sin embargo, en las formas de angulo, si no se opera en radianes es preciso mul-
tiplicar por el coeficiente de conversion correspondiente, que llega a valer 636.620
dmgr/radian si se opera en diezmiligrados centesimales con el consiguiente incre-
mento de las cifras resultantes y las consecuencias que veremos de ello se derivan.

Sea como fuere, insistimos en que los elementos de la matriz A carecen de infor-
macion especifica de error y solo pueden considerarse como exactos en todas sus
cifras, hasta el dltimo decimal adoptado, como corresponde a la mejor solucion
asequible a priori. ;Y si A es, a priori, de elementos exactos? Lo veremos.

Por lo que respecta a los pesos, midiendo las relaciones de precision entre observ-
ables, son obviamente niimeros adimensionales y por supuesto también los mejores
asequibles. Les es aplicable el parrafo anterior, y también la consideracién an-
teprecedente, porque en principio nada impide multiplicarlos a todos por cualquier
ntmero, no influyendo tedricamente en el resultado final. Sin embargo, se reitera y
recuerda que un solo observable que en teoria tiene un peso infinito, segin el ejem-
plo que se expuso en paginas anteriores, puede en la practica destrozar el resultado
de un ajuste al realizar los calculos correspondientes con los medios informéaticos
a nuestro alcance y sus redondeos inherentes.

Es preciso facilitar el trabajo del ordenador no obligandole a operar con niimeros
de muchas cifras enteras y decimales o, peor todavia, con niimeros muy grandes
y muy pequenos simultdneamente. Entonces indefectiblemente si que aparecen los
redondeos y muy peligrosamente.

Segun el modelo matematico general del caso de observaciones indirectas,
F(X)—-C=0

tinico que tenemos en cuenta, se verifica que
0. = F (X,)

cifra sin informacién de error, que es preciso también considerar a priori como
exacta a efectos de céalculo, segiin ya se dijo.

En definitiva se tendra
b:A-TP-K:A-TP-(OT—OC):AT-P-OT—AT-P-OC

Y tomando en su caso alguna precauciéon en la magnitud de los datos introduci-
dos, segiin hemos advertido, y teniendo en cuenta que los calculos necesarios para
obtener A, P, y O¢ son asi lo suficientemente sencillos como para que cualquier
equipo informatico los realice sin redondeo alguno, podemos escribir (y creo que
no estd en nuestras manos escribir otra cosa) que:

86



RACYV Digital - Progreso en la practica del ajuste gaussiano de una red local: método de triangulateracion

b=qa- OT + 5
Cona=AT . Py 3= —AT.P.O¢, constantes exentas de error atribuible ni a
priori ni adquirido por calculo.

Asi resulta b funcion tan solo de la variable aleatoria a priori O , y por tanto, tam-
bién variable aleatoria. Su matriz varianza covarianza es ya inmediata aplicando
el teorema de propagacion de las varianzas segln:

ayp=a-cor-af =AT .P.oop-P-A=DB

con la notacién usual de subindice simple (o, cor) indicando matriz a priori,

donde

g

B

)

oor = diag (03,,) = diag (

=

I3
siendo como sabemos

0? =estimador de la varianza del observable de orden i — elemento de orden i en

la matriz a priori de varianzas de observables X, = (diag o)
N,= ntmero de observaciones efectuadas al observable de orden i

Evidentemente la matriz B es cuadrada de orden n y simétrica. Se demuestra
sencillamente que la suma de sus autovalores es igual a su traza, suma de los
elementos de su diagonal principal.

Por lo tanto considerando como su diferencial, con la interpretacion estadistica
inherente de error a esperar, a la desviacion tipica de cada elemento del vector b,
escribiremos

Ugi = db?
op; = db;

Sop, = Sdi? = Tr B

Y concluyendo, hay que esperar en b un error a priori igual a la norma vectorial
euclidea de su vector diferencial db, es decir

NI

|db|| =] vec.diag o2 |= |Tr(AT - P - diag (

1
o2 3
ﬁ;)-P.A)} — [T B
Siendo un estimador asesgado y consistente de db; (promedio)

db? (promedio) = 6% (promedio) = [T;_B]

N

TrB]
n

db; = api(promedio) = [
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Sin embargo, es claro que db es un vector sin significaciéon fisica, variando sus
componentes de valor segtin el sistema de unidades adoptado. Por ello y segtin se
dijo, solo es representativo el valor del error relativo, fijo e igual a

lldo|]

loll

En definitiva, escribiremos,

-

[TT(AT~P~diag (UN—§)~P~A)} ?

1
lld=|] < k . l|db]| — k . [T'rB]2 — HMmaézimo

lll 161l l[oll Hminimo l[oll

(Donde si 0; — 0 los observables resultan muy precisos y el error relativo tiende
también a cero c.d.s.)

Expresion final, que resuelve la cuestion, conocida en todos sus términos y que
proponemos con una nueva llamada a la precauciéon en el empleo de numeros
demasiado grandes (o simultineamente grandes y pequeiios) en las matrices y
vectores antes indicados, cuidando las unidades empleadas, a efectos de favorecer
la mecénica informatica del calculo. Establecida en funcién del vector o matriz
diagonal de varianzas independientes de Op para cada elemento y distribucion
normal, puede afectarse rigurosamente del coeficiente de fiabilidad que se desee
alcanzar.

Supongamos ahora que se adopta el procedimiento clasico de ponderacion segiin la
matriz de pesos a priori de observables. Veremos que el resultado es muy distinto
del anterior.

P = dz’agai’_2

que implica un factor de varianza, o valor de la varianza del observable de peso
unidad ¢% = 52 = 1.

Operando se tendra:

-

o2 2
1 Tr(AT .P-diag (<& )-P-A)
deH < k . Hdbll — k . [T"‘B}2 — Hmaézimo Ni
=l — llol] Hminimo llo

1
Tr(AT -diag (2 )-diag (5)-diag (% )-4)] *
(AT diag (75)-diag (§;)-diag (73)-A)

7

— Mmézimo

Hminimo Hb”

[N

{TT(AT-diag (U%}Ni )~A)}

— Hmaéximo
Hminimo Hb”
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Expresion del error relativo que tiende a infinito si 67 — 0, con significado fisico
inaceptable,

corroborandose lo expuesto si generalizando se adopta:
. 2
P = diag %

se sigue

1
2

{TT(AT~P~diag (;Tv—i)P-A)}

1

lll

8] U T Aminimo o]l

2 3
Tr(AT .di 22 diaag (2£)-di 22y 4
r(AT diag (23 )-diag (F-)-diag (Z5)-A)

Hminimo Hb”

— HMmézimo

1
2
[TT(AT-diag (-5 )~A)}

— Mmézimo

Hminimo Hb”

expresion que no significa nada, ni fisica ni matematicamente, al depender del
factor de varianza, por definicién arbitrario. Y no queremos decir con ello que
el resultado del ajuste sea rechazable. Solamente apuntamos que la ponderacion
clasica de formas lineales dificulta la determinaciéon de los porcentajes de error
estudiados hasta hacerla inviable.

Pero no olvidemos que hemos aprendido a preferir otras matrices de pesos. Y
es preciso aceptar que la aplicacion de las expresiones anteriores requieren como
condicién previa la ponderaciéon por el procedimiento de la mediana, deducido del
andlisis de Pearson. Y si se trata de una red mixta, resulta preceptivo ajustar por
triangulateracion. A lo mejor es imperativo ponderar por Pearson'.

En cuanto al denominador del segundo término de la inecuacioén, solucion de la red,
es reiterativo que una vez mas el problema se traslada a la correcta determinacion
de los autovalores y autovectores de la matriz S. Y sobre todo, a acceder a la
informacion de la precision alcanzada en ellos.

Efectivamente, volviendo a la expresion fundamental del sistema de ecuaciones
normales, se tendré

S x=AT.-P- K

r=8"1.AT.P. K
y verificAndose que

S=T-A-TT =T (diagp)-T'"

LA lo menos, haciéndolo asi explicamos con cierto éxito el error de redondeos y célculos.
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Sl :F-Afl-FT:F-(diagi)-FT
podemos expresar
=81 AT.P.K=T A1.TT.AT. P. K =
=T (diag ;) -TT-A"-P- K

y sustituir||z|| en la expresion del error relativo antes deducida

ldal] . . bl
el =%l

despejando

. . lldo||
deH <k ”17” oIl

con rigurosa coherencia, escaso volumen de calculo que evita redondeos, y posibil-
idad de formulacién de parametros de fiabilidad.

Finalmente cuanto menor sea k mejor condicionada estard S y menor seré el error
relativo en b. Por propia definiciéon £ > 1. Pero si disenamos la red aplicando el
PD2 (problema de disefio de orden 2), optimizaremos el resultado obteniendo una
Hiperesfera de Correcciones a las variables, con todos los autovalores de S iguales
v k=1.

Adicionalmente, se obtiene ahora con riguroso poder de afirmacion el estimador
antes calculado

constante para cualquier .

Al principio de estas péaginas deciamos que las fuentes de posible error en = son S
y b. Hemos estudiado la influencia de b. En cuanto a la de S, si tenemos acceso a
adecuada informacion de autovalores y autovectores, utilizando la forma factorial
de Sy S71 | la cuestion se resuelve también con sencillez.

En efecto, considerando la existencia de un error o perturbacion dS, cualquiera
que sea su origen, en la matriz S, podemos escribir en la expresion del sistema de
ecuaciones normales

(S+dS)-(z+dx)="5b

S-x+x-dS+S-de+dr-dS=0
YeonS-2=0

S-dx+dS-(x+dx)=0
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dr=—S~'-dS-(z+dr)=—-S"-dS-a
de donde

ldz]] =< [[S7H] - |dS]] - || + de]

ldel| _ [ldz]]
lle+dall — fl2']l

< [[S7H - [las]

y multiplicando y dividiendo al segundo miembro de la inecuacion por ||S||

lld=|| —1y . ldS]]

y en definitiva

=l lle+dx]|

ldzll . . H‘CI;‘H

que resuelve el problema en principio, quedando por determinar ||dS]|| .

S puede expresarse en forma factorial segin
S=T-A-TT =T (diagp)-T'T

Con la notacién establecida.

Es claro que la perturbacion diferencial dS tendra su origen en perturbaciones
andlogas en sus matrices de autovectores y autovalores componentes. Se podra
escribir.

dS =dl' - dA - dI'" = dT" - (diag dp) - dT'T
debiendo tenerse en cuenta que, con toda generalidad, dI' significa “otra matriz
ortogonal de autovectores distinta de I y parece licito suponer que la expresion
anterior puede explicarse como una rotaciéon diferencial en el espacio normado

unitario E" de la misma condicién geométrica que S = I'- A - T'7 . En dicho
supuesto se tendra

|dS|| < ||| - || (diag du)] - || 407

y como dI' y dI'" | matrices ortogonales, sus normas seran iguales a la unidad y se
tendra

145 < ll(diag dp)l| = dpmazimo

y por consiguiente

ldol _ ldel g 141 _ . . ditmsrime
Hxl” I|x+dx” - |S|| Hmazimo
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expresion definitiva, que atn puede desarrollarse sustituyendo k& por su valor re-
sultando

”de| — de” < k . ”dS” — . Abmazimo — Abmazimo — |M/—T7‘CLZ(1 S‘
HZ’/H ||I+d:l‘|| - ”S” HKméazimo HKminimo Nfminimo

siendo M’ la suma de los autovalores de la matriz S

y si fuera una hiperesfera:

Ui = p = constante, y

k=1
donde, siguiendo el criterio establecido, dii,azimo representa la precision con que se
sea capaz de determinar el autovalor y. Sin importar demasiado que sea en forma
de desviacion tipica, cota de error, o nimero e cifras exactas. Y de nuevo todo

seria perfecto determinando los autovalores de S y su precision con alto nivel de
afirmacion.

Es interesante y util efectuar calculos analogos partiendo de un error diferencial
en dS™!. Asi, escribiremos siguiendo la rutina establecida

r=8"1-b

r=x+dr=(S"14+dS71)-b

¥—r=dr=5"1b+dS'-0-S1-b=dSb

—r=dr=dS ' -S-x

I =l < NdSTH - 1S - [l

dz|| . H ds—!
Sfl

lll lll S5t

SIS = & - || 4

y también como en el caso anterior se tendra

472 < llaT) - | (diag )

[ flar|
45 < ldr| - ||(diag — Fdp)| - [l4r7 |

Ids | = ||(diag — zdp)|
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||d571|| = w2 ! d,umz'nimo

minimo

1

—1 27dﬂ L
||x/—x|| — de” < k . Hds H — k . Pminimo e — k . deinimo
[l llzll — HS_1|| —L Hminimo

KEminimo

expresion definitiva, andloga a la anteriormente deducida, y que también puede
desarrollarse mas sustituyendo k por su valor segin

(|

_ ”dxH < k Amsnimo _ Bmézimo d .
llzll llzll — Bminimo M inimo Hminimo

Y al estribillo. Si somos capaces de determinar los autovalores como deseamos,
tenemos resuelta buena parte de nuestra investigaciéon. No obstante, a lo mejor
con un poco de astucia sorprendemos desprevenido al problema y lo tomamos por
sorpresa. Veamos como.

Sea la matriz cuadrada, simétrica y definido positiva de disenio S, ,, , que conocemos
en la mejor expresion que seamos capaces de alcanzar.

Se tendra, con la notacion usual:
n n
TrazaS =Tr S = Xlls“ = Xll,ui =M

Resaltamos el hecho de que S = AT . P - A se obtiene con muy escaso volumen de
calculo. Y que no tenemos otra alternativa que suponer (y conseguir) que S sea
de verdad nuestro mejor dato y tratarlo como exacto.

Y supongamos que por algin procedimiento, utilizando el equipo y programa que
sea, hemos determinado los autovalores de .S, lo que requiere un proceso de calculo
prolijo. Sea su suma M.

Parece claro que un estimador de los errores conjuntos de calculo y redondeo
cometidos a través de la aplicacion del algoritmo sera

Ea=M—-M=M —-TrS

La cota media de error para un autovalor cualquiera sera

_Eq _ M-TrS _ M-M

n n

= conocido

y es de esperar que, si no se ha conseguido una hiperesfera de error se esté cerca de
ella, con lo que todos los autovalores estén comprendidos en un entorno pequeno
y la diferencia entre el maximo y el minimo sea poco significativa. En resumidas
cuentas, que el nimero de condicién de S sea k ~ 1. En dicho supuesto, todos los
autovalores seran equiprecisos con la aproximacion antes estimada.

Y podremos escribir, tanto méas acertadamente cuanto mejor se cumpla lo anteri-
ormente dicho
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Eui = dp; = du
En cuanto al error relativo de un autovalor sera:

_dw _ M'-TrS _ M'-M _ B

i T T i

el
de nuevo tanto maéas estable cuanto menor sea la diferencia entre los autovalores
maximo y minimo.

Y el error relativo de k = Emdzime nor Teoria de Errores sabemos que valdra

Hminimo

_ _ M-TrS 1 1
ek - eltmé,mim,o —I— eumz’nMno - n : (

HKmazimo Hminimo

6ptimo, caso hiperesfera para

2-(M'—Tr S 2-(M’'-Tr S 2-(M’-M
WLtrs) — 200D S) — 2000 — 2B, c.ds.

Cr —

con todos los autovalores iguales y k= 1.

Con lo que antecede podemos llevar a cabo aplicaciones numéricas realmente orig-
inales. Ahora se trata de ver contrastar los resultados con la dura realidad. Tal vez
resulten satisfactorios y ratifiquen la teoria anterior.

Por cierto que, si las cosas van bien, habra que recordar a Strang. Algebra Lineal
pg. 317 “Wilkinson prob6 que el nimero de condicién k lleva consigo todas las
equivocaciones por errores de redondeo.” Wilkinson necesitaba dos libros y cientos
de paginas con prolijos célculos para abordar el problema en toda su amplitud.
Admirable. Pero a nosotros nos basta (y nos sobra) con resolver nuestro minasculo
caso particular y asi y con la debida humildad, pero también con pragmatismo,
hemos de considerarlo.

7.2. Error o perturbaciéon db

Siguiendo la teoria expuesta en el epigrafe anterior, la expresion final de cémo

. ||db . }
afecta el error relatlvoH al error relativo del vector de correcciones

[[dz|]
[l

es:

Nl

2
1 Tr(AT-P-diag (7&)-P-A)
Hd:ﬂ” < k: . ”db” k: [TT.B}2 — MPmdzimo Ni

[l o

161l ol pminimo 1ol

siendo:
2,2454  —0,2080 0,0796
S=AT-P-A=1| _0,2080 2,2713 —0,0324
0,0796 —0,0324 0,0172
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Wmazimo =—autovalor méximo de la matriz S
Iminimo =autovalor minimo de la matriz S

k = Emdeimo — 175 36 , nimero de condicidén que entrana los peores augurios.

Hminimo

0,0011
b= 0,0009
0, 000004
|b]] = 0,0015, norma de b

2,29 0 0 0 0 0 0 0
0 2,11 0 0 0 0 0 0
0 0 0,70 0 0 0 0 0
0 0 0 0,51 0 0 0 0
P = POTl =
0 0 0 0 0,61 0 0 0
0 0 0 0 o 1,11 0 0
0 0 0 0 0 0 0,90 0
0 0 0 0 0 0 0 1,11
diag (VL) = diag (mL) =
2,37 0 0 0 0 0 0 0
0 2,56 0 0 0 0 0 0
0 0 7,95 0 0 0 0 0
0 0 0 10,61 0 0 0 0
= 1078
0 0 0 0 8,77 0 0 0
0 0 0 0 0 4,85 0 0
0 0 0 0 0 0 6,00 0
0 0 0 0 0 0 0 4,89

2
gi

Los valores de la diagonal de la matriz anterior: diag (3-), provienen de los aparta-

dos 4.4.3 y 4.4.4. a los que nos referimos.
Siendo N; = m; =ntmero de observaciones con el que se ha calculado da y dl .

Resultando que:

[[dz]]
[l

= 57,0994, valor absolutamente aberrante, como era de esperar.

Los autovalores de la matriz S son:
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autovalores de S =
2,050573
2,469244
0,014081

Los dos primeros autovalores son los que corresponden a d, y d, , y el tercero al do,
valor que no afecta a nuestros resultados bajo ningtin punto de vista. Es precisa-
mente ese valor el que provoca que el parametro k (condicionamiento de la matriz

S) alcance un valor muy superior al 1, que es el valor 6ptimo. Es precisamente el

l[d|]

coeficiente k£ quien provoca que Tz

tenga un valor tan alto.
En consecuencia y con el fin de mejorar el valor de k, damos un paso mas.

Sea nuestro sistema de ecuaciones normales:

S-2=AT.P-Aa=AT.P.K=b

Y eliminando por sustitucion la ecuacién del parametro df se obtiene?:

Sx=AT.P.-A.x=AT.P.K =V

2Segtin teoria sobre eliminacion del descentrado en redes de triangulacién, Cfr. M. Chueca et.
alt. “Tratado de Topografia” Tomo II, pag. 424 y siguientes.
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MATRIZ A’
A(1,1) = 04176
A(1,2) = -0.4851
A’(2,1) = -0.1256
A’( 2, 2) = -0.6409
A(3,1) = 0.7281
A’( 3, 2) = 4.95E-002
A’( 4, 1) = -0.2986
A’ 4,2) = -0.4214
A’( 5, 1) = 0.2384
A’( 5,2) = 0.3365
A’( 6, 1) = 0.5822
A’( 6, 2) —0.5012

A( 7, 1) = -4.64FE-002
A(7,2) = 0.6820
A’( 8, 1) = 0.7431

A’( 8, 2) = -0.1456

VECTOR K’ [m]
K’( 1) = -4.21E-006

bl

2) = -4.42E-004

? = 2.25E-004
= 1.62E-004
= -1.29E-004

k]

7.68E-004

K(
K'( 3
K( 4
K( 5
K'( 6
K( 7

k]

)
)
)
)
)
) = 2.05E-004
K’( 8) = 6.05E-004

Y a partir de las matrices A’, K’ y la matriz conocida de pesos P, obtenemos b’ y

S’

0,0012
W=AT.P.K' =

0,0010

1,8056  —0,0049
S = AT.P.A =

—0,0049 2,3119

y el nimero de condiciéon de S:
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I _ HPmézimo — 213120 —
k Hminimo 118955 1’ 2197

Obtenemos:

[[dec]]
[l

d, = 0,426 mm.

= 0,385, error relativo de un 38.5% sobre las variables: d, = 0,615 mm y

Un porcentaje alto, a pesar de todas las precauciones adoptadas:
a) Matriz A con todos los valores muy similares.

b) Las formas lineales de angulo no quedan multiplicados por 636.620 dmgr /radian,

porque al multiplicar por el factor conversién de unidades desaparece.

c) El requisito de que los pesos sean pequenos y parecidos se cumple.

7.3. FError o perturbacién db con ponderacién clasi-
ca

Simplemente a efectos de ratificar lo expuesto anteriormente sobre lo inadecuado
del procedimiento supongamos que se adopta el método clasico de ponderacion

segtn la matriz de pesos a priori de observables:
P = diag %

que implica un factor de varianza, o valor de la varianza del observable de peso

unidad 01-2 =g2=1.

Como vimos en el epigrafe 4.3 “Ponderacion segin las caracteristicas técnicas de

la instrumentacion”, los pesos de todos los observables angulares seran:
1 1
Pc'mgulos =% — 36 Oa 027

y en cuanto a los observables distanciométricos el peso seré:
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1 1

Phistancias= a+o,2 — 121 0,83

Con lo que la matriz de Pesos P:

[ 0,027 0 0 0 0 0 0 0 ]

0 0,027 0 0 0 0 0 0

0 0 0,027 0 0 0 0 0
P=Po, - 0 0 0 0,027 0 0 0 0

0 0 0 0 0,027 0 0 0

0 0 0 0 0 0,83 0 0

0 0 0 0 0 0 0,83 0

0 0 0 0 0 0 0 0,83

De entrada, el valor:

Pyistancias . 0,83 __ 30
Péngulos 0,027

no tiene sentido en un trabajo bien concebido y calculado. No obstante, sigamos.

Y la matriz diagonal de las covarianzas inversas multiplicadas por N;, nimero de
observaciones de azimutes y distancias:

diag () = diag () =

01-2~N,- 0'1-2'777,1'
_ ) B
CRIAD) 0 0 0 0 0 0 0
1
0 RI] 0 0 0 0 0 0
1
0 0 oD 0 0 0 0 0
1
_ 0 0 0 0T (1) 0 0 0 1/10-8

0 0 0 0 CReary 0 0 0

1
0 0 0 0 0 am 0 0

1
0 0 0 0 0 0 0T 0
1
I 0 0 0 0 0 0 0 @8910) |
Siendo b y S:
- 0, 7401 5
V=A".P - K = - 10~
0,3674
0,7648 0,1294
S/:A,T'P-A/Z

0,1294 0,6375
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El ntimero de condicion k:

k — HMmézimo — 2.3120 = 1 5177
Mminimo 1.8955 ’

la norma de b':

V|| = 8,2628 - 104

Calculamos la raiz cuadrada de la Traza de (A7 - diag (=) - A'):
1
[Tfr (AT - diag () A')] * = 9,4323 - 103

Y por tultimo el error relativo % debido a b’

NI

1 Tr(AT -diag (—2—)-A)
||d£EH < k . Hde — k [T'I'B]Q — Hmézimo U?'Ni

lll

o1l ol Bminimo ol

= 1,5177 - 2BB100 _ 4 47.10

Absurdo que confirma la funesta prevision de la teoria expuesta. Y repetimos que el

resultado del ajuste puede ser aceptable. S6lo resaltamos que su interpretaciéon por

el método propuesto es inviable, fisicamente irreal y matematicamente rechazable.

7.4. Error o perturbaciéon dS

En la introduccion de este capitulo deciamos que las fuentes del posible error en
x son S y b. Hemos estudiado la influencia de b. En cuanto a la de S, si tenemos

adecuada informacion de autovalores y autovectores, utilizando la forma factorial
de Sy S~1.

Seguin se deduce del epigrafe 7.1, la expresion final de como afecta el error relativo%

[[dzz|]
[|+dz]|

al error relativo del vector de correcciones es:
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||d'7:|| S k . ””d5|” — k . Abmazimo

Hminimo

k = Emdsime — 175 36

Hminimo

Almazimo= 1, 7763 E — 015, que representa la precision con que sea capaz de de-
terminar el autovalor u. Se calcula facilmente porque la suma de los valores de la

diagonal de S debe ser igual a la suma de sus autovalores.

Hminimo = 07 0141

llde|] < k- masime 2,2249F — 011

HCC+d$H ”27/” Hminimo
Si utilizamos la matriz S’ :

1,8956  —0,0049
S = AT.P.A =

—0,0049 2,3119

los resultados serén ligeramente diferentes.

k/ — Mméazimo — 2.3120 __ 1.2197
Hminimo 1.8955 ’

Aitmazimo—= M' — Traza (S) = 0

”de < k Amazimo 1 ] 0,000 __
||a:+dx|| - Hminimo - ’2 97 2,0499 - 0

Es claro que, al no intervenir en S el vector de observables, la perturbacion dS
es mucho menos perjudicial para el resultado. En realidad despreciable. Y la
consecuencia, la de siempre. Es preciso lograr un vector de observables optimizado,
de componentes equiprecisos y con un alto nivel de aproximaciéon a los valores
exactos.
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Capitulo 8

Conclusiones

Objetivo del presente trabajo es predecir y contrastar matemaética y estadistica-
mente los datos de partida, los resultados parciales y los totales, con méximo nivel
de fiabilidad de algoritmos.

No se imponen en principio exigencias especificas ni generales previas de precision.
Ni tolerancias. Ni hablamos de alta precisién. No se busca a ultranza la maxima
precision. Se pretende que sea cual fuere la alcanzada su veracidad quede fuera de
duda.

Debe tenerse presente que para el proyectista y/o calculista el objeto del ajuste se
dirige méas a perfeccionar la interpretacion con rigor y poder de afirmacion de los
resultados obtenidos antes que a mejorar los iniciales. En ningiin caso se pretende
mejorar en gabinete los resultados de campo, que es misién peligrosa por ilusoria.

8.1. Resultados finales

En primer lugar, hay que definir el resultado en las variables dzyso y dyys .

El vértice V5 se ha determinado con una fiabilidad del 99 % segun un recinto de
error en el que podaria y elipse directriz se confunden con un circulo de centro
en Voo (vértice compensado) y radio p = 0,43 mm. Dentro de él debe ubicarse el
punto exacto.

Existe el riesgo anadido de que célculos y redondeos den lugar a un error relativo
maximo adicional en coordenadas de un 38 %.

Nuestra mejor soluciéon (con reservas de instrumentacion, observacion y replanteo
formuladas al principio del trabajo) se formula segin:

Xy, = Xvyo + dwyy = 163,0146 40,0006 = 163, 0152 ~ 163,015 m

Yin, = Yig + dyys = 154, 2486 + 0,0005 = 154, 2491 ~ 154, 249 m

Con un recinto de error circular, que con 0,99 de fiabilidad, tendré un radio:
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Vo, D

\ﬂh\

v

O B

Figura 8.1: Siendo V¢ el vértice libre compensado,||z|| el modulo de las correc-
ciones y ||dz|| el modulo del error de las correcciones debido a db

p' = radio circulo- (14 0,38) = 0,43 - 1,38 ~ 0,6 mm

Con el fin de comprobar el valor de p, radio del recinto de error circular del
vérticeVso , hacemos los siguientes célculos:

. . : 1|
Despejamos ||dz|| de la ecuacion del error relativo, COI10C1dOHH;”” =0,38:

[[daz|]
[l

= d=l _ lld=l 5 38 <> 38%
(ptud)?  0624057E

|dz|| = 0,380,612 = 0,2967 ~ 0,3 mm

El error final en cada una de las variables debido al error de redondeo podré llegar
a ser:

edrye = 0,6-0,38 = 0,228 mm

edyps = 0,5-0,38 = 0,190 mm
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siendo su composicién cuadratica:
ldx|| = (ed?,, +ed? )z = (0,2282 +0,190%)2 = 0, 2967 mm
siendo el radio del circulo de centro en Voo , p = 0,43 mm:

p+ ||dz|| = 0,43 +0,2967 ~ 0,43+ 0,3 = 0,7 mm

Figura 8.2: Superficie final de error entorno al vértice compensado Vao

Podemos aceptar con suficiente poder de afirmacion que incluso si se produjera este
error de redondeo la precision del vértice V5 seria mejor que el milimetro. Tal es el
resultado en sintesis del trabajo. Y de nuevo insistimos en que no se pretende mas
que ayudar al técnico que, al comparar el resultado con la tolerancia o prescripcion
requerida, debe adoptar una decision de aceptacion o rechazo rigurosa cifrada y
defendible s6lidamente ante cualquier eventualidad.

8.2. Protocolo de calculo y de analisis del método
de triangulateracion

Exponemos a continuacion las conclusiones méas destacables y la secuencia de tra-
bajo de una red triangulaterada.
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8.2.1. Los observables

La correcta aplicacion del ajuste por minimos cuadrados requiere como condicion
previa la distribuciéon normal de cada uno de los observables, que implica asi mismo
la distribucién normal de los residuos:

O = Om71 ~ N (OTmJ? Zom,m) = N (OT? SQQ) (1)

E(R) =0

R~ N (0, Zomm) = N (0, s*°Q) (2)

Es por tanto ineludible cerciorarse de que todos y cada uno de los observables que
intervengan en los célculos satisfagan (1) y (2), debiendo ser rechazados los que
no lo hagan. A este efecto se ha contrastado cada uno de ellos a través del Test de
Adherencia de Pearson. Con un nivel de significacion alto, cercano a la certeza.

Hacemos notar que los observables distanciométricos ofrecen cierta resistencia a la
normalidad, por lo que es importante comprobar que superan el mencionado Test
de Pearson.

Tampoco es indiferente mezclar observables con nimero de reiteraciones muy dis-
tintos. No solo desequilibra como hemos visto la cuestion de los pesos (Cfr. epigrafe
5.5), sino que también influye en el estricto desarrollo teorico.

8.2.2. Las coordenadas aproximadas

Lograr que el vector de coordenadas aproximadas X, sea de la mejor calidad posible
es objetivo inesquivable. Recordemos que en la bisqueda de la mejor solucién de
la red se escribfa quet

X=X,+=x
implicando
2Tz = minimo
es decir

| © |= minimo

LCfr. M.Chueca et alt. Microgeodesia y Redes locales, pg. 195 y sig., Complementos docentes
pg. 38.
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Se trata por tanto de optimizar el camino de calculo a priori del vector X, .

La aplicacion al caso que nos ocupa de la Teoria de Consistencia de Figuras
en triangulacion resuelve el problema. El camino de minimo valor obtenido del
parametro de consistencia seré el 6ptimo si se proyecta una triangulacion. El de
maximo valor, si se trata de trilateracion. Entre ambos, todos los casos intermedios
de redes mixtas triangulateradas.

En consecuencia el mejor camino de consistencia angular sera el peor de consis-
tencia distanciométrica. Cuando los observables son angulares y distanciométricos,
como sucede en la triangulateracién, las coordenadas aproximadas que se utilicen
en el ajuste minimo cuadratico seran la media ponderada entre:

- las coordenadas aproximadas por el camino de mejor consistencia angular y

- las coordenadas aproximadas por el camino de mejor consistencia distanciométri-
ca

En nuestro caso un camino de consistencia u otro solo cambian las coordenadas
aproximadas del vértice V7:

Con el mejor camino de consistencia angular:

214 =100,0000 m.

Y1a =166,5974 m.

Con el mejor camino consistencia distanciométrica:

Z14 =99,99940 m.

Y1qa =166,59777 m.

Las variaciones submilimétrica en las coordenadas aproximadas no afectan a las
variables finales dxyo y dyys . Y también hay que decir que aunque el resultado
del ajuste, entendido como el valor de las correcciones a nuestras coordenadas
aproximadas, sea el mismo, la interpretacion estadistica, los recintos de error y la
fiabilidad asociada varia enormemente.

En nuestro caso aplicando unas u otras coordenadas aproximadas a la triangulat-
eracion con ponderacion “clasica” obtenemos los siguientes estimadores:

Si utilizamos 14, Y14 , l0s resultados son:

a priori:

Estimador varianza observable peso unidad = 1
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Estimador desviacion tipica observable peso unidad = 1

a posteriori:

Estimador varianza observable peso unidad = 02 = 1,79

Estimador desviacion tipica observable peso unidad = 1,34
Si utilizamos x14 , Y14 los resultados son:

a priori:

Estimador varianza observable peso unidad = 1

Estimador desviacion tipica observable peso unidad = 1

a posteriori:

Estimador varianza observable peso unidad = 02= 0,35

Estimador desviacion tipica observable peso unidad = 0,59

Las diferencias son notables, y afectan directamente a la interpretacion de los re-
sultados. El estimador varianza observable peso unidad a posteriori, o , debe ser
muy similar al propuesto a priori? , asegurando asi la bondad de nuestro ajuste.
Y no debemos olvidar que o7 afecta directamente a las matrices de criterio: ma-
triz cofactor de las variables o parametros, matriz cofactor de los residuos, matriz
cofactor de los observables corregidos, matriz varianza-covarianza de las variables
o parametros, matriz varianza-covarianza a posteriori de los residuos, y matriz
varianza-covarianza a posteriori de los observables corregidos. El valor de o2 in-
fluird en la fiabilidad interna y externa de la red, en los semiejes de la elipse
standard, en las figuras de error, en el porcentaje de fiabilidad asociada y por

altimo en el error de redondeo debido fundamentalmente a db.

Si utilizamos la media del vértice V| entre los dos caminos de consis-
tencia y la ponderacién propia del método de la triangulateracioén, los
resultados cambian positivamente.

Siendo las coordenadas del vértice V;:

T (T1q + 214) /2 =99,9997 m.

2Es en definitiva la aplicacién del F-Test de Snedecor imponiendo un intervalo de aceptacion
muy riguroso. En la préctica, en el entorno tan pequeno como sea posible de la hipétesis nula
Hy =03= 63 , apriori y posteriori respectivamente.
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Yim = (Y1a + y14)/2 =166,59758 m.
Obtenemos:

a priori:

Estimador varianza observable peso unidad = 5,29 - 1078 m

Estimador desviacion tipica observable peso unidad = 2,3-10~* m

a posteriori:

Estimador varianza observable peso unidad = 6,7 -107%m

Estimador desviacion tipica observable peso unidad = 2,59 -10"4m

La desviacion tipica a posteriori del observable de peso unidad es la esperable,
considerando que la desviacion tipica a priori del observable de peso unidad es
2,3-107* m (recordemos que es el valor de la mediana de los valores obtenidos a
partir de las estadisticas de la libreta de campo, siendo una novedad importante
y subrayable de la ponderacion del método de la triangulateracion). La diferencia
entre la desviacion tipica a priori y a posteriori es de tres centésimas de milimetro,
confirmando la bondad del método de calculo y del trabajo.

Por ultimo anadir que o7 es una medida de la precision de nuestras observaciones.
Nos dice si hemos medido cuidadosamente y si hemos aprovechado las prestaciones
de nuestro equipo.

8.2.3. La solucion seudoinversa

Su origen bésico, no se olvide, es la desconfianza en o probada carencia de pun-
tos de apoyo de precision contrastada suficiente, en el trabajo en presencia, que
trasmitirfan amplificados sus posible e inaceptables errores, a la red ligada, ver-
dadera solucion del problema. Si existen en nimero y calidad suficiente, utilizar el
algoritmo y método de las redes libres encierra una contradiccion en si mismo.

Creemos que la solucién seudoinversa es una excelente herramienta cuando se
persigue exclusivamente conocer con la mayor precision posible la métrica del
espacio que cubre, o cuando no existe a priori ningin vértice privilegiado. Es
frecuente que asi suceda o que se pueda establecer dicho supuesto.

Asi pues, con el objetivo de ofrecer siempre la solucion final en forma de red ligada,
resolvemos previamente la red libre generada por los datos disponibles. Se trata
de clasificar con ella los vértices de la red en orden de obtener una
primera informacién de la precisién esperable en ellos, en conjunto e
individualizadamente.
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Analizando la matriz varianza covarianza de las variables corregidas de los cuatro
puntos de nuestra red podemos decir que:

Las desviaciones tipicas apenas alcanzan la décima de milimetro. Despreciables en
cualquier caso.

Los vértices estan determinados de forma equiprecisa y, en principio, con excelentes
cifras.

Cualquiera de ellos en conjunto con otro u otros o separadamente, puede adoptarse
como fijo.

Visto lo expuesto, basta con un somero analisis de los resultados parciales del
calculo para cerciorarse de que no hay nada que destaque desfavorablemente hasta
aconsejar su rechazo o repeticion con otros datos de partida. Es evidente que
el estudio de los resultados parciales que a continuaciéon hacemos se debe hacer
también a la red ligada, siendo igualmente eficaz.

Tal vez el término independiente de la forma lineal correspondiente al observable
uno V2-V1-V3 destaque negativamente respecto a las otras por su mayor valor (es
importante comprobar que el vector K tiene todos sus valores de similar magnitud,
en caso contrario debemos sospechar del observable que destaque). O la desviacion
tipica del observable de peso unidad a posteriori, oo = 0,88201 , con una hipotesis
nula H, = 1, hubiera completado un excelente trabajo resultando més cercano a
la unidad. Algo podria aducirse respecto a las unidades de longitud adoptadas y
los coeficientes de la matriz de disenio A. Incluso sobre los pesos.

Pero con un vector de residuos muy pequeno, indicando la excelente calidad de
los observables, y sobre todo con el vector de correcciones a las coordenadas que
se adjunta, tomado del listado, se aleja cualquier duda razonable en contra del
trabajo realizado. Correcciones del orden de las centésimas de mm., absolutamente
inapreciables, nos sittian, en principio aparentemente, en el caso 6ptimo antes
citado, adoptandose en consecuencia X = X,,.

Queda abierto y justificado el camino para definir el vértice V5 lo mejor posible
manteniendo los otros tres fijos y a través de una red ligada.

8.2.4. El método de ponderacioén de la triangulateracion

Como introduccion, decir, que la ponderacion con pesos absolutamente diferentes
en valor entre angulos y distancias:

1. No responde a la realidad del instrumento. Como sucede en nuestro ejemplo, que
el peso “clasico” de las observaciones distanciométricas sea casi 30 veces superior al
de las angulares, tiene poco sentido para un mismo instrumento bien proyectado y
construido. Si no se tiene cuidado con las unidades adoptadas en los pesos puede
incrementarse la diferencia de valor entre los pesos de ambos tipos de observables,
lo que empeoraria atin mas los resultados y su interpretacion.

2. Cuando los pesos de las distancias son muy superiores a los angulares, situacion
bastante comiin, desplazamos hacia el resultado de la trilateracion aislada el ajuste
de una red con observables conjuntos angulares y distanciométricos.
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3. Aniquila la estabilidad del sistema matemaético. Hay que evitar a toda costa
nimeros grandes y pequefios en las matrices que configuran el sistema, porque
incrementa el condicionamiento de la matriz b , y con ello los errores de redondeo.

En cuanto a la ponderacion que hemos llamado “clasica” nos parece:

1. Que el estimador varianza observable peso unidad a priori sea 1, no tiene sentido
y no se ajusta a la precision de nuestros observables. Pero logicamente hay que
establecer un valor de la varianza, comin, para angulos y distancias y no es posible
que se aproxime al valor real de la varianza de ambos, porque son muy diferentes
habitualmente.

2. La matriz de pesos a priori esta dividida en dos grupos sin relacion entre si, o
a lo menos de muy confusa interpretacion.

3. El estimador de la varianza a posteriori del observable de peso unidad deja de
tener sentido geométrico y fisico, porque carece de unidades y de valor real. Un
tnico estimador no deberia aunar variables diferentes.

4. El estimador de la varianza a posteriori del observable de peso unidad o2, se
aleja del valor 1, disminuyendo su porcentaje de fiabilidad y con ello la bondad del
ajuste.

5. No podemos evaluar el error cometido por redondeo, ni su influencia en los
resultados finales.Y no queremos decir con ello que el resultado del ajuste sea
rechazable. Solamente apuntamos que la ponderacion clasica de formas lineales
dificulta la determinaciéon de los porcentajes de error estudiados hasta hacerla
inviable.

6. El error (desviacion tipica) que los fabricantes de los equipos topograficos ofrecen
como precision tiene dos inconvenientes:

- Es un error que procede de una serie de mediciones en unas condiciones deter-
minadas por una norma ISO (por la que hay que pagar un coste). La realidad
nos ha ensenado que en general y salvo excepciones se desconocen las condiciones
descritas en la norma, lo que imposibilita que se conozca su verdadero significado
matematico.

- Los certificados de los servicios técnicos nos garantizan repetibilidad en las medi-
ciones exclusivamente, porque, en general, no ejecutan el procedimiento descrito
en la norma ISO.

Todas estas debilidades de la ponderacién con pesos poco homogéneos y de la
ponderacion “clasica”, se superan con la ponderaciéon segin el método de la trian-
gulateracion.

8.2.4.1. Varianza del observable de peso unidad de los observables de
la red topografica

Proponemos la ponderacion que se basa enteramente en los observables de la red
topografica que se pretende calcular. Los datos seran mas reales que los que ofrece
el catalogo y, en general, diferentes para cada observable, ajustandose asi a lo que
ha sido la observacion de campo de la red, con sus caracteristicas propias (entre las
que se encuentran la ecuacion del observador, el estacionamiento, las lecturas de
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campo con sus punterias, las condiciones atmosféricas, etc). Consideramos que el
valor de la varianza del observable de peso unidad 02 que més se ajusta a su valor
real es el de la mediana de los valores de 60:@» obtenidos a partir de los datos de
campo. Y asi lo hemos hecho en nuestros calculos, mejorando notablemente tanto
el resultado como su interpretacion.

A partir de las ecuaciones:

calculamos o7 para cada observable de nuestra red.
K

De entre los valores o7 seleccionamos la mediana, y desde ese momento la mediana

1
se convierte en la varianza del observable de peso unidad oZ.
Una vez conocidos of y o2 obtenemos el peso de cada uno de los observables
., g
segln la ecuacion:

Asi, en el caso de red triangulada o trilaterada, esta ponderacion es rigurosa, y
se adapta a cada levantamiento en particular, como demuestran los resultados
obtenidos en diferentes redes, en los que el estimador de la varianza a posteriori
coincidia con el valor propuesto para ese pardmetro a priori alcanzando en algunos
casos el 99 % y el 100 % de similitud.

Sin embargo, si la red contiene simultaneamente observaciones azimutales y distan-
ciométricas es preciso arbitrar un nuevo método. Proponemos una homogeneizacion
de unidades en el siguiente epigrafe.

8.2.4.2. Los errores angulares y lineales proyectados en el cuadrilatero
de ponderaciéon

Podemos unificar la ponderacion angular y distanciométrica proyectando sus er-
rores respectivos en un cuadrildtero, que tendra origen en el vértice M a levantar
a partir de un azimut y una distancia desde un vértice conocido O.

Exponemos brevemente el desarrollo teérico y su aplicacion.

Sea a partir de datos de catalogo o, lo que entendemos mas acertado, utilizando
medias, varianzas y desviaciones tipicas de observables reiterados con resultados
positivos en aplicacion del Test de Pearson, se conoceran estimadores suficiente-
mente aproximados de los errores o correcciones de observacion se representan por
day dp.

pom = lon es la distancia reducida entre el vértice origen O y el visado M.
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Q

Figura 8.3: Cuadrilatero de ponderacion

La correccion en el vértice M se explica geométricamente (Cfr. Fig. 8.3) por la

composicion de dos errores lineales MRy MS,

MR+ MS =SSP+ MS = MP =modulo del vector M P, correccion total

Siendo:

p-da

A= arctgt=

MR = SP = p-da-sen) = el;j5 = estimador especifico de la componente escalar

de correccion azimutal en el modulo M P

MS = RP = dp - cos\ = el;j, = estimador especifico de la componente escalar de

correccion distanciométrica en el moédulo M P
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Con lo que se consigue valores lineales de los errores azimutales y distanciométricos

asociados a un lado genérico de la red.

Podemos conocer en unidades lineales los errores de nuestras lecturas angulares,
antes de hacer el ajuste de la red, lo que puede llegar a ser muy 1til para el

proyectista.

Por ultimo y como casos particulares del méas general desarrollado, simplificamos
el cuadrilatero de ponderacién en uno de sus lados, dependiendo del error de que
se trate:

caso a - la triangulateracion deviene en trilateracion pura para

en dicho supuesto sen\ =0

Se conoce la forma lineal de distancia que afecta al vértice a levantar M, pero no
la forma azimutal.

caso b - la triangulateracion deviene en triangulacién pura para

)\Z:/\:lﬂ'

2

en dicho supuesto cosA =0

Se conoce la forma lineal de azimut que afecta al vértice a levantar M, pero no la
forma lineal de distancia .

8.2.4.3. Factor de conversiéon y peso de las formas lineales de angulo

Con el fin de homogeneizar unidades angulares y distanciométricas multiplicamos
a cada una de las formas lineales azimutales por el factor adecuado. Cada forma
lineal azimutal o distanciométrica quedara multiplicada por un factor y tendra un

peso.

El factor que multiplica a la forma lineal azimutal 7 es:

lij-senh;

Factor;; = m
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siendo [;; = p;;: la distancia reducida entre los vértices ij
1= 636620
A : angulo interior del cuadrilatero de error del azimut ij,

Con el fin de ponderar calcularemos un valor proporcional al peso, que como sabe-

mos multiplicara a la forma lineal azimutal 75, y responde a la ecuacion:

pa” _ (lij-da:‘j-sen/\)Q

siendo da : el error angular azimutal entre los vértices 77, obtenido a partir de la
desviacion tipica de las lecturas angulares de la libreta de campo.

Como casos particulares del més general desarrollado:

- la triangulateraciéon deviene en trilateraciéon pura para

en dicho supuesto sen\ =0

- la triangulateracion deviene en triangulaciéon pura para

1
27T

en dicho supuesto cosA = 0

8.2.4.4. Factor de conversiéon y peso de las formas lineales de distancia

Al igual que con las formas lineales de azimut, multiplicamos a cada una de las

formas lineales de distancia por el factor adecuado.

El factor que multiplica a la forma lineal distanciométrica ij es:

Factor;; = cos)\;j,

siendo A : angulo interior del cuadrilatero de error de la distancia 7,

Con el fin de ponderar calcularemos un valor proporcional al peso, que como sabe-

mos multiplicard a la forma lineal azimutal ¢7, y responde a la ecuacion:
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_ 72 2
plij = dl” + COS )\ij

siendo dl;; : el error distanciométrico entre los vértices ij obtenido a partir de la

desviacion tipica de las lecturas distanciométricas de la libreta de campo.

8.2.4.5. Pesos homogeneizados

Una vez conocido el valor proporcional al peso de cada una de las formas lineales
de azimut y distancia, que hemos llamado en los epigrafes anteriores pq,; y pi;,
seleccionamos de entre todos ellos el valor de la mediana, que desde ese momento
se convierte en el estimador de la varianza a priori del observable de peso unidad

2
O-O-

Y finalmente calcularemos el peso de cada observable con la expresion:

2 2

PO p— _(270 pu— —UO

T4 & %
Or; P

y conoceremos la matriz de los pesos P.

8.2.5. Analisis de los resultados parciales

8.2.5.1. La matriz A, la matriz de pesos P, el vector de términos inde-
pendientes K

Debemos extremar las precauciones con el disefio de la matriz A, porque diferencias
notables entre sus elementos producen grandes inestabilidades en el sistema de
ecuaciones y sus resultados pueden ser irreales. Ello es tanto més cierto cuando el
resultado esperable es muy pequeno, como sucede con las redes de alta precision.
Buscaremos una matriz de diseno A “estética” y matemaéaticamente estable, con
elementos muy similares. La nueva factorizacion y ponderacion propuesta en la
triangulateracion cumple indudablemente este requisito, como se desprende de su
misma expresion consignada.

En cuanto a la matriz de los pesos, siguiendo con la idea anterior, si tiene valores
muy diferentes entre si, adulterard la matriz A y empeorard su condicionamiento
y el resultado. Este nuevo problema no nos afecta porque todos nuestros pesos son
de valores proximos a la unidad, fruto también de la metodologia empleada.

El vector K también tiene su significado: asi, valores similares en sus elemen-
tos nos garantizan observaciones con errores asociados parecidos. Si uno de ellos
destacara excesivamente del resto seria conveniente prescindir de él, por no ser un
buen observable. La similitud de valores de los elementos del vector K, también
es un garante mas de la estabilidad del sistema de ecuaciones normales. La homo-
geneizacion de unidades nos permite en una red triangulaterada conocer en valor
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y unidades cada uno de los elementos del vector K, y comparar formas lineales
de azimut con las de distancias, situacion imposible si no seguimos el protocolo
establecido en la nueva metodologia y aplicamos la que podemos llamar clasica.

8.2.5.2. [El vector de variables, el vector de residuos y la varianza a
posteriori del observable de peso unidad

Los residuos son muy similares y podemos comprobar que tanto las observaciones
distanciométricas como las azimutales son de anéloga precision (6,37 - 1074 m y
4,72-10~*m.). Como dicta el sentido comtn, porque ambas mediciones proceden
de un instrumento similar.

La desviacion tipica a posteriori del observable de peso unidad es la esperable,
considerando que la desviacion tipica a priori del observable de peso unidad es
2,3 107 m (recordemos que es el valor de la mediana de los valores obtenidos a
partir de las estadisticas de la libreta de campo). La diferencia entre la desviacion
tipica a priori y a posteriori es de tres centésimas de milimetro, confirmando la
bondad del célculo y trabajo.

Por tltimo anadir que la desviacion tipica oy es una medida de la precision de
nuestras observaciones. Nos dice si hemos medido cuidadosamente y si hemos
aprovechado las prestaciones de nuestro equipo.

No se olvide que la varianza a posteriori del observable de la medida de peso
unidad, o2 es un pardmetro fundamental ademés porque multiplica a las matrices
de criterio.

8.2.5.3. Matrices de criterio

En una primera interpretacion, todas tienen sus términos aceptablemente pe-
quenos. No obstante, la informacion que ofrecen es claramente insuficiente a efec-
tos de interpretar resultados con el poder de afirmacién que entendemos adecuado.
Para ello y en primer lugar, acudiremos a la definicion de la llamada fiabilidad,
interna y externa, de la red y sus recintos de error.

8.2.5.4. La fiabilidad interna y externa

El analisis de la fiabilidad interna de la red dice que el error maximo que puede
deslizarse en uno de nuestros observables y no ser detectado es de 0.00187 metros

(observable n® 4).

Del anélisis de la fiabilidad externa de la red podemos decir que la composicion
cuadratica de los errores transmitidos por los observables, supuesto el caso mas
desfavorable, resulta ser:
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Observable ‘ \/67’7“07’ dz? + error dy?
1 0,45 mm

0,31 mm

0,17 mm

0,15 mm

0,12 mm

0,29 mm

0,15 mm

0,30 mm

CO| ~J| O O v~ | | DN

El peor de los casos seria el que hiciera simultaneos todos los errores de la tabla
anterior, y en ese caso, la composicion cuadratica de todos ellos alcanzaria el valor
de 0,74 mm. Parece que la precision en la determinacion del vértice V5 es claramente
submilimétrica.

8.2.5.5. Semiejes de la elipse standard

Conocida la desviacién tipica del observable de peso unidad oy = 2,59 - 10~*

y los autovalores de la matriz S:

autovalores de S

111 =2.4069
[y =2.0471
115 =0.0135

los semiejes genéricos de la elipse standard ES, segiin la ecuacion ®; = og - v/p; "

, seran los que siguen:

d, =1,67-10"*m
Py =1,81-10"*m

8.2.6. Figuras de error y fiabilidad

La figura de error asociada a un vértice obtenido a partir de observaciones angulares
o distanciomeétricas es la podaria o curva pedal.

La ecuacion en cartesianas de la podaria serd de la forma:
PSEU%-xQJra;-yquQny-x-y: (2% + y%)?
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La superficie encerrada por la curva PS se acepta como recinto de error con fia-
bilidad 0,6826 donde se encuentra el vértice exacto desconocido.

Se demuestra que la elipse asociada a la podaria sera de la forma:

ES=0)-y* =204y -2 y+o, 2°= (020, — 0uy)
Ecuacién de la elipse tradicionalmente denominada standard de incertidumbre a

posteriori en coordenadas cartesianas para un punto compensado cualquiera de la
3
red”.

Podemos conocer ES a partir de la Matriz varianza-cov de las variables o PARAMET-
ROS= 0.

Los semiejes de la elipse (errores méximo y minimo) en direccion y modulo se
calculan con la expresion siguiente:

02 = 1[(0? +02) + \/ (02 — 02)2 + 402,] = 1 - (2-0,00000003) = 0,00000003 >

con el signo + se obtiene el semieje mayor:

or = tap =+0,1732mm = a
con el signo - se obtiene el semieje menor:

Ory = —ap, = —0,1732mm =0

(Nota: Los semiejes de la elipse asociada a la podaria que, es también ES, tiene
unos ejes a y b muy similares a la de la elipse standard: ®; = 1,67 - 10~*m ,
®, = 1,81 - 10~*m. La diferencia entre ambos valores solo puede achacarse a
errores de redondeo y célculo, ya que proceden de algoritmos diferentes).

Una vez conocida la elipse standard E'S, se puede estimar la probabilidad
asociada a esa figura, bastara con calcular la relacion existente entre las areas
delimitadas por las dos superficies de error (podaria y elipse), en su caso méas
general.

Siendo la probabilidad de la podaria 1o?(una varianza)<> +1o (una desviacion

tipica),< 0,68 >, y la probabilidad de la elipse asociada a KZ2c?(varianzas) <>
+ Ko (desviaciones tipicas) con:

4 . 2 2
Area Podaria = Ap = 7 - %

Area Elipse = Ap =7 -ab

3Que se obtiene a través de un algoritmo completamente distinto del presente. Cfr. M. Chueca
et. alt. “Tratado de Topografia” Tomo III, pag. 285, expresion (834).
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2 _ Ap __ 2ab
K - AP - j:(l2+b2

Prob ES <> + (afﬁg 0)==xKo desviaciones tipicas

donde k£ < 1, pues lo que si suponemos:

2ab
a2+b2 S 1

se sigue

a’ + b > 2ab;

(a+b)?>0

a > b cierto por hipotesis. (a, b semiejes mayor y menor de la elipse)

y por definicion de ambas curvas de nuevo encontraremos el 6éptimo en nuestro
proyecto cuando a = b = R, . La elipse y su podaria standard 6ptimas que denom-
inamos ESO y PSO se confunden en la circunferencia CS standard, y se tiene:

Probabilidad CS = Probabilidad ESO =

= Probabilidad PSO<> |/ 532502 = +10 <> 0,68

probabilidad standard. Una homotecia de razon adecuada segin rutina de la dis-
tribucion normal practicada a las figuras descritas genera el recinto de incertidum-
bre con la probabilidad que se precise. (P.ej. son muy usadas la razon 2 y 2,5 que
corresponden a fiabilidad 0,95 y 0,99 ).

Asi en nuestra red:
A la circunferencia standard de radio 0, 1732 mm se asocia una fiabilidad del 68 %.

A la circunferencia de radio(2 - 0, 1732 mm) = 0,3464 mm se asocia una fiabilidad

del 95 %.

A la circunferencia de radio(2,5-0,1732mm) = 0,4330mm se asocia una fiabilidad

del 99 %.
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8.2.7. Calculo del porcentaje de error

Podemos evaluar el error relativo transmitido al vector de correcciones x por:
- el error existente en el vector by
- el correspondiente error de la matriz S.

La fuente del posible error en las variables del sistema matricial es fundamental-
mente el vector b. Se hace imprescindible calcular la perturbacion db.

En el epigrafe 8.1 “Resultados finales”, de este mismo capitulo de conclusiones,
mencionabamos el porcentaje de error debido al calculo numérico del sistema ma-
tricial de ecuaciones normales: x = S~! -0 , y su influencia en el resultado del
ajuste determinista. Ahora procedemos a exponer brevemente su calculo.

8.2.7.1. Error o perturbacién db

sz . . db .
La expresion final de como afecta el error relatlvoH al error relativo del vector

lldaz|]
[l

de correcciones es!:

o2 3
Tr(AT.P-diag (V?)~P~A)}

1
- bl| [10]] Hminimo [10]]

lll

siendo:
S=AT.-P. A
Ibmézimo =autovalor maximo de la matriz S

Iminimo =autovalor minimo de la matriz S

— Emézimo

Hminimo
Teniendo la precaucién de eliminar por sustitucion el pardmetro df de las ecua-

ciones de azimut, modificando asi la matriz de disefio A,, .

Obtenemos:

[[dz|]
[l

d, = 0,426 mm.

= 0, 385, error relativo de un 38.5 % sobre las variables: d, = 0,615 mm y

Un porcentaje alto, a pesar de todas las precauciones adoptadas:
a) Matriz A con todos los valores muy similares.
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b) Las formas lineales de angulo no quedan multiplicados por 636.620 dmgr /radian,

porque al multiplicar por el factor conversion de unidades desaparece.

c) El requisito de que los pesos sean pequenos y parecidos se cumple.

8.2.7.2. Error o perturbacién dS

. . . ||ds .
La expresion final de como afecta el error relaton al error relativo del vector
. d
de correcciones 1%l es:
[la+da]|
ldzll _ lldell  p . 1dSI _ k. dpmazime
||1‘+d$|| III/H - |S” Hminimo

siendo:

k — Hmaézimo

Hminimo

Altmazimo= 1, TT63E — 015, representa la precisiéon con que sea capaz de determinar
el autovalor u. Se calcula facilmente porque la suma de los valores de la diagonal

de S debe ser igual a la suma de sus autovalores. Cumpliendo la ecuacion:

Atmazimo—= M' — Traza (S)

donde:

M'= suma de los autovalores de S

Hminimo = 07 0141

Jdz| _ _
el = Jad = 2,2249F — 011
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Es claro que, al no intervenir en S el vector de observables, la perturbacion dS
es mucho menos perjudicial para el resultado. En realidad despreciable. Y la con-
secuencia, la de siempre. Es preciso lograr un vector de observables optimizado,
de componentes equiprecisos y con un alto nivel de aproximacion a los valores
exactos.

(Nota: No es imprescindible eliminar el parametro df de las ecuaciones de azimut,
modificando asi la matriz de disefio A,,,, para calcular el error debido a dS).

Y en resumen, los resultados y su solidez interpretativa son las consignadas. En
nuestra opinion, suficiente para adoptar decisiones logicas. Es a fin de cuentas la
labor del ingeniero.

En sucesivos articulos ampliaremos la teoria y praxis presente con otras cuestiones
relevantes, como por ejemplo la utilizacién de observables GPS en ajustes gaus-
sianos, el estudio riguroso de recintos de error, la extension a todos los puntos de
una red, la extension a los puntos que componen el modelo de un terreno y a la
variacion en el tiempo de redes y modelos, osea, el cilculo de deformaciones.
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Capitulo 9
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