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Resumen

El control predictivo basado en modelos o Model Predictive Control (MPC),
no hace referencia a un diseno concreto de un controlador sino més bien a un
conjunto de ideas o caracteristicas para el desarrollo de estrategias de control
que, aplicadas en un mayor o menor grado, dan lugar a diferentes tipos de
controladores con estructuras similares, siendo una de las técnicas de control
que mas se ha desarrollado en los a&mbitos académico e industrial en las ultimas
décadas debido sobre todo a su simplicidad y eficiencia.

Sin embargo, no es facil relacionar los parametros de ajuste del controlador
y las prestaciones del bucle cerrado. En este sentido, es importante disenar
algoritmos de control predictivo que garanticen la estabilidad nominal del bucle
cerrado, con tiempos de cdlculo pequenos y con un significado claro de sus
pardametros sobre las prestaciones del sistema o sobre el esfuerzo de control.

La aportacion fundamental de esta tesis esta relacionada con la definiciéon de
un nuevo tipo de controlador predictivo, el PC-GPC, version modificada de
un GPC estandar. En este controlador se ha sustituido el factor de pondera-
cién de la accién de control por un nuevo parametro denominado numero de
componentes principales (NPC). La relacién entre el nuevo pardmetro (NPC)
y algunos indicadores numéricos, como la norma del vector de acciones de con-
trol o el nimero de condicién de la matriz dindmica G, hacen que su eleccién
esté basada en criterios menos subjetivos que la ponderacion de las acciones de
control. Ademas, se ha analizado este tipo de controlador tanto en el ambito
de procesos SISO como MIMO, asi como sus caracteristicas de robustez y esta-
bilidad. Por otro lado, se ha deducido un método de calculo de un controlador
PC-GPC para garantizar la estabilidad nominal de bucle cerrado, cuando el
modelo conocido es exacto.






Resum

El control predictiu basat en models o Model predictive Control (MPC) no
es no més del disseny concret d'un controlador siné més be fa referencia a
un conjunt d’idees o caracteristiques per al desenvolupament d’estrategies de
control les quals aplicades dins un major o menor grau, oferixen diferents
tipus de controladors amb estructures paregudes. De fet, el MPC es una de
les tecniques de disseny que més a avancat en la industria i en 'academia per
la seva simplicitat i eficiencia. Aleshores, no es facil relacionar els parametres
d’ajust del controlador i les prestacions del bucle tancat. Per aixo, es important
dissenyar algoritmes de control predictiu que garantien l'estabilitat del bucle
tancat, amb temps de calcul petits i amb un clar significat dels seus parametres
i la seva relacié amb les prestacions del sistema.

La principal aportacié d’esta tesi, es la definicié d’un nou controlador predic-
tiu anomenat Principal Component Generalized Predictive Control (PC-GPC).
Sota la base del conegut GPC, el nou controlador es una modificacié d’este.
En el PC-GPC s’ha substituit el factor de ponderacié del senyal de control per
un nou parametre anomenat Nombre de components principals. La relacio del
nou parametre amb alguns indicadors de tipus numeric, com poden ser 1’esforg
de control o el condicionament del controlador, fa que la seva eleccié no esta
condicionada a criteris de prova i error. En la tesi s’analitza la relacié del
nou parametre amb el factor de ponderacié del control concluint que els dos
produixen el mateix efecte.  En segon lloc, s’ha deduit el calcul d’este con-
trolador per a garantir ’estabilitat nominal del bucle tancat, amb avantatges
respecte a altres metodes ja que no s’ha de fer inversié de cap matriu.






Abstract

One of the advanced control methodologies which has made a significant im-
pact on industrial control engineering is Model Predictive Control (MPC). This
technique is a design philosophy — not just a specific controller design.

Despite its advantages, MPC is deficient because it does not offer a clear
numeric relation between design parameters and control performance. In that
respect, it would be very useful to develop simple predictive control algorithms
which guarantee closed-loop stability and offer clear meanings of parameters.

This thesis presents a modification to the Generalized Predictive Control al-
gorithm which guarantees closed-loop stability. The new controller Principal
Component GPC (PC-GPC) is designed using a terminal equality constraint
with a move suppression factor A = 0. The available degrees of freedom are
presented to the designer as a new parameter — called number of principal com-
ponents (NPC). These components can be left, or removed, from the solution
to obtain different performances.

Several methods to select the new parameter NPC are presented. These can
be based on percentage of minimized index and control effort applied to the
process, among others. This methods offer an alternative to the empirical
selection of the weighting control factor A.
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Justificacion y objetivos

El control predictivo basado en modelos (CPBM) o Model Predictive Control
(MPC), no hace referencia a un diseio concreto de un controlador sino mas
bien a un conjunto de ideas o caracteristicas para el desarrollo de estrategias
de control que, aplicadas en un mayor o menor grado, dan lugar a diferentes
tipos de controladores con estructuras similares.

El MPC, posee una serie de atributos que le hacen ser un candidato muy
interesante a la hora de seleccionar una metodologia de diseno para el control
de procesos:

o Simplicidad: las ideas basicas del MPC son bastante intuitivas y faciles
de entender, sin necesidad de tener un profundo conocimiento de la teoria
de control moderna.

e Flexibilidad: casi todos los componentes de un diseno basado en el MPC
(los horizontes, el modelo, la funcién de coste, el optimizador) pueden
ser fijados por el usuario dependiendo cada vez del tipo de problema a
tratar.

e Practicable: a menudo la utilidad de un controlador a la hora de re-
solver problemas de control, viene dada por la posibilidad de imponer
restricciones a las variables. EI MPC es una de las pocas metodologias
de control que maneja estas cuestiones de una forma natural.

e Aplicable: Esta demostrado que existen numerosas aplicaciones reales
donde el MPC se utiliza, incrementando los margenes de operacién del
proceso.

Todo lo anterior ha contribuido a que el MPC sea una de las técnicas de control
que mas se ha desarrollado en los a&mbitos académico e industrial en las tltimas
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décadas. Este creciente interés puede concretarse ain mas, teniendo en cuenta
que:

e Puede ser aplicado a una gran variedad de procesos, desde plantas con
una dinamica muy sencilla hasta otras méas complejas, incluyendo siste-
mas con retardo, inestables, de fase no-minima, etc.

e En los casos mas simples la ley de control resultante es un sencillo con-
trolador lineal, facil de implementar.

e Es especialmente 1util cuando las referencias futuras son conocidas, como
es el caso de aplicaciones de robdtica y procesos por lotes.

e La extension al caso multivariable es bastante sencilla y directa.

e Es muy facil incorporar en el diseno el tratamiento de restricciones, por
ejemplo, en la amplitud permitida para las variables controladas o ma-
nipuladas.

e Se pueden conseguir disenos que garanticen la estabilidad nominal del
bucle cerrado tan sélo anadiendo nuevas restricciones.

De todos los algoritmos de control predictivo descritos en la literatura cabria
destacar dos de ellos: el DMC o Dynamic Matrixz Controly el GPC o Generali-
zed Predictive Control. De hecho, las ideas que subyacen en ambos algoritmos
de control son esencialmente las mismas. El primero, desarrollado en el ambito
industrial, esta orientado a procesos multivariables e implementado, dentro de
la jerarquia de control, por encima del control basico. El segundo, desarrollado
en el ambito académico, fue inicialmente disenado para procesos monovariables
sin restricciones, aunque con el tiempo se han ido incorporando restricciones,
y aplicacién a procesos multivariables.

En esta tesis se han realizado todos los desarrollos en base al controlador GPC
debido, sobre todo, a que:

e En el GPC se pueden plantear una gama bastante amplia de problemas
de control (procesos inestables, de fase no minima, etc) con un nimero
razonable de parametros de diseno.

e El modelo en forma de funcién de transferencia utilizado en el GPC
permite realizar un analisis del sistema en bucle cerrado al estilo clasico
(estabilidad, robustez, etc).
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e La extensién al caso multivariable del GPC es sencilla.

e La incorporacién de restricciones en el disenio no presenta ninguna difi-
cultad adicional y se realiza del mismo modo que en otros algoritmos,
como el DMC.

e El modelo de perturbaciones que incluye el GPC es méas rico que la
perturbacion de tipo determinista incluida en el DMC.

Posibles direcciones futuras en el uso de este controlador apuntan a:

e La posibilidad de que los controladores de bajo nivel de tipo PID sean
reemplazados por controladores predictivos sencillos como el GPC, pues-
to que este controlador es mucho mas potente que un controlador PID,
incluso para bucles simples sin restricciones (Maciejowski, 2002).

e La aplicacion del control predictivo multivariable en dreas como la robética
donde los tiempos de muestreo son muy pequenos o el control de aviones
o naves espaciales donde no tiene sentido un bucle simple sobre cada
actuador.

Sin embargo, no es facil relacionar los parametros de ajuste del controlador
y las prestaciones del bucle cerrado. En este sentido, es importante disenar
algoritmos de control predictivo que garanticen la estabilidad nominal del bucle
cerrado, con tiempos de cdlculo pequenos y con un significado claro de sus
pardametros sobre las prestaciones del sistema o sobre el esfuerzo de control.

En la tabla 1 se muestra cudl es la secuencia de implantaciéon de un controlador
predictivo en el sistema de control de una industria. Como se puede observar,
los puntos 4 y 5 hacen referencia a un procedimiento de prueba y error pa-
ra fijar los pardmetros de diseno. Segun (Alonso et al., 2000), (Yamuna and
Unbehauen, 1996) el pardmetro que més se suele modificar en esta etapa es
el llamado factor de ponderacién de la acciéon de control o move suppression
factor. Este factor de ponderacion tiene una influencia notable sobre las pres-
taciones de bucle cerrado. Puesto que la eleccién de dicho parametro responde
generalmente, a criterios subjetivos basados en la experiencia del disenador,
esta tesis se centra en ofrecer una alternativa al uso de este pardmetro, tra-
tando de mejorar el procedimiento de sintonia de un controlador predictivo
sencillo como es el GPC.
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1. A partir de los objetivos de control, definir el tamafio del problema
y determinar las variables relevantes (tanto controladas, como mani-
puladas y perturbaciones medibles)

2. Realizar ensayos en la planta, variando sistematicamente todas las en-
tradas (variables manipuladas y perturbaciones medibles) para com-
probar cémo responden las variables controladas

3. Identificar un modelo dindmico de la planta a partir de estos datos
utilizando un paquete de identificacion.

4. Configurar el controlador predictivo e introducir unos pardmetros ini-
ciales.

5. Comprobar fuera de linea, realizando simulaciones del bucle cerrado,
cudles son las prestaciones del controlador disefiado y modificar los
parametros de disefio hasta alcanzar las prestaciones deseadas.

6. Instalar el controlador en la maquina destino y comprobar las predic-
ciones del modelo en bucle abierto

7. Refinar el ajuste de los pardmetros si fuera necesario.

Tabla 1: Disefio y sintonizado del controlador predictivo (Qin and Lee, 2001).

En esta tesis se presenta una variacién del controlador GPC!, el PC-GPC
o Principal Component GPC, partiendo de un factor de ponderaciéon nulo.
Este controlador incluye un nuevo parametro de disenio: NPC o numero de
componentes principales. El parametro NPC puede tomar valores enteros entre
1 y el horizonte de control N, y su efecto es el mismo que el del factor de
ponderacion de la accién de control.

Sin embargo, al contrario que éste ultimo, la eleccién del pardametro NPC
estd sujeta a una serie de criterios de tipo numérico. Los métodos de seleccion
presentados estan relacionados con algunas caracteristicas del diseno como son,
entre otras, el esfuerzo de control o la minimizaciéon del error de predicciéon
conseguido.

La tesis también pone de manifiesto la relacién que une el nuevo parametro

! Los métodos propuestos también podrian ser aplicados por ejemplo a un algoritmo DMC.
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NPC con el factor de ponderaciéon de la accién de control. Esto hace que,
partiendo del controlador PC-GPC, se pueda derivar cudal seria el factor de
ponderacion para un GPC estandar de tal forma que ambos alcanzasen unas
prestaciones similares de bucle cerrado.

La estructura de la tesis es la siguiente:

En el capitulo 1, se presenta la metodologia del MPC y su estado del arte,
haciendo un andlisis de las lineas de investigacién actuales y de la situacién
del MPC en la industria.

En el capitulo 2, se repasan los conceptos del Controlador Predictivo Gene-
ralizado (GPC). Se plantea su disefio desde el punto de vista de la resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales, de tal forma que se pueda analizar mejor el
problema del mal condicionamiento, y se presenta la herramienta mateméatica
que se va a utilizar para disenar el nuevo controlador. Esta herramienta, la
descomposicién en valores singulares (SVD), nos va a permitir aliviar el pro-
blema planteado. Ademads, utilizando dicha descomposicién en el diseno del
controlador se puede obviar el factor de ponderacion de la accién de control,
trabajando por tanto, con un indice que sélo incluye los errores de prediccion.
Como consecuencia de ello surge un nuevo pardmetro (NPC), estudiandose su
relacion con el factor de ponderacion de la accion de control.

En el capitulo 3, se presenta el nuevo controlador basado en la inclusién
de las componentes principales, el PC-GPC (Principal Component Generali-
zed Predictive Control). Una vez expuestas las propiedades de controlador, el
capitulo se centra en ofrecer criterios de distinta naturaleza para la eleccion de
las componentes principales que se incluiran en el diseno. Estos criterios estan
basados, entre otros, en la capacidad de reduccién del error de prediccién o en
el esfuerzo de control empleado. Tras unos ejemplos, tanto para el caso mo-
novariable como para el multivariable, se aborda el capitulo 4 donde se trata
el tema de las restricciones desde un punto de vista clasico, y se analiza como
se puede transformar las restricciones al plano de las componentes principales.
El resultado es que la rutina de optimizacién tiene muchas menos variables
que optimizar si se utiliza el PC-GPC.

En el capitulo 5 se analiza como influye el nuevo parametro sobre la estabili-
dad robusta del bucle cerrado. El capitulo comienza realizando un anélisis de
robustez del controlador GPC, comprobando la influencia de cada uno de sus
parametros de diseno en este aspecto y termina realizando este mismo anélisis

para el PC-GPC.
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Por 1ltimo en el capitulo 6, debido a la importancia que tiene disenar contro-
ladores que garanticen la estabilidad nominal en bucle cerrado, se estudian los
disenos CRHPC y GPC®, ambos propuestos en el marco del control predictivo
generalizado estable. En este capitulo se propone una variante de estos contro-
ladores que desemboca en un GPC con componentes principales que garantiza
la estabilidad de bucle cerrado, lo que da lugar a poder utilizar de nuevo los
criterios expuestos en el capitulo anterior.

Finalmente, el ultimo capitulo presenta las conclusiones y perspectivas futuras
del trabajo.

Al final del documento se incluyen una serie de apéndices. El apéndice A
contiene el desarrollo tedrico del GPC multivariable extendido para diferentes
horizontes tanto de prediccién y control, por ser dicho controlador el que se
ha utilizado para implementar todos los ejemplos MIMO que aparecen en la
tesis. En el apéndice B se presentan algunos aspectos del dlgebra matricial
y mal condicionamiento de sistemas de ecuaciones, y el apéndice C contiene
algunas propiedades interesantes de los valores singulares y su relacion con la
pseudoinversa o inversa generalizada.



Capitulo 1

Control predictivo basado en
modelos

1.1 La metodologia del control predictivo

El control predictivo basado en modelos o Model Predictive Control (MPC),
mas que un controlador concreto es una metodologia para el cdlculo de las
acciones de control. Se trata ademas de una técnica comprensible, que en
cierto modo, trata de reproducir el comportamiento de un operador experto
en el control de un determinado proceso. Los pasos que seguiria un operador
experto para conseguir controlar un proceso serian:

1. El operador conoce bien el proceso y por tanto, seria capaz de predecir,
con mayor o menor exactitud, cudl serd la evoluciéon dinamica de las
variables de un proceso si le aplica unas acciones de control determinadas.

2. El mismo operador puede ademas, decidir si esa evolucion es adecuada en
comparacion a los objetivos que se ha marcado. Es capaz, por tanto, de
valorar las distintas combinaciones de las acciones de control en funcién
del grado de cumplimiento de unas especificaciones.

3. Con todo esto, podria decidir cudl es la mejor combinacién de acciones
de control dentro de un conjunto de posibilidades. El resultado final es
que este operador es capaz de obtener cudl debe ser la accion de control
que hay que aplicar basandose en los conocimientos que tiene del proceso
y en la informacion pasada y actual de su estado.
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4. Para conseguir una mayor calidad en el control, este mismo operador re-
petiria todos los calculos cada vez que disponga de informacién actualiza-
da, bien sean nuevas medidas del estado del proceso, bien conocimientos

actualizados acerca del comportamiento del proceso (informacién nueva
del modelo).

Este ejemplo nos da a entender que los primeros controles realizados manual-
mente por operadores que conocian bien el proceso se podian haber englobado
en el area del control predictivo basado en modelos. En definitiva se trata de
una metodologia muy intuitiva para abordar el control de un proceso y esto
ha influido en su difusion a nivel industrial. Para concretar, se entiende que
pertenecen a la familia de los controladores MPC aquellos que comparten las
siguientes caracteristicas:

e Se hace uso explicito de un modelo del proceso en el calculo de predic-
ciones de la evolucién dindmica del proceso.

e La ley de control (conjunto de acciones de control en un horizonte de
tiempo) se obtiene de la minimizacién de una cierta funcién de coste en
la que intervienen las predicciones. La funcion de coste es la encargada
de fijar el comportamiento que se pretende conseguir (especificaciones).

e Se aplica el concepto de horizonte mévil (receding horizon): en cada
periodo de muestreo se resuelve un problema de optimizacion diferente,
puesto que se incorpora nueva informacion de la evolucion dinamica del
proceso.

De las ideas anteriores, se puede deducir la diversidad de estrategias que pue-
den surgir en base a estas caracteristicas. Como consecuencia, apareceran
diferentes controladores:

e Segun el tipo de modelo del proceso utilizado.
e Seglun el tipo de funcién de coste utilizada.

e Segun el método de optimizacion aplicado.

Para clarificar un poco mas el concepto del MPC, se va a describir la metodo-
logia comun que comparten todos los controladores que hacen uso de las ideas
descritas anteriormente (figura 1.1):



1.1. La metodologia del control predictivo 3

1. Haciendo uso del modelo del proceso, para cada instante t, se predicen
las N futuras salidas del proceso y(t + k|t) ! siendo k = 1,2,3,...N.
El ntimero de predicciones N, recibe el nombre de "horizonte de predic-
cion”. Las salidas se predicen utilizando las salidas y entradas pasadas
(informacion disponible hasta el instante t) y las hipotéticas entradas de
control futuras, postuladas en ese mismo instante t.

2. Las futuras acciones de control se calculan de manera que minimicen
una determinada funcién de coste, entre cuyos objetivos se encuentra el
mantener lo mas cerca posible la salida del proceso y(t + k|t), de una
trayectoria de referencia w(t + k) que describe cémo se desea guiar dicha
salida desde su valor actual y(¢) hasta sus puntos de consigna futuros.
La funcién de coste adopta asi generalmente la forma de una funcién
cuadratica de los errores entre la salida predicha y la trayectoria de refe-
rencia. También en la mayoria de los casos se suele incluir algiin término
referente al esfuerzo de control. Ademas, si la funcién de coste que se de-
fine es cuadratica, el modelo utilizado es lineal y no existen restricciones
para ninguna senal implicada, entonces es posible encontrar una solu-
cién analitica para el problema de la optimizaciéon. En caso contrario, es
necesario utilizar, en general, un método numérico de optimizacion.

3. Una vez calculada la secuencia de futuras acciones de control que en
ese instante hacen 6ptima la funcién de coste, se hace uso del concepto
denominado “receding horizon”. Solamente se aplica como entrada al
proceso u(t) la primera de ellas, despreciando el resto, puesto que en el
siguiente instante ¢+ 1, la salida y(t + 1) ya es conocida, y utilizando esa
nueva informacion se repiten los pasos 1 y 2, obteniendo de esta forma
la senal de control u(t + 1) a aplicar en ese instante (la cual no es igual
a la que se habia postulado en el instante anterior u(t + 1[t)).

El analisis de esta metodologia de control muestra que, sea cual sea la imple-
mentacion que se realice, cualquier control predictivo basado en modelos se
puede entender como un problema de optimizaciéon en cada periodo de mues-
treo que consta de tres elementos fundamentales:

e Un predictor basado en el modelo del proceso, encargado de calcular las
predicciones de la evolucion dindmica del mismo a partir de las medidas

'Es usual encontrar en el &mbito del MPC, la sintaxis y(¢ + k|t) para indicar la prediccién
de la salida para el instante t + k postulada en el instante ¢
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(b) Concepto de horizonte mévil.

Figura 1.1: Metodologia general del MPC
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de las variables del proceso hasta el instante actual 't” y unas acciones
de control futuras a lo largo del horizonte de prediccién.

e Una funcion de coste que asigna un valor a cada prediccion y por tanto,
a cada ley de control postulada. Este valor trata de mostrar el grado de
cumplimiento de las especificaciones estaticas y dinamicas compatibles
con las posibles restricciones de funcionamiento.

e Un optimizador que debe encontrar el vector de acciones de control
que ofrece el mejor valor de la funciéon de coste. Generalmente en este
proceso de busqueda el optimizador realiza postulados de la ley de control
e iterativamente trata de acercarse a la ley de control éptima.

Combinando distintas variaciones de estos tres elementos fundamentales se
pueden obtener un gran ntimero de controladores que formarian parte de la
familia de los controladores predictivos. Para poder plantear cualquier tipo de
mejora se debe analizar cada uno de estos tres elementos fundamentales.

1.1.1 Predictor

Este elemento del control predictivo es el que se encarga de calcular las pre-
dicciones de la evolucién dindmica de las variables que se quieren controlar
y debe utilizar para ello un modelo. En general este modelo consta de dos
componentes (figura 1.2):

Modelo perturb.

Var. No Medibles No identificable

Var. Medibles - o ” Variables
No Manipulables | Identificable " 10 ['de salidh
A
Var. Manipulables_ Modelo
Proceso

Figura 1.2: Estructura general de un modelo.

e Modelo del proceso que relaciona todas las variables de entrada que
se pueden manipular con las variables de salida que se quieren controlar.
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e Modelo de perturbaciones que se puede dividir en dos partes. Una
que incluye la relacién entre variables de entrada medibles, pero no mani-
pulables, con las salidas (modelo de perturbaciones identificable) y otra
parte que trata de describir la parte de la salida medida que no es expli-
cada por el resto de modelos (modelo de perturbaciones no identificable).

Estos modelos se combinan a través de una funcién f(.) para producir un
modelo de las variables de salida. Para modelar cada uno de estos componentes
existen varias posibilidades:

Respuesta ante un impulso.

Respuesta ante un escalon.

Funciéon de transferencia.

Representacion en espacio de estados.

Modelos de Volterra.

Modelos mediante redes neuronales.

Modelos fuzzy.

Las diferencias entre los distintos tipos de modelos son conocidas y son objeto
de campos de estudio en los que se describe como se obtienen, qué tipo de
procesos pueden modelar, cudles son sus limitaciones y como se utilizan para
realizar predicciones de la evolucion dinamica de las variables de un proceso.

En (Phillips and Parr, 1995) se puede encontrar una descripcién del modelado
mediante respuesta impulsional, funcién de transferencia y representacién en
espacio de estados y su utilizaciéon en control predictivo estd ampliamente
descrita en (Camacho and Bordéns, 1995).

Un ejemplo de utilizacion de modelos de Volterra en control predictivo se puede
encontrar en (Maner et al., 1996). Las redes neuronales son, en algunos casos,
una alternativa para el modelado de sistemas no lineales (Chen et al., 1990),
ejemplos de utilizaciéon en control predictivo se encuentran en (Nahas et al.,
1992), (Zamarreno, 1996) y (Liu et al., 1998). En cuanto a los modelos con
técnicas fuzzy, es posible encontrar ejemplos en (Espinosa and Vandewalle,
1999b) y (Espinosa and Vandewalle, 1999a).
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Evidentemente, la calidad de la prediccién deberia ser el factor que marque
el tipo de técnica de modelado que se debe utilizar, al menos a nivel tedrico.
Es natural pensar que, a mayor calidad en las predicciones, mas posibilidad se
tiene de conseguir un control adecuado. En las aplicaciones practicas aparecen
otros factores como los econémicos que pueden determinar, mas alla de las
cuestiones teoricas, el tipo de modelo seleccionado.

Cualquiera de las técnicas de modelado mencionadas, puede ser utilizada para
predecir el efecto que producen las variables manipuladas sobre las variables
controladas. Esto es asi, puesto que cualquiera de las acciones de control
que se postule en el algoritmo de localizacion del 6ptimo, puede aplicarse
posteriormente al proceso. Por tanto la calidad de la prediccion sélo depende
de la calidad del modelo. No parece tan evidente utilizar estos modelos para
predecir el efecto de las variables no manipulables (medibles o no).

Cuando se tienen variables de entrada no manipulables no se puede saber con
certeza qué valores van a tomar en el futuro y por tanto en el horizonte de
prediccién (intervalo de tiempo en el que se quiere realizar la prediccién). El
modelo puede ser muy exacto, pero el desconocimiento del valor futuro de estas
variables podria producir predicciones de muy baja calidad. En estos casos se
debe, al menos, conocer alguna de sus propiedades estadisticas que nos permita
realizar una estimacién. Si estas variables son medibles se pueden utilizar las
medidas para realizar una estimacién de mayor calidad (por ejemplo, evaluar
la tendencia y extrapolar). La calidad de la prediccién, en estos casos, depende
tanto de la calidad del modelo como de la calidad de las estimaciones de las
variables no manipulables.

Para tratar de compensar la dinamica no modelada se anaden al modelo ele-
mentos artificiales en su estructura para tratar de incrementar la calidad del
control. Por ejemplo en el caso del GPC se utilizan modelos CARIMA con
polinomios de filtrado T'(27!) para mejorar la robustez.

1.1.2 Funcién de coste

Un indice de funcionamiento responde, en general a una expresion del tipo:

I= /Ooof(r(t),y(t),t) dt (1.1)

El objetivo de esta funcién es plasmar en una formulacién matemédtica una
medida cuantitativa del funcionamiento de un sistema. En la teoria de control



8 Control predictivo basado en modelos

aparecen distintos indicadores que tratan de describir la evoluciéon dinamica
de un proceso, y se pueden englobar en dos grandes grupos:

a) Parametros descriptivos de la evolucién temporal de la variable controla-
da: error en régimen permanente, valor final, tiempo de establecimiento,
sobreoscilacién, frecuencia de las oscilaciones, tiempo de subida, etc.

b) Medidas de la desviacién de la variable controlada respecto de la referen-
cia (tabla 1.1). Generalmente se han utilizado integrales de una funcién
del error, siendo los més extendidos en su uso (Marlin, 1995): TAE (in-
tegral del valor absoluto del error), ICE (integral del error al cuadrado),
ITAE (integral del producto del tiempo por el valor absoluto del error),
ITEC (integral del producto del tiempo por el error al cuadrado), etc.

Indice Expresién

IAE fo |r y(t)|dt

ISE G ))2dt
ITAE fo t|7" y(t)|dt
ITEC | S5t y(t))%dt

Tabla 1.1: Principales indices de funcionamiento.

Entre estas dos opciones, parece claro que es més apropiado para evaluar como
funciona un sistema, utilizar parametros del primer grupo, ya que las medidas
de tipo integral no reflejan directamente como funciona el sistema. Sélo con el
valor del indice un operador es incapaz de saber con cierto grado de exactitud
como esta funcionando el sistema. A esto se une que es mas usual especificar el
funcionamiento de un proceso en términos del tipo tiempo de establecimiento
y sobreoscilacién menores que unos valores determinados. Sin embargo, con
los indicadores de tipo integral se puede incorporar en la evaluacion del fun-
cionamiento otro tipo de elementos como por ejemplo, el valor de la accion de
control o ponderaciones de las distintas variables y, adicionalmente, se pueden
usar para incluir en el indice la evaluacion de costes econémicos.

En general, no existe una formulacién universal que sea vélida para todos
los problemas de control ya que cada tipo de indicadores tiene sus ventajas
e inconvenientes. El indice de funcionamiento méas adecuado para un proble-
ma concreto depende de los objetivos que se impongan y de las herramientas
disponibles.
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Una alternativa que trata de combinar los dos tipos de indicadores es la de
establecer unas trayectorias de referencia en un indice de tipo integral. En
lugar de utilizar una referencia de tipo escalén r(t), se filtra mediante una
funcién de transferencia (P(s)) que fije la dindmica deseada de bucle cerrado:
tiempo de establecimiento, sobreoscilacion y régimen permanente, y se utiliza
esta nueva respuesta w(t) como referencia en un indice de funcionamiento de
tipo integral.

<s> — w(t) (1.2)
1_/ Fw(t), y(t), u(t), t)dt (1.3)

La traduccién al entorno del control predictivo es directa, ya que operando con
senales discretas el indice de coste debe, de alguna forma, imponer el funcio-
namiento deseado para el proceso introduciendo ademés nuevas caracteristicas
y parametros para posibilitar su aplicacion al control en linea ya que se debe
conseguir que el volumen de los cdlculos a realizar sea razonable. Se puede
generalizar, por tanto, como funcién de coste la expresion siguiente:

Zf (t+ k), y(t + E[t), u(t + k), 5(k), M(E), Ny, t) (1.4)

k=N1

donde cada uno de los parametros tiene un significado:

Horizonte de prediccién (Ny, ..., Ny): intervalo de tiempo en el que se re-
aliza la prediccion, debe ser finito para que sea posible su aplicacion al
control en linea. Un horizonte de prediccién infinito o demasiado grande
hace que los calculos de las predicciones no se puedan realizar en linea,
salvo que exista una formulacién analitica.

Horizonte de control (I,) : intervalo del horizonte de prediccién en el que
se permiten variaciones de la variable manipulada. Este parametro se uti-
liza para simplificar el problema de optimizacion, si se reduce el niimero
de variaciones se reduce el nimero de variables en el problema. Cuando
se limita el horizonte de control cabe la posibilidad de realizar distintas
estructuraciones de las acciones de control a lo largo del horizonte de
prediccion.
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Factores de ponderacién para los errores de prediccién (§(k)) y para las
acciones de control (A(k)). Estos factores se utilizan para conseguir dis-
tintos efectos en el comportamiento de bucle cerrado. Por ejemplo, mayor
influencia del esfuerzo de control respecto a los errores de prediccion o
menor influencia en el indice de las predicciones mas alejadas, o mayor
ponderacion de unas determinadas variables en detrimento de otras, etc.

Restricciones: puede aparecer ademas, un conjunto de restricciones adicio-
nales sobre variables de entrada, salida e internas. Estas restricciones
pueden ser debidas tanto a limitaciones fisicas del proceso como a espe-
cificaciones de funcionamiento.

En la mayoria de los casos, la funcién f es cuadratica debido principalmente
a que la minimizacién de dicho indice sujeto a restricciones lineales es ma-
tematicamente tratable (problema de programacion cuadratica QP). Existen
otras aproximaciones manejando indices de coste modulares (Genceli H. and
M. Nikolaou, 1993), (Salcedo and Martinez, 2000) o con norma infinita (Rao
and Rawlings, 1998) que no resultan tan sencillos de manejar y que, en presen-
cia de restricciones lineales, terminan resolviendo problemas de programacion
lineal.

1.1.3 Optimizador

Finalmente el control predictivo basado en modelos no es mas (ni menos) que
un problema de optimizacion. El objetivo de este elemento esta claro, debe
conseguir la combinaciéon de acciones de control que optimice la funcién de
coste. La solucién ideal es la que resultaria de la optimizaciéon analitica fuera
de linea, esto implica disponer de una expresion matematica que calcula el
6ptimo en funcién de las medidas hasta el instante 't’. Esto se puede conseguir
cuando el modelo es lineal y la funcién de coste cuadratica sin restricciones. En
estos casos, el problema de optimizacion se resuelve fuera de linea y el analisis
del sistema resultante se puede realizar utilizando las herramientas clasicas de
la teoria de control. Fuera de este contexto, es decir, con problemas no lineales
(bien sea por los modelos utilizados, bien por la aparicién de restricciones,
etc.), el control predictivo se convierte en un problema de optimizacién en cada
periodo de muestreo con el consiguiente incremento de complejidad (resultando
en un controlador no lineal y en un bucle cerrado también no lineal). El método
de optimizacién cobra mas protagonismo cuando se pretende aplicar el control
predictivo en linea. Por muy bueno que sea el modelo o muy acertada la funcién
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de coste, el cuello de botella es la técnica de optimizacién. Una seleccion o
ajuste inadecuado de esta técnica puede provocar en algunos casos, una pérdida
notable de las prestaciones del control puesto que no se localiza correctamente
el 6ptimo.

1.2 Evolucion del MPC

Como ha ocurrido en otros casos, la idea del MPC ya se vislumbro en los anos
60 antes de que el MPC se convirtiera en una de las estrategias de control avan-
zado mas utilizada en el control de procesos. Los conceptos tedricos iniciales
que pueden asociarse al control predictivo se basan en los trabajos realizados
en control 6ptimo (tabla 1.2). Utilizando un modelo discreto lineal en espacio
de estados se calcula la ley de control minimizando una funcién cuadratica de
los estados y las acciones de control (regulador LQR). Al fijar un indice infinito
se podia obtener un controlador consistente en una realimentacién del estado
(Mosca, 1995), (Lemos and Mosca, 1985). Debido a las capacidades limitadas
de los ordenadores y al rapido muestreo de los procesos para los que el LQR fue
desarrollado (por ejemplo en la industria aeroespacial), el esfuerzo se desvié
hacia la obtencion de controladores que evitasen realizar la optimizacion en
linea.

Como consecuencia, esta técnica tuvo relativamente poco impacto en la indus-
tria de procesos debido a que no contemplaba las no linealidades de los pro-
cesos, sus restricciones de funcionamiento, incertidumbres en el modelo y s6lo
se disponia de un indice cuadrético para medir las prestaciones. Unicamente
podia aplicarse en areas donde se podian conseguir modelos muy exactos y su
obtencion estaba justificada econémicamente (por ejemplo, la industria aero-
espacial).

Al contrario que otras veces, el MPC fue desarrollado primero en la industria,
bajo varios acrénimos y recetas propias, tratando de resolver los inconvenien-
tes planteados por el LQR antes mencionados, y mucho antes de disponer de
un minucioso entendimiento de las propiedades tedricas de lo que hoy se en-
tiende como control predictivo. El interés de los investigadores por el MPC
crecié a mitad de los anos 80, a raiz de unas jornadas organizadas por la em-
presa petroquimica Shell (Prett and Morari, 1987). La industria contribuyé
decisivamente en el desarrollo de un control dptimo aplicable, apareciendo los
primeros controles predictivos basados en modelos. Se trataba de algoritmos
de control en los que se podia utilizar modelos mas sencillos, las restricciones de
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Algoritmo Modelo | Indice Horiz. Restricciones
prediccién
LQG (1960) L, SS min ISE, 1,0 00 -
IDCOM (1976) L, FIR | min ISE, O N 1,O
DMC (1979) L, FIR | min ISE, I,0,M N 1,O
QDMC (1983) L, FIR | min ISE, I,0,M N 1,O
GPC (1987) L, FT | min ISE, O,M N -
IDCOM-M (1988) | L, FIR | min ISE O N 1,O
min ISE |

SMOC (1988) L, SS min ISE, I,O0,M N 1,O
Rawlings and L, SS min ISE, 1,0 00 1,O
Muske (1993)

Leyenda: (L) Lineal, (SS) Espacio de estados, (FIR) Respuesta impulsional, (FT) Funcién de
transferencia, (ISE) Integral Square Error, (1) entrada, (O) Salida, (M) Cambios en la entrada.

Tabla 1.2: Breve historia del MPC.

funcionamiento se podian tener en cuenta en la formulacién y la optimizacién
se realizaba cada periodo de muestreo puesto que se utilizaban horizontes de
prediccién finitos. Las primeras implementaciones a nivel industrial (IDCOM
y DMC), se desarrollaron en paralelo. De estos algoritmos cabria destacar:

e IDCOM o Identification Command (Richalet et al., 1978). Es el nom-
bre del software desarrollado a partir del algoritmo conocido como Model
Algorithmic Control (MAC) (Rouhani and Mehra, 1982), también refe-
renciado como Model Predictive Heuristic Control (MPHC). Sus carac-
teristicas mds importantes son:

— Modelo lineal por respuesta impulsional.

— Funcién de coste con un indice cuadrético y horizonte de prediccién
finito.

— No hace uso del concepto de horizonte de control.

— Especificaciones mediante trayectoria de referencia generadas me-
diante un sistema de primer orden.

— Se incluye un modelo de perturbaciones:

n(t+klt)=an(t+k—1t) + (1 —a)lyt) —y(t—1t)], 0<a<1
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— Restricciones en la entrada y la salida incluidas en la formulacién.

— Optimizacion mediante un algoritmo iterativo.

e DMC o Dynamic Matriz Control (Cutler and Ramaker, 1980). Sus

principales caracteristicas son:

Modelo lineal por respuesta a un escalén.

— Funcién de coste con un indice cuadrético de los errores futuros y
puede incluir términos referentes a las acciones de control.

— Horizonte de prediccién finito.

— Utiliza un horizonte de control.

Especificaciones se fija tratando de seguir un referencia de tipo es-
calon.

— Se incluye un modelo de perturbaciones:
n(t + klt) = y(t) — y(tlt = 1)

— La accién de control 6ptima se obtiene como la solucién de un pro-
blema de minimos cuadrados.

A partir de estas dos metodologias se han ido desarrollando con el tiempo,
distintas alternativas, tanto a nivel industrial como a nivel tedrico, entre las
que caben destacar:

e QDMC (Garcia and Morshedi, 1986). Basado en el DMC incluye ex-
plicitamente las restricciones en las entradas y salidas del proceso. Utiliza
programacion cuadratica (QP) para la minimizacién del indice.

e IDCOM-M (Grosdidier et al., 1988). También referenciado como HIE-
CON (Hierarchical constraint control). Esta basado en el IDCOM, pre-
sentando cambios en la funcién objetivo y en la priorizacion de las res-
tricciones. Utiliza dos funciones objetivo, primero se optimiza la que
evalua los errores de prediccion y, si quedan grados de libertad, se opti-
miza respecto a las acciones de control. Para simplificar el célculo sélo
se permite un cambio en la variable manipulada.

e GPC o Generalized Predictive Control (Clarke et al., 1987a) (Clarke et
al., 19870):
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— Utiliza modelos basados en funciones de transferencia incluyendo
modelo de perturbaciones (modelo CARIMA).

— El indice es cuadratico e incluye un término de errores de prediccién
y otro de acciones de control.

— Utiliza los conceptos de horizonte de prediccion y control.

— La optimizacién es analitica, por tanto se puede calcular un regu-
lador lineal fuera de linea. Permite implementar un control adap-
tativo.

Este algoritmo resume muchas de las caracteristicas de los controladores
predictivos para procesos lineales (Clarke and Mohtadi, 1989), (Albertos
and Ortega, 1989), (Ordys and Clarke, 1993). También se ha utiliza-
do con restricciones (Chow and Clarke, 1994), (Kuznetsov and Clar-
ke, 1994), (Tsang and Clarke, 1988), (Camacho, 1993) y se ha planteado
el control predictivo adaptativo (Clarke, 1991). Algunas de sus apli-
caciones industriales se pueden encontrar en (Clarke, 1988), (Chow et
al., 1994), (Linkens and Mahfouf, 1994), (Rossiter et al., 1991).

El entendimiento de las propiedades del MPC a raiz de investigaciones cruciales
realizadas en el 4&mbito académico (Rawlings and Muske, 1993) han permitido
que hoy en dia exista un marco conceptual y practico comin tanto a inves-
tigadores como a ingenieros de control. Son muchas las publicaciones que
reflejan el estado del arte a nivel tecnoldgico y tedrico del control predicti-
vo en su tiempo de publicacién (Garcia et al., 1989), (Keyser, 1991), (Muske
and Rawlings, 1993), (Richalet, 1993), (Clarke, 1994), (Froisy, 1994), (Qin and
Badgwell, 1997), (Nikolaou, 1998), (Morari and Lee, 1999). La visién que ofre-
cen respecto al futuro del MPC en la industria y en la investigaciéon pasa por
combinar esta estrategia de control con otras areas de la ingenieria de control
o incluso con otras areas de conocimiento:

e Control no lineal (Garcia et al., 1989).
e Control inteligente (fuzzy, neural) (Nikolaou, 1998).

e Nuevos esquemas de identificacion, tanto de procesos como de limites
para la incertidumbre (Bemporad and Morari, 1999).

e Mejoras en los métodos de estimacién del estado. Alternativas al filtro
de Kalman (Qin and Badgwell, 1997).



1.2. Evolucion del MPC 15

e Monitorizacion de procesos y diagnodstico de fallos para comprobar el
funcionamiento 6ptimo del controlador predictivo (Control estadistico
de procesos o SPC) (Froisy, 1994).

e Mejora de las interfaces de usuario y didlogo con el operador (Froisy,
1994).

e Integracién de niveles en la jerarquia de control (Morari and Lee, 1999).

Actualmente existen lineas de investigacién en control predictivo bien definidas
donde cabria destacar entre otras:

e Control predictivo estable: Desde el uso de horizontes infinitos de pre-
dicciéon (Muske and Rawlings, 1993), (Zheng and Morari, 1995) hasta
la utilizacién de horizontes casi-infinitos (Chen and Allgéwer, 1998), la
formulacién del control predictivo en espacio de estados se impone a la
de entrada-salida.

e Control predictivo no lineal: En este drea se utilizan tanto modelos
en espacio de estados como modelos en entrada-salida (Mayne, 1997),
(Rawlings et al., 1994). Sin embargo, la mayoria de modelos utilizados
siguen expresando dindmicas lineales sujetas a una no linealidad de tipo
estatico (Genceli H. and M. Nikolaou, 1995).

e Control predictivo robusto: En (Bemporad and Morari, 1999), se re-
sumen distintas aproximaciones aparecidas en la literatura del control
predictivo con caracteristicas diferentes a la hora de representar la in-
certidumbre y la forma de calcular el controlador robusto. Por ejemplo
en (Kouvaritakis et al., 1997) la incertidumbre se representa como una
elipse centrada en el vector de parametros estimados para una funcién
de transferencia. En (Badgwell, 1997), la incertidumbre en el modelo se
parametriza por una lista de posibles plantas y se anaden al problema
original restricciones para asegurar la estabilidad robusta. Otra apro-
ximacién es la denominada min-max MPC, donde (Lee and Yu, 1997),
presentan una formulacion basada en la minimizacién del peor caso de
un indice cuadratico para sistemas con parametros variables en el tiempo
pero acotados. Del mismo modo, (Megias et al., 2001) presenta un min-
max GPC> donde la incertidumbre se representa de forma politopica.

e Control predictivo adaptativo: Siendo el GPC el algoritmo orientado al
control predictivo adaptativo por excelencia (Kinnaert, 1989), y a pesar
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del amplio mercado que tendria un algoritmo MPC autoajustable, pocas
son las aplicaciones reales que incluyen adaptacién en linea. El control
adaptativo indirecto tiende a ser sustituido por un nuevo paradigma que
contempla la integracion de la identificacion y el control predictivo. En
esta aproximacion, y debido a los problemas que presenta la identificacion
en bucle cerrado, se insiste en mantener una excitacion persistente en las
senales para poder identificar (Genceli H. and M. Nikolaou, 1996).

e Utilizacion de técnicas de optimizacion alternativas para hacer frente a
problemas que se plantean con modelos no lineales, restricciones de fun-
cionamiento y nuevos indices (problemas no convexos y/o discontinui-
dades a resolver en tiempo real). Por ejemplo, (Pérez de Madrid, 1995)
utiliza la programacion dindmica como técnica de optimizacién, y en
(Martinez et al., 1996), (Onnen et al., 1997) o (Martinez et al., 1998) se
aplican los algoritmos genéticos o simmulated annealing como técnicas
de optimizacién.

1.3 El control predictivo y la industria

Una comparacién de (Qin and Badgwell, 1997) y (Qin and Lee, 2001) puede
ofrecernos una vision general del panorama actual del control predictivo en la
industria y cudles han sido los ultimos avances en éste campo, tras interrogar a
las principales companias sobre sus productos. En general en la iltima década
ha habido un ntimero de empresas que han comercializado paquetes de control
predictivo, pero en los tltimos 4 anos parece haberse consolidado el mapa de
empresas que ofrecen productos de este tipo tras absorciones y compras de
patentes de unas por parte de otras. Por ejemplo, Setpoint Inc. (quien co-
mercializaba el paquete SMC-IDCOM) y Treiber Controls (con su Optimum
Predictive Control (OPC)) han sido absorvidas por Aspen Technology (DMC-
plus). Profimatics (quien vendia el paquete Predictive Control Technology
(PCT)) actualmente pertenece a Honeywell (RMPCT). En la tabla 1.3 se enu-
meran las companias mas importantes que en la actualidad ofrecen productos
de control predictivo.

Del analisis de los datos ofrecidos por estas companias, cabe destacar lo si-
guiente:

e El ntimero total de aplicaciones de MPC instaladas esta entorno a 4600
(en 1995 se aproximaba a 2200).
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Compahia Producto

Adersa Predictive Functional Control (PFC)

Adersa Hierarchical Constraint Control (HIECON)
Aspentech DMCplus

MDC Tec. Shell Multivariable Optimiser Control (SMOC)
Honeywell Robust MPC Technology (RMPCT)
Predictive Control Ltd. || Connoisseur

Tabla 1.3: Aplicaciones mds importantes que implementan el MPC lineal y sus
fabricantes.

e La mayoria de estas aplicaciones (un 67%) pertenecen a la industria
petroquimica y de refino.

e Industrias puramente quimicas y papeleras muestran un interés creciente
por estas aplicaciones, aunque también aparecen otras como alimentarias,
del automovil, aeroespaciales y de semiconductores.

e Aspentech aparece con el mayor nimero de aplicaciones instaladas (1850)
y con el mayor tamano de proceso bajo control (630 variables controladas
x 283 variables manipuladas).

De la lectura detallada de estos informes se deduce que todas las casas co-
merciales tienen su algoritmo de control representativo, el cual es modificado
continuamente. En la actualidad los algoritmos de control predictivo lineal
que estan implantados, presentan las siguientes caracteristicas:

e Los modelos utilizados son de tipo respuesta impulsional o escalén (FIR),
funcion de transferencia o espacio de estados.

e Todos los productos industriales asumen una perturbacién constante a
la salida a la hora de realimentar la informacion, aunque algunos de ellos
utilizan filtros de Kalman (SMOC).

e Todos los algoritmos penalizan el excesivo esfuerzo de control de diferen-
tes formas: factor de ponderacién, trayectoria de referencia, umbral para
valores singulares, etc.

e La mayoria de los estos productos aplican restricciones duras en la fa-
se de optimizacién estatica y restricciones blandas en la salida para la
optimizacién dinamica.
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e En todos los casos se utilizan horizontes de prediccién y de control finitos.

Pudiendo adema&s destacar, cuales han sido los cambios mas recientes en la
tecnologia de control predictivo lineal que actualmente esté disponible:

e Los modelos en espacio de estados y funciones de transferencia estan
comenzando a utilizarse desplazando a los modelos basados en respuesta
en impulso o escalén (estos modelos estan restringidos a procesos estables
y requieren un nimero elevado de pardmetros).

e Aparecen alternativas a la identificacién basada en pruebas con el proce-
so. Junto al simple minimos cuadrados, métodos basados en subespacios
y algoritmos de minimos cuadrados recursivos estan implementados ac-
tualmente en las aplicaciones.

e En la actualidad algunos productos que utilizan modelos en espacio de
estados disponen de esquemas de realimentacion basados en filtros de
Kalman.

e Puesto que la mayoria de los controladores predictivos deben ser sintoni-
zados para alcanzar un bucle cerrado nominalmente estable, una practica
reciente consiste en utilizar horizontes de prediccién elevados para alcan-
zar amplios mérgenes de estabilidad basados en los resultados de (Muske
and Rawlings, 1993).

e Algunas aplicaciones implementan estrategias de control adaptativo y
multi-modelos.



Capitulo 2

El controlador GPC y la
descomposicion en valores
singulares (SVD)

Las ideas que subyacen en el controlador DMC y el controlador predictivo gene-
ralizado (GPC) son esencialmente las mismas (Prada et al., 1994). El primero,
desarrollado en el dmbito industrial y el segundo, béasicamente, en el ambito
académico. Tradicionalmente el controlador DMC fue concebido para trabajar
con procesos de naturaleza multivariable con restricciones (procesos tipicos en
las industrias quimicas y petroquimicas) y su formulacién, completamente de-
terminista, no inclufa explicitamente ningtin modelo de perturbaciones (Morari
and Lee, 1997). Por el contrario, aspectos de tipo estocdstico juegan un papel
importante en el controlador GPC, pensado especialmente para procesos SISO
en un contexto de control adaptativo (Bemporad and Morari, 1999), (Yoon and
Clarke, 1994a), (Clarke, 1991). La extensién al caso multivariable del GPC
es conceptualmente sencilla, pero su elaboracion es bastante costosa, donde
aparecen numerosos detalles a tener en cuenta (Garcia et al., 1989). Los con-
ceptos aqui explicados pueden ser aplicados tanto al controlador DMC como
al controlador GPC, sin embargo, la exposicién se ha realizado en base a éste
ultimo debido sobre todo a:

e Con el GPC se pueden plantear una gama bastante amplia de problemas
de control (procesos inestables, de fase no minima, etc) con un nimero
razonable de parametros de diseno.

e Fl modelo en forma de funcién de transferencia utilizado en el GPC
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permite realizar un analisis del sistema en bucle cerrado al estilo clasico
(estabilidad, robustez, etc).

En este capitulo, tras un breve repaso a los conceptos del controlador predicti-
vo generalizado, se expondra la herramienta clave en el desarrollo de esta tesis
como es la descomposicién en valores singulares o descomposicién SVD (Sin-
gular Value Decomposition). A continuacién, se plantea el problema del mal
condicionamiento numérico en el control predictivo y como esta herramienta
puede ayudar a aliviar este problema a través de las denominadas componen-
tes principales. La relacion existente entre los valores singulares y el factor de
ponderacion de la accion de control en el indice de coste, permite comparar un
GPC estandar con el controlador disenado en base a la alternativa presentada.

2.1 Controlador Predictivo Generalizado (GPC)

La formulacién del GPC con indice de coste cuadratico ha sido ampliamente
desarrollada en (Clarke et al., 1987a),(Clarke et al., 1987b) y (Camacho, 1993).

En dicha formulacién se utiliza el modelo estocastico CARIMA:

5 (k) (2.1)
Donde:

) es la salida del sistema.

y(k
e u(k) es la accién de control.
§(k

e ¢(k) representa la perturbacién (ruido blanco).

e A=(1-271

o T(z7Y)=ty+t127' +- - + 127 es un polinomio de filtrado de pertur-
baciones.

e BzHz' = bzt + -+ + bz ™ es el numerador de la funcién de

transferencia discreta del proceso.

o Az =1+4a1z7' + -+ + @027 es el denominador de la funcién de
transferencia discreta del proceso.
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Considerando el modelo anterior y las ecuaciones polinémicas siguientes:

Tz = E(zYAA+2F(z™h) (2.2)
Ei(zYB(z™) = GizHT(™Y + 2Tz ™)

se plantea el siguiente modelo de prediccion:

y(k +ilk) = Gi(zHAu(k+i—1)+ f(k+i|k) (2.4)
J(k+ilk) = Z;((j_l;y(k) + I;"((j_l))m(k ~1) (2.5)

el cual permite, situados en el instante k, predecir el valor de la salida en el
instante k + i.

Cabe destacar ademas, el claro significado que poseen las dos partes de la
expresion (2.4):

f(k+i|k) : Es la prediccién de la respuesta libre del sistema. Dicha predic-
cién se calcula, exclusivamente, utilizando informacién conocida hasta el
instante k, puesto que I'; y F; son polinomios con un numero finito de
términos en potencias de z~! (FIR).

Gi(z"HAu(k +1i—1) : Es la prediccién de la respuesta forzada del sistema.
basada en un ntimero finito de acciones de control propuestas para ins-
tantes futuros.

Aplicando la expresién (2.4) para los instantes 1... N, se puede obtener una
forma matricial para la prediccién de esos instantes:

y(k + 1]k) Au(k)
y(k—|—2|k) _ Au(k:—i- 1) g
y(k+N|k) Au(k#—.N—l)
y = GAu+f (2.6)

donde
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9o 0 0
o= | 27
gN-1 gnN-2 9o
Auf (k- 1) ¥ (k)
f =T éuf(k_Z) +F vk —1) (2.8)
Auf(k —nr) v/ (k —np)
o _ Au(k)
Au’ (k) TG ) (2.9)
f _ y(k)
Ay’ (k) T (2.10)

siendo I" y F' las matrices que contienen en cada fila los coeficientes de los
polinomios I'; v F; de grado nr y ny respectivamente y ¢; los coeficientes' de
los polinomios Gj.

Para el calculo del controlador GPC, se plantea la minimizacion de un indice
cuadratico que incluye las predicciones de la salida a lo largo de un nimero
finito de instantes:

J(Au) = i: osly(k +ilk) —w(k +14))° + Z N[Au(k 47 —11k)]°  (2.11)

donde:

e N, Ny: son los valores minimo y méaximo que establecen el horizonte de
prediccion o numero N de predicciones a realizar, N = Ny — Ny + 1.

e N,: Se denomina horizonte de control y representa el maximo nimero
de incrementos de la variable manipulada a calcular (grados de libertad)
teniendo en cuenta que Au(k + N, +1) = Au(k+ N) = 0.

'Los coeficientes de los polinomios G; resultan ser los coeficientes de la respuesta del
proceso ante un escalén unitario.
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o Zf\le a;ly(k + i]k) — w(k + 7)]*: representa una medida del error entre
la salida y la referencia (w) en el horizonte de prediccién, ponderado por
los factores «;.

o Zjvz“l A\i[Au(k + j — 1)]*: representa una medida del esfuerzo de control
en el horizonte de control, ponderado por los factores A;.

Es posible expresar el indice (2.11) en forma cuadratica como:

J(Au) = (y —w)la(y —w) + Au” \Au (2.12)

donde anxn ¥ AN, xn, Son matrices diagonales y

= [wk+1),...,wk+ N)* (2.13)

y [y(k +1]k),...,y(k + Nk)]* (2.14)
Au = [Au(k),...,Au(k+ N, —1)]* (2.15)
(2.16)

Sustituyendo (2.6) en (2.12) y minimizando éste, se obtiene la expresion del
controlador GPC SISO sin restricciones:

Au = (GTaG 4+ N 'GTa(w —TAw — Fy') (2.17)
£

donde:

o Gnuny, U'Nsnps Fnxnp: Matrices procedentes del modelo de prediccion
(2.6).

° AU£Fx13 Vector de los incrementos de acciones de control pasadas, fil-

tradas por el polinomio 7.

° yf;Fxl: Vector de salidas pasadas, filtradas por el polinomio 7.

Llamando e al error obtenido al restar la referencia w menos la prediccién de
la respuesta libre del sistema f

e=w—f=w— (['Au’ + Fy’) (2.18)
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se puede reescribir la ley de control (2.17) como:
Au = (GTaG + \)'GTae (2.19)

2.2 Formulacién como un problema de minimos

cuadrados

La mejor forma de calcular la solucién al problema de control predictivo es
plantear éste como un problema de minimos cuadrados. Puesto que los ele-
mentos de las matrices de ponderacién a y A cumplen:

OéiZO, )\320

es posible encontrar matrices () y A que sean sus raices cuadradas, es decir:

a=0QTQ, M=ATA (2.20)

Como en la mayoria de los casos estas matrices son diagonales, obtener sus
raices cuadradas es trivial (tan sélo tomando la raiz cuadrada de cada elemento
de la diagonal).

Considerando el vector

{ gﬁm —el } (2.21)

Se puede comprobar que la magnitud al cuadrado de este vector, (su norma
euclidea al cuadrado), es equivalente al indice de coste (2.12):

J(Au) = ally—wl;+A][ Aulf
al| GAu+f —w 3 4+A] Au |3
= a GAu—e|;+A | Auj
= | QGAu—Qe |3+ || AAu |3

- H { gﬁm —e} } 2 (2.22)

2
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Reescribiendo (2.22) como

2 2

)

g (5

~ 2
- HGAu - 6” (2.23)
2

2 2

se puede concluir que el valor éptimo (2.19) resultado de la minimizacién del
indice de coste (2.12), es la solucién, en el sentido de minimos cuadrados, del
sistema de ecuaciones lineales siguiente:

GAu=2¢ (2.24)

donde G € RN+NuxNu v § ¢ RN+Nux1,

Se define el sistema de ecuaciones normales asociado al sistema (2.24) como:

GTGAu=G"e (2.25)

donde GTG € RNoxNu y GTg € RVux1

El sistema de ecuaciones normales (2.25), posee siempre una solucién?:

Au = (GTG)"'GTe (2.26)
= (GTaG+N)"'GTae

La expresién (2.26) coincide con la solucién del sistema (2.24) en caso de que
éste fuera compatible pero, generalmente, éste no lo es. Es decir, no existen
grados de libertad suficientes para obtener una solucién exacta. En ese caso,
(2.26) es la solucién en el sentido de minimos cuadrados del sistema (2.24).
Incluso en el caso de no incluir ponderacién de la accién de control (A = 0),
existen mas ecuaciones que incognitas y la accién de control calculada como

Au = (GTaG)*GTae (2.27)

es la solucién de minimos cuadrados del sistema

2Siempre y cuando rcmk(é) =N,
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QGAu = Qe (2.28)

El sistema?® anterior refleja mejor el objetivo del controlador predictivo: conse-
guir que la prediccién de la salida alcance la referencia. Entonces, ;cudl es el
verdadero motivo por el que se incluye un factor de ponderacién en la accién
de control? La respuesta hay que buscarla en el mal condicionamiento de la
matriz G, y cémo este problema se magnifica al calcular (GTaG)™!.

2.2.1 ;Por qué aparece el problema del mal condiciona-
miento en control predictivo?

En las industrias de proceso continuo (y en particular en las aplicaciones de
tipo quimico o petroquimico) aparecen frecuentemente procesos mal condicio-
nados. El problema en los procesos mal condicionados se manifiesta cuando
dos (o maés) variables manipuladas poseen el mismo efecto en las variables
controladas. Un control preciso para este tipo de procesos, cuando las inte-
racciones son extremas, requiere una inversion del modelo del proceso. Sin
embargo, debido a este mal condicionamiento, esta inversiéon puede ser muy
sensible a incertidumbres en la entrada y a errores de modelado (Chang and
Yu, 1992).

En control predictivo el mal condicionamiento aparece especialmente en el
control de procesos multivariables, donde la soluciéon éptima expresada en la
ecuacién (2.27), no debe ser obtenida formando el producto (GTa@), ni cal-
cular su inversa. Por ello hay que prestar especial atencién a los algoritmos
numeéricos que se utilizan para calcular dicha solucién cuando la matriz G esta
mal condicionada (ver apéndice B).

En el caso multivariable y para un proceso con n variables controladas y m
variables manipuladas, supéngase que dos variables controladas se comportan
exactamente igual. Entonces las filas correspondientes de la matriz dinamica
Ganxmn, Serian iguales, por lo que su rango disminuiria en N (el numero de
filas iguales), y poseerfa un rango menor que el esperado por sus dimensiones.

Puesto que (Meyer, 2000):

rank(G) = rank(GTG) = rank(GTaQ) (2.29)

3Para respetar la ponderacién utilizada en el indice de minimos cuadrados, la matriz Q
no se elimina de ambos lados, dado que de hacerlo, se obtendria una solucién diferente.
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si este rango fuera suficientemente pequeno, podria ser menor que m - N, y la
matriz (GTaG) N, xmn, seria singular.

En la préctica, las variables no se comportan idénticamente igual unas que
otras, pero a veces, si que pueden mostrar un comportamiento muy parecido.
Esto llevaria a tener filas de G que se podrian calificar como cercanas a ser
dependientes unas de otras.

Por consiguiente la matriz G, y de igual forma GT oG, estarfan muy cerca de ser
singulares. Incluso sin estos casos extremos, es habitual seleccionar N > N,,
por lo que las tltimas filas de G estan a menudo muy cerca de ser dependientes
unas de otras.

La mayoria de controladores predictivos utilizan indices de tipo cuadratico y
calculan las acciones de control que minimizan la suma de los residuos al cua-
drado del sistema de ecuaciones planteado en (2.28). El problema es que los
residuos solamente son indicadores fiables de la precisién alcanzada por dicha
solucion si la matriz G esta bien condicionada, puesto que el mal condiciona-
miento de la matriz G en un controlador predictivo se traslada al condiciona-
miento de la matriz GTaG. De ahi la importancia de plantear un problema
de minimos cuadrados bien condicionado.

En las aplicaciones industriales de control predictivo, este problema se ha tra-
tado de solucionar de diferentes formas (Qin and Badgwell, 1997):

e En el controlador DMC de AspenTech, el factor de ponderacién de las
acciones de control se ajusta para mejorar el condicionamiento de la
matriz que va a ser invertida.

e En SMC-IDCOM, de Setpoint Inc., el usuario define un ranking para
las variables controladas por orden de prioridad. Cuando se detecta un
numero de condicion elevado, el controlador elimina las variables de més
baja prioridad hasta obtener un subproceso a controlar bien condiciona-
do.

e En RMPCT de Honeywell se utiliza el método denominado SVT (Sin-
gular Value Thresholding) en el que se realiza una descomposicién en
valores singulares del proceso. Los valores singulares por debajo de un
umbral establecido son descartados y se reconstruye un modelo mejor
condicionado con los valores singulares restantes, que es usado para el
control.
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2.3 La descomposicion en valores singulares

La descomposicién en valores singulares (SVD) es una técnica de descomposi-
cién matricial muy efectiva, y puede ser usada, para resolver distintos tipos de
problemas (conjuntos de ecuaciones lineales, problemas de minimos cuadrados,
ete).

La descomposicion en valores singulares se define como:

Dada un matriz A no cuadrada de dimensiones n X m y de rango r, existen
matrices ortogonales y unitarias U,x, V Vinxm, ¥ Una matriz diagonal positiva
Sr«r, tales que

A=UxVvT (2.30)
donde,
g1 0 0
S 0 0 o9 0
Y= S =
Salse T
0O 0 --- o
Uty = 1 (2.31)
viv =1 (2.32)

En términos de dlgebra matricial, las matrices U y V representan un simple
cambio de coordenadas y poseen una estrecha relacién con los vectores propios
y autovalores de AAT y AT A respectivamente (ver apéndice C).

La matriz A tiene min(m, n) valores singulares denotados por o;, r de los cuales
son unicos y distintos de cero. Normalmente, los algoritmos que calculan la
descomposicién en valores singulares de una matriz ofrecen éstos en orden
decreciente segin su magnitud:

C=0,>0y>-->0,=0 (2.33)

La estructura de la matriz ¥ permite reescribir la matriz A como
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A=owv! +ooupvl + -+ ouvh (2.34)

donde u; y v; son las i-ésimas columnas de las matrices U y V respectivamente.
La ecuacién anterior ilustra la estrecha relacion entre un valor singular o; y las
correspondientes columnas de las matrices U y V.

Con los valores singulares también se puede calcular el nidmero de condicion
de una matriz (k(A)), que se define como el ratio entre el valor singular mas
grande y el mas pequeno:

K(A) = (2.35)

[SHEST

y es un indicador del mal condicionamiento de una matriz (ver apéndice B).

La descomposicién SVD descrita anteriormente tiene excelentes propiedades
numéricas permitiendo la determinacion fiable del rango de una matriz y el
calculo de pseudoinversas.

La pseudoinversa A" de una matriz A, se define como:

At =vytut (2.36)
donde
U—ll 0 0
s-1 0 L 0
E+ — . S—l — 02
{ 0 0 } SN
o 0 ... X

La descomposicion en valores singulares es una herramienta matemaética utili-
zada ampliamente en la teoria de control multivariable. Por ejemplo:

e La descomposicion SVD se aplica sobre la respuesta en frecuencia de un
sistema para obtener informacion acerca de su ganancia y las direcciones
principales de la planta (Skogestad and Postlethwaite, 1996).

e En la teoria de control robusto la descomposicion SVD se utiliza para
obtener margenes de robustez de sistemas multivariables frente a errores
de modelado (Maciejowski, 1989).
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e Es ttil en técnicas de reduccion del orden de modelos lineales (Balan-
ced realization). Comunmente modelos lineales en espacio de estados
obtenidos a partir de modelos no lineales incluyen un gran nimero de
estados, la mayoria de los cuales no influyen demasiado en las funciones
de transferencia de interés. Utilizando la descomposicién SVD se pue-
den identificar qué estados pueden ser eliminados sin introducir grandes
errores en el modelo resultante (Zhou and Doyle, 1998).

e Puede ser usada directamente como un desacoplador (Steady State De-
coupler) para controlar el proceso como un conjunto de bucles simples e
independientes, para determinar la mejor posiciéon de los sensores o para
decidir cudles son las mejores variables manipuladas para controlar el
proceso(Deshpande, 1989).

2.4 Calculo del controlador GPC via SVD

Partiendo de la ley de control para el GPC sin restricciones 2.17, y suponiendo

que no existe ponderacién de la accién de control (A = 0) es posible reescribir
la expresion anterior como:

Au = (GTaG)'GTa(w — 1) (2.37)

Llamando () a la matriz resultante de aplicar la raiz cuadrada a la matriz
diagonal « (2.20), se tiene

Au = (GTQTQG)'GTQTQ(w —f) (2.38)

Empleando la descomposicién SVD de la matriz QG = ULV y sustituyendo

en (2.38)
-1
Au = ((UZVT)TUEVT> UV Q(w — f) (2.39)

Llamando e al vector (w—f), y aprovechando la ortonormalidad de las matrices
U y V, tras operar se llega a*:

4En el caso de tener una ponderacién constante de los errores de prediccién, oy = ... =
ay, la matriz @) podria omitirse de la expresién (2.40).
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Au=VYXTUTQe = (QG)" Qe (2.40)

siendo la matriz (QG)™ la matriz pseudoinversa de QG. De la expresién (2.40),
se deduce la utilidad de la pseudoinversa para solucionar problemas de minimos
cuadrados (ver apéndice C) cuando el control predictivo se plantea como un
sistema de ecuaciones de la forma (2.28).

Si la matriz QG es de rango completo por columnas, entonces las soluciones
(2.37) y (2.40) son equivalentes. Sin embargo, cuando la matriz QG estd
préxima a perder el rango (su nimero de condicién es elevado), el problema
estd mal condicionado. Esto quiere decir que pequenos cambios en la matriz
QG pueden provocar grandes cambios en los elementos de la solucion Au. En
este caso, la solucién calculada, puede ser significativamente diferente de la
solucién verdadera, debido principalmente a este mal condicionamiento.

Asi, los controladores calculados con la expresién (2.37), suelen dar como resul-
tado acciones de control elevadas y consecuentemente inaceptables. La verda-
dera razon de este fenomeno esta en observar como en la mayoria de los casos
conforme aumentan los horizontes N y N,,, empeora el condicionamiento de la
matriz QG (Golub and van Loan, 1996), (Wilkinson et al., 1994). A modo de
ejemplo, en la figura 2.1, se representa el nimero de condicién de esta matriz
para distintos horizontes, tanto de prediccion como de control para un proceso
multivariable.

Como se enuncié en el apartado anterior, algunos controladores comerciales
implementan diferentes estrategias para manejar problemas mal condiciona-
dos. En el GPC, se incluye en el indice de coste un término de ponderacién
de la accion de control. El factor de ponderacién A, aparte de mejorar el con-
dicionamiento de la matriz a invertir, produce una reduccién en el tamano
de las acciones de control y por tanto un control més suave. Sin embargo,
en la mayoria de los casos, este factor ha de ser elegido empiricamente por el
operador con la ayuda de algunas reglas extraidas, generalmente, de una expe-
riencia previa. Algunos autores determinan estrategias o guias para la eleccién
de este factor basadas en procedimientos de prueba y error o en simulaciones
(Maurath et al., 1988).

En la literatura se encuentran algunos intentos de selecciéon automatica de
dicho pardmetro de ponderacién. Por ejemplo:

e En (Shridhar and Cooper, 1997), (Shridhar and Cooper, 1998) se obtiene
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Figura 2.1: Evolucién del nimero de condicién para un proceso multivariable 2 x 2

una expresion analitica para A, tanto para procesos SISO como MIMO,
en el contexto de un controlador DMC sin restricciones y tnicamente
para modelos de primer orden con retardo.

En (Wilkinson et al., 1990),(Wilkinson et al., 1994) y para un GPC
multivariable, se recalcula automaticamente el factor de ponderacién A
de tal forma que el ntimero de condicion de la matriz dindmica que
se utiliza para calcular el controlador predictivo nunca exceda un valor
preestablecido. En este caso se asume un factor de ponderacién constante
para todos las entradas y la subjetividad se traslada a la eleccion del
limite para el niimero de condicién.

Otra aproximacion, esta vez en cuanto a estabilidad robusta se refiere
es la aportacion de (Vuthandam et al., 1995), donde para un QDMC
con restriccion terminal se desarrollan condiciones suficientes para la es-
tabilidad robusta del sistema que pueden ser usadas directamente en el
calculo de valores minimos para los horizontes de predicciéon y control
y para los factores de ponderacién (resultando en una ponderacién no
constante del horizonte de control).

Otra forma de manejar problemas mal condicionados puede ser a través del

llamado Andlisis de Componentes Principales (PCA) que, como en el uso de un

factor de ponderacién A, produce soluciones subéptimas pero con cambios méas
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pequenos en las acciones de control. El andlisis de los componentes principales,
haciendo uso de la descomposicion en valores singulares, esté estrechamente
relacionado con el factor A y puede presentarse como una alternativa para la
elecciéon un tanto aleatoria de dicho factor.

2.5 Analisis de Componentes Principales

En ingenieria, una gran cantidad de problemas que manejan enormes cantida-
des de datos numéricos son representados en forma de matrices y su solucién
pasa por realizar calculos con estas matrices. Debido a que estos datos contie-
nen una gran cantidad de informacién redundante pueden aparecer problemas
de mal condicionamiento numérico o colinearidad. Entonces seria mejor poder
separar esta redundancia de los datos, bien seleccionando las variables clave o
aplicando métodos para reducir la dimensionalidad de éstos.

El andlisis de componentes principales o Principal Component Analysis (PCA)
ha sido ampliamente utilizado con este objetivo y generalmente es el método
mas extendido para extraer informacion comun de grandes cantidades de datos.

El analisis de componentes principales hace uso de la descomposicién SVD,
y geométricamente puede describirse como una proyeccién de los datos origi-
nales sobre un hiperplano distinto, el de las componentes principales. Esta
transformacién pone en evidencia las relaciones entre las distintas variables
que componen la matriz. Cada componente principal explica un porcentaje de
la variacion de los datos, siendo la primera de ellas la mas importante, luego
la segunda y asi sucesivamente.

Si dichas variables estan correladas o son redundantes, existiran filas o colum-
nas dependientes unas de otras de tal forma que el niimero de valores singulares
distintos de cero serd igual al rango de la matriz. Asi los datos originales pue-
den ser representados por un nimero reducido r de componentes principales
y por lo tanto, es posible utilizar tan solo ese nimero de componentes para
representar la informacion. De esta forma la técnica PCA reduce la dimensio-
nalidad de la matriz de datos original y con tan solo un conjunto reducido de
componentes se puede expresar la mayoria de la variabilidad de los datos.

El analisis de componentes principales ha encontrado aplicacién en numero-
sas disciplinas (andlisis estadistico, compresién de datos, etc.). En control de
procesos, la técnica PCA se ha utilizado ampliamente para la deteccién y aisla-
miento de perturbaciones (Ku et al., 1995), monitorizacién basada en control
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estadistico (SPC) (Nomikos and MacGregor, 1995), (MacGregor and Kour-
ti, 1995), (Thomas et al., 1996), deteccion y diagnostico de fallos (Lewin, 1995),
(Haiqing et al., 2000) y modelado y control de procesos multivariables (Shah
et al., 1998), ya que permite facilmente la extensién de los principios de la
monitorizacion estadistica de procesos a procesos multivariables.

2.5.1 Las componentes principales y el controlador GPC

En este apartado se va a tratar de reflejar, en un contexto distinto en el que
habitualmente se ha utilizado el término andlisis de componentes principales,
cémo se puede reconducir esta técnica hacia la filosofia del control predictivo.
La matriz dindmica del proceso (matriz que contiene las respuestas en escalén
de las funciones de transferencia), que tan importante papel juega en el con-
trolador DMC y GPC, es candidata a ser transformada y analizada en el plano
de las componentes principales.

El problema de minimizar el indice®

J(Au) = (y — w)Taly - w) (2.41)

para el calculo del controlador como se habia anticipado, puede ser reescrito

como:
J(Au) = (GAu+f—w)'QTQ(GAu +f —w) (2.42)
J(Au) = | QGAu-Q(w—f) |3 (2.43)
J(Au) = [ QGAu- Qe |2 (2.44)
siendo | - [|2 la norma euclidea.

Puesto que las transformaciones ortonormales no modifican la norma euclidea,
esto es, si la matriz U es ortogonal y unitaria,

Uz [la=| =[5

se puede transformar el problema de optimizacion, gracias a la descomposicién
SVD de la matriz QG y escribir de nuevo el indice (2.41) como:

5Se asume que no existe ponderacién de la accién de control.
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J(Au) = [|[USVTAu - Qe |3 (2.45)
J(Au) = || SVTAu-U"Qe |3
Jp) = |Sp-gl} (2.46)
donde:
p = VI'Au (2.47)
g = UlQe (2.48)

La solucion a este problema de minimos cuadrados es trivial:

p = X'g (2.49)
p = 2 i—1...N, (2.50)
g;

A los elementos p; del vector p se les conoce como componentes principales
de la solucion que minimiza el indice cuadrdtico y como indica (2.50), dichas
componentes pueden ser facilmente calculadas.

La descomposicién SVD permite interpretar el cambio de variable realizado
en (2.47). Por ejemplo para unos horizontes de prediccién y control igual a
2, supéngase que se aplican todas las combinaciones posibles de acciones de
control futuras tales que ||Aul|z < 1, para obtener todas las respuestas forzadas
posibles y; = QGAu.

La representacion de estas respuestas ofrece una indicacién directa de la sensi-
bilidad del proceso que se quiere controlar a todas las posibles combinaciones
de entradas (figura 2.2). Graficamente, la circunferencia de radio unidad, se
transforma en una elipse. Los vectores de la matriz U, definen las orientacio-
nes de los ejes de dicha elipse, mientras que los valores singulares definen la
magnitud de cada uno de estos ejes. Los vectores v; de la matriz V', se trans-
forman en los vectores u; con ganancia o; puesto que QGv; = wo; (figura
2.2(a)). De este modo los vectores columna de la matriz U forman una base
para el espacio de las posibles respuestas forzadas y; que se pueden alcanzar
por medio de y; = QGAu.

Por el contrario, (figura 2.2(b)), las columnas de la matriz V', son vectores de
N, x 1 elementos que permiten transformar acciones de control definidas en el
plano de las componentes, en acciones de control definidas en el plano de los
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actuadores. El primer vector columna de V (vy), indica la combinacién de las
acciones de control futuras que mas influencia tiene sobre el proceso. Del mis-
mo modo la tltima columna de la matriz V (vy, ) representa la combinacién de
acciones de control futuras que menos influyen sobre el proceso. Graficamente
esto se puede ver como una elipse en el plano de las acciones de control con
unos ejes definidos por los vectores v; y la inversa de los valores singulares.

En términos de operaciones matriciales, el vector g (2.48), representa la trans-
formacién del vector e ponderado por la matriz diagonal ), al plano de las
componentes principales p. Es decir, cada columna de U es un vector de N x 1
que transforma la respuesta forzada deseada (Qe), al plano de las componen-
tes principales del controlador. En general la matriz G tendra mas filas que
columnas (N > N, ), y los vectores upy,+1 ... uy indican las "direcciones” de
las respuestas forzadas que no se pueden alcanzar para cualquier combinacion
de acciones de control futuras.

Sustituyendo la descomposicion SVD de QG en la ecuacién matricial de los
errores de prediccion que componen el indice de coste (2.41)

Qly —w) = QGAu+Q(f —w)
= UZVTAu—-Q(w —f) (2.51)

y premultiplicando ambos lados por U”

UrQly —w) = SVTAu-UTQ(w —f) (2.52)
r = YXp—g (2.53)

de esta forma los términos r = UTQ(y —w) y g = UTQ(w — f) representarfan,
respectivamente, la transformacion del error de prediccion y la respuesta for-
zada deseada del sistema en el plano de las componentes principales. A su
vez, el término p = VT Au representaria la transformacién de las acciones de
control en dicho plano. Es decir, con las matrices U y V es posible rotar las
coordenadas del problema de minimos cuadrados sin pérdida de informacién
de ningun tipo, de tal forma que el problema es mas facil de resolver en el
sistema de coordenadas destino.

Puesto que la matriz ¥ es diagonal, el error de prediccion en la i-ésima coor-
denada (correspondiente a la i-ésima componente principal) depende exclusi-
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se transforman en acciones de control dentro de la elipse.

Figura 2.2: Interpretacion geométrica de la descomposiciéon SVD de la matriz G.
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vamente de la i-ésima componente principal. Expandiendo término a término
la ecuacién (2.53), se obtiene

Ti:{aipi—gi, 1=1...N, (2.54)
; —+

Como se observa, las componentes principales solo aparecen en la ecuacién
(2.54) para los N, primeros términos, mientras que los N — N,, términos res-
tantes, no serian minimizables.

La solucién final deseada, es decir, el conjunto de acciones de control, puede
deducirse de las expresiones anteriores, obteniéndose de nuevo la expresion

(2.40):

Au = Vp
= VEtUTQe = (QG)" Qe (2.55)

Suponiendo que la matriz QG es de rango completo, es decir rank(QG) = N,
se tienen NN, valores singulares positivos y distintos de 0:

S

QG:U[O

] VT (2.56)

Estableciendo la particién del vector g = U7 Qe como

][]

donde g1 € RMu, gy € RN-"Nu [} € RV*Nu vy ], € RVXIN=Nu) - ge puede

desarrollar el indice de coste (2.46) como

Jp) = |Sp—gi |3+ g
= (oip1—g1)*+ -+ (onpn, — 91"+ C (2.58)
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Como se puede observar, la constante C' =|| go ||3 no influye en el problema
de minimizacién. Reformulado el problema de control en términos de las com-
ponentes principales se puede deducir, observando esta expansién del indice,
cémo cada componente principal p;, contribuye a mejorar la solucion. Es decir
si el componente i-ésimo es excluido de la solucién (p; = 0), el residuo se incre-
menta en (g})2. Por el contrario, si el componente p; se incluye en la solucién,
entonces ésta es mejor puesto que el residuo se decrementa justamente (g})>2.

Ademsds, ya que Au = Vp y puesto que la matriz V' es ortonormal, los vectores
p v Au tienen la misma norma euclidea. Entonces cada componente p; utiliza-
da para construir la solucion del problema de minimos cuadrados incrementa la
norma del vector p en una cantidad correspondiente a p?, implicando esto, que
la norma de los cambios en la accién de control también se verd incrementada
en esa misma cantidad.

2.5.2 Relacién entre los Componentes Principales y el
factor de ponderaciéon de la accién de control

En este apartado se va a examinar la influencia del factor de ponderacién A
de la accién de control que se incorpora al indice cuadratico y como afecta a
las acciones de control 6ptimas y a la reduccién del valor del indice. El efecto
de dicha ponderacién puede ser expresado en términos de las componentes
principales del controlador. Estas expresiones seran tutiles para comparar el
controlador predictivo disenado en base a las componentes principales y el
GPC clasico.

El indice a minimizar expresado en forma matricial, ponderando la accién de
control es:

J(Au) = (y —w) aly — w) + Au’ MAu (2.59)

sustituyendo la expresion de la prediccién (2.6) en el indice (2.59), se obtiene

J(Au) = (GAu — e)"QTQ(GAu — e) + Au"ATAAu (2.60)

Indice que se puede reescribir como
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J(Au) =] QGAu - Qe |3 + || Adu |3 (2.61)

Usando la descomposicién SVD de la matriz QG en este indice

J(p) =l Sp—gl+ | AVp [} (2.62)
donde,
QG =Uxv’ (2.63)
p=VTAu (2.64)
g=U"Qe (2.65)

se obtiene la solucién analitica a este problema de minimizacion

aJ
o = Y(Ep—-g)+ AV AVDP
= TS+ VIATAV)p-XTg =0 (2.66)
p = XS+ VIAV)Ixg (2.67)

y transformando dicha solucién mediante la matriz V' al plano de las acciones
de control se obtiene

Au=Vp=VEg=VU"Qe (2.68)

donde,

Yy = (TS + vy TieTt (2.69)

En el caso mds general (factores de ponderacién \; diferentes para cada incre-
mento de la accién de control en el horizonte de control), la matriz X, no es
diagonal y su calculo pasa necesariamente por la inversion de una matriz.

Si se desarrolla la expresion anterior para el caso m&s habitual, donde los
factores de ponderacién son constantes en todo el horizonte de control (A =
B1), se tiene que, al ser V' ortonormal,
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VIBIV = VTV = pI (2.70)

y la matriz (2.69) se expresa como:

Yy = (T2 4+ p0)IET (2.71)

resultando una matriz diagonal, facilmente invertible.

El resultado anterior también se puede alcanzar partiendo de la ley de control
del GPC cuando existe ponderacion constante en todo el horizonte de control:

Au = (GTQTQG + BI)*'GTQT Qe (2.72)

sustituyendo la descomposiciéon SVD de QG en el controlador

Au = ((UZVT)T(UEVT)—|— 6[>_1(UZVT)TQe
= VEUTQe (2.73)

donde ¥, es la misma matriz diagonal de la expresién (2.71), cuyos elementos
son de la forma:

g;
Xa)i = —5—— 2.74
s = 755 (2.74)
Para este caso de ponderaciéon uniforme, las componentes principales tienen la
forma
% i =1...N, (2.75)
i — 5 ——=0i, 1= 1...1Vy .

El efecto de la ponderacién en el indice de coste (2.60) se puede comprobar
sustituyendo el vector éptimo de acciones de control (2.72) en dicho indice. El
minimo coste obtenido es

Tmin = €1 QT {1 — G((QG)TQG + ﬁ[) _IGT] Qe (2.76)
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Sustituyendo la descomposiciéon SVD de QG y simplificando se llega a

Jmin =€ QMU [I = S(Z"S + 1) 'ET U Qe (2.77)

siendo g = UT Qe la transformacién de la respuesta forzada deseada en el plano
de las componentes se puede reescribir (2.77) como

Jnin=8" [I —S(X"S+61)7'E"] g (2.78)

Y puesto que la matriz ¥ es diagonal, la contribucion de la componente prin-
cipal p; en el coste minimo sera

mzn

Mz

- gzaz g; +6) O_zgi) (279)

=1

Multiplicando el término g? por (¢ + 3)/(0? + (3), el coste minimo puede
expresarse como

N
Tunin Z P ﬁgﬂr > g (2.80)

1=Ny+1

La ecuacion anterior demuestra que el factor de ponderacion afecta sélo a los
primeros N, elementos del vector g, y sélo tiene un efecto significativo en
aquellas componentes principales cuyo valor singular o; es pequeno respecto
del factor de ponderacion (3. Si no existiera ponderacion de la accion de control
el coste minimo tnicamente contendria las contribuciones de los N — (N, + 1)
elementos de g, ya que la suma de los N, primeros términos del indice es cero
cuando (= 0.

Si 3 es distinto de cero, la contribucién de g; al coste minimo depende del valor
relativo de o; frente a 3. Si el valor singular o; es muy grande respecto a (3,
el término /(02 + ) serd muy pequeno y por tanto la contribucién de g? al
minimo coste también serd muy pequena. Esto quiere decir que el controlador
cancelard el término g;, ya que su presencia en el indice es infima. Sin embargo,
si el valor singular o; es muy pequeiio relativo al factor 3, el término 3/(02+ 3)
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es aproximadamente 1, lo que significa que g; contribuye por completo al coste
minimo y por tanto no es cancelado por el controlador.

El verdadero beneficio del factor de ponderacion se observa examinando cémo
éste afecta a la norma de las acciones de control. Esta norma (Au” Au = p”p),
puede escribirse en funcién de las componentes principales (2.75) como

AuT Au = i o9 (2.81)
(07 +B)

i=1

Si el factor de ponderacion 3 es cero, la contribucion de la i-ésima componente

principal a la norma del vector éptimo de acciones de control es igual a (g?/0?).
2

Por tanto, cuando el valor singular ¢? es muy pequeno y g2 no es cero, la
componente principal p; contribuye mucho al esfuerzo de control. A peor
condicionamiento de la matriz QG, los ultimos valores singulares son mas
pequenos. Ello explica la elevada contribucién al esfuerzo de control de las

componentes principales asociadas a estos valores singulares.

Cualquier valor de  distinto de cero reducira la contribucion de la componen-
te p; al esfuerzo de control. Cuando un valor singular es grande respecto al
valor de (3, la contribucion de la componente principal p; al esfuerzo de con-
trol es aproximadamente igual a su contribucién cuando no existe factor de
ponderacién (g;/o;).

De esta forma se puede concluir que un factor de ponderacién constante en la
funcién de coste, afectara a todas las componentes principales del controlador,
pero no lo hard de la misma forma (cada componente se verd afectada en
funcién del tamano de su valor singular asociado relativo al tamafio de f3).

Se puede realizar una penalizacion de las acciones de control mas sofisticada,
usando una matriz de ponderacién un poco mas complicada. Esta politica
de ponderacién solo penaliza las componentes principales mal condicionadas
del controlador. Los valores singulares de la matriz > son divididos en dos
grupos, el conjunto de valores singulares llamados bien condicionados (Xg) y
el conjunto de los mal condicionados (X)), de tal forma que ¥ = ¥ 4+ X).
Dichos conjuntos se definen como:
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[ diag(oy,09,...,0,,0,...,0) 1
Yip = 0
(2.82)
o [ diag(0,...,0,0,11,0,192,...,0N,) ]
M 0

donde ¥ contiene los primeros p valores singulares de ¥ que satisfacen o, >
g, siendo ¢ un valor umbral seleccionado, y Xj; contiene el resto de valores
singulares.

La matriz de ponderacién \ para el indice de coste se define como

A=pV(I - SEEp) VT (2.83)

El parametro ( es un escalar, como en el caso de factor de ponderacién cons-
tante, y la matriz V' es la matriz proveniente de la descomposicién SVD de
QG. La matriz X} es la pseudoinversa de g, la cual se obtiene invirtiendo
los elementos de Y5 distintos de cero.

Sustituyendo la matriz A definida en (2.83) en la expresién (2.69) para calcular
el vector éptimo de acciones de control dado en (2.68) se obtiene

Yy o= TS+ pVIV(I - SEEp)VIV)TixT
= ('S448 -xhyE) e (2.84)

La diferencia (I — X5¥5) es una matriz diagonal, cuyos p primeros elementos
son cero y los elementos p+ 1 hasta N, son la unidad. Por lo tanto, las nuevas
componentes principales tienen la forma

&, 1=1...p
pi=1{ 7 (2.85)
2 g, i=p+1...N,
0_3_{_69“ P oAV

donde se observa que las primeras p componentes no se ven afectadas por el
factor de ponderacion. La ventaja consiste en que las primeras componentes
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(aquellas que més influyen en el indice), son incluidas en la solucién éptima
completamente y no de forma parcial.

Otra alternativa seria, ponderar independientemente cada una de las compo-
nentes principales. En ese caso el indice a minimizar seria

Jp)=lZp—gl3+N [ p I3 (2.86)

donde )\, es una matriz diagonal con un factor de ponderaciéon diferente para
cada componente.

La solucion a este problema es

P = X8 (2.87)

donde

= ETE+ 07T (2.88)

es una matriz diagonal cuyos elementos son de la forma

g;

2N )ii = 55—
( /\p) 01-2—1-)\1,1.

(2.89)

Desarrollando el indice (2.86), se puede apreciar como con esta opcién es posi-
ble pesar individualmente la contribucién de cada componente en la solucién:

Jp) = [Zp-glz+N P 3
= (opr— )+ ..+ (OnpN, — 9n)7 + XDl + o+ Ny P, + C
= (o} +A\p))PI —200p11 + g7+ - -
o (0%, + Ao PN, — 208 DN 9N, + 9, + C
(2.90)

Esta formulacion mas general abarca dos casos extremos ya que
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Ap =00 — p; =0

)\Pizo - Pi=

Esta ponderacion individual de los componentes principales tiene su equiva-
lencia en el plano de las acciones de control ya que el indice en funcién de Au
se expresa como

J(Au) =[| QGAu - Qe |3 +A, | VT Au ||3 (2.91)

donde, con la transformacién Au = Vp, el dltimo término es

M| VIAu 3 = (VIAW) A\ (VT Au)
= Au’ (V) VT)Au
= Au’ )\, Au (2.92)

siendo la matriz de ponderacién Aa,, una matriz no diagonal que implica

asociar en cada instante ¢ del horizonte de control, pesos diferentes a cada
Au(k +1).

Resumiendo, y teniendo en cuenta la transformacion ortogonal entre los planos
de las acciones de control y el de las componentes principales (Au = Vp) es
posible indicar lo siguiente:

e Ponderar en el plano de las acciones de control con una matriz diagonal
de elementos constantes equivale a ponderar las componentes también
de forma constante.

AMAu =M Ve 3

e Ponderar en el plano de las acciones de control con una matriz diagonal
de elementos diferentes equivale a ponderar con una matriz no diagonal
en el plano de las componentes.

M Au 3= X Vp [3=p" (VAV )p

e Ponderar de forma individual cada componente (matriz diagonal de ele-
mentos no constantes) equivale a ponderar en el plano de las acciones de
control con una matriz no diagonal.

I Bop 15— ByV Au |3
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2.6 Resumen

En este capitulo se ha presentado el problema de control predictivo genera-
lizado como la solucién de minimos cuadrados de un sistema de ecuaciones
lineales incompatible, cuando se elimina como parametro de diseno el factor
de ponderacién de las acciones de control.

Toda resolucién de un sistema de ecuaciones presenta problemas numeéricos si
la matriz de coeficientes estd mal condicionada. El problema del mal condicio-
namiento es tipico en control predictivo y para solucionarlo, distintas aplicacio-

nes de tipo industrial proponen métodos entre los que se encuentran el uso del
factor de ponderacién A (DMC) o el Singular Value Thresholding (RMPTC).

En este capitulo se utiliza la descomposicion en valores singulares (SVD) como
herramienta matematica para calcular el controlador GPC sin factor de ponde-
racion A, dando lugar a las llamadas componentes principales. Con las matrices
U y V es posible rotar las coordenadas del problema original de minimos cua-
drados sin pérdida de informacién de ningun tipo, de tal forma que éste es més
facil de resolver en el sistema de coordenadas destino.

De esta forma cada componentes principal asociada a un valor singular, repre-
senta uno de los grados de libertad disponibles para solucionar el problema.
Las componentes aparecen ordenadas de mayor a menor importancia y del
analisis de éstas se deduce que, si se incluyen en la solucién las componentes
menos influyentes, es necesario un gran esfuerzo de control para reducir cuanto
apenas el valor del indice de coste. De este hecho se postula, como parametro
de diseno, el nimero de componentes a incluir en la soluciéon para construir el
controlador.

El capitulo finaliza poniendo de manifiesto cudl es la relaciéon entre las com-
ponentes principales y el factor de ponderacién A que aparece en un GPC
estandar. Se concluye que un factor de ponderacién constante en la funcién
de coste, afectara a todas las componentes principales del controlador, pero no
lo hard de la misma forma (cada componente se verd afectada en funcién del
tamanio de su valor singular asociado, relativo al tamano de \), con lo que el
efecto de eliminar componentes principales serd equivalente al de la utilizacién
de dicho factor de ponderacion.
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Capitulo 3

El controlador PC-GPC

En problemas mal condicionados, las componentes que corresponden a los
valores singulares mas pequenos contribuyen muy poco a mejorar la calidad
de la solucién puesto que reducen muy poco el indice de coste (los elementos
g4 son pequenos), pero por el contrario contribuyen enormemente a aumentar
la magnitud del vector p (p? es grande) y consecuentemente, la magnitud del
vector de acciones de control.

Bajo estas condiciones, y para afrontar el problema del mal condicionamien-
to, seria mas conveniente obtener una solucion excluyendo las componentes
que corresponden a los valores singulares mas pequenos, obteniendo asi una
solucién aproximada. El controlador calculado de esta forma, denominado
PC-GPC (Principal Component Generalized Predictive Control), es mas ro-
busto frente a errores de modelado comparado con el controlador calculado
para todas las componentes.

3.1 EIl niimero de componentes (NPC) como

parametro de diseno

Planteando la solucién en el plano de las componentes principales se puede
calcular la ley de control del controlador predictivo suponiendo que se incluyen
tan solo las primeras NPC componentes

Au=VX'g (3.1)
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donde,

dz’ag(al, 02,...,0NPC; ONPCH1s -« -5 ONu)
0

= (3.2)

y las componentes principales adoptan la forma

9i :
= =1...NP
pi = o; ! ¢ (3.3)

0, i=NPC+1...N,

Tanto el uso del factor de ponderacion constante de la accion de control [,
como la eliminaciéon de componentes principales producen el mismo efecto en
la solucion del problema de minimos cuadrados.

El factor (3, se encarga de ponderar todos y cada uno de las NV, componentes
seglin la ecuacién (2.74). Estos factores estan limitados entre la inversa del
valor singular y 0. Si 3 es mucho mayor que o2, la componente serd eliminada
de la solucién. Por el contrario, si 0? domina a (3, entonces esa componente
contribuird integramente a la solucion.

Entre estos dos casos limite, existe un rango de valores de 3 que reducen pro-
gresivamente la aportacién de cada componente a la solucién. Asi, al incluir el
factor 3, se permite un cambio gradual en la ponderacién de los componentes
principales. Sin embargo, si dos componentes tienen valores singulares pare-
cidos, no es posible eliminar de la solucién el componente mas pequeno sin
afectar al valor singular adyacente.

En el controlador PC-GPC, se eliminan integramente componentes principa-
les de la solucién, por lo que es posible actuar sobre un tnico componente
sin afectar a otro. Ademas, el andlisis de los elementos de los vectores de los
componentes (p) y de los residuos (g), puede ofrecer gran cantidad de infor-
macion respecto a qué componentes contribuyen significativamente a mejorar
el control y cudles sélo incrementan el tamano de las acciones de control sin
mejorar la calidad de la solucién (incrementando la sensibilidad a errores de
modelado).

Esta informacién ofrece la posibilidad de desarrollar diferentes controlado-
res, mas robustos a errores de modelado o menos, seleccionando el valor del
pardmetro NPC en el cdlculo del vector éptimo de acciones de control (Sanchis
et al., 2001).
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Una vez obtenida la descomposicion SVD de la matriz QG, el problema de
minimizacién se reduce a la expresién (2.46). Para disenar el controlador, se
puede suponer que la planta se mantiene estable en torno al punto de funcio-
namiento. Esto implica que la prediccion de la respuesta libre f sera nula por
lo que

g=U"Q(w—f)=U"Q(w —0)

Con el propésito de obtener un controlador que se comporte de forma éptima
para cambios en la trayectoria de referencia (por ejemplo, un escalén unitario),
el término g seria ahora:

w=[11-..1]"
g = Ul'Qw

En esta situacién y calculados los vectores p y g ! para el caso mds desfavora-
ble, es decir, para el primer instante, se podrian calcular facilmente diferentes
indicadores relativos a:

e La reduccién que cada componente produciria en el indice de coste por
el hecho de ser incluida en la solucion.

e El esfuerzo de control necesario para reducir el indice de coste justamente
en esa cantidad.

e La mejora en el condicionamiento de la matriz a invertir y por tanto en
el comportamiento del controlador.

Con este fin, se puede elaborar una tabla de la que extraer informacion sobre
cada uno de los componentes principales con los que construir el controlador.
Cada una de las columnas contendria lo siguiente.

1. El valor singular asociado o;.

'El vector g contiene los primeros N, elementos del vector g segiin la particién expresada
en (2.57)
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. La reduccion que cada componente p; produciria en el indice de coste, si

ésta fuera incluida en la solucién (p; # 0), expresada en porcentaje res-
pecto al total de reducciéon posible correspondiente a no incluir ninguna
componente:

L (g)?
Red(7) = x 100
( ) g11g1

. El valor del indice de coste, asumiendo que la componente p; y todas las

anteriores (aquellas con valores singulares mayores) han sido incluidas
en la solucion, expresado en porcentaje respecto al total de reduccion
posible:

>ia(el)?

TRed(7) = (1 —
<) ( g17g1

) x 100

. La contribuciéon de cada componente p; a la norma del vector de accio-

nes de control expresado en porcentaje respecto al total del esfuerzo de
control generado si se incluyésen todas las componentes:

p?

Norm(i) =
(4) 07D

. La magnitud del vector de las futuras acciones de control propuestas,

incluyendo la aportacion de la componente p; v todas las anteriores:

TNorm(i) = Zp?
j=1

. La primera accién de control (Au;) que se aplicaria al proceso si se

incluyeran la componente p; en la solucién y todas las anteriores:
i
Au(l)l = Z’Uljpj
j=1

donde v;; son los elementos de la matriz V.

. Porcentaje de mejora del nimero de condicién respecto al nimero de

condicién inicial, si se incluyeran la componente p; y todas las anteriores:

MCond(i) = (1 - ;1@/2)) % 100
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o también, simplemente, el niimero de condicién de la matriz con la que
se construye el controlador, respecto del nimero de condicion inicial:

Cond(i) = (:(gg)) % 100

Analizando la tabla anterior se pueden extraer conclusiones respecto a qué
componentes deberian ser incluidas en el controlador y qué otras componentes
deberfan ser descartadas en funcién de distintos criterios (condicionamiento
del controlador, esfuerzo de control, etc.)

3.1.1 Ejemplo: Control de un proceso de 5° orden

Para ilustrar la aplicacién de la descomposicion SVD al disenio del controlador
GPC, considerese el siguiente proceso SISO:

1

Gls) = (5s+1)5

(3.6)

El controlador GPC se calcula utilizando un periodo de muestreo de 2 segundos
y los siguientes parametros de diseno:

Ny | No | N [T | e
1]s0[10] 1 |[1]

Aj
> (3.7)

La matriz dindmica del proceso G esta, en este caso, mal condicionada como
asi lo indica su ntimero de condiciéon:

k(QG) = 5.2776 x 10°

Intentando resolver el problema de control utilizando la expresion clasica para
el controlador GPC (ecuacién 2.17), se obtienen los resultados de la figura 3.1.
En ella se puede observar cémo las acciones de control son extremadamente
elevadas para conseguir llevar la salida del proceso a la referencia, resultando
inadecuadas o irreales. El mal condicionamiento numérico del controlador
produce una gran sensibilidad frente a errores de modelado. Esto se puede
comprobar cambiando ligeramente el proceso por :

1

Gs) = 005 T 1)

(3.8)
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y comprobando qué ocurre al utilizar el GPC disenado (figura 3.2). Al cambiar
el proceso, la matriz dinamica G que se estd usando no es “realmente” la que
muestra el verdadero comportamiento de la planta, de tal forma que el contro-
lador calcula soluciones que cree 6ptimas, pero que difieren significativamente
de las que verdaderamente necesita el proceso. Asi, el controlador es sensible
a pequenos cambios en esta matriz y es incapaz de llevar la salida del proceso
a la referencia. Ni siquiera una opcion valida en otros casos, como es incluir el
polinomio de filtrado T'(271), soluciona este problema (figura 3.3). Con el con-
trolador PC-GPC, disenado en base a las componentes principales, un cambio
idéntico en el proceso que en el caso anterior, no afecta a la estabilidad de
bucle cerrado.

Respuesta en bucle cerrado con GPC (referencia & y(t))

1.4 T T T T T T T T
121 /\ B
21 B
> V
o 08F 7
Q
=
06 4
o
204 i
0.2 -
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo (seg.)
4000
2000 i
=1
Y |
c
o
(5]
—2000 -
_4000 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 3.1: Si el modelo es igual al proceso, el control es adecuado.

La tabla 3.1, muestra las componentes principales para esta proceso junto a
los indicadores numéricos mencionados anteriormente. En la figura 3.5, se
representan algunas columnas de dicha tabla. Realizando un analisis de esta
informacion se pueden extraer algunas conclusiones interesantes.

Por ejemplo, en la columna Red (figura 3.5(a)), se muestra cémo cada compo-
nente, contribuye a reducir el indice de coste. En la tabla se puede observar
claramente que, las ultimas tres componentes contribuyen aproximadamente
un 1% en reducir la funcién objetivo, mientras que su contribucién en la mag-
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Respuesta en bucle cerrado con GPC (referencia & y(t))
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Figura 3.2: Si proceso y modelo no coinciden, el bucle cerrado es inestable.

Respuesta en bucle cerrado con GPC (referencia & y(t))
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Figura 3.3: El bucle cerrado es inestable, incluso utilizando un polinomio T'(271) =
(1-0.9271)%
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Respuesta en bucle cerrado con GPC y PCA
1.4 T T T

o o
N
|

referencia & y(t)

o
»
T
I

o
N
T
1
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-30 1 1 |
0 10 20 30 40 50 60
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Figura 3.4: Con el controlador PC-GPC, el bucle cerrado es estable, para la misma
discrepancia entre proceso y modelo.

nitud del vector de las acciones de control es notable. También se observa
como, en este caso, cada componente reduce el indice de coste un valor menor
que todas aquellas con valores singulares mayores.

En la columna Au(1), (figura 3.5(c)) en la que se muestra la primera accién de
control, se puede observar como, los controladores disenados con cinco compo-
nentes o mas (quinta fila) generan acciones de control iniciales superando mas
de 35 veces a la accién de control necesaria en estado estacionario para alcanzar
la referencia. Estos controladores resultan un tanto ”irreales” puesto que hay
que tener en cuenta que los procesos pueden estar sujetos a perturbaciones, no
linealidades, errores de modelado, etc.

Respecto a la columna MCond (figura 3.5(d)), la tabla muestra claramente
que si se eliminan componentes principales de la solucion, el condicionamiento
de la matriz que se utiliza para el calculo del controlador mejora notablemente
respecto al niimero de condicién original.

En la figura 3.6, se muestran las respuestas de bucle cerrado frente a un escalén
unitario para el proceso (3.6), con los controladores disenados incluyendo 2, 3,
4 y 5 componentes.
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Respuesta en bucle cerrado con SVD-GPC
1.4 T T T
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5 comp. s ~ - = - =

o
©
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o
T

0.2

1
30 40 50 60
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Figura 3.6: Comparacién de las respuestas usando 2,3,4 y 5 componentes

También es posible obtener este comportamiento utilizando otros parametros
de diseno diferentes. Sin embargo, con la informacién extraida del analisis de
componentes principales es posible disenar hasta N, controladores diferentes
para un sistema SISO, simplemente anadiendo cada vez un nuevo componente
a la solucién. Decidiendo qué componentes se eliminan de la solucion y qué
componentes se mantienen, es posible obtener diferentes prestaciones en el
controlador.

Como ya se menciond, el factor de ponderacién de la accién de control, conse-
gufa reducir la magnitud de las acciones de control. A partir del anélisis de los
componentes principales también se podria deducir cudl seria el efecto que pro-
duce elegir un factor de ponderaciéon § equivalente en cuanto a reduccién del
indice y magnitud de las acciones de control se refiere. De la expresion (2.74),
se dedujo que un componente sera completamente eliminado de la solucion si

0; <<
Por ejemplo seleccionando un factor de ponderacion 5 = 0.001, se puede de-

ducir de la tabla 3.2 que los componentes 1 a 3 no se verian apenas afectados,
los componentes 4 y 5 se reducirian aproximadamente un 20% y un 80% res-
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Figura 3.5: Representacién grafica de las columnas 3, 5, 7 y 8 de la tabla 3.1.
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pectivamente, y el resto de componentes serian practicamente eliminadas de la
solucién. Modificando este factor con el valor § = 0.01 (tabla 3.3), el compo-
nente 3 se veria ligeramente afectado, los componentes 4 y 5 se reducirfan en un
70% y en un 98% respectivamente y el resto serfan practicamente eliminados
de la solucién.

De lo anterior se puede deducir que el hecho de elegir un factor de ponderacién
constante (3 u otro, seria equivalente a eliminar ciertas componentes de la
solucion. En la figura 3.7, se muestran la salida del bucle cerrado para el
proceso de quinto orden (3.6), utilizando 4 y 5 componentes, y por otro lado
utilizando los factores de ponderacién 3 anteriores. Las prestaciones no son
exactamente las mismas debido a que al utilizar el factor de ponderacion se
estd influyendo sobre todas las componentes a la vez.

1.2 T T T T

beta=0.001

-~

_ beta=0.01

/ > ~

0.8+

0.4+

2
0 1 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

Tiempo (seg.)

Figura 3.7: Comparacién entre el uso del factor § y la seleccién de componentes
principales

El factor de ponderacion [ afecta a todas y cada una de las componentes.
Si se desea dejar intactas las primeras componentes y ponderar sélamente
aquellas que producen el mal condicionamiento del controlador se puede usar
la ponderacién expresada en (2.83) y calcular las componentes como indica
(2.85). Seleccionando p = 3 y un factor § = 0.5 las componentes se muestran
en la tabla 3.4. En la figura 3.8 se compara la respuesta en bucle cerrado
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Comp. o 2 | 955 | Reduccion(%)
1 17.3 0.4 0.4 0.0
2 1.8 -1.2 -1.2 0.0
3 0.3 4.6 4.6 0.9
4 0.1 -18.7 | -15.3 18.5
5 0.0 70.8 | 12.0 83.0
6 0.0 | -239.1 -2.8 98.8
7 0.0 714.4 0.6 99.9
8 0.0 | -1904.2 -0.2 100.0
9 0.0 | 4565.3 0.0 100.0
10 0.0 | -9127.0 0.0 100.0

Comp. o 2 | 955 | Reduccion(%)
1 17.3 0.4 0.4 0.0
2 1.8 -1.2 -1.2 0.3
3 0.3 4.6 4.3 8.2
4 0.1 -18.7 -0.7 69.4
5 0.0 70.8 1.4 98.0
6 0.0 | -239.1 -0.3 99.9
7 0.0 714.4 0.1 100.0
8 0.0 | -1904.2 0.0 100.0
9 0.0 | 4565.3 0.0 100.0
10 0.0 | -9127.0 0.0 100.0

Tabla 3.2: Componentes principales con y sin factor de ponderacién (5 = 0.001).

Tabla 3.3: Componentes principales con y sin factor de ponderacién (3 = 0.01).
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cuando se utiliza un GPC estandar con una ponderaciéon constante § = 0.5y
cuando se incluyen 3 componentes y una ponderacién de § = 0.5 para las 7

restantes.
15
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3 i
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deltaU

0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (seg.)

Figura 3.8: El factor 3 puede influir sélo sobre las tltimas componentes

3.2 Extension al caso multivariable

La extension del controlador predictivo generalizado a procesos multivariables
de n salidas por m entradas (ver apéndice A) resulta més complicada que
en el controlador DMC (Shah et al., 1987), (Mohtadi et al., 1987), (Gu and
Liu, 1991), (Kouvaritakis and Rossiter, 1993). La naturaleza de la construccién
de las matrices del controlador GPC MIMO, donde las matrices formadas por
bloques (cada bloque toma la forma de su correspondiente GPC SISO), resulta
un problema de optimizacion cuya solucion, expresada en forma cuadratica,
es la misma que para el caso monovariable. Por tanto la descomposicién en
valores singulares se aplicara sobre la matriz GG resultante, de dimensiones
elevadas y con problemas mas importantes de condicionamiento numérico.

En el caso multivariable, la tabla de andlisis de los componentes principales
se puede construir de diferentes formas. Asumiendo el mismo horizonte de
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prediccién para todas las variables controladas se puede:

e suponer que se produce, de forma independiente, un cambio en la referen-
cia para cada una de las n variables controladas. Asi, para el vector g y
obtener un controlador con un comportamiento 6ptimo frente a cambios
en la referencia se pueden utilizar vectores w de la siguiente forma:

w, =[11..100..000...0]"
wo = [00 ...011...100...0]
w, = [00...000 ...011..1]" (39

donde w; representa un cambio deseado en la variable controlada y;.

Para cada uno de estos vectores se calculan las magnitudes propuestas
en el apartado 3.1 y se construye una tabla global mostrando éstas.

e suponer que se va a aplicar al proceso una combinacion de referencias
conocida. El andlisis de componentes principales se realiza para dicha
combinaciéon. El vector de referencias w utilizado para construir la tabla
sera de la forma:

1 1 n

w o= [w wd ...owh o ..oow! owy o owh ]t (3.10)

donde w! es la referencia que se desea para la variable controlada j en el
instante futuro i.

3.2.1 Ejemplo: Control de un proceso MIMO

A través de este ejemplo se mostrara cémo se puede extender el analisis de
componentes principales a procesos multivariables.

Como proceso a controlar, se usara la matriz de transferencia propuesta por
Wood and Berry (1973) para una columna de destilacién metanol - agua
(Luyben, 1990):
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12.8¢7°  —18.9¢73
167s+1 2ls+1
B R T
Xp(s) 6.6e "¢ —19.4¢73 Vi(s)

109s+1 144s+1

donde todos los tiempos estan expresados en minutos. Se disena un GPC
multivariable para un periodo de muestreo de 2.5 minutos y los siguientes
parametros:

Nl‘Ng‘Nu‘T<Z_1)‘Oéi
L2510 1 [1]0

(3.12)

En este caso la matriz dinamica del controlador G,,. presenta un nimero de
condicién aproximadamente igual a 2000. El problema pues, estd moderada-
mente mal condicionado. En este ejemplo se mostrard como, el andlisis de las
componentes principales sigue siendo igual de 1til en problemas que no pre-
senten un mal condicionamiento elevado, ya que en estos casos la eliminacion
de componentes tiene el mismo efecto en las prestaciones del controlador que
la inclusion de un factor de ponderacién de la accién de control en el indice de
coste.

Si se asumen cambios en la referencia independientes para cada una de las dos
variables controladas (3.9):

w, = [1; 1y -+ 155 0 0 --- O]T
wo = [00 -~ 0 1; 1 --- 125]7’

se obtienen la tablas 3.5 y 3.6, las cuales contienen respectivamente, las mag-
nitudes para el andlisis cuando se produce un cambio en la referencia para la
salida 1 y cuando se produce un cambio en la referencia para la salida 2.

38.4770

Analizando los elementos de las tablas, se puede concluir que los componentes
correspondientes a los valores singulares mas pequenos (de las filas 9 a la 20)
no influyen demasiado en la minimizacién del indice.

En las figuras (3.9) y (3.10), se muestra el comportamiento en bucle cerrado
cuando se producen cambios en la referencia para controladores disenados con
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4,5y 8 componentes. Se observa como las respuestas pertenecientes al contro-
lador disenado con 4 componentes presentan un grado de interaccién y tiempo
de respuesta mayores. Desde el punto de vista de la seleccién de componentes
principales, la fila de la tabla que pertenece a la quinta componente nos indica
que ésta todavia contribuye significativamente a reducir el indice. La no in-
clusion de esta componente en la solucion, explica las peores prestaciones que
ofrece el controlador.

Para el controlador disenado con 8 componentes, se observa que la rapidez de
la respuesta mejora y el grado de interaccién es menor. Sin embargo, el uso
de mas componentes, a expensas de producir acciones de control mayores, no
contribuyen significativamente a mejorar el control.

Wood and Berry Column con PCA
1.2 T T T

0.8 /2 T

- —--5comp.

4 comp.

0.4

0.2

Tiempo (min.)

Figura 3.9: Control de la columna de destilacién propuesta por Wood and Berry
con andlisis de componentes principales.
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Comp. o g % p; segun 2.85
1 17.3416 0.35 0.4 0.35
2 1.8428 -1.17 ) -1.0 -1.17
3 0.3355 4.64 | 0.93 4.64
4 0.0664 -18.74 | -0.16 -0.16
5 0.0143 70.76 | 0.03 0.03
6 0.0035 | -239.09 | -0.01 -0.01
7 0.0009 | 714.35| 0.00 0.00
8 0.0003 | -1904.25 | -0.00 -0.00
9 0.0001 | 4565.35 | 0.00 0.00
10 0.0000 | -9126.96 | -0.00 -0.00

Tabla 3.4: Componentes principales para una ponderacién

nentes.

Wood and Berry Column con PCA

parcial de las compo-

0.2

Acc. Control

- —-=5comp.

4 comp.

1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70
Tiempo (min.)

Figura 3.10: Acciones de control para 4, 5 y 8 componentes.
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3.3 Métodos para la seleccion de las compo-
nentes principales

Con los ejemplos presentados se ha tratado de mostrar el potencial del contro-
lador GPC calculado en base a sus componentes principales. Hasta el momen-
to, los criterios seguidos para la seleccion del controlador han sido un tanto
subjetivos. En este apartado se va a tratar de automatizar la seleccion de com-
ponentes principales, exponiendo una serie de criterios de seleccién basados en
algin indicador de tipo numérico.

Una de las principales dificultades al usar el andlisis de las componentes prin-
cipales es la seleccién de las componentes de una forma ”éptima”. En areas
relacionadas con el procesado de senal y en aplicaciones tales como control
estadistico de procesos, identificacion y analisis de fallos, deteccion de pertur-
baciones, etc, se han desarrollado métodos para la seleccion de componentes
principales (Valle et al., 1999), (Qin and Dunia, 2000).

En un contexto evidentemente distinto, estos métodos estan basados en la de-
terminacién de cuales son las componentes significativas que contienen gran
parte de la informacién que interesa y cudles son aquellas componentes que
corresponden a ruido. Bajo el punto de vista del control de procesos, calcular
controladores en cuyo diseno se tenga en cuenta la limitacion del esfuerzo de
control o la capacidad de reduccion del error es algo verdaderamente impor-
tante. En los criterios que a continuacién se van a exponer quedan reflejados
estos dos aspectos de una forma clara y evidente.

3.3.1 Porcentaje de indice minimizado (PIM)

El PIM es una medida del porcentaje de minimizacién que se alcanza inclu-
yendo en la ley de control las g primeras componentes principales. Se define
como:

?:1(9{)2

Para un nivel de PIM especificado, por ejemplo el 90%, 95% o 99%, siempre
existird un nimero de componentes que producen un porcentaje mayor o igual
que el valor elegido. El criterio consiste en seleccionar el menor ntmero de
componentes que producen un nivel de porcentaje mayor o igual que el espe-
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cificado. Mientras, por un lado, es deseable acercarse a la soluciéon éptima lo
mas posible también es cierto que es idéneo mantener sélo algunas componen-
tes para aumentar la robustez del controlador, mejorando el condicionamiento
del controlador. Asi que el porcentaje de minimizacion a alcanzar responde al
clasico balance entre robustez y prestaciones del controlador.

3.3.2 Porcentaje de indice residual (PIR)

Complementario al anterior, el PIR expresa el porcentaje del indice que todavia
queda por minimizar si en la solucién se incluyen g componentes. Se define
como:

5:1(9{)2
PIR(q)=100- | 1— W % (3.14)

Con este criterio se puede fijar un porcentaje y seleccionar el menor ntimero
de componentes que alcanzan un valor menor o igual que el porcentaje espe-
cificado. Gréficamente, es posible dibujar el PIR en funciéon del ntimero de
componentes (mondtono decreciente) e identificar en el grafico el “codo” en el
que éste se estabiliza. Esto indicaria que por mas componentes que se anadan
a la solucion no se consigue mejorar ésta.

La implementacion de éste método es relativamente facil, pero en algunos casos
es dificil encontrar la zona donde se produce esa variacién mas lenta si la curva
decrece muy suavemente.

3.3.3 Cota superior para la 2-norma del vector de ac-
ciones de control

En este caso se trata de solucionar el siguiente problema
min || QGAu — Qe ||2
Au

sujeto a (figura 3.11)
| Au [ly< 4

El ntimero ¢ constituye ahora un parametro de diseno del controlador y tiene
una relaciéon muy directa con las restricciones en el vector de acciones de con-
trol. De nuevo, se puede realizar la seleccién de componentes fuera de linea y
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Au1min AU2 Au1max

Au2max

Au,

AUy

Figura 3.11: Para N, = 2, el problema se plantea como una minimizacién sobre
una circunferencia

suponer que el vector con la respuesta forzada deseada e, es igual al vector de
referencias futuras w.

El algoritmo para seleccionar las componentes es el siguiente:

1. Calcular la descomposicién SVD de la matriz QG = ULVT, siendo V =

[V1,. .., U]

2. Calcular el vector g = UTQe y seleccionar el subvector g; de g que
contiene los N, primeros elementos.

3. El problema tiene solucién si:

4. Siendo N, el ntmero de valores singulares distintos de cero (o; # 0)
buscar:

q i\ 2
maxq € [1...N,]tal que Z (&) < §
O;
i=1

5. La solucion final es
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3.3.4 Cota superior para el primer cambio de la acciéon
de control

El método es similar al anterior pero esta basado en imponer una cota superior
a la primera accién de control, puesto que es la entrada que realmente se
aplicara al proceso. El problema queda entonces definido como:

min || QGAu — Qe |5

sujeto a
| Au(l) <0

El algoritmo para seleccionar las componentes es el siguiente:
1. Calcular la descomposicién SVD de la matriz QG = UXVT, siendo V =
(U1, ..., )

2. Calcular el vector g = UTQe y seleccionar el subvector g; de g que
contiene los N, primeros elementos.

3. El problema tiene solucién si:

1
g

()
01

4. Siendo N, el ntmero de valores singulares distintos de cero (o; # 0)

<9

buscar:

q i
maxq € [1...N,]tal que Z (&> v <0
0;
i=1

5. La solucién final es

3.3.5 Criterios estadisticos

Puesto que el problema de control predictivo puede presentarse como un pro-
blema de minimos cuadrados, pueden asociarse ciertos aspectos que tradicio-
nalmente pertenecen al anélisis estadistico (Ogunnaike, 1986). La varianza de
las acciones de control puede ser usada para decidir qué componentes deben
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ser incluidas en el controlador y cudles no. La varianza y el esfuerzo de control
de una componente principal, estan muy relacionadas por lo que, realmen-
te, seleccionar componentes en base a una minimizacién de la varianza seria
equivalente a una minimizacién del esfuerzo de control.

La varianza de las acciones de control cuantifica de algin modo, cual es la
variacion esperada de dichas acciones debido al ruido de medida. Por tanto
una varianza alta indica que las acciones de control son sensibles a ruido en el
vector e y podrian fluctuar ampliamente con pequetnios cambios en este vector.

En problemas de minimos cuadrados, la varianza es una propiedad estadistica
de los parametros estimados. Asumiendo que el vector de regresién esta per-
turbado por un ruido blanco € tal que | €f'e |= 02, la varianza de cada uno de
los parametros a estimar se corresponde con el elemento de la diagonal de la
matriz de covarianzas:

Cov =| (GTG)™' | o? (3.15)

En términos de las componentes principales la expresion (3.15) se reduce a

Cov = (¥1'%) 1o? (3.16)

Es decir la varianza de la i-ésima componente es simplemente 0, = 02/s?,
inversamente proporcional al cuadrado del valor singular?. Por tanto, la pri-
mera componente posee la menor varianza y la tltima componente la mayor.
Si la matriz G estd mal condicionada, los valores singulares mas pequenos y
préximos a cero elevan la varianza de las componentes correspondientes y esto
hace que las acciones de control sean muy sensibles a ruidos de medida.

La varianza de las componentes principales, estd relacionada con la magnitud
de las acciones de control, puesto que ambas son inversamente proporcionales
al cuadrado de los valores singulares. La tnica diferencia consiste en que si
el valor singular s; es pequeno la aportacién de la componente p; a la norma
del vector de acciones de control también serd pequena si g} es pequetnio. Sin
embargo, la varianza de esa componente continuara siendo elevada puesto que
ésta es una propiedad del controlador, independiente del vector e.

Los dos criterios que se exponen a continuacion son clasicos en el analisis
estadistico de datos con componentes principales.

2Notar que en este apartado se denota el valor singular con s; y no como o;.
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Valor singular medio

Este criterio consiste en aceptar todos los valores singulares mayores que el
valor singular medio y descartar todos aquellos que estan por debajo. La
regla heuristica consiste en descartar todos los componentes principales cuya
contribucion en la soluciéon es menor que la media de una variable.

Analisis paralelo

En el andlisis paralelo se aplica la descomposicion SVD a dos matrices: una,
sobre la matriz original QG y otra sobre una matriz del mismo tamano pero
con datos totalmente independientes unos de otros y no correlados. A partir
de estas dos matrices se dibujan sobre los mismos ejes los valores singulares
de ambas matrices. Todos aquellas componentes por encima de la interseccion
entre ambas graficas son incorporadas en la solucion y las componentes por
debajo son consideradas ruido. En este caso el método no resulta tan ambiguo
en la seleccion de las componentes como el basado en el indice PIR, pero puede
producir soluciones muy conservadoras.

3.3.6 Validacion cruzada

Este método explota la relacion del diseno PC-GPC en cuanto al nimero de
componentes del controlador y su robustez. La habilidad del controlador para
encontrar soluciones aproximadas al problema de minimos cuadrados cuan-
do existen discrepancias entre modelo y proceso (es decir cuando la matriz
dindmica G es distinta) disminuye segiin se aumenta el niimero de componen-
tes debido, como se explicd, al mal condicionamiento numérico de la matriz
dindmica G.

En este método se propone el andlisis del residuo relativo que produce el con-

trolador en el indice de minimos cuadrados cuando la matriz dindmica G es
distinta de la que el controlador internamente utiliza.

Partiendo de un controlador disenado en base a unos parametros y un modelo,
se calcula para un vector e dado, cuales serian los distintos vectores de acciones
de control Aug que resultarfan de seleccionar ¢ componentes principales.

Se define RR como
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(3.17)

| QGAu, - Qe |3
RR(q) = 100 - %
@ ( IGeT: )

donde:

e G es la matriz con los coeficientes de la respuesta en escalén del modelo,
pero perturbados (equivalente al proceso real).

e Aug es el vector de N, acciones de control calculado con ¢ componentes
y a partir del modelo G para una respuesta forzada e.

e e es la respuesta forzada deseada. Asumiendo que la planta se mantiene
estable en torno al punto de funcionamiento, y con el propédsito de obtener
un controlador que se comporte de forma Optima para cambios en la
referencia (por ejemplo, un escalén unitario) este término seria un vector
rr1---1j.

A continuacién se representa RR en funcién del nimero de componentes y se
determina cuando este residuo relativo se incrementa por el hecho de incluir
mas componentes en el controlador.

3.3.7 Criterio multiobjetivo

El criterio para la inclusién de componentes principales en el controlador res-
ponde en este caso a una solucién de compromiso que engloba varios de los
criterios anteriores. Bésicamente el controlador resultante deberia:

e Reducir al maximo posible el indice de coste (el porcentaje de indice
residual (PIR) deberfa ser pequeno).

e Generar acciones de control "reales” compatibles con los accionadores dis-
ponibles (la magnitud de las acciones de control (T'Norm) deberfa ser
pequena).

e Estar bien condicionado numéricamente para ser poco sensible a errores
de modelado (el nimero de condicién (Cond) de la matriz que se usa
para el control deberfa ser pequeno).
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Por ello se plantea un problema de optimizacion multiobjetivo, especificando
un peso para cada uno de los tres factores anteriores y formando un tnico
indice que es la suma ponderada de éstos:

f(i) =wy - PIR(i) + wq - TNorm(i) + w3 - Cond(7) (3.18)

de tal forma que se selecciona aquel ntimero de componentes que menor valor de
f (@) ofrezca. Tal y como se comentd, seglin aumenta el niimero de componentes
el factor PIR decrece, mientras que C'ond y la norma del vector de acciones
de control se incrementan. La seleccion correcta de componentes sera aquella
para la que f(7) sea minimo o el cambio en f(i) segun aumenta el nimero de
componentes sea insignificante.

3.4 Ejemplo SISO

La relacién entre el angulo del rotor y la velocidad de un helicéptero en unas
condiciones particulares de vuelo viene dada por la siguiente funcién de trans-
ferencia (Maciejowski, 2002):

9.8(s% — 0.55 + 6.3)

G p—
() (s + 0.6565)(s2 — 0.2366s + 0.1493)

(3.19)

El sistema tiene dos ceros en +0.25 4= 2.57 y dos polos en +0.118 +0.37j. Es
por lo tanto un proceso inestable y de fase no minima. Para un periodo de
muestreo de 0.6 segundos, la funcién de transferencia discreta es la siguiente:

| 6472271 — 2476272 4 7.794278
1 —2.7692"1 +2.5652-2 — 0.777323

G(z ™) (3.20)

A continuacion, y para los siguientes parametros de diseno se calculan diferen-
tes PC-GPC’s eligiendo, segin el método, las distintas componentes:

Nl‘NQ‘Nu‘T(Z_l)‘Oéi >\j
L1515 1 [1]o0

(3.21)

1. Porcentaje de indice minimizado: (Figura 3.12) La seleccién se re-
aliza eligiendo aquellas componentes que consiguen un 95% de minimi-
zacion del indice. En la figura se puede apreciar que esto se consigue
utilizando 5 componentes de las 15 disponibles.
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(b) Salida en bucle cerrado con 5 componentes.

Figura 3.12: Seleccién para el 95% de indice minimizado.
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Porcentaje de residuo: (Figura 3.13) La figura muestra claramente
que a partir de la 7* componente la calidad de la solucién no mejora
por el hecho de incluir nuevas componentes en la solucién (el residuo no
disminuye). Por lo tanto parece légico utilizar tan solo 7 componentes.

Cota superior de la 2-norma del vector de acciones de control:
(Figura 3.14) El pardmetro de corte ¢ se puede elegir en funcién de la
ganancia del proceso y de las restricciones en los incrementos de la accion
de control. Para una norma euclidea menor que 0.25, la figura indica
que hay que seleccionar tan solo 6 componentes. Notar como en ningin
instante los incrementos de la accion de control superan este valor.

Cota superior del primer cambio en la accién de control: (Figura
3.15) Cuando se produce un cambio en la referencia en forma de escalén,
la figura muestra cudl es el valor de la primera accién de control que
produce el controlador segtin se anaden componentes a éste. La eleccion
del parametro de corte 9, puede realizarse en base al cambio necesario
en la accién de control (en estado estacionario) para llevar el proceso a
la referencia. En este caso la ganancia del proceso es 630 y el valor de
Aug, necesario es 0.0016. Para obtener una accion de control suave se
puede seleccionar como cota un nimero no muy elevado de veces el valor
Augs. El corte se eligié en 6 = 3 X Augs = 0.0048, seleccionando 3 de las
15 componentes disponibles.

Valor singular medio: (Figura 3.16) La representacién de los valores
singulares proporciona una idea de la importancia que cada uno de ellos
tiene en la minimizacién del indice. Segun el criterio del valor medio se
seleccionan aquellas componentes correspondientes a los valores singula-
res que se encuentran por encima de su valor medio. En este caso, tan
solo los dos primeros valores singulares cumplen este requisito.

Andlisis paralelo: (Figura 3.17) Para este caso y tras el autoescalado de
la matriz dinamica QG, se comparan los valores singulares de ésta con los
de otra matriz cuyos valores se han generado aleatoriamente con media
nula y varianza unidad. Segun este criterio las componentes que quedan
a la derecha de la intersecciéon de ambas curvas no son representativas.
En la figura se aprecia que tan sélo 3 componentes formarian parte de la
solucion.

Validacion cruzada: Aplicando, por ejemplo un 15% de variacién a los
parametros del modelo continuo se obtiene:
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(b) Salida en bucle cerrado con 7 componentes.

Figura 3.13: La seleccién se realiza cuando no se aprecia disminucién en PR.
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18

141

=
T

2-norma Deltau
o
[o¢]
T

N° de componentes
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(b) Salida en bucle cerrado con 6 componentes.

Figura 3.14: Se seleccionan aquellas componentes que producen || Au ||2< 0.25.
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(b) Salida en bucle cerrado con 3 componentes.

Figura 3.15: Se seleccionan aquellas componentes que producen | Au; |< 0.0048
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Figura 3.16: Se
medio.
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(b) Salida en bucle cerrado con 2 componentes.

eliminan todos los componentes por debajo del valor

singular
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14 T T T T

—— Otra matriz
| - G

10 | g

Valor Singular

0 1 1 1 1 1 == = 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
N° de Componentes

(a) Analisis paralelo

15

salida

-3

x 10
5

x10°
5

deltaU
o
T
|

-5 I I I I
0 5 10 15 20 25

Tiempo (seg.)

(b) Salida en bucle cerrado con 3 componentes.

Figura 3.17: La interseccidn de las dos curvas determina el nimero de componen-
tes.
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G(s) = 11.27(s% — 0.575s + 7.245)
~ (s +0.6995)(s2 — 0.21665 + 0.1853)

Para este nuevo proceso se construye una nueva matriz dindmica G con
los coeficientes de su respuesta en escaléon. Calculando el indice RR(q)
para cada componente ¢g. En la figura 3.18, se representa RR(q) y se
observa como, a partir de la 3* o 4* componente, el error relativo va
siendo cada vez mayor. Sin embargo, representando RR(q) pero con la
matriz G del modelo, se observa cémo el error relativo disminuye segtn
se incorporan componentes principales. Esto indica que si se desea que
el controlador calcule soluciones poco sensibles a errores de modelado
que aproximadamente supongan una variacién como la aplicada, no se
puede incorporar mas de 3 o 4 componentes. La simulacién del bucle
cerrado incorporando las discrepancias entre modelo y proceso muestra
como el controlador con 3 componentes es capaz de llevar al proceso a
la referencia a pesar de dichas discrepancias. Sin embargo, en la figura
3.19, se puede apreciar cémo el sistema en bucle cerrado es inestable
si el modelo es distinto al proceso y se utiliza un elevado ntmero de
componentes en el controlador.

. Criterio multiobjetivo:

En este caso se plantea el indice multiobjetivo con unos pesos correspon-
dientes a wy; = 1, wy = 1 y wg = 1, de tal forma que se otorga la misma
importancia a los tres factores (Figura 3.20).

Si se opta por destacar la importancia de la minimizacion del indice,
dejando como factor menos importante la mejora en el condicionamiento
del controlador (w3 = 1), se observa en la figura 3.21, como se aumenta
el niumero de componentes, pero no en exceso pues la influencia de la
magnitud de la acciéon de control sigue siendo importante.

3.5 Ejemplo MIMO

La matriz de transferencia siguiente, propuesta por Alatiqui en (Luyben, 1990),

muestra el modelo 4 x 4 de una columna de destilacion con extraccion lateral

para separar una mezcla en tres productos. Las variables controladas son: las

purezas de los tres componentes en sus puntos de extraccion (Xpi, Xgo, Xp3)
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Figura 3.18: Se utiliza una variacién del 15% en los pardmetros del modelo.
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Figura 3.19: Salida en bucle cerrado cuando se usan mas componentes y el modelo

es distinto al proceso

y una diferencia de temperaturas AT. Las variables manipuladas son: el reflujo

R, calor aplicado al reboiler del fondo (Qr), calor aplicado al reboiler lateral
(Qs) y caudal de alimentacién (L). Las constantes de tiempo estédn expresadas

en minutos.
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Figura 3.20: El minimo del indice multiobjetivo para w; = 1, wy =1y w3 = 1,

resulta al eleg

ir 5 componentes.
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(b) Salida en bucle cerrado con 6 componentes.

Figura 3.21: El minimo del indice multiobjetivo para w; = 2, wy =1y w3 = 0.5,
resulta al elegir 6 componentes.



3.5. Ejemplo MIMO 89

El controlador multivariable se calcula para un periodo de muestreo Ty = 1
minuto y los siguientes parametros de diseno:

Ny | Ny |a; | T(z7Y) Ny | A
(X | L1501 ] 1 [lw(R) |50]0
p(Xso) | 1 1250] 2| 1 | ua(Qr)| 800
vs(Xpa) | 11100 1| 1 [ us(Qs) |50 0
y(AT) | 1 (250 1| 1 [wa(L) |80]0

Al igual que en el ejemplo anterior, los distintos controladores se calculan en
base al nimero de componentes, resultado de aplicar los distintos criterios
de seleccion. En el caso multivariable, el estudio de las componentes se puede
realizar suponiendo un cambio en la referencia de forma independiente en cada
una de las salidas, como se realizé en el ejemplo del apartado 3.5, o bien
tratando en conjunto la combinacion de referencias deseadas en cada momento
y trabajar con las componentes que resultan de dicha combinacion. El ejemplo
que se muestra a continuacion ha sido realizado con esta ultima opcion.

1. Porcentaje de indice minimizado: (Figuras 3.22 y 3.23) En la figura
tan solo se muestran las 100 primeras componentes de un total de 260
(suma de todos los horizontes de control). La seleccién se realiza eli-
giendo aquellas componentes que consiguen un 98% de minimizacién del
indice. En la figura se puede apreciar que esto se consigue utilizando 82
componentes de las 260 disponibles.

2. Porcentaje de residuo: (Figuras 3.24 y 3.25) La figura muestra 150
de las 260 componentes. Se observa que, a partir de aproximadamente
50 componentes, la calidad de la solucién no mejora. Por lo tanto parece
légico utilizar tan solo 50 componentes.

3. Cota superior de la 2-norma del vector de acciones de control:
(Figuras 3.26 y 3.27) La idea de buscar aquellas componentes que pro-
duzcan una magnitud del vector de incrementos de acciones de control
menor que una cierta cantidad puede relacionarse con las restricciones
asociadas a dicha senal. El tratamiento en el caso multivariable puede
hacerse calculando la norma euclidea del vector completo (conteniendo
las distintas entradas) o por el contrario calculando las normas de los
subvectores correspondientes a cada una de las entradas por separado.
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PIM(%)

1 1 1 1 1 1
1 10 19 28 37 46 55 64 73 82 91 100
N° de componentes

0 1 1 1 1

Figura 3.22: Se selecciona el mayor numero de componentes que produce un PIM
< 98%

En este 1ltimo caso se elegiria el nimero de componentes que cumple la
condicién para cada uno de los subvectores.

El ejemplo muestra la seleccién de 175 componentes de las 260 disponi-
bles cumpliendo || Au ||2< 10 usando la norma de todas las entradas.

. Cota superior del primer cambio de la accién de control: (Figura

3.28)

En este caso también se han usado los valores en régimen permanente
que llevan el proceso a la referencia, para seleccionar el valor de corte:

3.35
0.73
4.59
6.08

Auge X 5 =

El valor de corte se elige de tal forma que todas las entradas cumplan el

requisito:

0 = max(Augs X 5) = 6.08
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12

Salidas

Tiempo (min.)

(a) Salida en bucle cerrado con 82 componentes.

Acc. de control

10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo (min.)

(b) Acciones de control con 82 componentes.

Figura 3.23: Control con el PC-GPC que produce un PIM < 98%
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100

PR(%)

1 1 1 1 I
20 40 60 80 100 120 140
N° de componentes

Figura 3.24: Porcentaje de residuo. La seleccidn se realiza cuando no se aprecia

disminucion en PR.

En la figura estan representadas las primeras acciones de control para las
cuatro variables manipuladas segiin se incorporan nuevas componentes
a la solucion. Se aprecia entonces cémo con 180 componentes se cumple
que todos los incrementos de todas las variables manipuladas permanecen
por debajo del valor de corte seleccionado (6.08).

. Valor singular medio: (Figuras 3.29 y 3.30) La representacién de los

valores singulares nos proporciona una idea de la importancia que cada
uno de ellos tiene en la minimizacién del indice. Segun el criterio del valor
medio se seleccionan aquellas componentes correspondientes a los valores
singulares que se encuentran por encima de su valor medio. En este
caso tan solo los 16 primeros valores singulares cumplen este requisito.
Como se puede observar el hecho de incluir tan pocas componentes en el
controlador produce unas acciones de control muy suaves.

Analisis paralelo: (Figuras 3.31y 3.32) Tras escalar la matriz dinamica
G con media nula y varianza unidad, la comparacion de sus valores sin-
gulares con los de otra matriz de valores aleatorios y totalmente indepen-
dientes produce tan solo la seleccion de 5 componentes. Esto se traduce
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12

Salidas

-0.6
10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo (min.)
(a) Salida en bucle cerrado con 50 componentes.
25

Acc. de control

10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo (min.)

(b) Acciones de control con 50 componentes.

Figura 3.25: Control con el PC-GPC que incluye 50 componentes
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N° de componentes

Figura 3.26: Norma euclidea de los incrementos futuros de las acc. de control.

en un controlador muy conservador.

7. Criterio multiobjetivo: (Figuras 3.33 y 3.34)

En las figuras se puede observar como, para el caso en el que los tres
criterios gozan de la misma importancia en el indice, a partir de la com-
ponente 60 no existe una clara disminucién en el indice. Por lo tanto
seria logico elegir aproximadamente 60 componentes para obtener una
solucién de compromiso en cuanto a minimizacién, accién de control y
condicionamiento se refiere.

3.6 Resumen

En este capitulo se formaliza la propuesta del controlador GPC sin factor de
ponderacion de la acciéon de control calculado a través de la SVD: el con-
trolador PC-GPC o Principal Component Generalized Predictive Control. El
controlador PC-GPC, presenta un nuevo parametro de disenio: el nuimero de
componentes principales que se incluyen en la ley de control o NPC.

Los diferentes criterios de seleccién del parametro NPC propuestos, son de tipo
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Figura 3.27: Control con el PC-GPC que produce || Au ||2< 10.

(b) Acciones de

control con 175 componentes.
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abs(delta u(1))

50 100 150 200 250
N° de componentes

Figura 3.28: Seleccién de componentes que generan la primera accién de control
menor que 5 X Au,
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150

100

50
media = 14.33

I Il L L
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N° de componentes

Figura 3.29: Valores singulares. Se incluyen los componentes asociados a valores
singulares por encima de su valor medio.
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Salidas

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tiempo (min.)

(a) Salida en bucle cerrado con 16 componentes.

1.4

Acc. de control

0.2 I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tiempo (min.)

(b) Acciones de control con 16 componentes.

Figura 3.30: Control con el PC-GPC para el criterio del valor singular medio.
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150

— - Otra matriz
—_ QG

100~ b

Valor singular

L L |
40 50 60 70 80 90 100
N° de componentes

Figura 3.31: Valores singulares para las dos matrices.El anélisis paralelo produce
la inclusiéon de muy pocas componentes.

numérico y estan basados en el valor que alcanza el indice de coste, el esfuerzo
de control, o el condicionamiento del controlador entre otros. Asi, dichos
criterios de seleccién de componentes principales representan una alternativa
a la eleccion por prueba y error del parametro A en el GPC estandar.

En el capitulo también se extienden los resultados al caso multivariable, puesto
que las expresiones matriciales de partida son las mismas que para el caso
monovariable.
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Figura 3.32: Control con el PC-GPC disefiado con 5 componentes.

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tiempo (min.)

(b) Acciones de control con 5 componentes.
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100
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(o))
o
T

30

20

10+

0 I I I I 1 1 1 1 1 I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

N° de componentes

Figura 3.33: indice multicriterio para w; = wy = w3 = 1. A partir de la compo-
nente 60 no se observa mejoria el indice multiobjetivo.
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(a) Salida en bucle cerrado con 60 componentes.
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(b) Acciones de control con 60 componentes.

Figura 3.34: Control con el PC-GPC disefiado con el criterio multiobjetivo.
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Capitulo 4

PC-GPC con restricciones

Si hay algo que ha hecho del control predictivo una de las técnicas mas utili-
zadas actualmente en la industria ha sido su capacidad para manejar restric-
ciones ya que tradicionalmente las especificaciones para un sistema de control
no reflejaban esta situacion. En la préactica, la mayoria de los procesos estan
sujetos a restricciones: los actuadores poseen un rango de accién limitado y
presentan no linealidades como saturaciones, zonas-muertas, etc. Otras va-
riables del proceso pueden estar también limitadas por diferentes motivos (de
seguridad, econémicos, medio ambientales, de calidad, etc.). Ello implica la
necesidad de tener en cuenta en el diseno todos estos aspectos si no se quiere
obtener una degradacion en las prestaciones de la dindamica del bucle cerrado,
causando incluso problemas de estabilidad ya que no basta con recortar a sus
limites permitidos una variable manipulada que se ha salido de rango (Chow
and Clarke, 1994), o utilizar un anti-reset windup (Goodwin et al., 2001).

En el MPC, debido a su caracter predictivo y su formulacién en el dominio
del tiempo, es facil incorporar todas estas cuestiones para tratar de forma na-
tural las restricciones. El objetivo de control puede convertirse entonces en
intentar que la salida del proceso permanezca lo mas cerca posible de la re-
ferencia mientras que unas ciertas variables auxiliares permanecen dentro de
unos rangos permitidos (figura 4.1). De alguna forma, esto permitird que las
prestaciones obtenidas por el controlador sean 6ptimas en el punto de fun-
cionamiento, consiguiendo asi una operacion segura de la planta cuando estas
variables auxiliares rozan los limites establecidos.

Las restricciones pueden clasificarse en dos grandes grupos (Scokaert, 1994):

e restricciones blandas (soft constraints): son aquellas que pueden ser vio-
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> PROCESO PRINCIPAL

 E—

SENAL DE
CONTROL

-~ PROCESOS
> AUXILIARES

Figura 4.1: Ventaja del uso de restricciones en el CPBM.

SALIDA
PRINCIPAL

VARIABLES
AUXILIARES

ladas, aunque este hecho sea penalizado. Se obtiene asi una accién de

control que es un compromiso entre los objetivos de control y la no vio-

lacién de las restricciones.

e restricciones duras (hard constraints): son aquellas que fuerzan la accién
de control de forma tal que las satisfaga a cualquier coste.

El tratamiento de las restricciones que se va a realizar en este apartado es el

de restricciones duras y éstas suelen imponerse a las entradas o a las salidas

del proceso y expresan los limites maximos y minimos permitidos para estas

senales:

IN

Aumin

IN

Umin

u(k) —ulk — 1) < Apay
U(k’) < Umag

Ymin S y(k) Symax

(4.1)

aunque también se puede imponer restricciones sobre la sobreoscilacion de la

salida y su incremento, comportamiento de fase no minima, o incluso sobre los

estados del proceso.

Cuando se resuelve un problema de control predictivo con restricciones, no es

posible encontrar una solucién analitica , por lo que han de ser usados, gene-
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ralmente métodos de programacién cuadratica QP (si el coste es cuadratico
y las restricciones lineales), resultando en una ley de control no lineal. El
precio que hay que pagar por ello es una mayor carga computacional, siendo
éste un problema cada vez menor debido a la gran potencia de célculo que
proporcionan actualmente los procesadores.

4.1 Formulacion con restricciones

La forma usual de comenzar a resolver el problema del control predictivo con
restricciones ! consiste en expresar éstas en funcién de los incrementos de las
acciones de control. Para ello se realiza un tratamiento de las restricciones
expresadas en 4.2 para llegar a una expresién matricial del tipo (Camacho and
Bordéns, 1995)

CAu<h (4.2)
[ [NuXNu i i lAumar ]
_INuXNu _lAumm
DN % N, lumm — lu(k — 1)
— N = 4.
C _-DNuXNu ’ —lumm — lu(k — 1) ( 3)
G tymax - f
L _G i L _t’ymm + f

donde,

e D es una matriz triangular inferior con sus elementos igual a 1;
e | es un vector columna de IV, X 1 con todos sus elementos igual a 1

e t es un vector columna de N x 1 con todos sus elementos igual a 1

El problema de control predictivo se expresa entonces como

'En este apartado tan solo se van a considerar restricciones en la salida y, la sefial de
control u y su incremento Au.
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n&in J = (GAu+f—w)a(GAu+f —w)+ Au’ M\Au (4.4)
sujeto a: CAu<h

A diferencia del caso sin restricciones, no es posible obtener una expresion
analitica para las acciones de control. Ahora, hay que resolver un problema
de optimizacién cada periodo de muestreo. Esto exige que el método de op-
timizacion sea lo suficientemente rapido para permitir una implementacion en
linea del controlador.

La mayoria de técnicas especificas orientadas a la optimizacién de indices cua-
draticos, necesitan expresar el indice 4.4 en una forma estandar

J = %AUT@AU +c’Au (4.5)

Desarrollando el indice 4.4, reordenando términos y eliminando aquellos que
no dependen de Au se obtiene

J = Au"{GTaG + \}Au + 2(f — w)TaGAu (4.6)
Y finalmente dividiendo por 2 se obtiene la equivalencia entre los indices 4.4
y 4.5
0 = (GTaG + \) (4.7)
c=GTa(f —w)

Para el caso del controlador PC-GPC, también se puede expresar el problema
de la misma forma

1
J = ipT@p +c'p (4.9)

donde la equivalencia para la matriz () y el vector ¢ vendra dada por

0=x"y (4.10)
c=-X"gy (4.11)
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siendo
¥ = diag(o1,09,...,0npc, ONPCt1; - - -5 ON,) (4.12)

y NPC' es el nimero de componentes seleccionado.

Para adaptar las restricciones al plano de las componentes tan sélo hace falta
aplicar la transformacion definida por la matriz V' para obtener dichas restric-
ciones definidas en el plano de las componentes

CAu<h — CVp<h (4.13)

La ventaja en el caso del PC-GPC, respecto al GPC estandar es que a menor
namero de componentes seleccionado, menor niimero de variables a optimizar
por la rutina de programaciéon cuadratica, lo que redunda en un menor coste
computacional a la hora de obtener el 6ptimo. Esto reduce por tanto el tiempo
de ejecucién, permitiendo una mejor aplicacion en linea del controlador con
restricciones.

4.2 Ejemplos

Para comprobar que efectivamente se obtiene una reducciéon en la compleji-
dad del problema a resolver, se realizara la comparacion de un GPC estandar
con un factor A determinado y un PC-GPC con un nimero NPC de com-
ponentes. El disenio de estos controladores se realiza sin restricciones y sus
respectivos parametros, A y NPC), se eligen de tal forma que, ambos contro-
ladores alcancen unas prestaciones de bucle cerrado similares. A continuacién
se incorporaran las restricciones al problema de control y se medira el niimero
de operaciones en coma flotante que realiza cada controlador para calcular las
acciones de control haciendo uso de una rutina de programacién cuadratica.

4.2.1 Ejemplo SISO: Control de un doble integrador

El sistema propuesto en (Chow and Clarke, 1994), es un doble integrador

G(s) = = (4.14)
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muestreado a 0.1 segundos, con las restricciones siguientes

‘ Min. ‘ Mazx.
Au(k) | =0.5| 0.5

4.15
u(k) | =14 | 14 (4.15)
y(k) | —1.1] 1.1
y con los siguientes parametros de diseno para ambos controladores
Np | N. w | T(z
1 \ 2 \ [ TG [ a (4.16)

Para el caso sin restricciones se simula un GPC con un factor de ponderacién
constante A = 0.005 y un PC-GPC con 2 componentes. En la figura 4.2 puede
apreciarse como, en ausencia de restricciones, los dos controladores, obtenidos
de forma analitica, alcanzan unas prestaciones parecidas.

Si se incorporan las restricciones 4.15, y haciendo uso en cada caso de una
rutina de programacién cuadratica, se puede apreciar en la figura 4.3 como, en
ambos casos, éstas se cumplen y se alcanzan también prestaciones parecidas
para la variable controlada. Sin embargo, si se mide el niimero de operacio-
nes en coma flotante? que utiliza cada controlador para calcular la accién de
control, el PC-GPC obtiene una notable reduccién (52.7%) en el nimero de
operaciones:

flops GPC | flops PC-GPC || % Reduccién
12039 5687 52.76

4.2.2 Ejemplo MIMO: Control de un fraccionador de
petroleo

Se trata de un proceso de fraccionamiento por destilacién de crudo, cuya carac-
teristica mas destacada son los diferentes retardos para las salidas. El modelo
elegido aparece como benchmark en algunas publicaciones (Prett and Mora-
ri, 1987), (Aoyama et al., 1997) y es conocido como Shell Process Control
Problem, ampliamente usado para probar diferentes estrategias de control.

2Esta medida se realizé utilizando el comando float de MATLAB, obteniendo la media
aritmética para todos los instantes de simulaciéon
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(a) Salida en bucle cerrado y accién de control con A = 0.005.

15
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(b) Salida en bucle cerrado y accién de control con 2 componentes.

Figura 4.2: El GPC y el PC-GPC ofrecen unas prestaciones similares cuando no
existen restricciones.
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15

salida

deltaU

15

salida

deltaU

(b) Salida en bucle cerrado y accién de control con 2 componentes.

Figura 4.3: GPC con QP y PC-GPC con QP cuando existen restricciones.
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El proceso tiene tres variables controladas: la composicion de los productos
de la parte superior y lateral de la columna (y; e y2), y la temperatura de la
parte inferior (y3). Las variables de control en este caso son las extracciones
de destilado superior y lateral (u; y us), y el reflujo de fondo (u3).

La dinamica del proceso puede ser descrita por la matriz de transferencia

siguiente:
[ 4.05¢72"  1.77¢72% 2.88¢72™ ]
Y (s 1+ 50s 1+ 60s 1+ 50s U (s
Ylgsi | 5397185 5.72e7 s 690158 Ulgs;
2 | 1+50s 1+60s 1+ 40s 2
Y3(s) 4.38¢725 442722 7.20 Us(s)
1+33s 1+44s 1+ 19s

donde todos los tiempos estan expresados en minutos. Se disena un GPC multi-
variable para un periodo de muestreo de 4 minutos y los siguientes parametros:

Ny | Nola; | T(z7h) Ny | A
pl 1130111 1 Ju|15]1
val 113015 1 Jlug|15]1
ysl 113010 1 Jug|15] 1

<

Las figuras 4.4 y 4.5 muestran respectivamente el control sin restricciones para
un GPC estandar con A = 1 y un PC-GPC con 18 componentes. Se observa
que, para ambos casos, las prestaciones son similares y cémo las perturbaciones
producidas en la composicion lateral y en la temperatura inferior debidas al
cambio en la referencia de la composicion superior, son bastante pequenas.
Esto indica una baja interacciéon en bucle cerrado entre las referencias y las
salidas del proceso, a pesar de no ser asi en bucle abierto donde existe un gran
acoplamiento de las entradas con las salidas.

Incorporando las siguientes restricciones para las tres variables manipuladas

(Uh Uz y U3)3

‘ Min. ‘Max.
Au(k) | —0.05| 0.05 (4.17)
u(k) | —0.5 0.5

se llega a la misma conclusién que en el apartado anterior, obteniendo una
reduccion media superior al 90% en el nimero de operaciones que se realizan
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0.6

Salidas

-0.1 !
50 100 150 200 250 300
Tiempo (min.)
(a) Salida en bucle cerrado.
05
ul

0.4} .
0.3H 4

Acc. de control

1 1 1 1
50 100 150 200 250 300
Tiempo (min.)

(b) Accién de control y su incremento.

Figura 4.4: Control sin restricciones con el GPC multivariable y A = 1.
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(a) Salida en bucle cerrado.
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(b) Accién de control y su incremento.

Figura 4.5: Control sin restricciones con el PC-GPC multivariable y 18 compo-
nentes.
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para calcular la accién de control cuando se usa el PC-GPC con restricciones
frente al GPC con factor de ponderacion:

flops GPC | flops PC-GPC || % Reduccién
813240 78488 90.34

Las figuras 4.6 y 4.7 muestran el control con restricciones del proceso mul-
tivariable. Se puede concluir que ambos controladores alcanzan prestaciones
parecidas, si bien el PC-GPC tarda menos tiempo en calcular la accion de
control debido a la reducciéon de complejidad del problema resuelto por pro-
gramacién cuadratica en cada instante.

4.3 Resumen

En este capitulo se presenta la formulacion con restricciones del controlador
PC-GPC y qué ventajas presenta respecto a un GPC estandar con restriccio-
nes. En el capitulo, las restricciones impuestas a la salida, la senal de control
y el cambio en la senal de control se tratan como restricciones duras que hay
que cumplir a cualquier coste asumiendo siempre la factibilidad del problema.

Mientras que en un GPC se modifica el factor de ponderacién A hasta alcanzar
unas prestaciones de bucle cerrado deseadas, en el controlador PC-GPC, tan
solo hay que seleccionar un niimero de componentes basado en el uso de alguno
de los criterios propuestos en el capitulo anterior.

De esta forma, la rutina de programacién cuadrética (QP) que resuelve en
linea el problema de minimizacién, debe optimizar N, variables en el caso de
un GPC' y tan solo N PC variables en el caso de un PC-GPC. Puesto que la
velocidad de calculo de la solucion tiene una relacion directa con la dimensién
del problema, se concluye que el tiempo de calculo para el PC-GPC, alcanzando
las mismas prestaciones que un GPC, es siempre menor.
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(b) Accién de control y su incremento.

Figura 4.6: Control con restricciones con el GPC multivariable (A = 1).
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Figura 4.7: Control con restricciones con el PC-GPC multivariable (18 comp.).

Salidas

Delta U

Acc. de control
o
T
|

0.6

-0.1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo (min.)
(a) Salida en bucle cerrado.
0.4
02} i

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04 - b

-0.06 ! ! I I I I
0 50 100 150 200 250 300

Tiempo (min.)
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Capitulo 5

Analisis de robustez del

PC-GPC

Las prestaciones y robustez de un controlador predictivo basado en modelos
depende de la capacidad del modelo utilizado para reflejar el comportamiento
dindmico del proceso. En una situacién real, ningin modelo puede exacta-
mente imitar al proceso fisico real, y por tanto pueden aparecer problemas
relacionados con la estabilidad y prestaciones del sistema debido a las dife-
rencias entre el proceso y el modelo. Para aplicaciones de control de procesos
donde los modelos utilizados suelen ser simplificaciones de la realidad, existen
herramientas que permiten analizar la estabilidad del sistema frente a la pre-
sencia de estas diferencias. El teorema de la pequena ganancia (Small Gain
Theorem (SGT)) basado en el criterio de estabilidad de Nyquist ofrece una
condicién suficiente para la estabilidad de bucle cerrado. La aplicacién de este
teorema requiere del conocimiento de los llamados limites de incertidumbre.
Adoptando los criterios actuales, la fijacion de estos limites suele ser conser-
vativa, y puede afectar a las prestaciones del bucle cerrado, degradando la
dindmica de éste. La cuantificacién de estos limites de incertidumbre es to-
davia hoy un area de investigacion totalmente abierta que permitirda mejoras
sustanciales en el diseno de controladores robustos.

En este capitulo se realizard un analisis de robustez para el GPC clasico y para
el PC-GPC. Utilizando como medidas de robustez las funciones de sensibili-
dad, se observara cudl es el efecto que produce la eliminacién de componentes
principales sobre la estabilidad robusta del sistema.
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5.1 Incertidumbre y robustez

Un sistema de control es robusto si es insensible a las diferencias entre el
proceso a controlar y el modelo a partir del cual ha sido disenado (Skogestad
and Postlethwaite, 1996).

Esto pone de manifiesto la importancia del modelo a la hora de disenar un con-
trolador robusto. En la misma medida resulta primordial conocer los posibles
errores de modelado debido a:

1. Trabajo fuera del punto de funcionamiento en el cual se obtuvo el modelo.

2. Dindmica no considerada, por simplificaciones en el modelo (a partir de
un modelo no lineal). Generalmente suele ser dindmica de alta frecuencia.

3. Errores o tolerancias en los parametros del modelo. Debidos al método
de identificacion y a errores de medida en la instrumentacién utilizada.

Estas fuentes de error provocaran la aparicion de incertidumbres en el modelo
que pueden a su vez ser clasificadas en:

e Estructuradas. Se conoce la estructura del modelo pero existe incerti-
dumbre en algunos pardametros. La incertidumbre estructurada puede
ser obtenida considerando un rango de tolerancia para cada parametro
sobre el cual se ha establecido una incertidumbre. El modelado de esta
incertidumbre suele ser muy laborioso cuando el nimero de parametros
a considerar crece.

e No estructuradas. Debidas a la omisiéon de dinamica, retardos sin con-
templar, polos rapidos, etc.

A la hora de disenar el controlador teniendo en cuenta el modelo nominal, es
posible esperar que el sistema cumpla las siguientes caracteristicas:

e Estabilidad nominal (NS): Que el sistema sea estable en bucle cerrado.

e Comportamiento nominal (NP): Que el sistema en bucle cerrado cumpla
un comportamiento u objetivos dados.

Si ademas, existe un modelo de incertidumbres, es posible exigir otro tipo de
caracteristicas al sistema (figura 5.1):
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Proceso

Estabilidad
Robusta (RS)

Modelo Nominal Modelo de
del Proceso Incertidumbres
Controlador

~ /
Comportamiento Comportamiento

Nominal (NP) Robusto (RP)

Estabilidad
Nominal (NS)

Figura 5.1: Especificaciones para el controlador respecto a estabilidad y presta-
ciones.

e Estabilidad robusta (RS): Que el sistema sea estable en bucle cerrado,
ante un conjunto de plantas obtenidas como consecuencia de la incerti-
dumbre en el modelo nominal.

e Comportamiento robusto (RP): Que el sistema en bucle cerrado cum-
pla un comportamiento u objetivos dados, ante un conjunto de plantas
obtenidas como consecuencia de la incertidumbre en el modelo nominal.

5.2 Funciones de sensibilidad

La figura 5.2 muestra los lazos de control caracteristicos para controladores de
uno y dos grados de libertad respectivamente. Tanto para el caso SISO como
para el MIMO se define la funcién de transferencia de lazo abierto L como:

L=GK (5.1)

y las funciones de sensibilidad S y de sensibilidad complementaria 7' como:

S=I+L"Yy T=I-S=LI+L)" (5.2)
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d1
r . e u»,l"x +LY

#K%GH%

(a) Estructura de control con un grado de libertad.

d1

Tk el o e c Jg;y

l"_

(b) Estructura de control con dos grados de libertad.

Figura 5.2: Diagramas de bloques para con controladores de uno y dos grados de
libertad.

En la figura 5.2, T es la funcién de transferencia que relaciona r con y y S es la
funcién de transferencia que relaciona d; con y. Notar que estas funciones estan
evaluadas a la salida del proceso y por esta razon suelen llamarse funciones
de sensibilidad a la salida (So, Tp), para distinguirlas de las funciones de
sensibilidad evaluadas a la entrada del proceso. Definiendo L; como la funcién
de transferencia de lazo abierto si se rompe el bucle en la entrada u:

L; = KG (5.3)

Construyendo la funciones de sensibilidad S; y de sensibilidad complementaria
a la entrada 17 como:

S;=U+L)™Yy Tr=I-S=L{(I+L;)"" (5.4)

Entonces para los diagramas de la figura 5.2, —T7 es la funcion de transferencia
que relaciona dy con u, y Sy es la funcién de transferencia que relaciona dy con
x.

Para el caso de sistemas SISO, no existe diferencia entre las funciones de sen-
sibilidad evaluadas a la entrada o a la salida, y por tanto se cumple que
T =Tp =Ty S; = So = S. Para el caso multivariable esto no es asi,
puesto que la multiplicacion de matrices no es conmutativa.
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5.3 Teorema de la pequena ganancia (SGT)

Este teorema establece una condicion suficiente que determina la estabilidad
robusta de un sistema (Lunze, 1989). Utilizando el diagrama de bloques de la
figura 5.3, el teorema dice lo siguiente:

Asumiendo que G y G5 son estables; si ||G1Ga]|o < 1, entonces el sistema en
bucle cerrado es estable. Ademds, como [|G1Gsllc < ||G1]lo||G2||c0, entonces
si ||G1lloo||G2]lee < 1, el sistema en bucle cerrado es estable.

el
ul— > Gl y1
+

+

y2 G2 |« (e u2
e2

Figura 5.3: Diagrama para el SGT.

El teorema indica que si la magnitud de la funcién de transferencia de lazo
abierto GG1G5 es menor que 1 para todas las frecuencias y si el sistema es estable
en bucle abierto, entonces el sistema en bucle cerrado debe ser también estable.
La segunda parte del teorema, divide la funcién de transferencia del bucle
abierto en dos partes, GG; y GG. El teorema se puede interpretar en términos
del criterio de Nyquist. Para un sistema SISO, si la magnitud de la funcién

de transferencia de lazo abierto |L(e™#“1#)| < 1 para todas las frecuencias w €
[0, 7/Ty], entonces L(z~') no puede dar ninguna vuelta alrededor de -1. Para
un sistema MIMO, si el maximo valor singular de la funcién de transferencia
de lazo abierto o(L(e™*7+)) < 1 para todas las frecuencias w € [0,7/T}],

entonces det(I — L(z71)) no puede dar ninguna vuelta alrededor del origen *.

Enunciado de la forma anterior, el teorema de la pequena ganancia parece
poco util, debido al poco interés que suscita disenar sistemas realimentados
con una magnitud de la funcién L(z7!) menor que la unidad. Si se desea
obtener dinamicas de bucle cerrado mejores que las que se obtendrian sin la
realimentacion se deben disenar controladores con ganancias elevadas. Sin
embargo, realizando varias operaciones de algebra de bloques y escalado, es
posible transformar un problema de control en una forma donde el teorema si

!Notar que el teorema tan solo impone restricciones en la magnitud de L(z~!) y no en
su fase.
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es relevante. La idea consiste en extraer sélo la parte variable de la dinamica
del sistema (A) y construir un bucle artificial (figura 5.4) para demostrar que
la magnitud de la funcién de transferencia de lazo abierto wvista por esta parte
variable es menor que 1. Esta idea es la base de los tests de robustez basados
en las tipicas incertidumbres aditivas y multiplicativas.

A “
YA UA

M

Figura 5.4: Estructura de interconexiéon MA.

El teorema de la pequena senal aplicado ahora al diagrama de bloques repre-
sentado en la figura 5.4 queda:

IMAJ <1 (5.5)

5.4 Modelado de las incertidumbres

La forma mas comun de representar la incertidumbre es utilizar las incerti-
dumbres denominadas no estructuradas. Esto es, asumiendo que existe un
modelo nominal por ejemplo la funcién de transferencia Go(271), el proceso
estd incluido en un conjunto dado por:

M:G(zY) = GozH+A (5.6)

o bien por

:G(z) = Golz )+ A (5.7)

donde la incertidumbre A(z71) es, en cada caso, una funcién de transferencia
estable y estd acotada en norma. Generalmente, Go(z~!) se normaliza de
alguna forma para conseguir que ||A(z71)]] < 1.
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Por supuesto, uno no sabe cuanto vale A(z7!) exdctamente. Se pueden realizar
diferentes asunciones respecto a la naturaleza de A: no lineal, lineal variable
en el tiempo, lineal invariable en el tiempo, etc. También se pueden usar
diferentes normas, de las cuales la més utilizada? suele ser la norma H:

|AG) o = sup (A(e‘j“’TS)>, vw € [0,7/T)] (5.8)

Es muy comtn y préctico representar A(z7!), para el caso (5.6), factorizado
de la siguiente forma:

A =wa(z7) A=), [[Aa(e™™)

<1, Ywel0,7/T)  (5.9)

donde

lwa (=) 2 max |G(="") = Go(=71)] (5.10)

o bien para el caso (5.7)

A(Z_l) = wm(z_l)Am(Z_l)a HAm<€_ijs)

| <1, Ywel0,n/Ts (5.11)

donde

IG(z"") = Go(z" Y|
 Gell 1Go(==1)l

(5.12)

De esta forma, A,(271) y A,,(27!) representan cualquier funcién de transfe-
rencia estable con médulo menor que la unidad para cualquier frecuencia.

5.4.1 Incertidumbres aditivas

La incertidumbre aditiva se puede representar como una funcion de transfe-
rencia variable A, colocada en paralelo con el proceso nominal G (figura 5.5).
El proceso real se asume entonces que es G+ A, donde G es el modelo nominal

2La norma H,, da una idea del peor caso en términos de ganancia o magnitud.
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y A representa todas las desviaciones posibles de esta respuesta nominal. Ge-
neralmente A se asume estable y suele imponerse tnicamente un limite en su
magnitud, permitiendo que su fase varie entre 0 y 27 radianes. Esta aproxima-
cién es tutil para modelar incertidumbre a altas frecuencias. Por ejemplo, un
sistema mecanico puede mostrar cierta sensibilidad para algunas frecuencias
altas, a menudo por encima del ancho de banda que se alcanza con la reali-
mentacién. Para demostrar que el sistema en bucle cerrado es robusto frente
a dichos modos de vibracién (independientemente de cudl sea la frecuencia y
fase de estos modos), se puede fijar un limite en la magnitud de A(e=7*%s) e in-

tentar demostrar que el sistema permanece estable para cualquier ||A(e™7*7%)
por debajo de ese limite.

uA yA A
x ;< yA UuA
_>
+ + + y
L% K G - ‘ M

Figura 5.5: Incertidumbre aditiva.

El diagrama de bloques de la figura 5.5, muestra una forma de usar la incer-
tidumbre aditiva en el andlisis de robustez. Con un regulador K, el modelo
nominal se sustituye por el proceso G + A, estableciendo cudl es la funcién
de transferencia que relaciona la salida del bloque de perturbacién ya con la
entrada a este bloque ua. Se divide el bucle cerrado en dos subsistemas per-
mitiendo la aplicacién del teorema de la pequena ganancia. De esta forma el
sistema de control nominal es visto por el bloque de incertidumbre A, como
la funcién de transferencia —K (I + KG)™'. Si se asume que —K (I + KG)™!
y A son estables, el teorema de la pequena ganancia establece que el sistema
perturbado debe ser estable si

1
1K+ KG) o

1Al < (5.13)

o lo que es lo mismo, el sistema en bucle cerrado permanecera estable si

1
1M ] oo

[Alloe < (5.14)

siendo M = K(I + KG)™' = KS.
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La expresion

1

I CREE (5.15)

ofrece entonces un limite superior en la incertidumbre aditiva permitida por
un sistema de control.

5.4.2 Incertidumbres multiplicativas

Una incertidumbre multiplicativa es una funciéon de transferencia variable de
la forma (I + A) colocada en serie con el modelo nominal del proceso normal-
mente a la entrada (figura 5.6) o a la salida de éste (figura 5.7). Por ejemplo, si
el bloque (I+A) es colocado a la entrada del modelo, se asume entonces que el
proceso real viene dado por G(I + A) = G + GA, donde G representa el com-
portamiento nominal del proceso y A representa todas las variaciones posibles
respecto a dicho comportamiento nominal. Al igual que en la incertidumbre
aditiva, A es estable y se impone un limite a su magnitud, permitiendo que su
fase varie entre 0 y 27 radianes.

UA X yA

%% K e G

v

YA uA

M

Figura 5.6: Incertidumbre multiplicativa.

Para el caso de la figura 5.6, y realizando la misma operacién que en caso de la
incertidumbre aditiva, se calcula cémo es visto el comportamiento nominal por



126 Analisis de robustez del PC-GPC

A
uA X YA
4:_% K G +~d—>
!
A
y A uA
M

Figura 5.7: Incertidumbre multiplicativa a la salida.
la incertidumbre y se obtiene —KG(I + KG)™!. Si se asume que —KG(I +

KG)™! y A son estables, el teorema de la pequena ganancia indica que el
sistema perturbado también serd estable siempre que

1

Allso < 5.16
1Al IKG(I + KG)™|oo ( )
o lo que es lo mismo
1Al < 7t (5.17)
T IM ]l '

donde M = KG(I + KG)™*.

Imponiendo un limite a la magnitud de A en un bloque del tipo (I + A) se
puede representar un nivel deseado de cambio relativo en el modelo nominal.
Por ejemplo, estableciendo ||Allo < 0.1, esto indica que al menos un cambio
de un 10% en la magnitud del proceso nominal deberia ser tolerado junto con
una cierta cantidad de desfase. Esta aproximacién es util para representar
variaciones del proceso a frecuencias bajas.

Resumiendo, las incertidumbres aditivas son 1tiles para representar incerti-
dumbres a altas frecuencias y las multiplicativas para bajas frecuencias. Nin-
guna de estas dos aproximaciones se considera completamente satisfactoria
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para modelar todas las posibles variaciones del proceso nominal que se pue-
den encontrar en la practica, pero son lo suficientemente simples como para
permitir un rapido test de robustez.

5.5 Las funciones de sensibilidad como medi-
das de robustez

Las incertidumbre multiplicativa puede ser usada para calcular unos margenes
de robustez tanto para sistemas SISO como MIMO, reemplazando a los tests
clésicos de margenes de ganancia y fase (Maciejowski, 1989).

Para comprobar cémo la funcion de sensibilidad complementaria puede ofrecer
un margen de robustez del sistema se puede examinar la figura 5.6. Cuan-
do una incertidumbre multiplicativa es insertada, por ejemplo a la entrada
del proceso, y el bloque de incertidumbre A es aislado del resto del siste-
ma, el comportamiento del bucle visto por A viene dado justamente por
-T = —KG(I + KG)™!. El teorema de la pequena ganancia indica que si
T y A son estables, entonces si

1

IAG oo <y (5.18)
1T(z") ]l
el sistema perturbado también serd estable. Por tanto, calculando
1 vwelo /Ty, 2t = e T (5.19)
1Tz ’ ’

se obtiene un limite para el tamartio de la perturbacién (I + A) permitida.

Para el caso de la funcién de sensibilidad S, se puede examinar la figura 5.8,
donde se representa una incertidumbre multiplicativa inversa. En lugar de
anadir un bloque del tipo (I +A), se anade uno del tipo (I —A)~! a la entrada
o a la salida del proceso nominal. Cuando se reestructura este diagrama de blo-
ques para obtener la estructura M A requerida (figura 5.4), el comportamiento
del bucle visto desde la perturbaciéon A viene dado por S = (I + GK)™!. De
nuevo utilizando el teorema de la pequena ganancia, si A y S son estables,
entonces si
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1
1AGE oo < frar—=r— (5.20)
15(z7")[loo
el sistema perturbado también sera estable. Por tanto, calculando
1 Vw € [0,7/T,), 27" = e %7 (5.21)
1Szl

se puede obtener un limite para la magnitud de una perturbacién del tipo
(I — A)~! permitida.

A
YA X UA
+_<f—‘ K G —*-{/ >
A
YA UA
M

Figura 5.8: Incertidumbre multiplicativa inversa a la salida.

Notar que estos tests basados en las funciones S y T son sélo condiciones
suficientes y no necesarias para la estabilidad robusta del sistema y ofrecen unos
margenes de robustez muy conservativos, por lo que los margenes reales serian
mucho mayores. Sin embargo, a la hora de realizar un anélisis de robustez
partiendo de un diseno dado, es posible utilizar los margenes dados por S y T'
para comprobar la resistencia de un diseno a los errores de modelado, algo que
por otra parte, debe ser importante para aquellos disenos basados en modelos,
como es el caso del controlador predictivo.
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5.6 El GPC como controlador de dos grados
de libertad

Cuando se utiliza la interpretaciéon polinomial para expresar el controlador
GPC monovariable como un regulador lineal con varios grados de libertad se
estd en disposicion de analizar la estabilidad del sistema en bucle cerrado uti-
lizando el criterio SGT. Debido a la estrategia denominada receding horizon u
horizonte mévil, tan solo se considera el primer elemento del vector de acciones
de control futuras. Es decir de la matriz ((G"aG + X)"'G"a) , tan solo se
utiliza la primera fila. Llamando h;yy a esta fila, es posible reescribir la ley
de control como:

Au(k) = hw — hT'Au/ — hFy/ (5.22)

Aplicando una interpretacion en transformada z a cada sumando de la expre-
sién (5.22) se obtiene

hw = Z hz> w(k) = H(2)w(z) (5.23)

hI'Au/ = ih%z_’) Auf (k) = %Au(z) (5.24)
fo_ S =G0\ Fry S(z7)

hFy/ = thlz v' (k) = ) (5.25)

donde

- nr y ng corresponden al nimero de columnas de las matrices I' y F' respec-
tivamente.

- h; son los elementos del vector h.
- v fi son las columnas i-ésimas de las matrices I' y F' respectivamente.

- El producto del vector fila h por estas columnas son los escalares hv; y hf;,
resultando cada uno de ellos en los coeficientes r; y s; de los polinomios
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R(z71) y S(z71) respectivamente:

R(z™) = ro+... 4 rpenz Y
S(zY = so+...+ s(nF_l)z_(”F_l)

Reescribiendo la expresién 5.22 con esta interpretacién

y despejando la accién de control u(z) se llega a

= T(") 2)w(z) — 5(="") z
W) = G s (H e - ) 620

La ecuacién descrita en (5.27) es la ley de control lineal del GPC. En la figura

5.9 se puede ver su representacién en diagrama de bloques. En este diagrama,
el bloque H es un polinomio en z, H(z), si se suponen conocidas las referencias
futuras (como podria ser el caso de una trayectoria de referencia para un brazo
robot). En caso contrario, si se desconoce cudl es el valor de la referencia
durante el horizonte de prediccién, el valor de la referencia w(k) en ese instante
se supone constante para todo el horizonte de prediccién (es decir, se asume
una referencia constante para los instantes futuros). De este modo, el bloque

H no es mas que un escalar resultado de sumar todos los elementos del vector
h.

A

GPC

Figura 5.9: Representacién en diagrama de bloques del GPC lineal.

Con el fin de analizar la caracteristicas de robustez del GPC, se reorganiza
el diagrama de bloques de la figura 5.9 para conseguir una estructura de dos



5.6. GPC, controlador de dos grados de libertad 131

grados de libertad (figura 5.10). Comparando esta figura con el diagrama de
bloques 5.2(b), se puede definir

e Controlador de lazo:

- S(z™1)
A[T(z7Y) 4+ R(z71) 271
e Controlador para el prefiltrado de la referencia:

- g LG
T =

S(z1)
e Funcién de transferencia de lazo:

B(zHS8(z71)

I —

AA(z"Y[T(z7') + R(z71)z71]

Funcién de sensibilidad:

AA(zHT (Y + R(z7H 271
AAH[T(zY) 4+ R(z7Y)z"+ B(z71)S(z1)

So = ([—{—L)_l =

Funcién de sensibilidad complementaria:

B(z71)S(z1)

To = LU+ 1) = XA FGET) = Re 01 7 BESG)

S - T+Rz HA A

GPC

Figura 5.10: EI GPC como controlador de dos grados de libertad.



132 Analisis de robustez del PC-GPC

5.6.1 Analisis de robustez del GPC

Puesto que las funciones de sensibilidad pueden constituir un test para com-
probar la estabilidad robusta del sistema y ofrecer unos margenes de robustez,
es posible representar los diagramas de bode de dichas funciones (o bien sus
inversas) para estudiar la influencia de los diferentes pardmetros sobre la esta-
bilidad robusta del sistema (Banerjee and Shah, 1995).

Retomando el proceso de 5° orden de la expresién (3.6), se disena un GPC
para un periodo de muestreo de 2 segundos con los siguientes parametros:

Nl‘Ng‘Nu‘T<Z_1)‘Oéi )‘j
1\50\2\ 1 \1\0

(5.28)

Manteniendo el resto de parametros constantes, se modifica uno de ellos y se
comprueba el efecto que ésto produce sobre los margenes de robustez.

Influencia del horizonte de prediccion Ns:

Rango de estudio No=[15, 20, 30, 50].

La figura 5.11(a) muestra la inversa de la funcién de sensibilidad complementa-
ria, mientras que en la figura 5.11(b) se representa la evolucién de la salida y la
accion de control para los diferentes valores de N,. En ellas se observa cémo,
un aumento del horizonte de prediccién Ny produce un margen de robustez
mayor, aunque las prestaciones del bucle cerrado se degradan.

Influencia del horizonte de control N,:

Rango de estudio N, =[2, 3, 4, 5].

La figura 5.12(a) muestra la inversa de la funcién de sensibilidad complementa-
ria, mientras que en la figura 5.12(b) se representa la evolucién de la salida y la
accion de control para los diferentes valores de N,. Como conclusion, destacar
que un aumento del horizonte de control N, redunda en un menor grado de
robustez, aunque a nivel temporal las acciones de control son mayores y por
lo tanto la respuesta del sistema es mas rapida.

Influencia del factor de ponderacién A:

Rango de estudio A =[0.1, 1, 10, 50].
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La figura 5.13(a) muestra la inversa de la funcién de sensibilidad complemen-
taria, mientras que en la figura 5.13(b) se representa la evolucion de la salida y
la accién de control para los diferentes valores de A. En las figuras se observa
que un aumento en la ponderacion de los incrementos de la accién de control,
produce un aumento en el margen de estabilidad robusta, lo que conduce a
unas peores prestaciones del controlador.

Influencia del polinomio de filtrado T'(z7}):

El polinomio de filtrado T es el parametro que, mas y mejor permite influir
sobre la estabilidad robusta del sistema, puesto que presenta la particularidad
de no influir sobre la respuesta de bucle cerrado a menos que el modelo y el
proceso difieran. Incluso se proponen métodos para la elecciéon éptima de dicho
polinomio (Yoon and Clarke, 1994b), (Megias et al., 1999).

Si se considera un polinomio genérico con la siguiente estructura:

T =1 -tz )"

es posible realizar un estudio variando la frecuencia de corte del filtro (funcién
de ty) y el orden del mismo n.

a) Frecuencia de corte ¢

Rango de estudio ¢y =[0.4, 0.6, 0.8, 0.9]. La figura 5.14(a) muestra la
inversa de la funcién de sensibilidad complementaria, mientras que en
la figura 5.14(b) se representa la evolucién de la salida y la accién de
control para los diferentes valores de t;, para un orden del polinomio
n = 2. En esta ultima figura, se introduce una perturbacién a la salida
del proceso en forma de escalén. Hay que destacar el diferente modo
que tiene el controlador de hacer frente a dicha perturbaciéon cuando
cambia el polinomio de filtrado, ya que aunque el controlador es mas
robusto segin se aumenta la el pardmetro ¢;, el comportamiento frente
a esta perturbacion empeora. En esta figura también se observa cémo
la respuesta de bucle cerrado es la misma con distintos polinomios 7T’
cuando el proceso es el modelo nominal.

b) Orden n

Rango de estudio n =[1, 2, 3|. Para los diferentes ordenes del polinomio
T se utiliza la misma frecuencia de corte t; = 0.8. La figura 5.15(a) mues-
tra la inversa de la funcién de sensibilidad complementaria, mientras que
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en la figura 5.15(b) se representa la evolucién de la salida y la accién de
control para los diferentes valores de n. En general, se puede destacar
que, un aumento del pardametro n, produce un mayor grado de robus-
tez y una peor dindmica de bucle cerrado, aunque es posible encontrar
contraejemplos en los que esto no es asi (Yoon and Clarke, 1993a).

Resumen

La siguiente tabla resume el efecto, en cuanto a robustez y respuesta temporal,
que produce aumentar cada uno de los parametros:

Aumento parametro Robustez  Respuesta

lenta
rapida
lenta

Ny
Ny
A
ty no modifica

n

=== ==

no modifica

5.7 Analisis de robustez del PC-GPC

El mismo tipo de analisis se puede realizar calculando las funciones de sensibili-
dad para los diferentes controladores que se obtienen eliminando componentes
principales.

Para el ejemplo de la seccién anterior, y los siguientes parametros de diseno

(5.29)

se puede comprobar cémo aumenta el limite de incertidumbre permitida, pues-
to que segun se eliminan componentes de la solucién (figura 5.16(a)), la mag-
nitud de la inversa de la funcién de sensibilidad complementaria aumenta. Co-

mo era de esperar las prestaciones en el dominio temporal se degradan (figura
5.16(b))

A modo de ejemplo se puede comprobar qué ocurre si el proceso no coincide
con el modelo. Simulando el bucle cerrado con el proceso

1

) = Toos v 17
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en lugar de con el modelo nominal, se puede encontrar una explicacion de
porqué el bucle cerrado es estable cuando se disena un PC-GPC con el modelo
nominal distinto al proceso, eliminando componentes principales. En la figura
5.17(a) se observa que la magnitud de la incertidumbre multiplicativa real que
define la diferencia establecida entre modelo y proceso y calculada como

G*(s) = Go(s)
Go(S)

W; = ‘ (5.30)

es inferior al margen de robustez definido por la funcién de sensibilidad com-
plementaria cuando en el controlador se utilizan 2 componentes. En la figura
5.17(b) se observa la respuesta de bucle cerrado para dicho controlador cuando
se simula con el proceso real.

5.7.1 Extension al caso multivariable

La ganancia de un sistema multivariable depende de la direccion de la senal
de entrada. Para una frecuencia dada w, se define la ganancia de un siste-
ma multivariable como la mayor amplificacién posible que se produciria para
cualquier posible direccién de la sefial de entrada (Skogestad and Postlethwai-
te, 1996). Esta ganancia corresponde al mayor valor singular de la respuesta
en frecuencia del sistema multivariable evaluada justamente para esa frecuen-
cia w. Aprovechando el hecho de que el valor singular maximo es una norma
inducida para matrices

IG (&™)

= o (Ge™) (5.31)

donde & denota el valor singular maximo, se puede generalizar el teorema de
la pequena ganancia para sistemas MIMO como

F(M(e 7)) G (A(e™T)) < 1 Yw € [0,7/T)], 2~ = e T (5.32)

donde A(z7!) es una matriz de transferencia, en cuyo caso la magnitud de
su respuesta en frecuencia esta acotada por unos limites impuestos al valor
singular maximo & (A (e 7wTs)).

Por tanto, el estudio de los valores singulares de las funciones de sensibilidad
S y de sensibilidad complementaria 7', pueden determinar los margenes de
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robustez del sistema. Hay que recordar que estos tests basados en los valo-
res singulares son solamente condicién suficiente para la robustez del sistema,
ofreciendo unos margenes muy conservativos (Astrom et al., 1996). Para ob-
tener unos resultados mas aproximados a estos margenes reales se utiliza el
pu-andlisis o valor singular estructurado, donde el bloque A no es una matriz
de transferencia cualquiera, sino que se define con una estructura fija, utilizan-
do informacién referente a la forma en la que el comportamiento del proceso
real puede variar (Skogestad and Postlethwaite, 1996).

Notar que la representacién de los valores singulares no indica por si misma
si el sistema en bucle cerrado es estable. Esto debe ser comprobado de forma
independiente (calculando los polos de bucle cerrado, como en el anexo A).
Si el sistema es estable, entonces estos diagramas si que pueden ser utilizados
para indicar si la estabilidad es frdgil o robusta, frente a ciertas perturbaciones.

Para un proceso SISO, no existe diferencia entre colocar la incertidumbre mul-
tiplicativa (I + A) a la entrada o a la salida del proceso, mientras que para
un sistema MIMO esta diferencia si que existe debido a que la multiplicacién
de matrices no es conmutativa® G(I + A) # (I + A)G. Por ello en el caso
multivariable se pueden construir las funciones de sensibilidad desde el punto
de vista de la entrada o de la salida.

Los limites para la estabilidad robusta definidos por las funciones de sensibili-
dad S y T, se resumen entonces en:

e Incertidumbre multiplicativa a la entrada:

1

a(Ar(e™")) < (T (e—7wT2))’

Yw € [0,7/Ty], 21 =e 7" (5.33)

e Incertidumbre multiplicativa a la salida:

1

7(Ao(e™7)) < 5(To (e 77T))

, Yw € [0,7)T,), 2+ =e 7" (5.34)

e Incertidumbre multiplicativa inversa a la entrada:

1

o(Am(e?"™)) < 5 (Si (e vty

Vw € [0,7/T,), 27 =e " (5.35)

3Una visién practica de esta diferencia en sistemas multivariables es que los mérgenes
de robustez pueden variar sensiblemente desde el punto de vista de los sensores o de los
actuadores
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e Incertidumbre multiplicativa inversa a la salida:

1

T(Broe™™) < Sy

Yw € [0,7/T,], 27 =e*" (5.36)
donde Sty So son las funciones de sensibilidad y 17 y Tp son las funciones de
sensibilidad complementaria del sistema MIMO definidas en (5.2) y (5.4).

A modo de ejemplo, se utiliza el proceso multivariable definido en (3.11). En la
figura 5.19, se representan las funciones de sensibilidad calculadas a la salida del
proceso. En ellas se observa, como el margen de robustez se hace mayor segtin
se eliminan componentes del controlador multivariable. El comportamiento
en bucle cerrado es el esperado, donde se observa que la calidad del control
disminuye conforme se varia un parametro del controlador que influye sobre la
estabilidad robusta (figura 5.18).
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Figura 5.18: Respuesta en bucle cerrado para distintas componentes principales.

5.8 Resumen

En este capitulo se presenta un analisis de robustez para el GPC clasico y para
el PC-GPC, utilizando como medidas de robustez las funciones de sensibilidad
y de sensibilidad complementaria.
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146 Analisis de robustez del PC-GPC

El estudio estd basado en la interpretacién polinomial que se puede realizar
del controlador GPC, resultando en un controlador lineal de dos grados de
libertad.

Para el GPC clasico se estudia céomo influyen los diferentes parametros del
controlador en la estabilidad robusta del sistema, extrayendo conclusiones res-
pecto a la influencia que los horizontes de prediccién y control, factores de
ponderacion, etc, tienen sobre los méargenes de robustez del sistema.

En cuanto al PC-GPC y el nuevo parametro NPC, se concluye que el efecto
que produce la eliminacion de componentes principales sobre la estabilidad
robusta del sistema es el mismo que el que produce en un GPC el uso del fac-
tor de ponderacién A: a menor nimero de componentes (mayor ponderacién)
aumenta el margen de robustez.



Capitulo 6

Diseno de GPC estable con
componentes principales

La estabilidad nominal de un bucle cerrado es relativamente facil de alcanzar
sin mas que seleccionar los pardmetros de diseno de un GPC y, asumiendo que
el modelo es correcto, comprobar que con estos parametros el bucle cerrado es
estable. De hecho esta es la forma de trabajo de la mayoria de aplicaciones de
control predictivo en la industria.

Pero en un contexto de control adaptativo donde un diseno del controlador
"on-line” es necesario, la estabilidad del bucle cerrado es un reto que cualquier
diseno se deberia plantear. A pesar de la popularidad del controlador GPC no
existe, hasta el momento, una teoria clara para garantizar la estabilidad del
bucle cerrado en funcién de sus parametros de diseno.

De hecho la estabilidad asintética esta garantizada sélo para algunos casos
especiales (por ejemplo cuando ambos horizontes, el de prediccién y el de
control, son infinitos, o cuando N, = 1, el horizonte de prediccion es infinito y
el proceso es estable). En general, es facil encontrar ejemplos para los cuales
un GPC no puede controlar el proceso (basta con colocar una pareja polo-cero
cercanos fuera del circulo unidad).

En el controlador PC-GPC, se sustituye el parametro de diseio A por el niimero
de componentes principales. El hecho de incluir mas o menos componentes en
este controlador, tampoco asegura la estabilidad del bucle cerrado. En este
capitulo se estudian cudles son, hasta el momento, las alternativas propuestas
en el ambito del GPC para obtener un disefio nominal estable y como se pueden
traducir algunas de ellas al controlador PC-GPC.
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Como solucion al problema de la estabilidad, diferentes autores han propuesto
algunas variantes del GPC que garantizan la estabilidad del bucle cerrado:

o Stabilizing input-output receding horizon control (SIORHC) (Mosca and
Zhang, 1992), (Mosca, 1995)

o Constrained receding-horizon predictive control (CRHPC) (Clarke and
Scattolini, 1991)

e [nfinite horizon generalized predictive control (GPC*) (Scokaert and
Clarke, 1993a), (Scokaert, 1997)

e Stable generalized predictive control (SGPC) (Kouvaritakis et al., 1992),
(Kouvaritakis and Rossiter, 1993)

e Generalized predictive control with end-point state weighting (GPCW)
(Demircioglu and Clarke, 1992), (Demircioglu and Clarke, 1993)

e Receding-horizon predictive control with exponential weighting (Yoon and
Clarke, 19930)

Tanto el algoritmo de control CRHPC como SIORHC imponen restricciones
sobre la salida, haciendo que ésta sea igual a la referencia en un horizonte
mas alla del horizonte de prediccion. Esto fuerza a que el indice de coste
sea mondtono decreciente (Scokaert and Clarke, 1994). En la variante SGPC,
se disena un bucle cerrado estable antes de aplicar la estrategia de control
predictivo. Estos tres disenos son, de hecho, equivalentes aunque tienen dife-
rentes propiedades numéricas debido a su diferente implementacién (Rossiter
and Kouvaritakis, 1994).

El resto de aproximaciones también fuerzan a que el indice de coste decrezca
mondtonamente utilizando técnicas definidas para espacio de estados, inclu-
yendo en el indice de coste una ponderacion del vector de estados al final
del horizonte de prediccién (GPCW) o empleando ponderacién exponencial en
los errores y acciones de control (Yoon and Clarke, 1993b). Este incremento
secuencial de la ponderacién segin el instante de prediccion conduce a una
mejora de las prestaciones del controlador.

En este capitulo la atencién se centra sobre los controladores CRHPC y GPC*°,
dado que su filosofia de diseno es muy parecida. Puesto que el planteamiento
de ambos controladores es similar, es posible abordar los dos problemas desde
la alternativa de las componentes principales.
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6.1 Constrained Receding-Horizon Predictive
Control (CRHPC)

(Clarke and Scattolini, 1991), desarrollaron una variacién del GPC estandar
denominada Constrained Receding-Horizon Predictive Control (CRHPC), la
cual permite asegurar la estabilidad del bucle de control bajo ciertas condi-
ciones. La idea basicamente consiste en calcular una secuencia de acciones de
control futuras para forzar a que la salida predicha sea exactamente igual a la
referencia durante un horizonte "m” suficientemente largo tras el horizonte de
prediccién (figura 6.1). En realidad, algunos grados de libertad del controla-
dor se utilizan para forzar esta igualdad mientras que el resto se utilizan para
minimizar el indice de coste a lo largo del horizonte de prediccién.

A

Restriccion
Horizonte de prediccion terminal
Referencia (W)
y(k-i) Prediccién de la
salida
y(k+i|k)
t
Pasado Futuro
k
Figura 6.1: Restriccién terminal.
Partiendo del modelo CARIMA descrito por:
B(="") T
k) = k—1 ——=&(k 6.1
K) = g = D) + 50 (61)

El problema de control predictivo se plantea del mismo modo que en el GPC
estandar, utilizando el mismo indice cuadratico

No Ny

J(k) =" aily(k +ilk) — w(k +ilk)]* + Y Nj[Au(k +j — 1k)*  (6.2)

i=N1 J=1



150 Diseno de GPC estable con componentes principales

pero en este caso el problema de minimizacion estd sujeto a nuevas restricciones
planteadas del siguiente modo (N; = 1, Ny = N)!

yk+N+i) = wk+N), i€[l...m] (6.3)
Au(k+ N, +j) = 0, j>0

Utilizando el modelo de prediccién que se usa en el GPC

y(k+ilk) = Gilz")Au(k+i— 1)+ f(k +ilk) (6.5)
flk+ilk) = ?((Z_l))y(k)+?(f_l))m(k—1) (6.6)

y con los polinomios G, I'; v F; calculados recursivamente para i = 1...N, se
predice la salida para todo el horizonte de prediccién,

y(k + 1|k) Au(k) f(k+1]k)
k+ 2|k Au(k +1 k + 2|k
se2) | (1) || el
y(k + N|k) Au(k+ N, — 1) flk+ N|k)
o bien
yx1 = GnxnvuAup,xa + v (6.7)
donde
Jdo 0 ... 0
G _ g1 Jdo ... 0
gN-1 gN-2 ... GN-N,

Y se extiende la prediccién m instantes mas alla de este horizonte,

y(k+ N + 1]k) Au(k) f(k+ N+ 1lk)

y(k+ N+ 2|k) ~ Au(k + 1) f(k+ N +2|k)
. - G . T :

y(k+ N + mlk) Au(k+ N, — 1) f(k+ N+ mlk)

'En adelante, se asume un horizonte de prediccién igual a N.
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o bien
Vst = Grx vuAUn, 1 + B (6.8)
donde
gn gN-1 -+ gN+1-N,
CN} _ L‘CJN+1 ?N cee .gN+2—Nu
IN+m-1 GN+m—-2 --- GN+m+1-Ny

De esta forma, el problema de control predictivo se reduce a

min J(Au) = (GAu+f—w) a(GAu+f—w)+ Au’ Au  (6.9)

Au

sujeto a: GAu+ f = w (6.10)

donde w = [ w(k + N|k) w(k+ Nl|k) ... w(k+ N|k) ].

Una solucion analitica a este problema de minimizacién puede ser calculada
utilizando multiplicadores de Lagrange, produciendo el siguiente resultado

Au = G[I - GTMGGGTa(w —f) + GG M(w — ) (6.11)

donde

Mpsm = (GGGT)™! (6.12)
@NuxNu = (GTOéG—l-)\)_l (613)

Como se observa, el resultado es bastante mas complejo y con una carga com-
putacional mayor, comparado con la solucién de un GPC estandar. Hay que
tener cuidado con la inversién de las matrices (GTaG + \) y (GGGT) puesto
que se pueden dar casos de mal condicionamiento. Este algoritmo, bajo ciertas
propiedades, es capaz de estabilizar cualquier tipo de proceso (inestable, fase
no minima, etc). Dichas propiedades se basan en la idea de que, si existe una
solucion y el horizonte de prediccion es suficientemente largo como para cubrir
el régimen transitorio de la salida, la funcion de coste decrece monétonamente
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(siempre que no existan perturbaciones y el modelo sea igual al proceso) y
puede ser interpretada como una funciéon de Lyapunov para garantizar estabi-
lidad.

En concreto, se puede demostrar que el bucle cerrado es asintéticamente estable
si (Scokaert and Clarke, 1993a), (Yoon and Clarke, 1995):

1.a>0,A>0,
2. m = ng,
3. N, > m,

4. N > N, + max(ny, ng) — ng

donde? n, = deg(A(z7HA) y ny = deg(B(z71)).

Para probar la estabilidad se asume, que las perturbaciones son nulas y que
el modelo es perfecto, es decir, que no existen diferencias entre el proceso y el
modelo. La prueba se basa en demostrar que la funciéon de coste asociada es
mondétona decreciente con el tiempo. Por simplicidad, se asumen unos factores
de ponderacién « y A constantes y un polinomio 7'(z~!) = 1, aunque los
resultados se pueden extender al caso general.

Considerando que la prediccién y(k+N—+m+1]k) puede ser calculada mediante

B(z™h
A(z"DHA
bo + .. _|_bnbz—nb

= Au(k+ N +m)
l+az7t + - 4 a,,z "

y(k+ N +m+ 1[k) Au(k+ N +m)

(6.14)

Dicha prediccion se puede expresar como

y(k+ N +m+1k)

—ary(k+ N +mlk) —ay(k+ N +m —1|k) —---
— apylk+N+m—n,+1]k) +

+ boAu(k+N+m)+ -+ b, Au(k+ N +m —ny)
(6.15)

2 Asumiendo que A(z~1)A y B(z~!) no poseen factores comunes.
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Aplicando la accién calculada con la expresién (6.11), se cumplird la restriccién
(6.3), por lo tanto y debido a la elecciéon de m = n,

yk+N+mlk) = yk+N+m-—-1lk)=---
= yk+N+m—-n,+1)=w(k+ Nlk) (6.16)

Ademas, puesto que

N > N,+maz(ng,ng) —ng > Ny +np —n, —
— N, <N+n,—ny=N+m—mny (6.17)

se cumple, por (6.4), lo siguiente

Au(k+N+m) = Au(k+N+m—1)=---=Au(k+ N+m—n;) =0 (6.18)

Utilizando (6.16) y (6.18), y restando w(k + N|k) a ambos lados de (6.15)

yk+N+m+1k)—wk+ N|k) = (—a;—as— -+ —ap,)w(k + N|k) —
— w(k+ NIk)
= —(1+a+...+ap)w(k+ Nlk)
=0 (6.19)

Concluyendo finalmente que

y(k+N+m+ilk) =w(k+ Nlk), Vi (6.20)

Es decir, acorde con la seleccién propuesta para N,, N y m, se puede deducir
que:

e El vector de acciones de control calculado en el instante k, no solo satis-
face la restriccién terminal para los instantes Kk + N +1...k+ N +m
sino para cualquier instante posterior.

e El minimo ntmero de restricciones que hay que incluir para garantizar
la estabilidad esta determinado por n,, siendo conveniente utilizar este
valor para obtener unas matrices de menor tamano y no realizar calculos
innecesarios.



154 Diseno de GPC estable con componentes principales

Ademas, se observara una propiedad muy simple del modelo de prediccién pero
muy util: si el vector de incrementos de acciones de control en el instante k41
es la secuencia desplazada del vector de incrementos de control postulada en
el instante k, entonces las predicciones de la salida realizadas en k + 1 son las
mismas que las predicciones realizadas en k. Es decir que

y(k+ gk +1) =y(k+ jlk) (6.21)

Este resultado se utilizard para calcular un limite superior en el cambio del
indice de coste de k a k+1. Demostrando que este limite superior es negativo,
entonces el indice de coste decrece mondétonamente con el tiempo, condicién
necesaria para la estabilidad del bucle cerrado.

Con e(k) = y(k) — w(k), el indice de coste (6.2) se puede escribir para el
instante k£ como

J(k) = Zae(k+i|k)2 +i)\Au(k—|—j —1|k)? (6.22)

De la misma forma, el coste en el instante siguiente k + 1 serd

N Ny,
Jk+1) =) aelk+i+1k+1)>+ ) Mu(k+jlk+1)>  (6.23)

=1 Jj=1

Ademaés, si no existen perturbaciones, en base a (6.7), se cumple lo siguiente

y(k+1ik) = f(k+ilk)+ gi-1Au(k|k) + gi—2Au(k + 1|k) +
+ ...+ glAulk+i—1]k), Vi (6.24)

donde f(k + i|k) es la prediccion de la respuesta libre del sistema y g; es el
i-ésimo coeficiente de la respuesta en escalén del sistema.

En el instante k + 1, se cumple que

y(k+ilk+1) = f(k+ik+1)+ g o2Au(k+1k+1)+
(6.25)
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y puesto que la prediccién de la respuesta libre del sistema en el instante k+ 1,
es la realizada en el instante k, mas la respuesta forzada que se produce por
haber aplicado la accién de control Au(k), es decir

flk+ik+1)= f(k+ilk)+ gi—1Au(k|k), Vi (6.26)
Es posible ahora, reescribir la expresién (6.25) como
y(k+ilk+1) = f(k+ilk) + gi1Au(k|k) + gi2Au(k + 1]k + 1)

(6.27)

Dado el vector de acciones de control éptimo calculado para el instante &

Au=[ Au(klk) Au(k+1lk) ... Auk+N,—1k) ]  (6.28)

suponiendo que en el instante k + 1, se aplica la siguiente version desplazada
del vector Au anterior

A = [ Au(k+1]k) Au(k+2]k) ... Au(k+N,—1Jk) 0] (6.29)

Entonces, las predicciones de la salida en el instante k+1 utilizando la expresién
(6.27), si se aplica Au(k + 1)* seran

y(k+ilk+1) = f(k+ilk)+ gi1Au(klk) + gi—oAu(k + 1|k) +
(6.30)

Y comparando las expresiones (6.24) y (6.30), el hecho de aplicar un vector de
acciones de control de la forma (6.29), implica que

v (k+ilk+1) =ylk+ilk) — e (k+ilk+1)=e(k+ilk), Vi (6.31)
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Por lo tanto, el coste en el instante k + 1 serd

N NU.
J(k+1) = Y ae*(k+i+1k+1)7+ ) Mu*(k+ jlk+1)°

i=1 i=j
N+1 Ny+1

= > ae(k+ilk)>+ ) Mu(k+j—1[k)> (6.32)
i=2 Jj=2

y la diferencia de costes entre los instantes k y k 4+ 1 se podra expresar asi

N+1 Ny+1
T(k+1) = Jk) = > ae(k+ilk)>+ > Mu(k+j—1]k)* -
=2 Jj=2

N Nu
— Y ae(k+ilk)* = Mu(k + j — 1|k)
=1

j=1
= ae(k+ N +1k)?* — ae(k + 11k)* — MAu(k|k)?
(6.33)

Puesto que en k se aplicé la secuencia éptima Au calculada en (6.11), las res-
tricciones (6.3) se cumplen. Utilizando la propiedad (6.20), es posible escribir
estas restricciones como

e(k+N+ilk) = 0, Vi>1 (6.34)
Au(k+ N, +jlk) = Au*(k+ N, +jlk+1)=0, Vj>0 (6.35)

Por lo que, la expresién (6.33) queda

J*(k4+1) = J(k) = —ae(k + 1]k)* — NAu(k|k)* < 0 (6.36)

lo que implica, al ser esta diferencia siempre negativa, que J*(k + 1) < J(k).

Al ser Au* una versién desplazada de Au, se deduce que dicho vector de
acciones de control cumple con la restriccién terminal segin (6.20). Pero Au*,
no es la solucién al problema de optimizacion en el instante £ + 1. El vector
optimo de acciones de control en ese instante si que minimiza el indice de coste
J(k+ 1),y por lo tanto se puede concluir que
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J(k+1) < J*(k +1) (6.37)

y de esta forma seguro que se cumple

J(k+1) = J(k) < —ae(k + 1|k)* — Mu(k|k)* <0 (6.38)

Como el indice de coste es, por definicién, no negativo, la secuencia J(k) decre-
ce mondtonamente y converge a cero cuando el sistema alcanza la referencia.

Y puesto que @ > 0, A > 0 y no existen diferencias entre modelo y proceso
(e(k + 1|k) = e(k 4+ 1)), ello implica que

lim e(k+1) = 0 (6.39)
klim Au(k) = 0 (6.40)

Para el caso especial en el que no existe ponderacion de la accién de control
(A = 0), suponiendo que el sistema ha alcanzado el régimen permanente, se
puede concluir que

Jk+1)=J(k+1)=J(k) (6.41)
Puesto que:

e ¢l vector Au* se obtiene desplazando el vector Au

e los valores para el indice de coste que producen ambos vectores de incre-
mentos de control son iguales

e la solucion 6ptima es tnica en cada instante

se deduce que todos los incrementos de la accién de control postulados en
régimen permanente deben ser cero

lim Au(k) =0 (6.42)

k—o0

garantizando que la secuencia de valores J(k) converge a cero, y que tanto
Au(k) — 0, como e(k) — 0 cuando t — oo.
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6.2 Calculo del controlador CRHPC mediante
la SVD

Otro método para obtener la solucién analitica consiste en plantear el pro-
blema de minimizacién con restricciones como la solucién de dos sistemas de
ecuaciones lineales:

1. Por un lado se debe cumplir la restriccién terminal

‘R}mxl = émXNuAu +’Em><1 (643)

o lo que es lo mismo, se debe resolver el sistema compatible indetermi-
nado (m < N,) de ecuaciones

s, AU = (W — )1 (6.44)

2. Por otro, se debe resolver el sistema de ecuaciones incompatible (N >
N,) que conduce a la minimizacién del indice de coste:

G’NxNuAu = (W - f)le (645)

Este sistema de ecuaciones se resolverd calculando una solucién de minimos
cuadrados pero restringida por la restriccién terminal (6.43).

Para resolver el sistema de ecuaciones indeterminado (6.43), se pueden generar
todas sus posibles soluciones expresando la solucion general Au de este sistema
como
{AueRY | GAu= (w—1)} = {Au, +z |z € N(G)} (6.46)
donde:
e Au, es una solucién particular del sistema de ecuaciones.
e 7 es la solucion general del sistema homogéneo de ecuaciones asociado
N(G) ={z e RN | Gz = 0} (6.47)

siendo NV(G) el espacio nulo de la matriz G.
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De esta forma, si (w — ?) = éAup y z € N(G), entonces

(W —f) = G(Au,, + 2) (6.48)

por lo que z representa, de algin modo, los grados de libertad en la solucién
del sistema (6.43) y caracteriza las diferentes soluciones que producen el mismo
resultado.

6.2.1 Obtencion de la soluciéon particular

Una solucién particular Auy, del sistema (6.43), muy apropiada para control,
puede ser la denominada solucion de minima norma, o solucion del sistema de
ecuaciones que minimiza || Au [|3:

Au, = argmin Au’Au
P Au

sujeto a: GAu = (W — f) (6.49)

La solucion de este problema es (ver apéndice C):

Au, = GT(GG")'(w —f)

= Gt (w—T1) (6.50)

donde G es la pseudoinversa de é, también denominada inversa derecha de
G.

+

Para calcular G, ...,

se utiliza la descomposicién SVD de la matriz G
Gt=vstuT (6.51)

Ademas, haciendo uso de dicha descomposicion es posible calcular el espacio
nulo N/ (CNJ) Al tener mas columnas que filas, la matriz G tan sélo posee m
valores singulares distintos de cero. Los vectores [Viyi1, ..., VN,] de la matriz
Vi, xn, asociados a los valores singulares nulos forman una base para N (é)

Es decir, es posible expresar cualquier vector de acciones de control Au que
cumpla GAu = 0, como una combinacién lineal de estos vectores, puesto que

Gvi=ou;=0, Vie[m+1... N, (6.52)
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Por lo tanto, definiendo la matriz H como

H=[Vmi1 ---VN, | (6.53)

donde v; es el i-ésimo vector de la matriz V' proveniente de la descomposicién
SVD de la matriz G, es posible expresar el espacio nulo definido en (6.47) como

z = VmpQup + Vm2Qup, + .+ VN Augy
= HNuXNu—mAuf (654)

y el vector Aug de (N, —m) x 1 representa el conjunto de variables libres o
grados de libertad en la solucién del sistema (6.43), que pueden ser usadas
para satisfacer otras especificaciones, como por ejemplo, minimizar el indice
de coste.

6.2.2 Obtencion de la solucién homogénea

Una vez calculada la solucién particular Aup y la matriz H, se puede obtener
el vector Aug, sustituyendo la solucién general (Aup + HAug) en el indice

T
J(Aug) = (G(Aup + HAug) +f — W> a(G(Aup + HAug) +f — W> +
+ (Aup + HAug)"A(Au, + HAuy) (6.55)

Minimizando para el conjunto de variables libres Aug
VJ (AUf) =0

= 2(GH)"a[GHAu¢ — (w — f — GAu,)] + 2AH" (Au, + HAuy)
(6.56)

se llega a

Aur = (H'(G"aG+ N H) ™' [(GH) a(w —£) — H'(GTaG + \)Auy|
(6.57)
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y la ley de control final puede expresarse como

Au = Aup + HAuy
= Au, + HH" (GTaG+NH) " [(GH) a(w — £) — H'(GTaG + X\)Auy
= MGTa(w—f)+[I - M(GTaG + \)]GH(w — 1) (6.58)

M = H(H"(G'aG+)\)H) 'HT (6.59)

Este resultado, también mas complejo que la solucion analitica del GPC ori-
ginal, tan solo requiere la inversién de la matriz (H? (GTG + \)H).

6.3 PC-GPC estable

La restriccion de tipo igualdad (6.3) impuesta en el algoritmo CRHPC puede
ser utilizada en el diseno del controlador predictivo basado en componentes
principales. Una vez obtenida la solucién particular (6.50) expresada en forma
de minima norma, el resto de variables libres representan los grados de liber-
tad disponibles para minimizar el indice de coste. Transformando el problema
al plano de las componentes principales, se tienen estos mismos grados de
libertad, pero esta vez ordenados de mayor a menor influencia en la minimiza-
cion. Utilizando los criterios expuestos en el apartado 3.3, se puede disenar un
controlador que garantiza la estabilidad nominal del bucle cerrado eliminan-
do aquellas componentes principales que tienen un efecto despreciable en las
prestaciones del controlador. De nuevo, en este tipo de diseno se prescinde del
factor de ponderacion A y se consigue el mismo efecto abordando el problema
desde una perspectiva mas sencilla.

Partiendo del indice de coste (6.55) eliminando el factor de ponderacién de las
acciones de control, y siendo o = QT Q, es posible reescribir dicho indice como

J(Aur) = || QG(Au, + HAur) — Q(w — 1) |13
| QGHAus — Q(w — £ — GAuy) ||§
= | QGHAus — Q¢ |3 (6.60)

siendo € = (w — f — GAu,).
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Este problema de minimos cuadrados se puede solucionar ahora aplicando la
descomposicién SVD a la matriz (QGH )y (N,—m)

S

QGH:UEVT:U{O

] VT (6.61)

Sustituyendo dicha descomposicién en el indice (6.60) se obtiene

J(AUf) = HU l: ‘g ‘| VTAUf —Qé
s Ik
- H{ ]VTAuf— [gl ] (6.62)
0 g2 ||,
donde se ha establecido una particién para el vector UT Qe segin
{ 81 ] = UTQ& (6.63)
g2

y 81 € RV y gy € RN,

Llamando p = VT Aug, se obtienen las nuevas componentes principales que
resultan de minimizar el indice

Jp) = [ISp—gu 3+ el (6.64)
La solucién a este problema es trivial
p=25"g (6.65)
La solucion original para Aug se recupera como

Aus = Vp (6.66)

y la solucién final se construye utilizando (6.46) y (6.66)

Au= Au,+ HVp (6.67)
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Para calcular esta solucion hay que realizar dos descomposiciones SVD de dos
matrices distintas. La primera se realiza de la matriz é, la cual procede de
la restriccién, y la segunda de la matriz QG H proveniente del indice de cos-
te. Una ventaja importante de este algoritmo es que para conseguir diferentes
dindmicas de bucle cerrado tan sélo hay que eliminar componentes para cons-
truir la solucién final. Sin embargo, en el algoritmo CRHPC calculado como
(6.11) o como (6.58), para conseguir este mismo efecto, habria que variar el
parametro A y por tanto rehacer todos los cdlculos matriciales.

El bucle cerrado bajo el PC-GPC estable es asintéticamente estable si (Sanchis
et al., 2002):

1. a >0,
2. m = ng,
3. N, > m,

4. N > N, + max(ny, ng) — ng

donde?® n, = deg(A(z71)A) y ny = deg(B(z71)).

Asumiendo que:

No existen diferencias entre proceso y modelo.

Se aplica un factor de ponderacién a constante.

En el instante k se aplica el vector de incrementos de la accién de control
Au calculado segtn (6.67):

Au=[ Au(klk) Au(k+1k) ... Au(k+N,—1/k)]  (6.68)
e En el instante k£ + 1 se aplica esta misma secuencia, pero desplazada, tal
que
Aw = [ Au(k+1Jk) Au(k+2lk) ... Au(k+N,—1k) 0]
(6.69)

3 Asumiendo que A(2~1)A y B(z~!) no poseen factores comunes.
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Un desarrollo similar al del controlador CRHPC, conduce a la siguiente expre-
sion

N1 N
J(k+1)—Jk) = Z ae(k +i|k)? — Zoze(k + | k)?
i=2 i=1
= ae(k+ N +1]k)* — ae(k + 1]k)? (6.70)

Puesto que la solucion Au cumple con la restriccion de tipo igualdad, y se ha
escogido estratégicamente el valor de m como n,, entonces

e(k+N+ilk) = 0, Vi>1 (6.71)
Au(k + N, +jlk) = Au(k+N,+jlk+1)=0, Vj>0 (6.72)

y por lo tanto la diferencia (6.70) pasard a ser

Tk +1) — J(k) = —ae(k + 1]k)2 < 0 (6.73)

Del mismo modo, al ser Au* una versién desplazada de Au, también cumple
con la restriccion pero no produce un valor minimo para el indice de coste, por
tanto

Jk+1)< J(k+1) < J(k), Vk (6.74)

Es decir

Jk+1)— J(k) < —ae(k +1|k)?, Vk (6.75)

Como por definicién, el indice de coste es no negativo, éste decrece monétonamente
y no serd cero hasta que el sistema no alcance la referencia. Por lo tanto

lim e(k -+ 1|k) = lim e(k+1) = 0 (6.76)
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Para demostrar que, también, la secuencia de incrementos de las acciones de
control tiende a cero, se puede asumir que el proceso se encuentra en régimen
permanente. En ese caso

Jk+1)=J(k+1) = J(k), Vk (6.77)

y puesto que el vector de acciones de control 6ptimo es tinico para cada ins-
tante, entonces

All(k_H) == Aufkﬂ) = AU(k), Vk (678)

Tal y como se ha construido Au*, la tnica forma de que se cumpla (6.78) es
que Au(k) =0, Vk. Por lo tanto

lim Au(k) =0 (6.79)

k—oo

Una vez demostrado que el indice de coste converge a 0, al aplicar inicamente la
solucién particular Aup, es evidente que, si se utiliza algin grado de libertad
adicional para minimizar, siempre se obtendrd un valor (J;) para el indice
menor que el obtenido para la solucién de minima norma (.J,) . Es decir:

Ji(k) < Jy(k), Vk (6.80)
donde 7 indica el numero de grados de libertad (componentes) que se utilizan
para minimizar.

Debido a ésto, para cada instante k, el valor del indice de coste cuando se
utiliza alguna componente principal, esta acotado superiormente por el valor
del indice cuando no se incluye ninguna componente en el controlador y sélo
se utiliza la solucién particular Auy,.

6.4 Infinite horizon generalized predictive con-
trol (GPC™)

Asumiendo de nuevo que no existen perturbaciones y que el modelo es perfecto,
el hecho de utilizar horizontes de prediccién infinitos permite aprovechar ciertos
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conceptos asociados a la teoria de la optimizacién clasica, como es el conocido
principio de optimalidad de Bellman. Si en un instante k, se determina cual es
la trayectoria 6ptima para la salida sobre el horizonte de prediccion infinito, en
el instante k 4 1, no se introduce informacién nueva en el problema por lo que
la trayectoria 6ptima calculada en ese instante coincidira con la ya calculada
en el instante anterior. Esto no es asi en el caso de horizontes finitos puesto que
en cada instante se resuelve un problema de optimizacién distinto y se obtienen
diferentes trayectorias optimas en base a la nueva informacion recibida. En el
caso de horizontes infinitos el indice de coste J(k) decrece conforme el instante
k aumenta, lo que permite que dicho indice pueda interpretarse como una
funcién de Lyapunov y por tanto deducir la estabilidad del bucle cerrado.

La funcién de coste utilizada para el disenio del controlador GPC* es la si-
guiente

o0

J(Au) = [y(k+i[k) — w(k +ilk)]* + BAu(k +i—1|k)]*  (6.81)

i=1

Ya que este indice es la suma de un nimero infinito de términos, no es obvio
c6mo se puede minimizar. En (Scokaert, 1997), y siguiendo las ideas expuestas
en (Muske and Rawlings, 1993), se factoriza el sistema en dos, separando la
parte inestable de la estable, segin

Az = A(zHAGETY (6.82)
donde A(z7!) es un polinomio con todas sus raices dentro del circulo unidad
y A(z71) es un polinomio con todas sus raices fuera o en el circulo unidad.
() = l4+az a2+ 4Gz ™ (6.83)
() = 14+az " a2+, +amz ™ (6.84)

Se define ademas la senal § como

e - BEH T(z1)
(k) = - (k 1)+Ag(2_1)€(k)

A
= A(=Ny(k) (6.85)
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Informalmente se podria describir la senal 3y, como la salida de la parte inestable
del proceso.

Imponiendo la restriccién

gy(k+N+jlk) = wk+N+yj), Vj=0,1,...,na (6.86)

donde

wk+ N+jlk) = w(k), Vj>0 (6.87)
wk+N+j7) = AD)w(k+ N+ jlk) (6.88)

se define el horizonte de control N,, y de prediccion N como

N, > ma+1 (6.89)
N = max(N, + nb,na, nt) (6.90)

donde nb y nt son los érdenes de los polinomios B(z7!) y T((27!) respectiva-
mente, se puede abordar la minimizacién del indice infinito como un problema
clasico de minimizacién de un indice cuadratico.

Para ello, se expresa en forma matricial el conjunto de ecuaciones de prediccién
de la senal y como

y=GAu+f (6.91)
donde
y = [§(k+Nlk) g(k+N+1lk) ... G(k+N+nalk) ] (6.92)
f = [f(k+Nk) fk+N+1k) ... f(k+N+nalk)] (6.93)
gN IN-1 -+ GN-Ny+1
G o= | v I NN (6.94)
IN+7a ON+na—1 --- GN+ma—N.

siendo f v §i, la prediccion de la respuesta libre y los coeficientes de la respuesta
en escalén para el sistema definido por la ecuacién (6.85) respectivamente.

Es posible, con este conjunto de na predicciones, expresar la restriccién (6.86)
en forma matricial como
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v = w (6.95)

donde w = A(1) [ w(k+ N|k) w(k+N+1lk) ... w(k+ N +nalk) ].
Sustituyendo (6.91) en la forma matricial anterior, se obtiene

GAu = w—f (6.96)

La restriccién (6.86), asegura que las acciones de control futuras consiguen
anular todos los modos inestables del proceso una vez transcurridos k+ N +na
instantes de tiempo. Ademds, seguin se ha definido el horizonte de prediccién
N en (6.90), la restriccién no solo se cumplird para j = 0, 1,...,na sino para
todo j:

gk+ N+jlk) = AMDw(k+ N +jlk), Vj (6.97)

Por tanto, segin (6.85)

Az Ny(k+ N+jlk) = AMw(k+ N +jlk), Vj (6.98)

Restando el término A(z""w(k + N + jlk) de ambos lados, y expresando
y(k + jlk) — w(k + j|k) como e(k + j|k)

Az Ye(k+ N +jlk) = ADwk+ N +j|k) — A(z"Hw(k + N + jlk)
(6.99)

Y como N > ma, y wk + N + jlk) = w(k), VN + j > 0, la parte derecha de
esta ecuacion se hace cero

Az Ne(k+N +jlk) = 0 (6.100)
Es decir, si la restriccion terminal impuesta se cumple, tras k + N instantes de

tiempo la parte de los modos inestables en el error de prediccién se anula. Asi,
los errores de prediccién evolucionan libremente acorde con los modos estables
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del proceso tendiendo exponencialmente a 0, y esto indica que la suma infinita
de los errores de prediccion es en realidad, finita y se puede calcular.

Reescribiendo el indice de coste (6.81) como

N—-1 00
= e(k+ilk)* + BAu(k +i— 1|k)* + > e(k + N + j|k)*(6.101)
=0

=1

Se puede expresar este indice en forma cuadratica

J(Au) =e"Qe + Au"AAu+ Y "e(k+ N + j|k) (6.102)
j=0
donde
= BIn_1xn_1 (6.103)
In—ixn-1 O
= 6.104
Q [ e 0 } (6.104)

Para evaluar el resultado del sumatorio infinito final, se puede recurrir a una
realizacion en espacio de estados. Definiendo

x, = [e(k+N—-na+1k) e(k+ N —-na+2lk) ... e(k+ Nlk) |
(6.105)
¢ _ Omjlxl 7Im—1xm—1 B (6106)

—Una —Oma-1 ... T Q1 naxna
C =[00...01] (6.107)
entonces

Xiptj = OXpgj—1 (6.108)
Xk+; = qZ5ij (6109)
e(k+ N +jlk) = Cxpyj=Cod'xy (6.110)

Por lo que es posible escribir el sumatorio infinito como

e(k 4+ N + j|k)? Zx ¢ CTCPxy,

J=0
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= x{ O ¢ e x (6.111)

J=0
N

7

Q

donde () satisface la ecuacién de Lyapunov discreta

Q=C"C+¢"Q¢ (6.112)
y por lo tanto
> ek +N+jlk)? = x[Qx,=e"Q% (6.113)
=0
donde
ON-naxN-na O
= - 6.114
© { 0 Qraxna ( )
Finalmente, se sustituye en (6.101)
J(Au) = e"Ae + Au” \Au (6.115)

con A =Q + Q.

Como conclusién a todo lo anterior, el problema planteado en el GPC*> se
puede transformar en el siguiente problema de optimizacién de un indice cua-
dratico:

min J = e’ Ae + Au’ \Au (6.116)
sujeto a: GAu=w—f (6.117)

cuya solucién podria expresarse del mismo modo que (6.11).

El problema de optimizacién anterior es similar al planteado en el controlador
CRHPC. La estabilidad del bucle cerrado utilizando este controlador estéd ase-
gurada debido al uso de un horizonte infinito*. Una demostracién basada en

4En el caso de no existir restricciones, el GPC™ es en realidad un controlador lineal
cuadrético (LQR) como se demuestra en (Bitmead et al., 1990).
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el comportamiento mondtono decreciente de la funciéon de coste puede encon-
trarse en (Scokaert and Clarke, 1993a), (Scokaert and Clarke, 1993b), donde se
plantea que el bucle cerrado bajo un control GPC® es asintoticamente estable
si:

1. N, >na+1
2. N = maz(N, + nb,na, nt)
3.A=p3I, >0
asumiendo que no existen perturbaciones, que el modelo es perfecto y que el

factor de ponderacion para el vector de acciones de control es constante.

Procediendo de la misma forma que en el caso del controlador CRHPC, dado
el vector de acciones de control 6ptimo calculado para el instante k

Au=[ Au(klk) Au(k+1lk) -+ Au(k+N,—1k)]  (6.118)

El valor del indice infinito J(k) para el instante k, serd

=

—1 [e'e)
J(k) = e(k+ilk)® + Mu(k +i—1k)>+ > e(k+ N + jlk)* (6.119)

i=1 7=0

Si se aplica en el instante k+ 1 el mismo vector de acciones de control Au pero
desplazado en el tiempo

AW = [ Au(k+1[k) Au(k+2k) - Aulk+N,—1Jk) 0] (6.120)
entonces las predicciones de la salida en el instante k + 1 seran
y'(k+ilk+1) = ylk+ilk), Vi (6.121)

y el indice de coste J*(k + 1) para este instante serd
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F

J(k+1) = e*(k+ilk+ 1) + Mu*(k+i— 1k +1)* +
1

-.
Il

e*(k+ N+ jlk + 1)

n
WE

0

<.
I

e(k +ilk)? + BAulk +i — 1k + Y e(k + N + j|k)*

I
.MZ

i=2 j=1
(6.122)
La diferencia de costes entre los instantes k y k + 1 vendra dada por
J(k+1)—Jk) = —e(k+1|k)* — BAu(k|k)? (6.123)

Como el coste éptimo en el instante k + 1 no puede ser mayor que J*(k + 1),
puesto que Au* cumple con la restriccion terminal, pero no minimiza el indice
para ese instante, entonces

Jk+1)—J(k) < —e(k+1]k)* - BAu(k|k)* <0 (6.124)

por tanto el indice infinito es mondétono decreciente y, como por definicién, es
no negativo, se puede concluir que converge y de esta forma

klim e(k+1|k) = klim e(k+1)=0 (6.125)
klim BAu(k|k) = klim BAu(k) =0 (6.126)

lo que claramente implica estabilidad si § > 0. Para el caso de un factor de
ponderacion 3 = 0, se puede utilizar el mismo argumento que en el caso del
controlador CRHPC para deducir la estabilidad del bucle cerrado.

En caso de utilizar el horizonte de control minimo permitido (N, = na + 1),
entonces el cdlculo de la accién de control no requiere optimizacién alguna (no
quedan grados de libertad para mejorar la respuesta de la variable controlada
ni para cumplir ningin tipo de restriccién adicional). En esa situacién, la
respuesta de bucle cerrado evoluciona segiin los modos estables del proceso en
bucle abierto, obteniendo asi un control denominado mean-level. Ademas, con
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esta eleccién para el parametro N, el coste obtenido es una cota superior para
cualquier otro controlador GPC> que utilize un horizonte de control mayor.
Esto es debido a que dicho controlador minimizara la misma funcion de coste
con mas grados de libertad.

6.4.1 Minimizaciéon en el GPC*™ con componentes prin-
cipales: PC-GPC™>

El problema a resolver, una vez transformado el indice de coste infinito en otro
finito sujeto a una restriccion terminal, es similar al planteado en el disenio del
controlador CRHPC. Por lo tanto, la solucién al problema de minimizacién
(6.116) se puede expresar como la solucién general al sistema de ecuaciones
que impone la restriccién terminal (6.117) e interpretar las variables libres
restantes como componentes que se pueden ir eliminando en base a algun
criterio

Au = Au, +HVp
= Gf(w—f)—HVp (6.127)

La estabilidad esta garantizada y el resultado es bastante intuitivo debido a
que el hecho de no incluir ninguna componente en la minimizacién implica
utilizar tan solo na + 1 grados de libertad para cumplir la restriccién terminal.
El indice de coste obtenido con este controlador es una cota superior para
cualquier otro disenio que incluya més grados de libertad (componentes) que
traten de minimizar el indice.

6.5 El controlador PC-GPC estable como un
problema de minimos cuadrados

Tanto para el controlador CRHPC como el GPC*, garantizan la estabilidad
nominal del bucle cerrado minimizando un indice cuadratico sujeto a una res-
triccién de tipo igualdad.

Una forma interesante de obtener una solucién aproximada a este tipo de
problemas puede obtenerse solucionando el problema de minimos cuadrados
siguiente
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ey

para valores elevados de p.

(6.128)

2

En (Golub and van Loan, 1996) se demuestra que Au, — Au solucién del
problema expresado en (6.116), segun u — 00, y se ofrece una expresiéon para
medir la diferencia entre las dos soluciones para un p dado.

La obtencién de las componentes principales para este caso, utiliza la descom-
posicién en valores singulares de la matriz

e

al= Uusv? (6.129)
ol

Puesto que la descomposicion SVD es sensible al escalado, y en este problema
de minimos cuadrados las ecuaciones correspondientes a la restriccion terminal
estan ponderadas por el pardmetro p, las direcciones principales correspondien-
tes a los valores singulares mas grandes representaran dicha restriccién. Por
tanto, en este método serd obligatorio:

e en el caso del CRHPC, incluir las m primeras componentes

e en el caso del GPC®, incluir las na + 1 primeras componentes

O, de forma equivalente, sera obligatorio incluir tantas componentes principa-
les en el controlador como grados de libertad sean necesarios para cumplir la
restriccion de tipo igualdad.

El analisis de componentes principales permite obtener los grados de libertad
del controlador ordenados de mayor a menor importancia, comenzando con
aquellos que se utilizan para la restriccién terminal y, a continuacién, los que
se utilizan para minimizar el indice de coste.

El controlador obtenido de esta forma, se calcula de una forma sencilla, evi-
tando realizar todos los célculos matriciales de la expresion (6.11).

6.6 Ejemplos

En este apartado se van a comparar los distintos controladores estudiados,
junto con la nueva alternativa presentada basada en componentes principales.



6.6. Ejemplos 175

Ejemplo 1:

En este ejemplo se va a considerar el efecto que tiene la restriccién de tipo
igualdad en la estabilizacion del sistema. El modelo discreto que describe el
comportamiento del proceso viene dado por (Yoon and Clarke, 1995):

1—1.55z71
= ! 1
=) = 09 159" (6.130)
Si se disena un GPC estandar con los siguientes parametros:
Ny | No | N TG e | (6.131)

Lj1wof4] 1 [1]1

el controlador no puede mantener la estabilidad del bucle cerrado como se
observa en la figura 6.2(a), debido a que el polo inestable del proceso y el cero
estan bastante cerca uno del otro.

Sin embargo, un controlador de tipo CRHPC disenado en base a los siguientes
pardmetros (n, = 3,n, = 1):

Ny | No|m | N, | TG |
(6.132
ESEIER >

1

es capaz de estabilizar el sistema (figura 6.2(b)).

Ejemplo 2:

Se pretende controlar el proceso discreto de segundo orden, de fase no-minima
y subamortiguado propuesto en (Clarke and Scattolini, 1991), cuya respuesta
ante un escalon unitario esta representada en la figura 6.3:

—1+42271 1

-1\
Gla) = 1—162-1+0722"

(6.133)

Segun las propiedades expuestas, se eligen los parametros de diseno de un
controlador CRHPC en base al orden del sistema (n, = 3, n, = 1):

Nl‘Ng‘m‘Nu‘T(z_l)‘az >\j
1]af3l4] 1 [1]1e®

(6.134)
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Para estos parametros de diseno, el controlador CRHPC mantiene estable el
bucle cerrado (figura 6.4(a)). En la figura 6.4(b) se observa cémo el indice
de coste decrece mondétonamente, propiedad ésta impuesta por la restriccién

terminal.

Salida

1 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35
Muestras

Figura 6.3: Respuesta del proceso ante un escalén unitario.

Ejemplo 3:

En este caso se propone el control del proceso de fase no minima, y subamor-
tiguado del ejemplo anterior pero con retardo.

—4 -5
-1 (=27 +227°) -1
— Nl
Gl =15 072" (6.135)

Ahora los érdenes de los polinomios B(z7!) y A(z7!)A han cambiado, ya que
ny, = 5y n, = 3. Ello implica que para un controlador CRHPC los parametros

de diseno son los siguientes:

Nl ‘ NQ ‘ m ‘ Nu ‘ T(Z_l) ‘ (073
1[4+5-3=6|3]4| 1 [1]1l®
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En la figuras 6.5(a) y 6.5(b), se puede ver la salida del proceso en bucle cerrado
y el indice de coste respectivamente con un controlador CRHPC calculado con
estos parametros. Se puede apreciar cémo la salida es la misma que la de la
figura 6.4(a) pero retrasada cuatro instantes de tiempo.

El célculo del controlador utilizando la alternativa propuesta en (6.58) produce
exactamente los mismos resultados que los de la figura 6.5.

Para comprobar el funcionamiento del controlador PC-GPC estable propuesto
en (6.67), es conveniente aumentar el valor de N, a fin de obtener un nimero
mayor de componentes o grados de libertad. Por ello se definen los siguientes
parametros:

Nl‘Ng‘m‘Nu‘T(z_l)‘az
1 \14\3\12\ 1 \1\0

(6.137)

Con estos parametros se dispone de N, — m = 9 componentes principales
o grados de libertad para minimizar el indice de coste. En la figura 6.6 se
muestra, respectivamente, la salida en bucle cerrado y el valor del indice de
coste. En ellas se puede comprobar como el indice utilizando tnicamente la
solucién particular Aup, es una cota superior para el resto de indices segun se
incluyen componentes en el controlador.

Una ventaja del controlador PC-GPC estable es que se pueden seleccionar
componentes, calculados a partir de la matriz QGH, en base a los criterios
expuestos en el apartado 3.3. Por ejemplo, utilizando el criterio del PIM® al

95%, se obtiene como resultado la inclusién de 4 componentes en la solucién
(figura 6.7).

Seleccionando componentes con el criterio de la magnitud del vector de incre-
mentos de acciones de control® tal que

| Au |l2< 0.25

Se puede asegurar esta condicién teniendo en cuenta como se ha planteado
la solucion al problema de minimizacion con restriccion terminal. Puesto que
Au, L N (é) y que H es una matriz ortonormal y no modifica la magnitud
de un vector,

SEl Porcentaje de indice minimizado (PIM) expresa lo cerca que se est4 de anular el valor
del indice cuadratico, segin se expuso en el apartado 3.3

6Eliminando componentes también es posible indicar fijar un tamafio maximo para las
acciones de control utilizando este criterio expuesto en el apartado 3.3
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(b) El indice decrece monétonamente.

Figura 6.5: Control con un CRHPC para el proceso con retardo.
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Indice de coste

1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Muestras

(a) Indice de coste para distintas componentes

Salida (Y)

16 18 20

Acc. Control (U)

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

(b) Salida en bucle cerrado y accién de control para distintas com-
ponentes.

Figura 6.6: Control con un PC-GPC estable disefiado de 0 a 9 componentes.
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(b) Salida en bucle cerrado y accién de control.

Figura 6.7: Control con el PC-GPC disefiado con 4 componentes.
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| Aull = || Aup+ HAue [B=] Ay [3+ | Aue 5 (6.138)
| Aue [} = 025 || Aug |2 (6.139)

Segtn lo anterior, de la figura 6.8 se llega a la conclusion de que hay que selec-
cionar 2 componentes para cumplir el criterio. En las figuras 6.9 y 6.10 se puede
observar, respectivamente, la salida en bucle cerrado resultado de la simulacién
junto al indice de coste que, como se aprecia, decrece monotonamente.

2-norma Deltau

N° de componentes

Figura 6.8: 2-norma del vector de acciones de control en funcién de las compo-
nentes.

Un controlador CRHPC con los mismos parametros de diseno incluyendo un
factor de ponderacion constante A = 10 es capaz de alcanzar las mismas pres-
taciones que un controlador PC-GPC estable (figura 6.11). Pero conseguir
esta magnitud maxima para el vector de incrementos de acciones de control
modificando A\ pasa, necesariamente, por un procedimiento de prueba y error.

Ejemplo 4:

La extensién al caso multivariable del controlador PC-GPC estable es sencilla.
Los parametros de diseno se seleccionan estudiando las funciones de la matriz
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Figura 6.9: Salida en bucle cerrado para 2 componentes.
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Figura 6.10: Indice de coste para 2 componentes.
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Figura 6.11: Comparacién: PC-GPC estable con 2 componentes y un CRHPC con

A = 10.

de transferencia del proceso. Para cada una de ellas se calcula el valor de m

necesario para garantizar la estabilidad. Puesto que estos valores son limites

inferiores, los valores maximos garantizan que quedan cubiertos todos los casos.

Es decir, para un proceso multivariable de n salidas y ¢ entradas:

= max(ng,), Vj€1l...q

>
>

maw(ng,), Vi€l...n

max(Ny, + maz(ny,;, Na,;) —Nay;), i €1...q

(6.140)
(6.141)
(6.142)

Para este ejemplo se propone utilizar el modelo propuesto por Ogunnaik en
(Luyben, 1990). Se trata de un modelo 3 x 3 de una columna de destilacion:

Yi(s)
Ya(s)
Y3(s)

0.66¢ 203 —0.61e378 —0.0049¢~°
(6.7s+ 1) (8.64s5 + 1) (9.06s5 + 1)
1117738 — 2.36e73¢ —0.012¢ 12
(3255 + 1) (5s + 1g (7.095s + 1)
—34.68¢ 1015 462799 _0.87(11.61s + 1)e”®
(8155 +1) (1095 +1) (3.89s+1)(188s+1) |

Ul (8)
Us(s)
Us(s)
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Para un periodo de muestreo de 2.5 minutos el modelo discreto del proceso es

0.20552 2 —0.1533272 —0.001182271
1—0.68862"" 1—0.748727! 1—0.7589z "
0.5957273 —0.92862 2 —0.0035662"!
1—0.46342"" 1 —0.60652"" 1—0.70292 "
~9.16127* 9.4692 4 0.33642"" 4+ 0.2599272
| 1-0.7358271  1-0.7952"" 1 —1.4012"" +0.460422 |

Examinando esta matriz de transferencia se puede concluir segtin (6.140) que
los valores minimos del parametro m; para cada salida son de 2, 2 y 3 respec-
tivamente. Por lo tanto en base a (6.141) los valores minimos para N, seran
2, 2, y 3 respectivamente.

A continuaciéon se muestran unos parametros de diseno para el controlador
multivariable que cumplen con los limites impuestos anteriores. El valor de
Ny, se ha seleccionado de tal forma que el PC-GPC estable tenga un ntimero
de componentes no muy reducido:

Ni| Ny |m|a; | T(z7Y Ny | A
sl 125402 w250
vl 1 25+0] 2 us | 25 | 0
vs| 11504113 (10| 1 Jug|50]0

Con estos parametros de diseno el controlador PC-GPC dispone de NPC com-
ponentes segin:

q n
NPC =Y N, —» m;=100-7=93 (6.143)

j=1 i=1

La ventaja del controlador PC-GPC estable es que se pueden seleccionar qué
componentes de las 93 se incluyen en el controlador en base a algtun criterio.
Por ejemplo, utilizando el criterio del PIM al 95% (figura 6.12) se pueden
incorporar 70 componentes en la solucién, obteniendo unos resultados de con-
trol muy razonables (figuras 6.13 y 6.14) y un indice de coste que decrece
mondtonamente como era de esperar (figura 6.15).

Debido a la desaparicion del factor A para ponderar la accién de control en el
indice, es posible usar el factor de ponderacién de los errores de prediccién «
para derivar el esfuerzo de control sobre una variable de salida u otra.
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Figura 6.12: PIM para el proceso multivariable 3 x 3.
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Figura 6.13: Salida en bucle cerrado para 70 componentes.
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Figura 6.14: Acciones de control para 70 componentes.
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Figura 6.15: indice de coste para 70 componentes.
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Igualando a 1 todos los factores a0 se puede otorgar la misma importancia en
el indice a los errores de la salida y3, que a los errores de las otras salidas.
Comparando las figuras 6.13 y 6.16 se puede comprobar como el control de la
salida y3 es ahora menos ajustado pues se ha indicado al controlador que los
errores en esta variable son menos importantes.

12

yl

Salidas

y2

1 1 1 1
40 60 80 100 120
Tiempo (min.)

Figura 6.16: Salida en bucle cerrado para 70 componentes y factores « iguales.

Otro criterio de selecciéon muy ligado con las restricciones en los cambios de
las acciones de control consiste en elegir un nimero de componentes tal, que
la norma del vector de incrementos de acciones de control no supere un cierto
valor. Por ejemplo, en la figura 6.18, se observa que eligiendo 45 componentes
o menos, la magnitud de este vector nunca superara la cantidad de 3.

En las figuras 6.19, 6.20 y 6.21 se puede observar respectivamente, la salida
en bucle cerrado, las acciones de control asi como la propiedad decreciente del
indice. En la figura 6.22 se puede comprobar cémo la magnitud del vector de
incrementos de acciones de control que se genera cada instante, nunca supera
el valor limite establecido.
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Figura 6.17: Acciones de control para 70 componentes y factores « iguales.
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Figura 6.18: Magnitud del vector de acciones generado para las primeras 70
componentes.
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Figura 6.19: Salida en bucle cerrado para 45 componentes.
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Figura 6.20: Acciones de control para 45 componentes.
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Figura 6.21: indice de coste para 45 componentes.
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Figura 6.22: La magnitud del vector de incrementos de control no supera el limite
establecido.
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Ejemplo 5:

En este ejemplo se va a ilustrar el funcionamiento del controlador GPC* y la
versién modificada de éste en base a las componentes principales.

En (Astrom and Hagglund, 1995), se presenta una bateria de procesos SISO y
estables, representativos de las dinamicas tipicas en los procesos industriales.
Entre estos procesos se encuentra la siguiente funcién de transferencia:

1
(T4 s)(1+&s)(1+E&2s)(1 + &3s)

G(s) = (6.144)

Utilizando £ = 0.5 y un periodo de muestreo de 0.2 segundos, el modelo discreto
del proceso es:

0.0024 4 0.015122 4 0.008327% 4 0.0003z~% |
= z
1— 214271 +1.609272 — 0.4925273 + 0.049792 4

G(z™)

Para este proceso se cumple que na = 0, na = 4 y nb = 3. Por tanto,
seleccionando

N, = 6>na+1
N = max(N,+nb—1,na,nt) =8
A g1, 5=0.1
Tz =1

se puede comprobar el funcionamiento del GPC*. En la figura 6.23, se muestra
la salida en bucle cerrado, la accion de control y la evolucion del indice de coste.
Notar como éste tltimo tiene un comportamiento mondétono decreciente segin
lo esperado.

El mismo proceso puede ser controlado con el PC-GPC*. Puesto que N, =6
y na+ 1 = 1, existen cinco grados de libertad disponibles, o componentes. En
la figura 6.24 se representa la respuesta en bucle cerrado, la accién de control
y la evolucién del indice de coste para distintas componentes principales. Se
puede observar como, al igual que ocurria en el controlador PC-GPC estable,
la solucién de minima norma es una cota superior de los indices resultantes al
controlar el proceso con distintas componentes.
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Figura 6.23: Control con el GPC*>.
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Figura 6.24: Control con el PC-GPC* para distintos componentes.
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Ejemplo 6:

Para comprobar la alternativa propuesta en el célculo de un controlador PC-
GPC estable segin (6.128), se plantea el control de orientacién de un satélite
cuya funcién de transferencia es (Franklin et al., 1991)

_6(s) _ 0.036(s +25)
Gls) = T(s)  s2(s+0.02 £ ) (6.145)

donde

e 0(s) es el dangulo de orientacién del satélite

e T'(s) es el par aplicado por el accionador para cambiar su orientacion.

Para un periodo de muestreo de 1 segundo el modelo discreto es:

Gle1) = 0.04164 + 0.387127! + 0.3527272 4 0.029592 3 1
1 -3.059271 4+ 4.07922 — 2.981273 + 0.960824

Para un controlador con horizonte infinito, se definen los parametros siguientes:

N, = 6>na+1
N = max(N, +nb—1,7a,nt) =8
A BI, =0
Tz =1

El resultado de calcular un PC-GPC* como un problema de minimos cuadra-
dos puede observarse en la figura 6.25(a). El nimero minimo de componentes
a utilizar en este caso seria de 3 (na+ 1 =2+ 1), por ello se han utilizado 4,
5y 6 componentes con un valor de ¢ = 1000. En este caso el indice de coste
también decrece mondtonamente (figura 6.25(b)).

Ejemplo 7:

Se propone este ejemplo para ilustrar como pueden aparecer problemas numéricos
asociados a la implementacion de un algoritmo GPC estable basado en la ex-
presién (6.11). La implementacién de esta expresion requiere explicitamente
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Figura 6.25: Control con el PC-GPC® utilizando un método de minimos cuadrados
ponderado.
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la inversion de matrices por lo que pueden aparecer problemas de mal condi-
cionamiento.

Partiendo del siguiente proceso inestable:

Sy (1-032"1—0.4272) o
) = Ao a1 — 250 (6.146)

Un controlador CRHPC diseniado en base a los siguientes parametros:

Ny | N. w | T(z

L Q‘m‘ | T | (6.147)
Llfa]e

produce la respuesta del sistema de la figura 6.26(a). Como se observa, la
expresién (6.11), tiene problemas numéricos asociados al mal condicionamiento
de las matrices que debe invertir. En este caso:

k(GTaG + \) = 7.7533 x 10 (6.148)
K(GGGT) = 1.3011 x 10'° (6.149)

El niimero de condicién elevado de estas matrices es un sintoma del mal con-
dicionamiento del problema, por lo tanto no es recomendable implementar el
algoritmo como indica (6.11).

Sin embargo, utilizando un PC-GPC estable, se evita realizar explicitamente
la inversién de matrices y esto hace que el controlador sea més adecuado para
su implementacién. Para los mismos pardmetros, la figura 6.26(b), muestra la
respuesta del sistema en bucle cerrado para un PC-GPC disenado con 4 y 5
componentes y en ella se observa que el bucle cerrado es estable.

6.7 Resumen

En el controlador PC-GPC, se sustituye el parametro de diseno A por el niimero
de componentes principales (NPC). El hecho de incluir més o menos compo-
nentes en este controlador, no asegura la estabilidad del bucle cerrado. En este
capitulo se resuelve el problema de la estabilidad nominal del bucle cerrado,
proponiendo unos valores de los parametros de disenio para los cuales se puede
garantizar que el bucle cerrado va a ser estable.
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(b) Salida en bucle cerrado y accién de control para un PC-GPC.

Figura 6.26: Comparacién del control con CRHPC y con un PC-GPC estable.
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El capitulo comienza describiendo cuéles son, hasta el momento, las alternati-
vas propuestas en el ambito del GPC para obtener un diseno nominal estable.
En concreto, el desarrollo se focaliza en dos estrategias de control: el CRHPC
o Constraint Receding Horizon Predictive Control, basado en la imposicion de
una restriccion terminal tras el horizonte de prediccion y el GPC* basado en
un horizonte de prediccién infinito. De su estudio se deduce que ambas estra-
tegias pueden representarse como un problema de minimos cuadrados sujeto a
una restriccion de tipo igualdad.

En el capitulo se desarrolla una alternativa al uso de multiplicadores de La-
grange para resolver este tipo de problemas que desembocard mas tarde en
un controlador basado en componentes principales pero estable: el PC-GPC
estable.

La eleccion de los parametros de diseno para garantizar la estabilidad produce
una restriccion de tipo igualdad que forma un sistema de ecuaciones compati-
ble indeterminado, donde sus infinitas soluciones, se pueden calcular a través
de una expresion que representa la solucién general de dicho sistema de ecua-
ciones.

Esta solucion general estara formada por:

e Una solucién particular.

e Una solucion general del sistema homogéneo de ecuaciones asociado.

La solucion particular se calcula como la solucion de minima norma o minimo
esfuerzo de control necesario para cumplir con la restriccién igualdad y por lo
tanto para que el sistema en bucle cerrado sea estable.

El resto de la solucién representa los grados de libertad todavia disponibles
para minimizar el indice de coste. Utilizando la descomposiciéon en valores
singulares, de nuevo se obtiene un nimero de componentes principales, los
cuales representan dichos grados de libertad, pero ordenados de mayor a me-
nor importancia. Por tanto, es posible utilizar los criterios de seleccion de
componentes expuestos en la tesis para decidir qué componentes utilizar.

En el capitulo se demuestra que, para ciertos valores de los horizontes de
prediccién y control, el controlador garantiza la estabilidad nominal del bucle
cerrado. Ademas, el valor del indice de coste que produce el PC-GPC disenado
sin ninguna componente, es decir, tan solo calculado en base a la solucién
particular, es una cota superior para cualquier valor del indice si incluimos
distintas componentes en el controlador.
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Finalmente, con el objetivo de simplificar todavia més el calculo del controlador
PC-GPC estable, se presenta éste como la solucién de un sencillo problema de
minimos cuadrados. La ventaja respecto al resto de alternativas es que en este
controlador no existe una inversion explicita de matrices con lo que se evitan
problemas de mal condicionamiento numeérico.

El capitulo finaliza con ejemplos ilustrativos del nuevo controlador asi como
con una extension para el caso multivariable en el caso de formular el problema
con restriccion terminal.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajos futuros

7.1 Conclusiones

La aportacion fundamental de esta tesis esta relacionada con la definicién de
un nuevo tipo de controlador predictivo, el PC-GPC, version modificada de
un GPC estandar. En este controlador se ha sustituido el factor de pondera-
cién de la acciéon de control por un nuevo parametro denominado numero de
componentes principales (NPC). La relacién entre el nuevo pardmetro (NPC)
y algunos indicadores numéricos, como la norma del vector de acciones de con-
trol o el nimero de condicién de la matriz dindmica G, hacen que su eleccién
esté basada en criterios menos subjetivos que la ponderacion de las acciones de
control. Ademas, se ha analizado este tipo de controlador tanto en el ambito
de procesos SISO como MIMO, asi como sus caracteristicas de robustez y
estabilidad.

Se pueden destacar, como conclusiones mas importantes al trabajo realizado
en esta tesis, las siguientes:

e Tras la presentacion y estudio del estado del arte del control predictivo,
se concluye que gran parte del tiempo dedicado a la implantacion de un
controlador se utiliza en el ajuste de sus parametros por prueba y error,
en particular, del parametro .

e Se ha presentado el problema de control predictivo sin restricciones como
un problema de resolucién de un sistema de ecuaciones y se concluye que
un inconveniente importante cuando se aborda su resolucién es el mal
condicionamiento numérico.
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Se ha introducido una herramienta matematica (la descomposicién SVD),
y ha sido utilizada en el calculo de un GPC como alternativa al factor
de ponderacion de la acciéon de control A.

Se ha creado un nuevo parametro denominado numero de componentes
principales (NPC), obteniendo asi un controlador GPC modificado, el
PC-GPC o Principal Component Generalized Predictive Controller.

Se han propuesto diferentes criterios de seleccién de este nuevo parametro,
basados en indicadores numéricos, como por ejemplo el esfuerzo de con-
trol, la cantidad de error de prediccién minimizado o el condicionamiento
del controlador, entre otros. Se concluye ademas, que el uso de estos cri-
terios de seleccién puede ser una alternativa a la eleccion del factor \ por
prueba y error.

Se ha puesto de manifiesto la relacién existente entre el nimero de com-
ponentes principales (NPC) y el factor de ponderacién de la accién de
control concluyendo que ambos consiguen el mismo efecto tanto a ni-
vel de condicionamiento del controlador, prestaciones del bucle cerrado
y robustez. Para comprobar esto tltimo, se ha realizado un analisis de
estabilidad robusta en funcién de los parametros de diseno tanto pa-
ra el GPC como para el PC-GPC, basado en las clasicas funciones de
sensibilidad.

Se ha demostrado que, si se incorporan restricciones en el controlador
PC-GPC, se pueden reducir los tiempos de cédlculo de la accién de control
comparados con los de un GPC con restricciones, puesto que la rutina
de programacién cuadratica tiene que optimizar menos variables.

Ya que es importante el diseno de controladores que garanticen la es-
tabilidad nominal del sistema en bucle cerrado, se han estudiado las
soluciones propuestas por otros autores para conseguir ésto mismo en el
ambito del GPC, y se ha propuesto una alternativa de resolucién basada
en la descomposicién SVD, denominada PC-GPC estable.

En el PC-GPC estable, se concluye que las componentes principales re-
presentan los grados de libertad disponibles para minimizar el indice de
coste, ordenados de mayor a menor importancia una vez se conoce seguro
que el diseno va a ser estable. Se concluye, ademas, que el valor del indice
de coste que produce un PC-GPC estable con NPC=0, representa una
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cota superior para el valor de cualquier indice producido por cualquier
otro controlador con NPCZ0.

e Debido a que en el PC-GPC estable se evita la inversion explicita de
matrices, se ha demostrado que este controlador resulta més adecuado
para su implementacion que otros controladores como el CRHPC o el

GPC>.

e Por dltimo, destacar que las técnicas aqui propuestas y el diseno del
controlador PC-GPC pueden aplicarse de forma natural a procesos mul-
tivariables, y que no sélo se circunscribe al ambito del GPC sino que

puede ser aplicado a otros algoritmos de control predictivo como por
ejemplo el DMC.

7.2 Trabajos futuros

La continuacion del trabajo presentado en esta tesis pasa por el desarrollo de
una serie de ideas que pueden resumirse en:

e Bisqueda de nuevos criterios de seleccion de componentes basados, por
ejemplo, en especificaciones de tipo temporal, aprovechando que el indice
cuadratico tan solo contiene los errores de prediccién.

e Incorporacion de restricciones al algoritmo de control. Estudio a distintos
niveles de este aspecto en cuanto a:

— creacién de algoritmos explicitos para el tratamiento de las restric-
ciones, evitando la programacién cuadratica, no sélamente seleccio-
nando un numero entero de componentes principales, sino ponde-
rando algunas de ellas.

— influencia de las restricciones en el algoritmo PC-GPC estable.

e Estudio de diferentes técnicas de control adaptativo para conseguir un
esquema de adaptacion de las componentes principales en linea para
obtener soluciones menos conservativas.

e Incorporacién de mecanismos de robustez en el propio diseno del PC-
GPC, es decir obtener un controlador incluyendo en el diseno especifi-
caciones de robustez. Para ello harfa falta estudiar la relacion existente
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entre el niimero de componentes y alguna forma de representacion de la
incertidumbre (estructurada, no estructurada).

e Aplicacion a procesos reales (control de clima y fertirrigacién en inverna-
deros, control de combustiéon en motores diesel turboalimentados) para
comprobar la efectividad del PC-GPC.



Apéndice A

Diseno de Controladores

Predictivos Generalizados
(GPC) para Sistemas MIMO

A.1 Elmodelo de prediccién para procesos MI-
MO

La Matriz de Transferencia puede considerarse como una de las formas més
comunes de representar procesos MIMO. En una gran mayoria de procesos
industriales, cada una de las funciones de transferencia que forman la matriz,
pueden ser obtenidas a partir de pruebas basadas en identificacion experimen-
tal o andlisis en frecuencia. Por ejemplo, una columna cualquiera de la matriz
de transferencia puede ser obtenida aplicando un escalon a la correspondiente
entrada y observando cada una de las salidas (su constante de tiempo, ganan-
cia, retardo, etc). Si esto se hace para todas las entradas, se obtiene la matriz
de transferencia completa. (Camacho and Bordéns, 1995)

Un modelo CARIMA para un proceso con n salidas y m entradas puede ser
expresado como:

AGy(e) = Bt = 1) + O (A1)

donde:



208 GPC-MIMO

e y(t) es el vector n x 1 de salidas en el instante ¢.!

u(t) es el vector m x 1 de entradas en el instante t.

&(t) es el vector n x 1 de perturbaciones en el instante ¢. Las secuencias
incluidas en este vector cumplen con las hipotesis de ser un ruido blanco:

E{E(t)} =0, £{&(t)E(t)"} = 0o

A(z7Y) y C(27!) son matrices polinomiales de dimensién n x n.

e B(z7!) es una matriz polinomial de dimensién n X m.

1

A es el polinomio 1 — 2z~

Para clarificar el tratamiento que a partir de ahora se va a dar a las matrices
polinomiales, se expondran dos formas de trabajar con este tipo de matrices:

e Sea P(z7') una matriz polinomial. Una forma de manipular esta matriz
consiste en tratarla como un polinomio en z~!, donde los coeficientes P
de los polinomios son matrices:

PlzY)Y=P+ Pzt ' +Pz?+.. .+ P,z

e Otra forma es tratar a P(27') como una matriz donde cada elemento, es

un polinomio mismo en z~!:

PH(Z_l) Plg(Z_l) coee le(Z_l)

P21 Z_l P22 Z_l cee PQm Z_l
ety = | PACT) P o P

Pu(z7Y) Pp(z™h) -+ Pz

El grado de una matriz polinomial P(z71), deg(P), queda definido por el
méaximo de los grados de los polinomios que la componen:

deg(P) = maxdeg(F;;) = n,
ij

De aqui en adelante, se adoptara esta ultima aproximacion en lo que a matrices
polinomiales se refiere.

'En este apéndice, se considera t € N.
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Asi, para obtener el modelo CARIMA enunciado en (A.1), se partira de la
matriz de transferencia del sistema MT(z7!) formada por n X m funciones
de transferencia. Serd necesario encontrar dos matrices polinomiales A(z71) y
B(z71), tales que se cumpla:

MT(z") = A(z"H'B(z™)

La forma anterior de expresar una matriz de transferencia es comunmente
conocida como descomposicion por la izquierda. Existen diferentes métodos
para obtener a partir de una matriz de transferencia una descomposicion por
la izquierda o por la derecha (Camacho and Bordéns, 1995),(Skogestad and
Postlethwaite, 1996). Aunque de manera sencilla, se puede obtener formando
una matriz diagonal A(z7!) tal, que los polinomios de su diagonal principal
sean el minimo comun multiplo de los denominadores de la correspondiente
fila de MT(z1). Haciendo esto, la matriz B(z™1), es entonces igual a:

B(z™Y) = A(z_l)MT(z_l)

En cuanto a la matriz polinomial C'(z7!), al igual que en el caso SISO, es
muy dificil de obtener, pues estd formada por una serie de polinomios Cj;(z71)
dificiles de estimar, y se prefiere sustituirlos por una serie de polinomios Tj(z™!)
elegidos en el proceso de diseno del controlador. Normalmente, esta matriz se
elige en forma diagonal.

Asi, el modelo multivariable queda:

Ai(z7h) 0 0 1 (t)
0 A=) -0 w |

Bll(z 1) Blg(zil) Blm(z 1) ul(t)
Bgl(zil) 322(271) Bgm(zil) UQ(t)

= +
Bni(z7Y)  Buao(z™1) Bpm (271 U ()

Ti(z7) 0 0 &u(t)

1 0 D) 0 £a(t)

T A
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Por ejemplo, para un sistema con tres entradas (m = 3) y tres salidas (n = 3),
su matriz de transferencia vendra dada por:

[ Bbii(27') Bbip(z7') Bbiz(z7!) ]
Aau(z_l) Aa12(2’_1) Aal?:(Z_l)
1y _ | Bba(e7) Bby(27')  Bby(z"!)
MIE = 20 Aan) Aaas(=)
Bby(z7')  Bbg(z')  Bbgz(z7)

| Aagi(z7")  Aag(z)  Aass(z) |

Aa11 ACL12 Aa13

0

0

0

Aai2Aa13Bbi:
Aazz Aazz Bbay
Aaszz Aazz Bbsy

B(zY) =

Aagi Aags Aazs
0

Aai1Aai3Bbio
Aag1 Aazz Bbao
Aaz1 Aasz Bbay

0
ACL31 AaggAagg,

Aai1Aa12Bbi3
Aaz1 Aaso Bbas
Aaszi Aasa Bbss

y su descomposicion por la izquierda A(z~1)"'B(z7!) vendrd dada por:

La matriz polinomial C'(z71), estarfa formada por tres polinomios::

Ty(z1) 0 0
C(z™h = 0 Ty(z71) 0
0 0 T3(Z_1)

Formulado de este modo el modelo CARIMA MIMO, se puede escribir la
ecuacion que modela cada una de las salidas del proceso como:

A0 = 3 Byt - 1)+ TG e )

Jj=1

(A.2)

para ¢ = 1...n, y siendo:

e A;(271) el polinomio de la diagonal de la matriz polinomial A(z7!) que
hace referencia a la salida .

e B;j(z71) el polinomio de la fila i y la columna j de la matriz polinomial
B(z™1), que relaciona la salida i con la entrada j.
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e A el polinomio 1 — 271,

En nuestro ejemplo 3 x 3:

A1 (8) = Bz Yun(t — 1) + Bia(zDus(t — 1) + Bra(z"Yus(t — 1) + ngl (t)
AQ(Zil)yg(t) = Bgl(zfl)ul(t — 1) + 322(271)’11@@ — ].) + ng(zfl)ug(t — ].) + T2(Zil)§2(t)
Tg(zfl)

A3(Zil)y3(t) = B31(271)U1(t — 1) + ng(zfl)ug(t — ].) + B33(271)U3(t — ].) + A fg(t)

Para hacer el tratamiento mas sencillo, se supondra a partir de ahora, que
todos los T;(27!) son el mismo T'(z!). Con esta hipdtesis, para cada una de
las ecuaciones (A.2), se puede plantear una primera predicciéon de la salida
para el instante ¢t + k:

Az Dyt + k) = isz(z_l)uj(t YE—1)+ Ti(z71)

=1

&(t+ k) (A.3)

Como en el caso SISO (Clarke et al., 1987a) (Clarke et al., 1987b) (Clarke
and Mohtadi, 1989), se plantea una descomposicién del modelo del ruido, y
se hallan recursivamente para cada instante de prediccion k, los polinomios
Euok(z™") y F(i)k(z_l) de la forma siguiente:

(

Ex =to

Eiks1 = B + fo(i)kz_k

F(i)k+1 = Z(F(i)k - AAiféi)k)
donde:

7 hace referencia al nimero de bucle o salida

k hace referencia al instante de prediccién

fik es el término independiente del polinomio F;(271).

E(iyi(27") es un polinomio FIR de grado k — 1.
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e Fip(z1) es un polinomio FIR de grado max[deg(T) — 1, deg(A;)].

De la descomposicién (A.4) se obtiene que:
E(i)k(z_l)AAi<Z_1) =T(z ") — F(i)k(z_l)z_k (A.5)
Multiplicando (A.3) por Eq,(271)A a ambos lados:
Eliye(z7 DA (2" Dyt + k) Z E Bij(zHAu(t +k—1)+
+E(i)k( DT (=&t + k)

Utilizando (A.5) en (A.6):

T(z7") = Fapw(z™ "2 Fyi(t + k) ZE HAu(t+k— 1)+

+E(i)kz( DTN (t+ k)

Operando,

(t+ k) Z E(z Bij( )Auéf(_:_]f)_ D + F(i)k(z_l)T(;z—l)

+ E(z (=7 H&(t + k)

Hay que hacer notar que el término Egyx(z )& (¢ + k) de la expresién (A.6),
representa la parte impredecible de la salida del proceso y;, ( los polinomios
FIR E(,(z7") son de orden k— 1, y & (¢t + k) es un ruido blanco (£[&(t)] = 0).

De esta forma aplicando la Esperanza matemdtica (£) a la expresién (A.6), se
puede afirmar que la mejor prediccién para la salida 7 en ¢t + k, partiendo del
instante ¢, viene dada por:

ZE@ Bz )w +F(i)k(2_1)yi7(t)

g[yi(t + k)] = T(Z—l)

b B e+ k)}

A’U,]’ t ]{3—1 _
= ZE(z Bi;( )%JFF(@MZ 1)@
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Expresién ? que, al igual que en el caso SISO, depende de valores de las sefiales
de entrada que son conocidos hasta el instante ¢ y otros que, por ser posteriores
a ese instante, son desconocidos. Se plantea asi una nueva descomposicion con
el fin de separar cuales de estos valores son anteriores y posteriores al instante
t. Para cada instante de prediccién k se calculan recursivamente los polinomios
Gupe(z71) vy Duji(271) de la siguiente forma:

( G = b7
L = Z[tOBij - béjT]
EwBij Cjn iki i)k
TJ = G(ij)k + T]Z k g(z‘j)k = %( okboj + 'Yé ) ) (A7)
G+ = G + gajnz ™"
[ Cappirr = 2(Laje = £6" = gaiwT)
donde:

e ¢ hace referencia al bucle 7 o salida i del proceso.

7 hace referencia a la entrada j del proceso.

bf)j es el término independiente del polinomio B;;(271), y

’y(()ij % es el término independiente del polinomio Lape(z71).

e Gij(z7!) es un polinomio FIR de grado k — 1.

e I'jj(z7!) es un polinomio FIR de grado max[deg(B;;) — 1, deg(T) — 1].

Definiendo, Au;-c (t) v v/ (t) como:

Auf(t) : valores de Au;(t) filtrados por el polinomio T'(z71):

_ Auyy(t)
Aul(t) = —7

2En Control Predictivo, se suele expresar como y(t + k|t), el valor esperado que tendra,
la senal y en t + k, siendo t el instante actual.
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y! (t) : valores de y;(t) filtrados por el polinomio T'(z~1):

yilt)

f Y
y; (1) T

se puede reescribir la ecuacién (A.6) como:

j=1 j=1
Futuro Pasado

(A.8)

la cual permite, situados en el instante ¢, predecir el valor de la i-ésima salida
del sistema en el instante ¢ + k.

La expresion (A.8) esta compuesta por informacién proveniente de instantes
anteriores (los dos tltimos sumandos) donde los datos de las secuencias son
conocidos y por informacién de instantes posteriores (primer sumando) donde
los valores de la entradas son desconocidos pero pueden ser propuestos.

A.1.1 Interpretacién matricial del modelo de prediccién

Partiendo del modelo de prediccion para la salida ¢:

m

yi(t +klt) = Z GljrAu;(t+k—1)+ Z Tiijedud (= 1)+ Fapy! (t) (A.9)

J=1 J=1

Se forman ahora vectores fila de polinomios para sustituir a los sumatorios:

Auy(t+k—1)
yi(t + k[t) = [ Gane(z™") Guaw(z™") . Gampe(z™) ] AU2(tJ.rk -
At (t 4+ — 1)

Au§ (t—1)

+ [ Cank(z™') Taow(z™) oo Tamr(z™h) } A (f -

Aul(t —1)

+
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F(i)l(z_l)

Fap(zh)
o vl (1)

Fin(z™h)

Desarrollando el modelo (A.8) para N predicciones:

yi(t + 1“) = Z G(zy A’U,]( ) Zr(ij)l(z_l)Auf(t - 1)
j=1

+ F(m(z Yyl (t)

yi(t + N|t) = ZG(U HAu(t+ N = 1)+ Ty HAu(t—1)
j=1

+ F@N@ Yyl (t)

y de nuevo sustituyendo los sumatorios por filas de polinomios:

yz(t‘f' 1|t) G(il)l(zfl) G(ig)l(zil) G(im)l(zfl) T AUl(t+k - 1)
yz(t + 2|t) _ G(il)Q(Zil) G(i2)2(271) ce G(im)Q(Zil) Aug(t + k- 1) i
yi(t + NIt) Guyn(z™") Guyn (™) oo Gumyn (271 1 L Aup(t+k—1)
F(il)l(zfl) F(ig)l(zil) F(im)l(zfl) Aui(t— 1) F(i)l(zfl)
T2z Tuae(z™h) oo Tamye(z™h) Aul(t—1) Fiia(z7h)
(11)2 (12)2 (im)2 2 ()2
: : : : + : ylf(t)
Ciyn(z™Y) Tugyn(™) oo Tamn(z7h) Auf (t—1) ] Foyn(z™1)

Hasta ahora las matrices polinomiales operan sobre secuencias. Avanzando
un paso mas hacia una estructura donde tinicamente se contemplen matrices
numéricas que operan sobre vectores de datos de las secuencias, se pueden
formar matrices con los coeficientes de los polinomios.

Para la salida 7, se forman las matrices al igual que en el caso SISO:

U, uf
U Uf

Vi=[Gn Gu - G | :2 +[Ta T o Tip | :2 +F Y/
Un U/



216 GPC-MIMO

donde
Vi = [wlt+1) wt+2) ... y,-(t+N)}T
v/ o= [W0 ve-1) oyl desR) |
Uy = [Au(t) Au(t+1) ... Au(t+N—1)]"
vl = | adt—1) AufE-2) . Au;”(t—degr+1)]T

Hay que destacar que cada una de las submatrices G;, I';; y Fj, son las corres-

pondientes a las matrices calculadas para el GPC SISO con el modelo — ((2:11)),

haciendo notar lo siguiente:

e los coeficientes de los polinomios G/, se colocan en orden inverso.

e las filas de las matrices de coeficientes G;, se rellenan con ceros por la
derecha hasta N — deg(Guji(z7")) — 1

e las filas de las matrices de coeficientes I';;, se rellenan con ceros por la
derecha hasta completar degl’ coeficientes.

e las filas de las matrices de coeficientes Fj, se rellenan con ceros por la
derecha hasta completar degF coeficientes.

siendo degl' y degF"
degF = max[deg(Fu(z™"))], Viel...n, Vke€1l...N
1

degl' = max[deg(I'gjk(z ")), Yiel...n, Vjel...m, Vkel...N

Realizando esto mismo para todas y cada una de las salidas, se obtiene una
expresion matricial global para el modelo de prediccion:

Yy [ G G - Gim Ui
Ys Go1 Ga2 -+ Gopy Us
) = . ) . ) +

Yn L Gnl Gn2 Gnm Um

[Ty Ty - iy || U] FL 0 -~ 0 v/

For Tag -+ Doy Uyj 0 F -~ 0 v

+ ) ) ) . : +1 . . . :

| Tt Tz oo T | | U 0 0 - F, || Y
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que se reescribe de una forma simplificada como:

Y = Gpred U + Fpred Uf + Fp?“ed Yf

donde

Y = [V Y v ]
vio= v v Ynfr
U=1[U o ... Us]
Ul = [Ulf Uj U#;}T
[ G G - Gin
Gpea = | OO
| G Gr2 -+ Gum n-Nxm-N
[Ty T - Ty
S
| T T -0 Ty n-Nxm-(degr+1)
R0 0
0 F 0
Forea = oL
o 0 ... F

L n-Nxn-(degF+1)

Y las submatrices G;; y I';; coinciden con las del caso SISO con el modelo
Bij(z71).
Aj(z—l) :

gt 0 o0

@2 @2
Gij _ g1 90.

N N (@N

gN-1 9NZ9 90 NxN
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M4 ()1 (i4)1 ().

Yo M T rYdegl“
SR 2 ()3
Tij — 0 1 degr
@GN _GIN @
| o n Vdegr 4 Nx(degr+1)
il il
o Ji fdegF
12 2 . f
th sz . f
| 70 ! degr | Nx(degF+1)

Analizando las matrices que forman el modelo de prediccion, se deduce que:

e Matriz Gpeq: tiene dimensiones n - N x m - N. Cada una de sus filas
son los coeficientes de los polinomios G(ij)k(z_l), pero colocados en orden
inverso (de mayor a menor potencia en z7!). Su forma general serfa la

siguiente:
r géll)l 0 0 gélm)l 0 0 7
11)2 11)2 1m)2 1m)2
QU2 a2 || w2 am) 0
11 11 11)N 1m)N 1m)N 1m)N
GUDN GUON 0N || e amy g
gim! 0 -+ 0 [ o] glmh 0 0
nl)2 nl)2 nm)2 nm)2
g g 0 a"? g 0
nl)N nl)N nl)N nm)N nm)N nm)N
L 9](\{—)1 9](\{—)2 9(() : 91(\7—1) 91(\7—2) 9(() ) i

siendo gi?* el coeficiente g-ésimo del polinomio Gijr(z71) calculado
para la salida i, la entrada j y el instante de prediccion t + k.

e Matriz I')cq: tiene dimensiones n- N x m- (degl'+1). Esta formada por
los coeficientes de los polinomios I'(;)x(27") calculados recursivamente
para la salida i, la entrada j y el instante de prediccion t + k.
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- (1)1 (1)1 (1)1 (Im)1 A

Yo T ’Ydegl“ ’Ydegl“

(l.l)N (l.l)N (l.l)N (17;1)1\1

To i degr 7degr

(n1)1 (nD1 (nD1 (nm)1

To g Vdegr degr

(n‘l)N (n‘l)N (n‘l)N (nm)N

L 7o g 7degr degr

e Matriz F),cq: De dimensiones n-N xn-(degF +1), es una matriz diagonal

a bloques siempre que la matriz polinomial C(z

~1), que incluye los filtros

para modelar el ruido de cada una de las salidas, también sea diagonal.

Por ejemplo:

A.2 El indice de coste multicriterio.

P | 0 0]
gN Tde, degr O O 0
0 0 o' Tde degF 0
o 0 gy :
AT - =

L 0 0 0 0 Tex degr |

cion del Controlador.

Obten-

El indice de coste multicriterio, suele ser una expresion cuadratica donde, de
alguna manera, deben contribuir todas las salidas y todas las entradas del

proceso. Basicamente consiste en redefinir la funcién de coste para sistemas
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SISO de forma tal, que se tengan en cuenta todas las variables de salida y de
entrada. Considerando ademas, que el modelo incorpora una senal de ruido
blanco £(t + k) para cada una de las n salidas, el indice de coste queda, una
vez se ha aplicado la Esperanza Matematica (€) como:

n No
J(N1, No, i, M) = > [Z Sunlyi(t + K[t) — wi(t + k)]* | +
=1 Lk=N;
m N2—N1+1
Y 0D AplAu(t+ k- 1)]2]
j=1 k=1

La minimizacién de este indice en este sentido dos ventajas principales:

e Cuando los 6rdenes de magnitud de las diferentes variables que intervie-
nen en el indice de coste son muy dispares, los valores numéricos de los
errores seran muy diferentes. Por tanto, el esfuerzo de control se despla-
zaria sélamente a aquellas variables con un peso importante dentro del
indice, lo cual podria tener como consecuencia que el controlador se ol-
widara de controlar algunas salidas. Utilizando las secuencia de pondera-
cién 4, se puede conseguir un buen escalado de los errores, solucionando
este tipo de situaciones.

e También gracias a la secuencia de ponderacion d;, se puede hacer que el
controlador no intente llevar la i-ésima salida hacia su referencia. Esto se
consigue sin mas que hacer d;, = 0 Vk, y es de especial utilidad cuando
el nimero de variables controladas es mayor que el nimero de variables
de control, de tal forma que es imposible controlar todas las salidas.
Es mas, también en estos casos el Control Predictivo tiene la ventaja
de la incorporacion de restricciones, que pueden servir para mantener
esas salidas no-controlables dentro de unos limites y asegurar asi el buen
funcionamiento del sistema.

Planteado el indice de esta forma, se observa que las predicciones que influyen
en éste son Unicamente las que abarca el horizonte de prediccion (N = Ny —
Ni+1). Del modelo de prediccién desarrollado (A.8), se extraerd este conjunto
de predicciones. Para ello seleccionando las filas de cada submatriz Gy;, I';; v
F; desde la fila N7 hasta la N5, se construyen de nuevo unas matrices globales

Gmpc; Fmpc y Fmpc:
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&<

Gmpc

I_‘mpc

Fmpc

donde:

Tij

Yilt+Ny) "

NXxN

(Vi Vs .. Y]
[ yi(t+ Ny) Yi(t+ Ny +2)
G Gio Gim
Ga1 Ga Gam
Gnl Gn2 Gnm n-Nxm-N
I'n T T
Iy T Fom
Tni Tz Lrm n-Nxm-(degr+1)
[y 0 0
0 F 0
0 0 F n-Nxn-(degFr+1)
i) N
A ) 0
J(\z[i)Nl—Q—l g((]zg)NH—l 0
i7)N: i7)N: ij)N:
A g
(25)N1 (i7) N1 (i7) N1
Yo T Wdegr
(i/)N1+1 _ (35)N1+1 (ij)N1+1
0 T degr
(Ne ()N (i)N2
Yo T degr

4 nx(degr+1)

(A.10)
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iN1

0
iN1+1
0

iNo
0

iN1 f’LNl
1 degr
fiNl +1 szl +1
1 degF
iNo f"LNQ
1 degFr

4 Nx(degr+1)

Se puede plantear el indice en forma matricial segin:

J:

CON Qppe ¥ Ampe Matrices diagonales de dimensiones (n

m - N) respectivamente:

(Y — W) e (Y — W) +

U \npeU

(A.11)

“Nxn-N)y(m-N x

Qe diag( a; o Q)
Ampe diag( )\1 Ao Am )
a; diag( a; o aiN )
A diag( Aj1 Aja AiN )
Y donde ademés:
Y = [n vl
U= [0 Un ]
W o= [W W, W, }T
Yi = [wlt+Nft) w(t+21) ... gt +Naft) ]
Up = [ Au(t) Auj(t+1) Au;(t+ N — )}T
W, = [ i(t+ Ny wi(t+2) w;(t + Ny) }T

La expresién del controlador se obtiene de minimizar el indice. Sustituyendo el
modelo de prediccién (A.10) en el indice (A.11), se calcula la derivada matricial
y se iguala a cero,

0J
@—0
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obteniendo una expresion similar al caso SISO:

U= (GL  CmpeGmpe + Ampe) G E Qpe(W = LU — Fp YT) (AL12)

mpc mpc

Expresion que calcula los N futuros cambios de cada una de las m acciones de
control, que hacen minimo el indice de coste descrito en (A.11).

A.2.1 Estructuracion de la accion de control: horizonte
de control

El célculo de las acciones de control planteadas como minimizacién del indice
(A.11) implica la inversién de una matriz de orden (m - N x m - N). Orden
éste dependiente del horizonte de prediccion.

Si se asume una cierta estructuracién de las acciones de control, como por
ejemplo:

Auj(t+k)=0, YVke N,---N
es decir que los cambios de las acciones de control seran nulos a partir de

un cierto instante dentro del horizonte de prediccién, se esta imponiendo una
restriccion de tipo igualdad en nuestro indice, el cual se puede reformular como:

n No
J(N1, No, Ny, 0, M) = Z [Z Oielyi(t + Klt) — wi(t + k)| +
i=1 Lk=N,
m Ny
+)° Njk[Auy(t+k — 1))
j=1 Lk=1

donde el intervalo [1...N,] es conocido como Horizonte de Control

Esto supone que el vector de futuras acciones de control Uj pasa, de ser

Uy = [Au(t) Aut+1) ... Au(t+N-1)]"

a ser
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Ui = [Aui(t) Auj(t+1) ... Aujt+Nu—1) 0 ... O}T

Al sustituir el modelo de prediccién en el indice, se puede observar como las las
N — N, tultimas columnas de cada submatriz G;; no influyen en la minimizacién
de éste, por lo que se puede trabajar con una matriz G,,,. de menor tamano
eliminando dichas columnas. Del mismo modo no influyen las N — N,, dltimas
columnas de las submatrices de ponderacién A; por lo que también se pueden
eliminar.

Asi, para el calculo de las acciones de control se invertird una matriz de tamano

menor, (m - N, x m - N,), quedando ahora una matriz G,,,. de tamano (n -
N xm-(N—N,)):

(11)M; (11)N; 0 (1m)N; (1m)Ny 0
gNl_l N _2 ... ... e gNl_l N1_2 ...
(ANi4+1  (11)Ni+1 0 (Am)N141  (Im)Ni+1
Ny gNl—]. gNl gNl—].
(1i)N2 (].]:)NQ . (11')N2 . ' (].TI:L)NQ (1Tr.l)N2 . (1Tr'l)N2
No1 Nyo2 gNQ—Nu No—1 No—2 No—N,,
N S (1 R D%
(A{WIH (1\1[51_\72+1 (Nl)_J\} +1 (Nl)_1\27 +1
nl)Ny nl)Ny nm) N1 nm) N1
Nl gNl_l ... 0 ... e gNl gNl_l ... 0
gN2_12 gN2_22 gNQ—JVQH gN2_1 2 gN2_2 2 gNQ—Nj

Y la nueva matriz A,,,. de dimensiones (m - N, x m - N,,) quedaria:

>\mpc = dl&g( )\1 )\2 >\m)
)‘j = dzag( )\jl )\jg )\jNu)

Ahora, la expresion

U = (Gpe@mpcGrmpe + Ampe) ~ GrrpeCnpe(W = rpeUT = Fp YY) (AL13)

mpc

calcula los N, futuros cambios de cada acciéon de control que minimizan el
indice de coste.
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A.2.2 Horizontes de control diferentes para cada entra-
da

En la seccién anterior el horizonte de control N, era tunico para todas las
entradas. Si se desea trabajar con diferentes horizontes de control N,; para
cada entrada del proceso se debe reformular el indice:

n No
J(N1, Ny, N, M) = > | D Sulyalt + klt) — wi(t + k)| +

i=1 Lk=N;

m Nuyj
DD Nk[Auy(t+ k- 1))
j=1 | k=1

Y, de igual forma que en el caso anterior, esto se traduce en la formacion de
nuevas matrices Grpe ¥ Ampe €liminando las N — N,,; tltimas columnas de las
submatrices Gj; y A;.

T DN auN L amN amN

Ni—1 N;—2 Ni—1 Ni—2
(11N +1  (11)N; +1 0 (Am)N1+1  (Im)Ny+1 0
Nl gNl_l “ e “ e “ e Nl Nl 1 .« ..

(11)N2 (11.)N2 . (11).N2 ) ) (17?’1)1\/2 (17?:L)N2 ' (1m.)N2
gN2 1 No9 N gN N, N N No—1 gN 9 P No— Ny
ggyl)Nl 1(\71_)12\’1 . 0 e gj(\’;l”l)lNl x‘l’f)QNl ... 0
(n15N1+1 (nlSNl—Q—l (nm)N1+1 (nm)N1+1

gNl gN171 P 0 P P Nl N171 .« .. 0

(ni)Nz (’I’Li)Nz ’ (nl;Nz ’ ’ (’I’W;Z)Nz (n’r;’L)Nz ' (nn’;)Nz

Na—1 Ny—2 9N, N | T 9Nyt Ny—2 " 9Ny~ Nym

La nueva matriz Gy, tiene dimensiones (n- N x 7% (N — Ny ))

A.2.3 Horizontes de prediccién diferentes para cada sa-
lida

Si se disena un indice donde se contempla un horizonte de predicciéon diferente
para cada salida, se tendra:
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J(N117N217Nu76lk7 ]k

zn: [Z Sik[ys (t + Kk|t) — wy(t + k)]?

=1 Lk N1

2
j=1

ZMA“J (t+k—1)7

Esto supone modificar las matrices Grpe, 'mpe ¥ Finpe, cuyo numero de filas
depende expresamente del horizonte de prediccién. Asi se debe modificar la
formacién de las submatrices Gyj;, I';; y Fi, de tal forma que contengan cada

una un numero de filas (Ny; —

salida 7 a la que se refieren.

Quedando de esta forma:

(25)N1;

Ny; +

1) igual al horizonte de prediccion de la

Ny;—1 0 0
(i5)N1i+1 (i) N1i+1 0
Ny;
Gij — .
(i) Na2i (i) Nai (i) Na2i
Nai—1 Na;—2 90 NxN
r ij)N1; ij)N14 ij)N1;
o SR e ’yé]e);
,y(l])NlH-l ry(ij)Nli‘i‘l (z])NlZ—Q—l
Flj — 0 1 degr
(U)Nm (ij.)NQi (Z])NQ’L
L o n "degr 4 Nx(degr+1)
iN1; iN1; iN1;
0 1 fdelF
iN1;+1 iN1;+1 1N11+1
g | fdegF
1N21 1N21 lezz
L 70 ! degr 1 Nx(degFr+1)

El caso especial de la matriz global G, requiere de nuevo de un ajuste relle-
nando con columnas de ceros para respetar las dimensiones del calculo matricial
del controlador. Se define:
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De esta forma, a cada matriz G;; se le anaden N — Ny; — Ny; + 1 columnas
de ceros. Se pasa asi a tener una matriz G,,,. de dimensiones

(EE:'A&i__ ﬁfu +-1) X ﬂl'jvz
i=0

A.2.4 Horizonte de prediccién distinto para cada salida
y horizonte de control distinto para cada entrada

Cuando se define el indice como:

n No
J(Nii, Nog, Nuj, Gy Aji) - = D Ginlyi(t + k[t) — wilt + k)| +
=1 Lk=N;
m Nuj
) N[ Au(t+ k- 1))
=1 | k=1

se obtiene la maxima flexibilidad en los parametros de diseno del controlador,
puesto que se puede asignar distintos horizontes de prediccion y control a cada
salida y entrada del proceso. Esto es interesante cuando las diferentes salidas
presentan dinamicas muy distintas unas de otras incluso con retardos muy
dispares.

El mecanismo sigue siendo el mismo: seleccionar de los elementos que aparecen
en las submatrices calculadas que relacionan cada entrada con cada salida
(matrices del GPC SISO), aquellos elementos que influyen en el indice. Se
forman a partir de éstas matrices mas globales insertando ceros para mantener
correcta la dimension de la expresiéon matricial.

Cuando varian a la vez el horizonte de control y el de prediccion, nuestra aten-
cién se centrard en la construccion de la matriz Gy, a partir de las submatrices
Gi; pues es la que tiene ambas dimensiones dependientes de ambos horizontes.

Para el caso de las submatrices I';; y F; se procede como en el apartado A.3
por tener sélo dependiente su niimero de filas del horizonte de prediccion.

Se define entonces:

N, = max(Ny; — Ny; + 1 — Ny;)

u
1
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y con esta cota superior se puede anadir en cada submatriz G;; el nimero de
(Ny — Ny; — Ny; +1 — N,;) columnas de ceros a la derecha.

A.3 Formulacién polinomial del controlador

Para la interpretacion polinomial del controlador, y por simplicidad, se va a
trabajar suponiendo que todas las salidas poseen el mismo polinomio de filtrado
T;(271), el mismo horizonte de prediccién N, y todas las entradas poseen el
mismo horizonte de control N,.

Puesto que se utilizara la técnica del Horizonte Mowil, y sélo generara en cada
instante una sola accién de control para cada una de las entradas, no hace falta
realizar completamente las operaciones de la expresién (A.12). Dicha expresién
ofrece el vector 6ptimo de acciones de control para todos los instantes del
horizonte de prediccién. Por tanto, si existen m entradas al proceso, solamente
se usaran m filas de (A.12). Serdn necesarias pues m filas, resultantes de
escoger una de cada N, de la matriz

T 1T
(GmpcampCGmpC + Ampc) G(mpcOémpC

cuya dimension es (m- N, xn-N). Llamando H,,,. a la matriz de dimensiones
(m x (n - N)) resultante de realizar esta seleccién de filas, se pueden calcular
las m acciones de control como:

Au(k)mx1 = Hype(W — TypeU! — Fp YY) (A.14)

En el caso MIMO, la interpretacién en transformada Z se complica comparado
con el caso SISO, puesto que apareceran matrices polinomiales y no polinomios.

Definiendo Hj; como el subvector (1 x N) de cada una de las filas de H,.,
que contiene los elementos que relacionan la entrada j con la salida i:

Hy  Hyp -+ Hy,
Hmpc _ ]?21 ]?22 : : P{?n
Hml Hm2 o Hmn

mxXN-n

Entonces, el producto H,,,.W de la expresién (A.14) puede verse como:
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Hll Hl2 T Hln Wl 2?21 HIsz
T e I L N
Hml Hm2 e Hmn mxn-N Wn nNx1 Z?:l HszVz

y donde cada elemento Hj;W; tiene la interpretacion:
N ..
HyW; =~ (Z h) Wi(z) = Hiy(2)Wi(2)
k=1

es decir, los coeficientes de cada uno de los subvectores Hj; forman un poli-
nomio FIR en potencias de z que actiia sobre cada una de las secuencias de

referencias w;(t):

Wi(z) = Zlw;(t)]
De esta manera se puede construir la matriz polinomial H(z), formada por los
distintos polinomios Hj;(z), para resolver el producto H,,,.-W:

Hyi(2) Hi(z) -+ Hi(z2) Wi(z)
T R
Hipi(2) Hpe(2) -+ Hpn(2) W, (2)

El segundo producto de (A.14), se puede expresar como:

[ Hyy Hip -+ Hipy 'i The -+ TDim Ulf
Hyy Ha -+ Hop Iy T2 -+ Top U
Hmpcrmchf = . . . . . . . .
L Hml Hm2 T Hmn Fnl Fn2 e an UA;
[ Rin Ri2 -+ Rim Ulf
Ra1 Ry -+ Rom ud
Hmpcrmchf = . . . .
L le Rn2 T Rmm UT%;
donde

R,, = Z H,I';; es un vector de dimension 1 x degl’ 41
i=1

H, es un vector de dimension 1 x N

L es una matriz de dimension N x degl’ + 1
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Se puede igualmente dar una interpretacion en transformada Z y considerar
cada subproducto quUg como:

degr
Ry Ul ~ | Y iz | Ul(2) = Ryy(z7U/(2)
k=0
4 Ry (z7 1)zt
1 177f
Rpg(27)27 Uy (2) %AUq(z)

donde cada uno de los subvectores R,, de dimensién (1 x degI’ + 1) son los
coeficientes de un polinomio FIR en potencias de z~! que acttia sobre cada
una de las secuencias de acciones de control Auw,/(?)

-1 —degr
Ry, = [rh"+r%27" 4+ -+ + r’éqegrz &1
AU (z) = Z[Auy(?)]
De esta forma se puede obtener la matriz polinomial R(z71), formada por los
distintos polinomios R,,(27!), y obtener el producto H,plmpeU:

Rll(z_i) R12(Z_1) cee Rln(z_i) AUl(Z)
R21(27 ) R22(27 ) Rgn(zf ) 21 AUQ(Z)
f~
B | TEY |
le(z’l) ng(z’l) s Rmn(zfl) AU, (2)

Procediendo del mismo modo con el tercer sumando de (A.14):

[ Hin Hiz -+ Hip Fr 0 -+ 0 vy
Hy Hyy -+ Hoy 0 F - 0 vy
Hmchmchf = . . . . . . . . .
[ S S12 -+ Sia v/
Sa1 Soa -+ Sog Ygf
Hmchmchf = . . . . .
L Snl Sn2 e Smn Ynf
donde
Spg = HyeF, es un vector de dimension 1 x degF' + 1
Hy, es un vector de dimension 1 x NV
E es una matriz de dimension N x degF' + 1

p
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Se puede igualmente dar una interpretacion en transformada Z y considerar
cada subproducto Squ;If como:

degr
SpaYy =~ Z sz " Y:;f(z) = Spe(2 Y] (2)
k=0

q

Sule W) = v

donde cada uno de los subvectores .Sy, son los coeficientes de un polinomio FIR
en potencias de 27! que actia sobre cada una de las secuencias salida y,(t)

Spa(z7h) =[BT+ sl 4 o 4 s z_degF]

degr
o(2) = Zly,(t)]

De esta forma se puede obtener la matriz polinomial S(z7!), formada por los
distintos polinomios Spq(z_l) para obtener el producto Hmchmchf :

Su(z7h) Swe(z™') - Si(z7h Yi(z2)
0o yie So1(z71)  Saa(z7h) -0 San(z7h) 1 Ya(z)
mpetmpes : : : : T(z"1)

Sm1(z7™Y) Spe(z™h) o0 Spa(z7h Y. (2)

Con esta interpretacién polinomial se puede reescribir la ley de control (A.14)
como:

AU() s = H(2)W () — ﬁR(z‘l)z_lAU(z) _ #_1)5@—1)1/@.15)

A.3.1 Funcién de transferencia de bucle cerrado

A partir de la expresién A.15, se puede definir:

R = R(")

N

Sz = Sz
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Reescribiendo dicha expresion:
AU(z) = H()W(z)— Rz"HAU(2) — S(z"HY (2)
[1 + R(z—l)] AU(z) = H(Z)W(2) - S("HY(2)

y definiendo

se tiene que

AU(z) = L(z"YWH ()W (2) — L(z"H)S8(z" )Y (2) (A.16)

Esto permite expresar el controlador GPC MIMO como un controlador de dos
grados de libertas similar al caso monovariable (figura A.1).

MIMO-GPC

H(z) L(z1) — Proceso [T

/S\(Z'l) *

Figura A.1: Diagrama de bloques para el controlador GPC multivariable.

A partir del modelo CARIMA MIMO,

ANV () = Bt — 1) + %C’(z_l)f(t) (A.17)

se puede reescribir como

AA(z Y)Y (2) = B(z" )2 AU (2) + C (2 HE(R) (A.18)

y sustituyendo (A.16) en (A.18)
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AA(z"YY(2) = Bz Dz LGz DH()W(2) — Lz DS (DY (2)] + C(z"HER) (A.19)

AA(zYWY(2) = 27 'B(z YLz YH(2)W(2) — 2 'B(z"HL(z" Sz Y (2)]+ C(z~HE()
(A.20)

[AA(z™1) + zilB(zfl)L(zil)g(zfl)}Y(z) =27 'B(z"HL(z"YH(2)W(2) + C(z~1)E(t)
(A.21)

La dinamica de bucle cerrado queda entonces descrita por :
Gpol(zH) = [AACYD + 2 'B"HL("HS(EH ™ 2Bz L(z"YHYH(2)

y los polos de bucle cerrado vendran dados por las soluciones de:

det(AA(z"N) + 27 'B(z"H)L(z"1)S(z71) = 0
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Apéndice B

Sistemas de ecuaciones mal
condicionados

Se dice que el sistema de ecuaciones Ax = b esta mal condicionado si A estda
mal condicionada, es decir, que pequenas perturbaciones en el sistema pue-
den producir grandes cambios en la solucion exacta de éste. En ingenieria, el
principal problema es que los coeficientes del sistema contienen incertidum-
bres debido a errores de modelado, errores de medida, incluso los errores de
redondeo utilizados por la aritmética del computador pueden ser vistos como
pequenas perturbaciones en los coeficientes originales del sistema. Para un
sistema mal condicionado una pequena incertidumbre en cualquiera de los co-
eficientes puede significar una enorme incertidumbre en la solucién del sistema.
Por ello, y aunque se pudiese conseguir calcular la solucién exacta del sistema,
esta gran incertidumbre podria hacer inservible dicha solucién.

Una circunstancia que suele llevar aparejada la mala condicion es que la matriz
sea cast singulary su determinante sea casi cero. Por ejemplo, que un sistema
de dos ecuaciones corresponda a dos lineas rectas casi paralelas (figura B.1)
(o que un sistema de tres ecuaciones corresponda a tres planos casi paralelos).
Esta situacion es facil de representar ya que, geométricamente, dos ecuaciones
con dos incégnitas representan dos rectas cuyo punto de interseccion es la solu-
cién al sistema de ecuaciones. Si una de las dos rectas se modifica ligeramente
entonces, el punto de interseccién (la solucién del sistema de ecuaciones 2 x 2)
se ve enormemente alterada.

Puesto que es importante estimar el grado de incertidumbre en la solucién de
Ax = b, se puede tratar de estudiar a priori el mal condicionamiento de un
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Solucion
perturbada
“a

\Soluci(’)n

original

Figura B.1: Ejemplo de un sistema de dos ecuaciones.

sistema.

Utilizando las series de Neumann para calcular (A+B)™!, cuando los elementos
de B son pequefios respecto a los de A, se concluye que (Meyer, 2000)

(A+B) "t~ Al — A 'BA™! (B.1)

Es decir, si A esta perturbada por una matriz B (posiblemente por errores de-
bidos a medidas inexactas o errores de redondeo), entonces el cambio esperado
en el célculo de A7! es A"'BA~!. Por tanto, el efecto de una pequena per-
turbacién B, es amplificado por A™! (si A~! contiene elementos muy grandes,
errores pequenos en A pueden producir errores grandes en su inversa).

Para medir la magnitud de los elementos de A se puede utilizar la norma
euclidea para vectores y su norma inducida para matrices. El ntimero

k=l AT 2 Al (B.2)

es llamado numero de condicion de A y es un factor que indica cuanto es au-
mentado un cambio relativo en A al calcular su inversa. En otras palabras, si
K estd proximo a 1 (A esta bien condicionada) entonces una pequena perturba-
cién en A no puede producir grandes errores en su inversa, por el contrario si
K es elevado (A estd mal condicionada), entonces un pequeno cambio relativo
(o error) en A puede producir un gran error en su inversa.

Si los coeficientes del sistema no singular Ax = b se perturban ligeramente
produciendo el nuevo sistema (A + B)X = b, entonces x = A™'b y X =
(A + B)~'b por lo que utilizando la aproximacién de la expresién (B.1) se
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tiene que
x—X = A'b- (A—{—B)_lb
~ Ab— (AP - A'BA )b = A'Bx (B.3)
y por tanto
Ix =% Sl A7 ol B 2l x |l2 (B.4)

Definiendo el error relativo en la soluciéon como:

| x—x

(B.5)
I 12
se puede deducir a partir de (B.4)

[x =X

[P

| Bllz_ I Bl
AT =" AT,

SIAT 2l B =l A7 2l A ll2

Por lo tanto, la parte derecha de esta ecuacién es una estimacion del error re-
lativo que se producird en la solucién. En (Meyer, 2000) también se demuestra
que si b esta sujeto a perturbaciones el cambio relativo en la soluciéon también
es directamente proporcional a k. Por lo tanto si existen incertidumbres en
ambos lados de Ax = b, la credibilidad de la solucion estd ligada al ntimero
de condicion de la matriz A.

Una consecuencia de la mala condicién de un sistema es que algunos valores
erréneos pueden parecer soluciones aceptables al sustituirlos en las ecuaciones,
por lo tanto, los métodos numéricos para obtener una solucién aproximada
son proclives a tener mas errores. Esto se debe a que cuando el sistema esta
mal condicionado encontrar la solucién que minimiza los residuos no garantiza
que esta solucién se aproxime a la solucién exacta (este criterio sélo es vélido
cuando el sistema de ecuaciones estd bien condicionado).

En general, no es tan importante conocer el valor exacto del nimero de con-
dicién &, sino su orden de magnitud ya que cuando k es pequeno un pequeno
cambio en la matriz de coeficientes A no puede producir un gran cambio en
la solucién x. Sin embargo, grandes valores de x pueden producir grandes
desviaciones de la solucion x.
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Apéndice C

Pseudoinversas y sistemas de
ecuaciones

El concepto de pseudoinversa de una matriz es una generalizacion de la nocién
de inversa. Es 1til para encontrar una solucién a un conjunto de ecuacio-
nes algebrdicas en las que el nimero de incognitas es distinto al ntimero de
ecuaciones lineales independientes.

A continuacién se desarrollard el concepto de pseudoinversa que permite de-
terminar soluciones de minima norma.

C.1 Solucién de minima norma que minimiza

[x]|2

Considérese una ecuacién algebraica lineal como

r1+ 5y =1 (C.1)

Ya que tiene dos variables independientes y una sola ecuacién, no existe so-
lucién tnica. En lugar de esto, existe un ntmero infinito de soluciones. De
forma gréafica, cualquier punto en la linea z; + 5x5 = 1, como se muestra en la
figura C.1, es una posible soluciéon. Sin embargo, si se decide escoger el punto
que estda mas cerca del origen, la soluciéon se convierte en tnica.

Sea el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

Ax =b (C.2)
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X;+5x,=1

v

X;+5%,=0

Figura C.1: Representaciéon de la ecuacién en el plano zx,.

donde A es una matriz n X m, X es un vector m X 1 y b es un vector m x
1. Suponiendo que m > n (es decir, el nimero de incognitas es mayor que
el nimero de ecuaciones), el sistema tiene un nimero infinito de soluciones.
Para encontrar la solucién tnica x que minimiza la norma ||x||5, se buscara la
solucion que estd mas cerca del origen.

Llamando x° al vector que cumple

Ax® = b (C.3)
1x°ll2 < [|x]l2, Vx que satisface Ax =b (C4)

se define la solucién que minimiza ||x||2 como
x° = AT(AA") b (C.5)

La solucién (C.5), es ortogonal al espacio nulo, N'(A), de la matriz A y ge-
ométricamente, se puede interpretar como la proyeccion de 0 sobre el conjunto
de vectores que son solucion del sistema de ecuaciones Ax = b.

Para probar que, efectivamente, x° minimiza ||x||, esta norma se puede escribir
como

x5 = Ik +x° —x°I3

= 103 + flx = x5 + 2x°7 (x — x°) (C.6)
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El dltimo término se puede hacer cero ya que

x°T(x —x°) = [AT(AAT)'b]"[x — AT(AAT) '] (C.7)
= [(AAT) BT Alx — AT(AAT) D] (C.8)
= [(AAT)'b]"[Ax — (AAT)(AAT) b (C.9)
= [(AAT)"'b]" (b — b) (C.10)
= 0 (C.11)
luego
x5 = Ix°ll3 + Ilx — x°[3 (C.12)
que puede reescribirse como
I3 = 1=l = Ilx — =13 (C.13)
y puesto que ||x — x°||2 > 0, se obtiene
I3 = lI=°ll3 (C.14)

y por lo tanto, el vector x° es la solucién que produce la minima norma ||x||s.

A la matriz AT = AT(AAT)™! se le da el nombre de pseudoinversa derecha o
inversa derecha minima de A. La matriz AT es de dimensiones m X n ya que

At = AT

mxn

(AAT)L (C.15)

nxn

Si premultiplicamos por A, observamos que A1 es realmente una inversa de-
recha de A

AAT = A[AT(AAT) ™ = AAT(AAT) ™ = I (C.16)
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Obtencién de x° via multiplicadores de Lagrange

Para solucionar el problema de minimizacién siguiente
o

x° = argminx’x
X

sujetoa: Ax=Db (C.17)

se puede introducir el multiplicador de Lagrange A

min L = x'x + A(Ax — b) (C.18)
de tal forma que
oL T oNT 4
> 2x" + AN A =0, (C.19)
oL
—— = (Ax—-b)T = 2
= (Ax—b) =0 (C:20)
De (C.19)
x=—-A")\/2 (C.21)

y sustituyendo en (C.20)

A= —-2(AA")"b (C.22)

se deduce que
x = AT(AAT) b (C.23)

C.2 Solucién de minima norma que minimiza

|Ax = bl

Considerando el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
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Ax=Db (C.24)

donde A es una matriz n X m, X es un vector m x 1 y b es un vector m x 1.
Se supone que n > m. Es decir, existen menos incégnitas que nimero de
ecuaciones, por lo tanto el sistema puede o no, tener solucién.

Si no existe solucién, se puede desear encontrar una solucién tnica que mini-
mice la norma || Ax — b|[3.

Llamando x° al vector que cumple

|Ax — b|ls > [|AX® — bls, Vx (C.25)

se define la solucién que minimiza ||Ax — bl|3 como

x° = (ATA) 1A (C.26)

En realidad, x° no es una solucién en el sentido clasico, ya que no satisface
el sistema de ecuaciones original Ax = b. Sin embargo, se puede interpretar
como una solucion aproximada en el sentido de minimos cuadrados.

Desarrollando ||Ax — bl|3 como

JAx —bl} = [JA(x —x°) + Ax® - b3 (C.27)
— [ A = x°)[3 + 14x° — bIJ3 + 2[A(x — x°)]" (Ax® — b)

Se puede demostrar que el tltimo término es cero:

[A(x —x°)T(Ax° —b) = (x—x°)TAT[A(ATA) AT -~ [,]b (C.28)
(x —x°)T[(ATA)(ATA)tAT — AT]b(C.29)

= (x—x°)7 (AT — AT)Db (C.30)

=0 (C.31)

Por lo tanto

lAx = b3 = [[A(x—x°)[; + [[Ax® - b]|3 (C.32)
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Puesto que ||A(x —x°)||3 > 0, se obtiene

lAx — bl — [[Ax® = b[l; = [|A(x—x)|3>0 (C.33)

o bien

|Ax — bl > [[Ax® —b]3 (C.34)

De esta forma x° = (AT A)"'ATb es la solucién que minimiza ||Ax — b||s.

A la matriz AT = (AT A)7LAT se le da el nombre de pseudoinversa izquierda o
inversa izquierda minima de A. La matriz A" es de dimensiones m X n ya que

AT = (ATA)L AT (C.35)

mXxXm* TmXn

Si postmultiplicamos por A, observamos que A" es realmente una inversa
1zquierda de A

ATA = [(ATA) T ATIA = (ATA) Y(ATA) = Ly (C.36)

C.3 Pseudoinversa o inversa generalizada

La solucién de minimos cuadrados de un sistema n X m

Ax =b (C.37)

se puede expresar en términos de la pseudoinversa de la matriz A

x = A*b (C.38)

La pseudoinversa se puede calcular a partir de la descomposicién SVD de
A=UxVT

T

1
At =V U =y ——viu”
2o
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donde r es el nimero de valores singulares de A distintos de cero.

Notar que A" existe para cualquier matriz A, incluso para una matriz cuadrada
singular o una matriz no cuadrada. La matriz pseudoinversa también satisface

AATA=Ay ATAAT = AT
Siendo r el rango de A si:

1. r =n =m, es decir A es no singular. Entonces AT = A™!, es la inversa
de la matriz.

2. r=m < n, es decir A es de rango completo por columnas. Entonces se
desea minimizar ||Ax = bl|s y la solucién de minimos cuadrados viene
dada por:

At = (ATA) AT

En este caso ATA = I, luego A" es la pseudoinversa izquierda de A.

3. r=n < m, es decir A es de rango completo por filas. En este caso se
tienen infinitas soluciones y se desea minimizar ||x||2. La solucién es:

A+ — AT(AAT)—I
En este caso AAT = I, luego A™ es la pseudoinversa derecha de A.

4. r < k = min(n, m), entonces se tiene el caso més general, donde ambas
matrices (ATA) y (AAT) son singulares y se utiliza la descomposicion
SVD para obtener la pseudoinversa. Se dice entonces que A no tiene
inversa ni izquierda ni derecha.

C.4 Algunas propiedades de los valores singu-
lares

Siendo A = UXVT, la descomposicién SVD de la matriz A, las matrices unita-
rias U y V forman una base ortonormal para el espacio de columnas y de filas
de dicha matriz respectivamente. Los vectores columna v; de V', son llamados
vectores singulares derechos y los vectores columna u; son llamados vectores
singulares izquierdos.
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Los valores singulares son las raices cuadradas positivas de los k = min(n, m)
mayores valores propios de AAT o AT A. De tal modo que:

0i(A) = VA(ATA) = \/X(AAT) (C.39)

Ademés, las columnas de las matrices U y V son los vectores propios de AA”
y AT A, respectivamente:

AAT = (UsvhH(osvhHT = (usvh(vetuT) = ussTut (C.40)
como U es unitaria, U7 = U~ por tanto

(AATYU = Uxx” (C.41)

y entonces U es la matriz de vectores propios de AAT y o2 son sus autovalores.
De forma similar se puede concluir lo mismo para V respecto de AT A.
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