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Abstract

In this thesis, a rigid-bodies pantograph dynamic model is developed. After
obtaining the motion equation system, it is linearized around a given position
in order to validate the use of lumped masses models. A flexible-bodies model
is also elaborated with the aid of the commercial software ANSYS®. In this
model, the influence of the rod’s flexibility in the dynamic behavior of the

mechanism is taken into account.

These three models, the rigid-bodies, the linearized and the flexible-bodies

model, are compared by means of temporal response and frequency response.

The interaction between pantograph and catenary is studied after the analysis
of the pantograph model. The finite element method is used with absolute
nodal coordinates to model the overhead collecting system. Then, a temporal
integration algorithm is presented, which is able to deal with any model non-

linearities.

Finally, some simulation results using the rigid-bodies model of pantograph
are shown. The simulations evidence the effect of different non-linearities of

the pantograph model in the contact force with the contact wire. Specifically,
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the presence of friction in the vertical movement of the pan head and the effect

of an unidirectional damper are discussed.

Departamento de Ingenieria Mecéanica y de Materiales

11 Y - .
Centro de Investigacién en Ingenieria Mecanica



Modelado no Lineal de Pantégrafo. Interacciéon Pantégrafo-Catenaria
Trabajo Fin de Master

Resumen

En este trabajo se desarrolla un modelo dindmico de pantégrafo de barras rigi-
das. Tras obtener las ecuaciones del movimiento del sistema, estas se linealizan
en torno a una posicién dada con el fin de poder validar el uso de modelos
lineales de masas concentradas. También se elabora un modelo de barras fle-
xibles con el software comercial ANSYS® para poder analizar la influencia de

la flexibilidad de las barras en la dindmica del mecanismo.

Estos tres modelos, el no lineal de barras rigidas, el linealizado, y el de barras
flexibles, son comparados a nivel de respuesta temporal y de respuesta en

frecuencia.

Una vez analizado el modelo de pantografo, se pasa a la interaccion entre este
v la catenaria. Para modelar el sistema de cableado aéreo se utiliza el método
de los elementos finitos en coordenadas nodales absolutas. A continuacién, tras
introducir el algoritmo de integracién temporal que admite cualquier no linea-
lidad, se muestran distintos resultados de simulaciones utilizando el modelo

de pantégrafo no lineal de barras rigidas.

Con ellas se pone de manifiesto la influencia en la fuerza de contacto entre

pantégrafo y catenaria de diferentes no linealidades del modelo de pantogra-
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fo, aparte de la propia geometria del mismo. En concreto, la presencia de
rozamiento en el movimiento vertical de la mesilla y el efecto de que el amor-

tiguador sea unidireccional son discutidos.
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Resum

En aquest treball es desenvolupa un model dinamic de pantograf de barres rigi-
des. Una vegada obtingudes les equacions del moviment del sistema, aquestes
es linealitzen al voltant d’una posicié qualsevol amb la finalitat de poder vali-
dar I'as de models linials de masses concentrades. També s’elabora un model
de barres flexibles amb el software comercial ANSYS® per a poder analitzar

la influéncia de la flexibilitat de les barres en la dinamica del mecanisme.

Aquests tres models, el no linial de barres rigides, el linialitzat, i el de ba-
rres flexibles, son comparats a nivell de resposta temporal i de resposta en

frequiencia.

Una vegada analitzat el model de pantograf, es passa a la interaccié entre
aquest i la catenaria. Per a modelar el sistema de cablejat aeri s’utilitza el
metode dels elements finits amb coordenades nodals absolutes. A continuacio,
després d’introduir 'algoritme d’integracié temporal que admet qualsevol no
linialitat, es mostren diferents resultats de simulacions en les que s’ha emprat

el model de pantograf no linial de barres rigides.

Amb aquestes simulacions es posa de manifest la influéncia en la forga de

contacte entre pantograf i catenaria de diferents no linialitats del model de
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pantograf, abanda de la propia geometria del mecanisme. Concretament, es
dicuteix la presencia de fregament en el moviment vertical del col-lector i

Pefecte de que I'amortidor siga unidireccional.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Conforme va aumentando la velocidad de los trenes comerciales, en un esce-
nario mundial de elevados costes de la energia, la posibilidad de su captacion

eficiente por medio del pantégrafo adquiere una gran relevancia.

La linea aérea de contacto o catenaria ha sido el sistema seleccionado para
las instalaciones de alta velocidad, debido a su capacidad de adaptarse a las
elevadas exigencias de servicio y a los grandes voltajes requeridos. En contacto
con la catenaria, un colector o pantégrafo unido a la parte superior del vehiculo
ferroviario se alimenta de flujo energético y pone en funcionamiento a los

motores eléctricos de traccién.

Para el correcto funcionamiento de la linea, es condicién imprescindible que la
transmisién de corriente eléctrica se realice de manera ininterrumpida, y que

a la misma vez, la fuerza de contacto entre el pantografo y la catenaria sea
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lo menor posible, con el fin de que el desgaste de las partes en contacto sea

reducido y uniforme.

No obstante, el cumplimiento simultaneo de estas restricciones es bastante
complicado. Para que el desgaste sea minimo sobre las partes interactuantes
es necesario que la fuerza de contacto también sea minima, pero las acciones
dindmicas del pantografo pueden provocar que la deformacion y oscilacién en
la catenaria sea de tal magnitud que se produzcan despegues, siendo por tanto

discontinuo el contacto entre ambas partes.

Estas pérdidas de contacto provocan que el suministro de energia eléctrica sea
interrumpido, limitando las velocidades méximas de operaciéon. Ademés, estos
despegues generan arcos eléctricos, que deterioran gravemente los elementos en
contacto, impactos o enganches que pueden producir danos de coste muy ele-
vado. Es decir, las necesidades de elevar la velocidad de circulacién y las pres-
taciones de servicio se veran influenciadas por estos comportamientos, siendo
indispensable disponer de medios que permitan simular y predecir el funcio-
namiento del sistema, asi como garantizar el correcto guiado y un contacto
permanente, de modo que el proceso de alimentacién eléctrica se produzca de

forma continua.

Normas europeas para la validacién de los procedimientos de simulacién [1]
y proyectos europeos como EUROPAC, ponen de manifiesto la importancia

actual de la problemética de la interaccién entre pantografo y catenaria.

1.1 Objetivos del trabajo

El objetivo principal de el presente trabajo es la obtencién de un modelo

dindmico no lineal de barras rigidas del pantografo DSA-380, asi como su
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incorporacion en el software PACDIN, desarrollado por el Departamento de
Ingenieria Mecanica de la Universidad Politécnica de Valencia, para estudiar
la interaccién de dicho modelo con la catenaria. Para alcanzar este objetivo

principal, se plantean una serie de objetivos parciales:

= Obtencién y validacién de las ecuaciones del movimiento del modelo de

pantografo de barras rigidas.
= Linealizacién de dicho modelo y comparacién con el modelo no lineal.

= Elaboracién de un modelo de barras flexibles en el software comercial
ANSYS® y anélisis de la influencia de la flexibilidad de las barras en el
movimiento asi como en las frecuencias naturales y modos de vibracién

del sistema.

= Programacion de una rutina de integracién temporal que admita modelos
de pantégrafos no lineales, que incluya la posibilidad de la interaccién
simultdnea de varios pantdgrafos con la catenaria y que sea capaz de

incorporar también modelos de masas concentradas.

= Anélisis de la influencia de distintas no linealidades incorporadas en el

modelo de pantégrafo, en la interaccién con la catenaria.

1.2 Motivacién del trabajo

La elaboracion de este Trabajo Fin de Master viene motivada por diferentes

razones, siendo las mas relevantes las que se detallan a continuacion:

» Ampliacién, refuerzo y aplicaciéon de multiples conocimientos en el campo
de la ingenierfa mecénica (método de los elementos finitos, vibraciones

y propagacion de ondas, dindmica de cuerpo rigido y eldstico...).

Universitat Politécnica de Valéncia

Master en Ingenieria Mecanica y de Materiales




1. INTRODUCCION
N\\ 1.3. Descripciéon general del pantégrafo y la catenaria

= Participaciéon en un proyecto de investigaciéon con clara aplicaciéon en el

sector ferroviario.

= Implementaciéon de una herramienta de simulacién mediante el cédigo
de programacién MATLAB®.

» Adquisicion de los conocimientos basicos para iniciar una Tesis Doctoral

sobre el tema.

= Obtencién del titulo de Master en Ingenieria Mecanica y de Materiales.

1.3 Descripcién general del pantégrafo y la catenaria

La catenaria o también denominada Linea Aérea de Contacto (LAC), es el sis-
tema de cableado que permite alimentar con energia eléctrica a las locomotoras

y a las unidades de tren equipadas con motores eléctricos.

Para trenes de alta velocidad, el tipo de catenaria utilizado es la aérea flexible
sometida a un voltaje de 20kV. Esta consiste en dos cables principales, de los
cuales el superior tiene aproximadamente la forma de la curva conocida como
catenaria y se llama sustentador o portador. Mediante una serie de elementos
colgantes (péndolas) sostiene otro cable, el llamado hilo de contacto, de modo
que este permanezca dentro de un plano paralelo al que forman las vias. A
veces hay un tercer cable intermedio para mejorar el trazado del de contacto,
al que se suele llamar ‘falso sustentador’. En la Figura 1.1 se pueden ver todos

estos elementos de forma esquematica.

Ademaés del cableado, el sistema catenaria también esté4 compuesto por diver-
sos elementos rigidos estructurales, como son los postes, las ménsulas y los
brazos de registro, que tienen como finalidad sostener la LAC a una altura

determinada, y producir un trazado en forma de zigzag (escalonamiento) del
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Péndolas Cable sustentador

Cab]c de contacto

Pantografo _————bg

Ei [I =eal=|=|=|=|| i

Figura 1.1: FEsquema simplificado de la interaccion pantégrafo-catenaria.

cable de contacto para que el desgaste sea uniforme a lo largo de la longitud de
los frotadores del pantografo. Todo el sistema de cables que forma la catenaria
ferroviaria se encuentra tensionado mediante un mecanismo de compensacion
mecénica, a base de poleas y masas, de modo que se puede controlar la flecha,
producida por su propio peso o por dilataciones térmicas, de los cables de
contacto y sustentador. En la Figura 1.2 se puede observar una imagen de una
catenaria tipo AVE.

Figura 1.2: Imagen de una catenaria tipo AVE.

El mecanismo situado en la parte superior de la unidad tractora y que sirve

para tranmitir la energia eléctrica desde la LAC hasta el interior del vehiculo
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ferroviario se llama pantégrafo (Véase Figura 1.1). Este nombre es debido a
la similitud existente entre este mecanismo en forma de rombo con el propio

pantografo de dibujo.

Actualmente, para los trenes de alta velocidad se utilizan los llamados semi-
pantégrafos, a los que se les ha eliminado una de las dos mitades del disefio del
mecanismo original. En la Figura 1.3 se muestra un esquema de un pantografo
en el que se ilustran todos los elementos principales que lo forman.

Arco
(Mesilla)

Brazo superior

Conuclor de comients Conduccion paralela

Equipamiento neumatico

Dispositivo
automatico de

Biela de acoplamiento

Brazo inferior

astidor base Aislador soporte

m

Pieza de montaje
del amortiguador

Figura 1.3: Esquema de un pantégrafo para trenes de alta velocidad.

Se pueden distinguir tres subsistemas principales en el pantégrafo. El prime-
ro es el mecanismo de accionamiento, que puede ser de tipo mecanico pero
generalmente es neumatico como el que se puede apreciar en la Figura 1.4.
Su objetivo es levantar el mecanismo para que la parte superior esté en con-
tacto con el cable de la catenaria y por tanto exista suministro energético.
Usualmente, se dispone de un circuito de aire comprimido que termina en una

balona. Esta al hincharse mueve un soporte metdlico que a su vez tira de los
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extremos un cable unido a él. Este cable estd enrrollado alrededor de la arti-
culacion del brazo inferior con un perfil de leva determinado. Por lo tanto, al
tirar de dichos cables se ejerce un par sobre el brazo inferior del pantografo

que hace que todo el mecanismo se levante.

Figura 1.4: Detalle del sistema neumdtico de accionamiento y del amortiguador.

El segundo es el cuerpo de barras principal, formado por barras articuladas
en sus extremos, la mayor parte de ellas metalicas, que se pliegan en forma de
tijera. Una de sus finalidades es mantener a la mesilla en posicién horizontal
en todo momento. El iltimo bloque a destacar es el colector o mesilla, que es
la parte superior del pantégrafo donde se produce la interaccién con el cable
de contacto de la catenaria. En la mesilla se sittian las pletinas de frotamiento

que suelen ser de grafito para el caso que se transmita corriente alterna.

Ademas de las barras, también aparecen resortes entre la mesilla y el cuerpo de
barras del mecanismo, y elementos de suspension, tales como un amortiguador,

generalmente situado entre el bastidor base y la articulacién del brazo inferior.
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1.4 Revision bibliografica

El estudio de la interaccién dindamica pantografo-catenaria es un tema tra-
tado d&mpliamente en la bibliografia durante las dos tltimas décadas, lo cual

reafirma que se trata de un problema de elevado interés actual.

A la hora de abordar el modelado de los diferentes elementos que intervienen
en la interaccién, como primera aproximacion, para el pantégrafo se utiliza
un modelo linal de masas concentradas como en [2], o en [3]. Con este tipo de
modelos bésicos el movimiento del pantografo queda restringido en la direcciéon
vertical. Otros modelos mas complejos como los presentados en [4] y [5] se
basan en una formulacién multicuerpo en los que se considera la presencia
de los diferentes componentes rigidos que forman el pantografo y se tiene
en cuenta las distintas no linealidades que presentan tanto la cinemética, el

amortiguador, u otros componentes [6].

Con el fin de incluir la flexibilidad de las barras que componen el mecanismo
del pantégrafo, se suele optar por modelos multicuerpo flexibles, normalmente
hibridos (se considera flexibilidad en tan solo algtin cuerpo), como los presen-
tados en [7] y [8]. También se pueden encontrar algunos modelos de elementos
finitos para tener en cuenta esta flexibilidad en ciertas partes del mecanismo,

como el caso de los colectores en [9].

Para la linea aérea de contacto, la modelizacién llevada a cabo por la casi
totalidad de los autores se basa en el métodos de los elementos finitos (MEF).
Se consideran modelos de catenaria tanto bidimensionales como tridimensio-
nales, en los que se tiene en cuenta con mayor o menor grado de precisién la

presencia de los principales elementos que constituyen el cableado aéreo.
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En [10] y en [11] se aborda el problema del modelado de la catenaria utilizando
una formulacién en coordenadas nodales absolutas, lo cual conduce a una
matriz de masa del sistema constante. En cambio, en [12] se propone un modelo

de catenaria basado en elementos barra tipo Euler-Bernouilli.

El tratamiento de las péndolas es algo peculiar ya que cambian frecuentemen-
te de estar traccionadas a estar comprimidas, y viceversa, ante el paso del
pantégrafo por debajo de ellas. Esta unilateralidad es tratada en la literatura
desde distintos enfoques. En [13] se ajusta la curva experimental de rigidez a
una spline cubica y se mantiene esta fuerza no lineal aunque la péndola entre
a compresion. Hay otros enfoques que consideran una rigidez constante para
el caso de estar traccionada y un valor nulo de esta en el supuesto de entrar a

compresion.

Otro tema importante a resaltar es el tratamiento del modelo de interaccién
entre pantografo-catenaria. Este ha de ser capaz de detectar pérdidas de con-
tacto, y de acoplar entre si los modelos de catenaria y de pantégrafo. El método
més usado en la bibliografia es el de penalizacién (o penalty) debido a su simple
implementacién y buenos resultados como se muestra en [14] y en [2]. Otros
modelos de contacto también utilizados son el empleo de uniones deslizan-
tes [11], el establecimiento de ecuaciones de restriccién o la implementacién

de modelos de tipo Hertziano como el propuesto en [4].

En [15] se presenta una amplia comparacién de la interacciéon entre distintos
modelos de pantografo y de catenaria, asi como en [16], donde se plantea un
estado del arte del afio 1997, de la compleja dindmica de la catenaria y el
pantégrafo, de su simulacion y tratamiento numeérico, y de la adquisicién y

validaciéon de datos experimentales.
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Capitulo 2

MODELOS DE
PANTOGRAFO

En el presente trabajo, dentro de los multiples disefios existentes en el mercado,
se va a tratar tan solo con el modelo de pantografo DSA-380 del fabricante

Stemmann-Technik.

Como ya se ha comentado en la revision bibliografica, son distintos los modelos
matematicos de pantdgrafo que presentan los diferentes autores. No obstante,
el modelo més simple y no por ello menos utilizado, es un modelo lineal de
masas concentradas. En este modelo bésico (Figura 2.1) tan solo se tiene en
cuenta el movimiento en direccién vertical del mecanismo. En el caso de que se
quiera representar otros grados de libertad, como la presencia de dos puntos
de contacto o el giro de los colectores, en [17] se proponen estos modelos de

masas ampliados.
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Figura 2.1: Modelo de pantdgrafo de masas concentradas de 3 gdl.

En el este trabajo se va a desarrollar un modelo dinamico de pantégrafo de
barras rigidas, que va a ser programado en MATLAB® con el fin de simular su
comportamiento dindmico. En general, cuando se trata de abordar el modela-
do de un sistema mecanico es necesario estudiar la posibilidad de introducir
ciertas hipotesis simplificativas que reduzcan la complejidad de obtencion del
modelo matematico sin que los resultados que se obtengan del mismo se alejen

significativamente de la realidad.

En este caso se han considerado tres hipdtesis que simplican la formulacién:

1. Movimiento en el plano: Se restringe el movimiento del pantografo
en el plano, con lo cual, cualquier punto del mismo queda definido com-
pletamente con sus dos coordenadas cartesianas de posicién z, y. Esta
hipdtesis es perfectamente asumible debido tanto a la simetria en la geo-
metria del mecanismo (plano XY) como a la direcciéon de las cargas a

las que suele estar sometido (verticales). En la bibliografia se observa
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que los modos asociados a movimientos fuera de dicho plano [7], tienen
frecuencias naturales bastante superiores al rango de 0 a 20 Hz, que es

el contemplado en la norma de validacién de la simulacién [1].

2. Sdélidos rigidos: Se asume un modelo de barras rigidas, en el que dos
puntos cualquiera del mismo sélido mantienen constante su distancia

entre si.

3. Uniones ideales: El mecanismo se considera un sistema ideal, es decir,

que no existe friccién ni holguras en los pares de rotacién entre barras.

Con todas estas hipdtesis, el mecanismo queda tal y como muestra la Figu-
ra 2.2. En ella se muestra el mecanismo simplificado en un esquema de barras.
Se puede observar que consta de siete barras de diferente longitud y masa, uni-
das entre si mediante pares cineméaticos de rotaciéon. Los puntos 1, 2 y 13 son
puntos fijos, es decir, es en estos puntos donde el pantdgrafo se une al bastidor
situado en la parte superior del vehiculo ferroviario. Ademaés, el punto 2 se ha
escogido como el origen del sistema de coordenadas cartesiano. Cabe destacar
que el punto 4 representa una unioén rigida entre las barras 3 y 4 ya que estas
en realidad constituyen una unica barra del pantégrafo real. Asi mismo, los

puntos 6 y 1, pertenecen a la barra 1.

Aparte de los solidos rigidos, en el mecanismo también aparecen otros elemen-
tos. En la articulacién entre la barra 1 y la barra fija, hay un resorte torsional
con el que se trata de representar la rigidez que ofrece al giro el sistema de
accionamiento encargado de levantar el pantégrafo. Entre los puntos 13 y 1,
se encuentra ubicado un amortiguador que se puede observar también en la

Figura 1.4.

Por otro lado, en la Figura 2.3 se puede observar con mayor detalle la mesilla
del pantografo. Se presenta una imagen real de la misma en la parte supe-

rior de la figura y el esquema de barras en la parte inferior. La mesilla queda
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formada por las barras 6 y 7 del modelo, y estd unida al cuerpo del panté-
grafo mediante dos resortes lineales que unen el punto 5 con el 11 y el 12
respectivamente, respresentados con una linea de color rojo en la figura. Es
importante diferenciar el punto 10, que es el punto central de la barra 7, del
punto 7g, centro de gravedad de la misma barra, ya que aunque en la imagen
son coincidentes no tendrian por qué estar en la misma posicién. Los puntos
11, y 12, corresponden a los frotadores de la mesilla en los que se produce el
contacto con la catenaria, aunque por simplicidad, en el presente trabajo se

va a considerar el punto 10 como tinico punto de contacto.

Mesilla -

Barra 4

cd.g.
8 ® Articulaciones

Barra3 3e

1z Barral

Barra 2 e

13
——

2 Amortiguador ¥

Figura 2.2: Descricion de barras, articulaciones y c.d.g.

Uno de los aspectos mas importantes a la hora de abordar la modelizaciéon de
un mecanismo es la eleccion de las coordenadas que se van a utilizar. En este
caso se ha elegido un conjunto de coordenadas independientes, con lo cual la
dimension del problema es la minima. Esto es posible en primer lugar debido
a la simplicidad del mecanismo, y en segundo lugar a que se puede garantizar,

debido al rango de movimiento que tendra el sistema, que no aparecerd nin-
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Figura 2.3: Detalle de la mesilla del pantégrafo.

guna posicién singular en la que no se pueda obtener solucién. Este conjunto
de coordenadas independientes se puede ver representado en el modelo en la

Figura 2.4 siendo:

a = {6,x10,y10,07}" (2.1)

Con lo cual, el modelo resultante presenta cuatro grados de libertad. La varia-
ble 6 representa el dngulo girado por la barra 1 con respecto a la horizontal.
Las coordenadas x1g e y1o definen la posicién en el plano del punto 10, mien-
tras que el angulo 67 corresponde al giro de la barra 7, también respecto a la

horizontal.

Se ha tenido en cuenta la posibilidad de que el centro de gravedad (c.d.g) de
las barras no esté situado en el centro geométrico de las mismas, ya que estas
en realidad tienen una seccién que no es constante a lo largo de su longitud.

Para ello los c.d.g de cada barra estan referenciados a la misma por medio
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Yo

—

»
L]

X X10

Figura 2.4: Coordenadas independientes del modelo.

una longitud y un angulo respecto del extremo inferior de cada una de ellas,
a excepcién de la barra 7, en la que el punto tomado como referencia para
esos parametros es el punto central de la misma, es decir el punto 10. Esta
excepcion para la barra 7 es debida a que las coordenadas del punto 10 son
variables independientes del problema, y por tanto, se ha considerado mas
oportuno por sensillez referenciar el c.d.g de la barra respecto a este punto.

En el caso de la barra 1 pueden observarse esos pardmetros en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Posicionamiento del c.d.q. de las barras.
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Este modelo, a pesar de las diferentes simplificaciones realizadas, presenta
distintas no linealidades. Una de ellas es la propia geometria, ya que para
determinar la posiciéon de cualquier punto en funcién de las coordenadas in-
dependientes se utilizan relaciones no lineales al tratarse de lazos cerrados de

barras.

Otra fuente de no linealidad en el sistema son los resortes que unen la mesilla
con el cuerpo del pantégrafo. En concreto, estos resortes presentan una rigidez
en direccién vertical que varia en funcién de la diferencia de la cota y de los
puntos 5 y 10. En la Figura 2.6 se observa la relacion entre la fuerza vertical
aplicada al punto central de la mesilla con la variacion de de su cota y, o lo
que es lo mismo, la elongacién vertical de los muelles. Esta grafica en concreto

se ha obtenido manteniendo el punto 5 fijo.

1400

1200

1000

800 -

F(N)

600 -

200

L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Elongacion vertical (m)

Figura 2.6: Fuerza en direccion vertical de los resortes.

Mas posibles fuentes de no linealidad son el propio amortiguador, ya que la
fuerza que este ejerce puede no ser lineal con la velocidad o también puede

actuar tan sélo en una direccién del movimiento y no en la otra; el sistema de
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accionamiento, cuya rigidez se modela constante mediante un resorte a torsion,

cuando en realidad no lo es; asi como la presencia de rozamientos entre ciertas

partes del mecanismo.

Antes de empezar con la formulaciéon del modelo matemético, es conveniente
definir la nomenclatura que se va a utilizar a lo largo del documento para
describir los diferentes parametros del modelo. La longitud de las barras se
denominard L;, la masa m; y la inercia I;, donde el subindice 7 hace referencia
al nimero de la barra en cuestién. En cuanto al posicionamiento del centro
de gravedad, la longitud respecto de su punto de referencia serd Lg; y el
angulo respecto a la barra se llamara 6g;. La rigidez del resorte torsional
vendra representada por k, y la de los resortes lineales por k;. El coeficiente
de amortiguamiento del amortiguador serd c. L1, representara la longitud del
brazo de palanca que une el extremo del amortiguador con el punto 1y 6y,
el angulo entre la barra 1 y dicha palanca. La distancia entre el punto 1 y el
punto 6 se llamaréd r, mientras que el angulo entre la barra 1 y el segmento

que une estos puntos sera 6,.

2.1 Modelo de cuerpo rigido

En el presente apartado se presenta un modelo dindmico del pantégrafo con
la hipotesis de sélido rigido. En principio se aborda el sistema con todas las
no linealidades geométricas que presenta, para posteriormente linealizar dicho
modelo respecto de una posicién dada. Con ello se pretende verificar si la
utilizacién de un modelo lineal de parametros concentrados para la simulacion
del movimiento del pantégrafo es lo suficientemente precisa o realista, ya que
con su empleo, ademads de simplificar notablemente el modelo en si, el coste

computacional para el calculo de su respuesta se ve claramente reducido.
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2.1.1 Modelo dindamico no lineal

Como se ha comentado anteriormente, las coordenadas elegidas para modelizar
el mecanismo son el conjunto de coordenadas generalizadas independientes
descrito en (2.1). Para determinar la posicién de las otras barras, se utillizan
una serie de coordenadas dependientes que definen los dngulos, respecto de la

horizontal, de las barras 2 a 6 respectivamente.

qd = {92793794a95796}T (22)

Estas coordenadas estan ligadas tan solo con la variable independiente 6 por
medio de unas relaciones geométricas que se obtienen a partir de las ecuaciones
que definen los dos lazos cerrados de barras que aparecen en el mecanismo.
En concreto, el lazo inferior estd formado por las barras fija-1-2-3 y el lazo
superior por las barras 1-4-5-6. Estas relaciones no lineales se plantean de

forma general como:

rq (0) =0 (2.3)

Si estas ecuaciones se derivan una y dos veces respecto de 6, y se resuelven los
sistemas de ecuaciones lineales que resultan, se obtienen las derivadas primeras
y segundas de las coordenadas dependientes con respecto de la coordenada

independiente 6. Esto es:
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d SO
dra _ o sol  dda

do do (2.4)
dQI‘d -0 s_ol) dzqd '
a2 do?

Con estas derivadas anteriores ya se puede plantear las ecuaciones de veloci-
dad y aceleracién, quedando con ellas el problema cinematico completamente

resuelto.

da = 4da
ao (2.5)
da = Tz | dda
47 "2 do

Una vez resuelta la cineméatica del mecanismo ya se estd en condiciones de
empezar a plantear el problema dindmico. En este caso se ha optado para
la modelizaciéon dindmica aplicar directamente las ecuaciones de Lagrange.
Se han descartado otros procedimientos como por ejemplo una formulacién
multicuerpo ya que este trabajo se centra en un tinico mecanismo y un enfoque
multicuerpo resulta mas apropiado en tareas mas generales y para cédigos
en los que se pretenda modificar a posteriori el mecanismo a estudiar, por
su mayor facilidad para quitar y afadir elementos. Ademas, con el enfoque
utilizado se consigue una mayor eficacia en la integracién numérica cuando
se resuelva el problema de interacciéon entre el pantografo y la catenaria ya
que en el sistema de ecuaciones final a integrar no aparece ninguna ecuaciéon

algebraica.

Departamento de Ingenieria Mecéanica y de Materiales

20

Centro de Investigacién en Ingenieria Mecanica



Modelado no Lineal de Pantégrafo. Interacciéon Pantégrafo-Catenaria
Trabajo Fin de Master

En el sistema actian fuerzas que provienen de un potencial (las eldsticas y
las gravitatorias) y fuerzas no conservativas (las disipativas y las externas
directamente aplicadas). Las ecuaciones de Lagrange se pueden escribir de la

forma:

d OL OL
—— — —=Q (2.6)
dtoq 9dq
donde la lagrangiana es L =T — V, en la que T es la energia cinética del me-

canismo y V es la energia potencial, y Q es el vector de fuerzas generalizadas.

En primer lugar se va a obtener la expresion de la energia cinética del sistema
en funcién de las coordenadas generalizadas, como el sumatorio de las energias
cinéticas de cada uno de los sélidos que conforman el modelo. Como no hay
dependencia explicita del tiempo en la definicién de las coordenadas generali-
zadas, ya que el sistema de coordenadas es fijo y las restricciones holénomas,

la expresion de la energia cinética es cuadrética en las (:

n n

1 1, .
T=3 > mivg + > Lw?| = 3 a"J(a)q (2.7)
=1 =1

en donde n es el nimero de barras, vg; son las velocidades de los centros de
gravedad y w; las velocidades angulares de cada barra. A la matriz J se la
denomina matriz de inercia generalizada del sistema. Se trata de una matriz
simétrica que depende exclusivamente de las coordenadas independientes del
mecanismo, y ademas como la energia cinética por definicién ha de ser positiva,

esta matriz es definida positiva.

Por otro lado, y como ya se ha comentado en apartados previos, en el meca-

nismo objeto de estudio aparecen varios resortes y es necesario modelar las
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fuerzas gravitatorias que contribuyen a la energia potencial del sistema. Esta

energia puede expresarse del siguiente modo:

V= % (kr(g - 07"0)2 + Kk ((ll - l10)2 + (lg — l20)2)) + ZilgynZ Yai (28)

donde 0,9 es el angulo en el cual el resorte angular no ejerce ningun par, l1g y
loo son las longitudes en las que los resortes lineales, que unen la mesilla con
el cuerpo del pantografo, no ejercen ninguna fuerza; l; y I son las longitudes
de dichos resortes, e yg; son las cotas verticales de los centros de gravedad de
las distintas barras del mecanismo. Cabe mencionar que tanto [y, lo como y;

son funciones no lineales de q.

Ya por ultimo, falta por obtener el vector de fuerzas generalizadas en el que se
incluirdn tanto las acciones directamente aplicadas al mecanismo (en este caso
se aplicard una fuerza vertical sobre el punto 10 que simula el contacto con la
catenaria y un par en la barra 1 para tener el cuenta la contribucién del sistema
de accionamiento) asi como la fuerza disipativa que ejerce el amortiguador. En
concreto, aplicando el principio de los trabajos virtuales puede obtenerse la

siguiente relacion:

W =>"Qjdq; =Q"6q =0 (2.9)

en la que Q es el vector de fuerzas generalizadas, que puede depender tanto de
las coordenadas generalizadas como del tiempo. En el Anexo A se explica con
todo detalle la particularizacién de estas ecuaciones generales al mecanismo

del pantografo objeto de estudio.
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Una vez obtenida la energia cinética, la energia potencial y el vector de fuerzas
generalizadas, se estd en condicién de aplicar la ecuacién de Lagrange (2.6)
para asi obtener la ecuaciéon del movimiento del mecanismo. Dicha ecuacién
se trata de una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden no lineal, y en

su forma més general puede escribirse como:

J(@d=f(q,a1) (2.10)

En otras palabras, esta ecuacion representa un equilibrio dindmico en el que
se igualan las fuerzas de inercia (término de la izquierda) con todas las demés
fuerzas que aparecen durante el movimiento del sistema, como es el caso de las
fuerzas gravitatorias, las elasticas, las disipativas, las centrifugas o de coriolis

y las directamente aplicadas sobre el mecanismo.

Para resolver la ecuacién diferencial anterior se necesitan dos condiciones ini-
ciales, en concreto la posicion y la velocidad qo v §o del mecanismo en el
instante inicial seran conocidas. Se va a suponer que el mecanismo parte del
reposo, por lo tanto g = 0. En cambio, para obtener la posicién de equilibrio

estatico inicial se tiene que resolver el problema:

f(0,90,0) =0 (2.11)

Se trata de un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales, por lo cual debe
ser resuelto por un método iterativo como por ejemplo el de Newton-Raphson.
A continuacion se explica con detalle la obtencion del equilibrio inicial ya que

en este mecanismo presenta varias peculiaridades.
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Controlando la presién subministrada a la balona de accionamiento se puede
conseguir una determinada fuerza estatica de contacto con el cable de la ca-
tenaria. Asi pues, si Fy es la fuerza vertical aplicada al punto 10 que simula
esta fuerza de contacto y hg es la altura de los frotadores a la que se quiere

que el mecanismo esté en equilibrio, estos dos pardametros van a suponer dos

condiciones impuestas para resolver (2.11).

Debido a la morfologia del mecanismo, esta ecuacién se resolverd en dos pasos,
ya que las variables que definen la posicién de la mesilla estdn totalmente
desacopladas de la variable 6 con la que queda definida la posicién del punto
5. En primer lugar, se plantea el equilibrio estatico de la mesilla aislada del
resto del mecanismo para posteriormente resolver el equilibrio del cuerpo del

pantografo.

_________

hy

Figura 2.7: Equilibrio de la mesilla.

Como se observa en la Figura 2.7, a partir de una fuerza de contacto dada,
se obtiene el descenso z de la mesilla. Para ello se resuelve iterativamente
con el algoritmo de Newton-Raphson la siguiente ecuaciéon que representa el

equilibrio estatico de este subsistema:

2kl(l—lo)§—gm7—Fg:0 (2.12)
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donde [y es la longitud en la que los resortes no ejercen fuerza y [ = z2+(%)2

es la longitud de dichos resortes.

Una vez conocido el descenso de la barra 7 debido a Fy y a la gravedad,
junto con la altura hg a la que queremos que el pantégrafo se encuentre en
equilibrio, ya se puede conocer la altura hs a la que se encontrara el punto 5

en tal equilibrio, ya que hs = hg — L7, + 2.

Figura 2.8: Fquilibrio del cuerpo del pantdgrafo.

El segundo paso es obtener el valor del angulo ¢ para que el punto 5 se en-
cuentre a la altura hs. Este valor se obtiene de la resolucion, también de forma

iterativa, de la siguiente ecuacion:

Y1 + L4 sin(&) + Ly sin(94) —hs5=0 (213)
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Conocida ya esta posicién inicial del pantégrafo qg, se puede calcular por

medio de (2.3) el valor inicial de las variables dependientes qqg para tener asi

perfectamente caracterizado la posicién inicial del mecanismo.

No obstante, esta posicién no es la de equilibrio. Hay que dar un paso mas
planteando el equilibrio estatico del cuerpo del pantégrafo para determinar el
par My que debe aportar la balona a la barra 1. Esto se puede ver claramente

en la Figura 2.8.

Por lo tanto la obtencién de este momento My pasa por resolver la ecuacion
que define el equilibrio estatico del sistema mostrado en la Figura 2.8, parti-

cularizada en la posicién ya calculada qg. Dicha ecuacion a resolver es:

dv

My = 2=
O ao

+ (mr7 + Fp) (L1 cos(f) + L4% cos(04)> (2.14)

en la cual V es la energia potencial del cuerpo del pantografo mostrado en la
do

Figura 2.8 y la %3 se defini6 en (2.4).

Por lo tanto, el problema de valores iniciales queda totalmente definido con
la ecuacién diferencial del movimiento del sistema y el conocimiento de la
posicién y velocidad iniciales. Para resolver este problema se puede utilizar di-
ferentes integradores como por ejemplo Runge-Kutta o Newmark. Los detalles
del algoritmo de integracion utilizado para obtener la respuesta temporal de

la interaccién pantografo-catenaria se detallan en el apartado 3.3.2.

Restriccién del giro de la mesilla

En un principio, no es de esperar que la mesilla gire ante una carga verti-

cal aplicada sobre el punto 10 del mecanismo. No obstante, en algunos analisis
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transitorios con fuerzas alternantes de amplitud significativa y frecuencias cer-
canas a las naturales del sistema, si se produce ese giro descontrolado de la
barra 7 del mecanismo. Esto es debido a que la trayectoria que sigue el punto 5
cuando el pantografo se mueve no es una trayectoria completamente rectilinea,
y por tanto aparece una pequena diferencia entre las coordenadas = del punto
5 y las del punto de aplicacion de la carga, lo cual genera un pequefio par que

produce el giro mencionado.

En la figura 2.9 se puede observar la trayectoria que sigue el punto 5 a lo
largo del levantamiento del pantégrafo (puntos rojos) y se ve claramente que

no sigue la recta marcada en linea discontinua.

14r

12

y(m)

0.8
0.6

0.4+0 NS X
02/ \ AN
ok

x(m)

’
/
[CR0)

Figura 2.9: Barrido de posicion del punto 5.

Este hecho resulta un problema a la hora de obtener las funciones de respuesta
en frecuencia con amplitudes de carga elevadas. Para resolver esto se puede

optar por dos caminos: O imponer en el modelo directamente que la variable
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07 y sus derivadas sean nulas en todo instante, o imponer que el movimiento

horizontal del punto 10 sea el mismo que el del punto 5 en esta direccién, es

decir x19 = x5, asi como sus derivadas temporales.

Con estas restricciones adicionales se estd rigidizando el sistema pero a la
vez se hace posible obtener la funcién de respuesta en frecuencia (FRF) de

receptancias para cualquier amplitud de carga harménica.

Adicién de rozamiento en el modelo

Hasta este punto se ha considerado que no hay friccion entre los elementos
que forman el pantografo, pero observando el mecanismo real es posible que
el rozamiento en la mesilla sea influyente en la dindmica del sistema cuando
esta se mueve en vertical. Para poder contemplar este efecto se va a anadir

una friccién entre la barra 7 y la barra 6 del modelo.

La funcién que define el rozamiento seco de Coulomb es:

si v, >0

F, = Ir - (2.15)
—fr si v.<0

donde v, es la velocidad relativa entre los dos cuerpos que rozan entre si. Como

se puede ver, se trata de una funcién discontinua y por tanto no derivable, y

esto resulta en un inconveniente para la resolucién temporal con algoritmos

implicitos. Por tanto se ha decidido suavizar esta funcién y aproximarla por

medio de:
2 Uy
F, = —arctan | — 2.16
"o (k‘t> ( )
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en la que k; es un parametro de ajuste que a medida que tiende a cero esta
funcién se aproxima mads a la exacta. Hacer notar que con la ecuacién (2.16)
se tiene en cuenta una friccién unitaria que tiene que ser multiplicada por el
valor de la fuerza que se quiera incluir. En la Figura 2.10 se observa la fuerza

de rozamiento exacta y la ecuacién derivable con la que se aproxima.

15 T

T T
Funcién aproximada
— — — Funcién exacta

Fuerza de rozamiento (N)

_15 L L L L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Velocidad relativa (m/s)

Figura 2.10: Aproxzimacion del rozamiento para ky = 0.2.

Concretando para el mecanismo en cuestion, la velocidad relativa considerada
es la velocidad vertical de la mesilla respecto de la velocidad vertical del punto

5, es decir:

vr =9yilo —Ys con ys = (Licos(f)+ LyJ cos(by))d (2.17)

donde J es la derivada de 64 con respecto de 6 definida en (A.4).
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2.1.2 Modelo dindamico linealizado

A partir del modelo descrito en la seccién anterior, se va a realizar una lineali-
zacién del mismo con la finalidad de obtener un modelo mucho més simple de
tratar computacionalmente. Al disponer de un modelo lineal, se pueden obte-
ner las frecuencias naturales y los modos de vibracién del mecanismo como se

detalla en el apartado 2.1.3.

Obtencion de la ecuaciéon linealizada del movimiento

El problema que se aborda en este apartado es la linealizacion de la ecua-
cién (2.10). Al resolver dicha ecuacién linealizada se podrd corroborar si el
modelo linealizado es capaz de representar de forma correcta el comporta-

miento dinamico del sistema real.

Para linealizar el modelo se parte de una posicion de referencia conocida qg, a
partir de la cual se linealiza aplicando la hipétesis de pequefios desplazamien-

tos. Por lo tanto, se tiene que:

q=qo+ Aq (2.18)

y ahora las nuevas variables del problema pasan a ser esos pequefios movi-

mientos Aq en torno a una posiciéon cualquiera de referencia.

En general, la linealizacién de una funcién f(z) cualquiera en torno a un
valor xp se puede llevar a cabo mediante su desarrollo en serie de Taylor
despreciando términos de orden cuadrético y superiores tal y como se muestra

en la ecuacién (2.19).
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@), AR PfE)

f(x) = f(xo) + Ax dr Y A2

. (2.19)

T=x0

En el caso que nos ocupa hay basicamente dos opciones para llevar a cabo el
proceso de linealizacién. Una es la de linealizar las expresiones de la energia
cinética, la energia potencial y las del vector de fuerzas generalizadas, para
después aplicar la ecuacién de Lagrange a estas expresiones ya lineales y ob-
tener asi el modelo dindmico lineal. En este caso habria que tener especial
atencién con la energia potencial gravitatoria ya que para su linealizacién se
tienen que considerar hasta términos de segundo orden en su desarrollo en
serie de Taylor, ya que al aplicar Lagrange y ser derivados, estos pasan a ser

términos lineales.

La segunda opcién es utilizar la expresién no lineal de la ecuacién del movi-
miento obtenida anteriormente y linealizarla directamente. Cada una de estas
dos estrategias tiene sus ventajas y sus inconvenientes a la hora de llevar a
cabo el desarrollo analitico, y por razones de simplicidad se ha optado por la
primera opcion para el caso de la energia cinética y de las fuerzas disipativas,
para con ello, obtener las matrices de masa y de amortiguamiento respectiva-
mente. La segunda de las vias mencionadas va a ser utilizada con la energia

potencial para asi obtener la matriz de rigidez del sistema.

Con todo ello y con el fin de obtener las frecuencias naturales y los modos de
vibracién del sistema, es necesario disponer de la ecuacién lineal homogénea
del movimiento, tratdndose de un movimiento libre del mismo, y cuya forma

corresponde a la siguiente expresion:

[M] Aq + [C] Aq + [K] Aq = {0} (2.20)
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La obtencion de las matrices [M], [C] y [K] estd perfectamente detallada en el
Anexo B.

2.1.3 Frecuencias naturales y modos de vibraciéon

Una vez obtenido el modelo lineal (2.20), calcular las frecuencias naturales
del sistema y los modos de vibracion, se reduce a resolver un problema de
autovalores y autovectores con alguna modificacién para el caso en el que se

incluya el amortiguamiento.

Sistema sin amortiguamiento

Si no se tiene en cuenta la disipacién producida por el amortiguador, la ma-
triz de amortiguamiento [C] es nula y por tanto la ecuacién (2.20) se puede

reescribir de la siguiente forma:

M) &q + [K] Aq = {0} (2.21)

La solucién a esta ecuacion homogénea puede considerarse de la forma:

Aq(t) = Aqet (2.22)

donde Agq representa un vector de amplitudes. Sustituyendo esta solucion

en (2.21), se obtiene el siguiente problema de valores y vectores propios:
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(IK] + X*[M]) Aq = {0} (2.23)

Para que este sistema de ecuaciones lineales tenga solucién distinta a la trivial,
es necesario que la matriz de coeficientes sea singular, es decir, que su deter-
minante sea nulo. Como el sistema tiene 4 g.d.l., el polinomio caracteristico
es de grado 8. Y ademas, como las matrices de masa y rigidez son definidas o
semidefinidas positivas, simétricas y de coeficientes reales, las raices de dicho

polinomio se expresan como:

No=+im, r=1,.4 (2.24)

donde las @, se corresponden con las frecuencias naturales del sistema no

amortiguado.

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales descrito en la ecuacion (2.23),
pero ya habiendo sustituido los valores de las frecuencias naturales obtenidas,
se calculan los modos de vibracién del sistema. La solucién de este sistema
ya no es la trivial, y como la matriz de coeficientes es singular, tampoco serd
unica. Asi pues, se ha de adoptar una condicién adicional de escalado del

vector Aq,, como por ejemplo una componente unitaria o médulo la unidad.

Sistema amortiguado

En este caso si se tiene en cuenta el sistema completo tal y como se define
en (2.20). Considerando que la solucién tiene la misma forma a la mostrada en
la ecuacién (2.22) y sustituyéndola en la ecuacion diferencial del movimiento,

resulta:
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([K] + A[C] + A2[M]) Aq = {0} (2.25)

Este planteamiento directo del problema lleva a un problema de valores y
vectores propios con tres matrices. Para solucionar este inconveniente se puede
realizar un planteamiento alternativo basado en la definicion de un nuevo

vector Y, en el que se incluyen desplazamientos y velocidades.

_J Ag
Y = { Ad } (2.26)

Con este vector de incégnitas, se puede replantear la ecuacion diferencial del
movimiento haciendo que las matrices del problema sean cuadradas y simétri-

cas, pero del doble de tamafio. La ecuacién ahora queda del siguiente modo:

Con esta nueva formulacion se vuelve a tener un problema estandar de valores y
vectores propios, aunque el tamafio de las matrices es el doble del original. Este
se resuelve igual que para el caso sin amortiguamiento explicado anteriormente.
La solucién a este sistema corresponde a un conjunto de valores propios A,
y vectores propios {a}r ambos por parejas conjugadas. Estos valores propios

obtenidos se pueden expresar como:
Ar = Wy <—Q +iy/1— CE) (2.28)
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de la cual, se obtienen las frecuencias naturales w, del sistema y los amorti-

guamientos relativos (. asociados a cada modo.

2.2 Modelo de barras deformables

En esta seccién se va a elaborar un modelo de barras flexibles con el propésito
de verificar si la inclusion de la flexibilidad de las mismas es un factor im-
portante en el comportamiento dindmico del pantdgrafo. El modelos de masas
concentradas que presenta el fabricante del pantografo DSA-380 incluye tres
masas, mientras que con el modelo de barras rigidas que se propone en este
trabajo solo queda justificado el uso de dos, representando cada una de ellas
el movimiento del cuerpo del pantégrafo y el movimiento vertical de la mesilla

respectivamente.

Una hipétesis es la de suponer que la flexibilidad de las barras 4 y 5, al estar
sometidas a un esfuerzo flector durante la interaccion con la catenaria, podria
tener cierta relevancia, y esto es lo que justificaria el uso de una tercera masa

en los modelos de parametros concentrados.

Con el propésito de esclarecer esta cuestién se ha elaborado un modelo con
el software comercial ANSYS® en el que es posible considerar la flexibilidad
de todas las barras. Como en el caso del de barras rigidas, se trata de un
modelo bidimensional, es decir el movimiento del mecanismo es coplanario,
y las uniones entre barras son ideales, sin friccién alguna. En este caso, las
ecuaciones del movimiento que genera ANSYS® internamente, son obtenidas
mediante la semidiscretizacion espacial del método de los elementos finitos. En
la Figura 2.11 puede observarse una imagen del modelo de elementos finitos y

distinguir el niimero de elementos utilizados para cada barra.
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Figura 2.11: Modelo en ANSYS® del pantégrafo.

Para el mallado de las barras se ha utilizado elementos de tipo Beam a los
cuales se les ha asociado una determinada seccién circular tubular para cada
barra. En la Tabla 2.1 se detallan los radios internos y externos de cada una
de ellas. El criterio para el dimensionado de dichas secciones ha sido el de
mantener la masa de la barra con respecto las del modelo de sélidos rigidos
para que asi puedan ser comparables. Si se asume que las barras son de acero
con una densidad de p = 7850 Kg/m? y se fija un radio externo para que las
dimensiones de la barra sean parecidas a las reales, tan solo hay que resolver

la ecuacion (2.29) para obtener el radio interno.

m™m

A 2.2
P L(Teact - Tint)Q ( 9)
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Barra ‘ I'int(m) ‘ rext(m)
1 0.069313 0.075

2 0.01104 0.015
3 0.035035 0.04
4 0.0524 0.055
5 0.011262 | 0.015
6 0.02251 0.05
7 0.031 0.04
8 0.024 0.025
9

0.018 0.025

Tabla 2.1: Definicion de las secciones de las barras.

A diferencia del modelo con barras rigidas en el que solo aparecian siete barras,
en este caso hay un total de nueve. Las barras 8 y 9 corresponden a las uniones
entre los puntos 4 y 6 con los puntos 1 y 1, respectivamente. A ambas barras,
por pertenecer en realidad a la barra 1, no se les ha asignado ninguna masa.
Para simular los pares de rotacion entre las diferentes barras, simplemente
se acoplan los movimientos horizontal y vertical de los nodos coincidentes de

ambas barras que forman la articulacién.

En este caso de modelo con elasticidad también se estdn teniendo en cuenta
las no linealidades del sistema, pero tal y como se ha hecho para el caso del
modelo de barras rigidas, ANSYS® ofrece la posibilidad de poder obtener el
comportamiento del mecanismo en el dominio de la frecuencia, haciendo una
linealizacién del modelo. De este modo se puede comparar con los resultados
obtenidos del modelo desarrollado en MATLAB®.

A tal efecto, ANSYS® dispone de una serie de anélisis en los que internamente
linealiza las ecuaciones en torno a la posicion en la que el usuario lo define.
Como posicion de referencia para los analisis, se ha adoptado la de equilibrio
ante una fuerza constante de -120 N sobre el punto 10. ANSYS® requiere

primero de un anélisis transitorio en pequenos desplazamientos, partiendo de
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una posicion cercana a la deseada, con el que calcula los efectos de prestress que
aparecen en todos los elementos en esa posicién. Estas precargas son necesarias
tenerlas en cuenta para los posteriores analisis modal y harmoénico a partir de

los cuales se determinaran las frecuencias naturales, los modos de vibracién y

la funcién de respuesta en frecuencia del modelo respectivamente.

En concreto, cuando se realiza un andlisis modal con ANSYS®, se obtienen las
frecuencias naturales y los modos de vibracion dentro del rango de frecuencias
que el usuario le especifique. Ademaés, es posible visualizar y animar dichos
modos observando a qué movimiento corresponde cada uno de ellos. Por otro
lado, llevando a cabo un andlisis harmonico, lo que ANSYS® realiza es trans-
formar a harmonicas todas las fuerzas que se tengan aplicadas sobre el sistema

y realiza un barrido en frecuencia de las mismas.

Esto resulta un inconveniente ya que también las fuerzas gravitatorias y los
esfuerzos de prestress incluidos pasan a ser harmonicos. Para eliminar su efecto
en la respuesta en frecuencia de estas fuerzas, se realizan dos analisis con
amplitudes de carga en la mesilla distintas y se restan ambas funciones de
respuesta en frecuencia en el dominio complejo. Con ello, en la FRF ya no
aparece reflejada la aportacién de las fuerzas gravitatorias ni del prestress de
las barras y los resortes, sino que resulta la respuesta en frecuencia ante una
carga harmonica en el grado de libertad deseado con una amplitud igual a la

diferencia de las amplitudes de las fuerzas aplicadas en ambos analisis.

2.3 Comparacién de resultados entre los distintos modelos

En esta secciéon se exponen todos los resultados obtenidos a partir de los mo-
delos de barras rigidas y de barras deformables, tanto los no lineales como los

linealizados. No obstante, en primer lugar se va a realizar un balance energéti-
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co en la simulacién temporal del movimiento del pantégrafo con tal de validar

el modelo desarrollado.

2.3.1 Balance energético

Si se tiene en cuenta la energia que posee el sistema en el instante inicial y se
realiza un balance energético incluyendo los términos tanto de disipaciéon como
de aportacién de energia al sistema hasta un instante dado, el resultado debe
ser nulo para cualquier instante para no incumplir el principio de conservacion
de la energia. Dicho de otro modo, la diferencia de energia cinética y potencial
entre un instante t y el instante inicial ha de verse compensada por el trabajo
realizado por las fuerzas no conservativas que actilan sobre el sistema hasta

dicho instante. Esto es:

[T+ Vo = [Waelp (2.30)

Para este caso en concreto se va a suponer que actiia una unica fuerza externa
y constante sobre la mesilla. Ademas, se tiene también la disipacién producida

por el amortiguador. Asi pues, la ecuacion (2.30) se puede reescribir como:

[T + V]t - [T + V]O - [Wamort]g - [WFezt]6 =0 (2.31)

Queda por tanto obtener cada uno de estos cuatro términos de los que se com-
pone este balance de energias. En primer lugar, indicar que la suma de energia
cinética y potencial en el instante inicial es un valor constante. Los valores de
la energia cinética y potencial del sistema para cualquier instante, y por tanto

también el inicial, se pueden obtener de las expresiones (A.7) y (A.10) res-
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pectivamente, conociendo los valores de las variables independientes en dicho

instante de calculo.

El trabajo generado por el amortiguador desde el instante inicial hasta un
instante t cualquiera, basandose en la potencia y particularizando para el

mecanismo del pantégrafo, resulta:

t —
[Wamm‘t}g = /O Fa(vf?) - Ufp)dt (232)

El punto 13 del mecanismo es un punto fijo por lo que su velocidad es siempre
nula. Sustituyendo el valor de la fuerza que ejerce el amortiguador definido

en (A.16), la expresién anterior pasa a ser:

t
{Wamort]g = */ Cc U%pdt (233)
0

Siguiendo con este enfoque por potencias, el trabajo que ejerce la fuerza ex-

terna directamente aplicada sobre el mecanismo no es otro que:

t
[Wreat]g :/0 Fyiodt (2.34)

donde F’ es el valor de la fuerza aplicada sobre el punto 10 en direccién vertical.
Asi pues, lo tnico que queda para poder realizar el balance energético es definir
un procedimiento para resolver las integrales (2.33) y (2.34) para asi obtener
los trabajos de las fuerzas no conservativas. En concreto, aqui se ha optado por
calcular dichas integrales mediante la regla del trapecio en la que se discretiza

el integrando interpolando linealmente los valores del instante ¢ y del ¢t + At.
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En la Figura 2.12 se puede observar el resultado obtenido al realizar la simula-
cién del movimiento del pantografo durante 10 s con el integrador explicito de
Runge-Kutta de cuarto orden, asi como el valor de cada uno de los términos

que intervienen en el balance.

-4

x 10
700 ,
600 T+V ,
Energia disipada por el amortiguador
500 Trabajo de las fuerzas exteriores .
Balance
Z 400
N
=
2
5 300
200
100 |-
0 ,
i I I I I I I I I )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)

Figura 2.12: Balance de energia durante el movimiento del mecanismo.

En la gréfica se puede observar como el valor neto del balance (eje vertical
derecho) es practicamente nulo en todo momento. Notar que la escala es del
orden de 104 para la curva del balance. El pequeiio error puede ser debido por
un lado al propio integrador, y por otro lado a que no se utilizan las mismas
hipétesis entre instantes de cédlculo al integrar la ecuacién del movimiento y al
realizar las integrales para obtener el trabajo de las fuerzas no conservativas
con la regla del trapecio. Esto se corrobora al realizar el mismo andlisis pero
simulando el movimiento con otro integrador que utiliza diferentes hipdtesis
entre instantes de célculo (por ejemplo Newmark). La forma de la curva del

balance neto cambia aunque su valor sigue siendo practicamente nulo. Por 1l-
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timo, tan solo mencionar que todas las curvas tienden hacia un valor constante

cuando el mecanismo alcanza la posicién de equilibrio en la que se detiene su

movimiento.

Con la realizaciéon de este balance energético queda por tanto verificado el
modelo al no observarse pérdidas ni ganancias de energia en el sistema durante

la simulacién temporal.

2.3.2 Respuesta temporal

Aplicando, por ejemplo, el algoritmo de integracién temporal de Runge-Kutta,
se puede resolver la ecuacion general del movimiento del pantografo y obtener
la respuesta del mismo a lo largo del tiempo. Para realizar este andlisis, se
parte de una posicién inicial cualquiera siempre y cuando sea la misma para
los distintos ensayos con el fin de que sean comparables. En concreto, se le va
a aplicar una fuerza de valor constante de -120 N en direccién vertical al punto
10 del mecanismo que intenta simular una fuerza de contacto constante con
el cable de la catenaria. La magnitud que se va a entender por respuesta del
sistema es el descenso de la mesilla, ya que esta magnitud esta directamente
relacionada en la interacciéon entre el pantégrafo y la catenaria. La fuerza
gravitatoria ha sido tenida en cuenta en todos los andlisis que se muestran a

continuacion.

Utilizando un paso de integracién temporal de 1073s se puede observar en la
Figura 2.13 la respuesta del sistema proporcionada por el modelo de barras
rigidas no lineal y la obtenida con el modelo de barras flexibles. En concreto
se muestra la variacién de la coordenada vertical del punto de aplicacién de la

carga con respecto a la posicion inicial, es decir, Ayqg.
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Figura 2.13: Movimiento vertical de la mesilla ante F=-120N.

En esta misma figura, se puede apreciar que la forma de la onda en el transito-
rio es sumamente parecida para ambos modelos, aunque si se distingue que la
curva que representa el movimiento del modelo de barras flexibles esta un poco
desplazada hacia abajo. Cuando se alcanza la posicion de equilibrio estatico
(a partir de unos 5 s) se observa que la posicién del punto 10 se encuentra 7

mm mas abajo en el modelo de barras flexibles que en el de barras rigidas.

La explicacion a estas diferencias es que la carga aplicada sobre el punto 10 del
modelo genera un flector en la barra 4 que hace que las barras del mecanismo
se deformen. Para poder ver este efecto con més claridad, en la Figura 2.14
se representa la barra 4 en la posicion inicial del andlisis, y cuando el sistema
alcanza la posicion de equilibrio en el instante ¢ = 5s tanto para el caso
de barras rigidas como para el de barras flexibles. Se puede apreciar que el

extremo de la barra deformada ha flectado los 7 mm que antes se mencionaban.

Universitat Politécnica de Valéncia

43

Master en Ingenieria Mecanica y de Materiales




2. MODELOS DE PANTOGRAFO
N\\ 2.3. Comparacién de resultados entre los distintos modelos

1.8

Posicion inicial
Pos. final rigidas
1.6+ Pos. final flexibles

15F
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Figura 2.14: Posicion de equilibrio de la barra 4.

A continuacién se va a realizar la misma simulacién, pero en ente caso la carga
aplicada al punto 10 va a ser una fuerza constante de -120 N mas una fuerza
harménica de 30 N de amplitud a una frecuencia de 2 Hz, también en direccion

vertical. Estas respuestas se observan en la Figura 2.15.

Como en el caso anterior, se puede observar que ambos modelos responden del
mismo modo ante esta carga senoidal. El régimen permanente, al igual que
en el andlisis anterior, se alcanza aproximadamente a los 5 s, siendo en este
caso la respuesta practicamente senoidal a partir de este instante, oscilando
sobre la posicién de equilibrio con la carga de -120 N. También se observa esa
pequena diferencia debida a la deformacién de las barras y méas en concreto a

la flexion de la barra 4.
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Barras rigidas
Barras flexibles

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

y10(m)

-0.25

|
o
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Figura 2.15: Movimiento vertical de la mesilla ante F = —120 — 30sin(47t).

Con estos dos analisis queda perfectamente verificado que ambos modelos pre-
sentan una respuesta temporal muy semejante, en la que se distingue cla-
ramente un cambio en la posiciéon de equilibrio del mecanismo pero no hay
aparentemente una influencia significativa en la respuesta dindmica del mis-

mo.

Otro tema que se puede analizar es la influencia del rozamiento en el movi-
miento vertical de la mesilla. En primer lugar se va a ajustar el pardmetro
k; de la expresion (2.16) para que su influencia en los resultados sea minima.
Con este parametro se ajusta la pendiente que tiene la curva de fuerza de ro-
zamiento en el punto de velocidad relativa nula (Figura 2.10). Cuanto menor
es kt, mayor es la pendiente y por tanto més se ajusta a la forma real que

presenta el rozamiento.
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En concreto, se va a aplicar al mecanismo una carga en direcciéon vertical al
punto 10 igual a F' = —120 — 30sin(275) N . Realizando una simulacién del
movimiento con esta carga y sin ningin rozamiento se observa que el maximo

valor absoluto de la velocidad relativa en direccion vertical entre la mesilla y
el punto 5 es de 0.7554m/s.

El criterio que se ha elegido es que para una velocidad relativa del 1% de la
M&X |vye| se corresponda al menos una fuerza de rozamiento del 95% de la

total. Con ello, se llega a un valor de ky = 5-10"%m/s.

Con este parametro de ajuste de la curva de la fuerza de rozamiento en fun-
cion de la velocidad relativa y un valor de f,,, = £10N se ha realizado una
simulacién aplicando al mecanismo la excitacién indicada anteriormente. Este
valor de fuerza de rozamiento es muy elevado pero se intenta con él que se

magnifiquen los efectos sobre la respuesta temporal.

(6]
Sin rozamiento en la mesilla
~0.05 Con rozamiento en la mesilla
-0.1
-0.15
E
S -0.2
=
>
-0.25
-0.3
-0.35
_04 1 1 1 1 1 J
(0] 1 2 3 4 5 6
t(s)
Figura 2.16: Movimiento vertical de la mesilla con y sin rozamiento.
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En la Figura 2.16 se aprecia que con la presencia de rozamiento si hay ciertas
variaciones en la curva de la respuesta respecto a la misma sin el rozamiento.
Si se analiza con mas detalle, en la parte del transitorio aparece suavizada la
respuesta en frecuencias elevadas con respecto a la respuesta sin friccién, y
en el régimen permanente, ampliado en la Figura 2.17, se aprecia por un lado
un desfase entre ambas curvas y por otro, una reduccién en la amplitud de la

respuesta cuando hay rozamiento.

Sin rozamiento en la mesilla
~0.214 Con rozamiento en la mesilla

-0.216

-0.218

-0.22

—-0.222

-0.224

y10(m)

-0.226

-0.228

-0.23

-0.232

_0.234 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
5 51 5.2 5.3 5.4 55 5.6 5.7 5.8 5.9 6

t(s)

Figura 2.17: Movimiento vertical de la mesilla con y sin rozamiento. Detalle del
régimen permanente.

Seguidamente, se va a comparar la respuesta temporal del modelo no lineal
de barras rigidas con el linealizado. La posicion respecto a la cual se ha par-
ticularizado la linealizaciéon del modelo es la posicién de equilibrio que alcan-
za el mecanismo al aplicarle una carga vertical de -120 N en el punto 10.
En la Figura 2.18 se observa la variaciéon en el desplazamiento vertical de la

mesilla con respecto a la posicion de equilibrio de esta, bajo una carga de
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F = —120 — 200sin(4nt) N. En este caso la amplitud elegida de la parte al-
ternante de la excitacién es de 200 N para intentar magnificar el efecto de las

no linealidades, pero como se puede observar, ni con esa elevada amplitud se

detectan diferencias en la respuesta.

0.15

Modelo no lineal
Modelo linealizado

0.1r

0.05F

y10(m)

—0.05F

-0.1r

—-0.15F

-0.2

t(s)

Figura 2.18: Desplazamiento vertical de la mesilla respecto de la posicion de equili-
brio.

Por tanto, se puede concluir que para el caso de la respuesta temporal del me-
canismo objeto de estudio, ni la flexibilidad de las barras, ni las no linealidades
debidas al propio mecanismo, influyen de forma destacable. En cambio, si que
puede llegar a ser importante la presencia de rozamiento en el movimiento

vertical de la mesilla.
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2.3.3 Respuesta en frecuencia

En este apartado se van a obtener y a comparar las frecuencias naturales y los
modos de vibracién del sistema linealizado a partir del modelo implementado
en MATLAB® con las obtenidas a partir de un anélisis modal en ANSYS®,
en el que el software internamente linealiza el modelo. En concreto, en dicho
analisis se le especifica a ANSYS® que calcule las que encuentre en el rango
de 0 a 30 Hz. En la Tabla 2.2 se detallan los valores obtenidos.

Num. ‘ f(Hz) Flex. ‘ f(Hz) Rig. ‘ Descripcién
1 0.77339 0.6551 Giro mesilla
2 1.2448 1.2439 Mov. mecanismo panto.
3 5.6362 5.6231 Mov. vertical mesilla
4 7T 7.8705 Mov. horizontal mesilla
5 21.7733 — Flexién barra 5
6 25.2445 — Flex. barra 5 y mov. mec.

Tabla 2.2: Comparacion de las naturales entre el modelo de barras rigidas y el modelo
de barras flexibles.

Por otro lado, para tener un mayor conocimiento de a qué movimiento corres-
ponde cada modo de vibracion, se representan al final de este apartado en la
Tabla 2.3 para el modelo de barras flexibles, y en la Tabla 2.4 para el de barras

rigidas, las dos posiciones extremas que definen el movimiento de cada modo.

Con el modelo de barras rigidas tan solo aparecen cuatro frecuencias naturales
y sus respectivos modos, ya que el mecanismo tiene esos mismos grados de li-
bertad. Como se observa en las Tablas 2.3 y 2.4, la primera frecuencia natural
estd asociada al modo de giro de la mesilla. La segunda corresponde al movi-
miento de cuerpo rigido de pliegue del mecanismo del pantégrafo. La tercera

y la cuarta estan relacionadas con los movimientos vertical y horizontal de la
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mesilla respectivamente. Estos cuatro modos de cuerpo rigido son iguales para

ambos modelos.

En el modelo en el que se incluye la flexibilidad de las barras, ademéas de
estas cuatro, aparecen otras dos frecuencias naturales en el rango de frecuen-
cias indicado, ligadas principalmente a la flexién de la barra 5 (modo 5 de la
Tabla 2.2) aunque también en el modo 6 se observa flexion en la barra 4 y

movimiento del cuerpo del pantografo.

Queda evidente que tanto el giro de la mesilla como su movimiento horizontal
no van a tener ninguna influencia en la respuesta del sistema que aqui se estd
analizando (Ayjg). También es obvio, que tanto el segundo modo asi como el
tercero juegan un papel muy importante en dicha respuesta en frecuencia. Lo
que ya no es tan evidente, es la influencia de los modos 5 y 6 en el movimiento

vertical de la mesilla.

Con el fin de esclarecer esto ultimo y ademas poder comparar en el dominio de
la frecuencia los distintos modelos desarrollados, se van a obtener las funciones
de respuesta en frecuencia (FRF) de cada uno de ellos. Todas las FRF que
se representan a continuacion relacionan el cociente entre la amplitud de la

respuesta Ayyo v la amplitud de la fuerza excitadora AF, con la frecuencia w.

El método de obtencién de estas FRF varia sustancialmente en funciéon de cuél
sea el modelo a partir del cual se obtiene dicha respuesta. En el caso de los
modelos no lineales, aunque no es en si una funcién de respuesta en frecuencia,

en el presente trabajo se le va a denominar asi.

Tanto para el modelo de barras flexibles como para el de solidos rigidos, la
obtencion de esta especie de FRF se basa en la realizacion de sucesivos analisis
temporales, aplicando una fuerza excitadora harmonica de diferente frecuencia

y misma amplitud en cada uno de ellos. Asi pues, una vez obtenida la respuesta
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temporal, se busca en el régimen permanente de la misma el valor méximo y

el minimo para asi calcular Ayyo y por tanto la FRF.

Para el caso de las FRF de los modelos lineales, por un lado se tiene el de
sOlidos flexibles desarrollado en ANSYS®, cuya FRF se obtiene como se explico
al final del apartado 2.2 del presente capitulo. Por otro lado, se tiene el modelo
linealizado de sélidos rigidos. En este caso son dos las estrategias que se pueden
seguir para calcular la FRF, llegando ambas obviamente al mismo resultado:

La obtencién directa o la obtencién por superposiciéon modal.

Partiendo de la ecuacién del movimiento linealizada (2.20) y aplicando unas
fuerzas excitadoras harménicas del tipo F(t) = Fe™! se tiene también una
respuesta harménica de la forma q(t) = qe’*. El caso de la obtencién directa
de la FRF se basa simplemente en obtener la matriz H(w) que relaciona am-
plitudes de respuesta con amplitudes de excitacién. Derivando una y dos veces
la expresion de la respuesta y sustituyendo estas derivadas en la ecuacion del
movimiento, en la que posteriormente se elimina de ambos lados el término

exponencial, queda:

[~w?[M] +iwelC] + [K)| g = F (2.35)

H(w) = [~w?[M] + iwelC] + [K]] (2.36)

El elemento Hj(w) = q;j/F}, representa la respuesta en frecuencia del grado de
libertad j cuando solamente se excita el grado de libertad k. En este caso en el

que hay amortiguamiento, estos coeficientes de la matriz de FRF son ntimeros
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complejos, y de ellos se puede extraer tanto el médulo o amplitud |Hji| de
la FRF como el desfase arg(Hjj) existente entre excitacién y respuesta. En

los siguientes andlisis se va a excitar y a observar la amplitud de respuesta en

frecuencia en el mismo grado de libertad, y en concreto se representa la | Hss|.

Otra alternativa para llegar a obtener la matriz H(w) es por medio de la
superposiciéon modal. Este procedimiento es muy 1til en el caso de sistemas
con muchos grados de libertad, ya que muchas veces la respuesta del mismo
estd domminada por unos pocos modos, por lo tanto tan solo teniendo en
cuenta esos modos se comete muy poco error y se ahorra mucho en coste de

calculo.

En concreto, siguiendo el procedimiento descrito en el apartado 2.1.3 para
sistemas con amortiguamiento y partiendo de la ecuacién (2.27), se obtienen
los modos {o,} del sistema por parejas conjugadas. Asi mismo, es posible
escalar estos modos para que por ejemplo la matriz [A] sea la identidad. Si se

consideran los vectores propios:

= lor) 2.37
({o:}7 [A] {0, D)"? (237

De esta forma al realizar la transformacién, se obtiene:

(2.38)

o lo que es lo mismo, el conjunto de ecuaciones diferenciales:
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Gr — Arqr = Qr(t) = {@}Z’{F(t)}

(2.39)
Gr — Argr = Qr(t) = {O°}{F ()}

conr =1,...Ny{U@)} = [0{q(t)} en la que [O] es la matriz de modos
ordenados por columnas. Suponiendo ahora la soluciéon harménica, derivando,
sustituyendo en (2.39) y por tltimo volviendo a las coordenadas iniciales, la
FRF queda:

N * *
{@j}r{@k}r {63 }T‘{ek}r
H~ =
jk(w) 2—:1 < TS W \ -
"~ 2.40
_ i\f: rAjk n r Al
o iw— A iw— A

La matriz H(w) formada por los coeficientes descritos en la ecuacién anterior

es exactamente la misma que la expresada (2.36).

Una vez ya obtenidas las frecuencias naturales que presenta el mecanismo, y
descritos los procedimientos seguidos para obtener las funciones de respuesta
en frecuencia de cada uno de los modelos, ya se esta en disposicion de empezar
a presentar estas FRF para compararlas entre si. En primer lugar se realiza
la comparacién entre la respuesta en frecuencia de los modelos no lineales de

barras rigidas y de barras flexibles.

Como puede verse en la Figura 2.19, la respuesta en frecuencia para el movi-
miento vertical de la mesilla no varia aparentemente por el hecho de incluir la

flexibilidad de las barras. El hecho de que la curva roja de dicha figura tenga
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10~ T T
Modelo de barras flexibles
Modelo de barras rigidas

f(Hz)

Figura 2.19: FRF de los modelos no lineales de barras rigidas y barras flexibles.

un trazo tan irregular para valores bajos de H(w), es debido a que, como ya
se comentd al inicio de este apartado, en el proceso de obtenciéon de la misma
se pueden producir pequefios errores al buscar los maximos y los minimos de
la respuesta temporal, sobre todo en el caso de que esta sea muy pequena.
Ademds, ANSYS® tan solo permite guardar la informacién de un nimero de-
terminado de pasos, con lo que no es posible obtener la solucién temporal en
tantos instantes como se requeriria para detectar correctamente esos minimos

y maximos en régimen permanente.

Por otro lado, viendo esta misma figura, también se puede descartar, en prin-
cipio, la influencia de la flexién de las barras en la respuesta ante excitacion
harménica de la mesilla, ya que tan solo se distiguen los dos picos de reso-
nancia en las frecuencias debidas a los modos 1 y 2 de la Tabla 2.2 para el

rango de frecuencias estudiado. Este hecho por tanto, no justifica la utilizacion
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de modelos con tres masas concentradas para este tipo de pantdgrafo, como
facilita el fabricante Stemmann-Technik GMBH. No obstante, es posible que
al no disponer de datos reales de masa, inercia, y rigidez de las barras y re-
sortes, no aparezca en los resultados la influencia de esta flexién tal y como se
esperaraba en un principio.

1072 ‘

Modelo linealizado
Modelo no lineal

f(Hz)

Figura 2.20: FRF de los modelos linealizado y no lineal. Amplitud de excitacion
10N.

Otro tema a analizar es la influencia de las no linealidades del mecanismo
en la respuesta en frecuencia. Si la amplitud de la carga aplicada al sistema
no lineal es baja, por ejemplo 10 N, no se ve ninguna diferencia respecto al
comportamiento en frecuencia del sistema linealizado. Para que las no linea-
lidades queden patentes se ha a aplicar una fuerza de excitacién de amplitud
mayor. Sin embargo, para este nivel de fuerza alternante, como se comenté en
la parte final de la seccion 2.1, la mesilla empieza a girar descontroladamente

en el rango de frecuencias cercanas a la segunda frecuencia natural y por eso
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se procede a restringir dicho giro como también se coment6 en esa seccién del

trabajo.

10~ T
Modelo linealizado

Modelo no lineal, F=100N
Modelo no lineal, F=200N

f(Hz)

Figura 2.21: FRF de los modelos de barras rigidas, linealizado y no lineal. Amplitud
de excitacion 100N y 200N.

En la Figura 2.21 si se pueden apreciar algunas diferencias en la respuesta en
frecuencia del sistema en el entorno de la frecuencia natural asociada al modo
que representa al movimiento vertical de la mesilla. Estas diferencias estan
producidas béasicamente por dos efectos. Por un lado, al haber restringido el
giro de la misma, el sistema se esta rigidizando, y por tanto parece logico
que el valor de la frecuencia natural se vea incrementado. Por otro lado, la
forma asimétrica del pico de resonancia, en el que la parte derecha cae con
mayor pendiente, es tipico de sistemas no lineales y se hace patente en este
caso en el que el rango de desplazamientos de la mesilla es mayor al tener
una excitacién de amplitud més elevada (100 y 200 N). En concreto, la no

linealidad que mas afecta es la de la rigidez vertical de los resortes que unen la
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mesilla con el cuerpo del pantégrafo, ya que como se observa en la Figura 2.6,

el comportamiento de esta parte del sistema se aleja del lineal.

Mencionar aqui que para el modelo linealizado no se observan diferencias las
FREF ante distintas amplitudes de carga, como si ocurre para el caso no lineal.
Esto es al ya que la FRF es totalmente independiente de la amplitud de carga

excitadora como queda reflejado en la ecuacién (2.36).

Para concluir con este apartado, se presenta la Figura 2.22, en que pueden
observarse las FRF de los cuatro modelos presentados en el presente trabajo.
Para el caso de los no lineales se ha utilizado una amplitud de 10 N de la
fuerza harmonica de excitacion para evitar el giro de la mesilla y asi evitar el
tener que restringirlo y rigidizar el sistema. De esta figura se pueden extraer

las siguientes conclusiones:

2

10 T T
Modelo barras rigidas linealizado
Modelo barras rigidas no lineal
A Modelo barras flexibles linealizado
\ Modelo barras flexibles no lineal
107}/ j 9
|
E 10 .
= 10
10°F E
10_6 L L L L
(o] 10 20 30 40 50

f(Hz)

Figura 2.22: FRF de los modelos de barras rigidas y flexibles, linealizados y no
lineales.
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» La flexibilidad de las barras no influye sustancialmente en el comporta-

miento dindamico vertical de la mesilla, al menos para los valores numé-

ricos concretos de todos los pardmetros utilizados en este modelo.

» Las no linealidades no influyen significativamente para amplitudes de

excitacion bajas.

Esta ultima conclusion precisa ser matizada, ya que como se ha visto en la
Figura 2.21, al aumentar la amplitud de la carga de excitaciéon se producen dos
efectos acoplados, el giro libre de la mesilla y una rigidez vertical no constante
de los resorte. Por lo tanto, no se puede especificar con exactitud el verdadero
efecto de las no linealidades para amplitudes de excitacion elevadas. Para ello

se requeriria de ensayos experimentales.
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MODOS DEL MODELO FLEXIBLE

Modo 1: Giro de la mesilla.

Modo 2: Movimiento del cuerpo del mecanismo.

Modo 3: Movimiento vertical de la mesilla.

Modo 4: Movimiento horizontal de la mesilla.

Modo 5: Flexién de la barra 5.

Modo 6: Flexién de la barra 4.

Tabla 2.3: Modos de vibracion del modelo de barras flexibles.
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MODOS DEL MODELO RiGIDO

A
A

Modo 1: Giro

de la mesilla.

A

A

Modo 2: Movimiento de

1 cuerpo del mecanismo.

\
A

Modo 3: Movimiento

vertical de la mesilla.

A
A

Modo 4: Movimiento horizontal de la mesilla.

Tabla 2.4: Modos de vibracion del modelo de barras rigidas.
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Capitulo 3

INTERACCION DINAMICA
PANTOGRAFO-
CATENARIA

En este capitulo se va a presentar tanto el modelo de la catenaria como el
modelo utilizado para simular la interaccién entre este sistema y el pantédgrafo.
A continuacién se expone la metodologia empleada para realizar la integracion
temporal de las ecuaciones y por tanto simular en el tiempo dicha interaccién.
Finalmente se detallan diferentes resultados de simulaciones en las que se
introducen diversas no linealidades adicionales al modelo de pantégrafo que

afectan en menor o mayor medida al comportamiento dindmico del conjunto.
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3.1. Modelo de la catenaria
3.1 Modelo de la catenaria

Segun se expuso en la seccién 1.3, el modelo del sistema catenaria se trata de
un modelo tridimensional, aunque el trazado de la via sea rectilineo, y consta

de los elementos que se muestran en la Figura 3.1.

Cable Cable Y
sustentador
._—_——__'——‘————
_——__—___————-
r
— \ Brazo de
Cable de registro
Péndolas contacto

Figura 3.1: Elementos constructivos de la catenaria AVE.

La metodologia para modelizar el comportamiento dinamico de este sistema
consiste en realizar una discretizacion espacial por el método de los elementos
finitos para asi obtener la ecuacién del movimiento. Se van a usar coordenadas
absolutas de posicién de los nodos ya que esta formulacion proporciona una

matriz de masa del sistema constante.

Para incorporar amortiguamiento en la catenaria, se ha introducido la apro-

ximacion de Rayleigh en la que la matriz de amortiguamiento se define como:

C =aM + K (3.1)

donde « y 8 son valores constantes.
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Los elementos de soporte de la estructura aérea como son los postes y las
ménsulas se asume que tienen una rigidez muy elevada y por tanto se sustitu-
yen por una restricciéon del desplazamiento del extremo del brazo de registro
y de los puntos a los que aguanta al cable sustentador. El resto de elemen-
tos que forman la catenaria ferroviaria se modelan mediante elementos tipo
cable y elementos tipo barra, aunque adicionalmente se pueden incorporar
otros elementos para tener en cuenta més componentes como el sistema de

compensacién de masa, o evitar el salto de traccién en cables, [18].

Con el elemento tipo cable se va a modelar tanto el cable sustentador como
el de contacto, donde debido a la elevada tensiéon mecanica los fenémenos de
propagacion de ondas de flexién pueden ser importantes. Este tipo de elemento
admite deformacion longitudinal y de flexion. El elemento tipo barra, en cam-
bio, solo admite deformaciones longitudinales, y es el utilizado para modelar

las péndolas, los brazos de registro y los cables en Y.

3.1.1 Elemento cable

Cuando se abordan problemas de flexion, la deformacién del elemento depende
de las primeras derivadas de las coordenadas absolutas. Por tanto es necesario

utilizar funciones de interpolacién de continuidad C' entre elementos.

En este tipo de elemento, los grados de libertad del problema, es decir, las
variables nodales, son la posicién absoluta y sus derivadas. Con ello se consigue
abordar correctamente el problema de grandes desplazamiento que presenta
encontrar la configuracién estatica de la linea aérea de contacto. Por tanto,
cada elemento queda definido por 6 grados de libertad en cada nodo, es decir,

un total de 12 grados de libertad por elemento.
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F
y

Figura 3.2: Elemento tipo cable.

Como se observa en la Figura 3.2, el elemento de nodos i y j no deformado
se define mediante la coordenada x, que varia entre cero y la longitud del

elemento. El vector de los grados de libertad es:

dr; dy dz dr; dy; dz;]7"

dy dx dy YT ay dy dy (3:2)

q=|% Yi z

Si r es el vector de posicién de un punto P cualquiera del elemento deformado
y S la matriz de funciones de forma del elemento, la interpolacién del mismo

queda definida por:

r=<r, ¢=9q (3.3)

En cuanto a la obtencion de las fuerzas elasticas y la matriz de rigidez de este
elemento, se ha de calcular la energia de deformacién asociada a las deforma-
ciones longitudinales y de flexién [18]. Cabe mencionar que mientras la matriz
de rigidez asociada a las deformaciones de flexién es constante, la asociada
a las deformaciones longitudinales si depende de las coordenadas nodales. La

matriz de masa y el vector de fuerzas gravitatorias son constantes ya que
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tan solo dependen de parametros como la densidad, la longitud y la seccién

transversal del elemento que se matienen invariantes en cada elemento.

3.1.2 Elemento barra

En este elemento no se considera la rigidez a flexién, por lo tanto, las coor-
denadas nodales de este corresponden tinicamente a la posicién de los corres-

pondientes nodos, habiendo un total de 6 grados de libertad por elemento.

a=[z yi zi =y 2] (3.4)

La deformacion en este caso es tan solo longitudinal y se realiza una interpo-
lacién lineal en el elemento, de forma que el vector de posicién de un punto
cualquiera P es igual al mostrado en (3.3) con la diferencia de que en este
caso las funciones de forma son lineales. Al igual que en el caso del elemento
cable, tanto la matriz de masa como el vector de fuerzas gravitatorias son

constantes [18].

Para definir si este elemento estd a compresién se pueden seguir dos crite-
rios distintos. En primer lugar se puede comparar la longitud deformada del
elemento con la longitud del mismo en el estado de equilibrio del sistema ca-
tenaria. Si esta longitud deformada es menor que la inicial se considera que el
elemento estd comprimido. El segundo criterio que se puede seguir es comparar
las fuerzas internas del elemento con las que aparecen en este en el equilibrio
inicial. Por tanto, el elemento inicialmente estara traccionado en el equilibrio,
y si aparece una fuerza interna mayor y de sentido contrario a la inicial se

considera que el elemento entra a compresion.
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3.1.3 Problema estatico y de configuracién inicial

En el caso del problema estatico de la catenaria, las fuerzas de inercia y las
disipativas son nulas, por tanto el planteamiento del problema se reduce al
equilibrio entre las fuerzas elasticas y las gravitatorias de los diferentes ele-
mentos que componen la malla de elementos finitos del problema. En estas

ecuaciones, se consideran las fuerzas gravitatorias como fuerzas externas.

F(q) =Feust — Fext =0 (35)

En este equilibrio se deben considerar convenientemente las condiciones de
apoyo de la catenaria, restringiendo para ello el movimiento de ciertos no-
dos con la imposicién de un valor constante de su posiciéon. Para resolver el
sistema (3.5) se utiliza el método iterativo de Newton-Raphson. Este méto-
do requiere la obtencién de las derivadas del vector de fuerzas eldsticas con
respecto a las coordenadas (matriz tangente). La derivada de las fuerzas ex-
ternas aplicadas es nula, ya que las fuerzas gravitacionales son constantes al

no depender de las coordenadas nodales.

Dada una aproximacién q; del vector de grados de libertad del problema en la
iteracion i, si se considera el desarrollo en serie del vector de fuerzas totales,

se tiene:

F(q;) = F(q;;,) + oF

Aq; 3.6
39 ;11 qi+1 + (3.6)

Para cada tipo de elemento se define la matriz tangente K como la derivada

de las fuerzas eldsticas con respecto a las coordenadas nodales:
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OF
Kr=—
T g
Teniendo en cuenta tinicamente el desarrollo hasta el término lineal y sustitu-

yendo en (3.5), se tiene:

KTiAQi = —F(qi) (38)

lo cual representa un sistema lineal de ecuaciones del que se obtiene el incre-
mento del vector de grados de libertad del problema que permite definir una
mejor solucién. La iteracion finaliza cuando se cumple la ecuacién de equilibrio

del sistema seglin una cierta tolerancia.

En problemas estructurales convencionales, la configuraciéon de equilibrio esté-
tico es conocida a priori. Sin embargo, esto no ocurre en el caso de la catenaria,
ya que la configuracion de equilibrio depende de las longitudes de los elemen-
tos y de las tensiones de montaje. Las primeras, en concreto la longitud de
las péndolas, se diseian para posibilitar una correcta interaccién pantégrafo-
catenaria, teniendo en cuenta las cargas que soporta inicialmente la catenaria

(fuerzas gravitatorias y tensién impuesta en cables).

En [19] se desarrollan dos metodologias para la obtencion de la configuracion
inicial de la catenaria. En primer lugar se plantea el problema incorporando a
las ecuaciones de equilibrio elastico un conjunto de restricciones que permiten
imponer por una parte la tension conocida en cables, y por otra definir la
posicién que en el equilibrio estatico tendran ciertos nodos del sistema (coor-
denadas), de modo que se permita considerar la altura a la que se desea que
permanezca el cable conductor en la posicién de equilibrio, imponiendo el valor

de las coordenadas asociadas a los nodos de unién con las péndolas.
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La segunda alternativa consiste en considerar el problema de cédlculo de longi-
tudes como un problema de optimizacién. En este caso, se plantea el problema
de minimizar el error en la posicién vertical del cable conductor con respecto a
la posicion deseada. Se consideran como restricciones las ecuaciones que defi-
nen el comportamiento elastico del sistema, restricciones en tensién de cables

o en posicién de nodos. De esta forma, se consigue definir el problema de una

forma mas general.

3.2 Modelo de interaccion

La problematica asociada al contacto unilateral entre dos sélidos elasticos es
revisada en [18], donde se describe la técnica numérica adoptada para resolver
el problema de interacciéon dindmica entre pantégrafo y catenaria que se expone

a continuacién.

El método optado en este trabajo es el de penalty, con el cual se obteniene la
fuerza de contacto entre el pantdgrafo y la catenaria. Para ello, en primer lugar

se ha de evaluar la distancia de interpenetracién dz entre ambos sistemas.

dz = (qCC - QH) (39)

donde g.. es la altura del punto de contacto de la catenaria y gqg la altura
del punto de contacto en el pantégrafo. Si dz es positivo, significa que no hay
interacciéon y por tanto la fuerza de contacto es nula. En cambio, un valor
negativo de esta variable, implica que el pantégrafo se encuentra por encima
del cable de contacto (interpenetracién), lo cual no es posible. Es en ese caso
es cuando se aplica el método de penalty, que consiste en introducir un resorte

artificial de rigidez muy elevada kp (se recomienda un valor de rigidez de 50000

Departamento de Ingenieria Mecéanica y de Materiales

68

Centro de Investigacién en Ingenieria Mecanica



Modelado no Lineal de Pantégrafo. Interacciéon Pantégrafo-Catenaria
Trabajo Fin de Master

N/m) entre los dos sistemas para obtener la fuerza repulsiva que aparece entre
ellos y que hace ascender al cable de contacto a la vez que se opone a la

elevacién del pantégrafo.

F, =

{ —kpdz si dz <0 (3.10)

0 si dz >0

En un instante cualquiera ¢, la interaccién pantégrafo-catenaria tendra lugar
en un elemento finito del cable de contacto definido por sus nodos i y j, (ver
Figura 3.3). Para modelar el contacto, se define un elemento que relaciona
los grados de libertad asociados a la catenaria con el que define la posiciéon

vertical de la mesila, en este caso qg = y10-

Gec

Vio

Figura 3.3: Interaccion pantdgrafo-catenaria.

Suponiendo velocidad constante del vehiculo, la posicién del pantégrafo y en
consecuencia la del punto de contacto a lo largo de la catenaria viene definida

por:
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Te=Teo+ Vi (3.11)

Para definir el punto de contacto dentro del elemento finito, es necesario obte-
ner la correspondiente coordenada local x.. Considerando la interpolacién del

elemento cable, se plantea la ecuacién:

xe = S1(Xe)i,1 + S2(Xe)qia + S3(xe)aj1 + Sa(xe)qja (3.12)

Esta expresién corresponde a una ecuacién ctbica y su resolucion permite eva-
luar el valor de x.. La dindamica asociada a la interaccién pantégrafo-catenaria
no produce variaciones sustanciales de la posicion horizontal de la catenaria.
Por este motivo, se supone que el valor de . calculado no se modifica con la

dindmica del sistema.

La posicién vertical del punto de contacto en la catenaria es:

Gee = S1(xc) i3 + S2(Xe)di6 + S3(Xe)a5,3 + Sa(xe)gj6 (3.13)

con la cual ya queda todo perfectamente definido para poder obtener la fuerza

de contacto en cualquier instante durante la integraciéon temporal.

3.3 Integracion numérica no lineal

Como se ha comentado anteriormente la catenaria ha sido modelada con el

método de los elementos finitos en coordenadas absolutas y el modelo del pan-
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tografo se ha llevado a cabo mediante el uso de coordenadas independientes.
El modelo de catenaria presenta una matriz de masa constante por el hecho de
la eleccion de las coordenadas nodales absolutas, pero en cambio la matriz de
rigidez si depende de las coordenadas de los nodos, es decir, hay no linealidad
en las fuerzas elasticas. Para el caso del pantografo las no linealidades estan

presentes en todos los términos de la ecuaciéon del movimiento.

Debido a estas no linealidades presentes en ambos modelos, es necesario desa-
rrollar un algoritmo de integraciéon temporal capaz de tratar con ellas. La

ecuacién general en la que se han ensamblado ambos modelos es:

M(t,q) 4+ C(t,q,q) q + K(t,q) q = F(t)ext (3.14)

en la que las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez, dependen de las
variables que definen la posicién del sistema y a su vez por tanto del tiempo. Se
ve también una dependencia de la primera derivada temporal de estas variables
en el término de disipacién. Si se agrupan los términos en vectores de fuerzas

se tiene:

F(t, q, "Zi)iner + F(t, q, éI)dis + F(t, Q)int = F(t)ext (3'15)

La forma en la que se lleva a cabo la integracién es general en el sentido de
que la rutina elaborada en el programa PACDIN, admite la presencia de varios
pantografos interaccionando simultaneamente con la catenaria, ademéas de que
cada uno de ellos puede ser tanto un modelo de parametros concentrados
como un modelo de barras rigidas. En el caso en el que tan solo haya un
pantégrafo, se puede elegir que la integracion empiece estando el pantografo y

la catenaria en contacto y en equilibrio estatico inicial o hacer que el pantografo
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suba en rampa hasta que se produzca dicho contacto. En el caso de miiltiples
pantografos, esta eleccion tan solo se puede realizar para el primero de ellos, ya
que los siguientes tendrdn que subirse en rampa obligatoriamente para evitar

que haya choques con la estructura de cables y barras de la catenaria si el

pantégrafo ya estuviese levantado desde el inicio.

Una vez hecha esta aclaracion, se va a explicar con detalle la subida en rampa
tanto del pantégrafo de masas concentradas como del modelo de barras rigidas
de pantégrafo, para pasar posteriormente a detallar los algoritmos de integra-
ciéon temporal y la obtenciéon de todos los elementos necesarios que requiere

dicha integracion.

3.3.1 Subida en rampa del pantégrafo

El usuario del software PACDIN ha de definir ciertos parametros para carac-
terizar la subida en rampa del pantégrafo. En primer lugar, se ha de indicar
la posicién que ocuparan los distintos pantografos en el instante inicial de la
simulacién. También se ha de indicar tanto el punto kilométrico en el que se
inicia la rampa como la distancia de subida de la misma. Para terminar de
describir la subida, se necesita introducir una altura de referencia inicial y una
altura de referencia objetivo. Todos estos parametros se ven ilustrados en la

Figura 3.4.

Cuando un pantografo se encuentra situado en la posicion de rampa, se calcula
un factor con el que se pondera la fuerza externa que actiia sobre el mismo.
Este factor varia desde 0 (cuando atin no ha llegado al inicio de rampa) hasta 1
(cuando ya la ha sobrepasado) y se obtiene a partir de una interpolacién lineal
entre la altura de referencia inicial y la objetivo. Con ello, se pasa de no actuar

ninguna fuerza externa sobre el pantografo, a mediante un incremento lineal
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Altura (m)

Altura de referencia objetivo e
-

- -

Altura dereferenciainicial || _ . _ ~ **  Distancia de

subida

‘d
4

[
>

Posicidn micial Posicion micial — Posicion micio Puntokilométrico (m)

Pantografo 2 Pantografo 1 de rampa
(t=05s) t=0s)

Figura 3.4: Subida en rampa del pantigrafo.

de la misma, llegar al valor final indicado por el usuario y que se mantiene

constante a partir del momento en que se alcanza.

Para el caso del modelo de masas concentradas, el factor mencionado anterior-
mente, ademés de ponderar la fuerza externa aplicada sobre la masa inferior,
se utiliza también para ponderar la altura de referencia del modelo, ya que
esta altura es necesaria para calcular la fuerza elastica que ejerce el resorte

inferior del modelo.

En el caso del modelo de barras rigidas, inicamente se pondera con dicho factor
el momento externo aplicado a la barra 1 del mecanismo, ya que en este modelo
la altura de referencia no tiene ningun significado fisico. En cambio, para este
modelo, si es necesario especificar una altura del vagdén, que corresponde a

la coordenada y del punto 2 del modelo, la cual se mantiene constante a lo
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largo de todo el movimiento. En cualquier caso, los valores de fuerza externa

final aplicada sobre el modelo se encuentran en un fichero especifico para cada

pantdgrafo.

Si se elige la opcién de subida en rampa, en el instante inicial se colocan los
pantégrafos de modo que estén en equilibrio estatico a la altura de referencia
inicial. Para el caso del modelo de masas concentradas esto es situar todas las
masas en esta altura sin ninguna fuerza externa aplicada, y para el caso del
modelo de barras rigidas se trata de calcular el par necesario a aplicar a la barra
1 para que la altura de la mesilla y1¢ en el equilibrio sea la especificada (Véase
ecuacion (2.11)). Estos problemas de equilibrio inicial, bien sea con contacto
o con rampa, se resuelven mediante el método iterativo de Newton-Raphson

ya que se trata de problemas con ecuaciones no lineales.

3.3.2 Algoritmo de integracion numérica

Conocida la configuracién del sistema en un instante ¢ (y en algunos casos de
instantes anteriores), los métodos de integracién numérica paso a paso permi-
ten calcularla en el instante t+At. En dindmica estructural, el valor de At suele
mantenerse constante a lo largo de la integracién para simplificar el algoritmo.
Estos métodos se basan en hacer cumplir las ecuaciones de comportamiento
dindmico del sistema en tiempos discretos y en una serie de hipétesis relativas
a la evolucién del sistema entre dichos instantes de tiempo. La precisién en
la integracién numérica es mayor a medida que el incremento de tiempo se

reduce, a costa de un incremento en el coste computacional.

El problema de interaccién dindmica pantégrafo-catenaria tiene una caracte-
ristica adicional que puede influir en la selecciéon del método: la existencia
de unilateralidades en péndolas y en contacto se producird entre instantes de

tiempo de calculo, con lo que estos fenémenos se resolveran de forma mas
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precisa a medida que Af sea menor y se capture con mayor precision esta
caracteristica. Otro de los fenémenos presentes en este problema es la propa-
gacién de ondas y perturbaciones generadas por la carga moévil del pantografo
en su interaccién con el sistema discretizado por elementos finitos. La presen-
cia de estas perturbaciones hace que pueda ser deseable la introduccién de

cierta disipacién numérica en el algoritmo de integracion.

Una de las posibles clasificaciones de los algoritmos de integracién numérica
los separa en métodos explicitos y en métodos implicitos. Basicamente, las di-
ferencias entre ambos tipos de métodos estdn relacionadas con la estabilidad y
el paso temporal de calculo. En el caso de los algoritmos explicitos, la posicion
del sistema es explicitamente una funcién de magnitudes de pasos de integra-
cién anteriores, y son condicionalmente estables, lo que significa que existe un
tamano de paso critico At., de forma que si se utiliza un At >At,, el método
se hace inestable, por lo que exige el empleo de incrementos de tiempo peque-
nos (en ocasiones mas por razones de estabilidad que de precisién). En cambio,
en los algoritmos implicitos la posicién del sistema también depende de mag-
nitudes del propio instante de céalculo. Los métodos implicitos normalmente
utilizados son incondicionalmente estables, debiéndose seleccionar el paso de

integracién inicamente por motivos de precision.

En general en los métodos explicitos serd necesario utilizar un At mas pequeno
que en los implicitos. Es decir, para calcular la evolucién del sistema durante un
mismo tiempo total, serd necesario realizar mas pasos mediante un algoritmo
explicito. No obstante, el problema a resolver en cada paso de la integracion
es méas simple que en el caso de los implicitos, por lo que el tiempo de calculo
de cada paso de integracién es menor. De esta forma, en muchas ocasiones no

es posible predecir qué tipo de algoritmo es mas conveniente.

En base a estas consideraciones, en [18] se plantea la resoluciéon de un problema

sencillo pero con similitudes al problema de interaccién pantégrafo-catenaria
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y con solucién analitica conocida, y se analiza mediante un método explicito
(Runge-Kutta de cuarto orden) y otros implicitos (Newmark y HHT) con el
fin de extraer informacion cualitativa acerca de la familia de métodos mas
apropiada para resolver este problema. De este estudio se concluye que los

métodos de Newmark y HHT son los més eficaces para resolver el problema

planteado.

Asi pues, el algoritmo elegido para realizar la integracion de la ecuacién (3.15)
es el método implicito de HHT propuesto por Hilbert, Hughes y Taylor, que
realmente se trata de una generalizacién del método de Newmark. Estos mé-
todos han sido ampliamente estudiados y son cominmente utilizados en reso-

lucién de problemas de dindmica estructural.

Este algoritmo de integracién se basa en poner tanto velocidades como acele-
raciones del instante actual de cdlculo en funcién de la posicién en este mismo
instante y de la posiciéon y sus derivadas temporales conocidas del instante
anterior. Con ello, y sustituyendo en la ecuacion general del movimiento, se
obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas no lineal cuyas incégnitas son la
posicién en el instante de célculo actual. Este sistema de ecuaciones puede ser

resuelto mediante el algoritmo iterativo de Newton-Raphson.

El algoritmo de integracion parte de las siguientes hipdtesis:

o, A . .
a"M =g+ ALy + - (- 2808 +284T)

(3.16)
a =g A (- )

Si se agrupa todo lo conocido (las variables y sus derivadas en el instante t)

se plantea la siguiente prediccién:
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t+At t ot AtQ oot
q, " =q +Atg + —(1-26)4

2
C-l;—Q—At — Gt + A1 — ) § (3.17)

Si estas predicciones se sustituyen en las hipétesis iniciales, se obtienen las
velocidades y aceleraciones del instante actual en funcién de todo lo conocido
del instante anterior y de la posicién del instante de calculo actual que pasa a

ser la Unica incognita del problema.

. v
Gitat = q]tDJrAt + <qt+At _ q;JrAt)
Atj
A 1 A A (3.18)
s+ AL _ t+At AL

Ahora se evalda la ecuacién de equilibrio dindmico con las expresiones ante-

riores en un instante intermedio en funcién de los coeficientes o, y a.

Finert+(liam)At 4 Fdist+(1*af)At 4 Fintt+(1*af)At — Fextt‘l’(l*af)At (319)

con:
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iner

t+At t
- am)Finer + amFiner

t+(1—af)At A
Fdis( C“f) - (1 - Oéf)Ftd—; g + OéfFilis
— A
Ffit(l A (1- O‘f)F%tAt + angnt (3.20)
t+(1—ayf)At A
Fea:t( D‘f) = (1 - af)Flé;t ! + afFfiJ}t

Sustituyendo todo en (3.15) se llega al siguiente sistema de ecuaciones no

lineal, cuyas incégnitas son las posiciones del instante actual.

R(t,q'T2) = —R! (3.21)

donde a R' = afFL, — afF., — afFL. — a,Fl .. se le denomina residuo
del instante anterior y es totalmente conocido, mientras que en R¥TAt = (1 +
af)Ftejc'tAt —(1+4 af)F’;:{tAt — (14 ozf)FZTSAt — (14 ) FEEA aparece la incognita

mer

que se quiere obtener.

Para aplicar ahora el procedimiento de Newton-Raphson es necesario hallar
las matrices tangentes de todos los vectores de fuerza que forman parte de la

ecuaciéon de equilibrio. Con ello, el sistema a resolver en cada iteracion queda:

OR
7aqt+AtAq =Ryr (3.22)

en el que Ryr = R — Ry 588 = (1+ ap)Kine + (1 + ap)Kais

+ (1 + am)Kiner v cada una de estas matrices tangentes K son las derivadas
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t+At

de los vectores de fuerzas respecto de las incégnitas q , en los que hay que

tener en cuenta que segtin 3.18:

99 _ v

oq Atp

o9 1 (3.23)
oq  A2B

La obtencion de cada uno de los vectores de fuerzas y sus derivadas estd

detallada en el siguiente apartado del presente capitulo.

Las iteraciones se repiten hasta que la norma energética, norm(AqTR IT), sea

menor que una cierta tolerancia predeterminada.

Por 1ltimo, comentar que para que el agoritmo de integracién sea incondicio-
nalmente estable y con una precisién de segundo orden, los parametros que

definen el procedimiento se tienen que elegir de tal modo que:
1
7:§+77 B=—" ar=1n op=0 (3.24)

3.3.3 Obtencion de los vectores de fuerzas y sus derivadas

A continuacién se detalla la obtencién de las matrices tangentes y los vecto-
res de fuerza utilizados en (3.22) para resolver la posicién en cada paso de la
integracién temporal. En concreto, se va a tratar por separado la parte prove-

niente de la catenaria de la parte de dichos vectores que procede del modelo
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d“ 3.3. Integracién numérica no lineal
del pantégrafo. Esto tiene mayor interés cuando se trata de modelos de pan-
tografo de barras, aunque también es recomendable mantener esta estructura
de integracién no lineal para los modelos de pardmetros concentrados ya que
asi se pueden introducir elementos de fricciéon, o amortiguadores unidireccio-

nales que si tienen un comportamiento no lineal y que con un algoritmo de

integracién lineal no se podrian tener en cuenta facilmente.

Una vez han sido obtenidos estos vectores y matrices de cada subsistema,
bastaria después con expandirlos hasta el tamano total del problema y su-
marlos para tener todos los elementos necesarios requeridos en el proceso de

integracién.

Parte de la catenaria

En cuanto a la matriz de masa de la catenaria, debido al uso de coordenadas
nodales absolutas, se trata de una matriz constante. Esta matriz proviene
del ensablado de las distintas matrices de masa de todos los elementos que
forman el modelo. En el vector de fuerzas de inercia, la tinica dependencia
con las coordenadas de posicion proviene de las hipétesis 3.18 realizadas en el
algoritmo de integracién, por tanto el vector y la matriz tangente de inercia

son:

aner = Mcatd
(3.25)

c

1 ..
Kiner = WMcatq

El vector de fuerzas disipativas que proviene de la catenaria y su matriz tan-

gente, de forma analoga resultan:
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flis = Ccatq
(3.26)

c

Y .
dis — m Ccatq

donde la matriz de amortiguamiento de la catenaria se ha definido en (3.1).

Los términos de fuerza internos en este caso tan solo contemplan las fuerzas
elasticas de los elementos barra y cable que componen el modelo de elemen-
tos finitos de la catenaria. Con esta formulacion, se ha visto que las fuerzas
gravitatorias son constantes y se tratan como fuerzas externas. Las derivadas
de estas fuerzas elasticas constituyen la matriz tangente o de rigidez de la

catenaria [18].

Cabe destacar en este punto, que cuando una péndola entra a compresién, su
contribucién tanto en el vector de fuerzas elasticas, asi como en la matriz de
rigidez de la catenaria, se elimina restando su valor al calculado previamente.
Esto también afectard a la matriz de amortiguamiento por haber considerado

un modelo de amortiguamiento proporcional.

También en este término de fuerzas internas se incluyen las fuerzas del elemen-
to de interaccion asi como sus derivadas en la matriz de rigidez. Esto aporta
términos tanto en la parte de los grados de libertad de la catenaria asi como

en los del pantégrafo.
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N\\ 3.3. Integracién numérica no lineal
Parte del pantégrafo

En cuanto a las fuerzas que provienen del pantografo, en primer lugar se va
a explicar la obtencién del vector de fuerzas de inercia asi como la matriz

tangente del mismo. En concreto la expresién que define dicho vector es:

Fier = Al@)§ (3.27)

mer

donde la matriz A estd definida en (A.28) y es funcién de las coordenadas
independientes del modelo. Por tanto, para obtener la matriz tangente del

vector de fuerzas de inercia, al derivar se tiene:

OF? 0A(q) ..
Kfner = az(;wr = 8£1q) q+ A(q)i (328)

El valor de la derivada de la aceleracién con respecto de las coordenadas de
posicion fué definido en (3.23). Asi pues, el Gnico término que falta por evaluar
es la derivada de la matriz A con respecto a q. Esta derivada multiplicada por
el vector de aceleraciones, da lugar a una matriz en la que los tinicos elementos
dA dE d® . . .

G0 oo Y dos- Las expresiones de A, E'y ® asi como estas derivadas

estan explicitas en el Anexo A.

no nulos son

En el vector de fuerzas disipativas, se incluyen tanto el momento que ejerce el
amortiguador, como los términos de coriolis o centrifugos que son cuadraticos

con la velocidad. Estos vectores son:
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L.ro.
Flis = Famort + Flop = + §qT1"q (3.29)

OOO;

En cuanto a las matrices tangentes a estos vectores anteriores, se necesitan
las derivadas de los mismos con respecto de q. En el caso concreto de las
fuerzas que provienen del amortiguador, la matriz tangente tan solo tendra un

elemento no nulo, que corresponde al de la primera fila y la primera columna,

y su valor es d%“. El célculo de esta derivada estd detallado en el Anexo A.

.z . . 2
También se han de obtener las expresiones de las segundas derivadas %,

B2E  d%®
a0z Y oz >
centrifugas o de coriolis.

necesarias para formar la matriz tangente del vector de fuerzas

Por ejemplo, el primer término del vector de fuerzas de coriolis y su respectiva

derivada son:

cor 2 do df 2 do? df  Atp

(3.30)

Si se anade rozamiento al mecanismo, también hay que obtener su vector de
fuerzas generalizadas asi como sus derivadas. Denominando f,,, al resultado
de evaluar con la v, apropiada a la expresién (2.16) y multiplicar por el valor

de fuerza de rozamiento que se quiera incluir, se tiene:

— froz (L1 cos(8) + LyJ cos(64))

0
F?,. = ; (3.31)
0
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N\\ 3.3. Integracién numérica no lineal

en la que se ha aplicado el principio de los trabajos virtuales para transladar el
efecto de la fuerza de rozamiento sobre el punto 5 a la coordenada generalizada
0. Este vector de fuerzas asi como su matriz tangente, son igualmente tratados

por el algoritmo de integracion que las fuerzas internas o disipativas y asi se

pueden incluir en (3.21) y en (3.22).

En cuanto a su matriz tangente, se tiene que derivar este vector de fuerzas
respecto de las coordenadas generalizadas. En concreto tan solo hay cuatro
elementos no nulos en dicha matriz. En primer lugar se definen unas derivadas

previas necesarias para obtener estos cuatro elementos:

v _ 7
Oy Atp
ov,

50 = (Ll sin(f) — Ly (dJ cos(fy) — J? sin(94))> 0—
v
— (L1 cos(0) + LaJ cos(64)) AtB (3.32)

Ovy
afroz . g Y10

2
oylo Ty + Z—;

afv”oz o 2 %ng

89 ﬂ-kt‘i‘%

Asi pues, los cuatro elementos no nulos de la matriz tangente del vector de

fuerzas de rozamiento resultan:
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OF7,.(1) _ _afroz
o0 00
— froz (—L1 sin(f) + Ly (dJ cos(y) — J? sin(94)>)
OF? (1) _afroz

(L1 cos(0) + LaJ cos(64)) —

roz = L )+ LyJ 0

dY10 Y10 (Lx cos(6) 1J cos(64)) (3.33)
aFgoz(S) . afv"oz

00 90
aF%")oz(g) _ 8f7’02

Y10 Y10

los cuales corresponden a las posiciones (1,1), (1,3), (3,1) y (3,3) de la matriz
K?

roz> Tespectivamente.

Para finalizar este desarrollo, restaria obtener el vector de fuerzas internas del
pantégrafo. En este grupo de fuerzas se incluye la aportacion de las fuerzas

gravitatorias y de las fuerzas elasticas producidas por los resortes. Asi pues:

ol

ant = Fgrav + Flc?last =G+ K% (334)

donde todos los vectores y matrices presentes en esta expresion estan obteni-
dos paso a paso en el Anexo A. Del mismo modo, para obtener las matrices
tangentes, es necesario derivar estos vectores. En concreto, estas derivadas que

forman la matriz de rigidez del mecanismo se muestran en (B.19).
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3.4. Presentacién de resultados de la interaccion
3.4 Presentacion de resultados de la interaccion

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos a partir de distintas simu-
laciones de la interaccién dindmica pantégrafo-catenaria. Con ello se pretende
evaluar la influencia de ciertos parametros y no linealidades del pantégrafo en

la fuerza de contacto con el sistema de cableado aéreo.

Las gréaficas que se presentan a continuacién muestran la fuerza de contacto
entre el modelo de pantégrafo de barras y el de catenaria tipo AVE para los
vanos 5 y 6, lo cual corresponde al intervalo temporal de 3.84 s a 4.608 s.
Con ello se pretende que los efectos transitorios del inicio de la simulacién
queden disipados y no enmascaren la respuesta. Todas las simulaciones se han
realizado con una velocidad del tren de 300 km/h y empezando el anlisis en
estatico, es decir, el pantégrafo se encuentra contactando inicialmente con la
catenaria y todo el sistema estd en equilibrio estatico. El paso de integracion

utilizado es de una milésima de segundo At = 10~ 3s.

3.4.1 Efecto del rozamiento en la mesilla

Tal y como se contempla en 2.1.1, se puede incluir rozamiento en el movimiento
vertical de la mesilla con respecto del resto del cuerpo del pantégrafo. Este
rozamiento se ha visto que influye en el movimiento de la misma cuando se
ha simulado el pantégrafo solo, (Figura 2.16). Asi pues, es de esperar que esta

influencia también se vea reflejada en la interaccion con la catenaria.

En la Figura 3.5 se muestran los resultados obtenidos de la fuerza de contacto
cuando no hay rozamiento en el pantégrafo, cuando este es de £3 IV, o final-

mente cuando su valor es de 46 N. Se ha utilizado un valor del pardmetro
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ki = 10~*m/s para que la funcién arcotangente, con la que se aproxima la

fuerza de rozamiento, no incluya ningin error significativo adicional.

Sin rozamiento
Con rozamiento fr=3N
Con rozamiento fr=6N

240

220

200

180

160

140

Fuerza de contacto (N)

120

100

80 1 1 1 1 1 1 1 1
3.9 4 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6

Tiempo (s)

Figura 3.5: Fuerza de contacto. Efecto del rozamiento en la mesilla.

Se puede observar que al aumentar el valor del rozamiento en la mesilla del
pantégrafo, los valores méximos de la mayoria de los picos de fuerza disminu-
yen mientras los minimos aumentan, es decir, se acota el rango de valores de

la fuerza de contacto.

En la Tabla 3.1 se presentan ciertos valores estadisticos calculados a partir los
datos mostrados en la Figura 3.5. Se observa claramente que aunque los valores
medio, minimo y maximo de la fuerza se mantienen muy similares, la desvia-
cién tipica decrece notablemente cuando se aumenta el valor del rozamiento.
Por consiguiente, el maximo estadistico disminuye a la vez que aumenta el
respectivo minimo ya que estos se calculan sumandole o restandole al valor

medio el triple de la desviacién tipica respectivamente.
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| =0N |, =43N [, =46 N

Valor medio 156.648 156.6819 156.7182
Desviaciéon 33.8488 31.972 30.6991
Méximo estadistico | 258.19 252.5975 248.8155
Maximo real 231.9766 | 232.7138 232.8389
Minimo estadistico | 55.1016 60.7662 64.6209
Minimo real 85.6973 86.0519 86.3763

Tabla 3.1: Estadisticas de la fuerza de contacto para diferentes valores de rozamiento
en la mesilla. (Valores en N.)

3.4.2 Efecto del amortiguador

El amortiguador es un elemento del pantografo que también puede influir en
la fuerza de contacto entre este y el cable de contacto. En primer lugar se va
a analizar el efecto en dicha fuerza que tiene el variar el valor de la constante

del amortiguador.

En la Figura 3.6 se muestran los resultados para un valor de dicha constante
de amortiguamiento del pantégrafo de ¢ = 42000 Ns/m y para otro superior
de ¢ = 500000 N's/m. En principio, de la figura se deduce que los efectos no
son muy relevantes aunque si se distingue que para mayor valor del amorti-
guamiento, la fuerza de contacto presenta mas oscilacién, es decir, maximos

mas elevados y minimos locales menores.

De la Tabla 3.2 se concluye que las mayores diferencias se encuentran en el
maximo real de la fuerza. Todos los demas parametros son bastantes similares
aunque se puede intuir una tendencia al alza en ellos cuando el valor del

amortiguamiento es mayor.

Si se realiza la transformada de Fourier y se obtiene el contenido en frecuencia

de estas seniales hasta los 20 Hz se puede representar la Figura 3.7. En ella
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240 ¢ = 500000 Ns/m

c = 42000 Ns/m
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Figura 3.6: Efecto del valor del amortiguamiento en la fuerza de contacto.

| ¢ =42000 Ns/m | ¢ = 500000 Ns/m |

Valor medio 156.648 157.775
Desviacién 33.8488 34.9722
Maximo estadistico 258.19 262.6916
Maximo real 231.9766 238.4419
Minimo estadistico 55.1016 52.8583
Minimo real 85.6973 86.4863

Tabla 3.2: Estadisticas de la fuerza de contacto para diferentes valores de amorti-
guamiento en el pantdgrafo. (Valores en N.)

puede verse que en general las amplitudes son mayores para un amortigua-
miento mas elevado, siendo esta diferencia especialmente notable en el rango

de las bajas frecuencias.

Otro aspecto que se puede analizar del amortiguador es como influye el que

este actiie en tan solo una direccién del movimiento o en ambas. En el caso,
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¢ = 500000 Ns/m
c = 42000 Ns/m
20
£ 15§
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Figura 3.7: Contenido en frecuencia de la fuerza de contacto. Efecto del valor del
amortiguamsiento.

tal y como se expone en [6], de que el amortiguador sea unidireccional, tan

solo actia durante el movimiento descendiente del cuerpo del pantégrafo.

Con un valor de ¢ = 42000 N's/m, como se puede apreciar en la Figura 3.8,
no hay ninguna variacién en la fuerza de contacto entre el pantégrafo y la
catenaria. Con este valor de amortiguamiento, es totalmente indiferente para
la dindmica de la interacciéon que el amortiguador actiie en una o en ambas

direcciones.

En cambio, para un valor de amortiguamiento bastante mas elevado, en concre-
to con ¢ = 500000 N's/m, la fuerza de contacto si se ve notablemente influen-
ciada por el hecho de que el amortiguador del pantégrafo sea unidireccional o

bidireccional. Esto se puede apreciar claramente en la Figura 3.9.
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240 Amortiguador bidireccional
Amortiguador unidireccional
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Figura 3.8: Fuerza de contacto. Pantdgrafo con amortiguamiento unidireccional y
bidireccional de valor ¢ = 42000N's/m.

El hecho de que acttie tan solo en la direccién descendente del movimiento del
cuerpo del pantégrafo, resulta en unos valores de fuerza de contacto con la

catenaria mas acotados, lo cual es totalmente deseable en la interaccion.

A modo de resumen de estos dos ultimos ensayos se presenta la Tabla 3.3.
Con estos datos se reafirma a nivel numérico, que para un valor de amorti-
guamiento pequeno la fuerza de contacto no varia, mientras que cuando el
amortiguamiento aumenta, la dispersiéon de los valores de esta fuerza disminu-

ye de forma apreciable.
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240

Amortiguador bidireccional
Amortiguador unidireccional

220
200
180
160

140 {f

Fuerza de contacto (N)

120

100

80 L

4.1 4.2

Tiempo (s)

4.3 4.4

Figura 3.9: Fuerza de contacto. Pantégrafo con amortiguamiento unidireccional y
bidireccional de valor ¢ = 500000N s /m.

¢ = 42000 Ns/m

Bidireccional ‘ Unidireccional

Valor medio
Desviacion

Maéaximo est.
Maéximo real

Minimo est.

Minimo real

156.648
33.8488
258.19
231.9766
55.1016
85.6973

156.6232
33.7053
257.7392
231.6421
95.5072
85.8321

¢ = 500000 Ns/m
Bidireccional ‘ Unidireccional
157.775 157.351
34.9722 32.9404
262.6916 256.1722
238.4419 231.4817
52.8583 58.5297
86.4863 87.2551

Tabla 3.3: Estadisticas de la fuerza de contacto para amortiguador bidireccional y
unidireccional. (Valores en N.)
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha desarrollado un modelo de cuerpos rigidos del pantégrafo
DSA-380. Este modelo ha sido linealizado para observar las diferencias con el
modelo no lineal. También se ha elaborado un modelo del barras flexibles del
mismo pantografo con el fin de observar la influencia de la flexibilidad de las

barras en la dindmica del mecanismo.

Se ha analizado la interacciéon del modelo no lineal de barras rigidas con la
catenaria, incluyendo distintas no linealidades adicionales al pantégrafo. A
partir de todo este trabajo realizado y reflejado en el presente documento, se

van a resumir las principales conclusiones extraidas:

» La utilizacién de modelos de pantégrafo lineales de masas concentradas
queda justificada ante la poca variacién que se observa en la respuesta
temporal del modelo de barras rigidas y el mismo modelo linealizado.
Tampoco se aprecia ninguna variacién significativa en la respuesta de

estos modelos en el dominio de la frecuencia.

Universitat Politécnica de Valéncia

93

Master en Ingenieria Mecanica y de Materiales




dN\\ 4. CONCLUSIONES

= La inclusion de la flexibilidad de las barras tiene un efecto més impor-

tante en la respuesta temporal del mecanismo. No obstante, en el rango
de frecuencias de 0 a 20 Hz su influencia es irrisoria. No se ha podido jus-
tificar el uso de tres masas en el modelo lineal que presenta el fabricante
del pantégrafo DSA-380, ya que tan solo aparecen dos modos influyentes

en el movimiento vertical de la mesilla en dicho rango de frecuencias.

En cuanto a la interaccién pantégrafo-catenaria, se observa que la incor-
poracién de rozamiento al modelo tiene un efecto bastante considerable
en la fuerza de contacto entre ambos sistemas. Dicho rozamiento acota

el rango de valores de esta fuerza.

El que el amortiguador actiie en tan solo un sentido, y no sea bidirec-
cional, contribuye a disminuir la desviacién de los valores de la fuerza
de contacto, lo cual es deseable en la interaccién entre el pantégrafo y la
catenaria. Este efecto se evidencia para valores altos de la constate de

amortiguamiento.

Siguiendo con la linea de investigacién de este proyecto, el principal desarro-

llo que se propone es el de ajustar y verificar los pardametros del modelo de

pantégrafo en base a ensayos experimentales.

Una vez los pardmetros se correspondan con los del mecanismo real, uno de los

principales objetivos futuros es reducir el coste computacional de la integracion

numérica, utilizando modelos simplificados y técnicas de reduccién de modelos.

Con ello se pretende realizar ensayos HIL (Hardware In the Loop) simulando

a tiempo real la interaccién pantografo-catenaria.
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Anexo A

OBTENCION DE LA
ECUACION DEL
MOVIMIENTO

El propédsito de este anexo es obtener de forma detallada la ecuacién diferencial
que define el movimiento del mecanismo del pantégrafo. El orden que se sigue
es el mismo que cuando se han planteado estas expresiones de forma general
en la seccién 2.1, pero en este caso si se describen exhaustivamente todos los

términos y los pasos seguidos para su obtencion.

En primer lugar, se obtienen las ecuaciones del lazo inferior formado por las
barras fija, 1, 2 y 3, y las del lazo superior formado por las barras 1, 4, 5 y
6. Estas expresiones son las que constituyen las relaciones entre las variables

dependientes y las independientes del problema, definidas en la ecuacién (2.3).
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x1 + Lqcosf — Lycosfy — Lgcosfs =0
Y1 +L1 sinf — L2 SiHGQ — L3 Sin93 =0 (Al)
x4+ LycosOy — xg — Ly cosbs — Lgcosbg =0

y4+L4sin04—y6 —L5sin05—Lﬁsin96 =0

En ellas, 04 = 63+ 034 — 7w, 6 = x1 + L1 cos(0, + ) e yg6 = y1 + L1 sin(6, + 0).
El dangulo 034 representa el angulo constante entre la barra 3 y 4, y 6, es el

angulo entre la barra 1 y el punto 6, que también es fijo.

Este sistema de ecuaciones no lineal se puede resolver facilmente de forma
explicita ya que las dos primeras ecuaciones estan desacopladas de las dos se-
gundas. Con ello se obtienen las expresiones que relacionan a todos los dngulos
de las barras con la coordenada independiente 6.

2, P2, 72 72
Si se considera que A =z, + Ly cosf, B =y, + Lysing, C = 25 +La=ls

2L,
D = %7 la resolucién del lazo inferior corresponde a:
B+ A2+ B?—(C?

0y = 2arct

5 arctan ( 1A

(A.2)
05 — 27 + 2arctan | D VA + B = D?
=27 arctan
s D+ A

Con estos resultados ya se puede calcular el angulo 84 y resolver la tercera y
cuarta ecuacién del sistema (A.1), del mismo modo que se ha hecho con las

dos primeras.

Departamento de Ingenieria Mecéanica y de Materiales

102

Centro de Investigacién en Ingenieria Mecanica



Modelado no Lineal de Pantégrafo. Interacciéon Pantégrafo-Catenaria
Trabajo Fin de Master

Nombrando ahora las variables ¥ = x4+ Ly cos 0y —xg, F' = y4+ L4 sin 04 — yg,

E?24+F2412-12 E?4+F2+12-12 iy .
G= % y H= %, la solucién al lazo superior queda de
la forma:

H+FE

B2 F?— P
G+E

F—VE24+F2_ 2
95:2arctan< * >

F
0 = 2 arctan < +

con lo que el problema de posicién queda perfectamente definido. Cabe men-
cionar, que con estas expresiones anteriores, los angulos obtenidos varian desde

0 a 7w radianes.

Para el problema de velocidades, serd necesario conocer las relaciones exis-
tentes entre las velocidades angulares de las distintas barras y la velocidad
angular de la barra 1, ya que esta es una velocidad generalizada. Estas veloci-
dades angulares tan solo dependen de 0 y 6. Derivando respecto de # las dos
primeras ecuaciones de (A.1) se llega al siguiente sistema de ecuaciones cuyas
incoégnitas son las derivadas de las coordenadas dependientes con respecto de

0, tal y como se plantea en (2.4):

Lo sin 6, L3 cos 3 %2 B Lqisinf (A1)
—Lgcosfy —Lscosbs % —Lqcosf .

Resolviendo este sistema se obtiene K = % y J = ‘2—993 = %. Repitiendo

el mismo procedimiento para las ecuaciones del lazo superior y resolviendo el

: : : dfs __db
sistema de ecuaciones que resulta, se obtiene R = 7# y S = <7, con lo que el

problema de velocidades también queda resuelto.
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Por 1ultimo, para acabar de tener explicitamente toda la cinematica, falta co-
nocer las expresiones de las derivadas segundas de las variables dependientes
respecto de . Para ello, hay que derivar respecto de esta variable las ecuacio-
nes (A.4), resultando el siguiente sistema de ecuaciones, también mencionado
en (2.4):

2

Lo sin 6o L3 cos03 620022 L1 cos0—Lo K2 cos@s—L3zJ? cos 03 (A 5)

2. == .
—Locosfa —Lgcosfs 629623 L1 sin@—LoK? sinla—L3J? sin 63

cuya soluciéon es dK = % y dJ = % = %. Seguidamente se puede

hacer lo mismo para las dos ecuaciones del lazo superior, resolver el sistema
d%9 d%0

resultante y obtener dR = 53 y dS = 57

Asi pues, con todo lo expuesto hasta este punto ya se pueden expresar las

variables dependientes qq y sus primeras y segundas derivadas temporales

con respecto a q y ¢ tal y como se muestra en la ecuacién (2.5). Es decir, la

cinematica del sistema estd completamente resuelta de forma explicita.

El siguiente paso es obtener la ecuaciéon del movimiento, para lo cual serd
necesario en primer lugar, desarrollar la expresién de la energia cinética en
funcién de las coordenadas y velocidades generalizadas. Para ello es necesario
tener las expresiones de las velocidades de los centros de gravedad de cada
barra que compone el mecanismo, tal y como se puede observar en (2.7).

Estas velocidades ya elevadas al cuadrado, ya que asi se van a utilizar, son:
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vt = L 6
Ve = L2G2622
U%3 = L%égz + L2G3932 + 2Ly L3205 cos(f2 — 05 + O5¢)
U%M = L%G'Q + L%;4942 + 2L, L6, cos(0 — 04 + 04)
Ve = 126% + L2057 + 2r Les 005 cos(0 + 6, — 05 + 05c) (A.6)
v2e = 12602 + L§952 + 21 L5005 cos(0 + 0, — 05) + L%;G(%Z—l-
1 2Lcsbs [re' cos(0 + 0, — 0 + Ogc:) + Lsbi5 cos(fs — 0 + eﬁg)}
V&7 = T10% + Yo + L2@7972+

+ 2L(;7é7 [yio COS(97 — 97@) — Tlo sin(97 — 97@)]

Si se ponen en funcién de las coordenadas generalizadas y se sustituyen en la

energia cinética, el resultado es tal y como sigue:

T=3 [maLE) + maLE, K2+

+my (L3K? + L% + 2La Las I J cos(fa — 03 + 030) ) +

tma (L3 + LE4J? + 2L1 Laad cos(0 — 04 + 0ac) ) +

+ ms (1"2 + L%;5R2 + 2rLgsRcos(0 + 0, — 05 + 95@)) +

+ mg (7’2 + L2R? + 2rLsRcos(6 + 6, — 05) + LZS*+ (A7)
+2LGeS [rcos(8 + 0, — 0 + 0sc) + Ls R cos(0s5 — 06 + Osz)]) +

+ I+ LK? + (I3 + 1)J? + IR? + I58?] 6%+
1 ) . .2
+ 5 [xlo2 +yio® + Lggb7 +

Co - 1. .2
+ 2Lg707 (yio cos(07 — O7¢) — xiosin(07 — 97@))} + 5]797
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Reordenando términos y agrupando esta expresién, la energia cinética se puede

expresar comao:

T = A6? + Bxio® + Xyio® + A972 + Ebrz10 + ®07yi0 = 47 Jq (A.8)

donde A, B, X,A,E y ® son variables que dependen de las coordenadas ge-
neralizadas q. Por lo tanto, segin la ecuacién (2.7), la matriz J de inercia

generalizada del sistema, queda:

(A.9)

o o o
o o
B O O
b oo

Una vez ya obtenida la energia cinética, el siguiente paso es calcular la ener-
gia potencial, donde se tienen en cuenta las fuerzas que provienen del po-
tencial gravitatorio y las fuerzas elasticas de los resortes. Desarrollando la

ecuacién (2.8), se llega a:

1 1 1
V= 5’%(9 — 0,0)% + 5k1(11 —l0)* + §kl(l2 — l20)*+

+g[m1 (y1 + Larsin(0 — ) + ma (Lgzsin(0z — 02c)) +

+ms (Losinfy + Lgzsin(0s3 — 03a)) +

+ my (y1 + L1sin 0 4+ Laysin(0s — 0ac)) + (A.10)

(

(
+ms (y1 + rsin(f + 6,) + Lgs sin(05 — 05c)) +
+ mg (y1 + rsin(0 + 0,) + L sin 05 + Lgg sin(0g — Osc)) +
(

+ my7 (y10 + Larsin(b7 — 07¢))]
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Queda por tanto definir las longitudes de los resortes lineales, que que unen la
mesilla al cuerpo del mecanismo, en funcién de las coordenadas generalizadas.

Estas expresiones son:

_ Ly 2
Lh = (301+L1 cosO+Ly4 C0594—I10+7 00597) +

+\/(y1+L1 sin 0+ L4 sin 94—3410-4-% sin 67) 2
(A.11)

2
lo :\/(z1+L1 cos 0+ L4 cos 94723107% cos 07) +

2
+\/(y1 + L1 sin @+ Ly sin 04 —y10— % sin 97)

Llegados a este punto ya se conocen las energias cinética y potencial, por tanto
para poder aplicar la ecuacién de Lagrange tan solo queda obtener el vector
de fuerzas generalizadas en el cual aparecen tanto el momento que produce
el amortiguador M, sobre la barra 1 como las acciones externas directamente
aplicadas al mecanismo, que en este caso concreto son una fuerza F' sobre la
mesilla, y un par M sobre la barra 1. Aplicando el principio de los trabajos

virtuales descrito en (2.9) se tiene:

— Féyi0 + (M, + M) = QTdq (A.12)

Para obtener el momento que crea el amortiguador hay que observar la Figu-
ra A.1. Este momento resulta del producto vectorial entre el vector de fuerza
del amortiguador y el vector de distancia entre el punto de accién de la fuerza
con el punto 1, es decir ]\Zfa = F_’; A 7. Para calcular F_’;L es necesario obtener la
velocidad del punto 1, y proyectarla segun la direccién de dicha fuerza, que a

su vez es variable. Este vector velocidad del punto 1, es:
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13 1

] |
-
u

<

Vip 1,

Figura A.1: Fuerza ejercida por el amortiguador.

—Ly, Osin(0 + 6
vip = P sin(0 -+ 61p) (A.13)
Ly 0 cos(0 + 01p)

Si ahora se define un vector unitario # en la direccién de actuacién del amor-

tiguador, resulta:

a:{xm‘“3}; (A.14)

Yip — Y13

donde las coordenadas del punto fijo 13 son conocidas, las coordenadas del

punto 1, son z1, = x1+Lipcos(0+61p) € y1p = y1+Lipsin(0+61,) v la longitud

lo =+v/(z1p—213)2+(y1,—113)? es la del amortiguador en cualquier instante.

Por lo tanto, realizando el producto escalar entre estos vectores se obtiene la
velocidad del punto 1, proyectada en la direccién de actuaciéon del amortigua-
dor.
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Vg = VT - @ (A.15)

Asi pues, el médulo de la fuerza que ejerce el amortiguador no es mas que:

fa=—cu, (A.16)

y el vector fuerza se obtiene multiplicando este mdédulo por el vector unitario

definido anteriormente, tal que:

F, = f,i (A.17)

Por otro lado, el vector 7 que une los puntos 1, y 1 es:

7= { Tp T } (A.18)

Yip — U1
Y finalmente, el momento que ejerce el amortiguador resulta del producto
vectorial entre estos dos tultimos vectores, siendo M, la tercera componen-

te de dicho resultado. Asi pues, el vector de fuerzas generalizadas ya queda

completamente definido.

Q=| (A.19)
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Antes de pasar a la aplicacion de la ecuacién de Lagrange, se va a obtener la
derivada del momento que ejerce el amortiguador con respecto a la coordenada
0, ya que se necesita a la hora de calcular la matriz tangente del vector de
fuerzas disipativas para la integracion temporal, tal y como queda descrito en

el apartado 3.3.3. La derivada de la longitud del amortiguador es:

dly — —(21p — 213)Lapsin(® + b1p) + (y1p — y13)Lap cos(0 + 01p)
do la

(A.20)

Seguidamente, se puede obtener la variacién del vector unitario # con el &ngulo

6 como:

@ _ { —Llp sin(9 + Glp)la — (Qj‘lp — 1‘13)% } l (A 21)
df Lipcos(0 + 01p)la — (y1p — le)% la
Por otro lado, la derivada de la velocidad v7), resulta:
vy, —L1pcos(0 + 61,)0 + Aitﬁxip A22)
ao ’

—Ljpsin(0 + 91p)9 + Ait,é’y.lp

En este caso hay que considerar que segun las hipétesis del algoritmo de in-
tegracién empleado, las velocidades dependen de las coordenadas de posicion
como se muestra en (3.18). La derivada del médulo de esta velocidad proyec-

tada en la direccion de actuacion del amortiguador es:

dve  (dvip\T L L (di
& ( o ) SRR (d@) (4.23)
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y la derivada del médulo de la fuerza que ejerce el amortiguador no es mas que
el resultado de multiplicar la expresiéon anterior por el valor de la constante
de amortiguamiento cambiada de signo. Con lo cual, proyectando el médulo
de esta fuerza con el vector unitario de la direcciéon de actuacién de la misma

se tiene:

dF, df, . ,di

Para calcular la derivada del momento que ejerce el amortiguador, tan solo

falta obtener la derivada del vector de posicién 7, siendo esta:

it _ | =Ly sin(6 + 61,) (A.25)
do Ly cos(6 + 61p) '

Con lo que la derivada buscada del momento M, queda finalmente:

dM“—dﬁ“/\*jLﬁ/\@
a6 ap T T g

(A.26)

A partir de este momento ya se conocen todos los elementos para poder aplicar
la ecuacién de Lagrange y obtener la ecuacién diferencial del movimiento. A
continuacién se van a ir desarrollando cada una de las derivadas que requiere
la aplicacion de esta ecuacién. En primer lugar, se obtienen las derivadas de

la energia cinética con respecto a §. Esto es:

87T. — 2460
90
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T )

0z

oT .
— = 2Xyig + 907 (A.27)
Yo

oT .

— = 2A07 + Exip + Pxig

00~

O de forma matricial, la expresiéon anterior se puede agrupar como:

24 0 0 0
or |0 2B 0 E
9 |0 0 2x @

0 E @& 2A

a=Aq (A.28)

en la cual A = diag(J) + J.

Derivando esta expresién anterior con respecto del tiempo se tiene:

d (0T . dA .
— (=) =240 +2-—-6?
i (57) T
d (0T dB dE . 2
— = 2B Bl +2—x10> + —-0
dt (81310) w0+ BTy 00 * do;
d (0T dX dd
— =2X - 2— —40
71 (33/10) y1i0 + Pb7 + dun yio® + a0 - (A.29)
d (0T dA dE
— =2A0; + E P p
dt( 97> 7+ Exi0 + Pyio + 0. 7 + dxloivm 24
LA
7dy10 Y10
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las cuales también se pueden agrupar y expresar de forma matricial como

sigue:

4o% G
dt dq 0 0 2X @ 4
0 E & 2A
(A.30)
dA
25 0 0 0
0 daB_ 0 darE -
'l Y pax s |4=AdG+d'Tq
dyio  dbr
0 dE do dA
dx10 dy1io db7

Los elementos que componen la matriz I' son:

%:WL?GQK dK+m3(L3K dK+L%,J dJ+

+LoLgs ((JdK+K dJ) cos(02—03+03G)— K J sin(02—03+03¢)(K—J)))+

+ma (L2, J dJ+L1 Laga(dJ cos(0—04+046)—J sin(0—04+04c)(1—J)) )+

+ms (LL;RdR+rLas(dR cos(0+0,—05+05¢)— Rsin(0+0, —05+05c) (1—R)) )+
+mg[L2RdR+rLs(dR cos(6+0,—05)— Rsin(0+0,—05)(1—R)) +

+L2%4S dS+Lge(dS[r cos(0+0r—06+0sc )+ Ls R cos(05—0s+0s:)] +
+S[—rsin(0+6,—06+06c)(1—S)+Ls(dR cos(05—0s+06c)—

—R sin(05—06+0sc)(R—S))])]+

+Iy KdK+(I3414)JdJ+1I5 RAR+ 1 SdS
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dB dE dE dX
— =0 S—= — = —myLgycos(67 — 0 — =
dx10 dx1o do; rLar cos(br - brc) dy10

4o 4o dA

e W miLgrsin(0 — 0 2
™ a0- myLarsin(67 — 67c) T

Respecto a la energia cinética, resta obtener sus derivadas con respecto a las
coordenadas generalizadas q. Esta expresion ya en forma matricial y en funciéon

de los pardmetros obtenidos anteriormente queda:

or 1.r
— == A.31

9q — 24 (A.31)
Lo tinico que falta por calcular de la ecuacién de Lagrange es el término de las
derivadas de la energia potencial con respecto de las coordenadas generalizadas
q. En primer lugar se detallan las derivadas las funciones Iy y lo descritas en

la ecuacién (A.11), ya que serdn necesarias posteriormente.

Las derivadas de I1(q) con respecto de q que componen el vector Cc% son:

8l]_ (—L1 sin0—L,J sin 94) (11+L1 cos 0+ L4 cos 94—0—% cos 97—110)
%" 7
. . Ly .
(LqcosO+LyJcosby) (yl +Lq sin 64 Ly sin 64+ = sin 077y10) _ Numi
31 T h
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oly 21+ L1 cosO + Lycosby + % cos 07 — x1g
(9%'10 N ll

ol y1+ Lisinf + Lysinfy + %sint% — Y10
Y10 h (A.32)

all _ (11+L1 cos 04+Ly c0s94+% cos07leo) (7% sin97) +

007 h

(y +Lqsin@+Ly sin 6 +ﬁ sin 0~ — ) ﬁ cos 6
1+L1 4 4+ 7-Y10) 3 7 Num2
[ T

De forma andloga, las derivadas de l2(q) con respecto de q, que corresponden

dly

aq resultan:

a cada una de las componentes del vector

8l2 (—Lqsin0—LyJsinfy) (ac1+L1 cos 0+ L 4 cos 647% cos 9773210)

00 E
(Lq cos 04+ L4J cos6y) (y1+L1 sin0+Ly sin 04— 5L sin 977y10)  Nums
Ia Tl
Ol 21+ Licos@ + Lycosy — % cos 7 — x19
dryy Iy
Ol  y1+ Lisind + Lysinf, — % sin 07 — y19 (A.33)
o lo

8l2 (:01+L1 cos 0+Ly c05947% c05977110)%sin97
- l
06, 2
y1+Lq sin 0+ Ly sin 64—% sin 07—y10) (—% cos 67) Numd
[P T,

N
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Y ahora ya se dispone de todos los calculos previos necesarios para obtener

las derivadas de la energia potencial con respecto a q tal y como sigue:

o1 ] 1 0 0 0
5o = [kr(6-6r0) ki(ly — lio)  FKi(l2 —120)] o a{);lllo 8?}110 % +
a - dl,  Bly Ay dly
00 O0x10 oy10 007
Gy (A.34)
G 1
+ | 7 = Ka— +G
Gylo aq
_G97

En esta expresion, las componentes del vector G, provenientes de derivar con
respecto a q los términos de la energia potencial asociados a la gravedad, son

las que se detallan a continuacion:

ov

50 =9 [m1Lgy cos(0 — 0c) + moLaa K cos(62 — Oa2c) +

+ mg (Lo K cos s + LasJ cos(03 — 03a)) +
+ my (L1 cos + LgygJ cos(04 — 04)) +
+ ms (rcos(6 + 6,) + LasRcos(05 — 05¢)) +

A.35
+mg (rcos(f + 0,) + LsRcos 05 + LgeS cos(8s — Osr))] ( )

oV
8.%10
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v _
0y10 gma
oV
—— = gmyLgycos(87 — 67c)
00~

Por lo tanto, ahora ya se dispone de todos los términos que aparecen en la
ecuacién de Lagrange, y simplemente adiciondndolos se puede montar el sis-
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden que describe el
movimiento del mecanismo del pantégrafo (ecuacion 2.10). En esta ecuacion se
puede ver reflejado el balance de fuerzas que actiian sobre el mecanismo duran-
te su movimiento. En concreto, la ecuacién expresa que las fuerzas inerciales
se ven compensadas por las fuerzas centrifugas o de coriolis, las fuerzas gra-
vitatorias, las elasticas, las disipativas, y las externas directamente aplicadas.

Estas dos ultimas agrupadas en el vector de fuerzas generalizadas.

.. L7 ol
AG=Q— §qTrq — K% -G (A.36)

En el caso en que se quiera restringir el giro #7 de la mesilla, las ecuaciones a

introducir en el sistema anterior son, mediante una primera alternativa:

07 =0
07 =0 (A.37)
67 =0
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con las que simplemente se anula tanto el propio giro como sus derivadas
temporales. La otra alternativa propuesta es la de igualar el movimiento ho-
rizontal del punto central de la mesilla (punto 10) con el del extremo de la
barra 4 (punto 5). Con esto se consigue que no se cree ningun par sobre la
mesilla que la pueda hacer girar. En este caso las ecuaciones que se habrian

de resolver junto con la ecuaciéon general del movimiento son:

210 =21 + L1cosO + Lycosby
xio = —Lisin@ — JL4sin by (A.38)
210 = LicosO — Ly (J2 cosfy + dJ sin «94)
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Anexo B

OBTENCION DEL
MODELO LINEALIZADO

En este anexo se va a describir detalladamente la obtencién de las matrices
de masa, amortiguamiento y rigidez del modelo linealizado de pantdgrafo,

provenientes del modelo no lineal.

B.1 Matriz de masa

En la obtencién de la matriz de masa del modelo linealizado, las funciones
no lineales que aparecen son bésicamente armoénicas y algiin producto entre
variables. Como se parte de la hipdtesis de pequenios desplazamientos, y las
nuevas variables son pequenas variaciones respecto de una posicién, (ver apar-
tado 2.1.2) cualquier producto entre estas nuevas variables o sus derivadas

temporales es despreciable.
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B.1. Matriz de masa

Si se realiza el desarrollo en serie de Taylor de las funciones armonicas, se

obtiene:

. . AG?
sin (A0 + 6y) ~ sin Oy + Ab cos Oy — TsmOo

, (B.1)

A
cos (A + 0y) =~ cos by — Afsin Oy — TQCOSHO

De este desarollo en serie se toman los dos primeros términos por ser aque-
llos lineales. Una vez ya linealizadas estas funciones trigonométricas se puede
plantear de manera analoga al anexo A las ecuaciones de lazo, para relacionar
en este caso con expresiones lineales, todas las variables dependientes con el
angulo A#. Estas variables dependientes ahora son {Afy, Afs, Ay, Abs, AOg}
que definen los incrementos de los diferentes giros de las barras 2 a 6 respec-

tivamente.

La ecuaciones linealizadas que definen el lazo inferior son:

21+ L1 (cos Bp— A6 sin Oy )=La(cos 020 —Ab2 sin O20)+ L3 (cos 030 —Ab3 sin 030) (B 2)
y1+L1 (sin 6o+A0 cos 90):L2 (sin 620+ A02 cos 920)+L3 (sin 630+A03 cos 930)

las cuales corresponden a las dos primeras ecuaciones descritas en (A.1). Si
se agrupan todos los términos constantes del sistema anterior y se reordena,

queda:
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G,AQQ + bAgg =cAf +d

(B.3)
eAfy + fAO3 = gAO+ h
cuya solucion es:
Aby = EAO+1
? (B.4)
Als = iA0 + j
g ¢ ol
dondei=—>2 , j=—@a p=S"0 y ;470
a a
r-= f-=
a a

Ahora bien, como Afy = Af3, ya que entre las barras 3 y 4 no hay articulacién,

las ecuaciones linealizadas que definen el lazo superior quedan como:

24+ La(cos 10— Ab4 sin O49)=x6+ L5 (cos 50— Abs sin O50)+ Le (cos g0 — Abg sin Bgo) (B 5)

yYa+La(sin 040+A04 cos 040)=ye+ L5 (sin 050+ A5 cos 050)+ Le (sin Os0+Ab0s cos Os0)

Este sistema de ecuaciones también se puede reordenar, y agrupando todos los

términos constantes queda del siguiente modo:
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B. OBTENCION DEL MODELO LINEALIZADO
B.1. Matriz de masa

mAbds + nAbg = oAby +p

(B.6)
qAls + A0 = sAOy + t
cuya solucion adopta la forma:
Alfs = wAls+x=wiA0+wj+x
° (B.7)
Abg=ulNOs+v=uiA0+uj+v
0o—nu p—nv
dondeu:_i@, v—_iénin, w = - y = —
m

Una vez conocida la reacién lineal entre las distintas variables dependientes
del problema y la coordenada generalizada A#, es decir, se ha linealizado la
ecuacién (2.3), es inmediato obtener las derivadas temporales y las derivadas
con respecto a Af de estas coordenadas dependientes. Asi pues se resulve por

completo el problema cinematico de forma linealizada.

A continuacién, también es posible obtener las velocidades de los centros de
gravedad de cada barra en funcién de las coordenadas independientes del sis-
tema linealizado y de sus respectivas derivadas temporales. Tras el proceso de

linealizacién llevado a cabo, las ecuaciones (A.6) resultan:
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Ve = L2G1A02
[ . . 2
vgs = [L3 K% + L33 + 2LoLaski cos(0a0 — O30 + 050)| A

Ué4 = :L%/-LQ + L%M’L'g +2L1Lagyt COS(90 — 040 + 94@)} AHQ

vy = [1? + L (wi)? + 2rLaswi cos(f + 0, — Os0 + 05)| A0

(B.8)

V3 = [ LE(wi)? + 2rLswicos(fp + 0 — 050) + Lig(ui)®+
+ 2Lggui[rcos(bp + 0, — O + Osc)+
+ Lswicos(050 — 060 + sc)]] AY°

vZy = Azyg + Ayro” + L2, A0+
+ 2La7 A7 | Agg cos(0z0 — 076) — Azagsin(Brg — 07|

Las seis primeras velocidades se pueden poner de manera mas compacta como

sigue:

vy =v; N> i=1...6 (B.9)

donde el vector v; es un vector cuyas componentes son constantes. Si se denota
a m; al vector columna que contiene las masas de las seis primeras barras, se
puede obtener la expresién de la energia cinética linealizada del sistema tal y

como se expone a continuacién:
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B.1. Matriz de masa

T=35 [mfvi I+ LK+ (I3 + Iy) i + Is(wi)? + 16(1”')2} A0+
1 . . .
+omr [Ailho2 + Ao’ + L AB

S , (B.10)
+ 2LG7A97 [Aylo COS(970 — 97@) — Al‘lo Sin(070 - 070)” +

1 .
4 §I7A072

Al igual que se hizo con la energia cinética no lineal, esta también se puede

agrupar y reescribir como:

T = A0+ BiAz10 + X1 Ay10° + A A0 + By A Ao+ A0 Agro (B.11)

Ahora tan solo queda aplicar el primer término de la ecuacién de Lagrange

para obtener la matriz de masa del sistema linealizado. Esto es:

% (&) (B.12)

que particularizado para cada una de las coordenadas independientes:

d(@T

2 (=) =24, A0
dt 6A9> :
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(B.13)

Por lo tanto, finalmente la matriz de masa del sistema linealizado es una matriz
constante y simétrica, definido positiva, cuya expresion en funciéon de la masa

e inercia de las barras y de otros parametros geométricos queda:

24, 0 0 0

0 2B, O E;
M = (B.14)

B.2 Matriz de amortiguamiento

La obtencién de la matriz de amortiguamiento del sistema linealizado es sin
duda mucho més inmediata que la de masa y la de rigidez, debido a que el
amortiguador tan solo estd acoplado con un grado de libertad directamente,

en concreto, con el giro de la barra 1.
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B. OBTENCION DEL MODELO LINEALIZADO
d“ B.2. Matriz de amortiguamiento
El proceso de obtencién del par que ejerce el amortiguador sobre la barra 1
estd expuesto con detalle en el anexo A. Para linealizar dicha funcién, como
se trabaja bajo la hipétesis de pequefios desplazamientos, tan sélo se tiene en
cuenta el término constante del desarrollo en serie de Taylor de las funciones
trigonométricas que aparecen, ya que al estar multiplicado por A6 como se
observa en (A.15) ya constituyen en si un término lineal, y por lo tanto, si se

considerasen méas términos del desarrollo en serie, al aparecer este producto

con Af, pasarian a ser términos de orden superior.

Asi pues, como ya se comentd en apartados previos, el amortiguador estd
situado entre un punto fijo de coordenadas (z13,y13) y un punto mévil de
la propia barra 1 cuya velocidad tiene las componentes que se definen en la
ecuacién (A.13). Estas se pueden linealizar en este caso tan sélo evaluandolas

paraq=6yy q= AH, resultando:

:E'lp = —Llp Sin(e() + le)AQ

. (B.15)
Yip = L1pcos(b + 61,) A0

Partiendo de esta velocidad ya lineal, se puede seguir el mismo procedimien-
to que el descrito en el apartado correspondiente del Anexo A. Es decir, se
proyecta esa velocidad en la direcciéon de actuacién del amortiguador y se ob-
tiene v,. Por tanto, la fuerza que ejerce el amortiguador queda definida por
F, = —cuv,, donde c es la constante de amortiguamiento del amortiguador.
No obstante, la fuerza generalizada estd definida en el grado de libertad 6
por tanto se ha de transformar esta fuerza en un par. Esto se consigue con el
producto vectorial entre el vector fuerza 18 y el vector 7 que va del punto 1
al punto 1,. (Véase Figura A.1). Finalmente, este momento calculado M, sera
la inica componente de la matriz de amortiguamiento del sistema linealizado,

quedando esta como sigue:
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(B.16)

ooog
o o o o
c o o o
c o o o

Remarcar que el valor del momento linealizado que ejerce el amortiguadoro és
igual al calculado para el modelo no lineal, simplemente particularizado en la

posicién qg alrededor de la cual se estd linealizando el sistema.

B.3 Matriz de rigidez

La obtencién de la matriz de rigidez del sistema linealizado presenta mayores
complejidades por el hecho de que aparecen funciones no lineales diferentes
a las trigonométricas, como es el caso de raices cuadradas o cocientes entre
variables, y por tanto el planteamiento se aborda desde otro enfoque. Ademas,
también aparecen fuerzas gravitatorias que nos obligarian a tener en cuenta
el segundo término del desarrollo en serie de Taylor para que al derivar, la
expresion quede lineal. Sin embargo, como en la parte final del anexo A ya se
calcul6 la primera derivada de la energia potencial respecto de las coordenadas
indepdientes ecuacién (A.34), la estrategia a seguir en este caso serd el linea-
lizar dicha funcién. En concreto, realizando su desarrollo en serie de Taylor y

despreciando términos de orden superior al lineal, se tiene:

V(g _ IV(g) 8*V (q)
q) = ~ - Aq B.17
F0="50"~ Taq |y 0 | (B.17)
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G

Como se puede ver en la ecuacién anterior, es necesario calcular las derivadas
segundas de la energia potencial con respecto a las variables independientes
del problema. Esta labor es bastante larga, por lo que se va a detallar con la
mayor claridad posible los pasos seguidos hasta la obtencién final de dichas

expresiones.

También, como bien es conocido, la matriz de rigidez de un sistema es aquella
que relaciona las fuerzas con los desplazamientos, por lo que a partir de la
expresion (B.17) se deduce que la matriz de rigidez del sistema linealizado

presenta la siguiente forma:

[ 0%V OV OV O*V |
002 000x1¢ 000y10 0000~
o2V R 0*V 0*V

K 9%V (q) 01000 o0x?, 0r100y10 0710007 (B.18)
0q? @ o’V 0%V 0*V 0%V
0yl1000  Oy190z10 ov3, 0y10007

o*V 9’V 9>V 9*vV

L 89789 89510897 8:1/10397 89% 1o

Como las derivadas cruzadas son iguales, es obvio que esta matriz serd simé-
trica y ademas de coeficientes constantes por estar evaluados todos ellos en la

posicién qg respecto a la cual se linealiza el movimiento.

A partir de este punto se procede a la obtencion de todas las derivadas reque-
ridas para poder evaluar dicha matriz. Las expresiones de todas las derivadas
primeras y segundas de las variables dependientes con respecto a 6 ya se ob-

tuvieron detalladamente en el anexo A.

Departamento de Ingenieria Mecéanica y de Materiales

128

Centro de Investigacién en Ingenieria Mecanica



Modelado no Lineal de Pantégrafo. Interacciéon Pantégrafo-Catenaria

Trabajo Fin de Master

Partiendo de las derivadas primeras de l; y l2 (ecuaciones A.32 y A.33), eva-

luadas en qg, se va a calcular todas las derivadas segundas de estas longitudes

de los resortes ya que son necesarias para el calculo de las dervidas segundas

de la energia potencial.

Las dervivadas segundas de [; respecto de q y particularizadas en la posiciéon

do, son:

8211 _

862

32l1

- (L1 sin@g+Ly J sin 640)l1+ (z1+L1 cos 09+ Ly cos 940+% cos 9707z100)

aly

dx1q

000z

221

ol

(=Lj cosOg—LyJ cosOyq)l1+ (y1+L1 sin 0+ Ly sin 040#»% sin 97077;100) 21

9y10

0600y10

221

90867,

a2

2
3110

RN

ll+(x1+L1 cos Op+Ly cos 940+% cos 9707%100) ol

1
dz10

L
. (m1+L1 cos 0+ L4 cos 940+T7 cos 070—1100)

ol
9y10

9z109y10

221,

L L 1
. 7711 sin 670+(ac1+L1 cos 0+ L4 cos 040+T7 cos 070—9:100) %017

dx19067
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ol

62l1 - 1+ (yl +L1 sin 09+ Ly sin 940+% sin 9707y100) ﬁ

2 T 2
910 4

L . . Ly . ol
32l1 - 7711 cos 070+ (yl +L1 sin 0g+Ly4 sin 940+T7 sin 0707y100) TO}Y
9y10907 12
ONumo ol

32121 _ 907 ll;Numz 207
367 l1

donde Numi y Nums son los numeradores de las derivadas primeras de {1 con
respecto de 0 y 07 respectivamente. Sus derivadas que aparecen en la expresion

anterior tienen la forma:

AN+
% :L%+Li J? 7COS(907940)+

+ (:1:1 + L1 cos Og+Ly4 cos 940+% cos 070730100) (7L1 cos 907L4(dJ sin O40+J2 cos 940))+
+ (y1+L1 sin Qg+ L4 sin 040+% sin 07073,(100) (7L1 sin 0p+L4 (d] cos 040—J? sin 940))

ONumqy __

507 ((L1 sin@g+LaJ sin 040) sin 79+ (L1 cos 6o+ L4 J cos Oa0) cos O7¢) Ly

2

ONumo _(L7)2 Lo
=(5L) -3

L
507 5- cos 670 (wl + L1 cos Op+Ly4 cos 940—1—77 cos 070—33100) —

Lo . . . Lo .
— 5L sin 670 (yl + Ly sin 0o+ Ly sin 040+ =L sin 970—y100)

Del mismo modo se pueden calcular las derivadas segundas de [o respecto de

q y particularizarlas en la posicién qo:
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ONum ol
@212 _793127Num3a—92
2 2
o6 l2
i . Ly dly
62l2 (L7 sin6g+LyJ sin 940)l2+ (zl +L1 cos0g+Ly cos 94077 cos 97071100) m
200 - 2
10 5
_ 0 — 0 in 6 in@ _L7 0rr— Blp
82l2 (—Lycos0g—LyJcosbyqg)la+(y1+Lqsinbg+Ly sin0y9— - sin 070 —y100 10
200y19 12
2
IONumg dlg
32l2 _ 967 lg—Numg 967
00007 2
7 l2
L ol
82l2 o lo+ (Il +L1 cos 0g+Ly cos 0g0— 77 cos 97071100) leo
2 T 2
977 S
L ol
8212 o (a:lJrLl cos 0g+Ly cos 940777 cos 97071100)%
dz109y10 12
Ly, . i Ly . Olg
82l2 _ — le sin 670+ (Ll +L1 cos 0g+Ly cos 0y0— —5- cos 97071100) 8797
dx10007 l%
62l2 _ lo+ (y1+L1 sin 0g+Ly4 sin 40— % sin 070711100) 73‘?}120
2 2
910 5
L . . Ly . ol
62l2 7712 cos 0709+ (y1+L1 sin Og+ Ly sin 640 — 77 sin 970—y100) #
9y10007 - l%
AONumy Algy
821, __ — ooy 2~ Numagg
2 2
897 15
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Ahora Nums y Numy son los numeradores de las derivadas primeras de [y

con respecto de 0 y 07 respectivamente y sus derivadas son:

ONums
% :L%+Li J? 7COS(907940)+

+ (:1:1 + L1 cos Og+Ly4 cos 9407% cos 07071100) (7L1 cosfOg—Ly (dJ sin 40+J2 cos 940))+
+ (y1+L1 sin Og+L4 sin 040 — % sin 07073,(100) (7L1 sin Og+L4 (d] cos 040—J? sin 040))

INumsg
007

=((—L1sinfp—L4J sin 049) sin 70— (L1 cos 6o+ L4 J cos f40) cos 970)%

N L7\2 L L
9 ag;n‘l = (77) +77 cos 079 (wl + L1 cos Og+ Ly cosOyg— 77 cos 070—30100) +

Lo . . . Lo .
+=L sin 670 (yl + L1 sin 0+ Ly sin 40— =L sin 970—y100)

Con todas estas derivadas calculadas, a partir de la ecuaciéon (A.34) y utili-
zando una notacién tensorial, las derivadas segundas de la energia potencial

V' con respecto a q son:

v K Al 919G

8qj 0q; 8qj oq; aCIj dq; 8(31]‘ ( :

donde las matrices
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i ol ol
ke kg kg

ol ol
0 Kigels Figes

oK dz10
a9y aly Als
0q 0 ki dy10 ki dy10

ol ol
0 kigg, kg

[dG
G g 0 0
0 00 0
oG _
g |0 00 0
0 00 G

y los términos de esta ultima matriz son:

dGy
do
+maoLgo (dK COS(@QO 7920)7](2 Sin(@gofegc))+

=g[—m1Lg1 sin(6o—0a)+

+ms3 (L2 (dK cos(f20—02g)— K2 Sil’l(@g()*@g@)) +

+Lgs (dJ cos(f30—03g)—J? sin(@gofagg)))Jr

+my (7L1 sinfg+Lga (dJ cos(040—04c)—J? sin(040794g)))+
+ms (77“ sin(6o+6-)+Lgs (dR cos(f50—05¢c)—R? sin(fs0 795@)) ) +
+meg( —7rsin(0p+6r)+Ls (dR cos 50— R? sin 950)+

+Lae (dJ cos(060—06c)—S? sin(Bs0—06) ) ) ]
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dGy,
df-

=—gmy7 Lgrsin(f70—07¢)

Con lo cual ya se conocen todos los elementos necesarios para formar la ma-
triz de rigidez (B.18) del sistema linealizado en dicha posicién, tal y como se

pretendia.
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