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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo aprenderas a resolver cinematicamente una estructura, es decir, a
obtener los movimientos en los nudos y las funciones de desplazamiento, a partir de
las relaciones con las leyes de esfuerzos. Posteriormente podras dibujar la
deformada, a partir de los resultados obtenidos.

2 Introduccidn

Cuando se calcula cinematicamente una estructura se persigue la determinacion
de su configuracion cinematica final o deformada, es decir, obtener el valor de los
movimientos de los nudos, de los extremos de las barras y, mediante las funciones
de desplazamiento, el movimiento de cualquier punto de las mismas.

Cuando la estructura esta resuelta estaticamente, sea isostatica o no, se puede
resolver cinematicamente planteando las condiciones de compatibilidad externas
e internas y expresando las funciones de desplazamiento en funcién de las leyes de
esfuerzos. Al sustituir las condiciones de compatibilidad en ellas (los movimientos de
los extremos de barra en ejes globales se relacionan con los movimientos de los
nudos) se obtiene un sistema de ecuaciones cuyas incognitas son los movimientos
independientes de la estructura que determinan la configuraciéon cinematica
buscada.

3 Objetivos

Tras la lectura de este documento, seras capaz de:

® Obtener las condiciones de compatibilidad externa e interna

® Obtener movimientos de los nudos

® Determinar la expresion final de las funciones de desplazamiento de las barras

® Dibujar la configuracion cineméatica admisible

4 Resolucion cinematica a partir de las leyes de
esfuerzos

4.1 Datosy esquema del proceso de calculo de la estructura

La resolucién cinematica de una estructura a partir de sus leyes de esfuerzos
requiere que, previamente, se haya resuelto estaticamente. Si la estructura es
isostatica se resolvera mediante las ecuaciones de equilibrio planteadas en el
conjunto y en cada una de sus partes (nudos y barras) y si la estructura es
hiperestatica mediante alguno de los métodos adecuados para ello (principio
de las fuerzas virtuales o método de flexibilidades).

La estructura propuesta (figura 1) esta cargada con una combinaciéon de Estado
Limite de Servicio.
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Figura 1. Esquema de la estructura

El proceso de calculo que seguiremos es el siguiente:
¢ Resolucion estatica de la estructura

e Planteamiento de las condiciones de compatibilidad y transformacion de ejes
de los movimientos de extremo de barra.

e Expresion de las funciones de desplazamiento a partir de las leyes de esfuerzos
definidas en ejes locales y de los movimientos del extremo i de cada barra.

¢ Obtencién de los movimientos de los nudos y de los movimientos de extremo
de barra. Formulacion de las funciones de desplazamiento.

¢ Dibujo de la configuraciéon cinematica admisible (deformada de la estructura).

4.2 Resolucion estatica

Se trata de una estructura isostatica por lo que la puedes resolver directamente
a partir de las ecuaciones de equilibrio.

2F«=0 Rxa+Rxs +40=0 (1)
2> Fy=0 Rya + Rys = 120 + 50 (2)
>M=0 120-3+50:8+40-3=Rys-10+Rxs -5 ?3)

Aislando la barra 1: > M;=0 Miz - F'yiz- 6 +120- 3 +Mj1=0 = F'yiz=Rya =60 kN

Sustituyendo en (2) 3)y (1): |Rys=110kN| [Rxe=-44 kN| |[Rxa =4 kN,

Obtenidas las reacciones calculamos los esfuerzos en los extremos de cada barra
y las leyes de esfuerzos. En la figura 2 tienes el esquema completo del equilibrio
en ejes globales.

Las leyes de esfuerzos (axiles y momentos) son las siguientes:

Barra 1: N1=-4 M1(x) = 60x - 10x2
Barra 2: N2(x) = 126,64 + 6x M2(x) = 20x - 4x2
Barra 3: N3 =-117,3 M3 =0

Barra 4: N4 =-110 M4(x) = 220 - 73,3x

Barra 5: N5 =-110 M5(x) = 44x
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Figura 2. Esquema del equilibrio de la estructura completa

4.3 Planteamiento de las condiciones de compatibilidad y
transformacion de ejes

Si la estructura es isostatica, el numero de condiciones de compatibilidad
efectivas es 3 por el numero de barras de la estructura, es decir 15.

INTERNAS: EXTERNAS:
d'xjl = d'xi2 = d'xi3 = dxC dyil=dyA=0
d'xj2 = d'xj4 = dxE d'xi5 = dxB =0
d'yj2 =d'yj4 = dyE dyi5=dyB=0

d'xj3 = d'xi4 = d'xj5 = dxD

d'yj3 =d'i4 = d'yj5 = dyD

0'i4 =05 =0D
dxil=dxA=0

Para poder aplicar estas condiciones de compatibiidad transformamos de ejes
locales a ejes globales los movimientos de los extremos de las barras:

BARRA 1: d'xil = dxil d'xjl = dxj1 (coinciden ambos ejes)
d'yil = dyil d'yjl = dyjl
0'il = 0il 01 =0j1
BARRA 2: (a0 =36.86° sen a=0.6,cosa=0.8) g =T ag=T4dj
dxi, cosa sena 0| d'xi, dxj, cosa  seno 0| d'xj,
dyi, |=| —sena cosa 0| d'yi, dyj, |=| —sena coso 0||d'yj,
oi, 0 0 1|l 01, 0j, 0 0 1/l 0,
dxi2 = 0.8 d'xi2 + 0.6 d'yi2 dxj2 = 0.8 d'xj2 + 0.6 d'yj2
dyi2 =- 0.6 d'xi2 + 0.8 d'yi2 dyj2 =- 0.6 d'xj2 + 0.8 d'yj2
0i2 = 0'i2 6j2 = 02
BARRA 3: d'xi3 = dxi3 d'xj3 = dxj3 (coinciden ambos ejes)

dyi3=dyi3 d'yj3 =dyj3
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0'i3 = 0i3 0']3 = 0j3
BARRA 4: d'xi4 = - dyi4 d'xj4 = - dyj4 (o = 90°)
d'yid = dxi4 d'yjd = dxj4
0'i4 = 014 0'4 = 0j4
BARRA 5: d'xi5 = - dyi5 d'xj5 = - dyj5 (o = 90°)
d'yi5 = dxi5 d'yj5 = dxj5
0'i5 = 0i5 0'j5 = 0j5

4.4 Expresion de las funciones de desplazamiento a patrtir
de las leyes de esfuerzos

Expresamos las funciones de desplazamiento en funcion de los esfuerzos y de los
movimientos en el extremo i, y sustituimos x por la longitud de la barra, obteniendo
el movimiento en el extremo final en funcién del inicial.

BARRA 1: (EA1= 1526700 KN, El1 = 34167 KN m2, L1 = 6m)
Funcion de desplazamientos del axil: , x)— rldx + dxi
oOE

Lo, uy(X)=—-2.6210"°x +dxi,

«—4 R
w00 =, £, X M= 1556700
parax=6 = u,6)=dxj, = dxj, =-1.572107° +dxi, (1)

Funcién de desplazamientos y giros del flector:

flechas: v, (x)= [ 1(X)dx+9ilx+dyi1

vi=[ de +0ix + dyi, = 2.927107x* - 2.43910°x* + 6ix + dyi,

l
parax =6 > v@)=dy, =  dyj,=3.16107 +66i, +dyi, (2)
Qiros: v, (x)=60,x)= [’ LIEll(X)dx + 0,
1

V() = J-60x 10x?

parax =6 = V', (6) = 6}, = 0j, =1.05107 + 0i, 3

dx +6i, = 8.7810*x* - 9.75610° x> + 0i,

BARRA 3 (EAs= 1526700 KN, Els = 34167 KN m2, L1 =4m)

Funcion de desplazamientos del axil: |, L) = I S dx + dxi,
3
U (X) = I 1173dx+dxi3 M i, @ U,(X) = —7.6810°°x + dixi,
1526700
para x = 4 = u,@)=dxj, = dxj, =-3.07210™* +dxi, 4)
Funcion de desplazamientos y giros del flector:
flechas: v_(x)= j I M (X) dx + 0i,x + dyi, = V,(X) = 0i;X + dyi,

parax=4 = v3(4) =dyj, = dyj, = 46i, + dyi, )
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x M (X)

giros: V' ()= 0,00 = | dx +6i, = V5'(X) = 0y
parax =4 = vVo@)=0j, = 0j, = 0i, (6)

BARRA 5 (EAs= 4578000 KN, Els = 167762,7 KN m?, Ls = 5m)
Funcion de desplazamientos del axil: ug(x) = rkdx + dxig

U0 = [} T+ iy = ol S Ug(X)=-2.410°x + dxis
4578000
parax=> = usG)=dxj; = dxj, =-1.210% +dxi;  (7)

Funcién de desplazamientos y giros del flector:

flechas: v (x)= .[ .[ 5( )dx+e| X + dyig

Vg(X)= II 44—de+6)|x+dy| =4.37.107°x°® + 0izx + dyiy

parax=5 = v, (5)=dyj, = dyj; =5.46107° +50i + dyi; (8)

o <44 .
iros: vt (x)=0,(x) = J‘ (X)dx+e| Ve '(X)= j—xdx+9| =1.3110*x* + 0i,

parax=5 = 56)—®5 = ek=32&m4+m5 C))

BARRA 4 (EA4= 4578000 KN, Els = 167762,7 KN m2, L4 = 3m)
Funcién de desplazamientos del axil: u,(X) = J‘Xﬁdx +dxi

u,(x)= J. ~110 dx +dxi, _ _—Hox dxi, @ u,(x)=-2.410"°x + dxi,
4578000
parax=3 = u@=dq, =  dx,=-7.210" +dxi, (10)

Funcién de desplazamientos y giros del flector:
flechas: y (x)= j _[ (X) dx + 0i,x + dyi,

v, (X)= JZI de +0i,x + dyi, =6.55107"x* - 7.28107° x> + 0i,x + dyi,

El,
para x = 3 = v,(3)=dyj, = dyj, =3.9310° +36i, +dyi,  (11)

rros: ', (x):64(x):J‘OXM#(X)dx+6i4
4

?%@4Z§§§dx+g4:Lsuoﬁx—218104x2+m4

v, 0=
parax =3 = v,(3)=6j, = 0j, =1.97107° + i, (12)

BARRA 2 (EA2= 1129800 KN, El2 = 17556 KN mz2, L = 5m)

Funcién de desplazamientos del axil: u,(x)= J: N2—(X)dx +dxi,

x126.64 + 6X

X)= _
=] EA,

parax=>5 = u,(®)=dxj, = dxj, =6.27.10™" + dxi, (13)

dx +dxi, =1.1210*x + 2.65107°x* + dxi,
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Funcién de desplazamientos y giros del flector:

flechas: V,(X)= II 2(X)dx+6| X +dyi,

v,00=][ ZOXE%“de +0i,% +dyi, =1.8910 “x® ~1.8910 °x* + 0i,x + dyi,
2
parax=5 = v,(5)=dyj, =  dyj, =1.1867107 +50i, +dyi, (14)

ros: (x)=0,(x) = I (Ddx+a

20x 4x?

V,'(X) = j dx + 6i, = 5.6910*x* —7.5910°x° + i,

parax=>5 c> V', (5)= 6j, = 0j, = 4.74107 + i, (15)

4.5 Obtencién de los movimientos y de las funciones de
desplazamiento

En las ecuaciones numeradas de 1 a 15 sustituimos los movimientos en locales
por los correspondientes en globales y aplicamos las condiciones de
compatibilidad. El sistema de ecuaciones resultante tiene como incégnitas los 15
movimientos independientes de nudos y extremo de barra con desconexiones.
(1): dxj, =-1.57210"° + dxi, = dx.=-1.57210"° +dx, = dx. =-1.57210° m
(2): dyj, =3.161072 +66i, +dyi, = dy.=3.16102+60,+dy, = dy.=3.16102+66, (A)
(3): 6j,=1.05107% +6i, = 0'j,=1.05102 +0, (B)
(4): dxj, =-3.07210" +dxi;, = d'xj, =-3.07210"* +d'xi; = dx,=-3.07210" +dx.

=  dx,=-3.2310"m
(5): dyj, = 46i, +dyi, = dyj, =40, +dyi, = dy, =40, +dy, ©)
(6): 6]3 = ei3 = 9'j3 :9'i3 (D)
(7): dxj; =-1.210" +dxi;, =@ dy, =-1.210" +dy, @ dy, =-1.210"m
(8): dyj, =5.4610° +56i, +dyi, & —d'Xj; =5.4610° +50'i; —d'xi; & - dx, =5.46107 + 50, — dx,

= 0, = -1.03107° rad
(9): 6, =3.2810° +6i, = 6,=3.2810°+0, = 0, =2.2510" rad
(10): dxj, =-7.210° +dxi, Ddvyj, =-7.210° +dyi, = dy, =-7.210° +dy, = dy, =-1.9210* m
(11): dyj, =3.93107° +36i, + dyi, = —d'xj, =3.9310° +30i, + —d'xi,
—dx. =3.9310°% +30, +-dx, = dx.=-1.110°m
(12):0j, =1.9710° +6i, = 0, =1.9710°+0, = @], = 4.2210° rad
(13): dxj, =6.2710* + dxi, = 0.8dx, +0.6dy, =6.2710* +0.8dx. +0.6dy. = dy. =-1.58102 m
(14): dyj, =1.1867107 + 56i, + dyi, & —0.6 dx. +0.8dy, =1.1867102 +50'i, +-0.6 dx. +0.8 dy,.
= @i, =1.4410" rad

(15):6j, =4.7410° +6i, = '], =6.1810"° rad

Retomamos las ecuaciones A, B, C, D que habian quedado sin resolver
sustituyendo en ellas el valor de los movimientos obtenidos:
(A) dy. =3.1610°+60, = 0,=-7.910"°rad

(B) 0'j,=1.0510%+0, = @', =2.610"°rad
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(C) dy, =40'i, +dy. = @i, =3.9210" rad
(D) 0'j, = 0'i, = @], =3.9210"° rad

Funciones de desplazamiento
BARRA 1: u,(x)=-2.6210"°x
v,(x)=2.927.10"x® - 2.43910°x* - 7.910°x
V', (X)=8.7810"x* -9.75610°x* -7.910°
BARRA 2: U,(x)=1.1210"*x +2.6510°x* - 9.4910°
V,(X)=1.8910"*x* -1.8910°x* +1.4410°x -1.2610°*
V', (X)=5.6910"x* -7.5910°x> +1.4410°°
BARRA 3: Uy(X)=-7.6810°x -1.57210"°
v,(x)=3.9210"°x -1.58102
v,'(x)=3.9210"°
BARRA 4: u,(x)=-2.410"°x-1.210"
v,(x)=6.5510"*x? —7.2810°x® + 2.2510°x + 3.2310™*
V', (x)=1.3110"°x - 2.1810*x* + 2.2510°°
BARRA 5: Ug(X)=—2.410"°x
V(X)=4.3710"°x> -1.0310°x
Vs (X)=1.3110*x* -1.0310°°

4.6 Dibujo de la configuracion cinematica admisible

En la figura 3 se representa la configuracién cinematica admisible de la
estructura, a partir de los resultados obtenidos. La flecha relativa, f/L, debera
cumplir las limitaciones establecidas en el CTE.

Xmax

A 4

dyp

f= Vimax~ min(dyily dle) = Vimax~ dyll = Vimax 4

Figura 3. Configuracion cineméatica admisible
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5 Cierre

A lo largo de este tema has aprendido a resolver cinematicamente una estructura
a partir de las leyes de esfuerzos, obteniendo los movimientos de los nudos y las
funciones de desplazamiento y dibujando su deformada. Este esquema de calculo
es aplicable a cualquier estructura resuelta estaticamente independientemente
del nUmero de barras asi como de sus condiciones de vinculo y enlace.

Como ejercicio de aplicacién calcula los desplazamientos dxa, dxc de la
estructura de la figura 4. (Resultado: dxa =-3.832:10-3 m, dxc=4.564-10° m)

Datos: E: 210000 N/mmz2.
Barras1ly2: A=62.6 cm2| =11770 cm*
Barras3y4: A=91cm2 |=8090 cm*

kN/m
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3m

| — = |
Figura 4. Ejercicio propuesto
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