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1 Resumen de las ideas clave

El Método de Flexibiidades permite resolver estaticamente una estructura
hiperestatica. En este articulo docente explicaremos el procedimiento a seguir
mediante un ejemplo practico.

Introduccioén

Las estructuras de edificacion son habitualmente hiperestaticas y puede adoptarse
para ellas la hipotesis de comportamiento elastico y lineal. Para determinar el valor
de las reacciones en los apoyos y de los esfuerzos en los extremos de las barras, es
decir, para resolverlas estaticamente, debe utilizarse un método adecuado. Uno de
estos métodos es el Método de Flexibilidades.

El grado de hiperestaticidad de la estructura determinara el nimero de fuerzas
redundantes asi como la descomposicion de la estructura real hiperestatica
aplicando el principio de superposicion. La estructura hiperestatica se
descompondra en la suma de una estructura isostatica basica (obtenida a partir de
la original en la que se ha suprimido la o las fuerzas redundantes) cargada como la
anterior y tantos estados unidad de carga multiplicados por la redundante
asociada como sea el grado de hiperestaticidad.

Para devolver las condiciones cinematicas a la estructura original se plantean
condiciones de compatibilidad en cada uno de los puntos de aplicacion de las
fuerzas redundantes y en su direccion. Las incognitas del sistema de ecuaciones de
compatibilidad son las fuerzas redundantes (incégnitas estaticas principales). A
partir de ellas se obtiene, directamente por equilibrio o bien mediante el principio
de superposicion, el resto de incognitas estaticas, quedando resuelta la estructura.

3 Objetivos

Con la lectura de este documento, seras capaz de:

- Descomponer adecuadamente la estructura hiperestatica aplicando el
principio de superposicion, una vez seleccionadas las fuerzas redundantes.

e Plantear las ecuaciones de compatibilidad

e Obtener el valor de los movimientos de la estructura isostatica basica y de los
estados unidad.

» Obtener el valor de las fuerzas redundantes y resolver estaticamente, a partir
de ellas, la estructura completa.

4 Resolucion de estructuras con el Método de

Flexibilidades

4.1 Datosy esquema del proceso de calculo

La estructura de la figura 1, con comportamiento elastico y lineal, esta formada
por una viga (barra 1) y un soporte (barra 2). Los apoyos de la estructura son un



empotramiento (nudo A) y una articulacion fija (nudo B). La estructura es
hiperestatica y se considera despreciable la energia de deformaciéon por

cortante.
Datos de las barras: barras 1: IPE 200: A =28.5cm? | =1948 cm#4
barra 2: HEB 120: A =34.0cm? | =864 cm*
E = 210000 N/mm?
4 kKN/m
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Figural. Esquema de la estructura

El proceso de calculo que seguiremos es el siguiente:

e Obtencién del grado de indeterminacidon estatica y seleccion de la(s)
redundante(s).

e Descomposicion de la estructura hiperestatica aplicando el principio de
superposicion

e Equilibrio en la estructura isostatica basica, obteniendo reacciones y leyes de
esfuerzos.

¢ Equilibrio en los estados unidad, obteniendo reacciones y leyes de esfuerzos.

e Planteamiento de las ecuaciones de compatibiidad en los puntos de la
estructura hiperestatica correspondientes a las redundantes seleccionadas.

e Obtencién de los movimientos de la estructura isostatica basica
e Obtencién de los movimientos de cada estado unidad
e Obtencioén de las fuerzas redundantes

e Determinacion estatica de la estructura.

4.2 Obtencion del grado de indeterminacion estatica y
seleccion de redundante(s)

El grado de indeterminacién estatica de esta estructura puede deducirse muy
facimente a partir del niumero de reacciones externas y del nidmero de
ecuaciones de equilibrio global de la estructura, por ser una estructura abierta
con un nudo libre rigido.
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La estructura propuesta es, por tanto, hiperestatica de grado 2, es decir, hay dos
fuerzas redundantes.

Las fuerzas redundantes son fuerzas incégnitas externas o0 internas,
independientes entre si. En este caso concreto se elige como fuerzas
redundantes las reacciones en el apoyo B, Rxs y Rys.

4.3 Descomposicion de la estructura hiperestatica

La estructura hiperestatica (aplicando el principio de superposicion) se
descompone en (figura 2):

a) una estructura isostatica llamada estructura isostatica basica obtenida a partir
de la hiperestatica eliminando las redundantes seleccionadas y cargada con la
misma carga que ésta.

b) Un estado de carga unidad por cada una de las redundantes, es decir, en
este caso particular, dos estados de carga unidad (multiplicados, cada uno de
ellos, por su redundante asociada).

Estos estados seran isostaticos (los mismos que la estructura isostatica basica) y
estardn cargados con una uUnica carga unidad en el punto de aplicacion y
direccion de la redundante correspondiente.
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Figura 2. Descomposicién segun el Método de Flexibilidades

4.4 Equilibrio en la estructura isostatica basica

Se plantea el equilibrio en la estructura isostatica (equilibrio externo y equilibrio
interno), determinando las reacciones, los esfuerzos de extremo de barra y las
leyes de esfuerzos, necesarias para el calculo posterior de los movimientos (A°)
que intervienen en las ecuaciones de compatibilidad (figura 3).
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Figura 3. Esquema del equilibrio y leyes en la estructura isostatica basica

Leyes de esfuerzos (solo axiles y flectores)

Barra 1 Barra 2
Ni°= 0 N0 =-20
M10(x) = - 50 + 20 x - 2 X2 M20(x) = -53 + x

4.4 Equilibrio en los estados unidad

Se plantea el equilibrio en cada estado unidad (equilibrio externo y equilibrio
interno), determinando las reacciones, los esfuerzos de extremo de barra y las
leyes de esfuerzos, necesarias para el calculo posterior de los movimientos (ci,
influjos de flexibilidad) que intervienen en las ecuaciones de compatibilidad.

ESTADO UNIDAD 1 (figura 4)

2F=0 rxc® +1=0 = rxc@® = -1 kN 4)
2 F=0 ryc® =0 = ryc® =0 kN (5)
2Mc=0 Mc®=1.3=3 = rMc® =3 kNm (6)

Leyes de esfuerzos (sélo axiles y flectores)

Barra 1 Barra 2
n® =1 naM =0
mi®M(x) =0 mxM(x) =x-3
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Figura 4. Esquema del equilibrio y leyes en el estado unidad 1

ESTADO UNIDAD 2 (figura 5)

>Fx=0 rxc@ =0 = rxc® =0 kN @
YFy=0 ryc®@+1=0 = ryc® = -1 kN (8)
>Mc=0 Mc®+1-5=0 = rMc® = -5 kNm 9)

Leyes de esfuerzos (solo axiles y flectores)

Barra 1 Barra 2
ni® =0 n2 =1
mi@(x) =5 - x m2@(x) =5
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Figura 5. Esquema del equilibrio y leyes en el estado unidad 2

4.5 Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad
El nimero de ecuaciones coincidira con el nimero de redundantes
dxs = dxg® + C11 Rxe + C21 Rys (20)

dys = dys® + C21 Rxs + C22 Rys (11)

cecerocccccccccccsccccsccccns
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4.6 Obtencion de los movimientos de la estructura
isostatica basica

Teniendo claro el procedimiento para obtener movimientos en una estructura
isostatica con el Principio de las Fuerzas Virtuales (Teorema de la Caga Unidad)
podemos ahora calcular los movimientos de la estructura isostatica basica en los
puntos de aplicacion y direccion de las redundantes (A%. Para ello planteamos
un estado virtual con una fuerza unidad en la direccién y punto de aplicacion
de cada movimiento que queremos calcular. Estos estados virtuales unidad
coinciden con los estados reales de la descomposicién anterior, por tanto, ya los
tenemos resueltos estaticamente.

La fuerza virtual unidad genera un trabajo virtual complementario de las fuerzas
exteriores (8W*) que se equilibra con la energia de deformacion virtual
complementaria (8U*), permitiendo la obtencién del movimiento.

MOVIMIENTO dxg?

Estructura real: estructura isostatica basica.

Leyes: Ni°= 0 M19(x) =-50 + 20 x - 2 x2
N20 = - 20 M20(x) = -53 + x
Estado virtual: coincide con el estado unidad 1
Leyes: S8Ni® =1 3SM1M(x) =0
SN2 =0 SM2M(x) =x-3
Ec Balance: SW*=5U* dxg° = f:%dx N dxe°=0.1289 m

MOVIMIENTO dys?

Estructura real: estructura isostatica basica.

Leyes: Ni°= 0 M19(x) =-50 + 20 x - 2 x2
N20 =-20 M20(x) = -53 + x
Estado virtual: coincide con el estado unidad 2
Leyes: SNi@ =0 dM1@(x) =5 - x
ON2@ =1 3M2@(x) =5

Ec Balance: W*=5U*

5 (=50+20x—2x2)(5-x)
dYBO = fo ( )

dx + 223

f35 (-53+x)5
4090.8 714000 0

1814.4

dx = dys®=-0.5022 m

4.7 Obtencion de los movimientos de cada estado unidad

Obtenemos los movimientos de cada estado unidad en los puntos de aplicacion
y direccion de las redundantes (cj, influjos de flexibilidad) con el Principio de las
Fuerzas Virtuales (Teorema de la Caga Unidad). El procedimiento es el mismo
sOlo que en este caso tanto el estado real como el virtual son estados unidad.

MOVIMIENTOS DEL ESTADO 1

Movimiento ci1

Estructura real: estructura del estado unidad 1.
Leyes: nm®=1mi®Xx)=0 N2 = 0mz2M(x) =x -3
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Estado virtual: coincide con el estado unidad 1
Leyes: SNi®W =1 SM1M(x) =0 SN2 =0 SM2D(x) =x -3

Ec Balance: §W*=3U*

115 f3(x—3)(x—3) dx
" 598500 @ Y0 18144

=  €11=4.9687:10° m

C11

Movimiento ci2

Estructura real: estructura del estado unidad 1.
Leyes: ni®=1mi®Xx)=0 N2 = 0m2@(x) = x - 3

Estado virtual: coincide con el estado unidad 2
Leyes: 8Ni1@ =0 dM1@(x) =5 - x SN2@ =1 dM2@)(x) =5

Ec Balance: §W*=3U*

cpp = [PED 4k ©  €1,=-1.2401-102 m

0 1814.4

MOVIMIENTOS DEL ESTADO 2

Movimiento c21

Estructura real: estructura del estado unidad 2.

Leyes: ni® =0mi®@(x) =5 - x N2@ = 1mx@(x) =5
Estado virtual: coincide con el estado unidad 1
Leyes: S8Ni®W =1 3SM1M(x) =0 SN2 =0 SM2M(x) =x -3
Ec Balance: §W*=3U*
C21 = f03 _(158)(1;? dx = cq = C21=C12=-1.2401-102 m

Movimiento c22

Estructura real: estructura del estado unidad 2.

Leyes: ni1® =0mi®@(x) =5 - x N2@ = 1mx@(x) =5
Estado virtual: coincide con el estado unidad 2
Leyes: 8Ni@=0 dM1@(x) =5 - x SN2@ =1 SM2@(x) =5
Ec Balance: sW*=3U*
2 = 3 om0 ¥+ Trioes * o1sa S Cz=5.1525-107m

4.8 Obtencion de las fuerzas redundantes

Las fuerzas redundantes se calculan a partr de las ecuaciones de
compatibilidad (apartado 4.5), una vez sustituidos el valor de los movimientos
calculados en los dos apartados anteriores.

(10): dxs = dxg® + c11 Rxs + C21 Rys
(11): dys = dys® + C21 Rxs + C22 Rys

(10): 0 = 0.1289 + 4.9687-103 Rxs - 1.2401-102 Rys

(11): 0 =-0.5022 - 1.2401-102Rxs + 5.1525:102Rys | Rxs =-4.07 KN Rys =+ 8.77 kN
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4.9 Determinacion estatica de la estructura

Una vez calculadas las fuerzas redundantes, las reacciones, esfuerzos de extremo
de barra y leyes de esfuerzos se determinaran mediante el principio de
superposicion.

Rxc= RXc? + rIxC®-Rxg + Xxc@-Rys = (-1) + (-1) - (-4.07) + 0 - 8.77
Rxc= 3.07 kN
Ryc= 11.23 kN
RMc= -3.06 kKNm

Leyes de esfuerzos:

Barra 1: Ni = -4.07 Vi(x) = 11.23 - 4 x Mi(x) = - 6.15 + 11.23 x - 2 X2
Barra 2: Nz =-11.23 V2 =-3.07 Ma(x) = 3.06 - 3.07 x

En la figura 6 se representa el equilibrio completo de la estructura hiperestatica,
asi como los diagramas de esfuerzos de ambas barras.

HRNVAT W W W e Jor

1 —p o —>q B
3.07 C 4.07 L,'Tll.ZS 1 8.77 T 407%—
6.15 Tll.23 6.15 ’ T 4.07
11.23& 8.77
6.15 3.07
2
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L5
1123 )
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Figura 6. Equilibrio final de la estructura hiperestatica
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Cierre

Alo largo de este tema hemos resuelto estaticamente una estructura hiperestatica
de grado 2 mediante el Método de Flexibilidades, seleccionando como
redundantes las reacciones en el apoyo B.

Como ejercicio de aplicacidon puedes resolver la misma estructura pero tomando
como redundantes:

a) El momento interno en el extremo j de la barra 2 y la reaccién horizontal en C
(Mj2=-Mi1 Y Rxc).

b) El momento interno en el extremo j de la barra 2 y la reaccién momento en C
(Mj2=-Mi1 y RMc).

(Resultado: El equilibrio final de la estructura debe coincidir exactamente con los
resultados del problema. En ambos casos al haber seleccionado una redundante
interna, en el estado unidad correspondiente deberan plantearse dos momentos
internos unidad de sentido contrario, uno en el extremo j de la barra 2 y otro en el
extremo i de la barra 1.

El valor de las redundantes sera: a) Mj2=-6.15 KNm y Rxc=-3.07 kN, b) Mj2=-6.15 kNm
y RMc=-3.06 kNm)
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