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1 Resumen de las ideas clave

En este trabajo se estudian, a partir de la teoria de las ecuaciones diferenciales
ordinarias (e.d.o.’s) de tipo lineal, diferentes versiones de un modelo sobre la
interaccion de la inflacidon y el desempleo, que en la literatura especializada se
conoce como el modelo de Phillips-Friedman. El estudio incluye la obtencion de la
frayectoria temporal de las magnitudes macroecondmicas involucradas
(desempleo, inflacion e inflaciéon esperadal), asi como su comportamiento a largo
plazo. A partir del estudio matemdtico se obtiene la existencia de un paro
estructural incluso en el caso en que la inflacidon sea nula, lo cual permite explicar
situaciones que se presentan de forma endémica con frecuencia en las
economias reales.

2 Infroduccion

La concepcidén neocldsica de la macroeconomia sostiene que se pueden
mantener cifras bajas del desempleo con tasas altas de inflacion. Este principio se
establece a través de la denominada ‘“curva de Phillips”. En este trabajo
analizaremos la formulacion matemdtica del modelo macroecondmico de Phillips-
Friedman y entenderemos, gracias a las ecuaciones diferenciales ordinarias,
algunas de las principales consecuencias de este principio macroecondmico.

La presentaciéon de este trabajo discurre de la siguiente forma: En primer lugar se
presentard el modelo original de Phillips donde Unicamente se consideran como
variables la inflacién y el desempleo; en un segundo paso se infroducird la
aportacion de Friedman que afade una tercera variable, la inflacidn esperada,
guedando establecido el modelo de Phillips-Friedman. En términos matemdticos,
el modelo se formulard en via una e.d.o. lineal de segundo orden a coeficientes
constantes para la inflacidén esperada que se establece mediante la manipulacién
algebraica de las tres relaciones que involucran la inflacién y el desempleo
(inicialmente consideradas en el modelo original de Phillips) y las expectativas de
la inflacion (aportada por el modelo de Friedman). Establecido el modelo
matemdtico se obtendrd su solucidn y se redlizard una discusidn del
comportamiento a largo de la misma. Finalmente se analizardn dos versiones
simplificadas del modelo de Phillips-Friedman que aparecen en la literatura
econdmica y se subrayardn las diferencias en términos econdmicos que dichos
modelos tienen respecto del modelo de Phillips-Friedman.

3 Objetivos

Los principales objetivos docentes de este articulo son que el alumno sea capaz
de:

= Desarrollar, mediante las e.d.o.’s de tipo lineal, la modelizacién dindmica
de magnitudes de interés macroecondémico como la inflacién y el
desempleo, a través del modelo de Phillips-Friedman, asi como algunas de
sus variaciones.

= Analizar el comportamiento a largo plazo o asintdtico de la solucion del
modelo de Phillips-Friedman.
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4 Planteamiento del modelo de Phillips-Friedman

El modelo de interaccion entre la inflacién y el desempleo debido a A.W. Phillips y
a M. Friedman se formula a partir de las relaciones especificadas en la Ec.1

(1) pt) = a-T-pUt)+hr(t), O<h=l1,
2) #'@) = j(p(t)-7(t)), 0<j=1,
(3) U'(t) = -k(m-p(t)), k>0.

Ecuacidén 1. Formulacion del modelo de Phillips-Friedman.

Vamos a ir explicando, ecuacidén por ecuacién, la motivacidn econdmica que hay
detrds de la formulacién del modelo. Para ello en primer lugar, introduciremos las
variables enddgenas del modelo, es decir, las variables que se desean determinar
al resolverlo:
* p(t) denotfa la tasa de inflacidon (o de crecimiento de precios) en el
instante t. Por tanto, si P(t) denota el precio en el instante t, se tiene que

pt)=P'(t)/P(t).
* x(t) denotala tasa de inflacion esperada en el instante ¢.

* U(t) denotalatasa de desempleo en el instante t.

Para motivar la formulacién del modelo expuesto en la Ec.1, conviene sehalar que
inicialmente éste surgi® como una mejora de un modelo mds bdsico, llamado
modelo de Phillips. Inicialmente A.W. Phillips traté de explicar la interaccion de la
tasa del salario monetario w=w/(t), definida como la ratio w(t)=W'(t)/W(t).

siendo W =W(t) el salario monetario en el instante t, y la tasa del desempleo
U=U(t). La relacién entre las variables dindmicas, es decir, dependientes del
tiempo t, debe ser de la forma w=f(U), siendo f una funcion decreciente de su
argumento, esto es, una funcidn cuya derivada sea negativa: f'(U)<0, ya que,

empiricamente se constata que a medida que aumenta el desempleo, los salarios
bajan. El ejemplo mds sencillo de una tal funcion f es una funcién lineal,
f()=a-pU, a,f>0, la cual estd considerada como parte del término derecho

de la relacion (1) del modelo dado en la Ec.1. La relacién entre w y U estd
explicitada en la Ec.2.

w(t)=a-pU(t).

Ecuacidn 2. Relacidén entre la tasa de crecimiento de los salarios monetarios y el desempleo
en el modelo original de Phillips.

Por ofra parte, la tasa de inflacidon p(t) puede verse compensada por la

productividad del frabajo, que denotaremos por T, por lo que puede considerarse
la siguiente relacion: p(t)=w(t)-T . Teniendo en cuenta la relacion dada en la

Ec.2, se obtiene la relacion entre la inflacion y el desempleo dada en la Ec.3.
p(&)=a-T-pU(L).
Ecuacidn 3. Relacién entre la inflacion y el desempleo en el modelo original de Phillips.

Por otra parte, la contribucién de M. Friedman al modelo original de Phillips fue
infroducir la tasa esperada de inflacion segin la modificacién de la Ec.3 dada en
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la Ec.4. En esta nueva relacién se asume que a la tasa de inflacidén se anade una
proporcién (por eso se supone 0<h<1) de las expectativas que sobre la inflacion
esperada x(t) tienen los frabajadores. La consideracion de este téermino en el

modelo se basa en que si una fendencia inflacionista fiene lugar durante un
periodo temporal dilatado, los trabajadores tienden a asumir ciertas expectativas
sobre la inflacion que se verdn incorporadas en las demandas salariales de los
convenios colectivos.

p)=a-T-pU(t)+hx(t), O<h<l.

Ecuacién 4. Modificacién de Friedman para la relacién entre la tasa de inflacion y el
desempleo, infroduciendo la inflaciéon esperada.
La explicacion de la segunda ecuacion, x'(t) = j(p(t)-m(t)). del modelo dado en

la Ec.1 es mds sencilla. Simplemente indica que la variacién instantédnea de la
inflacién esperada en cada instante t, dada por el término xz'(t), es una

proporcién j>0 de la discrepancia que hay entre el valor de la inflacién real,
p(t). y la esperada, x(t). en dicho instante temporal t. De este modo, si la

inflacién estd por encima (debajo) de la esperada, entonces la inflacién esperada
tenderd a crecer (decrecer). Para entender esta interpretacion, recuérdese que si
la derivada de una funcion es positiva (negativa), la funcidén es creciente
(decreciente). La relacion (2) de la Ec1. Se denomina “expectativas adaptativas”
porque relaciona la variacion x'(t) de la inflacion esperada z(t) respecto de la

inflacion real p(t).

La explicacion de la tercera ecuacion, U'(t)=-k(m- p(t)). del modelo dado en la
Ec.1 es similar a la segunda ecuacion. En dicha ecuaciéon, m(t) estd definida por
m(t)=M'(t)/M(t). donde M(t) es el nivel de dinero nominal en el instante ¢, y
por tanto m(t) representa su tasa de variacion. En el modelo dicha fasa se
considera constante, por ello se utiliza la notacion m en lugar de m(t). Por tanto,
la tercera ecuacion del modelo nos indica que un nivel de inflacién  p(t) superior
(inferior) a la tasa del dinero nominal, m, implica que U'(t)>0 (U'(t)<0), es decir,
un crecimiento (decrecimiento) del desempleo.

Modelo Phillips-Friedman: Determinaciéon de la
inflaciéon esperada y estudio de su comportamiento
asintético

El modelo de Phillips-Friedman se ha establecido en términos de las relaciones (1)-
(3) de la Ec.1. Una vez que el modelo ha sido interpretado econdmicamente,
pasaremos a resolverlo, es decir, a calcular las funciones incégnita z(t), p(t) vy

U(t). Obsérvese que si determinamos x(t), enfonces de la expresion (2) de la
Ec.1, podremos facilmente obtener p(t). ya que, despejando p(t)=x'(t)/j+x(t)
y. conocidas p(t) vy =xa(t), de la (1) de la Ec.l se obtiene
Ut)=(a-T+hr(t)-p(t)/ B . Por lo tanto bastard determinar z(t) para tener el

modelo completamente resuelto Para ello, a partir de las tres relaciones dadas en
la Ec.l, vamos a fransformarlas mediante sustituciones algebraicas vy
diferenciaciones apropiadas en una e.d.o. lineal de segundo orden completa a
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coeficientes constantes que resolveremos posteriormente. En primer lugar
sustituimos la expresion (1) enla (2) de la Ec.1, y esto se detalla en la Ec.5.
M
7' (€)= J(p(O)=7(6)) = J{(@=T = U©)+ ha()) - (D)} = jeu= T = JBU(O) + jCh=Da(E).

Ecuacidén 5. Paso 1 en la transformacién del modelo de Phillips-Friedman en una e.d.o. lineal
de segundo orden completa a coeficientes constantes.

En segundo lugar, derivamos la expresién obtenida en la Ec.5 respecto de ¢t. El
desarrollo de este cdlculo y su simplificacion se detalla en la Ec.6. Obsérvese que se
utiliza la siguiente relacion, p(t)=x'(t)/j+x(t). obtenida al despejar la inflacién

de la expresion (2) de la Ec.1.
7a"(t) = -jpu(t)+j(h-1)x'(t)
= —jB{-k(m-p(e)}+jh-D)'(t)
= JBkm-jpkp(t)+j(h-1)7'(t)

- fﬁkm—fﬂk{ln’(t)m(t)}ﬂ(h—1)n'(t>
]

{-Bk+j(h-1}x'(6)- jBka(t)+ jpkm.
Ecuacidn 6. Paso 2 en la transformacién del modelo de Phillips-Friedman en una e.d.o. lineal
de segundo orden completa a coeficientes constantes.
Si organizamos la expresion obtenida en la Ec.é llegamos a la e.d.o. de segundo
orden completa a coeficientes constantes que aparece en la Ec.7.
" () +{Bk+j(1-h)}x' () + jBka(t)= jpkm.

Ecuacion 7. Modelo de Phillips-Friedman via una e.d.o. lineal de segundo orden completa a
coeficientes constantes.

Atendiendo a la teoria de resolucién de las e.d.o.’s lineales de segundo orden a
coeficientes constantes intfroducida en [2], sabemos que la expresidn de la solucién

m(t) dependerd de silas raices r, y r, de la ecuacion caracteristica asociada a la

e.d.o. homogénea son reales y distintas, reales e iguales o complejas. Las

expresiones de las raices se detallan en la Ec.8.
2
-a +4/(a)" -4a,

I‘1 )
r2+{/3’k+j(1—h)}r+j/3k=0:> 2
——

— = ~a, - \(a,)* -4a,

4 r.
2
2

Ecuacidn 8. Raices de la ecuacidn caracteristica asociada a la e.d.o. del modelo de Phillips-
Friedman.

La expresion de z(t) tendrd alguna de las formas mostradas en las Ec.9. Esta
solucién se ha obtenido como la suma de la solucién general de la e.d.o.
homogénea (la cual depende de dos constantes libres K vy Kz) y una solucidn

particular de la e.d.o. completa, en este caso dada por m. Las constantes libres
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K, y K, se calculan a partir de dos condiciones iniciales de la forma #(0)=m, vy
7'(0)=m, que especifican el valor actual de la inflacion esperada y su crecimiento

instantdneo en el momento actual, respectivamente.

Ke" +Ke* +m si r=r,€IR,
a
a(t)= Kle”+K2te”+m si r1=r2=r=—?1EIR,
e“ (K cos(Bt)+K sin(Bt)|+m si r=a+ip,r,=a-iBEC,
( 1 2 ) 1 2 5 ,432—(31)2
e

Ecuacion 9. Expresidn de la solucion general de la e.d.o. completa del modelo de Phillips-
Friedman.

Un aspecto que tiene gran importancia en el andlisis dindmico de modelos
econdmicos es el estudio de su comportamiento a largo plazo, también
denominado comportamiento asintético y, mds particularmente, dilucidar bajo
qgué condiciones el modelo es asintéticamente estable. Para ello obsérvese que
independientemente del cardcter real o complejo de las raices de la ecuacién
caracteristica asociada a la e.d.o. homogénea, se cumple que dichas raices son
siempre negativas (en el caso de ser las raices reales) o tienen parte real negativa
(en el caso de ser las raices complejas). Esto puede verse en la Ec.10. Por lo tanto,
atendiendo a la expresion que tiene la solucidén (véase la Ec.?9), a largo plazo la
inflacién esperada tenderd hacia el valor m de forma incondicional, es decir,

t—>+%0

a(t) - 7=m (véase Ec.11).

Raices reales y distintas:

a,>0
a,= jBk>0=>(a,)'~4a,<(a ) = (2 ) ~4a, <\(a)} = a, =

-a +./(a ) -4a
—a +(a ) -4a,<0 = rl=#<0,

2
=
—a —./(a ) -4a
-a -y/(a)’ -4a,<0 = rz=%<0.
L

>0 >0

Raices reales e iguales: Raices complejas

r=a+if, r,=a-ipeEC

a,>0

a1=/3k+j(1—h)>0=>r1=r2=_731<0
Re(r1)=Re(r2)=a=—% <0

Ecuacion 10. Estudio del signo de las raices de la ecuacion caracteristica asociada a la
e.d.o. homogénea del modelo de Phillips-Friedman.
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~ . . t . ot
r,=r,€IR : a=limz(t)=K, lime" +K, lime* +m=m,
t—00 t— t—o0
=0,ya que, <0 =0,ya que, r2<0
r,=r,€IR : a=limz(t)=K, lime" +K, limte" +m=m,
t—0 t—0 t—0
=0,ya que, r<0 =0,ya que, r<0
oA o i aat et _
r,r,€C : ”—ltl_rﬂ”(t)—l{lltl_{{}e cos(/g’t)+K21[1_r)Be sin(ft)+m=m.
=0,ya que, a<0 =0,ya que, a<0

Ecuacién 11. Comportamiento a largo plazo de la solucién general del modelo de Phillips-
Friedman.

En la Ec.11 los valores de los limites involucrados en los casos en que las raices son
reales e iguales, o complejas, se deducen aplicando la regla de L'Hopital y el
llamado criterio del sandwich, respectivamente, tal y como se detalla en la Ec.12.

r<0 L'Hopital
. . . t o . 1 1. .
limte™ = {wx0}=llm ={—} = lim =-"lime" =0,
=2 _ra rt r =

t—>00 t—>o0 e*” 0
a<0
0= ‘lime‘“ cos(/g’t)‘ <lime* = 0= lime® cos(Bt)=0,
t— t— t—
a<0

0= ‘lime‘” sin(/a’t)‘ <lime* = 0= lime* sin(Bt)=0.
t—0 t—0 t—o0

Ecuacidén 12. Algunos limites que aparecen en el estudio del comportamiento a largo plazo
de la solucién general del modelo de Phillips-Friedman.

Una consecuencia importante que se infiere del comportamiento a largo plazo es
la relacion entre el valor de equilibrio del desempleo, que denotaremos por

t—+0 t—+

U(t) - U, y el correspondiente valor de la inflacién a largo plazo, p(t) — p. Esta

relacién se especifica en la Ec.13. Para su deduccidén obsérvese que primero se
toman limites en la expresion (2) de la Ec.l. y posteriormente se sustituye el
resulfado obtenido en la expresidén que resulta de tomar limites en la expresiéon (1)
de la Ec.1. El resulfado nos indica la existencia en el largo plazo de un paro o
desempleo crénico de tamafno U =(a-T)/p en el caso de inflacion nula: p=m=0y

una relacién opuesta entre la inflacion y el desempleo: U =(a-T-(1-h)m)/B. en €l
largo plazo.
@) j>0
lim:r’(t)=(1im Jr(t))’=(m)'=0=0= limz'(t)=j| lim p(t)-lim x(t) =j(13—m)2[9= lim p(t)=m.
t—=+ t—>+0 t—+0 =+ y t—=+o0 t—>+0
p =m

a-T-(1-hym™ ~ a-T

(1)=m=lim p(t)=a-T-B limU(t)+hlimz(t)=a-T-pU+hm=>U = S0=""C
t—+0 t~>+ocA t—>+0 ﬁ ﬂ

=U =m

Ecuacidén 13. Algunos limites que aparecen en el estudio del comportamiento a largo plazo
de la solucién general del modelo de Phillips-Friedman.

6 Algunas variantes del modelo

El modelo de Phillips-Friedman ha sido simplificado por algunos autores asumiendo
diferentes hipdtesis. En este apartado analizaremos dos casos:
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* Caso 1: El desempleo es una constante dada exdgenamente: U(t)=U .

* Caso 2: La inflacion esperada coincide con la inflacién: p(t)=x(t). Esta

relacién también se denomina “prevision perfecta” y sustituye a la
denominada “expectativas adaptativas”.

Caso 1: En el primer caso, el modelo se formula eliminando la expresion (3) de la
Ec.1vy, por tanto el modelo se reduce al dado en la Ec.14.

1" p@) a-T-pU+hx(t), O<h=<1,
) 7' J(p(t)-n (1)), 0<j=1

Ecuacidn 14. Caso 1: Modificacién del modelo de Phillips-Friedman asumiendo que el
desempleo estd dado exdgenamente.

Para resolver este modelo primero se transforma mediante manipulaciones
algebraicas en una e.d.o. lineal completa de primer orden a coeficientes
constantes tal y como se muestra en la Ec.15.

2)

o
7'(t) = j(p(t)-7(t)),
Jr'(t)=j{a—T—/3U+hﬂ(t)—ﬂ(t)},
')+ j1-h)x(t)=jla-T-pU).

Ecuacién 15. Caso 1: Formulacién de la modificacion del modelo de Phillips-Friedman
mediante una e.d.o. lineal de primer orden completa a coeficientes constantes.

La solucion de dicha e.d.o. estd dada en la Ec.16, y para ello se han utilizado las
técnicas expuestas en la referencia [3] (concretamente la Ec.15 de dicha
referencia). Una vez calculada la inflacion esperada sz(t), el cdiculo de la ofra

funcion incognita, p(t). se deduce inmediatamente sin mdas que sustituir a(t) en

la expresion (1)’ de la Ec.14. Observamos en la Ec.16 que la solucidn es
incondicionalmente estable, ya que, tanto z(t) como p(t) se aproximan al valor

fijio (a-T-pU)/(1-h), cuando t—+, con independencia de los valores de |os

pardmetros. Este valor asintdtico desempena el valor andlogo al que tiene m en
el modelo completo dado en la Ec.1. Sin embargo, una diferencia importante
entre ambos modelos es que en esta simplificacién del mismo se observa que el
comportamiento de la solucién a lo largo del tiempo no sufre nunca oscilaciones
periddicas, mientras que en el modelo completo de Phillips-Friedman esto si podia
suceder cuando las raices de la ecuacién caracteristica son complejas al
aparecer entonces la funciones trigonométricas seno y coseno en la expresion de
la solucion de x(t).

,,(1,,,)[+a—T—ﬁUt:°°a—T—ﬁU
1-h 1-h

PE) 2 =T — U+ h(t) = ~T— U + b| ke 4 =T =BU | Kh(-h)e” ™ +a-T-pU T a-T-pU
1-h 1-h 1-h

n(t)=Ke , K constante libre,

Ecuacidén 16. Cdlculo de la inflacién esperada y su comportamiento asintético en el Caso 1.

Caso 2: Ofra version simplificada del modelo de Phillips-Friedman consiste en
sustituir la expresion (2) de la Ec.1 por la condicion p(t)=x(t). lo que significa que
x'(t)=0, es decir, las expectativas de la inflacidon son constantes porque se ha
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alcanzado el nivel deseado (“prevision perfecta”). En este caso, el modelo dado
enla Ec.1 sereduce al dado en la Ec.17.

" p®)
3 Uwm

Ecuacidén 17. Caso 2: Modificaciéon del modelo de Phillips-Friedman asumiendo que la
“prevision de la inflacién es perfecta”.

a-T-pU(t)+hp(t), O<h=<1,
-k(m-p(t)), k>0.

Este nuevo modelo se resuelve planteando, mediante sustituciones algebraicas,
una e.d.o. lineal de primer orden completa a coeficientes constantes para U(t),

aungue fambién puede plantearse para p(t) . Los detalles se muestran en la Ec.18.

v ey @=T=BU®)
("= p(r)= =22,

02 k{mpt0) -t m- O

]

1-h

kp a-T
U't)+———U(t)=-km+k ,
®) h ®) 5

, kp _k(a-T-m+mh)
U(t)+1_hU(t)— h .

Ecuacidén 18. Caso 2: Formulacién de la modificacion del modelo de Phillips-Friedman
mediante una e.d.o. lineal de primer orden completa a coeficientes constantes.

Procediendo como en el Caso 1 anterior, la solucién de este nuevo modelo se
resuelve del mismo modo. La solucién y su comportamiento a largo plazo estdn
especificadas en la Ec.19. Observamos que la solucidén es incondicionalmente
estable.

By q-T-m+mh™ a-T-m+mh
U(t)=Ke " + — , K constante libre.

B B

Ecuacioén 19. Cdlculo del desempleo y su comportamiento asintético en el Caso 2.

De nuevo observamos que la solucién de esta simplificaciéon del modelo no
describe la evolucién temporal del desempleo mediante oscilaciones a diferencia
de lo que sucede en el modelo completo de Phillips-Friedman. Finalmente, cabe
sefalar que a partir de la expresion de U(t) dada en la Ec.19, la solucion de la

inflacion p(t) se obtiene de la expresion (1)'" de la Ec.17 (véase Ec.20).

kB

a—T—ﬁ{KﬁLy+a_T]?+”m}t a—T—ﬁ{a_T_m+nm
- ;

1-h 1-h 1-h

Ecuacidén 20. Cdlculo de la inflacion y su comportamiento asintético en el Caso 2.

=11

Esta segunda versidén simplificada del modelo nos dice que a largo plazo la
inflacién y el desempleo tenderdn a los mismos valores que en el modelo
extendido de Phillips-Friedman.
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7 Cierre

En este trabajo se estudiado, desde una perspectiva matemdtica basada en las
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de primer y segundo orden a
coeficientes constantes, un modelo macroeconémico sobre la inflacién y el
desempleo conocido en la literatura especializada como el modelo de Phillips-
Friedman. Md&s alld del modelo particular analizado, el trabajo pretende ilustrar la
potencia de los métodos matemdticos para modelizar problemas de interés
econdmicos, permitiendo con ello alcanzar resultados econdmicos cuantitativos vy
cudlitativos que dificiimente serian posible desde otras perspectivas no
cuantitativas.
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