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Introduccion

Un frame en un espacio de Hilbert permite representar todo elemento del espacio
como combinacién lineal (infinita) de los elementos del frame. La principal diferencia
respecto de las bases es que los elementos del frame no tienen porque ser linealmente
independientes, y la representacion de un elemento en términos del frame no tiene
por qué ser unica. En general, si {e;} es un frame en H, habra varias maneras de
representar un elemento f € H como

f= Z CrCk-

De un frame que no es una base, es decir, sus elementos no son linealmente inde-
pendientes, se dice que es redundante. La redundancia es muy importante en las
aplicaciones.

Por ejemplo, imaginemos que se quiere transmitir una senal, es decir, una cierta
funcion f. Si el transmisor y el receptor se ponen de acuerdo en cuanto a la utili-
zacién de un determinado frame, entonces el transmisor solo necesita transmitir los
coeficientes {c}, a partir de los cuales el receptor podra reconstruir la sefial. Hasta
aqui, parece que no hay ninguna ventaja en usar sistemas redundantes, respecto a
usar bases. El problema surge del hecho de que no vivimos en un mundo ideal y el
receptor no captard los coeficientes {cx} con exactitud, sino que recibird una senal
ruidosa {c; + &k}, esto es, una perturbacién de los coeficientes correctos del frame.
Basandose en los datos que recibe, el receptor llegard a la conclusién de que la senal

transmitida es
Z(Ck +&k)er = f+ kaelm

que difiere de la senal correcta f en el término »_ &gex. Si el sistema {ey} es redun-
dante entonces la aplicacion

tiene nucleo no trivial, lo que implica que partes de la contribucién al ruido podrian
cancelarse entre si. Esto nunca va a ocurrir si {¢;} es una base ortonormal, ya que

en este caso
IS &renll” = Il

y cualquier error en la transmision de un coeficiente contribuye a que la reconstruc-
cion sea peor. En resumen: a mayor redundancia del sistema, mas posibilidades hay
de que los distintos errores se cancelen entre si.
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Los frames fueron introducidos en 1952 por Duffin y Schaeffer [DS52] como una
herramienta para el estudio de series de Fourier no arménicas, esto es, sucesiones
del tipo {ei ’\"I}nEZ donde {A,}, o7 son niimeros reales o complejos. En 1980, Young
[You80] escribe un libro que contiene la teorfa basica de frames en un contexto abs-
tracto. En 1985, con el inicio de la teoria de wavelets, Daubechies, Grossmann y
Meyer observaron que los frames se pueden usar para obtener desarrollos de funcio-
nes en L?*(R) similares a los obtenidos usando bases ortonormales.

En este trabajo se presenta una introduccion a la teoria de frames y su relacién
con las bases de Riesz. Nos centramos en el estudio de un tipo concreto de frames, los
frames de Gabor, para los que estudiamos las condiciones de su existencia, asi como
su estructura. El objetivo serd culminar nuestro trabajo con la relacion que existe
entre los frames de Gabor y las bases de Riesz, resultado conocido como el principio
de dualidad de Ron y Shen.

En el Capitulo 1, se presentan las definiciones y los resultados que acompanan a
la introduccién de un nuevo concepto, como es el concepto de frame, para después
focalizar en el tipo de frame que resultara de nuestro interés, los frames de Gabor.

En el Capitulo 2, profundizamos en las condiciones que necesitamos para poder
afirmar la existencia de un frame de Gabor, e introducimos la representacién de
Walnut.

En el Capitulo 3, presentamos algunos resultados de Walnut, Janssen, Wexler,
Raz, Ron y Shen que nos ayudan a ver la estructura que tienen los frames de Gabor
y, finalmente, su relacién con las bases de Riesz.

Este trabajo enfoca los frames desde el punto de vista del andlisis funcional.
En multiples estudios se ha visto que los frames son realmente ttiles en areas de
matematica aplicada, aunque no ha sido el objetivo de este trabajo. Hemos preferido
centrarnos en las bases tedricas de los frames para establecer unos buenos cimientos
a la hora de avanzar en las distintas direcciones que nos ofrece esta teoria.



Capitulo 1

Frames en espacios de Hilbert.
Frames de Gabor

En este primer capitulo introducimos el concepto de frame, asi como los ope-
radores que de manera natural van asociados a él. Ademds, veremos una serie de
resultados que nos facilitaran trabajar con los frames y que nos mostraran algunas
ventajas de ellos respecto de las bases en espacios vectoriales. Mas tarde, presenta-
remos un tipo concreto de frame, los frames de Gabor, que son el objeto principal
de nuestro estudio debido a su utilidad en el analisis tiempo-frecuencia.

1.1. Frames en espacios de Hilbert

Presentamos una definiciéon formal del concepto de frame, para posteriormente
definir los operadores que son inherentes a €l y las relaciones existentes entre ellos,
asi como sus propiedades mas relevantes. Mostramos también resultados que nos
relacionan los frames con las bases ortonormales, introducimos el concepto de base
de Riesz y, finalmente, describimos algunas de sus caracterizaciones.

Definicién 1.1.1 Sea H un espacio de Hilbert separable. Diremos que un subcon-
gunto {e; : j € J} C H, con J numerable, es un frame si exvisten constantes
A, B > 0 tales que para toda f € H tenemos que:

AIFIP < Y [ foe) P < BIFIP. (1.1)

jeJ
Llamamos cotas del frame a las parejas A y B que satisfacen (1.1).
Si A= B, diremos que {e; : j € J} es un tight frame.

A continuacién, tenemos un ejemplo que nos ayudard a familiarizarnos con este
nuevo concepto.

Ejemplo 1.1.2 Sea {zy}32, una base ortonormal de H. Tenemos los siguientes
frames:

(a) {er}i2y = {z1, 22,23, . .},
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(b) {ek}zozl = {l’l,$1,$2,$2,...},

(C) {ek}zil = {l’l,l’l,{EQ,I:},...};

(d) {ek}zozl = {xb\/Lix%\/Lix%%gx&%x&%x&“'}‘
Veamos por qué:

(a) Todo elemento f € H se puede escribir de forma tinica como f = > 7- | cxTy.
Ademas ¢, = (f,zx) y, por la identidad de Parseval, se sigue que:

AP =D [ foam .
k=1

De modo que la propia base es un tight frame, con A = B = 1.

En (b) repetimos cada elemento de la base dos veces y obtenemos asi un tight
frame, con A = B = 2.

En (c) repetimos sélo el primer elemento de la base, luego A =1y B = 2.

En (d), cada vector \/Lgxk, con k € N, se repite k veces, obteniendo asi A =
B=1.

Vamos a presentar una definicién que nos ayudara a entender mejor los sumato-
rios con los que trabajamos.

Definicién 1.1.3 Sea {f; : j € J} un conjunto numerable de elementos en B,
siendo B un espacio de Banach. Se dice que la serie Zjej f; converge incondi-
cionalmente a f € B si, para todo € > 0, existe un subconjunto finito Fy C J tal

que
Hf—ij

JEF

<,

para todo F DO Fy conjunto finito; es decir, si la red de sumas parciales definida por
SF =) jer [i converge a f.

La convergencia de los sumatorios sobre los elementos de J se consideran en el
sentido incondicional de la Definicion 1.1.3. Sabemos que J es numerable, pero la
convergencia de la suma no depende del orden que escojamos en J.

Para ayudarnos en las siguientes pruebas que mostremos, vamos a presentar un
resultado al que recurriremos.

Lema 1.1.4 Sea {e; : j € J} un subconjunto de un espacio de Hilbert, con J
numerable. Si existe C > 0 tal que, para toda ¢ € l5(J) de soporte finito, tenemos

E :Cjej

jed

< Cllellen,

H
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entonces, para cada b € l5(J), la serie )

> bje;

jeJ

jesbjej converge en H y cumple

H

Demostracion:
Definimos F = {F C J : F finito} y consideraremos F; < F; si F} C F;. Enton-
ces (F, <) es un conjunto dirigido.

Fijamos b € ¢5(J) y consideramos la red en H

{ijej:FEf}.

jEF

Fijado € > 0, seleccionamos un Fy € F tal que

Entonces, dados Fi, Fy € F tales que Iy C Fy y Fy C F3, tenemos que

ijej—ijej = Z bjej— Z bje]- < Z bjej + Z bjej

JEFL JEF JEFI\Fo JEF\Fo JEFI\Fo JEF\Fo
9 9
< Ollblrn lle + 1 lag, 1) < C (55 + 55) =

Tenemos, por lo tanto, una red de Cauchy, luego >
Ademas, para cada F' € F, se cumple que

> bje;

jEF

jes bjej converge en H.

< Cllblglle, < Clblle,-

Por lo tanto,

< Clblle-

> e

jET

> bje;

JjEF

= lim
FeF

Veamos el primero de los operadores que deducimos de la definicién de frame.

Proposicién 1.1.5 Sea {e; : j € J} CH un frame de H, definimos el operador de
coeficientes, u operador de andlisis, C : H — ly(J), como:

Cf=A{(f,e;):5€J} (1.2)

El operador de andlisis es acotado y tiene rango cerrado.
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Demostracion:
Sea f € H, tenemos que C'f = ((f,e;))jes. Por la definicién de frame (1.1),
sabemos que

ICAIE = I1((F eseslls =Y 1(f el < BISIP.

JjeJ

Luego obtenemos que C'f € l5(J) y, ademds, que C' es un operador continuo. Por
otro lado, se cumple que

max{[|Cfllz: |If] =1} < max{B2(|f]|: |[f] =1} = B2,
por lo tanto, C' es un operador acotado.

Ahora, consideramos la sucesion {(a});jestnen € C(H) de manera que converja
en l5(J); es decir, que exista (;)jes € KZ(J) con () jes = My, so0(af)jes. Vamos
a ver que (o;)jes € C(H).

Como {(a)jestnen € C(H), sabemos que existen { f,, }nen € H tales que C'f, =
(aF)jer- Sabemos que la sucesién {(af)jesfnen converge en f5(J), por lo tanto es
de Cauchy. Asi, tenemos que para todo e > 0, existe ng € N tal que, para todo
n,m = ng,

2

e > [(af)jer — (@] )jes* = ICfu = Chull® = IC(fu = fu) I
= > [fa— fm )P = Alfa = full®

JjeJ

por (1.1). Con lo que { f, }nen € H es una sucesiéon de Cauchy en un espacio completo
y , por lo tanto, existe f € H tal que f = lim,, ., f,. Aplicando el operador continuo
C a esta tultima expresioén obtenemos que

Cf = lim Cf, = T}Lrglo(oé?)jg = (o) jes-
Por lo tanto, C(H) es cerrado, como querfamos ver.

Estudiemos ahora el operador adjunto de C sobre las sucesiones () ecs € ¢2(J)
con soporte finito.

(C*(g)jess /) = ((aj)jes; OF) = ((a))jer, ({f, e5))jer)

= Zoa]fej Za] €55 >:<Zajej7f>'

jeJ JjeJ jeJ

Entonces sabemos que para las sucesiones (o) e € ¢2(.J) con soporte finito, se
cumple C*(a;)jes = ZjGJ aje;.
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Si definimos el operador D : £3(J) — H como D(a;)jes = D_jc ;v ej. Por un
lado, sabemos que sobre las sucesiones (a;);ec; € f2(J) con soporte finito D = C*,
por lo tanto se cumple esta cota

E :O‘jej

jeJ

< BY?||(e))jes])2-

De esta expresiéon, por el Lema 1.1.4, deducimos que la cota se extiende a toda
(a;)jes € ¢2(J). Entonces, efectivamente, D estd bien definido y es continuo. Por
otro lado, como coincide con C* en un conjunto denso de ¢5(.J), podemos afirmar que
D = C* en todo l5(J). A este operador D lo llamamos operador de reconstruccién
u operador de sintesis.

Finalmente, definimos el mas importante de los operadores que acompanan al
concepto de frame y vemos algunas de sus propiedades.

Definicién 1.1.6 Definimos el operador frame, S, como S = DC : H — H.
Sea f € H,

Sf=DCf =D(f.e;))jes =Y _(f.ei)e;.

jeJ

Nota 1.1.7 Recordemos que para un operador T : X — Y definimos su norma
como:

17| = sup{[[T'(z)]ly - =€ X, [[z]lx =1}
En el caso en que T sea autoadjunto, esta definicion se puede sustituir por:
||| = sup{(T'(z),2) : v € X, |lzfla =1}
Proposicion 1.1.8 El operador frame S es un operador positivo invertible que sa-
tisface:
Al < S < Bly
Bl < STt < AT,

Demostracion:
Si f € H, entonces

(Sf, [) =(C°Cf, f) =(CF.Cf) = (},C"Cf) = (},5F),

por lo que tenemos que S es un operador positivo y autoadjunto. Por otra parte,
dada f € H, tenemos que

(Sf. [y = <Z(f>€j>€j>f>=Z<f7€j><6jaf>
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Asi, por la expresién (1.1), tenemos que

A(f 1) < (S 1) < B(f, ),

lo que nos da una de las cotas del enunciado:
Al < S < Bly (1.4)

De esta expresion, podemos deducir que 0 < S — Aly, con lo que el espectro del
operador (S — Al) es mayor o igual a cero y, asi, el de S es estrictamente positivo.
De lo anterior obtenemos que, efectivamente, S es invertible en .

Ahora consideramos el operador positivo S7. Por (1.4) sabemos que (S—Al) >
0y (Bl —S) > 0,luego S™H(S—ALy) > 0y S H(BI—S) > 0; es decir, AS™! < I
y Iy < BS71. Y, asi, tenemos las cotas que buscabamos para el operador S~

B, < STl < AT,

Nota 1.1.9 Si pensamos en el B dptimo, observamos que:

By = min{B:Y |(f.e))]* < BlIf|* Vf € H}
JjeJ
= sup{Y_[(fre;) PIVFfeH |IfIP =1}
Jj€J

= sup{(S(f), f): feH, |fln=1}=]5]

Andlogamente, Agp = ||S7H|T .

Nota 1.1.10 Sea {e; : j € J} C H un frame de H. Si f = .. ;cje; para algin
¢ € ly(J), la serie Y. ; cje; converge incondicionalmente a f € H.

Corolario 1.1.11 Si{e; : j € J} es un frame con cotas frame A, B > 0, entonces
{Ste; : j € J} es un frame con cotas A™*, B~ > 0, al cual llamaremos frame

dual.

Ast, toda f € H tiene un desarrollo no ortogonal:

F=> _(f.5e)e; (1.5)

jeJ

F=Y (fe))5 e, (1.6)

jeJ

donde ambas convergen incondicionalmente en H.
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Demostracion:
Por la Proposicién 1.1.8 tenemos B~y < S~!' < A~'I,, de lo que obtenemos:

AP S ST < ATHE ).

Por otro lado, utilizando la expresién obtenida en (1.3), tenemos que

S OKLST =D WS )P =(S(ST), ST = (ST 1)

JjeJ JjeJ

Sustituyendo en la primera desigualdad tenemos la expresion que nos da la de-
finicion de frame:

BUSIP <Y WSS e < AT

jeJ
y vemos que, efectivamente, {S™'e; : j € J} es un frame, con cotas frame B~'y A~1.

Ahora, usando la factorizaciéon Iy = S™'S = SS~!, obtenemos las expresiones
que buscabamos:

F=80S71) = (S feihe; = > (f.5"e))ey,
jed jeJ
y, por el otro lado,

fo= STUSH) =) (Sf,57e)S T ey =) (f,557e;)SThe;  (1T)

jeJ jeJ

= Z(f, e]->5’*16j. (1.8)

jeJ

Ademas, como {(f, S7'e;) }ies v {{f,€;) }jes pertenecen a £5(J), por la cota supe-
rior del frame, obtenemos que la convergencia de ambas expresiones es incondicional
por la Nota 1.1.10.

Nota 1.1.12 » Para las bases ortonormales y los tight frames, (1.5) y (1.6)
coinciden.

= En general, los coeficientes (c;j)jes que nos dan f =73, ;cjej no son dnicos.

Proposicién 1.1.13 Si{e;:j € J} esun frame de H y f =
c € ly(J), entonces

e Ci€j para algin

D lelP = IS e (1.9)
jeJ jeJ
La igualdad se obtiene si, y solo si, ¢; = (f, S~ e;) para todo j € J. Por ello, a
los coeficientes (f,S™'e;) se les llama coeficientes candnicos.
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Demostracion:
Sea a; = (f,S7'e;). Entonces f = 3., aje;, y utilizando (1.3) sobre S~', en
lugar de sobre S, se cumple que

(£S5 =D LS e = la* = llal3-

jeJ jeJ
Por otro lado, dado que (e;, S™'f) = (S~ te;, f) = (f, S~le;), se obtiene que
(f,57f) = <chej, S‘1f> =Y cile, ST =)o@y = (c.a).
jed jeJ jeJ

Entonces, (a,a) = |la||3 = (c,a), con lo que 0 = (c,a) — {(a,a) = (¢ —a,a). Y
aplicando el teorema de Pitdgoras en ||c||3 obtenemos:

lellz = lle = all3 + llall3 > llal3, (1.10)
como queriamos ver.

El siguiente resultado muestra que al eliminar un elemento de un frame obtene-
mos un frame o un conjunto cuya envoltura lineal no es densa.

Teorema 1.1.14 Sea {ej}jej, con J numerable, un frame de H.
(a) Si{ex, S7'ey) # 1, entonces {ej}; 4, es un frame de H.

(b) Si (er,S™ter) =1, entonces spﬁ{ej}#k #+ H.

Demostracion:
Fizado k € N, denotamos b; = (e, S~'e;). De la identidad

en =) 0kge; =) bie
Jje€J jeJ

deducimos que

lexllt = 1b1*+ > [0k —

jed jeg
= (o + [bx — 17+ 2> [b]*.
7k
(a) Supongamos by # 1. Entonces

e = 1—b Zbe]

J#k
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Para cada f € H, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que

1—b Zb (fre)

2

(s ex)”

SR ATk

J7#k J7#k
=C If.enl,
j#k

para alguna constante C' > 0. Si A, B son las constantes del frame {e;},_;, entonces

se sigue que

jeJ?

AIFIP <D K fenl” + I(f el
J#k

<@1+0)> [{fe
J#k
< B(1+O)| I
(b) Supongamos by = 1. Entonces > ., b;|” = 0, de donde
(S 'er,ej) =b; =0 Vj #k.
Sin embargo, S7le, # 0 ya que b, = 1. Puesto que hay un elemento no nulo de
H que es ortogonal a todos los ej, con j # k, deducimos que spﬁ{ej}#k # H.
[

Un frame que para algtin valor de k cumpla la condicién (a) del teorema anterior,
se dice que es redundante.

Seguidamente, enunciamos y demostramos unos resultados que nos relacionan
los frames con las bases ortonormales.

Lema 1.1.15 Si {e; : j € J} es un tight frame de H con cotas A = B =1, y si
llejll =1 para todo j € J, entonces {e;};c; es una base ortonormal.

Demostracion:
Por la definicién de frame (1.1), para cada m € J tenemos que

L= llemls =Y lem el = lemem) P+ D lem el
jeJ jed, j#m

Por lo tanto' dier jom | (€m; e;)[*=0.Y como es una suma de términos positivos o

cero, concluimos que (e, €;) = d,,;, que es la condicién que nos faltaba para poder

afirmar que es una base ortonormal.
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Teorema 1.1.16 Sea {x;},-, una base ortonormal de H. Entonces los frames de H
son las familias {Uxy},-, , siendo U : H — H un operador acotado y sobreyectivo.

Demostracion:

Sea {0;},—, la base canénica de ¢ y ® : H — (% el isomorfismo isométri-
co definido por ®(z;) = d;. Si {er},., es un frame de H, entonces el operador
de sintesis C* : (* — H es acotado y sobreyectivo y C*(d;) = ex. Por tanto,
U:=C"o®:H — H es acotado y sobreyectivo y cumple Uz, = e.

Reciprocamente, supongamos que e, = Uxy, siendo U : H — H un operador
acotado y sobreyectivo. Entonces
2 « 2 . |2
Y [foem? =Y (U fan)* = U]
k= k=1

1

Por ser U acotado y sobreyectivo, existen dos constantes A, B > 0 tales que
A[lfIF < [[U*fIl < Bl

y concluimos que {xy},-, es un frame de H.
|

Recordemos que si Y es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H,
entonces la proyeccién ortogonal P : H — Y es un operador lineal y continuo que
proporciona, para cada f € H, el tnico vector Pf € Y con la propiedad de que

f—PfeY™"

En otras palabras, H =Y ® Y+ ysi f =g+ h, siendo g €Y, h € Y, entonces
Pf=g.

En particular, || f||* = [|Pf]|?> + ||f — Pf]]*. Ademés,
If = Pfll = min{|lf —gll: geY}.

Proposicién 1.1.17 Sea {e;}jec; un frame del espacio de Hilbert H y sea P la
proyeccion ortogonal sobre un subespacio cerrado Y de H. Entonces {Pe;} ey €s un
frame de Y.

Demostracion:

Descomponemos e; = Pe; + hj, siendo h; € Y. Entonces, para cada f € Y,
se tiene (f, h;) = 0y, por tanto, (f,e;) = (f, Pe;). De acuerdo con (1.1), existen
constantes A, B > 0 tales que

AIFIP <YW Pep)P < BIFIP, feY.

jeJ
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Observemos que la proyeccién ortogonal de una base ortonormal no tiene porque
seguir siendo una base de Y. Incluso podria ocurrir que dos vectores distintos de
la base tengan la misma proyeccién, o que algiin vector tenga proyecciéon nula. Sin
embargo, la proyeccién de la base siempre define un frame.

Ejemplo 1.1.18 Consideramos en L*(0, 1) la base ortonormal {xy}, oy, con z(x) =
e’k Recordamos que toda funcién f € L?(0,1) admite un desarrollo en serie de
Fourier .
F=Y o :/ f(a)e ™ da = (f,ay).
keZ 0
Sea I un subintervalo abierto de (0,1) de longitud |I| < 1 y sea ey, la restriccion de
zy, a I. Entonces {ex},c, es un frame de L*(I).

Demostracion: 3
Para cada f € L*(I) definimos f € L*(0,1) como
) flz), zel,

fz) =
0, x ¢l

De acuerdo con la identidad de Parseval,

Sl =X () = [

kEZ

i’ = [

Notemos que si tomamos H = L*(0, 1) e identificamos L?*(I) con el subespacio ce-
rrado Y de L?(0,1), que consta de aquellas funciones que se anulan fuera de I,
entonces la proyeccion ortogonal P : H — Y es precisamente el operador restriccion
Pg = g|;. Asi, el ejemplo anterior se puede interpretar como una aplicacién de la
Proposicién 1.1.17.

Con esta identificacién, toda funcién f € L?*(I) admite un desarrollo

=Y (faxyer en L*(I).

kEZ

Pero este desarrollo no es tnico. En efecto, si consideramos

flz), zel,

1, ré¢l,

entonces también se cumple

f:Z<gaxk>ek €n L2<I)7

kEZ
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pese a que f # g en L%*(0,1) y, por tanto,
{{fszr) ther # 149, 20) e -

Ejemplo 1.1.19 Sean m > n y, para cada k = 1,2, ... m, consideremos los vectores
xr € C™ e, € C" definidos por

. 1 2 '('_1)@ .
() = —=eTV T g =1,2...m,
vm
!/ 1
e k—1
er(j) = ——=e>U"D5 =12, .n.
vm
Entonces:
a) {x},. es una base ortonormal de C™,
(a) {zityy
(b) {ex}, es un frame de C".
Demostracion:
(a) Es claro que ||zx|| = 1. Ademas, si k # ¢, entonces
1 & : . 1SN,
_ ori(j—1)E=t _ori(j—1)&L orijk=t
Tp, Ty) = — e m e mo= — e m = (.
(wr, ) m; — ;

(b) Sea P : C™ — C" la proyeccién sobre las primeras n coordenadas. Entonces
ex = Pz, y aplicamos la Proposicién 1.1.17.

Recordemos un lema que nos sera tutil para ver el siguiente resultado.

Lema 1.1.20 Dada ¢ = (¢;)jes una sucesion cualquiera, tenemos que ¢ € l5(J) si,

y sdlo si, para todo b € ly(J), la serie Y. ;bjc; es convergente.

Proposicién 1.1.21 Sea {e; : j € J} un frame de H. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) Los coeficientes c € l3(J) en el desarrollo f =73, ;cje; son tnicos.
(ii) El operador de andlisis, C, es sobreyectivo.
(11i) Existen A’', B > 0 tales que las desigualdades

§ :Cjej

jedJ

Alllell2 < < Blellz (1.11)

se cumplen para toda sucesion finita de ¢ = (¢;)je.

(w) {e; : j € J} esla imagen de una base ortonormal {g; : j € J} bajo un operador
T € B(H) invertible.
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(v) La matriz de Gram, G, definida por
Gjm = (em,e;), m,j € J, (1.12)
define un operador positivo e invertible en ly(J).

Demostracion:

Como {e;},es es un frame, C es inyectiva con rango cerrado y D es sobreyectiva.
Recordemos que un operador acotado es inyectivo si, y solo si, su operador adjunto
tiene rango denso.

(7) <> (ii) Los coeficientes son tnicos si, y sélo si, D es inyectiva. D es inyectiva si, y sélo
si, D* = (' es sobreyectiva, es decir, si el rango de D es cerrado y denso.

(1) — (4i7) La continuidad de D implica la existencia de B’. Como D es biyectiva, por el
teorema de la aplicacién abierta, D~! es continua. Entonces existe A > 0 tal
que ||[D7Lf]| < Al f|l. Como D es sobreyectiva sabemos que existe ¢ € fo(J)
tal que f = Dc y sustituyendo en la expresion anterior tenemos que

lell = | D~"De]| < A||De]],
y asi obtenemos la desigualdad A7!|c|| < ||Dcl||, donde A~ es el A’ que
buscdbamos.

(i4i) — (iv) Sea {f; : j € J} una base ortonormal de H. Para H > f = > . ;¢;f;,
definimos T'f como
Tf = Z Cj€;j.

JjeJ

Entonces ||f|| = |||z ¥

ITfI =D cie;
jeJ
Anélogamente, ||Tf|| < B| f|| para toda f € H. Asi, T estd bien definida, es
invertible en H y T'f; = e;, como queriamos.

> Allcllz = All£]]-

(iv) = (i) SiTf; = e; para todo j € J, siendo {f; : j € J} una base ortonormal de H y
T € B(H).y existen {a;}jes v {b;};es tales que

Z ajej = Z bjej,
jed jeg
entonces tendriamos que, denotando ¢; = (a; — b;),
> e =Y (a;—bj)e; =0.
jed jed
Utilizando el operador T,
0=> ¢ =T efy).
jeg jed
Por lo tanto, » . ;¢;f; = 0,y como {f; : j € J} es base ortonormal, 0 = ¢; =
(a; — b;) para todo j € J. Concluimos que a; = b;.
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(1ii) <> (v) Tenemos D : ly(J) — H, lineal y continua, asi que para ¢ € lo(J) sabemos

que Y, emCy es finito. Por lo tanto, tenemos que

00 > <Z emcm,ej> :Z(em,ej> = Ggj,

meJ meJ

es decir, tenemos un operador G : £5(J) — K. Veamos que, de hecho,

Queremos ver que, para todo ¢ € 5(J) de soporte finito se cumple que Ge €
l5(J) utilizando el Lema 1.1.20. Sea b € ¢5(.J), entonces

(Ge, by = <<Z<em,ej>cm> ,b> = Z (Z(em,ej>cm> b; =

meJ jeJ \meJ

=D {emem, bjej) = <Zcmem,2bej>§ S cwenl| [ bses

jeJ meJ meJ jeJ meJ jedJ
Como sabemos que {e; : j € J} es un frame,
(Ge,b) < || emenml| [| D bies|| < Bllelllibll-

meJ jeJ

Con lo que G es un operador bien definido sobre las sucesiones de ¢*(J) de
soporte finito. Ademads, como ya sabemos que (Ge, b) es finito ,

(Ge,b) = Z (Z(em,ej> ) b = Z (Z(em,ej)bj> Cm

jeJ \meJ meJ \jeJ

= (¢, Gb),

ya que (e, e;) = (€j,en), y tenemos que el operador G es autoadjunto.

Asi, para toda sucesién finita ¢ = (¢;)jes € f2(J), tenemos que

(Geye) = <<Z<em,ej)cm> ,c> (1.13)
= Z (€m, €5)Cme; = <Z Cmem,che]> = chej

m,j€J meJ jeJ jeJ

(1.14)

Por densidad de las sucesiones finitas en f5(.J), extendemos este resultado a
todo l5(J). Asi, utilizando la desigualdad A'l[clla < || 32 ¢je;ll, vista en
(i17),tenemos que A?||c||3 < (Ge,c), es decir, (A”%c,c) < (Ge,c), con lo que
nos queda

0 < <GC, C> - <A/2C, C) = <(G - AI2I€2(J))C7 C>'
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Y concluimos que (G — A, ;) es un operador positivo. De esto deducimos
que el espectro del operador (G — A”I,,;)) es mayor o igual a cero, y asf que
el de G es estrictamente positivo. Es decir, que G es invertible en £5(.J).

Para la otra implicacion, si partimos de que G es un operador positivo e
invertible deducimos que su espectro es estrictamente positivo. Por lo tanto,
podemos encontrar 0 < A € R que sea estrictamente menor que el espectro
del operador G. De esta forma sabemos que el operador (G — Aly,(s)) es un
operador positivo, luego

0 < ((G = My)e,c) = (Ge,c) — (Ae, c),

con lo que tenemos Ac,c) < (Ge,c) = || X, cje5]|*. Esto nos da la cota
inferior de la desigualdad (1.11). La cota superior se deduce de la continuidad
del operador G.

Definicién 1.1.22 Un frame que cumple las condiciones de la Proposicion 1.1.21
se denomina base de Riesz de H. Algunos autores se refieren a ellas como frames
exactos.

Nota 1.1.23 FEl desarrollo de Corolario 1.1.11 sélo es wtil si es posible calcular el
frame dual explicitamente.

Recordemos un resultado necesario para enunciar y demostrar el siguiente lema.

Nota 1.1.24 Por el Teorema espectral de operadores sabemos que, si S es un opera-
dor autoadjunto, acotado y positivo, podemos definir un operador SY?, que también
serd positivo y que cumplird S = SY/281/2.

Lema 1.1.25 Si {e; : j € J} es un frame, entonces {S™Y2e; : j € J} es un tight
frame con cotas frame A = B = 1, donde el operador S~/? es el inverso del operador
S12 comentado en la Nota 1.1.2/.

Demostracion:
Como S'? es un operador positivo, el operador S~
positivo y autoadjunto. Entonces para toda f € H,

f=5T2(S(S7V2f)) = 572 <Z<S—1/2f, ej>ej) =D (f,57 )57 e,

jeJ jeJ

1/2 estd bien definido, es

Por lo tanto tenemos que

£ = (f. f) = <Z<f, S—”?ej>s—”26j,f> = [{f.57 %)

jeJ jed
Entonces, {S™'/2¢; : j € J} es un tight frame.

Los vectores S~1/2¢.;. en general, no estén normalizados. Por lo tanto no siempre
YRl )

son bases ortonormales.
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Lema 1.1.26 Si{e; : j € J} es un frame, entonces la inversa del operador frame
S—1 wviene dada por:

STE=D (f.5"e)S ey (1.15)

jet
Asi, S™1 es el operador frame respecto del frame dual {S™'e; : j € J}.

Demostracion:
Para toda f € H,

ST =S57HS(S7Lf)) = 57 (Z(S—lf, ej>ej> = (.57 "e)S ey,
jed jed
y podemos deducir nuestro enunciado.

Autores como Duffin y Schaeffer [DS52] probaron que si una succesién cumple
ciertas propiedades concretas, a partir de ésta se puede definir un conjunto que,
con toda seguridad, sera un frame. Presentamos, sin demostracion, uno de estos
resultados.

Definicién 1.1.27 Una sucesion { A}, de nimeros reales tales que infy .o |\, — Ag| >
0 se dice que tiene densidad uniforme d > 0 si existe L > 0 tal que

k
)\k—E‘SL, ke Z.

Teorema 1.1.28 (Duffin, Schaeffer) Si {\;},., tiene densidad uniforme d > 0
entonces {ei’\kx}kez es un frame de L*(—R, R) para cada 0 < R < 7d.

1.2. Frames de Gabor

Presentamos los frames de Gabor, el tipo de frame en el que nos centraremos, y
deducimos la forma que tienen los conceptos que lo acompanan: el operador frame
y el frame dual.

Recordemos algunos conceptos necesarios para definir los frames de Gabor.

Definicién 1.2.1 Dada una funcion f, definimos los operadores traslacion y mo-
dulacion como:

s Traslacion:

» Modulacion:
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Definicién 1.2.2 Sea g € L*(R?) no nula. La transformada de tiempo corto de
Fourier (STFT) de la funcion f respecto de g se define como

Vof(z,w) = [ f(t)g(t —x)e T at,
Rd
para z,w € R?.

A la funcion g la llamamos ventana de la STFT.
Lema 1.2.3 Sea g € L*(R?) y f € L*(R?), entonces la STFT pertenece a L?(R*?).

Demostracion:
Calculemos la norma de V; f(z,w), usando en la férmula de Parseval,

Wittt = [ ([ 1FTawra)a= [ ([ 1f-TowPa) d
= [0 ([ ot oPas)an= [ 1) PlolPay

= lgll*If1I* < oo.
_

Definicién 1.2.4 Sea g € L?*(R%) una ventana no nula y o, 8 > 0 pardmetros cua-
lesquiera, llamamos sistema de Gabor al conjunto de cambios tiempo-frecuencia:

G(g,,8) = {TaxMsng : k,n € Z%}. (1.16)

Si G(g,a, B) es un frame para L*(RY), diremos que es un frame de Gabor o
de Weyl-Heisenberg.

Veamos que, efectivamente, es posible definir un frame a partir de un sistema de
Gabor.

Teorema 1.2.5 Sea g : R — R una funcion continua cuyo soporte es el intervalo
[0,1], y tal que g(x) > 0 para todo x € (0,1). Entonces para cada 0 < «, 3 < 1 se
cumple que

{Mm/BTnag}n,mGZ
es un frame de L*(R).

Demostracion:
Supongamos primero que f es continua y tiene soporte compacto. Entonces

(fs MnsTh09) / f(z)g(z — na)e 2™ dy

k+1
B

= flz)g(x — na)e_Q”ime‘” dx
k
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o-E oo

una funcion peridédica y de periodo % En otras palabras, (f, M,,5T5,,9) es un coefi-
ciente de Fourier de la funcién F},. Por tanto

oL [E
EZMﬁmeagn-5[:u7<>

meZ

siendo

Ademsds, ) ., |, (2)]? coincide con

Z(ET (i) eme G Ep lom D))

ne”Z

Por tener f soporte compacto, fijados z € Ry n € Z, el sumatorio doble >, >,

sélo tiene un nimero finito de términos no nulos. Ademas, si k # ¢, entonces g(x —
no — %) g(r —no— %) = 0 debido a que el soporte de g esta incluido en un intervalo

de longitud 1y %3 > 1. Por tanto

D IF@F =22 |/

nez ne€Z keZ

2 2

3 g —

De aqui deducimos que

Z/ > dx Z/|f g(z —na)|* do

nez ne”Z

:AJﬂ@V%%@d%

=" Jg(a —na)?

neE”L

siendo

Para concluir, es suficiente observar que, por ser 0 < a < 1y por las propiedades
de g, existen constantes A, B > 0 tales que A < G(z) < B.

El operador frame asociado, al que llamaremos operador frame de Gabor,
tiene la forma

Sj?:: 2{: <f77;kﬂ4ﬁng>jgkﬂ4ﬁng = jg: AV;f(Q%U/3n>A4Bn7Ekg

k,nezd k,nezd

Escribiremos Sga’gﬁ 0 Sy,4 segun sea necesario enfatizar la dependencia del opera-
dor frame de g, y S.
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Observemos que, en la definicion del operador frame de Gabor, el orden de la
modulacién y la traslacién no es importante, ya que T, M,, = e~ 2™ )M T, v, por lo
tanto,

<f7 TakM,Bng>TakMﬂng = <f7 6_27ri/8nakMﬁnTo¢kg>e_QFiﬁnakMﬂnTakg
— 627r1,8nak<f7 M,BnTakg>6_2mﬁnakMBnTakg
= <f7 M,BnTakg>MﬁnTakg-
El orden natural en el contexto STFT es M,T,, mientras que el orden T,M,

es ventajoso para la representacion tedrica. En general para los frames de Gabor
usaremos 1y, May,.

Veamos ahora que forma tienen los frames duales para los frames de Gabor.
Nota 1.2.6 Sean o y B pardmetros y r,s,k,n € Z. Entonces tenemos que
(Tar M) ™ To My, = €72 PETST ) M-
Ademds, dadas las funciones f y g, también tenemos que:
(Tor Mas f, Tax Mgng) = P E=0 (£ T 0y Mains)9)-
Proposicién 1.2.7 Si G(g,a, 3) es un frame de L*(R?), entonces existe una ven-

tana dual v € L*(RY) tal que el frame dual de G(g,, B) es G(v, a, ). Consecuente-
mente, toda f € L*(RY) posee los desarrollos:

f: Z <f7TockMBng>TakMﬁn7 (117)
k,neZd
)
f: Z <f7TakMBn7>TakMﬁng (118)
k,nezd

con convergencia incondicional en L*(RY). Ademds se tienen las siguientes relacio-
nes

AlFIE< ) WVof(ak, n)* < BIIfI5,

k,nezd

BB < Y [(f TasMpam) P < A7V 13-

knezd

Demostracion:
Veamos que el operador frame de Gabor S = Saﬁ conmuta con los cambios de
tiempo-frecuencia T, Mzs. Sea f € L*(R?) y r,s € Zd

(TarMBs)_IS(Ta'rMﬁsf) - Z <TarMﬁsf7 TakMBng>(TarMBs)_lTakMBng'

kneczd
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Utilizando la Nota 1.2.6 obtenemos que
(TarMﬁs)_l S (Tow“MﬁSf)
_ Z 627&'1[3504(.%—7’) <f; Ta(k—r) Mﬁ(n—s)ﬂ)6_2ma6(k_r)STa(k—r) Mﬁ(n—s)g

k,nezd

- Z <f7 Ta(k—r)MB(n—s)g>Ta(k—r)Mﬁ(n—s)g

kneczd

Y dado que r y s son prefijados y k y n recorren todo Z%, podemos renombrar
los indices y llegamos a

(Toy Mps) 1S (Tor Mas f) = SF.

Consecuentemente, S~™' conmuta con T,,. Mg, por lo que el frame dual consiste

en la funcion
ST Mpsg) = TorMps(S™g)

Asi, tomamos v = S~!g como la ventana dual. El resto de afirmaciones se dedu-
cen del Corolario 1.1.11.

[ |
Definicién 1.2.8 A la ventana definida como
v =87
la llamaremos ventana dual candnica de g.

Corolario 1.2.9 Si G(g,a,3) es un frame para L*(RY) con ventana dual v =
Slg € L3(RY), entonces el operador frame inverso viene dado por

S;;f =5 f = Z (fs Tox Mpny) Torx Mgny.
knezd

Recordemos ahora la férmula de inversién para la STFT.

Nota 1.2.10 Férmula de inversién para la STFT Sean g,y € L?*(RY) tales
que (g,v) # 0. Entonces, para toda f € L*(R?) tenemos que

1
- dwdz.
d (9,7) /]Rd /]Rd Vol (@, w)M.Toydwda

La Proposicion 1.2.7 proviene de una representacion tiempo-frecuencia discreta
de seniales. Si G(g,a, ) es un frame las expresiones (1.17) y (1.18) son versiones
discretas de la férmula de inversién para el STFT.

Ademds, (1.18) es un desarrollo de Gabor de f con los coeficientes candnicos
cen = (fs TaxMpn7y). El desarrollo (1.17) también lo podemos escribir como

=Y Vyf(ak, Bn)MsTury, (1.19)
k,n€Zd

que es una reconstruccién explicita de f con las muestras de la STFT.



Capitulo 2

Existencia de Frames de Gabor

En este capitulo veremos algunas condiciones sobre la funcion g y los parametros
a 'y [ del sistema de Gabor G(g, «, ) presentado en el capitulo anterior, que hacen
que podamos afirmar que éste es un frame de Gabor.

2.1. El espacio de Wiener

Definimos el espacio de Wiener y vemos algunas de las equivalencias entre las
normas que podemos definir sobre él.

Definicién 2.1.1 Decimos que una funcion g € L>®(R?) pertenece al espacio de
Wiener, W = W(R?), si

lgllw =D llg- Tuxqllee < o0,

nezd

donde Q = [0,1]¢. El subespacio del espacio de Wiener de las funciones continuas
lo denotaremos como Wy(RRY).

El espacio de Wiener contiene todas las funciones acotadas con soporte compacto.
Por lo tanto, el espacio de Wiener es un subconjunto denso para cada LP(RY),
1 < p < o0. La inclusién viene dada por

1/p 1/p
Il = (Z/ |f(ﬂf)|”d93) < (Z ||f'TnXQ||§o>
nezd Y @

n€za
< Y17 Tuxale = Il

nezd

1l < D If - Tuxolloo = [1£llw

nezd

Lema 2.1.2 Los espacios W (R?) y Wy(RY) son espacios de Banach.

27



28 CAPITULO 2. EXISTENCIA DE FRAMES DE GABOR

Demostracion:
Sea {f}nen € W(R?) de Cauchy. Para ¢ > 0 sabemos que existe ny € N tal que,
para todo n,m > ny,

5 > s = Fullw = 301U = Fu) Tixell. (2.1)

jeZd
Por lo tanto, sabemos que 5 > ||(f, — fin)TjXq|l«, para todo j € Z4.

Consideramos, para cada j € Z% la sucesién {f,,Tjxqo} C L=(Q + j), que es
una sucesiéon de Cauchy en un espacio completo. Sea, para cada j € Z¢, fI =
lim,, 00 fuTjXo y consideramos f € L*(R?), tal que fT;xq = f?, Notemos que las
fronteras de cada cubo tienen medida nula, por lo que no afectan a la norma supremo.

Ahora, fijamos n € N en (2.1) y hacemos tender m € N a infinito en las sumas
parciales, obteniendo

> =2 3 (= F)Txalle

jezt
Por otro lado, sabemos que
Do Tixalle = D 1Ml < X1 = falixalleo + Y 1 faTixalle
jEZA jEZA jEZA jezd

< e+ ) lfTixelle < oo

jezs

Asi, podemos afirmar que lim,, o, f, = f € W(R?); es decir, que W (R?) es un
espacio de Banach.

Consideramos ahora la sucesién en Wy(R?), {f.}, € W(R?) de Cauchy. Sabe-
mos que existe f € W(R?) tal que lim,, ;s f, = f. Ademds como {f,}, converge
uniformemente a f, dado que la norma supremo es menor o igual que la norma de
Wiener, podemos afirmar que f es continua. Con lo que tenemos que f € Wy(R?).

Queremos ver que la norma definida en W (R?),

lgllw = > llg- Tuxall:

nczd

es equivalente a
[ l9- Toxell
R4

Lema 2.1.3 Para todo Q' = [a,b]?, con b—a > 1, la expresion

> g Tuxerllo

nezd
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nos da una norma equivalente a

lgllw = llg - Tuxoll-

n€za

Demostracion:
Sabemos que existen I, J C Z tales que

Qclji+@, (2.2)
el

Qclji+a (2.3)
JjeJ

Dado que @ y @' son compactos podemos suponer [, .J finitos.No hay problema
en tomarlos subconjuntos de Z%, dado que b —a > 1.

De (2.2) se deduce xg < > .; Tixq, donde I es un conjunto finito, por lo que

Dolg-Txele < D Mg Tud Txelle < DY Mg Tnvixelloo

nezs nezd iel nezd i€l
= Y > g Turixelle =D D g Tuxells
i€l nezd i€l nezd
= card(I) Y |lg- Tuxqlloo-
nezd

Podemos intercambiar los sumatorios porque sabemos que convergen. Y con un
i € 7% fijado, dado que n recorre todo Z<, es lo mismo sumar en n que en n + 4. De
forma andloga, a partir de (2.3), llegamos a

> g Tuxello < card(7) > llg - Tuxoll-

nezd nezd

Lema 2.1.4 Para todo Q' = [a,b]?, con b—a > 1, la expresion

[ g Toxorluda
Rd

nos da una norma equivalente a
[ g Toxellwds.
R4

Demostracion:
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De (2.2) sabemos xq < >..; Tixq, por lo tanto tenemos que

/R g Toxglld < / g T Y Tixgllede < / g Tevixe e

i€l el

= -7} iX0O! ood = '71: ! ood
> [ g Teixelde =3 [ lo- Toxapllds

el el

= card(])/ g - Toxgdr| s
R4

Podemos sacar el sumatorio de la integral dado que éste es finito y, con un i
fijado, podemos hacer el cambio de variable z + 7 — x . De forma andloga, a partir
de (2.3), llegamos a

/ 19~ Toxg lldz < card(J) / 19 - Toxollsodz.
R4 Rd

Lema 2.1.5 La norma que hemos definido en W (R?)

lgllw =D llg- Tuxall

nczd

es equivalente a

/ l9- Toxollwde.
]Rd

Demostracion:
Sea g € W(RY), Entonces,

o Toxalte = 2 [ lo- Texallade < 3 [ o Toxagledtr
n+

nezd nezd Y "Q
= g Toxsell [ de= Y g Toxaol
nezd ntQ neza
< K Y g Tuxello,
nezZd

para K € R, por el Lema 2.1.3, ya que cuando y € z + (), tenemos que ¢g(y) -
T.xo(ly) = 9(y), y © + Q C n+ 2k dado que x se mueve en n + Q. Asi, podemos
afirmar que g - Tyxg < g - ThX20-

Por otro lado, por el Lema 2.1.4, sabemos que existe M € R tal que

M/ IIQ-szQHoodIZ/ g - Texpllocde,
R4 R4
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donde P = [—1,1]%. Sea P’ = [—1, 119 tenemos que siz € n+P’, entonces z—n € P

Con lo que P’ C (z —n) + Py, por lo tanto, n + P’ C =+ P. Asi, podemos deducir
lo siguiente:

[ g Toxelleds = S [ g Toxelede = 3 [ g Tuxplads
R nezd P nezd P
= Sl Toxrle [ dr=NY lg Tixall,

/
nezd n+p nezd

para N € R, por el Lema 2.1.3.

Corolario 2.1.6 Sea ¢ > 0 una funcion acotada con soporte compacto y tal que
¢ > M > 0 en algun abierto acotado no vacio A. Entonces la norma definida en
W (R%)

lgllw = > llg- Tuxall

neczd

es equivalente a
[ g+ Tl
R4

Demostracion:

Podemos encontrar un compacto U C A, de forma que ¢|y > M > 0. Por
lo tanto, existe un subconjunto finito I C RY tal que Q C U,erly + U}, con lo
que tenemos que xg < Zyel Tyxv < ﬁ Zyel T,¢. Asi, podemos hacer el siguiente
desarrollo

IA

1 1
[ s Toxalede < 7 [ a7 Tl 93 [ g+ Loyl

yel
1 card(l)
— E .T = - T .

Por otro lado, podemos encontrar un compacto V' tal que int(sop(¢)) C V' y
N > ¢|y > 0. Luego existira un subconjunto finito J C R? tal que V' C Uye lv+@},
con lo que tenemos que %(b < xv < Zye ;7 Tyxq- Asi, podemos hacer el siguiente
desarrollo

/ lg- Todlldz < N / 10T Toxalle < N Y / 19 Toryxollocds
Rd R4 yeJ R4

yeJ
card(J)
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Nota 2.1.7 El espacio de Wiener W (R?) es un dlgebra de Banach bajo la multipli-
cacion punto a punto y respecto de la norma

[ lg- Toxellwds.
R4

Lema 2.1.8 Si g € W(R?) y v > 0 entonces:

1 d
ess sup Z lg(x —yn)| < (; + 1) gl

d
zeR nezd

Demostracion:
Dado v > 0, sabemos que en un intervalo de longitud 1 podemos encontrar un

maximo de (% + 1) puntos distintos con distancia minima entre ellos . Por lo tanto

d
cada cubo k+ @ = H?Zl[k:j, k; + 1] contiene, como mucho, G + 1) puntos de la

forma x — yn, con n € Z% para x € R% Asi, si x — yn € k + Q, tenemos que
lg(x — )| < |9 - Tixglls- Por lo tanto, para todo x € R, se tiene que

S lo(e —m)| < Z(%H)dug-m@uw:(%H)duguw.

nezd kezd

2.2. Acotacién del operador frame de Gabor

En esta seccién veremos condiciones que nos dan la acotacién de los operadores
sintesis, andlisis y frame.

Para ayudarnos a detallar el estudio del operador frame de Gabor formularemos
el test de Schur. Este test nos proporcionard condiciones que implican la acotacion
de un matriz infinita o de un operador integral.

Lema 2.2.1 Lema de Schur (version matrices). Sea (a;i)jres una matriz
infinita con los indices en J tal que

supz lajk] < K, (2.4)
I ey

Yy
sup Y _ laji| < K. (2.5)
kel S5

Entonces el operador A definido por la multiplicacion matriz-vector (Ac); =
Y kes @ikCr es acotado de L,(J) a £,(J) para 1 < p < oo. Ademds, la norma del
operador A estd acotada por

1A] < K7 K7, (2.6)

1, 1
donde;—l—;—l.
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Demostracion:
Aplicando la desigualdad de Holder, con % + % = 1, tenemos que

. (Zia”p ) (Z e, |p)1/p

keJ keJ

|(Ac)| =

_ l/p 1/p
Y ajre| = > (a” ) (aj"cr)

keJ keJ

1/p 1/p
_ (zw) (zmjkncm) |
keJ keJ

Ahora, al sumar sobre j utilizando las cotas de (2.4) y (2.5), y empleando el lema
de Fubini, deducimos la acotacién de Acomo sigue:

p/p’ /D
A < Z(Zw) (z\aﬂucw) <YK Sl

jeJ keJ keJ jeJ keJ
/ / /
< KYTN (Z |ajk|) lerl? < KPP S " Jenl? = KPP EG||el2.
keJ JjeJ keJ

Asi, tenemos que

[Al = sup{[|Ac]l, : [lell, = 1}

1/p -1 1/p -1
< SUP{Kl/p KQ/pHCHp : ||C||p =1} = K1/p K2/p-
[ |

Lema 2.2.2 Lema de Schur (versiéon operadores integrales). Sea k(z,y)
una funcién medible en R?? que satisface las condiciones

z€RE J R4

y
sup |k(z,y)|de < Ks. (2.8)
yeRd JRd

Entonces el operador integral A definido por

Afa) = [ ke f )y

es acotado de LP(R?) a LP(RY) para 1 < p < co. Ademds, la norma del operador A
estd acotada por

IA| < K" K. (2.9)
1 1 _
donde 5 + v = 1.
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Demostracion:
Aplicando la desigualdad de Holder, con ]lj + ﬁ = 1 ,utilizando las cotas de (2.7)
y (2.8), y empleando el lema de Fubini, deducimos que

sty = [ | [ s ar< [ ([ Qb i)

< /. (( Ad<|k<$:y>ll/p'>p'dy) " ( / d(|k(w,y)|1/”|f(y)|)pdy) 1/p)pdx
< /Rd Kf/p, /Rd k(z, y)||f(y)[Pdy dx = Kf/p/ /Rd (/Rd |k(x,y)|da:) £ (y)[Pdy

< KK [ 1fGPdy = KV

Asi, tenemos que

1Al = sup{||Af]l,: |If]l, = 1}
< sup{K K| flly s Iflp = 1) = K7 K

El siguiente lema y su corolario nos seran de gran utilidad para probar los resul-
tados que buscamos.

Lema 2.2.3 Si f € LY(RY), para cada o > 0, se tiene que la serie
> fla+ ak)
keZd

converge absolutamente para casi todo x € [0,a]¢ y

Rdf( da:—/oa] <Zf +ak>

kezd

Demostracion:
Como los cubos ak + [0, a]?, para cada k € Z%, se solapan sélo en conjuntos de
medida nula, tenemos que

/Rﬂf(x)'dx = Z/W[Oa]d 7)|dw = Z/ f(z + ak)|de

kezd kezd

- /|f:c+ak>x[oa]d|da:—ankul,
kezd

kezd

donde fi(z) = f(z + ak)xpqe. Como sabemos que f € L'(R?), tenemos que
> reza || fell1 es finito. Ahora, aplicando el teorema de la convergencia mondétona
tenemos que

oo>Z/ |f(x 4+ ak)x Oa]d|dx—/ Z|fx+ozk:x[0a]d|d:p

kezd kezd
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Por lo tanto, Y, 54 |f(z + ak)| converge para casi todo = € [0,a]®. Por otro
lado, aplicando el teorema de la convergencia dominada concluimos que

flz)de = Z /Rd f(z + ak)xjgapedr = /]Rd (Z flx+ ozk:)) X[0,0)4dT

kezd kezd

= /[O}d (Zf(m—{—ak))d:v,

kezd

Rd

como queriamos.

Corolario 2.2.4 Sea f € L*(R?) y a > 0, podemos definir la sucesion
{Traf(2) = fz — ka)  k € 27},
que pertenece a (*(Z%), para casi todo x € R,

Demostracion:
Si f € L3(RY), tenemos que f2 € L}(R?) y, aplicando el Lema 2.2.3, deducimos
que

0> Y | (w+ak)| = e+ ak) = |{Teaf (@) brezall”

kezd kezd

es decir, {Tiof(2)}peze € (2(Z), para casi todo z € R%.

Introducimos una definicién que necesitaremos para desarrollar la prueba de la
siguiente proposicion.

Definicién 2.2.5 Sea g € L*(R?) y o, 8 > 0. Definimos la matriz I'(z) como

I'(z) = (ij(l'))j,kezd’

ij(x):Zg(w—ak—%)g(x—aj—%).

rezd

stendo

Cada una de estas series converge absolutamente, por el Lema 2.2.5.

Hablaremos del operador T'(x) refiriéndonos al operador que actia multiplicando
la matriz T'(x) por los elementos de (*(Z2).

Presentamos ahora las consecuencias que provoca sobre los operadores de sintesis,
analisis y frame, el hecho de tomar la funcién g del sistema de Gabor en el espacio
de Wiener.
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Proposicién 2.2.6 Si g € W(R?) y o, 8 > 0, entonces el operador de sintesis de
Gabor,

Dg,a,BC: Z Ck:nTak:Mﬁng;

knczd

es acotado de (*(Z*?) en L?(RY). Ademds su norma satisface

1 a2 /4 /2
||Dg,a,/3|| < a+1 E‘*’l ||9||W

Demostracion:

Suponemos que ¢ € (?(Z>?) tiene soporte finito y consideramos el polinomio
trigonométrico

mk(x) _ Z clme27riﬁn(x—ak)‘

nezd

Este my es %ZQd—periédico y su norma es

el :/ mi(@)Pdz = 5 Y [l
L2(Qq/p) 0.1/5]4 Z n

nezd

Ademas, s6lo un numero finito de m;’s son distintos de cero. Por otro lado,
denotamos

f = Z CknTakMBng - Z kaakg'

k,neZd kezd

Calculamos la norma de f, aplicando el Lema 2.2.3,

11 = [ Wera= [ §;ﬁm 9(z — ak)m;(@)g(z — aj)da
_ Jk%d/%m )%g(m—ak—%)g(z—ay’—%)dm
_ 'Zd /Q ) my (@) (@) Tju(z)da. (2.10)

Veamos que los operadores I'(x) son acotados en ¢?(Z%). Utilizaremos el test de
Schur.
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Por un lado, utilizando el Lema 2.1.8, tenemos que, para casi todo x € R,

PHOEES DY g(f’f—a’“‘%wg(x‘aj‘%)’

jezd jEZA reZd
= S \Zfe((=5) o)l o (- v-5)

IN

;Zd ((éu)dllgllvv) ‘9 (“f—a’“‘ %)'
_ ((éﬂ)dug\rw) > g(@—“’f)‘%)‘

rezd

< ((é " 1)d ||g||w> (5+ 1 lglhw)

Por otro lado, como sabemos que I'jy(z) = T'y;(z), tenemos que |I'ji(x)| =
ITs;(2)] = |Tr;(2)|, de lo que se deduce que

Sl < (5+1) 6+ ol

JEZA

Aplicando el test de Schur, tenemos que, para casi todo z, el operador I'(z) es
acotado de (?(Z%) en (P(Z%), para 1 < p < 0o, y ademas su norma esta acotada por

1 d
Il < (5 +1) @+ " ol = ko 5.).
Por lo tanto, para casi todo x,

0< > mu(a)my(@)in(x) < k(a, B.9) Y [ma(a)]?

j,keZd kezd

Aplicando esto a (2.10), tenemos que

|Dymscl? = IfIE = / S ma(w)my @) Tjel()da

Ql/ﬁjkEZ‘i
< baBo) Y [ Il
kezd Qs
1 4 -
- (aﬂ) B+ ol Yl
kneZd

Concluiremos que

Daesl < (21)" (240"
g8l = o 5 gllw-
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|
Corolario 2.2.7 Si g € W(RY), entonces C,op := D? 5 : L*(RY) — (3(Z*) y

9,8
Syq:=D,C, : L*(RY) — L*(RY) son operadores acotados con norma

1 d/2 /4 /2
[Casll < a+1 B+1 lgllw,

’ 1 471 d
ISl < (541) (5+1) ol
Demostracion:
Por un lado,
1 d/2 /4 /2
ol = IG5l = Daeall < (5 1) (5+1)  lalw
Por otro

. 1 el d
1000 = 1G5 sChsll < 1DgalllCumall < (5 +1) (5 +1) ol

Estos resultados también se pueden obtener cuando es la transformada de Fourier
de g la que pertenece al espacio de Wiener.

Corolario 2.2.8 5i g € W(RY), entonces Dy o p,Cyap Y Sgq son operadores aco-

tados y
1 /2 /4 d/2
D,osll < =+1 —4+1 allw.
Dposll < (3+1) (5+1) lalw
Demostracion:

Sea c € (*(Z?), tenemos que

IDgasells = (Dgase)lz=1 D cenM-arTsadllz = | Dgapels

k,nezd

1 a2 /4 /2
—+1 —+1 q C
(1) (5+1) Ialwlel

donde ¢, = c_xe?™ 1% Por lo tanto, |||l = |||z ¥ obtenemos que

1 a/2 /4 az
IDgasela< (3 +1) (5+1)  Mdlhwlel

IN

Asi, podemos deducir

. a2 14 a2
[ Dg,asll < a+1 5+1 191w,

como queriamos.
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Corolario 2.2.9 Sige W(RY) o0 g€ W(R?), entonces la matriz de Gram

G = ((TakM,Bnga Tak’M,Bn/g>)(k,n),(k’,n’)€J7

con indices en J x J, siendo J = Z*¢, asociada al sistema de Gabor G(g, o, 3), define
un operador acotado en (*(7*?).

Demostracion:
Es suficiente aplicar los corolarios 2.2.7 y 2.2.8, dado que G = D*D.

Aunque nuestra funcién g no pertenezca al espacio de Wiener, de la acotacion
del operador T'(z) también se pueden deducir propiedades del operador de sintesis.

Proposicién 2.2.10 Sea g € L*(R?) y o, > 0. Entonces D,o 5 es acotado de
*(Z*?) en L*(R?) si
ess sup ||I'(z)|| < oo
rER

Demostracion:
Si Dy p es no acotado, para cada N > 1, existe una sucesién de soporte finito
™) tal que
IDME > N|e™13

7 . : : : Ld ool (N) _ (N) —27r1a5kn 27r15n3:
En términos de polinomios trigonométricos, my, '(x) = > za Cp. €

esto significa, por la prueba de la Proposicion 2.2.6, que

3 M (@)m ™ (@) Cp(a)de = [|DV]3 > N3

Ql/ﬂ 7, keZd

= Np? Z |mk x)|*dx

QR1/8 pezd

Como ambos integrandos son no negativos, existe un conjunto Exy C Q1/5 de
medida positiva tal que, para todo = € Ey,

(T (@) (M () peza, (M () keza) = Z mi? (2)m\™ (@)D () de
> NS iV (@) = NAU(mf™ () kena 3.

Es decir, tenemos que
IT(2)|| > Np9,

para todo x € Ey, lo que es una contradiccion con la hipotesis de partida.
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2.3. Representacion de Walnut del operador fra-
me de Gabor

En esta seccion, presentaremos una version de la representacion de Walnut del
operador frame de Gabor y algunas de sus propiedades, que nos seran de utilidad
mas adelante.

Dados g,v € L*(R%) y a, 3 > 0, por abuso del lenguaje, nos referiremos a

Sg,vf = Dvcgf = Z <f7 TakM,Bng>TakMﬁn’7

k,nezd

como el operador frame de Gabor.

Introducimos las funciones de correlacion y algunas de sus propiedades.

Definicién 2.3.1 Sean g,v € L*(RY) y o, > 0, la funcién correlacion del
par (g,7) estd definida como

Golw) = 2 (e = 5 = ak)y(a — ah),
kezd

para n € 7.2,

Por definicion, los G,,’s son periodizaciones de (Tn/gg) -7y, con periodo aZ?,
entonces, por lo que segin el Lema 2.2.3, tenemos que G,, € L'(Q,).

Lema 2.3.2 Si g,y € W(R?), entonces G,, € L®(R?) y

1 d
S 16l = (5 1) 25+ 2 lalwlll.

nezd

Demostracion:
Como || (T,/59) - vIlw < |9lloc|7]lw tenemos que (T,,/59) -y € W (R?). Aplicando
el Lema 2.1.8 a (Tn /55) - 7y, observamos que

1 ! _
[Gulle < (541) 1 (T8) 2l

Consecuentemente,
1 d
Y6l < (5+1) X @m alw
nezd nezd
1 d
- (3+1) T X1 i) o)l
ncZd kczd
1 d
< (a + 1) Z (Z ||(Tn/ﬁ§'TkXQ)||oo> ||(7 : TkXQ)Hoo-
kezZd \neZd
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A continuacién vamos a intentar acotar cada término Y .. ||(T5/89TkxQ) ||

1(T0/59Tkx0) e = ess sup |g(@)] < D l9Tixqlloo;
z€—G+h+Q 1€ n

donde I, = {KE VAR (—% —i—k—i—Q) N+ Q) # @}. Cada ¢ € Z% esta, como

mucho, en (283 + 2)¢ de los Iy ,,, entonces

> IToysaTixe)lle < (2842 llgTexqll

nezd Lezd

= (28+2)"gllw,
independientemente de k. Asi, tenemos que

1
S Gl < (— ) 26+ 2glw 3167 Tixa) e

nezd kezd

1 d
_ <a+1) 28+ 2)gllw [l

Ahora podemos probar el primer Teorema fundamental de representacion del
operador frame de Gabor, la representacion de Walnut [Wal92].

Teorema 2.3.3 Sea g,v € W(R?) y sea a, 3 > 0. Entonces, el operador
Sgnf = Z (fs Tk Mpng) Tor- Mpny,
knezd
lo podemos escribir como
Sonf =B GuToysf. (2.11)
nezd

Por otra parte, S, es acotado en todos los espacios LP, 1 < p < 0o, con cota

para su norma
1 ‘71 I
S <27 —+1 —4+2 .
ISl <2 (2 +1) (5+2) lalwllw

Demostracion:
Escribimos S~ de la siguiente forma
Sg:’yf = Z <f7 MBnTak9>MﬂnTak7- (2~12>
knezd

Ya vimos que en esta expresiéon podemos invertir el orden de la modulacién y
la traslacién. Sabemos que, para toda f € L*(RY), {(f, Mg, Torg) : k,n € Z4} €
(*(Z*4). Por lo tanto, la serie de Fourier

mi(e) = 3 (FTag) (Br)e*™ 7% = S (f, Mo Tug) > o (2.13)

nezd nezd
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estd en L*(Q1/5) y es %Zd—periédica con norma en L*(Q1/5)

ImillZ2, 0 = B D I(f, ManTurg) |

nezd
Queremos ver que my(x) es igual a f74Y° u(f - Targ) ( %) Para ello, cal-

culamos los coeficientes de Fourier de 8% u(f - Targ) ( %)
_ n —orifla
Z(f-Takg) (a:—B>>e dx

o | (
Qu/s \pezd

= [ Tug)@e e = (. MaT s

Observamos, por la expresion (2.13), que ambas expresiones tienen los mismos
coeficientes de Fourier, de donde se deduce lo que buscabamos,

mi(x) =B~ (f - Tuig) (x — %) : (2.14)

nezd

Sustituimos (2.14) en (2.12) y obtenemos que

Sy (@) Z( (o) (x—akz—%))v(m—ak»

kezd nezd

Si f tiene soporte compacto, entonces para x € R? la suma sobre n es finita y
podemos intercambiar los sumatorios:

ot = Er(Eaeont-g)e-on) s (--5)

nezd kezd

= 571)  Gulw) - Toysf(a).

nezd

La acotacién en LP(R?) se tiene a través de la desigualdad triangular y el Lema
2.3.2:

1Sgafll < B NGw-Tussflly < B NGulloolTossf 1l

nezd nezd

= 5 (Z HGnlloo> 1/l

nczd

Asi, tenemos probado el resultado para funciones de soporte compacto, Y por la
densidad de estas, lo extendemos a todo el espacio LP(R?).
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Introducimos una definicién auxiliar que nos ayudara en el desarrollo de los
siguientes resultados.

Definicién 2.3.4 Para j, 0 € 7% definimos

Go(r) = Zg(x—é—ak>7(x—%—ak). (2.15)

kezd

Vemos que la funcidn correlacion es precisamente G, (x) = Go () y que

G (x _ %) Gy onla). (2.16)

Corolario 2.3.5 Bajo las condiciones del Teorema 2.3.3, para toda f,h € L*(R?),
tenemos que

(Sonfih) = S 5 / G ()T ()T @) de. (2.17)

] ZEZd Ql/,ﬁ

Demostracion:

Primero, supondremos que f y h son funciones continuas, acotadas y de soporte
compacto en L?(R?). Entonces, las sucesiones {T}/5f(z) : j € Z%} y {Tjsh(z) : j €
7} tienen soporte finito.

Sustituyendo (2.11) y utilizando el argumento de la periodizacién con periodo
%Zd obtenemos que

(St = 5[ (Z Gola)f (- g)) Ry (218)

-, B (Ze ) (-5 ()

Como la suma sobre j y n es finita, no necesitamos justificar el intercambio de
los sumatorios. Usando (2.16) y la sustitucién ¢ = j + n, (2.18) se puede expresar
como

(Sgfsh) :ﬁ—d/Q > Gi@)Typ f ()T sh(z)de,

5 JLezd

como queriamos.

Ahora, para extender la expresién (2.17) a cualquier f,h € L?(R?) considera-
mos el operador G(z), definido para casi todo x € R?, sobre las sucesiones por la
multiplicacion de matrices

=2 Gl

Lezd
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Si g,v € W(R?), usando el Lema 2.1.8 tenemos que, para casi todo x € R? |

S < % g (z———ak)' (m—%—ak)‘

Lez L€ kezd

(S )
1 d
< @40 (5 +1) lalwlil.

kezd \eezd
Esto nos da una estimacion similar para » . [Gji(z)|. Asf, por el Lema de Schur

2.2.1, para casi todo x € R? la matriz G(x) define un operador acotado de ¢*(Z%)
en (P(Z%), con 1 < p < oc0. Si h,l € L*(RY), por el Corolario 2.2.4, las sucesiones

{f (w - —) (e Zd} {h (3: - 5) le Zd} estan en (2(Z?) para casi todo z € R,

v la representacién con matrices se mantiene para f,h € L?(R?) cualesquiera.

IN

Cuando f y h son funciones acotadas y de soporte compacto, en la prueba,
necesitamos condiciones mucho mas débiles en g y . Si g,v € L?(R?), entonces
Tupg - Tjpy € LY(R?Y) y, asi, la a-periodizacién Gj¢(z) pertenece a L'(Q,) para
todo j,¢ € Z4. Por lo tanto, (2.17) se mantiene cuando f y h son funciones acotadas
y de soporte compacto.

Veamos ahora una proposicién que sera fundamental para demostrar el teorema
de dualidad de Ron y Shen.

Proposicién 2.3.6 Ron-Shen [RS97] Sea g € L*(R?) y sean a, B > 0. Entonces
a) Sye €s un operador acotado en L*(R?) si, y sdlo si,
G(x) < blp,
para casi todo x € R y para algin b > 0.

b) S,y es un operador invertible en L*(RY) si, y sélo si, G(x) es un operador
invertible en (2, para casi todo © € RY.

Demostracion:

a) Suponemos G(z) < bl para casi todo x € R?. Suponemos ahora que S, es
un operador no acotado. Entonces, existe una sucesion, { fy} yen, de funciones
acotadas con soporte compacto tal que

(Sgqfn, ) > Nl fxll-
Usando (2.17), deducimos que

(Sggf: fn) = 5d/Q > Giol@)Tyyp fn(2) Ty fn (w)de
1/8

ezl

- N /Q S [Tafxa) Pz = N fu 3
1/8

jezd
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Entonces,

/Q B Gla)Typfn(@)Tiafn(@) = N Y | Tysfn () | dz > 0.
18

j,ZEZd j icZd

Por lo tanto, existe Ky C (1,3 con medida positiva tal que

B Gela) Ty fn(@)Tiyafn(x) = N Y | Tysfn(x)? >0, (2.19)

j7£€Zd J EZd

para x € Fy.

Definimos ¢ = (Tj/5fn(%))jeze. Sabemos que ¢® € (*(Z) por el Corolario
2.2.4, entonces la expresion (2.19) es equivalente a

BUG (@) Ty sfn (@), Tysfn(@)) = NI(Tj/afn(@))jezall > 0,

es decir,

(G(2)e", ¢”) > N e"|I?,

para x € Ey. Pero esto es una contradiccion con el hecho de que exista b > 0
de forma que G(x) < blp, para casi todo z € R%. Asi, tenemos que S, es un
operador acotado.

La implicacion reciproca la veremos por pasos. Partimos de que S es un ope-
rador acotado y S < bl para una constante b > 0, es decir,

(ST, ) <o(f, 1),
para toda f € L*(RY).

1. Queremos ver que para toda f € L*(R?) existe N; C R? de medida nula
tal que

> Gil@)Tysf ()T af(x) < B> | Tyaf (x)

Jlezd jezd
para toda x ¢ Ny.

Suponemos que existe M C R%, de medida no nula, tal que

> Gul@)Tysf (@)Tiaf (@) > B Y Tyt (x)

j,éeZd ]EZd

para todo € M. Definimos U = (J,cpa{M + %} Como ambos lados de la
desigualdad anterior son %—periédicos, podemos afirmar que, para todo x € U,

se tiene
> Gul@)Tysf (@)Tiaf (@) > B Y Tyt (x)

j,ZGZd jEZd
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Sea ¢(x) = Xy, que es %—periédica, entonces tenemos que f¢ € L?(R%). Como
Sgq €s acotada,

b{fo, fo) = (Sfo, fo) (2.20)

Pero, por otro lado, aplicando (2.17) deducimos que

(Sfo.fo) = 5 /Q S Giulw) Ty f (2)Toy6(2) Ty 5 (@) T 50()
1/8

jLEZA

~ g / S Ginl@) Ty (2)6(2) T 5 (@) ()
Qi/p

Jlezd

= p /meu Z Gjo(x)Tepf ()5 (2)

FAEZL
> b S m@r =t [ 3 e
Q/pNU jezd Qi/p jezd

= b(fo, f9)

lo que es una contradiccién con (2.20).

2. Definimos el conjunto F C L?(R?), de la siguiente forma:

N .
F={ f=211dXe : NeN, ¢ €Q+iQ
y ¢; es un cubo compacto con vértices en Qd}.

Veamos que existe un N C R? de medida nula de forma que, para toda
f € F, se cumple

> Giul@)Tyaf () Tiaf(x) < B D [Ty f(x (2.21)

j7£eZd ]EZd

para todo x ¢ N.
Por el paso 1, tenemos que, para cada f € F C L*(R?), existe N; de medida

nula de forma que se cumple (2.21) para todo x ¢ Ny. Observamos que F es
un conjunto numerable, por lo tanto

N=Jny.
feF

es un conjunto de medida nula, por ser unién numerable de conjuntos de
medida nula.

3. Para toda (¢j)jeze € (*(Z) finita, con ¢; € Q +iQ para todo j € Z,

tenemos que
Y Gilz)eic; < B0 Y ey, (2.22)

J, e jeza

para todo z € R¥\ N.
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En efecto, sea (¢;)jeze € (*(Z%) finita, con ¢; € Q 4+ iQ para todo j € Z4, y
sea v € RA\N. Elegimos f € F de forma que

J

Bt (r-3) -
B

para todo j € Z%. De esta forma, utilizando el paso 2, tenemos que

Z Gjo(w)eie; = Z Gjo(x)Toypf(2) T8 f (2)

jleZd jAEZ
< B (Tysf @) =Y el
Jezd jezd

4. Para toda (¢;) eze € (*(Z%) finita tenemos que
> Gul)ed; < B el (2.23)
j ez jezd
para todo z € R¥\ N.
Sea x € R\N y ¢ = (¢j)jeze € £2(Z%) finita. Definimos la sucesién {c"}en,

con () jeza € (*(Z7) finita y con el mismo soporte que ¢, con ¢f € Q +iQ
para todo j € Z? y toda n € N, tal que

lim " = c.
n—oo

Por lo tanto, por el paso 3, tenemos que

Y Gula)ew = Y Gula)(lim ¢f)(lm @) = lm Y Gula)eie

n—o0 n—oo

JLezd jeezd jeezd
3 d 2 d 2
< Jim B Y [P =B Y el
jeza jeza

Hemos podido intercambiar los sumatorios y los limites dado que los primeros
son finitos.

5. El operador G(z) es un operador acotado para casi todo z € R

Aplicamos la Proposicién 1.1.4 a la expresién (2.24). Asi, para toda ¢ =
(¢;)jeza € C*(Z%), tenemos que

(G(a)e,e) = Y Gula)es < By eyl = B%llell3, (2.24)

jibez? jezs
para todo € RT\N.

b) La prueba es anéloga al caso a), ya que S es invertible si, y solo si, existe ¢ > 0
tal que S > cl;2.
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2.4. Desarrollos no ortogonales

Los siguientes frames fueron introducidos por Daubechies, Grossmann y Meyer
en [DGMS6].

Teorema 2.4.1 Sea g € L>®(R?) con soporte incluido en el cubo Qr = [0, L]%. Si
a <L yB <%, entonces el operador frame S = S, , es

Sf(x) = (ﬁd > gl - Oék)\2> f(@).

kezd

Consecuentemente, G(g, v, ) es un frame con cotas del frame 3~% y B9 si, y
solo si,
a < Z lg(x — ak)]* < b, (2.25)
kezd
para casi todo v € R*. Ademds, G(g, o, B) es un tight frame, si, y s6lo si, .,z |9(x—
ak)|* es constante casi por todas partes.

Demostracion:
Como g € L™ con soporte incluido en un compacto, tenemos que g € W (R?).
Consideramos las funciones de correlacién con la representacion de Walnut,

Gn == Z Tozk:(Tn/Bg : g)

kezd

Sin # 0, entonces sop(T,/3G-9) C (% + 0, L]d) N[0, L)%, que es vacio cuando 8 <

%, o un conjunto de medida nula cuando § = % Esto implica que G,, = 0 casi por
todas partes para n # 0; asi, utilizando la expresién del teorema de representacion

de Walnut, tenemos que

Sf = ﬁid Z GnTn/ﬁf = ﬁidGOf = (ﬁd Z |g<x - Oék)|2> f(‘r)a

nezd keZd

que es lo que buscdbamos. Por tanto, si a < Y, 4 |g(x —ak)[?

alfll; < (Sf.f) < blflIlz.

Con lo que tenemos que S es acotado e invertible. Y en el caso en que ), 54 [g(z —
ak)|* = K constante, tenemos que S = K 1.

< b, tendriamos que

Nota 2.4.2 Bajo las hipotesis del Teorema 2.4.1, las cotas del frame optimas son

Coad _ 2
Ao = ~"ess inf }  |g(x — ak)P?,

kezd

Byt = B % ess sup Z lg(x — ak)|?.

d
e€RT pezd
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2.5. Existencia de frames de Gabor

En esta seccion presentamos una serie de resultados que, dependiendo del tipo de
funciones y sus caracteristicas, nos permitiran poder afirmar la existencia de ciertos
frames de Gabor.

Nota 2.5.1 Escribiremos

GoNw) = Golr) = 3 7 ( o ak) ol — ak),

kezd 6
para hacer énfasis en la dependencia de los parametros («, [3).

Veamos un lema que nos ayudara en la prueba del primer resultado de existencia
de frames que, acto seguido, presentaremos.

Lema 2.5.2 Sea g € W(R?) y sea a > 0, entonces

I (e.8) -0
3G =0
WA

n#0

Demostracion:
Sea € > 0. Elegimos F' C Z? finito, de forma que

D g Texglloo < &
k¢ F

Definimos

7= 9 Tixo. vy 22=9-91=2_9 Tixo
keF k¢F

Entonces, [g2llw = > 4ar 19 Tixello < €y llg1llw < |lgllw. Consideramos las
funciones de correlaciéon

G, = Z Tok(Tnysg - 9) = Z Tor(Thys(g1 + g2) - (g1 + g2))

kezd kezd
= Z Tor(Tn/s91 - 91) + Z Tor(Tn/s92 - g1) + Z Tor(Tnys(g1 + 92) - g2)-
kezd kezd kezd
Denotaremos
H, = ZkeZd Tak(Tn/Bm : gl)a K, = Z Tak(Tn/,B% : 91)

kezd
Y Lo = peza Tar(Tnys(gr + g2) - g2)-

Veamos que H,(z) = 0, n # 0, para casi todo punto con un £ lo suficientemente
pequeno.
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Tenemos que

p

= > 9 Tixq (x—%—m’) Y9 Tixglz —ar)

kel leF

n
Tar(Tn/ﬂm ’ gl) = 01 (Qf — a CW') ’ gl(x - CKT’)

donde D, rg-Tixo(z— 3 —ar) puede ser distinto de 0 s6lo si x € k+Q+ar+7 para
algin k € F',y > ,cp 9 Texo(z — ar) puede ser distinto de 0 sélosi z € £+ Q +ar

para algiin ¢ € F. Si elegimos 3 < (diam(F) ++/d)~!, tenemos que para todo n € N
y todo k, 0 € F,

<k+Q+ar+%>ﬂ(€+Q+ar>z@.

Luego, para 3 < (diam(F) 4 vd)~* y n # 0, H,(z) = 0 para casi todo punto.

Por lo tanto, si usamos el Lema 2.3.2, obtenemos que

Y G e < Y (1Kulloe + [ Lalloo)

n € 24 nezd
n#0

1 d
< (5+1) @+ 2 anlwlolw + lobw el

1 d
< 2(5+1) @8+ lgl <

como queriamos
|

Teorema 2.5.3 Walnut [Wal92] Suponemos que g € W(R?), con g # 0 y que
existe o > 0 de forma que podemos tomar constantes a,b > 0 que cumplan

a< Z lg(z — ak)|* < b < oo, (2.26)
kezd

para casi todo punto. Entonces eziste un valor By = fo(a) > 0 tal que G(g, o, B) es
un frame de Gabor para todo B < [y.

Especificamente, si elegimos By > 0 tal que, para todo 0 < 5 < By,

D G o < ess inf |Go(x), (2.27)
e zd zeR4
n#0

entonces G(g,a, B) es un frame para todo B < By, con cotas del frame

A=pla= Y 1G],
n € 2%
n#0
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B=p (Z !\G%“ﬁ)l\oo> .

nezd

Demostracion:
Por el Lema 2.5.2, existe £y > 0 tal que, para todo 8 < fy,

Yo G e <a,

nez?
n#0
siendo a = ess inf,epa Y 4cza |g(@ — k)|, Sustituyendo la representacién de Walnut
para S, , obtenemos que, para cualquier f € L?(R%),

<Sf7f> = ﬁid<z GnTn/ﬂfaf>

nezd

= ﬁfd / Go(x)’f($)|2d$ + Z <GnTn/Bf7 f>
R4 n e 74
n#0

Hemos intercambiado la suma por la integral dado que ) _,. G,/T;,/5f converge en
L*(R?). También sabemos que

{GuTosaf, )] < NGullocl Tss fll2 fll2 = Gl I £112,

por lo que — |Gyl fl3 < (GnTh)sf, f). Ahora, usando que Go(z) > a, deducimos
que

(S £ = 7 allflz+ D —IGallsllf13
n € 74
n#0

= B a— > NGl | IF13 = All£13,
n ezl
n#0

lo que nos da la estimacién inferior para S. Por construccion A > 0, para todo

B < Bo.

Por otro lado, por la representacién de Walnut, tenemos que

<Sf7 f> = B_d<z GnTn/Bf7f> = B_d Z<GnTn/ﬁf7 f>

nezd ncZd

< B7) NGl /13 = BlIfI3

nezad
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Nota 2.5.4 No es dificil encontrar funciones que cumplan la condicion (2.26), co-
mo por ejemplo, una funcién continua g, que pertenezca a W (R?) y sea distinta de 0.

Si es distinta de 0, es porque existe un punto xo donde es distinta de 0. Al ser
continua, existird € > 0 de forma que g sea distinta de cero en B(xg,¢). Y si elegimos
a < e tenemos que, para todo x € R?, existird al menos un k € Z¢ de forma que
(x — ak) € B(xg,e) y por lo tanto, podremos tomar a de forma que

a < Z lg(z — ak)]* < b < 0.
kezd

La cota superior no es un problema dado que g € W (R?),

Esencialmente, la condicién (2.27) nos indica que el operador frame S es dia-
gonalmente dominante; es decir, que el operador f +— 379Gy f domina al resto de
los otros términos. De esta observacién se deduce la invertibilidad de S en otros
espacios de funciones. Nos ayudaremos de un resultado conocido para deducirlo.

Teorema 2.5.5 Si el operador lineal A : B — B, con B espacio de Banach, satisface
que ||I — Al < 1, entonces A es invertible, con inversa A=t =3 (I — A)" y su
norma es ||[A7Y| < (1 —||I — Al)~"

Corolario 2.5.6 Bajo las hipdtesis de Teorema 2.5.3, Sy, es invertible en cada
LP(RY), con 1 < p < oco.

Demostracion:
Descomponemos S = M + R, donde

Mf=pB"Gof y Rf=p""> G.Tusf
n#0
Entonces, M~'f = ¢G5! f y su norma como operador de LP(R?) en LP(R?) es

M) = sup. 18Ga FIIl < BYIGg oo < Ba™,

I1£llp<

como consecuencia de (2.26).

Por otro lado tenemos que

If = M7'Sfll, = [|M~H (M —=S)f|| = [[M~'Rf]
= DG GuTyaflls <) 1GolloollGrllocll £l
n#0 n#0

Ast, [I=M7'S|| <a™' 32, 40 lIGnllee < 1 paracada 0 < 8 < fy. Esta estimacion
implica que M 1S es invertible en LP(R?) con inversa

(M)t =N (I - M9



2.5. EXISTENCIA DE FRAMES DE GABOR 53

Consecuentemente, S es invertible en LP(RY) con inversa S~ = (M~1S)~1M 1.

A continuaciéon, mostramos un resultado sobre invertibilidad de matrices, en el
que nos apoyaremos para deducir el resultado sobre la invertibilidad del operador
frame que presentaremos después.

Lema 2.5.7 Si la matriz (aje);es define un operador A acotado, positivo y auto-
adjunto en (*(J), con A diagonalmente dominante, esto es

}gW%P-EZPWDZ5>O
leJ
(%]

Entonces, A > 81 en el sentido de que (Ac,c) > d||c||3, para todo c € (*(J). Conse-

cuentemente, A es invertible en (*(J) y ||[A7Y| <671

Demostracion:
Descomponemos A = M + R, donde M es la matriz diagonal con entradas
mje = a;;0j¢ y R es el resto, con entradas r;, = ajosi j # Ly r;; = 0.

Para estimar la expresion

(Re,c) = Z Z @;eCeCj

Jje€J teJ
L#£j

aplicaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, primero a la suma interior sobre [ y
después a la suma exterior sobre j:

(Re.o)l < Y D lageledlael ]

JjeJ teJ
>y
1/2 1/2
< Do D lagelledf? > lagellesl”
JjeJ teld ted
L#£j L#£j
1/2 1/2
< D0 D0 lagelled? DD agelley?
JeJ teJ JjeJ teJ
>y 04
= Y- 2.
Como A es auto-adjunta, tenemos que Y1 = Xy, por lo tanto
1/2
1/2
55 |55 bl | < (S ool
jed teJ jeJ

0+
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Asi, tenemos que,

(Re,e)| < (az; = 0)les|* = (M — éI)e, ).

jeJ
Es decir, R < M — é1I. Por lo tanto,
(Ac,c) = (M + R)c,c¢) > (Me,c) — |{Re,c)| > dllcl|3.
Consecuentemente, A es invertible y ||[A7!| <671

Proposicién 2.5.8 Ron-Shen [RS97] Si para g € L*(R?) y o, 8 > 0 el operador
frame de Gabor S, , es acotado en L*(R?) y

ess inf | Go(z) — Z |Gn(2)] | =0 >0, (2.28)
zeR? ez
n#0

entonces el operador frame de Gabor S$77 es invertible en L*(R?) y G(g, v, B) es un
frame.

Demostracion:
Para cada z € RY tenemos que G(z) verifica las hipétesis del Lema 2.5.7. En

efecto, como
ng(l’) = Gg,j <£L' — %) s

por (2.15), obtenemos que

Gyj(w) = D |Gyelx)| = Go (I - %) - > |Gy (ZL" - %) | > 4.

lLeld leld
(#] 0#j

Asi, el Lema 2.5.7 implica que G(x) > 1, para casi todo r € R% Y por el Lema
2.3.6 el operador S, , es invertible en L?(RY).

Nota 2.5.9 De las condiciones (2.27) y (2.28) no se concluye que [ debe ser sufi-
cientemente pequeno. Sin embargo, para las funciones de decrecimiento rapido estas
expresiones pueden ser evaluadas numéricamente y, a veces, dan buenas estima-
ciones, como en las tablas de [Dau90, Dau92], donde encontramos estimaciones
explicitas de v, [y de las cotas del frame para los casos g(x) = e’y g(x) = eIl



Capitulo 3

Estructura de los sistemas de
Gabor

Finalmente, en este ultimo capitulo estudiaremos la estructura que tienen los
frames de Gabor, asi como las posibles representaciones y caracteristicas de sus
parametros. Acabaremos presentando y demostrando el teorema de dualidad de
Ron y Shen.

3.1. La representaciéon de Walnut

Proposicién 3.1.1 Si g,y € L*(R?) y D,, D, son acotados en (*(Z%), entonces

<Sg,'yf> h> = <ﬁd Z GnTn/ﬂfa h> ) (31)

nezd

para toda f,h € L=®(R?) con soporte compacto.

Demostracion:
Ya vimos que la periodizacién

tiene como serie de Fourier

Z <f7 M,BnTozk’g>627ri/Bn.x'

nezd

Si f € L*(R?), entonces Tpig- f € LY(R?), y la periodizacién pertenece, al menos,
a Ll(Ql/ﬁ), por el Lema 2.2.3. Sin embargo, si asumimos que el operador de sintesis,
D,, es acotado, sabemos que los coeficientes (f, Mg, Torg) estén en (2(Z*?). Por lo
tanto, la serie de Fourier estd en L?(Q1/5) y la igualdad

s Z (Targ f) (x — %) — Z (f, MsnTopng)e?™iPne

nezd nezd

95
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se tiene para casi todo x € R. Sustituyendo esta identidad en el desarrollo de Sy, f
se obtiene

(St =5 [ (Z <2 T.ig ( - g) f ( - %)) ~ Tamm)) R(w)da.

kezd \negZzZd

Ahora, si f y h son de soporte compacto, entonces, la suma sobre n es finita y su
(% + sop(f)) N sop(h)’ > 0}. Por lo tanto
el orden de las sumas se pueden intercambiar y obtenemos que

Soodih) = 57 [ (Z (Z g (2= %) 1 (2~ g)) -Tamx)) (o)

n€zZd \kezd

= 6_(1(2 GnTn/ﬁf7 h>7

nczd

rango esta sobre el conjunto {n AR

que es lo que buscabamos.
[ |

La expresién (3.1) es la version méas general de la representacion de Walnut
dentro de la teorfa de L2

Corolario 3.1.2 Si D, y D., son acotadas, entonces para todo n € Z°,
1Gulloo < B01Sgnll-

Demostracion:
Elegimos f,h € L*(R?) con soporte en Qq/5 y {,m € Z* arbitrarios. Por un
lado, como S, , = D, Dj es acotado, tenemos que

[(SgnTesa s Timpshd| < (S llllfll212]]2- (3.2)
Por otro lado, la Proposicién 3.1.1 nos indica
(SonTisfs Tmpsh) = B~ GuTinraysfs Tnysh)- (3.3)
nezd

Como los soportes de Ty, /g f ¥ Tn/sh son disjuntos dos a dos, salvo cuando k = m,
tenemos que en (3.3) sélo el término con n+ ¢ = m contribuye. Combinando (3.2) y
(3.3) se obtiene, para todo f,h € L*(Q1/5) C L*(Q1/5) y para todo ¢,m € Z%, que

/1 ) Gos <a: + %) F(a)h(z)dz

Por densidad, podemos extender esta expresion a f, h € L*(Q1/3) v, por lo tanto,

n+/¢
a, (x+7)} <1150

para todo ¢, de donde se deduce que
1Gulloo < B80Sy,

s < [1SgA Nl 27 ll2- (3-4)

B~ % ess sup
v€Q1/p

como queriamos.
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Corolario 3.1.3 S5i G(g,, 3) es un frame de Gabor con cotas A, B > 0, entonces,
A< gle — ak)| < B,
kezd

para casi todo x € R,

Demostracion:
Sea f=he L*(Q8) y { =m =0 en (3.3), entonces,

(Sggf, f) = <Z G Tn/ﬁf7f> =0 d/Q Go(z)| f(x)|*dz,
1/8

nezd

y la desigualdad de la definicién de frame implica que
A< B7%Gy(z) < B,

para casi todo z € R%.

3.2. Representaciéon de Janssen

Para llegar a la representacion de Janssen debemos plantearnos el desarrollo en
serie de Fourier de las funciones de correlacion a-periddicas.

El /-ésimo coeficiente de Fourier de la funcién de correlacion G,, es:

(/}’;(ﬁ) = a—d/ G (z)e 2 ite/ogy = o~ / Z T,,597)(x — ak)e —2rilo/a g,

> kezd

= o /d(Tn/ﬁEV)(aﬁ)e‘%”x/“da: = o™y, My/aToys9)-
R

Si pudiesemos asegurar la convergencia de su serie de Fourier, podriamos expresar
Gpn(x) como,
Gn(x) = a_d Z <7> Mf/aTn/ﬁg>e27”ex/a‘ (35)

LeZ4

Si sustituimos esta expresion en la representacion de Walnut (3.1), obtenemos el
desarrollo

Sg,'yf = ﬁid Z GnTn/Bf = (Ba)id Z Z<7> MZ/aTn/69>MZ/aTn/ﬁf' (36)

nezd n€Zd (74

A este desarrollo lo llamamos representacién de Janssen [Jan95).

Para poder afirmar la convergencia de esta expresion introduciremos la siguiente
definicién.
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Definicién 3.2.1 Diremos que el par de funciones (g,7v) de L?*(R%) satisface la
condicion (A’) para los parametros o, f > 0 si

Z |<77Tn/ﬁM£/ag>| < 0.

k,tezd
Si g =, entonces diremos que g satisface la condicion (A).

La condicién (A’) nos garantiza la convergencia absoluta de los desarrollos (3.5)
y (3.6).

La representacion de Janssen es complementaria a la definicién original de .S,
dada por (3.1). Mientras que (3.1) imita un desarrollo ortogonal y f se encuentra
implicita en los coeficientes del frame, (f, TorMpng), en la representacién de Janssen
f se encuentra mas explicitamente. De hecho, esta segunda nos muestra S, - f como
una combinacién lineal de transformaciones tiempo-frecuencia de f.

En general para g,y € L? no esta claro que la serie de Fourier (3.5) represente
G, de forma que podamos derivar rigurosamente en (3.6).

Teorema 3.2.2 Si(g,7) satisfacen la condicion (A") para ciertas o, 5 > 0, entonces

SQ»’Y = (/Ba)_d Z Z(?@ Mf/aTn/ﬁg>M€/o¢Tn/,Ba

n€ezZd (c74

= (B)™ > (0. TuysMisag) TnysMisa

n€zZd kezd

con convergencia absoluta en la norma.

Demostracion:

Como consecuencia de la condicién (A’), las series de la expresion del enunciado
convergen absolutamente en la norma y, por lo tanto, independientemente del orden
de sumacion. Asi, llegamos a

By <a—d > (v, Mg/aTn/ﬁg>e2”ih/a> Top=B""> GTup =Sy, (3.7)

nezd ez nezd

donde hemos usado (3.5) y la proposicién 3.1.1.

3.3. Densidad de los frames de Gabor

Comenzamos presentando un resultado que necesitaremos para desarrollar la
prueba de la densidad de los frames de Gabor.
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Proposicién 3.3.1 Sean f,h,g,v € L?>(R?). Entonces

(f, M,T,y) = g fO)M,Toy(t)dt =V, f(z,y)

(M, Tog) = [ WO Tog 0t = Vi .0)

pertenecen a L*(R??) como funciones de x,y € R, y
[ [ 5 T )y = .38,
Rd JR

Demostracion:

Ya vimos en el Lema 1.2.3 que las STFT pertenecen a L?(R%*@). Empezamos
suponiendo que g,y € LY(R?) N L>*(RY); asi, tenemos que fT,7, hT,g € L*(R?) para
todo x € R?. Por lo tanto, utilizando la férmula de Parseval, podemos desarrollar la
doble integral de la siguiente forma

/ (f, M,Tor) (M, Tog, h)dedy — / (T () (WTog) () ey
Re JRR4 Re JRd
= [, [ U0 @

— y f(&)h(t) /Rd v(t —x)g(t — x)dtdx
= (fih){g: ),

donde hemos podido intercambiar los ordenes de integracién por el teorema de Fu-
bini. Ahora, dada la aplicacién sesquilineal, definida por;

(v.9) — /R ) Rd(f,MyTﬂMh,Myng)dxdy,

la cual es acotada e igual a (f,h){g,7) sobre el conjunto L'(R?) N L>(R?), que es
denso en L*(RY), podemos extender el resultado a cualesquiera g,y € L*(R?).

Lema 3.3.2 Sean f,h € L*(R?) y sean x,y € R?, tenemos que

(f,h) = (M,T, f, M,T,h). (3.8)

Ahora podemos presentar el resultado inspirado en la publicacion de Janssen
[Jan] sobre la densidad de estos frames.

Teorema 3.3.3 Si G(g,a, B) es un frame de Gabor, entonces aff < 1.
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Demostracion:
Primero veremos que si G(g, «, 3) es un frame de Gabor, entonces

(9:7°) = (aB)?,

donde v° = S~!g es su frame dual canénico. Elegimos f,h € L*(R%), tales que
(f,h) # 0. Ahora, tenemos que, por la Proposicién 1.2.7,

f= > (i MuaTnpy") Mua T,
n,mezd
y usando (3.8), para cualquier z,y € RY, tenemos que
(f,h)y = (M_,T_,f,M_,T_,h)
_ < > (M_T,f, MnaTm57°>MnaTmBg,M_xT_yh>

n,mez4

= Y M Ty f, MyoTonpy°) (MoTimpg, Mo T, h)

n,mez4

= Z <f> na-+x mﬂ—%—y’y ><Mno¢+me,8+yg; h)

n,mez4

Integrando esta identidad sobre (x,y) € [0, a)? x [0, )%, y usando la Proposicién
3.3.1, llegamos a que

deﬁd<fa h> = / /Q na+$Tm5+y7 ><Mno‘+meﬁ+yg’ h)dxdy

B nmezd
- /]Rd /Rd<f7 M, T,~°)(M,T,g, h)ydxdy = (g,7°){f, h).

Entonces, (g,7°) = a¢3?, dado que (f,h) # 0. Ahora consideramos 2 represen-
taciones distintas de g

g = Z <g>MnaTmﬁfyo>MnaTmb’g

n,mezZ4
y
g=1-g+ Z 0 MyoThnpg-
n,m € 2%
(n,m) # (0,0)

Como sabemos que la norma de los coeficientes candnicos es la menor de los
posibles coeficientes que reconstruyen g, por la Proposicion 1.1.13, tenemos que

> g MuoTrpy)P <12+ > 07 =1,
n,mez4 n,m € 7%
(n,m) # (0,0)

con lo que podemos afirmar que
a®p? = (g,7°) = (9, MoTy°) < 1,

y asi, af < 1 como queriamos.
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En la literatura se han mostrado mas resultados estableciendo condiciones sufi-
cientes (en ocasiones, también necesarias) para la existencia de frames a partir del
producto de v y 5. Presentamos, sin demostraciéon, uno de ellos.

Teorema 3.3.4 (Lyubarski [Lyu92] y Seip y Wallsten [?, ?]) Sean a,5 > 0
y consideremos g(x) = e~ . Entonces el sistema de Gabor {My5T009},, . cq €5 UN

frame de L*(R) si y solo si ab < 1.

n,me

3.4. Las relaciones de biortogonalidad de Wexler-
Raz

En el primer capitulo vimos que, para cualquier frame de Gabor G(g, «, 8), exis-
te una ventana dual v € L*(R?) tal que S,, = S,, = I. En general, como los
coeficientes (ajn ) neze del desarrollo

f: Z ak,nTakMBng

k,neZd

no son unicos, puede haber otras ventanas duales, ademas de la candnica, que satis-
fagan S, ., = I. Las siguientes condiciones, conocidas como las relaciones de Wexler-
Raz [WRI0], caracterizan todas las ventanas duales.

Teorema 3.4.1 Si D, y D, son acotadas en *(Z*), entonces las siguiente condi-
ciones son equivalentes:

(i) Sy = Syg=1, en L*(R?).
(i)) Condicidn de biortogonalidad: (aB)~* (v, MejaTy/89) = 6e00no para €,n € Z°.
Demostracion:

(ii)—(i) Sila condicién de biortogonalidad se cumple, entonces (g, 7y) satisfacen la con-
dicién (A'),
> 13 TysMegag)| < oo.

n, ez

Asi, las representaciones del Teorema 3.2.2 convergen en norma, y consecuen-
temente S, , = I.

(i)—(ii) Tenemos que S, = I. Sean f,h € L®(Q1/5), y sean I,m € Z* arbitrarios.
Entonces, aplicando la representacién de Walnut (3.1.1),

= (B GuToviysf, Tomysh).

nezd
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Por el soporte escogido para f y h, (T,0/8f, Tim/sh) = 0 si n+ € # m, por lo
tanto

6€m<f7 h> = <6_d Z GnTn-i-Z/,Bf’ Tm/ﬁh> = ﬁ_d<Gm—€Tm/ﬁfa Tm/,Bh>

nezd

= BN(TmsaGmi) . 1)

Por densidad, esta identidad se extiende a f,h € L*(Q1/3) y concluimos que
Som = B G po(x + %) para casi todo x € 1/3. Variando ¢, m € 74, se sigue
que $7%Go(z) = 1y G,(z) = 0 cuando n # 0, para casi todo x € R%. Como
ya dedujimos que G,, € L>®(Q,,) tiene la serie de Fourier

Gn(iﬂ) _ Ozid Z<7, Me/aTn/ﬂg>€2ﬂi€x/a
lezd

y por la unicidad de los coeficiente de Fourier, concluimos que
<a/6>7d<77 ME/aTn/ﬂg> = 0400n0-
|

Nota 3.4.2 Notemos que podemos reescribir las relaciones de biortogonalidad como
(&5) <MZ/a n/B7s MZ’/aT '/59> = (Sfﬁ’énn’ (39)

para (,0' ,n,n' € Z2. Es decir, que los dos conjuntos G(g,1/5,1/a) y G(v,1/8,1/a)
son biortogonales entre ellos en L*(RY).

Corolario 3.4.3 Un sistema de Gabor G(g,«, 3) es un tight frame si, y sélo si
g(ga 1/57 1/&) = {Tk/ﬁMn/ag : ka n e Zd}

es un sistema ortogonal. En este caso, la cota frame A satisface
—d|| 1|12
A= (aB)gll3-

Demostracion:
El operador frame de un tight frame es un multiplo de la identidad, especifica-
mente %Sg,g = [. Usando v = %g en la condicién de biortogonalidad obtenemos

que
(aB) AN MyyaTn/59, Mo jo T 159) = S0y

Para ¢ = { y n’ = n, obtenemos A = (a3)~%||g||3 para la cota frame.
Reciprocamente, si G(g,1/5,1/a) es un sistema ortonormal, utilizando la repre-

sentacién de Janssen, obtenemos S, , = (3)~%||g||31. Por lo tanto, G(g, a, 3) es un
tight frame.
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Lema 3.4.4 Si D, y D, son acotados y Sy = DD} = I, entonces ambas, G(g, @, )
y G(7,a, B), son frames de Gabor.

Demostracion:
Sea f € L?(R?), entonces:
I3 = [1Se~fll5 = 1D, D; 13
< D, IPID; A5 = 1D D 1, TakMang)|?
k,nezd
< D IP(IDg (1 £115-
Es decir,

IDA2IAIE < D W TarMang) | < D1 £154

knezd
con lo que G(g, a, B) es un frame de Gabor. La prueba para G(v, a, 8) es andloga.
|

3.5. El principio de dualidad de Ron-Shen

Finalmente, en esta seccion introducimos una definiciéon y algunas caracteriza-
ciones que nos ayudaran en la comprensién del teorema de dualidad de Ron y Shen,
que presentaremos y demostraremos al final.

Definicién 3.5.1 Sea A = aZ? x BZ¢ un reticulo, llamaremos reticulo adjunto
o A= 170 x 171

Este reticulo se caracteriza facilmente por la siguiente propiedad de conmutacion.
Lema 3.5.2 Un punto (z,1y) € R? pertenece al reticulo adjunto A° si, y sélo si,
(TeMy)(TaxMpn) = (TaxMpn)(T2:My),
para todo k,n € Z°.

Demostracion:
Aplicando las relaciones de conmutabilidad, obtenemos que

(TxMy)<TakM5n> = €2WiakyTxTakMyM5n = €2WiakyTakaM5nMy
627r i(aky—pnz) (TakM,Bn) (Tx ]\42/)7

donde e?7i(eky=Bnz) — 1 para todo k,n € Z% si, y s6lo si, © =
¢,m € 74, es decir, si (x,y) € A°.

y y = 2 para

@l



64 CAPITULO 3. ESTRUCTURA DE LOS SISTEMAS DE GABOR

Ahora, para formular el principio de dualidad necesitamos un lema técnico. Si
g € W(R?), entonces el operador de sintesis D, .5 es acotado en ¢*(Z*?) para todo
a, 3> 0, como ya vimos en la Proposicién 2.2.6. En particular, Dy 1/1/q, que es el
asociado al reticulo adjunto, también lo es.

Para una ventana continua g, la acotacién de D, .3 depende de o, 3 > 0y
tenemos la siguiente relacién entre los reticulos adjuntos.

Lema 3.5.3 Sea g € L*(R?) y sean a, 8 > 0, entonces Dy« es un operador acotado
si, y s6lo si, Dg1/8,1/a €5 un operador acotado.

Demostracion:

— Suponemos que D, 5 es un operador acotado, por lo tanto, D; , ; también

lo es. Asi, tenemos que S;f;ﬂ) = Dy apsDy 5 es un operador acotado y, por la
Proposicién 2.3.6, G(*#(z) es un operador acotado para todo x € RY.

Observamos que dadas las definicién de G(@9) (z) = (Gg?”g ) (x))j1ez, donde

Gﬂ(iﬂ):Z?(x—é—ar)y(x_%_m)7

rezd

y la de '@/ (1) = (FE-?"B) (7));1ez, donde

- T ole-w-3)

rezd
tenemos que G(*%) (z) = [1/A1/2) (7). Por lo tanto, deducimos que

ess sup |21 ()] < oo,
z€Rd

Por la Proposicién 2.2.10, Dy 1,31/ €s un operador acotado.

< Veamos que podemos seguir la argumentacién anterior sustituyendo « por 1/
y 8 por 1/a. En este caso tenemos que si Dg1/51/4 €s un operador acotado,
entonces D, , g también lo es.

En particular, el lema nos muestra que G(g, «, ) tiene una cota frame superior
si, v sélo si, G(g,1/8,1/a) también la tiene. El resultado correspondiente para la
cota inferior es lo que llamamos el principio de dualidad de Ron-Shen.

Teorema 3.5.4 Ron-Shen [RS97] Sea g € L*(R?) continua y o, 3 > 0. Entonces
el sistema de Gabor G(g,a, 3) es un frame para L*(R?) si, y solo si, G(g,1/3,1/a)

es una base de Riesz para la envoltura lineal cerrada del conjunto {T},sM, 09
k,n € Z%}.
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Demostracion:

— Suponemos que G(g, @, 3) es un frame. Sea K = K(g,1/5,1/«a) el subespacio
cerrado de L?(R%) de la envoltura lineal cerrada de G(g,1/3,1/a). Entonces,
por definicién, las combinaciones lineales finitas de T}/3M,, /o9 son densas en

K.

Para que G(g,1/3,1/a) sea una base de Riesz necesitamos ver que se cumple

Allella < || D exnThysMasag|| = IDgs8.1/a¢ll2 < Bliclla,

knezd

para todo ¢ € (2(Z*') con soporte finito. Como D, , s es acotado, por ser
G(g,a,B) un frame, el Lema 3.5.3 nos da que Dy ;/51/o también es acotado,
con lo que tenemos la cota inferior.

Para la estimacién inferior utilizamos las relaciones de Wexler-Raz aplicadas
a la ventana canénica 7°. Por (3.9), los coeficientes de la combinacién lineal
finita

=" cinTe/sMpjag

k,nezd

estan univocamente determinados por

Com = (a6>_d<f7 CTZ/,BMm/OcrYO%

que expresado con la notacion del operador es

€= (aﬁ)idDioyﬁ,l/af-

Como G(7°, @, B) es un frame, por la Proposicién 1.2.7, tenemos que D.o 4 3
es acotado. Esto ultimo, por el Lema 3.5.3, nos lleva a que D0 1/3,1/o también
es acotado y, por lo tanto, tenemos que

lellz < WD3e 15,1 /allllf1l2,

que podemos reescribir como

1D /800l Hlelle S UFle = || D ewnTissMasag

k,nezd

Esta es la cota inferior que buscabamos. Aplicando el Lema 1.1.4, podemos
extenderlo a todo ¢ € ¢%(Z*?), con lo que tenemos que G(g,1/3,1/a) es una
base de Riesz, por la Proposicion 1.1.21.

<+ Reciprocamente, si asumimos que G(g,1/3,1/a) es una base de Riesz para IC,
el complemento ortogonal a {1} /M, /a9 : (k,n) # (0,0)} en K tiene dimensién
1. Ademas, existe una tunica funcion v € K, tal que

(aﬁ)_d<77 TZ/ﬁMm/ag> - 5@06m0-
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Entonces, G(v,1/5,1/a) es un sistema biortogonal a G(g,1/5,1/a) y, como
IC es invariante bajo My/oTy /s, G(v,1/6,1/a) esta contenido en . Por la
Proposicion 1.1.21, tenemos que tanto Dy 1/g,1/o como D, 1/51/q son acotados.
Por el Lema 3.5.3, Dy p y D~ también son acotados. Por lo tanto

Sg,vf - D'y,a,ﬁD;aﬁf = Z <fTakM,3ng>TakMﬁn7

k,nezd

estd bien definido y es acotado en L*(R?). Como (g,) satisface la condicién
(A’), larepresentacién de Janssen mantiene la biortogonalidad de G(g,1//5,1/«)
y G(v,1/8,1/a), lo que nos da

Sgnf = Z VTk/sMyjag9) TisgMyjaf = [

knezd

Y, como vimos en el Lema 3.4.4, la identidad D, D} = I, junto a que D, y D,
son acotados, implica que G(g, o, 8) v G(v, a, B) son frames.
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