Resumen

El proceso de estimacion del precio de una accién, opcién u otro derivado en
los mercados de valores es objeto clave de estudio de las matematicas finan-
cieras. En la literatura se pueden encontrar diversas técnicas para obtener un
modelo matemaético adecuado con el fin de mejorar el proceso de valoracién
de las opciones para periodos cortos o largos. Histéricamente, la ecuacién
de Black-Scholes (1973) se considera un gran avance en la elaboracién de
modelos matematicos para los mercados de valores. Supone un modelo ma-
tematico practico para estimar un valor razonable para una determinada
opcién en el momento en que se adquiere. Sobre una serie de supuestos F.
Black y M. Scholes obtuvieron una ecuacién diferencial en derivadas parcia-
les lineal con solucién analitica.

Desde entonces, el comercio de valores ha crecido enormemente y varios
factores se han incorporado llevando a la apariciéon de nuevos productos fi-
nancieros de mayor complejidad. Supuestos de partida de Black-Scholes co-
mo la volatilidad constante y que el activo subyacente sigue el movimiento
browniano estandar no pueden mantenerse con este desarrollo de los merca-
dos financieros. En consecuencia, estas restricciones deben ser cuestionadas.
Se han realizado numerosos esfuerzos para desarrollar modelos alternativos
de activos que son capaces de captar las caracteristicas leptocturticas que
se encuentran en los datos de los mercados y, posteriormente, utilizar estos
modelos para calcular precios de las opciones que reflejen con exactitud la lla-
mada sonrisa de volatilidad y asimetrias que se encuentran en los mercados.
Dos estrategias se han desarrollado para capturar estos comportamientos;
la primera modificacion consiste en anadir saltos en el proceso del precio del
activo subyacente, como originalmente fue propuesta por Merton; la segun-
da es permitir que la volatilidad evolucione estocasticamente, introducida
por Heston. La primera idea conduce a los modelos de difusién con saltos
y a los modelos de Lévy que se describen mediante una ecuacién integro-
diferencial en derivadas parciales (PIDE) con dos variables independientes,
activo subyacente y tiempo. Con el segundo enfoque se llega a una ecua-
cién diferencial en derivadas parciales (PDE) con dos variables espaciales,
el activo subyacente y la volatilidad, ademés de la variable temporal.

En esta memoria se aborda la resolucién numérica de una amplia clase de
modelos bajo procesos de Lévy. Se desarrollan esquemas en diferencias fi-
nitas para opciones europeas y también para opciones americanas con su
problema de complementariedad lineal (LCP) asociado. Por otra parte, tam-
bién se tratan modelos de valoracién de opciones con volatilidad estocastica
incorporando difusién con saltos. Se plantea el andlisis numérico de los es-
quemas propuestos ya que es el camino eficiente y préactico para garantizar



la convergencia y precisién de las soluciones numéricas. De hecho, sin anali-
sis numérico, los calculos inconsistentes pueden debilitar buenos modelos
matematicos.

Esta memoria estd organizada en cuatro capitulos. El primero es una in-
troducciéon con un breve repaso de los procesos estocasticos, el modelo de
Black-Scholes asi como nociones preliminares de anélisis numérico. En el se-
gundo capitulo se trata la PIDE para las opciones europeas segiun el modelo
CGMY. Se proponen dos esquemas en diferencias finitas; la primera apro-
ximacion garantiza consistencia incondicional de la solucién con la PIDE
mientras que la segunda proporciona estabilidad y positividad incondicio-
nales. Con el primer enfoque, la parte diferencial se discretiza mediante un
esquema explicito y para la parte integral se emplea la regla del trapecio.
En la segunda aproximacién, para la parte diferencial se usa el esquema tipo
Patankar y la parte integral se aproxima mediante la férmula de tipo abierto
con cuatro puntos. Posteriormente se estudia en cada caso la positividad,
estabilidad y consistencia. Se incluyen varios ejemplos y simulaciones.

En el capitulo tercero, se propone un tratamiento unificado para una amplia
clase de modelos de opciones en procesos de Lévy tales como CGMY, Meix-
ner e hiperbodlico generalizado. Primero se eliminan los términos de reacciéon
y convecciéon en la PIDE mediante un apropiado cambio de variables. Pos-
teriormente la parte diferencial de la PIDE se aproxima por un esquema
explicito mientras que para la parte integral se usa la férmula de cuadratura
de Laguerre-Gauss. Se analizan las propiedades de positividad, estabilidad
y consistencia. Para el caso de opciones americanas, la parte diferencial del
LCP se discretiza mediante una aproximacién con tres niveles temporales,
usando la cuadratura de Laguerre-Gauss para la integracién numérica de
la parte integral. Por iltimo se implementan métodos iterativos de proyec-
cién y relajacién sucesiva y la téenica de multimalla. Se muestran diversos
ejemplos incluyendo el estudio de errores y el coste computacional.

Finalmente, el capitulo 4 estd dedicado al modelo de Bates. Este modelo
combina los enfoques de volatilidad estocéstica y de difusién con saltos lo
que lleva a una PIDE con un término con derivadas cruzadas. Teniendo en
cuenta que la discretizacién de una derivada cruzada conlleva la existencia de
términos con coeficientes negativos en el esquema que deterioran la calidad
de la solucién numérica, se propone una transformacién de variables que
elimina dicha derivada cruzada en la ecuacién. La PIDE transformada se
resuelve numéricamente y se muestra el andlisis numérico. Por otra parte se
estudia el LCP para opciones americanas en el modelo de Bates.



