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Cap��tulo �

Introducci�on

El an�alisis de la dispersi�on electromagn�etica� tanto en sistemas guiados �proble

mas cerrados� como en espacio libre �problemas abiertos�� constituye un tema que
ha despertado tradicionalmente un enorme inter�es en la literatura� y que incluso
hoy en d��a� debido a sus diversas y m�ultiples aplicaciones� contin�ua siendo obje

to de nuevas investigaciones por parte de la comunidad cient���ca internacional�
As�� por ejemplo� numerosas estructuras pasivas de microondas implementadas en
gu��a� tales como �ltros paso banda para comunicaciones� �ltros de banda elimi

nada para aplicaciones de calentamiento por microondas� transductores ortomo

dales� o incluso giradores de polarizaci�on� basan su funcionamiento en fen�omenos
de dispersi�on generados en el interior de dichos dispositivos� mientras el compor

tamiento de un gran n�umero de elementos radiantes en espacio libre� entre los
que se encuentran las antenas re�ectoras o los sistemas multire�ectores� se debe
a la dispersi�on electromagn�etica que producen en estos casos dichas estructuras�
A su vez� la determinaci�on de la secci�on recta radar �RCS� de blancos� el an�alisis
de estructuras semicerradas como las antenas bocina� e incluso el estudio de mo

delos de propagaci�on en entornos urbanos para su aplicaci�on en comunicaciones
m�oviles� constituyen problemas abiertos que pueden solucionarse completamente
analiz�andolos como problemas de dispersi�on� Todas estas aplicaciones requieren
pues de una caracterizaci�on precisa� al tiempo que e�ciente� de los diferentes pro

blemas de dispersi�on electromagn�etica que surgen en cada caso� debiendo emplear
para ello el m�etodo que resulte m�as adecuado�

De entre las diferentes y numerosas t�ecnicas que permiten resolver problemas
de dispersi�on� tanto en sistemas guiados como en espacio libre� conviene consi

derar aqu�ellas basadas en soluciones modales� cuyos principios generales ya se
encuentran recogidos con detalle en ���� Los m�etodos modales resultan especial

mente interesantes al analizar la dispersi�on producida por geometr��as sencillas�
pues permiten obtener de manera relativamente simple soluciones anal��ticas exac

tas a dichos problemas� Ahora bien� cuando la geometr��a del objeto dispersor es
arbitraria� no es posible obtener soluciones anal��ticas exactas para la dispersi�on
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producida por la estructura bajo an�alisis� resultando necesario en estos casos
combinar las mencionadas t�ecnicas de an�alisis modal con m�etodos num�ericos� ta

les como por ejemplo el M�etodo de los Momentos o el M�etodo de los Elementos
Finitos� que se ocupan de resolver las ecuaciones integrodiferenciales derivadas
de las correspondientes condiciones de contorno�

Los m�etodos modales reci�en mencionados vienen utiliz�andose tradicionalmen

te en la resoluci�on de problemas de dispersi�on electromagn�etica en sistemas guia

dos� pues ya a �nales de la d�ecada de los �� y comienzos de los 	�� tal y como
se recoge en ������ se plantean dichos m�etodos �conocidos en ingl�es como mode�

matching� para caracterizar uniones planares entre gu��as con secciones trans

versales diferentes� Estos m�etodos modales permiten caracterizar la dispersi�on
producida por las citadas discontinuidades� con bastante precisi�on por cierto�
mediante matrices de dispersi�on �en ingl�es scattering� generalizadas� cuya combi

naci�on adecuada� empleando la teor��a de circuitos desarrollada para tratar redes
de microondas� permite analizar numerosos dispositivos de microondas integra

dos por la conexi�on en cascada de diferentes gu��as� Ahora bien� esta t�ecnica
cl�asica de an�alisis presenta varios inconvenientes� destacando entre ellos la baja
e�ciencia computacional asociada a su implementaci�on� debido a la complejidad
inherente al m�etodo en cuesti�on� as�� como el problema de la convergencia relativa
expuesto en ��� 	�� Con el objeto de evitar estos inconvenientes� en ��� se propone
recientemente un nuevo m�etodo de an�alisis modal� basado en matrices de inmitan

cias �admitancias o impedancias seg�un el caso� generalizadas� para caracterizar
discontinuidades en sistemas guiados� m�etodo que constituye una adaptaci�on de
una t�ecnica cl�asica propuesta a �nales de los a�nos �� en ���� empleada en su mo

mento para caracterizar uniones entre gu��as rectangulares en forma de T� Este
nuevo m�etodo permite caracterizar con una gran precisi�on� al tiempo que e�cien

temente� las diversas discontinuidades que integran normalmente los dispositivos
pasivos de microondas� sin embargo� su e�ciencia comienza a disminuir a medida
que se incrementa la complejidad del dispositivo bajo an�alisis� por lo que parece
interesante esforzarse en intentar mejorar la citada e�ciencia del m�etodo�

As�� pues� como primer objetivo general de la tesis� se plantea el desarrollo de
t�ecnicas que permitan mejorar la e�ciencia de los m�etodos de an�alisis modal� en
concreto de aquellas versiones basadas en matrices de inmitancias generalizadas�
que� tal y como se termina de mencionar� permiten caracterizar la dispersi�on
causada por las discontinuidades presentes entre las gu��as integrantes de los dis

positivos de microondas� Una vez alcanzado este primer objetivo� haciendo uso
de la nueva t�ecnica optimizada� se plantea su aplicaci�on al an�alisis y al dise�no
de estructuras pasivas de microondas complejas� empleadas de forma tradicio

nal en diversos campos� que hasta el momento no hab��an podido caracterizarse
completamente debido a su complejidad� o requer��an en su caracterizaci�on de im

portantes esfuerzos computacionales� En concreto� entre otras muchas posibles
aplicaciones� se propone emplear la nueva t�ecnica para analizar �ltros de banda
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eliminada implementados con septums y cavidades de reacci�on� de amplia utili

dad en aplicaciones de calentamiento por microondas� para caracterizar el efecto
de los tornillos de sinton��a empleados tradicionalmente en el ajuste �no de la
respuesta de los �ltros paso banda� o para estudiar el comportamiento de nuevas
estructuras paso banda de modo dual en gu��a circular� de amplia utilizaci�on en la
carga �util de los sat�elites de comunicaciones� En estas dos �ultimas aplicaciones� al
tiempo que se pretende realizar su an�alisis electromagn�etico completo� constituye
tambi�en objetivo de esta tesis el desarrollo de estrategias que permitan el dise�no
�optimo de los mencionados dispositivos�

En cuanto a los problemas de dispersi�on electromagn�etica en espacio libre� su
resoluci�on mediante t�ecnicas de an�alisis modal no se encuentra tan sistematiza

da como en el caso de los problemas cerrados� no encontrando en la literatura
cl�asica referencias a matrices generalizadas como las utilizadas al resolver pro

blemas de dispersi�on en sistemas guiados� En concreto� el an�alisis tradicional de
los mencionados problemas abiertos se ha realizado aplicando a cada problema
particular� y ante una determinada incidencia� la t�ecnica que resulta m�as apro

piada� entre las que se encuentran por ejemplo las conocidas t�ecnicas de alta
frecuencia� como �Optica F��sica� �Optica Geom�etrica� Teor��a F��sica de la Difrac

ci�on� Teor��a Geom�etrica de la Difracci�on� o los m�etodos catalogados cl�asicamente
como num�ericos� tales como el M�etodo del Unimomento� el M�etodo de los Ele

mentos de Contorno� o el M�etodo del Gradiente Conjugado con Transformada
R�apida de Fourier� La utilizaci�on de matrices generalizadas para resolver proble

mas de dispersi�on en espacio abierto constituye un tema relativamente reciente�
encontrando una de las primeras referencias al respecto en ����� as�� como pos

teriores trabajos sobre el tema en ���� ���� En esta l��nea de investigaci�on� con

viene destacar los avances recogidos en ��
� ���� donde se propone caracterizar el
comportamiento dispersor de objetos en espacio libre mediante matrices de ca

racterizaci�on individual� cuyo concepto es similar al de las matrices de dispersi�on
�en ingl�es scattering� generalizadas que se utilizan en sistemas guiados� Estas
nuevas matrices de caracterizaci�on� de�nidas en el dominio espectral� relacionan
de hecho espectros de campo dispersado por los objetos con espectros de campo
incidente� constituyendo dichas matrices verdaderas funciones de transferencia
asociadas respectivamente a cada objeto dispersor� La principal ventaja de este
m�etodo consiste en tener caracterizado� mediante una simple matriz� el compor

tamiento dispersor de un objeto en espacio libre ante cualquier incidencia� lo que
permite sistematizar la resoluci�on de todos aqu�ellos problemas donde intervengan
uno o incluso varios de estos objetos dispersores�

Consecuentemente� un objetivo esencial de la presente tesis consiste en de

sarrollar de forma adecuada el concepto de la citada matriz de caracterizaci�on�
as�� como plantear una t�ecnica general que permita el c�alculo de esta matriz para
cualquier objeto dispersor� Esta nueva t�ecnica� con la intenci�on de poder ca

racterizar cualquier objeto dispersor mediante su correspondiente matriz� debe
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complementarse con los m�etodos cl�asicos de alta frecuencia y con los m�etodos
num�ericos tradicionales mencionados en el p�arrafo anterior� debiendo seleccionar
en cada problema concreto el procedimiento m�as adecuado para obtener la citada
matriz de caracterizaci�on� Por tanto� resulta necesario comprobar c�omo se com

portan todos estos m�etodos en combinaci�on con la novedosa t�ecnica de an�alisis
modal propuesta� habiendo escogido para ello en este trabajo� a modo de ejem

plo� la aproximaci�on de �Optica F��sica y el M�etodo de los Momentos� Aunque
esta comprobaci�on se ha realizado para problemas bidimensionales� por razones
de simplicidad� el concepto de la matriz de caracterizaci�on introducido resul

ta igualmente v�alido para problemas tridimensionales� cuyo an�alisis mediante la
nueva t�ecnica tan s�olo requerir�a de un mayor esfuerzo computacional� Una vez
caracterizado el comportamiento dispersor de un objeto en espacio libre� median

te su correspondiente matriz de caracterizaci�on individual� es posible calcular la
dispersi�on producida por dicho objeto ante cualquier posible incidencia� lo que
permite pensar en la posible utilizaci�on de dichas matrices para resolver proble

mas de acoplo electromagn�etico entre m�ultiples objetos dispersores�

El an�alisis de problemas de dispersi�on electromagn�etica producida por m�ulti

ples objetos� debido al gran n�umero de posibles aplicaciones donde es necesario
resolver este tipo de problemas� es un tema recogido ampliamente en la lite

ratura� donde se proponen diversos algoritmos para la completa resoluci�on de
las m�ultiples interacciones que tienen lugar entre los objetos dispersores� Entre
dichos algoritmos� se encuentran aqu�ellos no muy e�cientes en t�erminos com

putacionales que se aproximan de forma iterativa a la soluci�on �nal buscada� o
aqu�ellos otros que emplean t�ecnicas recursivas de gran complejidad� e incluso los
que utilizan teor��a de grafos recomendados �unicamente cuando el n�umero de ob

jetos dispersores es bajo� Como otro gran objetivo del trabajo a desarrollar� se
plantea la deducci�on de un nuevo algoritmo para resolver problemas de acoplo
entre m�ultiples objetos� algoritmo que combina� gracias al empleo del concepto de
la matriz de caracterizaci�on individual introducido previamente� una estrategia
recursiva con teor��a de grafos para sistemas realimentados� Este nuevo algoritmo�
e�ciente y de gran sencillez conceptual� caracteriza �nalmente el comportamiento
dispersor de cada objeto� teniendo en cuenta las interacciones m�ultiples que se
producen entre todos los objetos del problema� mediante una nueva matriz de ca

racterizaci�on conjunta� cuyo concepto es similar al de la matriz que caracterizaba
anteriormente el comportamiento dispersor aislado de ese mismo objeto�

A continuaci�on� una vez deducido el nuevo algoritmo de an�alisis de problemas
de dispersi�on producida por m�ultiples objetos� se particulariza dicho algoritmo
al an�alisis de diversas situaciones pr�acticas bidimensionales� Una primera si

tuaci�on donde resulta interesante aplicar este nuevo algoritmo est�a asociada al
an�alisis de objetos dispersores grandes en t�erminos el�ectricos� que tradicional

mente� por razones de e�ciencia computacional� se han caracterizado empleando
t�ecnicas cl�asicas de alta frecuencia� a pesar de que el an�alisis preciso de estas
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estructuras debiera realizarse empleando alg�un m�etodo num�erico� En estos pro

blemas puede seguirse una estrategia de segmentaci�on del contorno del objeto
dispersor en elementos de menor tama�no� cuya caracterizaci�on individual pue

da implementarse con precisi�on utilizando alguno de los mencionados m�etodos
num�ericos� para posteriormente analizar el comportamiento de la estructura glo

bal mediante el nuevo algoritmo recursivo propuesto� El an�alisis de sistemas
radiantes multire�ectores� integrados normalmente por dos elementos re�ectores
grandes en t�erminos el�ectricos� constituye sin duda otra posible aplicaci�on direc

ta del nuevo algoritmo recursivo deducido en este trabajo� cuya implementaci�on
suele ir precedida tambi�en� tal y como se termina de mencionar para dispersores
individuales� de una adecuada segmentaci�on del contorno de los elementos que
integran la estructura multire�ectora considerada� Finalmente� de entre el gran
n�umero de posibles aplicaciones que pueden resolverse con el nuevo algoritmo
recursivo� �este se aplica con �exito en la presente tesis al an�alisis de una antena
bocina� que constituye una estructura radiante semicerrada� incluyendo en dicho
an�alisis la presencia de la gu��a alimentadora de la antena�

Con el objeto de presentar las soluciones propuestas para cumplir con los
diversos objetivos planteados� se ha dividido la tesis ofrecida a continuaci�on en
una serie de cap��tulos y ap�endices� cuyo contenido se describe� con la mayor
brevedad posible� en los siguientes p�arrafos�

Comenzando con la aplicaci�on de los m�etodos modales para resolver proble

mas de dispersi�on en sistemas guiados� en el cap��tulo � se describe una t�ecnica que
permite acelerar enormemente el c�alculo de las matrices de inmitancias �admi

tancias o impedancias seg�un el caso�� empleadas recientemente para caracterizar
de manera precisa la dispersi�on que generan las discontinuidades presentes en
las estructuras pasivas de microondas� Dicha t�ecnica� expuesta con detalle en el
mencionado cap��tulo �� se basa simplemente en la extracci�on de la dependencia
frecuencial asociada a cietas series in�nitas� extracci�on que requiere desarrollar
una determinada funci�on en serie de Taylor� cuyos coe�cientes se ofrecen con de

talle en el ap�endice A� Con el objeto de corroborar el buen funcionamiento de
esta nueva t�ecnica� se ofrecen resultados correspondientes al an�alisis de septums
cortocircuitados en plano E� y de cavidades de reacci�on integradas por dichos sep

tums� concluyendo de estos resultados la posible aplicaci�on de los septums y de las
cavidades de reacci�on como redes adaptadoras y como �ltros de banda eliminada�
de gran inter�es en aplicaciones de calentamiento por microondas� Una vez acele

rada la computaci�on de las matrices de inmitancias� se descubre que el principal
esfuerzo computacional asociado al an�alisis de dispositivos complejos� integrados
por la conexi�on en cascada de diferentes tramos uniformes de gu��a� se centra en
la resoluci�on del correspondiente sistema de ecuaciones lineales� cuya matriz de
coe�cientes� al haber empleado matrices de inmitancias en la caracterizaci�on in

dividual de las discontinuidades� presenta estructura en banda� En el intento de
reducir el tiempo que supone resolver este sistema de ecuaciones� se propone una
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nueva t�ecnica recursiva muy e�ciente que permite resolver el mencionado sistema�
explotando para ello su naturaleza en banda�

En el cap��tulo 
� se ofrecen ejemplos de an�alisis y dise�no e�ciente de dos ti

pos de estructuras pasivas de microondas complejas� para lo cual se hace uso
de una herramienta de programaci�on especialmente optimizada� denominada co

mercialmente DUMAS 
�� y descrita brevemente en el ap�endice B� Con esta
herramienta� que incorpora las dos nuevas t�ecnicas propuestas en el cap��tulo �
para analizar e�cientemente problemas de dispersi�on en sistemas guiados� se ha
dise�nado en concreto una estructura b�asica de �ltro paso banda en gu��a rectan

gular� cuya respuesta puede sintonizarse empleando los tradicionales tornillos de
sinton��a� as�� como dos �ltros paso banda de modo dual en gu��a circular� uno de
ellos implementado utilizando s�olo iris el��pticos� y el otro empleando iris el��pticos
y nuevamente tornillos de sinton��a� Junto a la descripci�on de las estructuras di

se�nadas� en el mencionado cap��tulo 
 se detallan tambi�en las estrategias seguidas
en el dise�no de los mencionados dispositivos�

Por lo que respecta al an�alisis de problemas de dispersi�on en espacio libre�
el cap��tulo � describe con profundidad el concepto del nuevo tipo de matriz ge

neralizada� denominada matriz de caracterizaci�on individual� con la que se pre

tende caracterizar los citados problemas abiertos� Esta matriz� que se de�ne en
el dominio espectral� debe relacionar pues los espectros asociados a los campos
incidentes y dispersados del problema bajo an�alisis� detallando el concepto de
espectro asociado a una soluci�on electromagn�etica en el ap�endice C� A su vez�
en el cap��tulo � se propone una estrategia gen�erica para obtener la matriz de
caracterizaci�on individual de un objeto dispersor� que consiste en el c�alculo de
dos nuevas matrices� denominadas respectivamente matriz de corrientes y matriz
de espectro� cuyo producto determina la matriz de caracterizaci�on buscada� Los
conceptos asociados a cada una de estas dos nuevas matrices se recogen tambi�en
en el citado cap��tulo �� donde adem�as se proponen diferentes t�ecnicas para el
c�alculo de dichas matrices� particularizadas por motivos de sencillez al an�alisis de
objetos dispersores bidimensionales�

Una vez expuesto el concepto de la matriz de caracterizaci�on individual de un
objeto dispersor en espacio libre� as�� como las posibles t�ecnicas para implementar
el c�alculo de dicha matriz� en el cap��tulo � se caracteriza la dispersi�on electro

magn�etica producida por dos objetos can�onicos� como son el cilindro y la tira�
ambos met�alicos e invariantes en una dimensi�on� con el objeto de corroborar pues
el buen comportamiento de esta nueva t�ecnica propuesta� y de comprobar asimis

mo algunas de las principales ventajas que presenta la nueva matriz de�nida� En
la caracterizaci�on de alguno de estos objetos dispersores� girado respecto de una
posici�on original en la que previamente ya se hab��a caracterizado su comporta

miento dispersor� se obtiene la nueva matriz asociada al objeto girado a partir
de aqu�ella deducida en la situaci�on original� empleando para ello las correspon

dientes matrices de giro� cuyo concepto se detalla en el ap�endice D� que evitan
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repetir para el mismo objeto girado todo el proceso de c�alculo de su matriz de
caracterizaci�on individual descrito en el cap��tulo ��

Haciendo uso del concepto de la matriz de caracterizaci�on individual asociada
a cada objeto dispersor� as�� como de unas nuevas matrices que permiten trasla

dar espectros cil��ndricos� expuestas con todo detalle en el ap�endice E� se plantea
en el cap��tulo � un algoritmo recursivo basado en teor��a de grafos para anali

zar la dispersi�on producida por m�ultiple objetos� cuya implementaci�on genera
una matriz de caracterizaci�on conjunta asociada a cada objeto del problema ba

jo an�alisis� que determina su comportamiento dispersor teniendo en cuenta las
m�ultiples realimentaciones entre todos los objetos� En el citado cap��tulo �� se
exponen diferentes versiones del mismo algoritmo recursivo� cada una de las cua

les permite resolver diferentes problemas de acoplo electromagn�etico� como por
ejemplo cuando la fuente generadora del campo incidente a los objetos es externa
a todos ellos� o cuando dicha fuente se encuentra situada entre dichos objetos�
A su vez� se plantean situaciones problem�aticas que pueden causar errores en la
aplicaci�on directa del correspondiente algoritmo recursivo� y se proponen cier

tas acciones preventivas cuya observaci�on previa al empleo del algoritmo elimina
cualquier tipo de problema� Finalmente� una vez resuelto el problema de disper

si�on m�ultiple� es necesario determinar el campo dispersado por todos los objetos
en cualquier regi�on del espacio� para lo cual� en este cap��tulo � se divide el espacio
en tres regiones� y se determinan las expresiones a utilizar para evaluar el campo
dispersado total en cada una de estas tres regiones�

Tras deducir en el cap��tulo � un algoritmo recursivo� basado en teor��a de gra

fos� que permite analizar la dispersi�on electromagn�etica generada por m�ultiples
objetos dispersores� dicho algoritmo� concretamente su versi�on m�as adecuada
para cada caso� se particulariza en el cap��tulo 	 a situaciones problem�aticas bidi

mensionales cuyo an�alisis requiere considerar interacciones entre diversos objetos
dispersores� En primer lugar� se ofrece un estudio de la e�ciencia computacio

nal asociada a la t�ecnica de an�alisis de objetos dispersores grandes en t�erminos
el�ectricos basada en segmentaci�on� revelando dicho estudio el importante ahorro
que introduce esta t�ecnica� descrita anteriormente� frente a los m�etodos cl�asicos
de an�alisis de la dispersi�on que produce el objeto original �sin segmentaci�on de
su contorno�� Seguidamente� aplicando segmentaci�on� se analizan diversos pro

blemas constituidos por varias tiras met�alicas grandes el�ectricamente cuyas so

luciones se conocen mediante otros m�etodos tradicionales� con la intenci�on de
comparar estos resultados conocidos con los proporcionados por la t�ecnica basa

da en segmentaci�on� y con�rmar pues de esta manera la validez de dicha t�ecnica�
A continuaci�on� tras comprobar que la segmentaci�on del contorno de un objeto
grande en t�erminos el�ectricos permite caracterizar su comportamiento disper

sor con gran precisi�on y de manera e�ciente� se muestran resultados obtenidos
con la citada t�ecnica correspondientes a la dispersi�on electromagn�etica producida
por re�ectores hiperb�olicos� por re�ectores parab�olicos� y por antenas Cassegrain
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constituidas por ambos tipos de re�ectores individuales� resultados que permiten
corroborar un gran n�umero de propiedades muy conocidas de los mencionados
elementos radiantes� Para �nalizar� con el objeto de manifestar la potencia de
an�alisis del m�etodo propuesto� que emplea la citada t�ecnica de segmentaci�on jun

to con la versi�on adecuada del algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo �� se
aplica con �exito dicho m�etodo a la caracterizaci�on del comportamiento de una
antena tipo bocina�
Por �ultimo� en el cap��tulo � se ofrecen las conclusiones generales de la tesis� as��

como las futuras l��neas de investigaci�on que sugiere el presente trabajo� mientras
que en el ap�endice F se recogen algunas de las publicaciones m�as representativas
fruto del trabajo desarrollado en esta tesis� concretamente aqu�ellas que en el
momento actual ya han sido publicadas �o aceptadas para su pr�oxima publicaci�on�
en revistas internacionales�



Cap��tulo �

An�alisis E�ciente de Estructuras

Pasivas de Microondas mediante

la Matriz de Admitancias

Generalizada

La Matriz de Admitancias Generalizada �MAG�� calculada empleando teor��a de
l��neas de transmisi�on� se ha utilizado tradicionalmente en la caracterizaci�on elec

tromagn�etica de uniones planares entre gu��as arbitrarias� ya que empleando dicha
matriz se obtienen resultados muy precisos con una gran e�ciencia computacional�
A pesar de los esfuerzos realizados para desarrollar procedimientos que permitan
calcular� de manera sencilla y e�ciente� los elementos de la MAG� todav��a resulta
interesante esforzarse en reducir el tiempo de computaci�on requerido en el c�alculo
de dichas matrices� especialmente cuando se analizan dispositivos de microondas
complejos� Asimismo� utilizando la MAG para describir el comportamiento de
las uniones entre gu��as� se observa que el an�alisis de dispositivos constituidos
por diferentes gu��as uniformes� conectadas en cascada� requiere de la resoluci�on
de sistemas de ecuaciones lineales en banda� As�� pues� tras haber optimizado
el c�alculo de la MAG� ser�a necesario encontrar tambi�en un m�etodo e�ciente y
preciso que resuelva los mencionados sistemas de ecuaciones� para de esta forma
analizar e�cientemente estructuras pasivas complejas�

En este cap��tulo� se introduce en primer lugar el procedimiento cl�asico de
c�alculo de los elementos de la MAG� para descubrir que el m�etodo requiere de un
mayor esfuerzo computacional en la implementaci�on de unas sumas in�nitas aso

ciadas a ciertos elementos de esta matriz� A continuaci�on� se describe un nuevo
procedimiento� simple y r�apido� para calcular estos elementos de la MAG� que se
basa en extraer de las citadas sumas in�nitas su dependencia frecuencial� y por
tanto implementar dichas sumas con muy pocos t�erminos en cada frecuencia de
an�alisis� Una vez expuesta esta nueva t�ecnica que acelera la computaci�on de las



�� An�alisis E�ciente mediante la Matriz de Admitancias

mencionadas series in�nitas� y tras comprobar la mejora que supone en la e�

ciencia computacional del c�alculo de la MAG� se ha utilizado dicha t�ecnica en el
an�alisis electromagn�etico de septums cortocircuitados en plano E� y de cavidades
de reacci�on en plano E implementadas con septums� Tras acelerar la computa

ci�on de los elementos de la MAG para uniones planares entre gu��as arbitrarias� se
descubre que el principal esfuerzo computacional requerido en el an�alisis de dis

positivos de microondas complejos� constituidos por diferentes gu��as uniformes
conectadas en cascada� est�a ligado a la resoluci�on de los sistemas de ecuacio

nes lineales en banda que aparecen al forzar las correspondientes condiciones de
contorno� sistemas cuyo tama�no es mucho mayor� y por tanto su soluci�on m�as
costosa� a medida que crece la complejidad del dispositivo� Por tanto� en el pre

sente cap��tulo se ofrece tambi�en un procedimiento muy e�ciente para resolver
este tipo de sistemas� empleando para ello una t�ecnica recursiva que explota la
estructura en banda de la matriz de coe�cientes asociada al sistema de ecuacio

nes a resolver� Finalmente� se presenta un estudio comparativo� en t�erminos de
e�ciencia computacional� entre la t�ecnica recursiva propuesta y otros m�etodos
cl�asicos de an�alisis de dispositivos integrados por gu��as conectadas en cascada�
revelando dicho an�alisis que el m�etodo recursivo propuesto en el cap��tulo requiere
un menor esfuerzo computacional que las otras dos t�ecnicas cl�asicas�

��� La Matriz de Admitancias Generalizada de

Uniones Planares entre Gu��as Arbitrarias

El an�alisis del comportamiento electromagn�etico de uniones planares entre gu��as
arbitrarias� como la mostrada en la �gura ��� �apartado a�� constituye un tema
que ha suscitado un enorme inter�es en el pasado� As�� por ejemplo� en ���� se
representa la citada uni�on mediante una red equivalente� aunque dicha red s�olo
tiene en cuenta las interacciones asociadas al modo fundamental� y por tanto no
resulta apropiada su utilizaci�on en el dise�no de las actuales componentes de mi

croondas� Debido a la complejidad de estos dispositivos� el an�alisis de las uniones
planares entre gu��as requiere de algoritmos de simulaci�on que permitan considerar
las interacciones entre modos de orden superior� y que adem�as puedan implemen

tarse e�cientemente desde el punto de vista computacional� Tradicionalmente�
estas interacciones que se producen entre los modos de orden superior se caracte

rizan mediante procedimientos basados en adaptaci�on modal ������ denominados
de manera gen�erica en la literatura como mode�matching� los cuales proporcionan
resultados bastante precisos� pero con un elevado coste computacional�
Recientemente� en ���� se plantea una red equivalente multimodal� basada en

la formulaci�on de una ecuaci�on integral� para representar las uniones planares
entre gu��as arbitrarias� Los elementos integrantes de la matriz de acoplamien

to multimodal� que constituye la red equivalente� se calculan tras resolver la
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a�

b�

Figura ���� Uni�on planar entre dos gu��as arbitrarias en a�� y representaci�on de dicha
uni�on mediante una red equivalente multimodal basada en la matriz de admitancias
generalizada en b��

correspondiente ecuaci�on integral obtenida al imponer las condiciones de contor

no� Aunque este m�etodo puede implementarse computacionalmente de manera
e�ciente� requiere de un trabajo anal��tico previo bastante arduo� por lo que se
impone buscar una t�ecnica m�as sencilla para calcular los elementos de la citada
matriz de acoplamiento�

En esta secci�on� se describe un m�etodo simple para obtener la red equivalente
multimodal� en t�erminos de la matriz de admitancias generalizada �MAG�� de
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uniones planares entre gu��as arbitrarias� Este m�etodo� planteado originalmente
en ��� para caracterizar uniones entre gu��as rectangulares en forma de T� parte
de los resultados �nales a obtener� es decir de la red equivalente multimodal
que representa la uni�on planar� para evaluar los distintos elementos de la MAG
asociada a dicha uni�on� Este nuevo procedimiento� descrito de forma detallada
en ���� se basa en la teor��a general de redes� y equivale a medir directamente el
valor de los elementos de la MAG� lo que conduce� como se recoge a continuaci�on�
a expresiones anal��ticas elegantes y simples que son v�alidas para cualquier uni�on
planar entre gu��as arbitrarias�
La estructura a caracterizar consta de una uni�on planar entre dos gu��as arbi


trarias� tal y como se muestra en la �gura ��� �apartado a�� El primer paso del
m�etodo propuesto consiste en de�nir unos planos de referencia de entrada y salida
�ver apartado a en �g� ����� separados una distancia lref� y escribir formalmelnte
el resultado �nal buscado de la forma

I���m �
�X
n��

Y �����
m�n � V ���

n �
�X
n��

Y �����
m�n � V ���

n �����

donde I���m y V ���
n representan respectivamente corrientes y voltajes modales� y �

puede tomar un valor � para la regi�on ���� o � para la regi�on ���� tal y como
se muestra en la �gura ��� �apartado a�� Las corrientes y los voltajes modales
I���m y V ���

n constituyen respectivamente las amplitudes de las funciones vectoria


les modales normalizadas �h���m y �e ���n � funciones vectoriales asociadas a la secci�on
transversal de la gu��a ���� y de�nidas por ejemplo en ����� El sistema de ecuacio

nes lineales planteado en ����� se puede representar gr�a�camente mediante una
red equivalente multimodal� recogida en la �gura ��� �apartado b�� que puede
utilizarse para analizar estructuras pasivas de microondas constituidas por unio

nes planares entre gu��as� Concretamente� en el an�alisis de dispositivos complejos
de microondas� integrados por un cierto n�umero de uniones planares conectadas
por tramos de gu��as uniformes� tan s�olo se requiere de�nir un sistema de ecua

ciones lineales m�as grande� cuya matriz de coe�cientes� integrada por diversos
bloques� presenta una estructura en banda �ver detalles en secci�on ��
�� En el
citado sistema de ecuaciones en banda� cada uno de los bloques que integran la
matriz de coe�cientes representa bien la MAG asociada a una uni�on planar entre
gu��as� o bien la MAG de un tramo de gu��a que conecta uniones� bloques que se
distribuyen en la citada matriz de coe�cientes de forma adecuada� como se indica
en la secci�on ��
� tras imponer las correspondientes condiciones de contorno�
El aspecto clave del m�etodo descrito en esta secci�on consiste en observar que

es posible deducir� a partir del sistema de ecuaciones lineales recogido en ������
la siguiente expresi�on formal para los elementos de la MAG

Y �����
m�n �

I���m

V
���
n

� �V ���
i � �� con i �� n� � �� � �����
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Figura ���� Estructura utilizada para evaluar los elementos Y
�����
m�n e Y

�����
m�n � que se

obtiene situando un cortocircuito en el puerto ��

En ������ � y � pueden tomar de nuevo un valor � para la regi�on ���� o un valor
� para la regi�on ���� respectivamente� Asimismo� esta expresi�on reci�en deducida
en ����� constituye la de�nici�on� en t�erminos de teor��a general de redes� de los
elementos Y �����

m�n de la MAG� y puede utilizarse tambi�en para obtener de manera

directa� como se indica a continuaci�on� el valor de los citados elementos Y �����
m�n

Y �����
m�n �

Z
st���

�H����V ���
n � � �h���m ds�

V
���
n

���
�

donde �H����V ���
n � representa el campo magn�etico transversal generado en el puerto

� por el n
�esimo modo incidente� de amplitud V ���
n � escogido como excitaci�on en

el puerto ��
Para explicar con detalle como utilizar las ecuaciones ����� y ���
� en la de


ducci�on de los elementos de la MAG� seguidamente se expone como obtener los
elementos Y �����

m�n de dicha matriz� La obtenci�on de estos elementos requiere� seg�un
la de�nici�on de los mismos recogida en ������ una excitaci�on en el puerto � asocia

da al n
�esimo modo incidente �que corresponde a la condici�on V ���

n �� � y resto de
voltajes en el puerto � iguales a cero�� y un cortocircuito f��sico situado en el puerto
� �correspondiente a la condici�on de que todos los voltajes en el puerto � deben
ser cero�� Como consecuencia de imponer estas condiciones� la estructura resul

tante que se obtiene para evaluar los elementos Y �����

m�n se muestra en la �gura ����
donde se observa que no existe discontinuidad alguna� permitiendo pues deducir
directamente� a partir de ���
� y empleando teor��a de l��neas de transmisi�on �����
la siguiente expresi�on para los mencionados elementos Y �����

m�n

Y �����
m�n � ��j� � Y ���

�n � cot�����n � lref� � �m�n �����

donde �m�n representa la delta de Kronecker� cuyo valor� sobradamente conocido�
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se determina del siguiente modo

�m�n �

���
��
� para m � n

� para m �� n
�����

Procediendo de igual manera con los elementos Y �����
m�n de la MAG� seg�un la

de�nici�on de dichos elementos recogida en ������ se requiere un �unico modo inci

dente �el n
�esimo� desde el puerto � y un cortocircuito f��sico en el puerto �� lo que
supone considerar de nuevo la misma estructura recogida en la �gura ���� emplea

da anteriormente al deducir los elementos Y �����

m�n � En esta ocasi�on� sin embargo�

para obtener los elementos Y �����
m�n se necesita determinar la corriente inducida en

el puerto � por el modo incidente desde el puerto �� para lo cual� se har�a uso de
la propiedad de ortogonalidad que presentan las funciones vectoriales modales y
de la teor��a de l��neas de transmisi�on ����� Una vez obtenida la citada corriente
en el puerto � �cortocircuito f��sico�� y tras sustituir su valor en ���
�� es posible
implementar el c�alculo de los citados elementos Y �����

m�n de la siguiente manera

Y �����
m�n � j � Y ���

�n � csc�����n � lref�� � �h���n
�h���m 	 �����

expresi�on que tambi�en puede utilizarse para calcular los elementos Y �����
n�m � pues

las uniones planares consideradas son rec��procas�
Finalmente� empleando de nuevo la de�nici�on de los elementos de la MAG

ofrecida en ������ se deduce que para obtener los elementos Y �����
m�n de la citada

matriz se necesita un solo modo incidente �el n
�esimo� desde el puerto �� y un
cortocircuito f��sico situado en esta ocasi�on en el puerto �� condiciones que de�nen
una estructura como la mostrada en la �gura ��
� De acuerdo con la expresi�on
recogida en ���
�� para evaluar los elementos Y �����

m�n se requiere determinar la
corriente inducida en el puerto � por el modo incidente generado en dicho puerto�
El valor de esta corriente inducida se obtiene pues empleando teor��a de l��neas de
transmisi�on ����� y continuidad del campo magn�etico transversal en el puerto ��
deducidendo de esta manera� tras sustituir la mencionada corriente inducida en
���
�� la siguiente expresi�on para los elementos Y �����

m�n de la MAG

Y �����
m�n � ��j� �

�X
r��

Y
���
�r � cot�����r � lref�� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r

�h���m 	 ���	�

En las expresiones que permiten obtener los elementos de la MAG� deduci

das anteriormente en ������ ����� y ���	�� Y

���
�n e Y

���
�r representan respectivamente

la admitancia caracter��stica del n
�esimo y del r
�esimo modo en la regi�on ����
mientras ����n y ����r son respectivamente la constante de propagaci�on asociada al
n
�esimo y al r
�esimo modo de la regi�on ���� Por lo que respecta al par�ametro lref�
presente tambi�en en las mencionadas expresiones� �este representa la separaci�on
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Figura ��
� Estructura utilizada para evaluar los elementos Y
�����
m�n � que se obtiene

situando un cortocircuito en el puerto ��

entre los planos de referencia de entrada y salida� tal y como se recoge de manera
gr�a�ca en la �gura ��� �apartado a�� Por �ultimo� el s��mbolo �	 que aparece
en ����� y ���	� representa un producto interior� el cual se de�ne normalmente
como la integral de acoplamiento� debido a condiciones de ortogonalidad� del pro

ducto escalar de las funciones vectoriales modales normalizadas� Las expresiones
anal��ticas concretas de los citados productos interiores suelen ser bastante sim

ples� aunque dependen� l�ogicamente� de las gu��as espec���cas que de�nen la uni�on
planar bajo an�alisis�

Una vez deducidas las expresiones formales que permiten calcular los distin

tos elementos de la MAG� resulta conveniente observar la estructura global de
dicha matriz� que puede subdividirse en cuatro bloques bien diferenciados� Uno
de estos bloques� concretamente el asociado a los elementos Y �����

m�n � consta tan s�olo
de elementos en la diagonal principal� que se calculan de manera r�apida imple

mentando las operaciones descritas en ������ Existen tambi�en otros dos bloques�
aqu�ellos asociados respectivamente a los elementos Y �����

m�n e Y �����
m�n � cuyos elemen


tos se deducen r�apidamente a partir de la expresi�on recogida en ������ aunque en
este caso debe calcularse el valor de todos los elementos de dichos bloques �no
diagonales�� Sin embargo� el c�alculo de los elementos Y �����

m�n de la MAG� que cons

tituyen el cuarto bloque de la citada matriz de admitancias� requiere determinar
seg�un ���	� el valor de unos sumatorios� cuyos ��ndices� que afectan tan s�olo a los
modos de la regi�on ���� determinan la necesidad de sumar en prinicpio in�nitos
t�erminos� L�ogicamente� la implementaci�on computacional de estos sumatorios
requiere truncar el l��mite superior de los mismos en un valor �nito� para lo cual�
al caracterizar cada uni�on planar entre gu��as mediante su correspondiente matriz
de admitancias� debe realizarse un estudio de la convergencia de los elementos
Y �����
m�n que integran dicha matriz� Es interesante rese�nar que la convergencia de
estos elementos puede verse afectada por el valor escogido para el par�ametro lref�
aunque emp��ricamente se ha comprobado que un valor en torno a los �mm re
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sulta apropiado para la mayor��a de las aplicaciones� Como resulta evidente de
los comentarios anteriores� el principal esfuerzo computacional requerido en la
obtenci�on de la MAG de una uni�on planar entre gu��as procede del c�alculo de
los elementos Y �����

m�n � ya que implica sumatorios que deben realizarse para cada
frecuencia a la que se pretende caracterizar la uni�on planar bajo estudio� Debido
a esta raz�on� en la pr�oxima secci�on se describe una t�ecnica e�ciente que permite
acelerar enormemente el c�alculo de los citados elementos Y �����

m�n �

Para concluir� simplemente comentar que el m�etodo expuesto en la presente
secci�on permite obtener� de manera simple y elegante� la red equivalente mul

timodal de una uni�on planar entre gu��as arbitrarias en t�erminos de una matriz
de admitancias generalizada� Las expresiones derivadas para los elementos de la
MAG pueden emplearse para cualquier tipo de gu��as que integran la uni�on planar
bajo estudio� aunque resultan especialmente simples� y r�apidas de implementar�
cuando los modos de la regi�on ��� se conocen de forma anal��tica� En el supuesto
caso de que dichos modos se de�nieran s�olo num�ericamente� y que los modos de la
regi�on ��� presentaran expresiones anal��ticas conocidas� resultar��a m�as e�ciente�
desde el punto de vista computacional� caracterizar la uni�on planar mediante una
red equivalente multimodal expresada en t�erminos de la matriz de impedancias
generalizada� tal y como se recoge con detalle en ����

��� Acelaraci�on del C�alculo de la Matriz de Ad�

mitancias Generalizada de Uniones Plana�

res entre Gu��as Arbitrarias

La caracterizaci�on electromagn�etica de uniones planares entre gu��as arbitrarias
mediante una red equivalente multimodal� basada en la matriz de admitancias
generalizada �MAG�� constituye un tema de enorme inter�es que ha sido objeto
de diversas publicaciones ��� �� �	�� Como se puede comprobar en las expresiones
deducidas en la secci�on anterior� el principal esfuerzo computacional requerido en
el c�alculo de la MAG de una uni�on planar entre gu��as� siguiendo la formulaci�on
expuesta en ���� se concentra en la evaluaci�on de unas series in�nitas asociadas a
los elementos Y �����

m�n de la citada matriz de admitancias� proceso que debe repetirse
para cada frecuencia a la que se pretende caracterizar la uni�on planar bajo estudio�
Si fuera posible extraer la dependencia frecuencial de las mencionadas series� y se
pudieran evaluar por tanto fuera del bucle en frecuencia� se conseguir��a reducir
sustancialmente el tiempo empleado en la determinaci�on de los elementos de la
MAG de una uni�on planar�

En la presente secci�on� se describe un m�etodo muy e�ciente que permite ace

lerar el c�alculo de los elementos Y �����

m�n de la MAG de uniones planares entre gu��as
arbitrarias� extrayendo para ello la dependencia frecuencial de las series in�nitas
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que deben evaluarse al calcular dichos elementos� Este nuevo procedimiento� re

cogido de manera detallada en ����� conduce a unas expresiones �nales para los
elementos Y �����

m�n que son muy generales� y en las que tan s�olo se requiere sumar
muy pocos t�erminos por cada frecuencia de an�alisis� Para determinar la mejora
que supone� en t�erminos de e�ciencia computacional� el empleo de la t�ecnica de
aceleraci�on en el c�alculo de los elementos Y �����

m�n de la MAG� se ofrece un estudio
comparativo entre esta nueva t�ecnica y otros m�etodos cl�asicos que tambi�en pue

den emplearse en la obtenci�on de los citados elementos� revelando dicho estudio
que la t�ecnica propuesta en esta secci�on resulta de hecho la m�as e�ciente� Final

mente� con el objeto de validar el nuevo procedimiento expuesto para calcular la
MAG de uniones planares� �este se ha empleado en el an�alisis electromagn�etico
de septums cortocircuitados en plano E� y de cavidades de reacci�on en plano E
integradas por septums� que pueden utilizarse como elementos b�asicos para el
dise�no de redes adaptadoras y �ltros de banda eliminada� Los resultados obte

nidos al simular el comportamiento electromagn�etico de estos elementos b�asicos�
empleando en las simulaciones la nueva t�ecnica de aceleraci�on propuesta� se com

paran con otros resultados de los mismos dispositivos� recogidos en la literatura
y deducidos empleando adaptaci�on modal �mode�matching�� concluyendo de esta
comparaci�on que el nuevo procedimiento de c�alculo de los elementos Y �����

m�n de la
citada MAG genera tambi�en resultados muy precisos�

����� Series Est�atica y Din�amica

Con la intenci�on de presentar la nueva t�ecnica que permite acelerar el c�alculo de
los elementos Y �����

m�n de la MAG de uniones planares� se considerar�a la misma uni�on
planar entre gu��as arbitrarias �ver apartado a en �g� ���� utilizada en la secci�on
anterior para exponer el concepto de la matriz de admitancias generalizada� El
comportamiento electromagn�etico de dicha uni�on planar puede de�nirse� tal y
como se ha explicado en la secci�on ���� en t�erminos de una matriz de admitancias
generalizada� que determina una red equivalente multimodal �ver apartado b en
�g� ����� Los elementos de la MAG de una uni�on planar entre gu��as arbitrarias
se calculan� siguiendo el procedimiento descrito en la secci�on anterior� mediante
las expresiones ������ ����� y ���	�� que presentan el siguiente aspecto

Y �����
m�n � ��j� � Y ���

�n � cot�����n � lref� � �m�n �����

Y �����
m�n � Y �����

n�m � j � Y ���
�n � csc�����n � lref�� � �h���n

�h���m 	 �����

Y �����
m�n � ��j� �

�X
r��

Y
���
�r � cot�����r � lref�� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r

�h���m 	 ������

donde todos los par�ametros que intervienen se encuentran perfectamente descritos
en la mencionada secci�on ���� Adem�as� en ������ ����� y ������ los sub��ndices m
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y n designan respectivamente modos TE y TM en los puertos � y �� mientras
el ��ndice r representa modos TE y TM en la regi�on ���� Asimismo� conviene
rese�nar que los modos TE y TM� tanto los que se de�nen en los puertos de la
red equivalente multimodal como los que intervienen en el sumatorio presente
en ������� se encuentran ordenados seg�un el sentido creciente del valor de sus
respectivos n�umeros de onda de corte�
Como resulta evidente de las expresiones ������ ����� y ������� el principal

esfuerzo computacional requerido en la obtenci�on de los elementos de la MAG
procede del c�alculo de los elementos Y �����

m�n � que requiere la evaluaci�on de las
correspondientes series en cada frecuencia de inter�es� Con el objetivo de reducir
el coste computacional que supone evaluar las citadas series� puede llevarse a cabo
una primera acci�on consistente en extraer de cada una de dichas series una parte
independiente de la frecuencia ���� ���� Esta acci�on se implementa sumando y
restando en ������ una serie est�atica� que se de�ne del siguiente modo

�Y �����
m�n � ��j� �

�X
r��

�Y ���
�r � cot� �����r � lref�� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r

�h���m 	 ������

obteniendo pues para el elemento Y �����
m�n de la MAG la siguiente expresi�on

Y �����
m�n � �Y �����

m�n � �Y �����
m�n ������

donde el segundo t�ermino en la parte derecha de esta �ultima igualdad constituye
la denominada serie din�amica� cuyo aspecto se ofrece a continuaci�on

�Y �����
m�n � ��j� �

�X
r��

h
�Y
���
�r � cot� �����r � lref�� Y

���
�r � cot�����r � lref�

i
� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r

�h���m 	 ����
�

En ������ y ����
�� los t�erminos �Y
���
�r y �����r representan respectivamente el

comportamiento asint�otico� para grandes valores del n�umero de onda de corte
transversal k���t�r � de la admitancia caracter��stica Y

���
�r y de la constante de propa


gaci�on ����r � presentando dichas expresiones asint�oticas los siguientes valores

�Y ���
�r �

�������
������
��j� � k

���
t�r

���
para modos TE

j � ���

k
���
t�r

para modos TM

������

�����r � ��j� � k���t�r para modos TE y TM ������

Siguiendo esta nueva formulaci�on reci�en descrita� para obtener los elementos
Y �����
m�n de la MAG seg�un ������� es necesario calcular el valor de las respectivas
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Figura ���� Geometr��a de una uni�on planar o�set entre gu��as rectangulares�

contribuciones est�aticas �Y �����
m�n y din�amicas �Y �����

m�n � Por lo que respecta a las series
est�aticas� tal y como se deduce de ������� ������ y ������� es posible calcular
sus valores una sola vez antes de comenzar el bucle en frecuencia� mientras que
las correspondientes series din�amicas� cuyo c�alculo se implementa seg�un ����
��
deben computarse para cada valor de la frecuencia� Ahora bien� estas series
din�amicas convergen mucho m�as r�apidamente que las series originales asociadas
a los elementos Y �����

m�n � debido a que el t�ermino entre corchetes en ����
� tiende a
cero de manera muy r�apida cuando el ��ndice r del sumatorio crece� a diferencia
del t�ermino sin corchetes en ������ que tiende a cero m�as lentamente�

Con el objeto de veri�car la mejora que introduce la t�ecnica presentada en este
apartado� se ofrece seguidamente un estudio t��pico de la convergencia de algunos
de los elementos Y �����

m�n � as�� como de las correspondientes series est�aticas �Y
�����
m�n y

din�amicas �Y �����
m�n � de la MAG de una uni�on planar o�set entre una gu��a rectan


gular grande �a � ������ mm� b � ����� mm� y una gu��a rectangular peque�na
�a � ����� mm� b � 	���� mm� con un o�set �c � ����� mm� d � ��	�� mm�� ti

po de uni�on cuyo aspecto gen�erico se recoge en la �gura ����

En primer lugar� se estudia la convergencia de algunos elementos Y �����
m�n de

la MAG de la mencionada uni�on� calculados utilizando la expresi�on recogida en
������� Los resultados correspondientes al estudio de la convergencia de los ele

mentos Y �����

m�m �m � �� ��� ��� 
�� se ofrecen en la �gura ���� dondem � �� ��� ��� 
�
hacen referencia respectivamente a los modos TE��� TM��� TM�� y TM�� de la
gu��a rectangular peque�na� Como puede observarse en la �gura ���� para que
los elementos Y �����

m�n de la MAG presenten resultados num�ericamente estables� en
el caso de la uni�on planar o�set considerada� es necesario sumar al menos ���
t�erminos en �������
A continuaci�on� se realiza un estudio de la convergencia de las series est�aticas

�Y �����
m�m �m � �� ��� ��� 
�� de la MAG de la misma uni�on planar de�nida anterior
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Figura ���� Convergencia de los elementos Y
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Figura ���� Convergencia de las series est�aticas �Y
�����
m�m �m � �� ��� ��� ��� de la

MAG de una uni�on planar entre una gu��a rectangular grande �a � ���
�
 mm�
b � ����� mm� y una gu��a rectangular peque	na �a � ���

 mm� b � ��


 mm� con
un o�set �c � ��


 mm� d � 
���
 mm��

mente� calculando dichas series seg�un ������� La evoluci�on del valor de las men

cionadas series est�aticas� en funci�on del n�umero de t�erminos sumados en �������
se muestra en la �gura ���� donde los signi�cados del sub��ndice m son los mismos
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Figura ��	� Convergencia de las series din�amicas 	Y
�����
m�m �m � �� ��� ��� ��� de la

MAG de una uni�on planar entre una gu��a rectangular grande �a � ���
�
 mm�
b � ����� mm� y una gu��a rectangular peque	na �a � ���

 mm� b � ��


 mm� con
un o�set �c � ��


 mm� d � 
���
 mm�� En a� m � �� y en b� m � ��� ��� ���

que en el caso anterior� Observando la �gura ���� se descubre que para obtener
resultados convergentes al evaluar las series est�aticas �Y �����

m�n hacen falta sumar de
nuevo ��� t�erminos� tal y como era previsible�

Por �ultimo� se ofrece un an�alisis de la convergencia que presentan las series
din�amicas �Y �����

m�m �m � ��������
�� de la MAG de la misma uni�on planar o�set
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considerada previamente� obteniendo los valores de las citadas series din�amicas
mediante la expresi�on deducida en ����
�� Los resultados obtenidos tras realizar
este estudio de convergencia se resumen en la �gura ��	 �m � � en apartado a y
m � ��� ��� 
� en apartado b�� donde los modos asociados a los distintos valores
del sub��ndice m son los mismos que en los dos casos anteriores� En la �gura ��	�
se descubre que tan s�olo se requiere sumar ��� t�erminos en ����
� para que las
series din�amicas �Y �����

m�n alcancen valores estables�
Del estudio de convergencia reci�en presentado� se deduce que la t�ecnica pro


puesta en este apartado para calcular los elementos Y �����
m�n de la MAG de uniones

planares� basada en el concepto de las series est�atica y din�amica� reduce de he

cho el esfuerzo computacional que supone calcular los citados elementos Y �����

m�n �
pues en dicha t�ecnica s�olo es necesario evaluar por cada punto en frecuencia las
correspondientes series din�amicas� y �estas convergen m�as r�apidamente que las
expresiones originales recogidas en ������ para calcular los distintos elementos
Y �����
m�n � A pesar de la reducci�on que introduce la t�ecnica reci�en descrita en el coste

computacional asociado al c�alculo de los elementos Y �����
m�n � �esta no es su princi


pal ventaja� pues la descomposici�on de dichos elementos en sus respectivas series
est�aticas y din�amicas permite� tal y como se demuestra en el pr�oximo apartado
mediante una adecuada manipulaci�on de las series din�amicas� continuar reducien

do el tiempo requerido para calcular los elementos Y �����

m�n de la MAG de uniones
planares entre gu��as arbitrarias�

����� Tratamiento Re�nado de la Serie Din�amica

Aunque la t�ecnica de extracci�on en frecuencia� reci�en descrita en el apartado ������
reduce el esfuerzo computacional asociado al c�alculo de los elementos Y �����

m�n de la
MAG de uniones planares� todav��a es posible� mediante un tratamiento adecua

do de las series din�amicas de los elementos Y �����

m�n � continuar reduciendo el coste
computacional que requiere la obtenci�on de dichos elementos� As�� pues� consi

derando el elemento Y �����

m�n � la primera acci�on a tomar sobre su correspondiente

serie din�amica �Y �����
m�n consiste en dividirla en dos nuevos t�erminos� uno de ellos� el

primero� que contiene las contribuciones proporcionadas a dicha serie por todos
los modos que se propagan en la regi�on ��� a la frecuencia de inter�es� y tambi�en
las contribuciones procedentes de los primeros modos que a la citada frecuencia
se encuentran al corte en dicha regi�on ���� mientras el segundo t�ermino en el que
se divide la serie din�amica �Y �����

m�n contiene las contribuciones del resto de modos
en la regi�on ��� que� a la frecuencia de an�alisis� se encuentran en corte� De esta
manera� la serie din�amica �Y �����

m�n se expresa del siguiente modo

�Y �����
m�n � ��Y

�����

m�n �
��Y
�����

m�n ������

En ������� ��Y
�����

m�n e
��Y
�����

m�n representan los dos t�erminos descritos en el p�arrafo
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anterior� que se de�nen respectivamente mediante las siguientes expresiones

��Y
�����

m�n � ��j� �
RX
r��

h
�Y
���
�r � cot� �����r � lref�� Y

���
�r � cot�����r � lref�

i
� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r

�h���m 	 ����	�

��Y
�����

m�n � ��j� �
�X

r�R	�

�Y
���
�r � cot� �����r � lref� �

�
��� Y

���
�r � cot�����r � lref�
�Y
���
�r � cot� �����r � lref�

�
�

� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r
�h���m 	 ������

donde el valor del ��ndice de truncamiento R� que divide la serie din�amica original
en los dos t�erminos reci�en expuestos� se escoge seg�un el criterio

k
���
t�R	� 	 � � k j���max ������

Observando ������� se descubre que al determinar el valor de R el n�umero de
onda k se eval�ua a la frecuencia m�axima dentro de la banda de inter�es� pues de
esta forma se garantiza� a cualquier frecuencia en la que se pretende caracterizar
la uni�on planar bajo an�alisis� que todos los t�erminos de la serie presente en ������
corresponden a modos en corte en la regi�on ����
En el intento de reducir el coste computacional que supone evaluar la serie

din�amica �Y �����
m�n mediante ������� ����	� y ������� conviene centrarse en el t�ermino

encerrado entre corchetes presente en la �ultima de estas tres expresiones� Dicho
t�ermino� designado como fr�k�� presenta pues el siguiente aspecto

fr�k� � �� Y
���
�r � cot�����r � lref�
�Y
���
�r � cot� �����r � lref�

������

donde Y
���
�r y ����r representan respectivamente la admitancia caracter��stica y la

constante de propagaci�on del r
�esimo modo en la regi�on ���� cuyas expresiones�
recogidas por ejemplo en ����� se ofrecen a continuaci�on

Y
���
�r �

��������
�������

��j� �
q

�k���t�r �
���k��

���
para modos TE

j � ���q
�k
���
t�r �

���k��
para modos TM

������

����r � ��j� �
r
�k���t�r �� � �k�� para modos TE y TM ������

Sustituyendo pues en ������ Y
���
�r y �

���
r por sus respectivos valores reci�en mos


trados en ������ y ������� as�� como �Y
���
�r y ��

���
r por las correspondientes expresiones
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asint�oticas recogidas en ������ y ������� es posible escribir la funci�on fr�k� de la
siguiente manera

fr�k� �

����������������
���������������

��

r
��

	
k�k

���
t�r


�
� coth

�
c �

r
��

	
k�k

���
t�r


��

coth�c�
para modos TE

��
coth

�
c �

r
��

	
k�k

���
t�r


��
r

��

	
k�k

���
t�r


�
� coth�c�

para modos TM

����
�

donde la constante c se de�ne como c � �k���t�r � lref�� Con el objeto de observar
el comportamiento de la funci�on fr�k�� tanto para modos TE como para modos

TM� en funci�on de la variable normalizada k
k���t�r � se han evaluado las expresiones
recogidas en ����
� para un valor t��pico de la constante c� como puede ser c � ���

en unos valores de la variable normalizada k
k���t�r comprendidos entre � y �� Los
resultados obtenidos se encuentran representados en la �gura ��� �caso TE en
apartado a y caso TM en apartado b�� donde se observa que para valores peque�nos

de la variable normalizada k
k
���
t�r �cuando r � � � k
k

���
t�r � �� estas dos

curvas presentan una evoluci�on muy suave� Debido a este comportamiento de
la funci�on fr�k� en la zona correspondiente a valores de la variable normalizada

k
k
���
t�r pr�oximos a �� es posible aproximar en dicha zona la citada funci�on fr�k�

por un simple desarrollo en serie de Taylor centrado en k
k
���
t�r � �� que se expresa

tal y como se indica a continuaci�on

fr�k� �
�X
p��

bp�r �


� k

k
���
t�r

�
Ap

������

En ������� debe tenerse en cuenta que el desarrollo en serie de Taylor consta
de dos posibles conjuntos de coe�cientes �bp�r�� que corresponden respectivamente
al caso en el que r hace referencia a un modo TE� y al caso en el que r se re�ere
a un modo TM� Estudiando asimismo la expresi�on original de la funci�on fr�k��
recogida en ����
�� se descubre que dicha funci�on tiene un comportamiento par
tanto para modos TE como para modos TM� y que adem�as presenta un valor
igual a cero cuando k
k

���
t�r � �� De estas propiedades que presenta la funci�on

fr�k�� es posible deducir de antemano que los coe�cientes bp�r en ������ deben ser
iguales a cero para valores impares del ��ndice p y cuando p � �� Las expresiones
expl��citas de los coe�cientes bp�r no nulos del desarrollo en serie de Taylor de la
citada funci�on fr�k� pueden encontrarse en el ap�endice A�
Utilizando pues en ������ el desarrollo en serie de Taylor de la funci�on fr�k�

presentado en ������� y haciendo uso de las consideraciones reci�en expuestas sobre
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modos TE en a�� y para modos TM en b��

los coe�cientes de dicho desarrollo� el t�ermino ��Y
�����

m�n se reescribe como

��Y
�����

m�n � ��j� �
�X
p��

k��p� �
�X

r�R	�

b�p�r	
k
���
t�r


��p� � �Y ���
�r � cot� �����r � lref�

� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r
�h���m 	 ������

Las series asociadas al ��ndice r en ������ ya no dependen de la frecuencia de
an�alisis� y por tanto se pueden calcular� al igual que la serie est�atica �recordar
apartado ������� una sola vez antes de iniciar el bucle en frecuencia� Por esta
raz�on� a dichas series se las denominar�a partes est�aticas de la serie din�amica� En
cuanto a la primera serie que aparece en ������� con ��ndice p� �esta debe calcularse
sin embargo para cada posible valor de la frecuencia� No obstante� debido a
la elecci�on del valor del ��ndice de truncamiento R siguiendo el criterio de�nido
en ������� dicha serie asociada en ������ al ��ndice p puede calcularse sumando
tan s�olo � t�erminos� ya que este truncamiento del n�umero de t�erminos a sumar
para calcular la citada serie� a causa de la aproximaci�on de la funci�on fr�k�
por su correspondiente desarrollo en serie de Taylor mostrado en ������� supone
cometer un error m�aximo al evaluar dicha funci�on fr�k� de un orden de magnitud
O ���� � ���
��
As�� pues� el t�ermino ��Y

�����

m�n se expresa �nalmente� tras implementar en ������
la operaci�on de truncamiento reci�en descrita� del siguiente modo

��Y
�����

m�n � ��j� �
�X

p��

k��p� �
�X

r�R	�

b�p�r	
k
���
t�r


��p� � �Y ���
�r � cot� �����r � lref�

� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r
�h���m 	 ������
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Para estudiar la convergencia de las partes est�aticas de la serie din�amica que
aparecen en ������� se considera el mismo tipo de uni�on planar o�set emplea

da en los an�alisis de convergencia realizados en el apartado ������ es decir� una
uni�on planar como la mostrada en la �gura ��� entre una gu��a rectangular grande
�a � ������ mm� b � ����� mm� y una gu��a rectangular peque�na �a � ����� mm�
b � 	���� mm� con un o�set �c � ����� mm� d � ��	�� mm�� Los resultados de
este estudio de convergencia de las partes est�aticas �p � �� de algunos t�erminos
descritos seg�un ������ se muestran en la �gura ���� donde� nuevamente� los valo

res m � �� ��� ��� 
� determinan respectivamente los modos TE��� TM��� TM��

y TM�� de la gu��a rectangular peque�na� De estos resultados recogidos en la �

gura ���� se concluye que para obtener valores num�ericamente estables en las
mencionadas partes est�aticas �p � �� de las series din�amicas� en el caso de la
uni�on planar o�set considerada� tan s�olo es necesario sumar unos ��� t�erminos
en ������� Tal y como era de esperar� este n�umero de t�erminos es b�asicamente
id�entico al que se dedujo en el apartado ����� para las series din�amicas originales�
aunque� en el caso de las partes est�aticas de dichas series din�amicas� el c�alculo
de sus respectivos valores puede implementarse una sola vez y fuera del bucle
en frecuencia� a diferencia de lo que ocurre con las series din�amicas� Por lo que
respecta a la convergencia del resto de partes est�aticas �p � �� 
� �� de las series
din�amicas� presentes tambi�en en ������� es m�as r�apida que la asociada a la parte
est�atica �p � ��� y por tanto� para no extender en demas��a el contenido de este
trabajo� no se ha considerado interesante incluir los correspondientes estudios de
convergencia de las mencionadas partes est�aticas �p � �� 
� ���
El estudio de convergencia reci�en expuesto revela la conveniencia de calcular

las series din�amicas� asociadas a los elementos Y �����
m�n de la MAG de uniones pla


nares� mediante la t�ecnica descrita en el presente apartado� puesto que la nueva
t�ecnica propuesta� complementada con el procedimiento descrito en el aparta

do ����� para calcular las series est�aticas de los citados elementos Y �����

m�n � reduce
considerablemente el esfuerzo computacional requerido en el c�alculo de dichos
elementos� As�� pues� combinando las relaciones recogidas en ������ y ������� se
obtiene la siguiente expresi�on �nal que permite calcular los elementos Y �����

m�n de la
MAG de una uni�on planar

Y �����
m�n � �Y �����

m�n � ��Y
�����

m�n � ��Y
�����

m�n ����	�

donde las series �Y �����
m�n � de�nidas seg�un ������� y las series con ��ndice r� que est�an

asociadas a los t�erminos descritos mediante ������� representan contribuciones
est�aticas al valor de los elementos Y �����

m�n � ya que dichas series deben calcularse una
sola vez antes de iniciar el bucle de frecuencias de an�alisis de la uni�on planar bajo
estudio� El �unico esfuerzo computacional que debe realizarse en cada frecuencia
de an�alisis est�a asociado a la evaluaci�on de los sumatorios �nitos presentes en los
t�erminos obtenidos seg�un ������� y a la obtenci�on de los t�erminos de las series
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Figura ���� Convergencia de las partes est�aticas �p � �� de �	Y
�����

m�m �m � �� ��� ��� ���
de la MAG de una uni�on planar entre una gu��a rectangular grande �a � ���
�
 mm�
b � ����� mm� y una gu��a rectangular peque	na �a � ���

 mm� b � ��


 mm� con un
o�set �c � ��


 mm� d � 
���
 mm�� En a� m � �� y en b� m � ��� ��� ���

din�amicas expresados mediante ����	�� No obstante� estos c�alculos que deben
implementarse en cada frecuencia de an�alisis requieren sumar� como m�aximo�
�� t�erminos� lo que reduce enormemente el coste computacional requerido al
caracterizar en frecuencia a la uni�on planar�
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Para concluir� conviene observar que esta t�ecnica reci�en expuesta para carac

terizar uniones planares mediante su correspondiente MAG es realmente indepen

diente del tipo de gu��as que integran la uni�on bajo an�alisis� y que por tanto dicha
t�ecnica puede utilizarse en la caracterizaci�on electromagn�etica de uniones plana

res entre gu��as cuyos modos s�olo pueden obtenerse num�ericamente� Asimismo�
comparando esta nueva t�ecnica acelerada del c�alculo de la MAG con el m�etodo
basado en adaptaci�on modal ������ se descubre que esta t�ecnica cl�asica de an�alisis
conocida tambi�en como mode�matching requiere realizar una inversi�on matricial
en cada frecuencia� mientras la nueva t�ecnica propuesta en este apartado eval�ua
las correspondientes series in�nitas fuera del bucle en frecuencia� resultando pues
mucho m�as e�ciente desde el punto de vista computacional que el procedimiento
de an�alisis basado en adaptaci�on modal�

����� E�ciencia Computacional de la T�ecnica de Acelera�

ci�on

Para demostrar la mejora que representa� en t�erminos de e�ciencia computa

cional� el empleo de la t�ecnica propuesta en el apartado ����� para calcular los
elementos Y �����

m�n de la MAG de uniones planares� en este apartado se presenta
un estudio comparativo del coste temporal que supone analizar una estructura
t��pica de microondas� empleando en dicho an�alisis la nueva t�ecnica descrita� as��
como los otros dos procedimientos de c�alculo de los elementos Y �����

m�n expuestos
en la secci�on ��� y en el apartado ������ La estructura escogida para realizar el
mencionado estudio comparativo se muestra en la �gura ����� donde las gu��as
de entrada y salida corresponden a gu��as normalizadas WR
	� �a � ������ mm�
b � ����� mm�� las ventanas de acoplo de entrada y salida presentan una sec

ci�on transversal rectangular �a � ��	�� mm� b � ����� mm� con una profundidad
de ����� mm� los elementos de sinton��a situados en ambas ventanas de acoplo
tienen secci�on transversal cuadrada ������ mm � ����� mm� y una penetraci�on
igual a 
���� mm� y �nalmente la cavidad resonante corresponde de nuevo a una
gu��a normalizada WR
	� de longitud �
���� mm� El an�alisis electromagn�etico
de la estructura propuesta requiere pues� tras observar detalladamente la �gu

ra ����� la caracterizaci�on previa de diversas uniones planares centradas entre
gu��as rectangulares con diferentes dimensiones� as�� como la caracterizaci�on de va

rias transiciones entre gu��as rectangulares y gu��as reentrantes �en ingl�es ridge��
En el estudio de estas �ultimas transiciones se precisa tener conocimiento del es

pectro modal de las gu��as reentrantes� as�� como de las integrales de acoplamiento
entre los modos de dichas gu��as y los modos de las correspondientes gu��as rectan

gulares� modos e integrales que se han obtenido de forma num�erica empleando el
m�etodo propuesto en ���� y ����� resumido en el apartado 
���� del cap��tulo 
�
Con el objeto de implementar el estudio comparativo reci�en descrito� se han

calculado los elementos Y �����
m�n de las MAGs de las distintas uniones planares que
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Figura ����� Estructura guiada constituida por uniones planares centradas entre gu��as
rectangulares de diferentes dimensiones� y por transiciones entre gu��as rectangulares y
gu��as reentrantes�

integran la estructura bajo estudio �ver �gura ����� de tres maneras diferen

tes� la primera de ellas consiste en calcular los elementos Y �����

m�n de cada uni�on
empleando la de�nici�on original de dichos elementos recogida en ���	�� la segun

da manera consiste en calcular los citados elementos Y �����

m�n descomponiendo su
c�alculo en las series est�aticas y din�amicas de�nidas seg�un ������ y ����
�� y la
tercera manera se basa en calcular los elementos Y �����

m�n mediante la t�ecnica pro

puesta en el apartado ����� que utiliza las expresiones ������� ����	� y ������� Los
par�ametros el�ectricos calculados� siguiendo las tres estrategias expuestas� han sido
los par�ametros de dispersi�on �en ingl�es scattering� asociados al modo fundamen

tal que presenta la estructura escogida �recordar �g� ������ Estos par�ametros de
dispersi�on se obtienen tras resolver un sistema lineal en banda� el cual surge al
conectar en cascada� como se indica en la secci�on ��
� las correspondientes MAGs
individuales de las distintas uniones y tramos de gu��a que integran el dispositivo
a caracterizar� En cuanto a la inversi�on del sistema en banda� se ha utilizado
la t�ecnica de eliminaci�on Gaussiana con retrosustituci�on ��
�� y se ha tenido en
cuenta adem�as la naturaleza en banda del sistema a invertir� lo que reduce el
coste computacional de la citada t�ecnica de inversi�on de sistemas� As�� pues� el
an�alisis de la respuesta electromagn�etica de la estructura mostrada en la �gu

ra ���� se ha realizado para ��� valores de la frecuencia en la banda comprendida
entre ����� GHz y ����� GHz� habiendo realizado las diferentes simulaciones en
una plataforma IBM Risc
����� En la tabla ���� se ofrecen los diferentes tiempos
totales �divididos por el n�umero de frecuencias de an�alisis� empleados por cada
m�etodo en el an�alisis de la estructura mostrada en la �gura ����� incluyendo en
dicho tiempo las diversas computaciones est�aticas realizadas� cuando se conside

ran �� y 
� modos de orden superior en todas las redes equivalentes multimodales
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M�etodo implementado N�umero de modos

para calcular Y�����
m�n �� 	�

�� C�alculo directo de las series ��	�
 seg ������ seg

�� Series est�aticas y din�amicas ����� seg ����� seg


� Nueva t�ecnica de aceleraci�on ���
� seg ����� seg

Tabla ���� Tiempo total de c�alculo que requiere el an�alisis de la estructura mostrada
en la 
gura ���
 dividido por el n�umero ��

� de frecuencias consideradas�

de la estrucutra analizada� En dicha tabla� los m�etodos designados como �� � y 

hacen referencia a los tres procedimientos seguidos en la computaci�on de los ele

mentos Y �����

m�n de las distintas MAGs� procedimientos que se encuentran descritos
respectivamente en la secci�on ���� en el apartado ������ y en el apartado ������ Ob

servando pues los resultados mostrados en la tabla ���� se comprueba que la nueva
t�ecnica propuesta en el apartado ����� precisa de un menor esfuerzo computacio

nal� tal y como era previsible� al analizar el comportamiento electromagn�etico del
dispositivo seleccionado�

En el intento de cuanti�car con mayor claridad los resultados recogidos en la
tabla ���� se de�ne un factor de mejora entre los diferentes m�etodos empleados
al caracterizar la estructura mostrada en la �gura ����� que se obtiene dividiendo
entre s�� los distintos tiempos empleados por dichos m�etodos en la caracterizaci�on
electromagn�etica de la citada estructura� Los resultados correspondientes a este
an�alisis comparativo de los distintos m�etodos propuestos� en funci�on del recien

temente de�nido factor de mejora� se muestran en la tabla ���� concluyendo� a
partir de estos resultados� que la t�ecnica propuesta en el apartado ����� para
calcular los elementos Y �����

m�n de la MAG de uniones planares introduce� en el caso
de la estructura considerada �recordar �g� ������ un factor de mejora de valor ��
con respecto a la t�ecnica cl�asica descrita en la secci�on ��� para obtener los citados
elementos Y �����

m�n � Conviene resaltar que este importante ahorro computacional�
en un factor de valor ��� se ha obtenido en el an�alisis electromagn�etico de una
estructura pasiva de microondas como la mostrada en la �gura ����� que tan
s�olo consta de � uniones planares� Consecuentemente� si esta misma t�ecnica de
c�alculo de los elementos Y �����

m�n de uniones planares se aplica a estructuras m�as
complejas� como por ejemplo al an�alisis de un �ltro completo de microondas o a
una red conformadora de haces� el citado factor de mejora aumentar�a en conso

nancia con la complejidad del dispositivo a caracterizar� lo que permite pensar
pues� empleando la mencionada t�ecnica� en el an�alisis e incluso en el dise�no de
dispositivos en la banda de microondas realmente complejos�

As�� pues� tras el estudio de e�ciencia computacional reci�en presentado� es po

sible concluir que el procedimiento descrito en el apartado ����� para acelerar el
c�alculo de los elementos Y �����

m�n reduce� de manera sustancial� el tiempo empleado
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Factor de Mejora
N�umero de modos

�� 	�

F��� ���

 ���
�

F��� ��		� �����

F��� ������ �����

Tabla ���� Factor de mejora entre los diferentes m�etodos� de
nido como el cociente de
los tiempos de c�alculo requeridos por los diversos m�etodos propuestos en el an�alisis de
la estructura mostrada en la 
gura ���
�

por el m�etodo original �ver secci�on ���� en la obtenci�on de dichos elementos de
la MAG de uniones planares� resultando por tanto muy interesante la incorpora

ci�on de este procedimiento de c�alculo acelerado a herramientas de programaci�on�
basadas en el concepto de la matriz de admitancias generalizada� que permiten
analizar y dise�nar estructuras pasivas de microondas�

����	 An�alisis de Septums Cortocircuitados y Cavidades

de Reacci�on mediante la T�ecnica de Aceleraci�on

Tras haber comprobado la mejora que supone� en t�erminos de e�ciencia compu

tacional� la aplicaci�on de la t�ecnica descrita en el apartado ����� para calcular
los elementos Y �����

m�n de la MAG de uniones planares� en el presente apartado se
pretende validar dicha t�ecnica mediante su aplicaci�on al an�alisis electromagn�etico
de septums cortocircuitados en plano E� y de cavidades de reacci�on en plano E
integradas por los mencionados septums� elementos que se emplean en el dise�no
de redes adaptadoras y �ltros de banda eliminada� La respuesta electromagn�etica
de estas dos estructuras ya se ha determinado en la literatura empleando otras
t�ecnicas cl�asicas de an�alisis� tales como por ejemplo adaptaci�on modal �mode�

matching� en ����� permitiendo pues� mediante una simple comparaci�on de los
resultados ofrecidos en este apartado con los recogidos en ����� comprobar la
precisi�on num�erica que se obtiene al analizar estructuras pasivas de microondas
utilizando la t�ecnica de aceleraci�on presentada anteriormente�
La primera estructura a analizar corresponde a un septum cortocircuitado en

plano E� cuyo aspecto puede observarse en la �gura ���� �vista en perspectiva en
apartado a�� Observando la secci�on longitudinal de dicho septum �ver apartado
b en �g� ������ se descubre que consta de dos discontinuidades b�asicas� una
de ellas consistente en una bifurcaci�on en plano E de la gu��a de entrada �con
dimensiones A� y B�� en dos gu��as intermedias �de dimensiones A� y B�� A� y B��
respectivamente�� y una segunda discontinuidad constituida por un simple cambio
de altura entre una gu��a intermedia �aqu�ella con dimensionesA� y B�� y la gu��a de
salida del septum �nuevamente de dimensiones A� y B��� Adicionalmente a estas
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a� b�

Figura ����� Septum cortocircuitado en plano E� Vista en perspectiva en a�� y secci�on
longitudinal en b��

dos discontinuidades� para completar la estructura a caracterizar� es necesario
considerar �ver de nuevo apartado b en �g� ����� dos tramos de gu��a uniforme� uno
de ellos� de longitud L y terminado en un cortocircuito f��sico� que est�a asociado
a una de las gu��as intermedias de la estructura �en concreto a la de dimensiones
A� y B��� y un segundo tramo� en este caso de longitud L� T� y asociado a la
segunda de las gu��as intermedias �aqu�ella con dimensiones A� y B��� que conecta
las dos discontinuidades de la estructura descritas previamente�
Para determinar la respuesta electromagn�etica del septum bajo an�alisis� se

requiere en primer lugar construir las redes equivalentes multimodales� expre

sadas mediante las correspondientes matrices de admitancias generalizadas� que
corresponden a los elementos �discontinuidades y tramos de gu��a� integrantes del
septum� Comenzando pues por la primera de las discontinuidades �o transiciones�
descritas en el p�arrafo anterior� concretamente con aqu�ella asociada a la bifur

caci�on en plano E de la gu��a de entrada� se obtienen las siguientes expresiones
�recordar secci�on ���� para los elementos Ym�n t� de su MAG

Y
�����
m�n t� � ��j� � Y ���

�n � cot�����n � lref� � �m�n ������

Y
�����
m�n t� � Y

�����
n�m t� � j � Y ���

�n � csc�����n � lref�� � �h���n
�h���m 	 ������

Y
�����
m�n t� � Y

�����
n�m t� � j � Y ���

�n � csc�����n � lref�� � �h���n
�h���m 	 ���
��

Y
�����
m�n t� � ��j� �

�X
r��

Y
���
�r � cot�����r � lref�� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r

�h���m 	 ���
��

Y
�����
m�n t��Y

�����
n�m t����j� �

�X
r��

Y
���
�r � cot�����r � lref��� �e ���r �e ���n 	 ���h���r

�h���m 	 ���
��

Y
�����
m�n t� � ��j� �

�X
r��

Y
���
�r � cot�����r � lref�� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r

�h���m 	 ���

�
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En ����������

�� los t�erminos Y
���
�n � Y

���
�r � �

���
n y ����r representan las admitan


cias caracter��sticas y las constantes de propagaci�on asociadas respectivamente al
n
�esimo y r
�esimo modo de la gu��a de entrada del septum �ver �g� ������ mien

tras la longitud lref determina la separaci�on entre dos planos de referencia� situado
uno de ellos en la mencionada gu��a de entrada� y el otro en el plano donde se
produce la bifurcaci�on en plano E de dicha gu��a� En cuanto al t�ermino �m�n� que
tan s�olo aparece en ������� representa la funci�on delta de Kronecker� cuyo valor
se encuentra recogido en ������ Por lo que respecta a las funciones vectoriales

modales normalizadas �h���p y �e ���q �p � m�n� r� q � n� r y � � �� �� 
� presen

tes en ����������

�� de�nidas por ejemplo en ����� determinan respectivamente
los campos magn�etico y el�ectrico transversales asociados a los correspondientes
modos �p o q seg�un el caso�� normalizados en potencia� que pertenecen a la gu��a
� �� � � para la gu��a de entrada con dimensiones A� y B�� � � � para la gu��a
intermedia de dimensiones A� y B�� y � � 
 para la gu��a intermedia de dimensio

nes A� y B��� Finalmente� los s��mbolos �	 en ����������

� designan productos
interiores entre las anteriores funciones vectoriales normalizadas� cuyas expresio

nes anal��ticas de�nitivas son bastante simples� las integrales de acoplamiento se
reducen a integrar productos de funciones seno y funciones coseno� y por tanto
no se incluyen en el presente trabajo para no extenderlo en demas��a�
Esta primera discontinuidad del septum� a diferencia de las uniones planares

consideradas en la secci�on ���� se caracteriza mediante una MAG constituida
por nueve bloques� ya que dicha discontinuidad implica tres puertos o regiones�
El c�alculo de los elementos Y �����

m�n t�� Y
�����
m�n t�� Y

�����
m�n t�� Y

�����
m�n t� e Y

�����
m�n t�� al igual que

ocurr��a con los elementos Y �����
m�n � Y

�����
m�n e Y �����

m�n de la MAG de uniones planares
entre dos gu��as arbitrarias� se realiza de manera muy r�apida implementando en
esta ocasi�on las operaciones descritas en ����������
��� Sin embargo� para calcular

los elementos Y �����
m�n t�� Y

�����
m�n t�� Y

�����
m�n t� e Y

�����
m�n t�� al igual que suced��a con los elementos

Y �����
m�n de la MAG de uniones planares entre dos gu��as� resulta necesario evaluar
unos sumatorios que en este caso se de�nen mediante las expresiones recogidas
en ���
������

�� operaci�on que� tal y como se mencion�o en la secci�on ���� supone
un importante coste computacional en la determinaci�on de los citados elementos
de la MAG� Ahora bien� debido a la similitud de las expresiones ���
������

�
con aqu�ella mostrada en ���	� para los elementos Y �����

m�n de la MAG de uniones
planares entre dos gu��as� es posible aplicar la t�ecnica de aceleraci�on descrita en el
apartado ����� al c�alculo de los citados elementos Y

�����
m�n t�� Y

�����
m�n t�� Y

�����
m�n t� e Y

�����
m�n t�� lo

que reducir�a enormemente el coste computacional asociado al an�alisis del septum�
cuya parte m�as costosa resulta precisamente la caracterizaci�on de esta primera
discontinuidad� De esta manera� aplicando la mencionada t�ecnica de aceleraci�on�
se ha obtenido la MAG asociada a la primera de las dos transiciones que integran
el septum a caracterizar�
Una vez obtenidos los elementos de la MAG asociada a la primera discon


tinuidad del septum bajo an�alisis� observando detalladamente la �gura ����� se
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descubre que es posible obtener la MAG de la segunda discontinuidad �o transi

ci�on� de dicho septum� correspondiente al cambio de altura entre una de las gu��as
intermedias �aqu�ella con dimensiones A� y B�� y la gu��a de salida del septum �de
dimensiones A� y B��� a partir de los elementos obtenidos previamente para la
MAG de la primera transici�on� As�� pues� considerando en esta segunda transici�on
la gu��a intermedia como regi�on ��� de esta uni�on planar y la gu��a de salida como
regi�on ���� se deducen las siguientes expresiones para los elementos de la MAG
de esta segunda discontinuidad

Y
�����
m�n t� � Y

�����
m�n t� ���
��

Y
�����
m�n t� � Y

�����
n�m t� � Y

�����
m�n t� ���
��

Y
�����
m�n t� � Y

�����
m�n t� ���
��

Por lo que respecta al primero de los dos tramos de gu��a uniforme que integran
el septum en plano E bajo estudio� concretamente aqu�el de longitud L constituido
por una gu��a intermedia �de dimensionesA� y B�� terminada en cortocircuito� los
elementos de la MAG que de�nen su correspondiente red equivalente multimodal
se construyen ���� de la siguiente manera

Y
�����
m�n g� � Y

�����
m�n g� � ��j� � Y ���

�n � cot�����n � lg�� � �m�n ���
	�

Y
�����
m�n g� � Y

�����
m�n g� � j � Y ���

�n � csc�����n � lg�� � �m�n ���
��

donde Y
���
�n y ����n hacen referencia a la admitancia caracter��stica y a la constante

de propagaci�on del n
�esimo modo en el tramo de gu��a considerado �aqu�el con
dimensiones A� y B��� el t�ermino �m�n designa nuevamente una funci�on delta de
Kronecker de�nida seg�un ������ y el par�ametro lg� corresponde a la longitud �L�
de dicho tramo de gu��a uniforme del septum�
Para concluir con las redes equivalentes multimodales de los diferentes elemen


tos �transiciones y tramos de gu��a� que integran el septum a analizar� se requiere
determinar los elementos de la MAG del segundo tramo de gu��a de dicho septum�
de longitud L� T� y asociado a la segunda de las gu��as intermedias �aqu�ella con
dimensiones A� y B��� cuyas expresiones� muy similares a las reci�en mostradas
en ���
	� y ���
��� presentan el siguiente aspecto

Y
�����
m�n g� � Y

�����
m�n g� � ��j� � Y ���

�n � cot�����n � lg�� � �m�n ���
��

Y
�����
m�n g� � Y

�����
m�n g� � j � Y ���

�n � csc�����n � lg�� � �m�n ������

donde el signi�cado de Y ���
�n y �

���
n es id�entico al atribuido a estos mismos par�ame


tros en ���
	� y ���
��� aunque en este caso se re�eren a los modos de la segunda
gu��a intermedia del septum �de dimensiones A� y B��� y de nuevo los posibles



��� Acelaraci�on del C�alculo de la Matriz de Admitancias 	


valores de la funci�on �m�n �delta de Kronecker� se resumen en ������ En cuanto al
par�ametro lg�� en este segundo tramo de gu��a uniforme representa precisamente
la longitud �L� T�� de dicho tramo�
Tras caracterizar el comportamiento de los distintos elementos �transiciones y

tramos de gu��a� del septum bajo an�alisis� mediante sus correspondientes matrices
de admitancias generalizadas� para determinar la respuesta electromagn�etica del
septum es necesario conectar estas redes equivalentes multimodales tal y como se
indica en la �gura ����� conexiones que surgen al imponer las correspondientes
condiciones de continuidad� resumidas a continuaci�on en t�erminos de los voltajes
y corrientes modales� de los campos el�ectricos y magn�eticos transversales de�nidos
en los puertos de las diferentes redes equivalentes multimodales

V
���
t� � V

���
g� ������

I
���
t� � �I���g� ������

V
���
t� � V

���
g� ����
�

I
���
t� � �I���g� ������

V
���
g� � O ������

V
���
g� � V

���
t� ������

I
���
g� � �I���t� ����	�

donde los diferentes t�erminos V e I que aparecen en las condiciones de contorno
reci�en expuestas representan vectores columna� constituidos respectivamente por
voltajes o corrientes modales� cuyas dimensiones dependen del n�umero de modos
escogidos para representar los campos el�ectricos y magn�eticos en las diferentes
gu��as del septum� mientrasO designa un vector columna nulo �todos los elementos
iguales a ��� de dimensi�on igual al n�umero de modos considerados para describir
los campos el�ectrico y magn�etico existentes en la primera de las gu��as intermedias
�con dimensiones A� y B���
Con el objeto de plantear un conjunto de ecuaciones cuya resoluci�on permita

determinar el comportamiento electromagn�etico del septum� es necesario selec

cionar inicialmente una serie de inc�ognitas� que en este caso se corresponden
con los voltajes modales �vectores columna� V ���

t� � V
���
t� � V

���
t� � V

���
g� y V ���

t� asocia

dos a distintos puertos de las redes equivalentes multimodales �ver �g� ������ Al
pretender resolver � inc�ognitas� ser�a necesario plantear el mismo n�umero de ecua

ciones� debiendo utilizar para ello las condiciones de continuidad planteadas en
������� ������ y ����	� en funci�on de las respectivas corrientes modales �vectores
columna�� Ahora bien� dichas condiciones permiten obtener tan s�olo 
 de las
� ecuaciones matriciales requeridas� deduciendo las � restantes de las relaciones
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Figura ����� Conexi�on de las redes equivalentes multimodales� de
nidas mediante
las correspondientes matrices de admitancias generalizadas� que corresponden a los
elementos integrantes de un septum cortocircuitado en plano E como el mostrado en
la 
gura �����

entre voltajes y corrientes modales �ambos vectores columna� que determinan las
matrices Ym�n t� e Ym�n t�� Utilizando pues las mencionadas relaciones matriciales�
as�� como las condiciones de continuidad expuestas mediante las expresiones �������
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����
�� ������ y ������ en t�erminos de los voltajes modales �vectores columna�� es
posible deducir el siguiente conjunto de ecuaciones que de�nen el comportamiento
del septum a analizar

I
���
t� � Y

�����
t� � V ���

t� � Y
�����
t� � V ���

t� � Y
�����
t� � V ���

t� ������

O � Y
�����
t� � V ���

t� �
	
Y

�����
t� � Y

�����
g�
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t� �
	
Y

�����
t� � Y

�����
g�



� V ���

t�

� Y
�����
g� � V ���

g� ������

O � Y
�����
g� � V ���

t� �
	
Y

�����
g� � Y

�����
t�



� V ���

g� � Y
�����
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t� ������

Para determinar la respuesta electromagn�etica del septum considerado� se
ha calculado el par�ametro de dispersi�on S�� asociado al modo fundamental que
presenta dicho septum� El c�alculo de este par�ametro de dispersi�on requiere cargar
en la �gura ����� con la admitancia caracter��stica del modo apropiado en cada
caso� todos los accesos libres de las redes equivalentes multimodales asociadas
a las gu��as de entrada y salida del septum� a excepci�on claro est�a del acceso
correspondiente en la red multimodal de la gu��a de entrada al modo fundamental�
que representa la excitaci�on del dispositivo� Al imponer esta condici�on de carga en
el conjunto de ecuaciones recogidas en ������
������� de manera similar a como se
describe con detalle en la secci�on ��
 �apartados ��
�� y ��
�
�� se obtiene un nuevo
sistema de � ecuaciones con � inc�ognitas� donde las � inc�ognitas representan ahora
vectores columna integrados por unos elementos denominados autoimpedancia y
transimpedancias� que se de�nen �ver concepto en apartado ��
��� como cocientes
entre voltajes modales y la corriente asociada al modo fundamental� En cuanto
a la naturaleza de este sistema de ecuaciones lineales a resolver para analizar
el septum� debido al tipo de elementos �discontinuidades y tramos de gu��a� que
integran dicho dispositivo y a su disposici�on� el mencionado sistema de ecuaciones
presenta una estructura en banda� empleando por tanto en su resoluci�on una
t�ecnica basada en eliminaci�on Gausssiana con retrosustituci�on ��
� que tiene en
cuenta la citada estructura en banda del sistema�
Los resultados correspondientes al m�odulo del par�ametro de dispersi�on S���

respecto del modo fundamental �TE��� en la gu��a de entrada del septum� se
recogen en la �gura ���
 para diferentes valores en la dimensi�onB� �B� � ��� mm�
��� mm� ��� mm� ��� mm� ��� mm� de un septum cortocircuitado en plano E
�A� � ����� mm�B� � ����� mm� T� � T� � ���
� mm� L � ���� mm�� En dicha
�gura� se observa que para una longitud �ja �L� del septum cortocircuitado� a
medida que la altura �B�� del septum crece� la frecuencia de resonancia en los
resultados �aqu�ella a la que jS��j � � dB� disminuye� De estos resultados �ver
�g� ���
�� puede concluirse que el septum cortocircuitado en plano E se comporta
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como un tramo de l��nea �en ingl�es stub� terminado en cortocircuito� el cual se
encuentra situado en serie con la l��nea de transmisi�on equivalente ���� asociada
al modo fundamental de la gu��a de entrada del septum analizado� L�ogicamente�
toda la se�nal que incide sobre el septum se re�eja �jS��j � � dB� a un valor de la
frecuencia tal que la longitud �L� del septum es aproximadamente igual a �g�
��
donde �g� representa la longitud de onda asociada al modo fundamental en el
tramo de gu��a cortocircuitado �con dimensiones A� y B��� Debido a este tipo de
comportamiento electromagn�etico del septum en plano E cortorcircuitado� esta
estructura puede utilizarse como elemento integrante de redes adaptadoras en
circuitos pasivos o incluso activos de microondas�
Con el objeto de comprobar la precisi�on conseguida en los resultados de la

�gura ���
� calculados empleando matrices de admitancias generalizadas en al

gunas de las cuales ciertos elementos se han obtenido siguiendo el procedimiento
expuesto en el apartado ������ dichos resultados se comparan con aqu�ellos pre

sentados en ���� p�ag� 
�� que corresponden a los mismos septums analizados
anteriormente� pero deducidos empleando matrices de dispersi�on generalizadas
obtenidas mediante adaptaci�on modal� De esta comparaci�on� se observa que am

bos resultados son ex�actamente id�enticos� lo que permite concluir que la t�ecnica
propuesta en el apartado ����� para calcular de manera acelerada algunos de los
elementos de la MAG de uniones planares genera resultados� no s�olo con un menor
coste computacional que la t�ecnica cl�asica descrita en la secci�on ��� para obtener



��� Acelaraci�on del C�alculo de la Matriz de Admitancias 	�

dichos elementos� sino con la misma precisi�on que otros m�etodos tradicionales
de an�alisis de discontinuidades en gu��as �como por ejemplo el m�etodo basado en
matrices de dispersi�on genealizadas deducidas empleando adaptaci�on modal�� En
cuanto al coste computacional asociado a la generaci�on de los resultados de la
�gura ���
� habiendo realizado las simulaciones en una plataforma HP
�����	
��
�este ha sido de aproximadamente unos � seg para cada frecuencia de an�alisis�
Este tiempo de c�alculo� siendo a�un relativamente bajo en comparaci�on con el
coste computacional que hubiera supuesto emplear la t�ecnica original descrita
en la secci�on ���� presenta este valor al haber empleado en las simulaciones ��
modos en todos los puertos de las diferentes redes equivalente multimodales que
integran la estructura analizada �recordar �g� ������ n�umero de modos relativa

mente alto� pero requerido para obtener resultados convergentes� Una posible
explicaci�on a este elevado n�umero de modos requeridos para obtener resultados
convergentes procede del tipo de modos escogidos� TEz y TMz� para representar
los campos el�ectricos y magn�eticos en el septum� que se han elegido para poder
incluir dicha estructura en dispositivos pasivos de microondas que excitan todos
los modos� tanto los TEz como los TMz� Realmente� si se pretendiera analizar
el comportamiento de septums aislados o incluidos en estructuras que tan s�olo
presentan discontinuidades en plano E� tal y como se recoge en ����� deber��an con

siderarse �unicamente aquellos modos �TExmn� que se excitan ante la incidencia del
modo fundamental �TEz���� lo que reducir��a� al haber escogido el juego de modos
�optimos que se excitan en la estructura� el n�umero de dichos modos necesarios
para obtener resultados convergentes� Aunque ���� no presenta tiempos de com

putaci�on con los que poder comparar los obtenidos empleando el m�etodo descrito
en el apartado ������ debido a las diversas inversiones que debe realizar el m�etodo
expuesto en ���� para cada frecuencia de an�alisis� parece l�ogico pensar que el coste
computacional de esta t�ecnica ser�a superior al asociado a la t�ecnica de aceleraci�on
empleada al generar los resultados mostrados en la �gura ���
� Adicionalmente�
otro inconveniente asociado al an�alisis de discontinuidades empleando la matriz
de dispersi�on generalizada calculada mediante adaptaci�on modal es el conocido
fen�omeno de la convergencia relativa ��� 	�� que requiere� para obtener resultados
convergentes en el an�alisis de las discontinuidades� unas combinaciones de mo

dos en las distintas redes equivalentes multimodales con las mismas relaciones de
proporcionalidad que presentan las dimensiones de las gu��as implicadas en dichas
discontinuidades� La t�ecnica de an�alisis propuesta en este cap��tulo� basada en la
caracterizaci�on de las discontinuidades mediante matrices de admitancias gene

ralizadas� no presenta el problema de la convergencia relativa� es decir� alcanzado
un n�umero de modos su�ciente en cada uno de los puertos de las redes equivalen

tes multimodales� cualquier posible combinaci�on de n�umeros de modos en dichos
puertos genera resultados igualmente correctos�

A continuaci�on� tras haber analizado la respuesta de un septum cortocircui

tado en plano E �recordar �g� ������ se pretende caracterizar el comportamiento
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a� b�

Figura ����� Cavidad de reacci�on en plano E situada dentro de la gu��a rectangular en
a�� y cavidad de reacci�on en plano E situada fuera de la gu��a rectangular en b��

electromagn�etico de dos tipos de cavidades de reacci�onmostradas en la �gura �����
una de ellas situada dentro de la gu��a rectangular �ver apartado a en �g� ������
y la otra situada fuera de la gu��a rectangular �ver apartado b en �g� ������ Con

siderando inicialmente la primera de las dos cavidades de reacci�on� se descrubre
que dicha estructura consta de dos septums cortocircuitados en plano E como los
analizados anteriormente� situados en direcciones opuestas� que se conectan entre
s�� mediante una gu��a intermedia �con dimensiones A� y B�� de longitud W �

As�� pues� para analizar la cavidad de reacci�on considerada inicialmente �apar

tado a en �g� ������ es necesario conectar las redes equivalentes multimodales de
los elementos �discontinuidades y tramos de gu��a� que integran los dos septums
de la cavidad de reacci�on� En cuanto a las redes multimodales asociadas a los ele

mentos de cada septum� �estas se conectan de igual manera que en la �gura �����
mientras estos dos conjuntos de redes� que se corresponden respectivamente con
cada uno de los dos septums� deben conectarse entre s�� en cascada haciendo uso
de la red equivalente multimodal del tramo de gu��a situado entre dichos septums�
Los elementos de la matriz de admitancias� asociada a esta �ultima red equivalente
multimodal del tramo de gu��a que conecta los dos septums� se calculan utilizando
por ejemplo las mismas expresiones recogidas en ���
	� y ���
�� para el primer
tramo de gu��a de los septums� teniendo en cuenta que en este caso las admitancias
caracter��sticas y las constantes de propagaci�on hacen referencia a los modos del
tramo de gu��a intermedio de la cavidad �aqu�el con dimensiones A� y B��� y que
la longitud a utilizar para este tramo de gu��a se obtiene sustrayendo a la longitud
f��sica W del tramo de gu��a original las longitudes lref� escogidas para separar los
planos de referencia utilizados en el an�alisis de la primera discontinuidad de los
dos septums que integran la cavidad �recordar �g� �����

La respuesta electromagn�etica de esta primera cavidad de reacci�on se obtiene
calculando el par�ametro de dispersi�on S��� asociado al modo fundamental �TEz����
que presenta dicha cavidad� La obtenci�on de este par�ametro requiere� de igual ma

nera que en el caso del septum analizado previamente� cargar todos los accesos de
las redes multimodales asociadas a las gu��as de entrada y salida de la cavidad con
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las admitancias caracter��sticas de los respectivos modos� a excepci�on del acceso
asociado al modo fundamental en la gu��a de entrada� que constituye la excitaci�on
del dispositivo a caracterizar� De esta manera� se plantea un sistema de ecuacio

nes matriciales� con un mayor n�umero de ecuaciones e inc�ognitas que el plantea

do anteriormente para el caso del septum� cuya resoluci�on permite encontrar el
par�ametro de dispersi�on buscado� La resoluci�on de este sistema de ecuaciones� al
presentar de nuevo una estructura en banda� se implementa utilizando un m�etodo
basado en eliminaci�on Gaussiana con retrosustituci�on ��
� que tiene en cuenta la
naturaleza en banda del sistema� En la �gura ����� se representa el m�odulo del
par�ametro S��� calculado respecto del modo fundamental �TEz��� de la gu��a de en

trada de la cavidad� que presenta una cavidad de reacci�on en plano E situada den

tro de la gu��a �A� � ����� mm� B� � ����� mm� B� � ���� mm� W � ���� mm�
T� � T� � ���� mm� para diferentes combinaciones en los valores de las longitudes
L� y L� �L� � L� � � mm� L� � �� mmy L� � � mm� L� � �� mmy L� � � mm�
L� � �� mm y L� � � mm�� observando en dicha �gura que para la misma longi

tud total de la cavidad �L� � L� �W � ����� mm�� la frecuencia de resonancia
depende fuertemente de la posici�on en la cavidad del tramo de gu��a intermedio
que conecta los dos septums de la cavidad� Es interesante observar adem�as como�
para el caso en el que este tramo de gu��a intermedio est�a situado en el centro de
la cavidad de reacci�on �L� � L� � � mm�� la respuesta de la cavidad no presenta
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ning�un tipo de selectividad con la frecuencia� debido a que en dicha situaci�on no
se produce acoplo entre las gu��as de entrada y salida y la propia cavidad� Para el
resto de casos considerados en la �gura ����� la respuesta en frecuencia permite
concluir que esta primera cavidad de reacci�on puede emplearse en el dise�no de
�ltros de banda eliminada� los cuales� debido a la ubicaci�on de la cavidad dentro
de la gu��a� presentar�an un tama�no peque�no� un peso bajo� y consecuentemente
un coste reducido�

Los resultados mostrados en la �gura ���� se han obtenido� tal y como se
ha descrito con anterioridad� utilizando redes equivalentes multimodales de los
elementos integrantes de la cavidad basadas en las correspondientes matrices de
admitancias generalizadas� en algunas de las cuales ciertos elementos se han ob

tenido empleando el procedimiento descrito en el apartado ������ Para validar
nuevamente este m�etodo� es posible comparar los resultados ofrecidos en la �gu

ra ���� con aqu�ellos recogidos en ���� p�ag� �� para los mismos casos considerados
en dicha �gura� aunque el procedimiento seguido en ���� para obtener los resulta

dos emplea matrices de dispersi�on generalizadas� obtenidas mediante adaptaci�on
modal� Comparando pues ambos resultados� se observa que son id�enticos� lo que
refuerza la conclusi�on de que el m�etodo de c�alculo acelerado de algunos elementos
de la MAG� no s�olo ahorra tiempo de c�alculo� sino que tambi�en genera resultados
tan precisos como los obtenidos siguiendo otros m�etodos cl�asicos �por ejemplo el
m�etodo basado en adaptaci�on modal empleado en ������ En el an�alisis de esta
primera cavidad de reacci�on� para de�nir los campos el�ectricos y magn�eticos en
los diferentes elementos que integran dicha cavidad� se han vuelto a emplear mo

dos TEz y modos TMz� pensando principalmente en la posible utilizaci�on de la
cavidad de reacci�on en circuitos con discontinuidades que puedan excitar dichos
modos� Concretamente� en la simulaci�on de los resultados recogidos en la �gu

ra ����� se han empleado �� modos en las gu��as de entrada� salida� y en la gu��a
intermedia de la cavidad que conecta los dos septums� mientras en los tramos de
gu��a cortocircuitados �con dimensiones A� y B��� as�� como en los otros tramos
de gu��a �con dimensiones A� y B��� se han utilizado tan s�olo 
� modos� Estos
n�umeros de modos se escogen� l�ogicamente� tras realizar los correspondientes es

tudios de convergencia absoluta de los resultados a obtener� habiendo supuesto un
coste computacional de las diferentes simulaciones� realizadas en una plataforma
HP
�����	
�� de aproximadamente ��	 seg por cada frecuencia de an�alisis�

Una vez analizada la primera de las dos posibles cavidades de reacci�on consi

deradas �recordar �g� ������ conviene caracterizar la segunda con�guraci�on mos

trada en la �gura ���� �apartado b�� que corresponde al caso en el que la cavidad
de reacci�on est�a situada fuera de la gu��a rectangular� Observando esta nueva
estructura� se descubre que consta nuevamente de dos septums cortocircuitados
en plano E situados en direcciones opuestas� los cuales est�an conectados por una
gu��a intermedia �con dimensiones A� y B� � T� � B�� de longitud W � Ahora
bien� los septums que integran esta segunda cavidad de reacci�on presentan un
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Figura ����� Secci�on longitudinal de un septum cortorcircuitado en plano E que cons�
tituye el elemento b�asico de las cavidades de reacci�on situadas fuera de la gu��a�

aspecto �ver secci�on longitudinal en �gura ����� ligeramente diferente al que tie

nen los septums de la primera cavidad de reacci�on �recordar �g� ������ Siguiendo
pues la misma estrategia de an�alisis empleada con la primera cavidad de reac

ci�on� para analizar esta segunda cavidad se requiere caracterizar en principio el
comportamiento de los septums que integran dicha cavidad�

As�� pues� el septum a caracterizar �ver �g� ����� est�a constituido por una sola
discontinuidad� que consiste en una bifurcaci�on en plano E de la gu��a de entrada
�de dimensiones A� y B�� T��B�� en dos gu��as intermedias �cuyas dimensiones
son A� y B�� A� y B�� respectivamente�� De manera adicional� la estructura de
este tipo de septum se compone �ver de nuevo �g� ����� de dos tramos de gu��a
uniforme� el primero� de longitud L y terminado en un cortocircuito f��sico� que se
encuentra asociado a una de las gu��as intermedias del septum �concretamente a la
de dimensiones A� y B��� y el segundo� de longitud igual a la del anterior tramo
y asociado a la segunda gu��a intermedia del septum �aqu�ella con dimensiones A�

y B��� que se introduce para trasladar el plano de referencia de salida del septum
al mismo plano f��sico donde est�a situado el cortocircuito f��sico�

La caracterizaci�on del septum bajo an�alisis requiere construir en primer lugar
las redes equivalentes multimodales� basadas en las correspondientes matrices de
admitancias generalizadas� que de�nen el comportamiento electromagn�etico de
los diferentes elementos �bifurcaci�on en plano E y tramos de gu��a� integrantes del
septum� Por tanto� empezando por la �unica discontinuidad o transici�on �bifur

caci�on en plano E� de la que consta el septum considerado� se descubre que es
id�entica a la primera de las discontinuidades del septum analizado previamente�
raz�on por la cual pueden emplearse las expresiones recogidas en ����������

�
para obtener los elementos de la MAG de la bifurcaci�on en plano E� Todos los
par�ametros presentes en dichas expresiones tienen los mismos signi�cados reco

gidos anteriormente para la primera bifurcaci�on en plano E analizada� aunque
debe tenerse en cuenta que en esta ocasi�on el puerto � de la nueva red equiva

lente multimodal� asociada a la nueva bifurcaci�on en plano E� corresponde a la
gu��a de entrada del septum �con dimensiones A� y B� � T� �B��� el puerto � de
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la citada red se corresponde con la primera gu��a intermedia del septum �aqu�ella
de dimensiones A� y B��� y �nalmente el tercer puerto de dicha red se re�ere
a la segunda gu��a intermedia del septum �de dimensiones A� y B��� Por lo que
respecta a los productos interiores que aparecen tambi�en en ����������

�� al igual
que en el caso de la anterior bifurcaci�on en plano E� presentan de nuevo expresio

nes bastante simples� que corresponden a las mismas integrales de productos de
funciones seno y coseno resueltas en el caso anterior� no incluy�endose por tanto
en el presente trabajo� En cuanto al c�alculo de los elementos de la MAG asociada
a la discontinuidad considerada �matriz que denominaremos Ym�n t��� al presentar
dicha matriz el mismo aspecto que aqu�ella deducida para la misma discontinuidad
en el primer septum analizado� la estrategia seguida en el c�alculo de los citados
elementos es exactamente id�entica a la descrita con anterioridad� haciendo uso
por tanto del m�etodo propuesto en el apartado ����� para calcular los elementos
Y

�����
m�n t�� Y

�����
m�n t�� Y

�����
m�n t� e Y

�����
m�n t� de la mencionada MAG�

En lo referente a los dos tramos de gu��a uniforme que forman parte del sep

tum a caracterizar� ambos de igual longitud L� para obtener los elementos de
sus correspondientes matrices de admitancias generalizadas �designadas respec

tivamente como Ym�n g� e Ym�n g��� que de�nen las respectivas redes equivalentes
multimodales� pueden utilizarse las mismas expresiones recogidas en ���
	� y
���
��� las cuales se dedujeron para los elementos de la MAG del primer tramo
de gu��a del septum caracterizado anteriormente� aunque pueden emplearse para
cualquier tramo de gu��a uniforme� L�ogicamente� en dichas expresiones ���
	� y
���
��� las admitancias caracter��sticas que aparecen� as�� como las constantes de
propagaci�on� deben hacer referencia a los modos del correspondiente tramo de
gu��a� y el par�ametro lg� debe sustituirse por la longitud f��sica de cada tramo de
gu��a uniforme� en este caso de igual valor �L� en los dos tramos a caracterizar�

Despu�es de caracterizar el comportamiento electromagn�etico de los diferentes
elementos �bifurcaci�on en plano E y tramos de gu��a uniforme� que constituyen
el septum bajo estudio� para determinar su respuesta es necesario conectar de
forma adecuada� tal y como se recoge en la �gura ���	� las redes equivalentes
multimodales asociadas a cada uno de los mencionados elementos del septum�
conexiones que surgen de forzar las correspondientes condiciones de continuidad
de los campos el�ectricos y magn�eticos transversales en distintos puertos de las
citadas redes equivalentes� Estas condiciones de continuidad� de igual manera
que aqu�ellas recogidas en �����������	�� pueden expresarse en funci�on de voltajes
y corrientes modales �ambos vectores columna�� permitiendo obtener� tras reali

zar las sustituciones correspondientes en dichas condiciones de continuidad� un
conjunto de ecuaciones matriciales cuya resoluci�on determina el comportamiento
del septum que se pretende analizar� Escogiendo pues como inc�ognitas del sis

tema a plantear los voltajes modales �vectores columna� V ���

t� � V
���
t� � V

���
t� y V ���

g�

asociados a diferentes puertos de las redes equivalentes multimodales mostradas
en la �gura ���	� y haciendo uso asimismo de las mencionadas condiciones de
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Figura ���	� Conexi�on de las diferentes redes equivalentes multimodales� de
nidas
mediante las correspondientes matrices de admitancias generalizadas� que integran un
septum cortocircuitado en plano E como el mostrado en la 
gura �����

continuidad y de algunas relaciones entre voltajes y corrientes modales �ambos
vectores columna� que de�nen las matrices Ym�n t� e Ym�n g�� se deduce el siguiente
conjunto de ecuaciones matriciales a resolver para caracterizar el comportamiento
del septum considerado
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La respuesta electromagn�etica del septum que integra la segunda cavidad de
reacci�on a estudiar� expresada en t�erminos de los correspondientes par�ametros
de dispersi�on� se obtendr��a tras cargar adecuadamente todos los accesos de las
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gu��as de entrada y salida del septum� excepto el acceso donde se de�ne la exci

taci�on del dispositivo� con las respectivas admitancias caracter��sticas� y resolver
posteriormente el nuevo sistema de ecuaciones matriciales que surgir��a al imponer
dichas condiciones de carga en ����
��������� Ahora bien� retornando al an�alisis
del segundo tipo de cavidad de reacci�on �recordar apartado b en �g� ������ su
caracterizaci�on requiere conectar previamente entre s�� los dos conjuntos de redes
equivalentes multimodales correspondientes a cada uno de los dos septums de esta
segunda cavidad� cuyas redes equivalentes� asociadas a los elementos integrantes
de dichos septums� se conectan como se indica en la �gura ���	� La conexi�on
en cascada de estos dos conjuntos de redes se realiza mediante la red equivalen

te multimodal asociada al tramo de gu��a uniforme que conecta los mencionados
septums de la cavidad� cuya matriz de admitancias generalizada se deduce utili

zando por ejemplo las mismas expresiones recogidas en ���
	� y ���
��� En dichas
expresiones� l�ogicamente� las admitancias caracter��sticas y las constantes de pro

gaci�on que aparecen est�an asociadas en este caso al tramo de gu��a intermedio
de esta segunda cavidad �aqu�el de dimensiones A� y B� � T� � B��� mientras la
longitud a emplear para este tramo de gu��a se obtiene sustrayendo a la longitud
f��sicaW del tramo de gu��a original las longitudes lref� que se escogen para separar
los planos de referencia utilizados en el an�alisis de la �unica discontinuidad de los
dos septums que integran esta segunda cavidad �recordar �g� �����

El comportamiento de la segunda cavidad de reacci�on se determina nueva

mente calculando el par�ametro de dispersi�on S��� asociado al modo fundamental
�TEz��� de la gu��a de entrada� que presenta dicha cavidad� El c�alculo de este
par�ametro� al igual que en el an�alisis del septum integrante de esta segunda cavi

dad� se implementa cargando en primer lugar los accesos de las redes equivalentes
multimodales de las gu��as de entrada y salida de la cavidad� exceptuando el primer
acceso de la gu��a de entrada que constituye la excitaci�on de la estructura� y resol

viendo a continuaci�on el sistema de ecuaciones que resulta de imponer las mencio

nadas condiciones de carga� Este sistema de ecuaciones asociado a la cavidad bajo
an�alisis� que consta de un mayor n�umero de ecuaciones e inc�ognitas que los siste

mas asociados a los septums de dicha cavidad� presenta tambi�en una estructura
en banda� aplicando por tanto en su resoluci�on una t�ecnica basada en eliminaci�on
Gaussiana con retrosustituci�on ��
� que tiene en cuenta la estructura en banda del
sistema� En la �gura ����� se muestran los resultados correspondientes al m�odulo
del par�ametro de dispersi�on S��� calculado respecto del modo fundamental �TEz���
de la gu��a de entrada de la cavidad� que presenta una cavidad de reacci�on en pla

no E situada fuera de la gu��a �A� � ����� mm� B� � ����� mm� B� � ���� mm�
W � ���� mm� T� � ���� mm� para diferentes combinaciones de los valores de las
longitudes L� y L� �L� � L� � � mm� L� � �� mm y L� � � mm� L� � �� mm
y L� � � mm� L� � �� mm y L� � � mm�� observando en dicha �gura que para
una misma longitud total de la cavidad �L� � L� �W � ����� mm�� la frecuencia
de resonancia depende totalmente de la posici�on en la cavidad del tramo de gu��a
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intermedio que conecta los dos septums que integran dicha cavidad� al igual que
ocurr��a anteriormente cuando la cavidad de reacci�on estaba situada fuera de la
gu��a �recordar �g� ������ Asimismo� para el caso en el que el tramo de gu��a inter

medio se sit�ua en el centro de la cavidad �L� � L� � � mm�� tal y como suced��a
con la primera cavidad de reacci�on �recordar de nuevo �g� ������ la respuesta
en frecuencia de la segunda cavidad no presenta en absoluto un comportamiento
selectivo con la frecuencia� debido a que� como ya se coment�o con la primera
cavidad� no se produce interacci�on alguna entre las gu��as de entrada y salida y la
propia cavidad de reacci�on� Para el resto de combinaciones de las longitudes L�

y L� consideradas en la �gura ����� las correspondientes respuestas en frecuencia
revelan que este segundo tipo de cavidad de reacci�on tambi�en puede emplearse
como elemento integrante de �ltros de banda eliminada� observando en este se

gundo tipo de cavidad que el m�odulo del par�ametro S�� presenta� a frecuencias
diferentes de aqu�ella a la que se produce la re�exi�on total �jS��j � � dB�� valo

res m�as bajos que los obtenidos a dichas frecuencias en el caso de la cavidad de
reacci�on situada dentro de la gu��a �comparar �guras ���� y ������

Los resultados mostrados en la �gura ���� se han obtenido� tal y como se
ha descrito anteriormente� empleando las redes equivalentes multimodales de los
elementos integrantes de la cavidad basadas en las respectivas matrices de admi

tancias generalizadas� habiendo utilizado en la obtenci�on de ciertos elementos de
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algunas de estas matrices el m�etodo propuesto en el apartado ������ Con el objeto
de validar pues dichos resultados� �estos se pueden comparar con los ofrecidos en
���� p�ag� �� para los mismos casos considerados en la �gura ����� aunque para
obtener los resultados recogidos en ���� se han usado matrices de dispersi�on ge

neralizadas� deducidas mediante la t�ecnica conocida como adaptaci�on modal� De
este comparaci�on� se comprueba la precisi�on conseguida en los resultados de la
�gura ����� que son pr�acticamente id�enticos a los recogidos en ���� p�ag� ��� lo que
permite corroborar una vez m�as que la t�ecnica descrita en el apartado ����� para
calcular de forma acelerada algunos elementos de la MAG de uniones planares�
empleada en el an�alisis de esta segunda cavidad de reacci�on� genera resultados
correctos al igual que otros m�etodos tradicionalmente empleados en la caracteri

zaci�on de dichas discontinuidades �por ejemplo el m�etodo de adaptaci�on modal
utilizado en ������ Nuevamente� al analizar esta segunda cavidad de reacci�on�
se han empleado modos TEz y modos TMz para describir los campos el�ectricos
y magn�eticos en las distintas secciones de gu��a que integran la citada cavidad�
debido b�asicamente a la posible utilizaci�on de dicha cavidad de reacci�on en otros
dispositivos que exciten los mencionados modos� En particular� para generar los
resultados de la �gura ����� se han utilizado �� modos en todos los tramos corres

pondientes a la gu��a �con dimensiones A� y B�� sobre la que se sit�ua la cavidad
de reacci�on� 	� modos en la gu��a intermedia �con dimensiones A� y B��T��B��
que conecta los dos septums de la cavidad� y 
� modos en los tramos de gu��a
cortocircuitados �con dimensiones A� y B�� de longitudes L� y L�� n�umeros de
modos escogidos tras realizar los correspondientes estudios de convergencia abso

luta en los resultados a deducir� Estas simulaciones� empleando los modos reci�en
mencionados y realizadas en una plataforma HP
�����	
�� han requerido un cos

te computacional de aproximadamente �� seg por cada frecuencia de an�alisis� lo
que representa un coste bastante aceptable teniendo en cuenta la complejidad de
la estructura analizada�

��� T�ecnica Recursiva para la Resoluci�on de Sis�

temas de Ecuaciones Lineales en Banda

Tras acelerar el c�alculo de los elementos de la MAG de uniones planares arbitra

rias� empleando para ello el m�etodo reci�en descrito en la secci�on ���� se descubre
que el principal esfuerzo computacional requerido en el an�alisis de dispositivos
de microondas complejos procede de la resoluci�on de un sistema de ecuaciones
lineales� cuyo tama�no� y consecuentemente el coste asociado a su resoluci�on� cre

cen muy r�apidamente a medida que la complejidad del dispositivo a caracterizar
aumenta� Recientemente� con el objeto de reducir este importante esfuerzo com

putacional� en ���� y ��	� se plantean diversas estrategias a seguir para acelerar la
resoluci�on de los mencionados sistemas de ecuaciones lineales� estrategias que se
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basan esencialmente en una explotaci�on adecuada de las caracter��sticas de la ma

triz de coe�cientes del sistema a resolver� En este sentido� el empleo del m�etodo
basado en matrices de admitancias generalizadas para caracterizar dispositivos
de microondas integrados por gu��as uniformes conectadas en cascada� descrito
anteriormente en la secci�on ��� o recogido por ejemplo en ��� y ����� resulta es

pecialmente ventajoso� pues dicho m�etodo conduce a un sistema de ecuaciones
lineales a resolver cuya matriz de coe�cientes presenta una estructura en banda�
caracter��stica que puede explotarse adecuadamente para incrementar la e�ciencia
computacional asociada a la resoluci�on del citado sistema�

As�� pues� en esta secci�on se describe una t�ecnica muy e�ciente� basada en un
algoritmo recursivo� para resolver los sistemas de ecuaciones lineales en banda que
surgen al analizar dispositivos de microondas� constituidos por diferentes gu��as
uniformes conectadas en cascada� empleando matrices de admitancias generali

zadas para caracterizar las uniones planares y los tramos de gu��a que integran
dicho dispositivo� Este nuevo procedimiento recursivo de resoluci�on� expuesto
con detalle en ����� hace uso de la naturaleza en banda que presenta el sistema
de ecuaciones lineales a resolver� generando unas expresiones anal��ticas simples
de implementar que permiten obtener la soluci�on �nal del sistema� Asimismo�
con el objeto de comprobar el ahorro en n�umero de operaciones �multiplicaciones
e inversiones de matrices con elementos complejos� que supone el empleo de es

ta nueva t�ecnica de resoluci�on� se describe tambi�en un m�etodo para resolver los
mencionados sistemas tradicionalmente utilizado cuando las uniones se caracteri

zan mediante matrices de dispersi�on generalizadas ���� Por �ultimo� para poner de
mani�esto la mejora en t�erminos de e�ciencia computacional que supone el em

pleo de la citada t�ecnica recursiva� se presenta un estudio comparativo del coste
computacional que supone resolver el sistema de ecuaciones asociado al an�alisis
de una estructura t��pica de microondas� empleando para resolver dicho sistema
un m�etodo de eliminaci�on Gaussiana con retrosustituci�on ��
� que tiene en cuenta
la estructura en banda del sistema a resolver� una traslaci�on del m�etodo propues

to en ��� cuando se utilizan matrices de dispersi�on generalizadas al caso que nos
ocupa� y �nalmente la t�ecnica recursiva expuesta en la presente secci�on�

����� Formulaci�on B�asica del Problema

El comportamiento de un dispositivo de microondas� constituido por la cone

xi�on en cascada de diferentes secciones de gu��a uniforme� queda completamente
descrito si todas las uniones planares entre dichas gu��as est�an perfectamente ca

racterizadas� Conectando adecuadamente las redes equivalentes multimodales de
estas uniones planares y de los tramos de gu��a uniforme� de�nidas en funci�on de
las correspondientes matrices de admitancias generalizadas� se obtiene un siste

ma lineal de ecuaciones que permite deducir el comportamiento electromagn�etico
del dispositivo completo� y cuya matriz de coe�cientes presenta una estructura en
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a�

b�

Figura ����� Gu��a uniforme arbitraria en a�� y representaci�on de dicha gu��a mediante
una red equivalente multimodal basada en la matriz de admitancias generalizada en b��

banda ���� Por su parte� esta matriz de coe�cientes est�a constituida por diferentes
bloques� cada uno de los cuales se encuentra asociado bien a un tramo de gu��a
uniforme o bien a una uni�on planar entre gu��as�

El comportamiento de un tramo de gu��a uniforme de longitud l �ver aparta

do a en �gura ����� puede describirse f�acilmente mediante una red equivalente
multimodal �ver apartado b en �g� ������ basada en una matriz de admitancias
generalizada cuyos elementos se obtienen ���� del siguiente modo

Y �����
m�n gu � Y �����

m�n gu � ��j� � Y ���
�n � cot�����n � l� � �m�n ����	�

Y �����
m�n gu � Y �����

m�n gu � j � Y ���
�n � csc�����n � l� � �m�n ������
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a�

b�

Figura ����� Uni�on planar entre dos gu��as arbitrarias en a�� y representaci�on de dicha
uni�on mediante una red equivalente multimodal basada en la matriz de admitancias
generalizada en b��

En ����	� y ������� Y ���
�n y �

���
n hacen referencia respectivamente a la admitancia

caracter��stica y a la constante de propagaci�on del n
�esimo modo en el tramo de
gu��a caracterizado� par�ametros cuyas expresiones anal��ticas pueden encontrarse
por ejemplo en ����� En cuanto al t�ermino �m�n� presente tambi�en en ����	� y
������� �este representa la funci�on delta de Kronecker expuesta en ������

Una uni�on planar entre dos gu��as arbitrarias� como la que se muestra en
la �gura ���� �apartado a�� puede caracterizarse perfectamente mediante su co

rrespondiente red equivalente multimodal �ver apartado b en �g� ������ de�nida
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nuevamente en t�erminos de una matriz de admitancias generalizada� Los ele

mentos de esta matriz� tal y como se ha descrito en la secci�on ���� se obtienen
implementando las siguientes expresiones

Y �����
m�n up � ��j� � Y ���

�n � cot�����n � lref� � �m�n ������

Y �����
m�n up � Y �����

n�m up � j � Y ���
�n � csc�����n � lref�� � �h���n

�h���m 	 ������

Y �����
m�n up � ��j� �

�X
r��

Y
���
�r � cot�����r � lref�� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r

�h���m 	 ������

donde �e ��� y �h��� representan las funciones vectoriales modales normalizadas que
est�an asociadas a los campos el�ectrico y magn�etico transversales de la regi�on ����
donde � � � para la regi�on ��� o � � � para la regi�on ���� En �������������� los

par�ametros Y
���
�n � Y

���
�r � �

���
n y ����r se re�eren a las admitancias caracter��sticas y

a las constantes de propagaci�on correspondientes respectivamente al n
�esimo y
al r
�esimo modo de la regi�on ���� el t�ermino �m�n representa de nuevo la funci�on
delta de Kronecker� y el par�ametro lref determina la separaci�on entre los planos
de referencia de entrada y salida �ver apartado a en �g� ������
Un dispositivo de microondas� constituido por N gu��as arbitrarias conectadas

en cascada� puede describirse mediante la conexi�on de N�� uniones planares y
N tramos de gu��a uniforme� Haciendo uso de las redes equivalentes multimodales
que representan cada uno de los citados elementos� de�nidas en funci�on de las
correspondientes matrices de admitancias generalizadas� es posible obtener una
representaci�on equivalente multimodal global cuyo aspecto se ofrece en la �gu

ra ����� representaci�on a partir de la cual puede deducirse el comportamiento
electromagn�etico del dispositivo considerado� En t�erminos matem�aticos� esta re

presentaci�on global determina un sistema de ecuaciones lineales en banda ���� que
debe resolverse para obtener la respuesta del dispositivo a caracterizar� A medida
que aumenta la complejidad de estos dispositivos de microondas� el tama�no de
dichos sistemas crece considerablemente� resultando por tanto interesante esfor

zarse en reducir el coste computacional que supone resolver el mencionado sistema
de ecuaciones lineales en banda�
Una posible t�ecnica a utilizar en la resoluci�on del citado sistema se basa en un

procedimiento de eliminaci�on Gaussiana con retrosustituci�on ��
�� que para mejo

rar la e�ciencia computacional asociada a la resoluci�on del sistema deber��a tener
en cuenta su naturaleza en banda� Un procedimiento alternativo� tradicional

mente empleado cuando las uniones planares y los tramos de gu��a se caracterizan
mediante matrices de dispersi�on generalizadas ���� tambi�en puede emplearse en
la resoluci�on del mencionado sistema� procedimiento que se basa en reducir dos
matrices de admitancias conectadas en cascada a una matriz equivalente� y en
repetir dicha reducci�on de forma sucesiva hasta que se obtiene una sola matriz
de admitancias que representa al dispositivo completo� La adaptaci�on de este
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Figura ����� Conexi�on de las redes equivalentes multimodales� de
nidas mediante las
correspondientes matrices de admitancias generalizadas� que corresponden a los elemen�
tos integrantes de un dispositivo de microondas constituido por N gu��as arbitrarias�

procedimiento reductivo al caso que nos ocupa se expone en el siguiente apartado
para poder comparar posteriormente el n�umero de operaciones� multiplicaciones e
inversiones de matrices con elementos complejos� que requiere este procedimiento
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y la nueva t�ecnica recursiva descrita en el apartado ��
�
� Asimismo� tal y como
se comprueba en el apartado ��
��� los dos m�etodos propuestos inicialmente para
resolver los sistemas de ecuaciones lineales en banda que surgen al caracterizar
dispositivos de microondas resultan menos e�cientes� desde el punto de vista com

putacional� que la nueva t�ecnica recursiva propuesta en esta secci�on para resolver
dichos sistemas de ecuaciones�

����� Reducci�on a Una Matriz Y Equivalente

Para conseguir reducir a una sola matriz de admitancias equivalente la repre

sentaci�on global de un dispositivo de microondas mostrada en la �gura ����� es
necesario adaptar al problema bajo an�alisis la t�ecnica propuesta en ��� para el
caso en el que se utilizan matrices de dispersi�on generalizadas� Esta t�ecnica�
trasladada al caso en el que se emplean matrices de admitancias generalizadas�
consiste en reducir sucesivamente dos de estas matrices a una matriz equivalente
del mismo tipo� As�� por ejemplo� en la �gura ���� se tienen dos redes equivalentes
multimodales� de�nidas mediante sus correspondientes matrices de admitancias
generalizadas Ya e Yb� que est�an conectadas en cascada� Dichas matrices rela

cionan los voltajes y las corrientes modales �vectores columna� en los puertos
de entrada y salida de las correspondientes redes multimodales �ver �gura �����
mediante las siguientes expresiones

�
� I���a

I���a

�
� �

�
� Y �����

a Y �����
a

Y �����
a Y �����
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� �

�
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���
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La matriz de admitancias equivalente Yab� asociada a la red equivalente mul

timodal que representa la conexi�on en cascada de las dos redes multimodales
de�nidas mediante sus respectivas matrices Ya e Yb �ver �gura ������ debe satis

facer las siguientes relaciones matriciales

�
� I���a

I
���
b

�
� �

�
� Y

�����
ab Y

�����
ab

Y
�����
ab Y

�����
ab

�
� �

�
� V ���

a

V
���
b

�
� ������

Con el objeto de expresar los bloques de la matriz equivalente Yab en fun

ci�on de los bloques de las matrices Ya e Yb� deben imponerse las condiciones
de continuidad de los campos el�ectrico y magn�etico transversales de�nidos en
el puerto com�un que conecta las dos redes equivalentes multimodales �ver �gu

ra ������ condiciones de continuidad que pueden escribirse� tal y como se indica
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Figura ����� Red equivalente multimodal� de
nida mediante la matriz de admitancias
generalizada Yab� que corresponde a la conexi�on en cascada de dos redes equivalentes
multimodales� expresadas tambi�en en funci�on de sus respectivas matrices de admitan�
cias generalizadas Ya e Yb�

a continuaci�on� en t�erminos de los vectores columna cuyos elementos representan
voltajes y corrientes modales

V ���
a � V

���
b ������

I���a � �I���b ������

De estas condiciones de contorno� es posible deducir las siguientes expresiones�
que permiten obtener los diferentes bloques de la matriz equivalente Yab a partir
de los bloques de las matrices Ya e Yb

Y
�����
ab � Y �����

a � Y �����
a �

	
Y �����
a � Y

�����
b


�� � Y �����
a ����	�

Y
�����
ab � �Y �����

a �
	
Y �����
a � Y

�����
b


�� � Y �����
b ������

Y
�����
ab � �Y �����

b �
	
Y �����
a � Y

�����
b


�� � Y �����
a ������

Y
�����
ab � Y

�����
b � Y

�����
b �

	
Y �����
a � Y

�����
b


�� � Y �����
b ���	��

Para aplicar el procedimiento reci�en descrito al an�alisis del dispositivo cons

tituido por N gu��as conectadas en cascada� se requiere obtener en primer lugar
la matriz de admitancias equivalente de las dos �ultimas matrices �Ym�nupN�� e
Ym�n guN� de la representaci�on global mostrada en la �gura ����� lo que origina
una nueva red equivalente multimodal global asociada al dispositivo que est�a
simpli�cada� cuyas dos �ultimas matrices han sido reemplazadas por la correspon

diente matriz de admitancias equivalente� Procediendo de esta misma manera
con la nueva red simpli�cada� y repitiendo dicho proceso hasta realizar ��N���
iteraciones� se obtiene una sola matriz de admitancias equivalente �Yeq� asociada




� An�alisis E�ciente mediante la Matriz de Admitancias

Figura ���
� Red equivalente multimodal� de
nida mediante una matriz de admitan�
cias generalizada� que corresponde al mismo dispositivo de microondas constituido por
N gu��as arbitrarias descrito electromagn�eticamente en la 
gura �����

a la red equivalente multimodal �ver �gura ���
� que representa al dispositivo de
microondas bajo an�alisis�
Una vez obtenida la red equivalente multimodal del dispositivo de microondas

a caracterizar� cuyo comportamiento se de�ne mediante la matriz de admitancias
equivalente �Yeq� deducida siguiendo el procedimiento descrito anteriormente� el
c�alculo de los par�ametros de dispersi�on de dicho dispositivo� asociados por ejemplo
al modo fundamental de las gu��as de entrada �gu��a �� y salida �gu��a N�� requiere
cargar todos los accesos de los puertos de entrada y salida de la red equivalente
multimodal con las admitancias caracter��sticas de los modos correspondientes�
exceptuando claro est�a el primer acceso del puerto de entrada� que constituye la
excitaci�on del dispositivo� Cargando pues de esta manera� tal y como se indica
gr�a�camente en la �gura ����� la red equivalente multimodal asociada al dispo

sitivo de microondas que se pretende analizar� es posible plantear un sistema de
ecuaciones lineales expresado matricialmente del siguiente modo�

� Y �����
eq � Y�gu� Y �����

eq

Y �����
eq Y �����

eq � Y�guN

�
� �

�
� Z

���
gu�

Z
���
guN

�
� �

�
� I

O

�
� ���	��

donde la excitaci�on del sistema de ecuaciones lineales viene de�nida mediante los
vectores columna I y O� Por lo que respecta al vector columna I� su dimensi�on
depende del n�umero de modos escogidos para representar los campos el�ectrico
y magn�etico en la gu��a de entrada del dispositivo� n�umero representado por el
par�ametro NM���� y sus elementos son todos iguales a � excepto el primer elemen
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Figura ����� Red equivalente multimodal� asociada al dispositivo de microondas cons�
tituido porN gu��as arbitrarias� cargada con las admitancias caracter��sticas de los modos
correspondientes para obtener los par�ametros de dispersi�on de dicho dispositivo�

to� de valor igual a �� que est�a asociado a la excitaci�on considerada para calcular
los par�ametros de dispersi�on del dispositivo� Por su parte� el vector columna O
presenta una dimensi�on asociada al n�umero de modos elegidos para describir en
esta ocasi�on los campos el�ectrico y magn�etico en la gu��a de salida del dispositivo�
n�umero que designaremos mediante el par�ametro NM�N�� y todos los elementos
de dicho vector O presentan en este caso un valor nulo�
En cuanto a las inc�ognitas del sistema de ecuaciones planteado matricialmen


te en ���	��� Z
���
gu� representa un vector columna� de dimensi�on igual a NM����

cuyos elementos representan una autoimpedancia �asociada al primer modo� y
transimpedancias �asociadas al resto de modos�� que se de�nen como el cociente
entre el voltaje asociado a cada modo en el puerto de entrada de la gu��a � y
la corriente asociada al modo fundamental de dicha gu��a en el mismo puerto de
entrada� presentando pues el vector columna Z

���
gu� el siguiente aspecto

Z
���
gu� �

�
������������

V
���
gu���

I
���
gu���

V
���
gu���

I
���
gu���

���

V
���
gu��NM���

I
���
gu���

�
������������

���	��

Por lo que respecta al resto de inc�ognitas a resolver en el sistema de ecuaciones
propuesto en t�erminos matriciales en ���	��� �estas se encuentran asociadas al
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vector columna Z
���
guN� de dimensi�on en este caso igual a NM�N�� cuyos elementos

representan todos ellos transimpedancias� que se de�nen como el cociente entre
el voltaje asociado a cada modo en el puerto de salida de la gu��a N y la corriente
asociada al modo fundamental en el puerto de entrada de la gu��a �� y se expresan
matem�aticamente de la siguiente manera

Z
���
guN �

�
������������

V
���
guN��

I
���
gu���

V
���
guN��

I
���
gu���

���

V
���
guN�NM�N�

I
���
gu���

�
������������

���	
�

Finalmente� las matrices Y�gu� e Y�guN� presentes en el sistema de ecuaciones
propuesto en ���	��� aparecen como consecuencia de imponer las condiciones de
carga en los puertos de entrada y salida de la red equivalente multimodal del
dispositivo a caracterizar� Concretamente� la matriz Y�gu� es una matriz diagonal
que contiene un � como primer elemento de su diagonal principal �el acceso aso

ciado a la excitaci�on del dispositivo no se carga�� y las admitancias caracter��sticas
de los respectivos modos considerados en la gu��a de entrada en el resto de ele

mentos de dicha diagonal principal �condici�on de carga en el puerto de entrada
de la gu��a ��� ofreciendo un aspecto que se muestra a continuaci�on

Y�gu� �

�
���������

� � � � � �

� Y
���
�� � � � �

� �
� � � �

� � � � � Y
���
�NM���

�
���������

���	��

Por otra parte� la matriz Y�guN es nuevamente una matriz diagonal� que en este
caso contiene en todos los elementos de su diagonal principal las correspondientes
admitancias caracter��sticas de los modos escogidos en la gu��a de salida �condici�on
de carga en el puerto de salida de la gu��a N�� As�� pues� dicha matriz Y�guN se
construye como se indica seguidamente

Y�guN �

�
���������

Y
�N�
�� � � � � �

� Y
�N�
�� � � � �

� �
� � � �

� � � � � Y
�N�
�NM�N�

�
���������

���	��
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Tras resolver pues el sistema de ecuaciones lineales planteado en ���	��� re

sulta posible obtener f�acilmente los par�ametros de dispersi�on S�� y S�� asocia

dos al dispositivo de microondas que se pretende caracterizar� deduciendo dichos
par�ametros de dispersi�on a partir de las siguientes expresiones� que hacen uso de
la autoimpedancia Z

���
gu��� y la transimpedancia Z

���
guN�� obtenidas previamente

S�� �
Z
���
gu��� � Z

���
��

Z
���
gu��� � Z

���
��

���	��

S�� �
Z
���
guN��q

Z
���
�� � Z�N�

��

� ��� S��� ���		�

De esta forma� se ha caracterizado la respuesta electromagn�etica del disposi

tivo de microondas constituido por la conexi�on en cascada de N gu��as arbitrarias�
habiendo empleado en la resoluci�on del sistema de ecuaciones lineales asociado
al dispositivo una t�ecnica reductiva� basada en un procedimiento tradicionalmen

te utilizado cuando las uniones planares y los tramos de gu��a del dispositivo se
caracterizan mediante matrices de dispersi�on generalizadas ����

����� Descripci�on de la T�ecnica Recursiva

La t�ecnica reductiva propuesta en el apartado anterior para caracterizar un dis

positivo de microondas integrado por N gu��as en cascada� basada en una simple
adaptaci�on al caso que nos ocupa del m�etodo utilizado en ��� cuando se emplean
matrices de dispersi�on generalizadas� no ha explotado en ning�un momento la es

tructura en banda que presenta la matriz de coe�cientes del sistema de ecuaciones
lineales asociado al an�alisis de la estructura global ofrecida en la �gura ����� raz�on
por la cual parece l�ogico pensar que la t�ecnica expuesta anteriormente para ana

lizar los dipositivos de microondas considerados en esta secci�on no debe ser la
m�as e�ciente� En el presente apartado� haciendo uso de un algoritmo recursivo
original� se expone una nueva t�ecnica para resolver los sistemas de ecuaciones
lineales en banda que surgen al analizar los citados dispositivos de microondas�
con la esperanza de que al ajustarse dicho procedimiento a las caracter��sticas
del sistema de ecuaciones lineales a resolver� se consiga reducir sustancialmente
el esfuerzo computacional requerido en la resoluci�on del mencionado sistema de
ecuaciones lineales en banda�
Para exponer el nuevo m�etodo recursivo propuesto en este apartado� es ne


cesario plantear inicialmente el sistema de ecuaciones lineales� con estructura en
banda� que debe resolverse en el an�alisis de un dispositivo de microndas consti

tuido por la conexi�on en cascada de N gu��as arbitrarias� As�� pues� dicho siste

ma se obtiene imponiendo condiciones de continuidad de los campos el�ectrico y
magn�etico transversales en los puertos comunes de la estructura global mostrada
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en la �gura ����� que pueden expresarse� tal y como se recoge a continuaci�on�
empleando unos vectores columna cuyos elementos constituyen los voltajes y las
corrientes modales en los respectivos puertos comunes

V
���
gu� � V

���
up� ���	��

I
���
gu� � �I���up� ���	��

V
���
up� � V

���
gu� ������

I
���
up� � �I���gu� ������
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���

V
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gui � V
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upi ������

I
���
gui � �I���upi ����
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V
���
upi � V

���
gui	� ������

I
���
upi � �I���gui	� ������

���
���

V
���
guN�� � V

���
upN�� ������

I
���
guN�� � �I���upN�� ����	�

V
���
upN�� � V

���
guN ������

I
���
upN�� � �I���guN ������

El planteamiento del sistema de ecuaciones lineales a resolver requiere selec

cionar en principio un conjunto de inc�ognitas� escogiendo en este caso los voltajes
modales �vectores columna� V

���
gu�� V

���
gu�� V

���
gu�� � � � � V

���
guN��� V

���
guN� V

���
guN� que deter


minan los campos el�ectricos transversales en los puertos de entrada y salida y en
los puertos comunes de la estructura global del dipositivo bajo an�alisis �recordar
�g� ������ Como se pretenden resolver �N inc�ognitas �vectores columna�� conviene
plantear el mismo n�umero de ecuaciones matriciales� debiendo hacer uso para ello
de las condiciones de continuidad de las corrientes modales �vectores columna�
expuestas en ���	���������� Ahora bien� dichas condiciones de continuidad permi

ten plantear ��N��� ecuaciones de las �N ecuaciones necesarias para determinar
el valor de todas las inc�ognitas propuestas� por lo que resulta necesario plantear
dos ecuaciones adicionales� deducidas a partir de las relaciones matriciales entre
voltajes modales �vectores columna� y corrientes modales �vectores columna� que
de�nen las matrices Ym�n gu� e Ym�n guN� Una vez se plantean las ecuaciones de este
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sistema� haciendo uso de todas las mencionadas relaciones matriciales as�� como
de las condiciones de continuidad propuestas en ���	��������� para los voltajes
modales �vectores columna�� deben calcularse los par�ametros de dispersi�on del
dispositivo bajo an�alisis� Escogiendo los par�ametros de dispersi�on asociados al
modo fundamental de las gu��as de entrada �gu��a �� y salida �gu��a N� del disposi

tivo a caracterizar� su c�alculo requiere cargar todos los accesos libres de las redes
equivalentes multimodales de las gu��as de entrada y salida del dispositivo �ver
�g� ����� con las admitancias caracter��sticas de los modos correspondientes� ex

ceptuando claro est�a el primer acceso de la red equivalente multimodal asociada a
la gu��a de entrada� que corresponde al modo fundamental de dicha gu��a escogido
como excitaci�on del dispositivo� Tras imponer pues esta condici�on de carga al
conjunto de ecuaciones planteadas anteriormente� se obtiene de forma de�nitiva
el siguiente sistema constituido por �N ecuaciones

Igu� �
	
Y

�����
gu� � Y�gu�



� Z���

gu� � Y
�����
gu� � Z���
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� Z���

guN ����	�

donde la excitaci�on de este sistema de ecuaciones lineales se de�ne mediante los
vectores columna Igu� y Ogui� con i 	 ��� � � � � N �� El vector columna Igu�� cuya
dimensi�on es igual al n�umero de modos NM��� elegidos en la gu��a de entrada del
dispostivo� presenta un valor igual a � en su primer elemento� que est�a asociado a
la excitaci�on del dispositivo� y valores nulos en el resto de sus elementos� mientras
Ogui� con i 	 ��� � � � � N �� designa un conjunto de vectores nulos �todos los elemen

tos de cada uno de estos vectores iguales a ��� cuyas dimensiones corresponden
a los n�umeros de modos escogidos en las correspondientes gu��as del dispositivo
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bajo an�alisis� En cuanto a las matrices Y�gu� e Y�guN� presentes respectivamente
en ������ y ����	�� constituyen unas matrices diagonales que surgen al imponer
las condiciones de carga requeridas para calcular los par�ametros de dispersi�on
del dispositivo a caracterizar� cuyos elementos en la diagonal principal son las
admitancias caracter��sticas de los modos de las gu��as de entrada �gu��a �� y sa

lida �gu��a N� del dispositivo considerado� presentando dichas matrices el mismo
aspecto mostrado anteriormente en ���	�� y ���	��� Por �ultimo� en lo referente a
las inc�ognitas a resolver en el sistema de ecuaciones de�nido seg�un �����������	��

�estas se encuentran recogidas en los vectores columna Z���
gui� con i 	 ��� � � � � N � y

� � �� �� vectores constituidos por unos elementos que representan transimpe

dancias �a excepci�on del primer elemento del vector columna Z

���
gu� que designa

una autoimpedancia�� y de�nidos del siguiente modo
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La resoluci�on del sistema de ecuaciones lineales con estructura en banda� pro

puesto en �����������	�� puede resolverse mediante la aplicaci�on de un algoritmo
recursivo� que comienza examinando la �ultima de las ecuaciones de dicho sistema�
aqu�ella de�nida seg�un ����	�� de la que es posible deducir la siguiente relaci�on

entre los vectores columna Z
���
guN y Z

���
guN

Z
���
guN � �Y �

�N��N�� � Z���
guN ������

donde la matriz Y �
�N��N��� presente en la relaci�on entre vectores columna reci�en

expuesta� se de�ne de la siguiente manera

Y �
�N��N�� �

	
Y

�����
guN � Y�guN


�� � Y �����
guN �������

Utilizando a continuaci�on la relaci�on de�nida mediante ������ en la ecuaci�on
del sistema recogida en ������� se puede establecer una relaci�on en este caso entre

los vectores columna Z���
guN y Z

���
guN��� cuyo aspecto se muestra seguidamente

Z
���
guN � �Y �

�N����N�� � Z���
guN�� �������

donde la matriz Y �
�N����N��� que aparece en esta �ultima relaci�on de�nida entre los

vectores columna Z���
guN y Z

���
guN��� viene expresada como

Y �
�N����N�� �

	
Y

�����
upN�� � Y

�����
guN � Y

�����
guN � Y �

�N��N��


�� � Y �����
upN�� �������
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Procediendo recursivamente de la manera indicada con anterioridad� se alcan

za la ��i���
�esima ecuaci�on del sistema recogida en ������� deduciendo de dicha

ecuaci�on del sistema una relaci�on entre los vectores columna Z���
gui	� y Z

���
gui� que

presenta el siguiente aspecto

Z
���
gui	� � �Y �

�i	���i � Z���
gui �����
�

donde la matriz Y �
�i	���i� que relaciona los vectores columna Z

���
gui	� y Z

���
gui� viene

de�nida seg�un la siguiente expresi�on

Y �
�i	���i �

	
Y

�����
upi � Y

�����
gui	� � Y

�����
gui	� � Y �

�i	���i	�


�� � Y �����
upi �������

Del mismo modo� haciendo uso de la relaci�on expuesta en �����
� entre los

vectores columna Z
���
gui	� y Z

���
gui en la ��i�
�esima ecuaci�on del sistema descrita en

����
�� se obtiene una nueva relaci�on en este caso entre los vectores columna Z���
gui

y Z���
gui� que se expresa de la siguiente manera

Z
���
gui � �Y �

�i��i�� � Z���
gui �������

donde la matriz Y �
�i��i��� que de�ne esta nueva relaci�on� se expresa a su vez como

se indica a continuaci�on

Y �
�i��i�� �

	
Y

�����
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upi � Y

�����
upi � Y �

�i	���i


�� � Y �����
gui �������

Repitiendo de igual manera el proceso anteriormente descrito hasta alcanzar
la primera de las ecuaciones del sistema� de�nida seg�un ������� se obtiene la

siguiente expresi�on que permite determinar el valor del vector columna Z���
gu�

Z
���
gu� � Y �

��� � Igu� �����	�

donde la matriz Y �
���� requerida en la obtenci�on del vector columna Z

���
gu�� se deduce

empleando la siguiente expresi�on anal��tica

Y �
��� �

	
Y

�����
gu� � Y�gu� � Y

�����
gu� � Y �

���


��
�������

Una vez se conoce el valor del vector columna Z
���
gu�� empleando de forma

adecuada las relaciones entre vectores columna inc�ognita recogidas en �����
� y
�������� es posible proceder de forma recursiva en sentido inverso al seguido en
el procedimiento descrito hasta este momento� y deducir por tanto los valores
del resto de vectores columna Z���

gui� con i 	 ��� � � � � N � y � � �� � �excepto Z���
gu�

cuyo valor se ha obtenido anteriormente�� Tras determinar el valor de todas las
inc�ognitas �autoimpedancia y transimpedancias de�nidas en los respectivos acce

sos de los puertos de la estructura global mostrada en la �gura ����� del sistema
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de ecuaciones a resolver� entre ellas Z
���
gu��� y Z

���
guN��� los par�ametros de disper


si�on del dispositivo bajo an�alisis se calculan empleando las expresiones deducidas
previamente en ���	�� y ���		��

As�� pues� el m�etodo reci�en descrito constituye una t�ecnica novedosa ����� basa

da en un algoritmo recursivo� que permite resolver el tipo de sistemas de ecuacio

nes lineales en banda asociados a la caracterizaci�on de dispositivos de microondas
constituidos por N gu��as arbitrarias conectadas en cascada� Esta nueva t�ecnica
recursiva� tal y como se comprueba en el siguiente apartado� debe resultar m�as
e�ciente que la descrita en el apartado ��
��� pues el algoritmo recursivo propuesto
explota la naturaleza en banda del sistema que se pretende resolver�

����	 E�ciencia Computacional de la T�ecnica Recursiva

La caracterizaci�on de dispositivos de microondas constituidos por la conexi�on en
cascada de N gu��as uniformes requiere resolver un sistema de ecuaciones lineales
en banda� en cuya resoluci�on pueden emplearse� entre otras posibles t�ecnicas�
aqu�ella descrita en el apartado ��
�� basada en una reducci�on progresiva de la
estructura global del dispositivo mostrada en la �gura ����� y aquella otra t�ecnica
recursiva propuesta en el apartado ��
�
 que hace uso de la estructura en banda
del citado sistema� Con el objeto de comprobar el ahorro en n�umero de opera

ciones matriciales que supone esta t�ecnica recursiva� se ofrece en primer lugar
un estudio comparativo del n�umero de multiplicaciones e inversiones de matri

ces �con elementos complejos� requeridas por las citadas t�ecnicas al resolver el
mencionado sistema de ecuaciones lineales�
Considerando inicialmente la t�ecnica propuesta en el apartado ��
��� consis


tente en reducir de manera progresiva dos matrices de admitancias a una matriz
equivalente hasta representar la estructura global ofrecida en la �gura ���� me

diante una sola matriz �Yeq�� se observa que para implementar las expresiones
recogidas en ����	�����	�� es necesario realizar � multiplicaciones y � inversi�on
de matrices complejas en cada etapa del an�alisis reductivo� debiendo realizar� tal
y como se indica en el apartado ��
��� ��N��� de estas etapas reductivas para
obtener la matriz de admitancias equivalente �Yeq� que representa a la estructura
global mostrada en la �gura ����� Finalmente� para obtener los par�ametros de
dispersi�on que presenta el dispositivo bajo an�alisis� se requiere resolver el sistema
de ecuaciones lineales planteado en t�erminos matriciales en ���	��� para lo cual
debe llevarse a cabo una �ultima inversi�on de una matriz cuyas dimensiones son
respectivamente el doble de las que presentan las matrices invertidas en cada una
de las etapas reductivas� En la tabla ��
� se recogen de forma resumida estos
n�umeros de operaciones con matrices complejas �multiplicaciones e inversiones�
que requiere la t�ecnica de reducci�on progresiva descrita con detalle en el apar

tado ��
��� t�ecnica que constituye una traslaci�on al tipo de an�alisis propuesto
en este cap��tulo� basado en matrices de admitancias generalizadas� del m�etodo
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M�etodo implementado para N�umero de operaciones matriciales

resolver el sistema lineal Multiplicaciones Inversiones

�� T�ecnica de reducci�on ����N � �� �N � �
�� T�ecnica recursiva 
���N � �� �N

Tabla ��
� N�umero de operaciones matriciales �multiplicaciones e inversiones de ma�
trices con elementos complejos� requeridas para resolver el sistema lineal en banda que
aparece al analizar un dispositivo de microondas constituido por N gu��as arbitrarias�

tradicionalmente utilizado en la caracterizaci�on de dispositivos de microondas
empleando matrices de dispersi�on generalizadas ����

Si se estudia a continuaci�on la t�ecnica recursiva expuesta en el apartado ��
�
�
que hace uso de la naturaleza en banda del sistema de ecuaciones lineales a re

solver� observando �������� �������� ������� y �������� se deduce f�acilmente que
en cada iteraci�on de dicho algoritmo recursivo se requiere una inversi�on de una
matriz con elementos complejos� de manera que para resolver el sistema en banda
ser�a necesario realizar un n�umero total de �N inversiones� En cuanto a estas in

versiones� resulta interesante rese�nar que todas las matrices a invertir presentan
el mismo tama�no �dimensiones� que el de las matrices a invertir en cada etapa
reductiva de la otra t�ecnica� tal y como se puede comprobar recordando las ecua

ciones que de�nen cada una de dichas etapas recogidas en ����	�����	��� Por lo
que respecta al n�umero de multiplicaciones de matrices complejas a implemen

tar� en ������ y ������� es necesario realizar � multiplicaciones de este tipo� las
expresiones generales �����
��������� determinan la necesidad de llevar a cabo 

multiplicaciones en cada iteraci�on del algoritmo recursivo� mientras la ecuaci�on
������� requiere de una sola de estas multiplicaciones� Un resumen del n�umero
total de inversiones y multiplicaciones de matrices con elementos complejos que
requiere esta t�ecnica recursiva� descrita detalladamente en el apartado ��
�
� se
recoge de nuevo por razones comparativas en la tabla ��
�

Del estudio comparativo ofrecido en la tabla ��
� resulta f�acil determinar la
e�ciencia computacional que presentan las dos t�ecnicas descritas hasta el momen

to� concluyendo que la t�ecnica basada en una reducci�on progresiva requiere casi
el doble de multiplicaciones de matrices con elementos complejos que la t�ecnica
recursiva� mientras ambas t�ecnicas precisan pr�acticamente del mismo n�umero de
inversiones complejas� En realidad� aunque la t�ecnica de reducci�on progresiva
realiza una inversi�on menos que la t�ecnica recursiva� la �ultima matriz a invertir
por la t�ecnica de reducci�on progresiva tiene el doble de tama�no �dimensiones�
que el del resto de matrices previamente invertidas en dicho m�etodo� y que el de
todas las matrices a invertir cuando se emplea la t�ecnica recursiva� En de�nitiva�
al analizar estructuras de microondas complejas constituidas por la conexi�on en
cascada de N gu��as arbitrarias �N 
 ��� el coste computacional asociado a la
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Figura ����� Filtro paso banda de � polos con ventanas de acoplo inductivas y elemen�
tos de sinton��a�

resoluci�on del mencionado sistema en banda mediante la t�ecnica de reducci�on
progresiva ser�a al menos el doble que utilizando la t�ecnica recursiva�

Con el objeto de determinar la e�ciencia computacional de cada una de las
t�ecnicas propuestas para resolver el sistema en banda asociado al an�alisis de un
dispositivo de microondas� se presenta a continuaci�on un estudio comparativo del
coste computacional requerido por dichas t�ecnicas en la resoluci�on del sistema aso

ciado a un �ltro paso banda de � polos� implementado con ventanas inductivas y
elementos de sinton��a tal y como se muestra en la �gura ����� habiendo utilizado
para resolver el citado sistema un procedimiento de eliminaci�on Gaussiana con
retrosustituci�on ��
� que hace uso de la naturaleza en banda del sistema a resol

ver� la t�ecnica de reducci�on progresiva expuesta en el apartado ��
��� y la nueva
t�ecnica recursiva propuesta en el apartado ��
�
 que explota tambi�en la estructura
en banda del sistema� La estructura escogida �ver �gura ����� corresponde a un
�ltro paso banda sim�etrico de � polos� centrado en �� GHz y con un ancho de
banda de 
�� MHz� que est�a constituido l�ogicamente por � etapas �igual n�umero
de etapas que polos de la respuesta del �ltro�� donde la posici�on en frecuencia de
la respuesta del �ltro� as�� como el ancho de banda deseado� se consiguen situando
elementos de sinton��a �de secci�on transversal cuadrada� en las ventanas de acoplo
y en las cavidades del �ltro� Como gu��as de entrada y salida� se han escogido gu��as
normalizadas WR
	� �a � ������ mm� b � ����� mm�� mientras las ventanas de
acoplo presentan unas secciones transversales cuyas dimensiones se recogen en la
tabla ���� todas con una profundidad de ����� mm� En cuanto a los elementos de
sinton��a presentes en las ventanas de acoplo� todos ellos tienen secci�on transversal
cuadrada ������ mm � ����� mm� y sus penetraciones� necesarias para conseguir
el ancho de banda requerido en la respuesta del �ltro� se resumen nuevamente
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Elemento de sinton��a Gu��a reentrante
situado en a �mm� b �mm� w �mm� h �mm�

�a ventana de acoplo ��	�	 ����� ����� 
�
��

�a ventana de acoplo ����	 ����� ����� ���	�


a ventana de acoplo ����� ����� ����� 
��	�

�a ventana de acoplo ����	 ����� ����� ���	�

�a ventana de acoplo ��	�	 ����� ����� 
�
��

Tabla ���� Dimensiones de las gu��as reentrantes centradas que se escogen como ele�
mentos de sinton��a situados en las ventanas de acoplo del 
ltro de � polos mostrado en
la 
gura �����

en la tabla ���� Por lo que respecta a las cavidades resonantes� sus secciones
transversales corresponden tambi�en a las de la gu��a normalizada WR
	� �ver ta

bla ����� y las longitudes de la primera y segunda cavidad son respectivamente
������ mm y �
�
�� mm� que determinan a su vez las longitudes de la tercera
y cuarta cavidad del dise�no debido a la simetr��a del �ltro� Por �ultimo� los ele

mentos de sinton��a insertados en las cavidades tienen otra vez secci�on transversal
cuadrada �en este caso de dimensiones ����� mm � ����� mm� con unas pene

traciones� responsables ahora de la ubicaci�on en frecuencia de la respuesta del
�ltro� resumidas en la tabla ���� La estructura propuesta �ver �gura ����� est�a
constituida por la conexi�on en cascada de �� gu��as uniformes� que se dividen en
gu��as rectangulares y gu��as reentrantes �en ingl�es ridge�� Para analizar la cita

da estructura� resulta necesario caracterizar diversas uniones planares centradas
entre gu��as rectangulares� y varias transiciones entre gu��as rectangulares y gu��as
reentrantes� empleando para ello las correspondientes matrices de admitancias
generalizadas� cuyos elementos Y �����

m�n se calculan mediante el procedimiento ace

lerado propuesto en el apartado ������ En el an�alisis de las transiciones entre
gu��as rectangulares y gu��as reentrantes se precisa conocer el espectro modal de
las gu��as reentrantes� as�� como las integrales de acoplamiento entre dichos modos



�� An�alisis E�ciente mediante la Matriz de Admitancias

Elemento de sinton��a Gu��a reentrante
situado en a �mm� b �mm� w �mm� h �mm�

�a cavidad resonante ������ ����� ����� 
����

�a cavidad resonante ������ ����� ����� ���	�


a cavidad resonante ������ ����� ����� ���	�

�a cavidad resonante ������ ����� ����� 
����

Tabla ���� Dimensiones de las gu��as reentrantes centradas que se escogen como ele�
mentos de sinton��a situados en las cavidades resonantes del 
ltro de � polos mostrado
en la 
gura �����

y los modos de las correspondientes gu��as rectangulares� en cuya obtenci�on� tanto
de los modos como de las citadas integrales� se ha seguido el m�etodo num�erico
propuesto en ���� y ���� que se resume en el apartado 
���� del cap��tulo 
�

Para realizar el estudio comparativo reci�en descrito� se han determinado los
par�ametros de dispersi�on �en ingl�es scattering� asociados al modo fundamental
que presenta el �ltro paso banda de � polos escogido �recordar �g� ������ en cuyo
c�alculo se han seguido� por razones comparativas� las tres estrategias descritas
en el p�arrafo anterior para resolver el sistema en banda que surge al analizar el
mencionado �ltro� La obtenci�on del citado sistema en banda se debe� como se ha
demostrado anteriormente en esta secci�on� a la conexi�on en cascada de las matri

ces de admitancias generalizadas que representan las distintas uniones planares
y tramos de gu��a del dispositivo bajo an�alisis� resultando por tanto necesario el
c�alculo previo de dichas matrices� cuyos elementos Y �����

m�n se han obtenido median

te la t�ecnica acelerada �recordar apartado ������ para reducir el esfuerzo dedicado
a su computaci�on� En cuanto al n�umero de modos requeridos para describir los
campos el�ectricos y magn�eticos en las gu��as del �ltro analizado� debido a la com

plejidad que presenta esta estructura con numerosas discontinuidades abruptas�
ha sido necesario considerar �� modos en cada una de dichas gu��as para obtener
resultados convergentes� La respuesta electromagn�etica del �ltro se ha obtenido
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M�etodo implementado para
Coste computacional

resolver el sistema lineal

�� T�ecnica de reducci�on �
��� seg

�� Eliminaci�on Gaussiana �
�	� seg


� T�ecnica recursiva ����� seg

Tabla ���� Tiempo de c�alculo requerido para resolver en cada frecuencia el sistema
lineal en banda que aparece al analizar el 
ltro de � polos mostrado en la 
gura �����

para ��� valores de la frecuencia en la banda comprendida entre ����� GHz y
����� GHz� habiendo empleado en la realizaci�on de todas las simulaciones una
plataforma IBM Risc
����� Los resultados obtenidos� correspondientes al tiempo
que supone resolver por cada valor de la frecuencia el sistema de ecuaciones li

neales asociado al an�alisis del �ltro considerado� se recogen en la tabla ���� donde
el m�etodo designado como � hace referencia a la t�ecnica de reducci�on progresiva
expuesta con detalle en el apartado ��
��� el m�etodo etiquetado con el n�umero
� se re�ere a un procedimiento t��pico de eliminaci�on Gaussiana con retrosusti

tuci�on ��
� que hace uso de la naturaleza en banda del sistema� y �nalmente el
m�etodo asociado al n�umero 
 corresponde a la nueva t�ecnica recursiva descrita
en el apartado ��
�
 para resolver el mencionado sistema en banda� De los resul

tados ofrecidos en la tabla ���� se concluye que la t�ecnica recursiva propuesta en
la presente secci�on resulta la m�as e�ciente �menos coste computacional� en com

paraci�on con las otras dos t�ecnicas consideradas� resultando interesante destacar
que dicha t�ecnica recursiva� como era previsible del estudio comparativo realiza

do anteriormente en funci�on del n�umero de operaciones matriciales requeridas�
reduce casi en un factor de valor 
 el tiempo empleado por la t�ecnica reductiva
en la resoluci�on del sistema asociado al �ltro analizado�

Como consecuencia del estudio de e�ciencia computacional reci�en presentado�
se extrae la conclusi�on de que los m�etodos de resoluci�on de los mencionados siste

mas en banda que tienen en cuenta la naturaleza de dichos sistemas� tales como
los m�etodos � y 
 recogidos en la tabla ���� son m�as e�cientes que aquellos otros
�como el m�etodo � considerado tambi�en en la citada tabla ���� que no hacen uso
de la caracter��stica en banda de los sistemas� Asimismo� como se desprende de los
resultados recogidos en la tabla ���� la t�ecnica de resoluci�on del sistema en banda
basada en un algoritmo recursivo resulta m�as e�ciente que el procedimiento de
eliminaci�onGaussiana con retrosustituci�on ��
�� por lo que parece interesante� con
el objeto de reducir todav��a m�as el esfuerzo computacional dedicado al an�alisis
y al dise�no de dispositivos pasivos de microondas� incorporar la t�ecnica recursiva
propuesta �ver apartado ��
�
� para resolver los mencionados sistemas en banda
a las herramientas de programaci�on� basadas en el c�alculo acelerado de las matri

ces de admitancias generalizadas �recordar secci�on ����� que analizan y dise�nan
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los citados dispositivos de microondas� Para concluir� el estudio comparativo de
t�ecnicas de resoluci�on de sistemas ofrecido en el presente apartado con�rma las
ventajas del an�alisis de dispositivos de microondas empleando matrices de ad

mitancias generalizadas� que generan sistemas de ecuaciones lineales a resolver
con estructura en banda� y por consiguiente permiten utilizar m�etodos e�cien

tes en la resoluci�on de dichos sistemas que aprovechan su naturaleza en banda�
Por contra� empleando otros m�etodos cl�asicos de an�alisis basados en matrices de
dispersi�on generalizadas� conocidos como adaptaci�on modal ������ se obtienen sis

temas de ecuaciones lineales que no presentan una estructura en banda� en cuya
resoluci�on� la t�ecnica empleada �muy similar a la t�ecnica reductiva descrita en el
apartado ��
��� supone un coste computacional �recordar tabla ���� casi 
 veces
mayor que la t�ecnica recursiva utilizada al emplear matrices de admitancias gene

ralizadas� Podr��a pensarse no obstante en construir un sistema en banda cuando
se emplean matrices de dispersi�on generalizadas� aunque esta acci�on supondr��a
un coste adicional de una inversi�on� en cada valor de la frecuencia de an�alisis�
de un bloque de las matrices de dispersi�on generalizadas por cada una de las
ecuaciones matriciales a obtener� lo que implicar��a sin duda un mayor esfuerzo
computacional frente al ahorro conseguido posteriormente resolviendo el sistema
en banda obtenido mediante la mencionada t�ecnica recursiva�



Cap��tulo �

Ejemplos de An�alisis y Dise�no

E�ciente de Dispositivos Pasivos

de Microondas Complejos

El desarrollo de herramientas de programaci�on que permiten analizar y dise�nar
�ltros paso banda en gu��a rectangular� empleando en dichos �ltros ventanas de
acoplo inductivas entre las cavidades� ha alcanzado un punto en el que es po

sible dise�nar este tipo de �ltros en tiempo real con una gran precisi�on� Ahora
bien� la correcta implementaci�on de estos dise�nos� sin utilizar ning�un elemento de
sinton��a� requiere de unas tolerancias en su fabricaci�on ciertamente muy restric

tivas� repercutiendo pues en un incremento sustancial del coste de estos �ltros�
Por otra parte� en determinadas aplicaciones resulta interesante poder desplazar
la respuesta de uno de estos �ltros dentro de una banda de frecuencias� lo que su

pone� al igual que para corregir las de�ciencias en los dise�nos debidas a las reci�en
mencionadas tolerancias� el empleo de tornillos de sinton��a en los citados �ltros
dise�nados con ventanas inductivas� El an�alisis electromagn�etico completo de estos
�ltros� que incorporan tornillos de sinton��a� resulta especialmente costoso desde
el punto de vista computacional� por lo que resulta interesante analizar y dise�nar
dichos �ltros con alguna herramienta de programaci�on muy e�ciente� De igual
manera� existen otros �ltros paso banda utilizados especialmente en la carga �util
de los sat�elites de comunicaciones� conocidos como �ltros de modo dual �en ingl�es
dual mode �lters�� cuya con�guraci�on resulta especialmente compleja� raz�on por
la cual� en el an�alisis y dise�no de estas estructuras se precisa nuevamente de una
herramienta de programaci�on especialmente optimizada�

En el presente cap��tulo� se analizan y dise�nan �ltros paso banda implementa

dos en gu��a rectangular con ventanas inductivas y tornillos de sinton��a� as�� como
�ltros paso banda de modo dual construidos en gu��a circular� empleando para
ello una herramienta de programaci�on optimizada� denominada comercialmente
DUMAS 
�� y documentada en el ap�endice B� que utiliza la t�ecnica descrita en el
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cap��tulo � �secci�on ���� para acelerar el c�alculo de los elementos de las matrices de
admitancias generalizadas de las uniones planares integrantes de los dispositivos�
y que emplea tambi�en la t�ecnica e�ciente de resoluci�on de sistemas de ecuaciones
lineales en banda propuesta en el cap��tulo � �secci�on ��
�� Concretamente� ha

ciendo uso del mencionado programa de an�alisis y dise�no de dispositivos pasivos
de microondas� se analiza en primer lugar el comportamiento electromagn�etico
de los tornillos de sinton��a situados en el interior de �ltros paso banda en gu��a
rectangular con ventanas inductivas� encontrando una equivalencia entre el com

portamiento de estos tornillos y unos elementos de secci�on transversal cuadrada�
Seguidamente� se investiga la zona de sinton��a que es posible conseguir con di

chos elementos cuando �estos se sit�uan dentro de las ventanas inductivas y de las
cavidades resonantes de los �ltros� presentando a continuaci�on una t�ecnica no

vedosa para dise�nar una estructura b�asica de �ltro con ventanas inductivas que
puede sintonizarse en una cierta banda de frecuencias� Tanto la t�ecnica de di

se�no propuesta� como la equivalencia entre los tornillos de secci�on circular y los
elementos de secci�on cuadrada� se corroboran con medidas de los par�ametros de
dispersi�on �en ingl�es scattering� correspondientes a una implementaci�on pr�actica
de una de estas estructuras� De igual manera� empleando de nuevo la mencionada
herramienta de programaci�on optimizada para el an�alisis y el dise�no de estruc

turas pasivas de microondas� se presentan posteriormente dos nuevos dise�nos de
�ltros de modo dual en gu��a circular� dise�nos que se validan midiendo la respuesta
electromagn�etica de las dos implementaciones de dichos dispositivos�

��� An�alisis y Dise�no de Filtros Paso Banda en

Gu��a Rectangular con Ventanas de Acoplo

Inductivas y Tornillos de Sinton��a

El estado del arte de las herramientas avanzadas de programaci�on que permiten
analizar y dise�nar �ltros paso banda en gu��a rectangular con ventanas de acoplo
inductivas� cuyo aspecto en el caso concreto de un �ltro de � polos se ofrece en
la �gura 
��� ha alcanzado un nivel en el que las implementaciones de dichos
�ltros sin elementos de sinton��a est�an perfectamente garantizadas para cualquier
frecuencia central de la banda de paso y para cualquier ancho de banda ����
���
Estos �ltros� al no incorporar ning�un elemento de sinton��a en su implementaci�on�
presentan la ventaja de que no es necesario realizar ning�un tipo de ajuste manual
posterior a su construcci�on� De manera adicional� la respuesta de estos �ltros
puede predecirse con gran precisi�on en una banda de frecuencias muy amplia� lo
que resulta especialmente atractivo al permitir dise�nar �ltros que satisfagan una
serie de especi�caciones de rechazo fuera de la banda de trabajo del �ltro� y que
cumplan al mismo tiempo los requisitos impuestos dentro de la banda de paso
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Figura 
��� Filtro paso banda de � polos en gu��a rectangular con ventanas de acoplo
inductivas�

del �ltro� con implementaciones muy compactas que evitan el uso de �ltros paso
bajo adicionales�

Por contra� uno de los principales inconvenientes de las implementaciones sin
elementos de sinton��a est�a asociado al hecho de que� en determinadas situacio

nes� las tolerancias a observar durante la construcci�on del dispositivo son muy
severas� provocando un incremento importante en el coste econ�omico relativo a
la construcci�on del �ltro� Alternativamente� por diversas razones� puede resul

tar necesario centrar la respuesta de un �ltro en diferentes frecuencias dentro de
una banda� para lo cual� dise�nando una estructura b�asica de �ltro con ventanas
inductivas� que pueda sintonizarse a cualquier frecuencia dentro de dicha banda
mediante elementos de sinton��a� se consigue reducir sustancialmente el coste que
supondr��a implementar cada una de las respuestas con un �ltro distinto�

Tradicionalmente� los dos problemas identi�cados en el p�arrafo anterior se
evitan empleando tornillos de sinton��a �
�� 

�� Sin embargo� aunque empleando
dichos tornillos siempre es posible recuperar la respuesta del �ltro en la banda de
paso� no puede realizarse la misma consideraci�on para la respuesta del �ltro fuera
de dicha banda� Por lo tanto� el desarrollo de una t�ecnica que permita analizar
completamente la respuesta de los �ltros con elementos de sinton��a� tanto dentro
de la banda de paso como fuera de la misma� constituye un tema que hoy en d��a
contin�ua suscitando un enorme inter�es�

As�� pues� en esta secci�on se presenta inicialmente el an�alisis electromagn�etico
de los tornillos de sinton��a situados dentro de un �ltro en gu��a rectangular con
ventanas inductivas� empleando para ello el m�etodo de caracterizaci�on de uniones
planares entre gu��as arbitrarias basado en matrices de admitancias generalizadas
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Figura 
��� Representaci�on de un tornillo de sinton��a mediante un tramo uniforme de
gu��a reentrante�

descrito en el cap��tulo � �secci�on ����� que calcula de forma acelerada los ele

mentos Y �����

m�n de las citadas matrices� En el an�alisis de los citados �ltros con
ventanas inductivas y tornillos de sinton��a� estos �ultimos elementos se represen

tan mediante tramos de gu��as reentrantes �en ingl�es ridge� uniformes� tal y como
se recoge de manera gr�a�ca en la �gura 
��� El an�alisis de los tornillos de sin

ton��a requiere pues determinar en principio los modos de las diferentes gu��as
reentrantes� y posteriormente obtener las integrales de acoplamiento entre dichos
modos y los modos de las correspondientes gu��as rectangulares� El procedimiento
seguido para obtener estos modos y estas integrales de acoplamiento� descrito
con detalle en ���� y ����� se basa en un procedimiento num�erico muy e�ciente�
que se ha considerado interesante exponer con brevedad en esta secci�on� debido
b�asicamente a su generalidad y posible utilizaci�on en otras muchas aplicaciones�
Este m�etodo num�erico consiste b�asicamente en plantear una ecuaci�on integral de
manera que� tras aplicar el M�etodo de los Momentos �procedimiento Galerkin�� se
obtiene un problema matricial lineal de autovalores� lo que conduce a c�odigos de
programaci�on r�apidos y e�cientes utilizando paquetes cl�asicos de tratamiento de
matrices� Una vez caracterizado el comportamiento de los tornillos� se plantea un
procedimiento emp��rico para determinar la equivalencia entre dichos tornillos� de
secci�on transversal circular� y unos elementos de sinton��a cuya secci�on transversal
es cuadrada� A continuaci�on� se ofrece un estudio de la zona de sinton��a que es
posible conseguir situando dichos elementos en las ventanas de acoplo inductivas
y en las cavidades resonantes de los �ltros paso banda� proporcionando de esta
manera unas pautas para introducir los mencionados elementos de sinton��a con el
objeto de compensar imprecisones en la construcci�on de los �ltros� Finalmente�
se presenta una t�ecnica novedosa y original que permite dise�nar una estructura
b�asica de �ltro con ventanas inductivas� que pueda sintonizarse� empleando los
correspondientes tornillos de sinton��a en las ventanas de acoplo inductivas y en
las cavidades resonantes de dicha estructura b�asica� dentro de una determinada
banda de frecuencias� Con el objeto de validar esta t�ecnica� as�� como el modelo
seguido en la caracterizaci�on del comportamiento de los tornillos de sinton��a� se
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ha construido una implementaci�on pr�actica� con�rmando� tras medir su respuesta
electromagn�etica� los resultados de la etapa de dise�no�

����� Representaci�on de un Tornillo de Sinton�
a mediante

un Tramo Uniforme de Gu�
a Reentrante

Para dise�nar pues �ltros paso banda con tornillos de sinton��a� resulta necesario
representar inicialmente el comportamiento electromagn�etico de dichos tornillos�
En principio� podr��a pensarse en caracterizar este comportamiento mediante el
m�etodo de los elementos �nitos� aunque en la pr�actica el tiempo de computaci�on
que requiere este m�etodo desaconseja su utilizaci�on en aplicaciones de dise�no en
tiempo real� Recientemente� en �
�� se propone un m�etodo que permite mode

lar postes conductores en gu��as rectangulares empleando la conocida t�ecnica de
adaptaci�on modal �en ingl�es mode�matching�� Ahora bien� dicha t�ecnica de adap

taci�on modal presenta diversos inconvenientes� entre ellos aqu�el relacionado con
el fen�omeno de la convergencia relativa ��� 	�� y tambi�en el asociado al elevado
coste computacional requerido en la soluci�on rigurosa de la ecuaci�on matricial
que surge al aplicar el citado m�etodo de adaptaci�on modal� En este apartado�
con el objeto de simpli�car la caracterizaci�on del tornillo de sinton��a� se propone
representar dicho tornillo situado en el interior de una gu��a rectangular mediante
un elemento cil��ndrico que presenta secci�on transversal cuadrada� tal y como se
indica gr�a�camente en la �gura 
��� Observando esta misma �gura� se descu

bre que la estructura a analizar puede descomponerse en dos uniones entre gu��a
rectangular y gu��a reentrante conectadas en cascada� De esta forma� el an�alisis
de un �ltro paso banda en gu��a rectangular con ventanas de acoplo inductivas
y tornillos de sinton��a� como por ejemplo el �ltro de � polos sintonizado que se
muestra en la �gura 
�
� se reduce a estudiar un n�umero de uniones planares entre
gu��as arbitrarias conectadas entre s�� mediante tramos de gu��a uniforme�
La caracterizaci�on de las diferentes uniones planares� as�� como de los tramos

de gu��a uniforme� que constituyen el �ltro paso banda con tornillos de sinton��a
puede realizarse empleando matrices de admitancias generalizadas� Las expresio

nes anal��ticas de los elementos de las citadas matrices� correspondientes a todas
las uniones planares que integran el dispositivo mostrado en la �gura 
�
� se
expresan recordando ������ ����� y ���	� de la siguiente manera

Y �����
m�n up � ��j� � Y ���

�n � cot�����n � lref� � �m�n �
���

Y �����
m�n up � Y �����

n�m up � j � Y ���
�n � csc�����n � lref�� � �h���n

�h���m 	 �
���

Y �����
m�n up � ��j� �

�X
r��

Y
���
�r � cot�����r � lref�� � �e ���r �e ���n 	 � � �h���r

�h���m 	 �
�
�

donde� para el caso de una uni�on planar entre una gu��a rectangular y una gu��a re

entrante� �e ��� y �h��� representan respectivamente los campos el�ectrico y magn�etico



�� An�alisis y Dise
no E�ciente de Dispositivos Complejos

Figura 
�
� Filtro paso banda de � polos en gu��a rectangular con ventanas de acoplo
inductivas y elementos de sinton��a�

transversales en la gu��a rectangular� �e ��� y �h��� constituyen respectivamente los
campos el�ectrico y magn�etico transversales en la gu��a reentrante� mientras lref
determina la longitud de separaci�on entre los planos de referencia escogidos al
caracterizar esta uni�on planar� denominados T y T� en la �gura 
��� En lo re

ferente al resto de par�ametros presentes en �
���� �
��� y �
�
�� sus respectivos
signi�cados se encuentran recogidos en el cap��tulo � �secci�on �����

Una vez caracterizadas las uniones planares y los tramos de gu��a uniforme que
integran el �ltro bajo an�alisis �ver �g� 
�
�� conectando en cascada las matrices de
admitancias generalizadas que representan dichas uniones y tramos� se obtiene un
sistema lineal de ecuaciones con estructura en banda� que surge tras imponer las
correspondientes condiciones de continuidad de los campos el�ectricos y magn�eticos
transversales� La resoluci�on de dicho sistema en banda� tal y como se recoge en el
cap��tulo � �secci�on ��
�� se realiza empleando una t�ecnica recursiva muy e�ciente
que aprovecha la naturaleza en banda del sistema a resolver�

Como resulta evidente de las expresiones recogidas en �
��� y �
�
�� para carac

terizar las uniones planares entre gu��a rectangular y gu��a reentrante es necesario
obtener en primer lugar los modos de la gu��a reentrante� con el objeto de calcular
posteriormente las integrales de acoplamiento entre los modos de la gu��a reen

trante y los modos de la gu��a rectangular� integrales asociadas a los productos
interiores de�nidos en dichas expresiones mediante los s��mbolos �	� Inicialmen

te� en este apartado se describe el m�etodo escogido para calcular las mencionadas
integrales de acoplamiento� detallando asimismo la t�ecnica utilizada en la obten

ci�on de las expresiones anal��ticas concretas de los modos de la gu��a reentrante�
A continuaci�on� se presenta un criterio de equivalencia emp��rico entre un tornillo
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de sinton��a real� con secci�on transversal circular� y un elemento de sinton��a que
presenta una secci�on transversal cuadrada�

Evaluaci�on de las Integrales de Acoplamiento

El c�alculo de las integrales de acoplamiento entre los modos de una gu��a reentran

te y una gu��a rectangular se ha realizado siguiendo el m�etodo propuesto en �����
que constituye un m�etodo gen�erico para obtener un gran n�umero de integrales
de acoplamiento entre una gu��a rectangular �o circular� y una gu��a de tama�no
m�as peque�no y contorno arbitrario� Este m�etodo requiere obtener inicialmente
los modos de la gu��a peque�na� empleando para ello una t�ecnica propuesta con an

terioridad en ����� que puede utilizarse para encontrar los modos de estructuras
obtenidas al perturbar una gu��a de secci�on transversal S� rectangular �o circu

lar� con una �o varias� l�aminas conductoras cil��ndricas axiales� Esta�s� l�amina�s�
intersecciona�n� con la secci�on transversal b�asica rectangular �o circular�� produ

ciendo una�s� l��nea�s� conductora�s� que representaremos gen�ericamentemediante
la variable �� la cual se de�ne a trav�es de la siguiente ecuaci�on param�etrica

�s � �s �l� �
���

donde el extremo del vector �s denota un punto sobre la�s� l��nea�s� �� mientras l
representa una abscisa escogida de manera adecuada sobre dicha�s� l��nea�s��
El campo el�ectrico en un punto de observaci�on gen�erico �r� situado dentro de

la gu��a rectangular �o circular�� puede expresarse de la siguiente manera

�E��r� � �j
k
Z
	
Ge��r��s

�� k� � �J	�l�� dl� �
���

donde �s � � �s �l�� determina la posici�on de una fuente puntual de corriente sobre

la�s� l��nea�s� �� k � �
p
�� representa el n�umero de onda� 
 �

q
�
� de�ne la im


pedancia caracter��stica� Ge constituye la funci�on de Green di�adica bidimensional
del tipo el�ectrico� y �nalmente �J	 se re�ere a la densidad de corriente inducida
sobre la l�amina�s� conductora�s�� Conviene rese�nar que en �
��� debe tomarse el
valor principal de la integral presente en dicha expresi�on� debido a la singularidad
que presenta Ge cuando �r determina un punto sobre la�s� l��nea�s� �� tal y como
se discute por ejemplo en �
��� Debido a la naturaleza de la funci�on de Green
usada en ����� el campo que proporciona la expresi�on recogida en �
��� satisface la
correspondiente condici�on de contorno sobre el contorno exterior rectangular �o
circular� de la gu��a� De esta manera� es posible establecer una ecuaci�on integral

para la corriente inc�ognita �J	 imponiendo que la componente tangencial del cam

po el�ectrico �E se anule sobre �� Esta ecuaci�on presenta soluciones no triviales�
suponiendo para ello que el n�umero de onda k en dicha ecuaci�on constituye un
n�umero de onda resonante de la estructura perturbada� es decir un n�umero de
onda de corte asociado a un modo de la gu��a perturbada�
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La expresi�on general de la funci�on de Green di�adicaGe presente en �
���� tanto
para una gu��a con secci�on transversal rectangular como circular� se encuentra
recogida en �
��� presentando dicha expresi�on el siguiente aspecto

Ge��r� �r
�� k� � Get��r� �r

�� k� � �z �z Gezz ��r� �r
�� k� �
���

donde �z representa un vector unitario dirigido seg�un el eje de la gu��a normal a su
secci�on transversal� y Get constituye una funci�on de Green di�adica transversal al
eje �z� de�nida como se indica a continuaci�on

Get��r� �r
�� k� � � �

k�
rr�g��r� �r �� �Gst��r� �r

��

�
�X

m��

k�

k�m �k
�
m � k��

�em��r � �em��r
�� �
�	�

Por su parte� el coe�ciente Gezz asociado en �
��� a la d��ada �z �z se expresa del
siguiente modo

Gezz ��r� �r
�� k� � g��r� �r �� �

�X
m��

k�

k��m �k
��
m � k��

�m��r � �m��r
�� �
���

En �
�	� y �
���� los vectores �r y �r � de�nen respectivamente el punto de ob

servaci�on y la posici�on de la fuente puntual de corriente dentro de la secci�on
transversal de la gu��a rectangular �o circular�� g constituye la funci�on de Green
escalar bidimensional que es soluci�on de la ecuaci�on de Poisson sujeta al cum

plimiento de la condici�on g � �� mientras km y k�m se re�eren respectivamente a
los n�umeros de onda de corte del m
�esimo modo TE y del m
�esimo modo TM de
la gu��a con secci�on transversal rectangular �o circular�� Asimismo� el vector �em
representa en �
�	� el campo el�ectrico transversal asociado al m
�esimo modo TE
de la mencionada gu��a rectangular �o circular�� y la funci�on escalar �m� presen

te en �
���� determina la componente axial del campo el�ectrico correspondiente
al m
�esimo modo TM de la citada gu��a rectangular �o circular�� Finalmente� el
t�ermino Gst empleado en �
�	� hace referencia a la funci�on de Green di�adica sole

noidal� normal al contorno de la gu��a rectangular �o circular�� que debe satisfacer
la siguiente ecuaci�on

r�r� Gst��r� �r
�� � I t���r� �r �� �rr�g��r� �r �� �
���

donde It designa una funci�on di�adica unitaria transversal� y ���r � �r �� representa
la funci�on delta de Dirac bidimensional� En cuanto a las funciones g y Gst� utili

zadas en �
�	� y �
���� presentan ambas un comportamiento singular logar��tmico
cuando los vectores �r y �r � coinciden� Concretamente� en el caso de una gu��a
con secci�on transversal circular� se dispone de expresiones anal��ticas conocidas en
forma cerrada tanto para g como para Gst� mientras en el caso de la gu��a con
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secci�on transversal rectangular� dichas funciones g y Gst se expresan mediante
series convergentes de un �unico ��ndice en las que la singularidad logar��tmica est�a
asociada al primer t�ermino de dichas series� Las expresiones concretas de estas
funciones g y Gst� tanto en el caso de la gu��a rectangular como de la gu��a circular�
se encuentran recogidas en ����� Por �ultimo� rese�nar que las funciones modales
�em y �m� presentes ambas tambi�en en �
�	� y �
���� deben normalizarse como se
indica seguidamente Z

S�
�em � �em ds � � �
����Z
S�
��
m ds � � �
����

En lo referente a las expresiones expl��citas de estas funciones modales norma

lizadas �em y �m� as�� como las de sus correspondientes n�umeros de onda de corte
km y k�m a utilizar en �
�	� y �
���� pueden encontrase por ejemplo en �����

La densidad de corriente �J	 inducida sobre la l�amina�s� conductora�s�� que

aperece en la de�nici�on del campo el�ectrico �E recogida en �
���� puede descom

ponerse en una componente transversal y en una componente longitudinal� pre

sentando pues el siguiente aspecto

�J	�l
�� � Jt�l

���t�l�� � Jz�l
���z �
����

donde el vector �t representa un vector unitario tangente a la�s� l��nea�s� �� mientras
Jt� Jz constituyen funciones inc�ognitas a determinar� Al sustituir pues en �
���
Ge� Get y Gezz por sus correspondientes expresiones mostradas en �
���� �
�	� y

�
���� y empleando �
���� para expresar el vector �J	� las componentes tangencial

y longitudinal del campo el�ectrico �E se escriben de la siguiente manera

�Et��r � � j



k

Z
	
r�g��r��s ��

�l�
Jt�l

�� dl�

� j
k
Z
	
Gst��r��s

�� � �t�l��Jt�l�� dl�

� j
k�
�X

m��

�em��r �

k�m �k
�
m � k��

Z
	
�em��s

�� � �t�l��Jt�l�� dl� �
��
�

Ez��r � � �j
k
Z
	
g��r��s ��Jz�l

�� dl�

� j
k�
�X

m��

�m��r �

k��m �k
��
m � k��

Z
	
�m��s

��Jz�l
�� dl� �
����

De las dos ecuaciones reci�en deducidas en �
��
� y �
����� la primera de ellas
resulta apropiada para representar el campo el�ectrico de los modos TE que se en

cuentran al corte� ya que en dicho caso la corriente inducida y el campo el�ectrico
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son ambos transversales� Por otra parte� la segunda de las mencionadas ecua

ciones resulta especialmente �util cuando se describen modos TM� pues para este
tipo de modos el campo el�ectrico y la corriente son longitudinales� Imponiendo en
primer lugar la condici�on de contorno �Et � �t � � sobre la�s� l��nea�s� �� se obtiene
la siguiente ecuaci�on relativa a los modos TE

�

k�
�

�l

Z
	
g��s��s ��

�Jt�l��

�l�
dl� �

Z
	

�t�l� �Gst��s��s
�� � �t�l��Jt�l�� dl�

�
�X

m��

�t�l� � �em��s �
k�m

am � � �
����

donde los coe�cientes am� presentes en esta �ultima ecuaci�on reci�en deducida� se
de�nen tal y como se indica seguidamente

am �
k�

k�m � k�

Z
	
�em��s

�� � �t�l��Jt�l�� dl� �
����

Por contra� si la condici�on de contorno que se impone sobre la�s� l��nea�s� � es
Ez � �� se obtiene la siguiente ecuaci�on asociada a los modos TMZ

	
g��s��s ��Jz�l

�� dl� �
�X

m��

�m��s �

k��m
a�m � � �
��	�

donde los coe�cientes a�m� que aparecen en la �ultima ecuaci�on propuesta� vienen
de�nidos en esta ocasi�on del siguiente modo

a�m �
k�

k��m � k�

Z
	
�m��s

��Jz�l
�� dl� �
����

Para determinar los modos TE de la gu��a perturbada� la componente tangen

cial Jt de la densidad de corriente �J	 se representa como

Jt�l
�� �

NX
n��

bnwn�l
�� �
����

donde b � �b�� b�� � � � � bN�t constituye un vector columna formado por N coe�

cientes num�ericos� y fwg designa un conjunto de N funciones base de�nidas sobre
la�s� l��nea�s� ��
En cuanto al sumatorio presente en la ecuaci�on de�nida seg�un �
����� su

c�alculo requiere sumar en principio in�nitos t�erminos� No obstante� con el obje

to de implementar dicho sumatorio computacionalmente� el n�umero de t�erminos
a considerar en su c�alculo puede truncarse en un valor igual a M � n�umero de
t�erminos que permite obtener un valor bastante aproximado al real para el su

matorio en cuesti�on� suponiendo que el valor de k es bastante m�as peque�no que
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el de kM � Por razones tambi�en de implementaci�on computacional� la�s� l��nea�s�
� debe�n� dividirse en N elementos� cada uno de los cuales est�a constituido por
un cierto n�umero de segmentos� cuyas longitudes pueden a su vez diferir unas de
otras� En cuanto a las funciones wn� tal y como se indica en ����� se recomienda
el uso de funciones parab�olicas a tramos� cuyas primeras derivadas son conse

cuentemente funciones lineales a tramos� La elecci�on del tramo de funci�on wn�
correspondiente a cada segmento del n
�esimo elemento de la�s� l��nea�s� �� debe
tener en cuenta las peculiaridades de la funci�on inc�ognita Jt en ciertos puntos de
�� tales como por ejemplo que la corriente puede tomar un valor no nulo en los
extremos de � que adem�as pertenecen al contorno de la secci�on transversal S�
mientras la derivada de dicha corriente debe valer cero en dichos puntos� o que la
corriente debe ser igual a cero en los bordes de � y su derivada no tiene por qu�e
anularse en estos bordes �te�oricamente o vale cero o diverge��
Sustituyendo pues �
���� en �
���� y �
����� y aplicando en la ecuaci�on de�nida

seg�un �
���� el M�etodo de los Momentos �procedimiento de Galerkin�� se obtiene
el siguiente problema algebraico de autovalores��

U Ot

O C

�
� k�

�
D Rt

R L

��
�
�
a
b

�
� � �
����

En �
����� a � �a�� a�� � � � � aM�t representa un vector columna constituido por
los coe�cientes am� U designa una matriz unitaria de orden M � O constituye una
matriz nula de dimensiones N �M � y �nalmente los elementos de las matrices
D� C� L y R se obtienen mediante las siguientes expresiones

D � diag�k��� � k��� � � � � � k��M � �
����

Cij �
Z
	

Z
	
g��s��s ��

�wi�l�

�l

�wj�l��

�l�
dl dl� �
����

Lij �
Z
	

Z
	
wi�l�wj�l

���t�l� �Gst��s��s
�� � �t�l�� dl dl� �
��
�

Rim �
�

k�m

Z
	
wi�l��t�l� � �em��s � dl �
����

i� j � �� �� � � � � N m � �� �� � � � �M

Una vez resuelto el problema de autovalores recogido en �
����� los autovec

tores obtenidos deben normalizarse empleando la condici�on expuesta en �
	�� que
se resume a continuaci�on�

a
b

�
t

�
�
D Rt

R L

�
�
�
a
b

�
� U �
����

Utilizando pues los autovectores normalizados seg�un el procedimiento que se
termina de exponer� y tras imponer la condici�on de normalizaci�on del campo



�� An�alisis y Dise
no E�ciente de Dispositivos Complejos

el�ectrico transversal sobre la secci�on de la gu��a perturbada� se deduce la siguiente
expresi�on �nal para el campo el�ectrico transversal asociado al q
�esimo modo TE
de la mencionada gu��a perturbada

�Eq��r � �
�

�q

NX
n��

bnqrt

Z
	
g��r��s ��

�wn�l��

�l�
dl�

� �q
NX
n��

bnq

Z
	
Gst��r��s

�� � �t�l��wn�l
�� dl�

� �q
MX

m��

amq

k�m
�em��r � �
����

donde �q representa el n�umero de onda de corte del q
�esimo modo TE� que co

rresponde al q
�esimo autovalor del problema planteado en �
����� mientras los
coe�cientes amq y bnq constituyen los elementos del q
�esimo autovector asociado
al citado problema� autovector normalizado seg�un la condici�on recogida anterior

mente en �
�����
A continuaci�on� con el objeto de obtener los modos TM de la gu��a perturbada�

la componente longitudinal Jz de la densidad de corriente �J	 debe expandirse de
la siguiente manera

Jz�l
�� �

N �X
n��

b�nun�l
�� �
��	�

donde b� � �b��� b
�
�� � � � � b

�
N ��t representa un vector columna integrado por N � coe�


cientes� mientras fug determina un conjunto de N � funciones base que se de�nen
sobre la�s� l��nea�s� ��
En relaci�on al sumatorio de in�nitos t�erminos que aparece en la ecuaci�on de�


nida mediante �
��	�� nuevamente por razones de implementaci�on computacional�
dicho sumatorio debe truncarse en un n�umero �nito de t�erminos a sumar� habien

do escogido en esta ocasi�on un n�umero igual a M �� que permite obtener un valor
bastante aproximado para el citado sumatorio suponiendo que k es mucho m�as
peque�no que kM �� Por lo que respecta a la�s� l��nea�s� �� �esta�s� se divide�n� en
N � elementos� tantos como funciones base escogidas para expresar la corriente
longitudinal Jz mediante el desarrollo mostrado en �
��	�� elementos que est�an
constituidos respectivamente por segmentos cuyas longitudes no tienen por qu�e
ser iguales� Para el caso que nos ocupa �modos TM�� en ���� se recomienda el uso
de funciones triangulares como funciones base un en todos los elementos conside

rados� a excepci�on de aqu�ellos que incorporan alg�un borde de �� en cuyo caso se
propone la utilizaci�on de funciones �medio tri�angulo� �ver ����� como funciones
base para aproximar la posible singularidad de Jz en dicho borde�
Empleando en �
��	� y �
���� el desarrollo de la corriente longitudinal Jz

propuesto en �
��	�� y tras aplicar en la ecuaci�on integral descrita seg�un �
��	�
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el M�etodo de los Momentos �procedimiento de Galerkin�� el problema asociado a
la obtenci�on de los modos TM de una gu��a perturbada se expresa del siguiente
modo en forma matricial��

U Ot

O O�

�
� k�

�
D� R�

t

R� L�

��
�
�
a�

b�

�
� � �
����

En el problema de autovalores reci�en expuesto en �
����� a� � �a��� a
�
�� � � � � a

�
M ��t

constituye un vector columna integrado por los coe�cientes a�m� U de�ne una ma

triz unitaria de ordenM �� O y O� designan sendas matrices nulas de dimensiones
N � �M � y N � � N � respectivamente� mientras los elementos de las matrices D��
L� y R� se deduce empleando las siguientes expresiones

D� � diag�k���� � k���� � � � � � k���M � � �
����

L�ij �
Z
	

Z
	
ui�l�g��s��s

��uj�l
�� dl dl� �
�
��

R�im �
�

k��m

Z
	
ui�l��m��s � dl �
�
��

i� j � �� �� � � � � N � m � �� �� � � � �M �

Observando el problema de autovalores mostrado en �
����� se descubre que
admite N � soluciones independientes con k � �� a� � � y b� �� � que no deben
considerarse� De cualquier manera� el citado problema expuesto en �
���� puede
transformarse f�acilmente en un problema t��pico de autovalores y autovectores�
que se expresa tal y como se indica a continuaci�on	

D� �R�
t � L��� �R�



� a� � k��a� �
�
��

La transformaci�on del problema original de autovalores� de�nido seg�un �
�����
en el problema reci�en expuesto en �
�
�� es posible gracias a que la matriz L�

presenta siempre un comportamiento no singular �ver ������ Asimismo� conviene
rese�nar que este �ultimo problema de autovalores� propuesto en �
�
��� admite
s�olo M � autovalores y autovectores� deduciendo el vector b�� una vez obtenido el
vector a�� mediante la siguiente relaci�on

b� � �L��� �R� � a� �
�

�

De nuevo� tras resolver el problema de autovalores y autovectores recogido
en �
�
��� deben normalizarse los autovectores obtenidos� empleando para ello la
condici�on de normalizaci�on propuesta en �
��� que se expresa como

M �X
m��

ja�mqj� � ���q �
�
��
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En �
�
��� ��q representa el n�umero de onda de corte del q
�esimo modo TM de
la gu��a perturbada� que se corresponde directamente con el valor del q
�esimo au

tovalor del problema propuesto en �
�
��� Una vez normalizados los autovectores
obtenidos siguiendo el procedimiento reci�en expuesto� e imponiendo la condici�on
de normalizaci�on del correspondiente potencial escalar sobre la super�cie de la
gu��a perturbada� se obtiene la siguiente expresi�on de�nitiva para el potencial
escalar asociado al q
�esimo modo TM de la citada gu��a perturbada

�q��r � � ��q

�
� N �X
n��

b�nq

Z
	
g��r��s ��un�l

�� dl� �
M �X
m��

a�mq

k��m
�m��r �

�
� �
�
��

donde los coe�cientes a�mq son los elementos del q
�esimo autovector del problema
de autovalores de�nido seg�un �
�
��� autovector que se encuentra normalizado
mediante la condici�on expresada en �
�
��� Por otra parte� los coe�cientes b�nq
constituyen los elementos del vector columna b�q� que se encuentra relacionado
con el vector columna a�q a trav�es de la relaci�on expuesta en �
�

��
Finalmente� la expresi�on anal��tica del campo el�ectrico transversal asociado al

q
�esimo modo TM de la gu��a perturbada se deduce� tal y como se indica segui

damente� a partir del potencial escalar correspondiente a dicho modo y de�nido
con anterioridad en �
�
��

�E�
q��r � � �

rt�q��r �

��q
�
�
��

As�� pues� mediante el procedimiento descrito es posible obtener los modos
de una gu��a cuyo contorno b�asico rectangular �o circular� se encuentra modi�

cado� Una vez se conocen dichos modos� se procede a calcular las integrales de
acoplamiento entre estos modos y los correspondientes modos de una gu��a rectan

gular �o circular�� cuyo contorno b�asico no modi�cado coincide con el de la gu��a
perturbada� Dichas integrales de acoplamiento se de�nen del siguiente modo

ITE�TEpq �
Z
S
�ep��r � � �Eq��r � ds �
�
	�

ITE�TMpq �
Z
S
�ep��r � � �E�

q��r � ds �
�
��

ITM�TE
pq �

Z
S
�e �p��r � � �Eq��r � ds �
�
��

ITM�TM
pq �

Z
S
�e �p��r � � �E�

q��r � ds �
����

donde S designa la secci�on transversal de la gu��a perturbada� �ep��e
�
p� represen


ta el campo el�ectrico transversal normalizado correspondiente al p
�esimo modo
TE�TM� de la gu��a rectangular �o circular� cuyo contorno b�asico no se ha modi


�cado� y �nalmente �Eq� �E
�
q� se re�ere al campo el�ectrico transversal normalizado

asociado al q
�esimo modo TE�TM� de la gu��a perturbada�
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Con la intenci�on pues de evaluar las integrales de acoplamiento de�nidas seg�un
�
�
	���
����� es necesario determinar previamente los campos el�ectricos transve


rales �Eq y �E�
q haciendo uso de las expresiones recogidas en �
����� �
�
�� y �
�
���

para lo cual las funciones de Green g y Gst se expresan� tal y como se indica
en �
�� y ���� respectivamente� mediante las siguientes expansiones de funciones
modales normalizadas de la gu��a rectangular �o circular�

g��r��s �� �
�X
i��

�i��r ��i��s ��

k��i
�
����

Gst��r��s
�� �

�X
i��

�ei��r ��ei��s ��

k�i
�
����

Sustituyendo pues en �
���� y �
�
�� las expansiones de las funciones de
Green g y Gst reci�en expuestas en �
���� y �
����� y recordando la relaci�on
�e �i � �rt�i
k

�
i� se obtienen las siguientes expresiones para los campos el�ectricos

transversales normalizados �Eq� �E�
q� correspondientes al q
�esimo modo TE�TM� de

la gu��a perturbada

�Eq��r � � � �
�q

NX
n��

bnq
�X
i��

�e �i ��r�

k�i

Z
	
�i��s

��
�wn�l

��

�l�
dl�

� �q
NX
n��

bnq
�X
i��

�ei��r �

k�i

Z
	
�ei��s

�� � �t�l��wn�l
�� dl�

� �q
MX

m��

amq

k�m
�em��r � �
��
�

�E�
q��r � �

N �X
n��

b�nq

�X
i��

�e �i ��r �

k�i

Z
	
�i��s

��un�l
�� dl�

�
M �X
m��

a�mq

k�m
�e �m��r � �
����

Adem�as� como se apunta en ����� las expresiones ofrecidas en �
����� �
�
�� y

�
�
�� para los campos el�ectricos transversales normalizados �Eq y �E�
q� y en conse


cuencia estas �ultimas expresiones propuestas en �
��
� y �
���� para dichos cam

pos� proporcionan valores nulos de campo en aquellos puntos que est�an situados
entre la secci�on transversal �S�� de la gu��a rectangular �o circular� no modi�cada
y la secci�on transversal �S� de la gu��a perturbada� Por tanto� las integrales de
acoplamiento entre los modos de ambas gu��as� de�nidas seg�un �
�
	���
����� pue

den evaluarse integrando en el dominio de�nido por la secci�on transversal �S�� de
la gu��a rectangular �o circular� cuyo contorno no est�a modi�cado� lo que resulta
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especialmente interesante al poder utilizar la propiedad de ortonormalidad de los
vectores �e y �e �� De esta manera� se obtienen �nalmente las siguientes expresiones
para las mencionadas integrales de acoplamiento

ITE�TEpq �
Z
S�
�ep��r � � �Eq��r � ds � �q

�
NX
n��

Rnpbnq �
apq
k�p

�
�
����

ITE�TMpq �
Z
S�
�ep��r � � �E�

q��r � ds � � �
����

ITM�TE
pq �

Z
S�
�e �p��r � � �Eq��r � ds � � �

�q

NX
n��

R��npbnq �
��	�

ITM�TM
pq �

Z
S�
�e �p��r � � �E�

q��r � ds � k�p

N �X
n��

R�npb
�
nq �

a�pq
k�p

�
����

donde los coe�cientes Rnp� R�np y R
��
np� presentes en las expresiones reci�en deduci


das� se de�nen del siguiente modo

Rnp �
�

k�p

Z
	
�ep��s

�� � �t�l��wn�l
�� dl� �
����

R�np �
�

k��p

Z
	
�p��s

��un�l
�� dl� �
����

R��np �
�

k�p

Z
	
�p��s

��
�wn�l��

�l�
dl� �
����

Por supuesto� al evaluar todas las integrales de acoplamiento mediante las
expresiones �
������
���� se asume que p � M cuando p designa un modo TE�
y que p � M � cuando p se re�ere a un modo TM� Asimismo� resulta interesan

te observar que los coe�cientes Rnp y R�np� empleados respectivamente en �
����
y �
����� constituyen los elementos de las matrices R and R� utilizadas en la
obtenci�on de los modos TE y TM de la gu��a perturbada� como se puede compro

bar recordando las de�niciones de los elementos de dichas matrices recogidas en
�
���� y �
�
��� Por tanto� para determinar el valor de las citadas integrales de
acoplamiento s�olo es necesario calcular los elementos R��np presentes en �
��	�� lo
que implica resolver simples integrales de l��nea� pues el resto de par�ametros ne

cesarios para implementar �
������
���� se conocen una vez obtenidos los modos
de la gu��a perturbada�
El m�etodo reci�en descrito para obtener los modos de una gu��a cuyo contorno

b�asico rectangular �o circular� est�a modi�cado� as�� como las integrales de acopla

miento entre dichos modos y los de la correspondiente gu��a rectangular �o circular�
sin modi�car� se encuentra implementado comercialmente en un programa deno

minado ANAPLAN
W� que se ejecuta en plataformas SUN� y desarrollado bajo
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a� b�

Figura 
��� Estructura construida para medir el comportamiento electromagn�etico de
un tornillo de sinton��a situado en la cavidad resonante de un 
ltro paso banda en a��
y estructura equivalente empleando un elemento de sinton��a con secci�on transversal
cuadrada en b��

el contrato ���������NL�NB �rmado entre la Universidad de Pav��a y el Centro
Europeo de Tecnolog��a e Investigaci�on Espacial �ESTEC� de la Agencia Espacial
Europea �ESA�� Todos los resultados ofrecidos en el presente cap��tulo� correspon

dientes claro est�a a dispositivos que utilizan elementos de sinton��a� han sido gene

rados empleando los valores que proporciona el citado programa ANAPLAN
W
para las integrales de acoplamiento entre los modos de las correspondientes gu��as
de contorno b�asico modi�cado y sin modi�car�

Equivalencia entre un Tornillo de Sinton��a y un Tramo Uniforme de
Gu��a Reentrante

A continuaci�on� se describe un procedimiento emp��rico para determinar la equiva

lencia entre el di�ametro de un tornillo de sinton��a� de secci�on transversal circular�
y el lado de la secci�on transversal cuadrada de la inserci�on met�alica de un tramo
uniforme de gu��a reentrante� En dicho procedimiento� la altura del elemento de
sinton��a con secci�on transversal cuadrada� equivalente al tornillo de sinton��a bajo
an�alisis� se considera siempre igual a la altura del citado tornillo�

As�� pues� con el objeto de tener conocimiento del comportamiento electro

magn�etico de los tornillos de sinton��a utilizados en los �ltros paso banda� se ha
considerado en primer lugar un tornillo de secci�on circular �di�ametro � � � mm�
situado en una cavidad resonante acoplada con las gu��as de entrada y salida me

diante sendas ventanas de acoplo inductivas� tal y como se muestra gr�a�camente
en la �gura 
�� �apartado a�� Las gu��as de entrada y salida escogidas en es

ta estructura son gu��as normalizadas WR
	� �a � ������ mm� b � ����� mm��
las ventanas de acoplo inductivas de entrada y salida presentan ambas secci�on
transversal rectangular �a � 	���� mm� b � ����� mm� con una profundidad de
����� mm� y la cavidad resonante de la estructura est�a constituida de nuevo por
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Penetraci�on del Tornillo Frecuencia Central de la
de Sinton��a �mm� Banda de Paso del Filtro �GHz�

����� ����
�

����� �
�		�

����� �
�
��

����� �
����

Tabla 
��� Efecto de la penetraci�on del tornillo de sinton��a sobre la frecuencia central
de la banda de paso del 
ltro mostrado en la 
gura ��� �apartado a��

una gu��a normalizada WR
	� �a � ������ mm� b � ����� mm� que presenta una
longitud igual a ���	� mm�

Para determinar la respuesta electromagn�etica de la estructura mostrada en
la �gura 
�� �apartado a�� se han medido los par�ametros de dispersi�on �en in

gl�es scattering� que presenta dicho dispositivo para diferentes penetraciones del
tornillo de sinton��a situado en la cavidad resonante �ver apartado a en �g� 
����
habiendo realizado las medidas con un analizador de redes HP����C en el �Area
de Microondas del Laboratorio de Sistemas de Radiofrecuencia que la ESA tiene
en ESTEC� Como es bien sabido� a medida que aumenta la penetraci�on del torni

llo situado en la cavidad resonante� la frecuencia central de la banda de paso del
�ltro disminuye� En la tabla 
��� se ofrecen los valores medidos de esta frecuencia
central de la banda de paso del dispositivo construido �recordar apartado a en
�g� 
��� para diferentes penetraciones del tornillo de sinton��a considerado�

Una vez medida la respuesta de la estructura mostrada en la �gura 
�� �apar

tado a� para diferentes penetraciones del tornillo de sinton��a� haciendo uso de
las herramientas de programaci�on denominadas DUMAS 
�� �ver ap�endice B�
y ANAPLAN
W� se simula el comportamiento electromagn�etico �par�ametros de
dispersi�on� de una estructura similar a aqu�ella cuya respuesta se ha medido pre

viamente� estructura en la que en lugar de emplear el tornillo de sinton��a con

siderado originalmente� �este se sustituye en cada uno de los casos presentados
en la tabla 
�� por un elemento de secci�on transversal cuadrada e igual altura
que el tornillo �ver apartado b en �g� 
���� Desde el punto de vista del an�alisis
electromagn�etico de la nueva estructura recogida en la �gura 
�� �apartado b��
el tramo de cavidad que contiene al elemento de sinton��a con secci�on transversal
cuadrada se considera como un tramo uniforme de gu��a reentrante� cuya inserci�on
met�alica �elemento de sinton��a� presenta una secci�on transversal cuadrada �an

chura de la inserci�on met�alica igual a su profundidad�� El tama�no de la inserci�on
met�alica cuadrada debe determinarse� para cada una de las distintas penetracio

nes recogidas en la tabla 
��� con el objeto de centrar la respuesta paso banda
de la estructura equivalente a la misma frecuencia obtenida empleando el torni

llo de sinton��a real� As�� por ejemplo� para el caso en el que el tornillo penetra
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Figura 
��� M�odulo de los par�ametros S�� y S�� que presenta una estructura como
la mostrada en la 
gura ��� �apartado b�� cuyo elemento de sinton��a tiene secci�on
transversal cuadrada �lado igual a ����
 mm� y penetra ����
 mm dentro de la cavidad
resonante de la estructura�

����� mm dentro de la cavidad resonante� en la �gura 
�� se presenta la respues

ta electromagn�etica �par�ametros S�� y S��� de la estructura equivalente ofrecida
en la �gura 
�� �apartado b�� habiendo utilizado como elemento de sinton��a un
cilindro de secci�on cuadrada �lado igual a ����� mm� y con la misma altura que
el tornillo de sinton��a real� En la �gura 
��� se observa que el elemento de secci�on
cuadrada escogido centra efectivamente la respuesta paso banda de la estructura
equivalente a la misma frecuencia central� concretamente a �
�		� GHz� a la que
se encuentra centrada la respuesta paso banda de la estructura real original con
el tornillo de sinton��a �recordar tabla 
���� En la tabla 
��� se ofrece el tama�no
que debe presentar cada elemento de sinton��a equivalente� concretamente el va

lor del lado de su secci�on transversal cuadrada� para recuperar con la estructura
mostrada en la �gura 
�� �apartado b� la misma respuesta que se ha obtenido
previamente� empleando el tornillo de sinton��a real� con unas penetraciones de
dicho tornillo recogidas en la tabla 
���

Observando los resultados ofrecidos en la tabla 
��� se descubre que a ma

yor penetraci�on del tornillo de sinton��a situado en la cavidad resonante de la
estructura considerada �recordar apartado a en �g� 
���� el tama�no del elemen

to de sinton��a equivalente �el lado de su secci�on transversal cuadrada� requerido
es cada vez menor� comportamiento que puede explicarse considerando el efec

to perturbador introducido por los �angulos del mencionado elemento de sinton��a
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Penetraci�on del Tornillo Tama
no del Elemento de
de Sinton��a �mm� Sinton��a Equivalente �mm�

����� �����

����� ��	��

����� �����

Tabla 
��� Tama	no del elemento de sinton��a equivalente� con secci�on transversal cua�
drada� en funci�on de la penetraci�on del tornillo de sinton��a �� � � mm� situado dentro
de la cavidad de la estructura mostrada en la 
gura ��� �apartado a��

equivalente� As�� pues� al aumentar la penetraci�on del tornillo de sinton��a real� la
perturbaci�on electromagn�etica que producen los �angulos del elemento de sinton��a
equivalente introducido crece� por lo que el tama�no requerido en el elemento de
sinton��a equivalente es menor para conseguir el mismo efecto producido por el
tornillo original� Empleando pues los valores mostrados en la tabla 
��� y obte

niendo adem�as algunos otros valores adicionales para penetraciones mayores del
tornillo de sinton��a �hasta que el tornillo penetre aproximadamente la mitad de la
altura de la cavidad resonante�� es posible obtener una curva mediante m��nimos
cuadrados por ejemplo que se ajuste bien a todos los valores obtenidos� Una vez
construida dicha curva� en ella se podr�a leer el valor del tama�no del elemento de
sinton��a equivalente �lado de su secci�on transversal cuadrada� que corresponde
a cada penetraci�on del tornillo real considerado� aqu�el de di�ametro � � � mm�
y situado dentro de la cavidad resonante del �ltro paso banda de un solo polo
implementado� Con el objeto de disponer de un juego apropiado de este tipo de
gr�a�cas� el proceso reci�en descrito deber��a repetirse para otros tornillos �diferen

tes penetraciones� situados en la misma estructura previamente considerada� y
posteriormente situando todos los tornillos empleados en el proceso de medidas
en estructuras similares ��ltros paso banda de un solo polo�� pero con dimen

siones de sus elementos integrantes �ventanas de acoplo inductivas y cavidades
resonantes� diferentes a las del ejemplo planteado anteriormente�

En un �ltro paso banda implementado con ventanas de acoplo inductivas� tal
y como ya se ha comentado con anterioridad� los tornillos de sinton��a no s�olo se
sit�uan en las cavidades resonantes para ajustar la frecuencia central de la banda
de paso� sino que tambi�en se colocan en las ventanas de acoplo inductivas del
�ltro para conseguir el ancho frecuencial deseado en la citada banda de paso� Los
efectos de los tornillos de sinton��a en los mencionados �ltros pueden simularse
f�acilmente con los programas DUMAS 
�� y ANAPLAN
W� empleando para ello
l�ogicamente elementos de sinton��a con secci�on transversal cuadrada� Tras simu

lar con dichos programas la respuesta deseada del �ltro paso banda� es necesario
determinar el valor de los di�ametros de los tornillos de sinton��a reales a emplear
en el dispositivo a construir� para lo cual deben utilizarse gr�a�cas de equivalencia
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Figura 
��� Estructura considerada para estudiar la evoluci�on de la frecuencia central
de la banda de paso de un 
ltro paso banda de un solo polo� con un elemento de sinton��a
en su cavidad resonante� en funci�on de la penetraci�on de dicho elemento�

similares a aqu�ella descrita en el p�arrafo anterior� En concreto� deben utilizar

se dos de las mencionadas gr�a�cas� una de ellas para obtener los di�ametros de
los tornillos a situar dentro de las cavidades resonantes del �ltro� y la otra para
deducir los di�ametros de los tornillos a colocar en las ventanas de acoplo del ci

tado dise�no� De esta manera� utilizando los tornillos de sinton��a cuyos di�ametros
se obtienen mediante dichas gr�a�cas� el �ltro paso banda implementado presen

tar�a una respuesta electromagn�etica muy similar a la obtenida en simulaci�on con
elementos de sinton��a de secci�on transversal cuadrada�

����� Investigaci�on de Zonas de Sinton�
a

Como primera aplicaci�on del modelo desarrollado en el apartado 
���� para re

presentar el comportamiento electromagn�etico de los tornillos de sinton��a� en este
apartado se investiga en primer lugar el efecto que supone introducir un elemento
de sinton��a �con secci�on transversal cuadrada� en una cavidad resonante� que est�a
acoplada con las gu��as de entrada y salida de la estructura considerada mediante
sendas ventanas de acoplo inductivas �ver estructura en �gura 
���� Las dimen

siones nominales de la secci�on transversal de las gu��as de entrada y salida escogi

das �a � �	���� mm� b � ������ mm� corresponden a las de la gu��a normalizada
WR
��	� mientras como ventanas de acoplo se eligen gu��as con secci�on transver

sal rectangular �a � ������ mm� b � ������ mm� de profundidad ����� mm� La
cavidad resonante del �ltro viene representada de nuevo por una gu��a normaliza

da WR
��	 de longitud ������ mm� y el elemento de sinton��a centrado en dicha
cavidad presenta una secci�on transversal cuadrada de lado ������ mm�
Una estructura como la considerada en el ejemplo bajo an�alisis� constituida

por una cavidad resonante acoplada a las gu��as de entrada y salida mediante
ventanas de acoplo inductivas �recordar �g� 
���� constituye un �ltro paso banda
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Figura 
�	� Evoluci�on de la frecuencia central de la banda de paso de la estructura
mostrada en la 
gura ��� frente a la penetraci�on del elemento de sinton��a situado en la
cavidad resonante de dicha estructura�

en gu��a rectangular de un solo polo �una sola cavidad�� cuya respuesta electro

magn�etica �par�ametro S��� presenta una banda de paso centrada a una determi

nada frecuencia con un cierto ancho frecuencial� En la �gura 
�	� se muestra la
variaci�on de la frecuencia central de la banda de paso del �ltro considerado para
diferentes penetraciones del elemento de sinton��a situado en su cavidad resonan

te� observando� como era previsible� que dicha frecuencia central disminuye al
aumentar la penetraci�on del elemento de sinton��a� De los resultados mostrados
en la �gura 
�	� para un elemento de sinton��a que presenta secci�on transversal
cuadrada �lado igual a ������ mm� situado en la cavidad resonante de la estruc

tura analizada� es posible determinar f�acilmente la penetraci�on requerida y la
variaci�on necesaria de dicha penetraci�on para compensar imprecisiones en la fa

bricaci�on de �ltros paso banda� o incluso para sintonizar estos �ltros a diferentes
frecuencias pertenecientes a una determinada banda de inter�es�
De manera similar a como se ha estudiado previamente el efecto que supone

situar un elemento de sinton��a en la cavidad resonante de un �ltro paso banda de
un solo polo� seguidamente se procede a determinar como afecta colocar elementos
de sinton��a en las ventanas de acoplo del citado �ltro paso banda� empleando
para ello una estructura como la mostrada en la �gura 
��� En esta ocasi�on� la
estructura considerada es id�entica �mismas dimensiones de los elementos que la
integran� a la empleada en el caso anterior� exceptuando la profundidad de las
ventanas de acoplo� cuyo valor se elige en este caso igual a ����� mm� Como
elemento de sinton��a a situar en ambas ventanas �ver �g� 
���� se ha escogido
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Figura 
��� Estructura escogida para analizar la evoluci�on del ancho frecuencial de la
banda de paso de un 
ltro paso banda de un solo polo� con elementos de sinton��a en
las ventanas de acoplo de entrada y salida del 
ltro� en funci�on de la penetraci�on de
dichos elementos�

nuevamente un elemento que tiene secci�on transversal cuadrada� aunque el lado
de la secci�on presenta en este an�alisis un valor de ����� mm�

Los resultados obtenidos al simular la estructura recogida en la �gura 
���
variando l�ogicamente la penetraci�on de los elementos de sinton��a situados en las
ventanas de acoplo de entrada y salida� se ofrecen en la �gura 
��� donde se
muestra la evoluci�on del ancho de banda relativo de la respuesta paso banda
del �ltro considerado� Este ancho de banda relativo se de�ne como el cociente
entre el ancho frecuencial a 
 dB de la mencionada respuesta paso banda del
�ltro y la frecuencia central de dicha banda de paso� que se representa adem�as
normalizado respecto del valor obtenido para este cociente cuando no existen
elementos de sinton��a en las ventanas de acoplo� Estos resultados recogidos en
la �gura 
��� tal y como era de esperar� con�rman que el ancho de banda de la
respuesta electromagn�etica �par�ametro S��� del �ltro paso banda aumenta cuando
se incrementa la penetraci�on del elemento de sinton��a situado en sus ventanas de
acoplo inductivas� De esta �ultima gr�a�ca ��gura 
���� considerando un mismo
elemento de sinton��a con secci�on transversal cuadrada �lado igual a ����� mm� en
las ventanas de acoplo inductivas de entrada y salida de la estructura simulada�
puede deducirse con facilidad la penetraci�on requerida en dichos tornillos� as��
como la variaci�on necesaria de esta penetraci�on� para una aplicaci�on espec���ca
que requiera de la presencia de los mencionados elementos de sinton��a�

Del estudio presentado sobre las posibles zonas de sinton��a a conseguir� em

pleando para ello elementos de sinton��a en las cavidades resonantes y en las ven

tanas de acoplo inductivas de un �ltro paso banda de un solo polo� se concluye
que dichos elementos pueden emplearse no s�olo para compensar las degradaciones
que experimentan las respuestas de los �ltros debidas a tolerancias en su imple

mentaci�on� sino tambi�en para sintonizar los mencionados �ltros paso banda en
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Figura 
��� Evoluci�on del ancho de banda relativo normalizado� que presenta la res�
puesta paso banda de la estructura mostrada en la 
gura ���� frente a la penetraci�on
del elemento de sinton��a situado en las ventanas de acoplo de dicha estructura�

una determinada banda de frecuencias preservando un cierto ancho de banda�
Concretamente� esta �ultima posibilidad que ofrecen los mencionados elementos
de sinton��a� deducida de la enorme zona de frecuencias centrales de bandas de
paso y anchos de banda relativos que pueden conseguirse con dichos elementos
de sinton��a �recordar �guras 
�	 y 
���� se ha utilizado en el pr�oximo apartado
para presentar un procedimiento de dise�no de estructuras b�asicas de �ltros paso
banda� implementadas con ventanas inductivas� que pueden sintonizarse dentro
de una banda de frecuencias manteniendo su ancho de banda mediante el empleo
de los correspondientes tornillos de sinton��a�

����� Procedimiento de Dise�no de Filtros Paso Banda en

Gu�
a Rectangular con Ventanas de Acoplo Inducti�

vas y Tornillos de Sinton�
a

En el presente apartado� se describe un procedimiento general para dise�nar una
estructura b�asica de �ltro paso banda en gu��a rectangular� con ventanas inducti

vas� cuya respuesta pueda sintonizarse en una determinada banda de frecuencias
preservando un cierto ancho frecuencial mediante tornillos de sinton��a� Este tipo
de implementaciones pueden encontrar aplicaci�on en el equipamiento utilizado en
radioenlaces� en los cuales cada usuario individual utiliza una peque�na porci�on
de la misma banda general de frecuencias� As�� pues� en dicha aplicaci�on puede
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Gu��a utilizada Dimensiones de las gu��as �mm�
para implementar Filtro a �� GHz Filtro a �	 GHz

�a ventana �anchura� ������ �����

�a cavidad �longitud� ������ ����	�

�a ventana �anchura� 	���� �����

�a cavidad �longitud� �	���� �
�
��


a ventana �anchura� ����� �����

Tabla 
�
� Dimensiones optimizadas de las ventanas de acoplo inductivas y de las
cavidades resonantes que integran los dos 
ltros paso banda en gu��a rectangular� sin
elementos de sinton��a� centrados respectivamente a �� GHz y �� GHz con un ancho de
banda de �

 MHz y respuesta tipo Chebyshev�

resultar interesante disponer por adelantado de la parte m�as costosa �la estruc

tura b�asica reci�en comentada� de los �ltros a utilizar por cada usuario� y en una
etapa posterior seleccionar la frecuencia espec���ca de operaci�on de cada usuario
sintonizando adecuadamente� mediante el empleo de una tapa superior con los
elementos de sinton��a apropiados� la estructura b�asica del mencionado �ltro paso
banda� Con el objeto de presentar esta t�ecnica de dise�no novedosa� a continuaci�on
se describe el proceso a seguir para dise�nar una estructura b�asica de �ltro paso
banda sim�etrico de � polos� implementado en gu��a rectangular con ventanas de
acoplo inductivas� cuya respuesta tipo Chebyshev pueda sintonizarse a cualquier
frecuencia comprendida entre �� GHz y �
 GHz preservando un mismo ancho de
banda igual a 
�� MHz�

Para obtener unas dimensiones �optimas de la estructura b�asica descrita pre

viamente� deben dise�narse en primer lugar dos �ltros paso banda sim�etricos de
� polos� implementados en gu��a rectangular con ventanas de acoplo inductivas
�ver �gura 
���� que presenten ambos una respuesta tipo Chebyshev con un an

cho de banda de 
�� MHz� y centrados respectivamente a la frecuencia inicial
y �nal de la banda en la que se pretende desplazar la respuesta del �ltro� en
nuestro caso a �� GHz y �
 GHz� En el dise�no de estos dos �ltros� se ha seguido
el procedimiento descrito en ����� donde se propone una t�ecnica alternativa pa

ra dise�nar �ltros de microondas basada en un simulador electromagn�etico como
puede ser por ejemplo el programa DUMAS 
�� �ver ap�endice B�� y que des

compone la tarea compleja de dise�no de �ltros en un conjunto de tareas m�as
simples con unos objetivos claramente identi�cados� Concretamente� este nuevo
procedimiento propuesto en ���� implica la optimizaci�on de un n�umero limitado
de par�ametros f��sicos del �ltro en cada etapa del dise�no� lo que resulta e�ciente
desde el punto de vista computacional� y a su vez provoca que el proceso de dise�no
converja r�apidamente a la soluci�on �optima� En el caso concreto de los dos dise�nos
que nos ocupan� siguiendo el m�etodo propuesto en ����� se han escogido como
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Figura 
���� Respuesta electromagn�etica �m�odulo de los par�ametros S�� y S��� que
presenta un 
ltro paso banda sim�etrico de � polos� implementado en gu��a rectangular
con ventanas de acoplo inductivas y respuesta tipo Chebyshev� centrado a �� GHz y
con un ancho de banda de �

 MHz en a�� y mismo tipo de 
ltro paso banda centrado
a �� GHz en b��

par�ametros f��sicos a optimizar las anchuras de las ventanas de acoplo inductivas
y las longitudes de las cavidades resonantes de los dos �ltros �recordar �g� 
����
Las gu��as de entrada y salida de ambos �ltros� as�� como las cavidades resonantes�
se corresponden con gu��as normalizadas WR
	� �a � ������ mm� b � ����� mm��
mientras que todas las ventanas de acoplo� al presentar car�acter inductivo� ten

dr�an una secci�on transversal rectangular de altura constante b � ����� mm� Para
la profundidad de todas las ventanas de acoplo� se ha escogido nuevamente un
mismo valor� en este caso igual a ����� mm� En cuanto a las anchuras de las dife

rentes ventanas de acoplo inductivas y las longitudes de las cavidades resonantes�
par�ametros escogidos para obtener las respuestas de los dos �ltros paso banda
sin elementos de sinton��a� sus respectivos valores optimizados tras implementar
el proceso de dise�no seguido se encuentran resumidos en la tabla 
�
� recogida
en la p�agina ��� donde se observa que tan s�olo se muestran las dimensiones de
dichos par�ametros para la mitad de las estructuras �tres ventanas de acoplo y
dos cavidades resonantes�� debido a que los dos �ltros dise�nados son sim�etricos�
Las respuestas electromagn�eticas �par�ametros de dispersi�on S�� y S��� que pre

sentan los dos �ltros paso banda dise�nados� centrados respectivamente a �� GHz
y �
 GHz� se muestran en la �gura 
��� �apartados a y b�� comprobando en dicha
�gura que ambas respuestas presentan el ancho de banda deseado �
�� MHz��

Las dimensiones �nales de las ventanas de acoplo �anchuras� de la estructu

ra b�asica de �ltro paso banda� sintonizable con elementos de sinton��a� quedan
restringidas por los valores m�as peque�nos de dichas dimensiones obtenidas en
los dise�nos de los �ltros paso banda sin elementos de sinton��a� que correspon

den al �ltro cuya respuesta est�a centrada a �
 GHz �consultar tabla 
�
�� Esta
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a� b�

Figura 
���� Estructura escogida para determinar el nivel de acoplamiento requerido
por cada ventana de acoplo inductiva de los 
ltros sin elementos de sinton��a en a�� y
estructura utilizada para obtener ese mismo nivel de acoplamiento empleando elementos
de sinton��a en la ventana correspondiente de la estructura b�asica en b��

restricci�on se debe a que el ancho de banda de las respuestas conseguidas en
los �ltros sin elementos de sinton��a mediante las ventanas de acoplo �anchuras��
se conseguir�an en la estructura b�asica sintonizable introduciendo elementos de
sinton��a en las ventanas de acoplo de dicha estructura� As�� pues� para la anchu

ra de la primera ventana de acoplo de la citada estructura b�asica� se escoge un
valor igual a ��	�� mm� mientras para la segunda y tercera ventana de acoplo
inductiva de dicha estructura se elige una misma anchura de valor ����� mm� El
nivel de acoplamiento requerido por los dos �ltros dise�nados previamente sin ele

mentos de sinton��a� centrados respectivamente a �� GHz y �
 GHz� es mayor que
el proporcionado por las anchuras reci�en escogidas para las ventanas de acoplo
de la estructura b�asica a dise�nar �comparar con las respectivas anchuras de las
ventanas de acoplo en la mencionada tabla 
�
�� por lo que para conseguir esos
niveles de acoplamiento� tal y como se termina de mencionar� se introducir�an ele

mentos de sinton��a �en este caso con secci�on transversal cuadrada de lado igual
a ����� mm� situados respectivamente en cada una de las ventanas de acoplo
inductivas de la estructura b�asica dise�nada �recordar apartado 
������ Para co

rroborar que las anchuras seleccionadas en las ventanas de acoplo inductivas de la
estructura b�asica son apropiadas� resulta necesario determinar las penetraciones
de los elementos de sinton��a� situados respectivamente en las ventanas inductivas
de la estructura b�asica� que permitan alcanzar los niveles de acoplamiento reque

ridos por los dos �ltros sin elementos de sinton��a� Los valores de estos niveles
de acoplamiento se determinan simulando estructuras sim�etricas constituidas por
una sola cavidad resonante �a � ������ mm� b � ����� mm�� que se encuentra
acoplada a las gu��as de entrada y salida �con iguales dimensiones que la cavidad�
mediante sendas ventanas de acoplo inductivas� cuyas dimensiones corresponden
en cada caso a las recogidas en la tabla 
�
� En la �gura 
��� �apartado a�� se
muestra el aspecto que presenta la estructura reci�en descrita para determinar los
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Figura 
���� Comparaci�on entre las respuestas electromagn�eticas �par�ametros S��� de
las estructuras mostradas en la 
gura ���� �apartados a y b� para el caso menos cr��tico
�primera ventana de acoplo de anchura ����
 mm del 
ltro a �� GHz� en a�� e id�entica
comparaci�on para el caso m�as cr��tico �segunda ventana de acoplo de anchura ��
�� mm
del 
ltro a �� GHz� en b��

niveles de acoplamiento proporcionados por cada ventana inductiva en los �ltros
sin elementos de sinton��a� observando adem�as en dicha �gura que las ventanas
de acoplo de entrada y salida son id�enticas �estructura sim�etrica�� Las distintas
respuestas electromagn�eticas de la estructura propuesta� simuladas haciendo uso
del programa DUMAS 
��� se centran a la frecuencia correspondiente ��� GHz
o �
 GHz dependiendo de la ventana de acoplo que se considere�� modi�cando
para ello de manera adecuada la longitud de la cavidad resonante que integra la
citada estructura �recordar apartado a en �g� 
����� A continuaci�on� usando las
ventanas de acoplo inductivas elegidas para la estructura b�asica �la primera de
ellas con anchura igual a ��	�� mm� y la segunda y tercera con la misma anchura
de valor ����� mm�� debe poderse alcanzar en cada caso el mismo nivel de aco

plamiento obtenido con las ventanas inductivas de los dise�nos sin elementos de
sinton��a� para lo cual se emplea una estructura como la mostrada en la �gura 
���
�apartado b�� que incorpora l�ogicamente elementos de sinton��a en las dos ventanas
de acoplo� Las respuestas electromagn�eticas de esta nueva estructura� en cuya si

mulaci�on se ha hecho uso de los programas DUMAS 
�� y ANAPLAN
W� se han
centrado nuevamente a la frecuencia correspondiente ��� GHz o �
 GHz seg�un
el caso�� con el objeto de poder comparar estas nuevas respuestas con aqu�ellas
obtenidas anteriormente cuando no exist��an elementos de sinton��a en las venta

nas de acoplo� y determinar pues las penetraciones requeridas en los elementos
de sinton��a para superponer ambas respuestas en todos los casos considerados�
As�� por ejemplo� en la �gura 
��� �apartado a� se ofrece una comparaci�on entre
las respuestas electromagn�eticas que presentan las dos estructuras mostradas en
la �gura 
��� �apartados a y b� para el caso menos cr��tico� que corresponde a
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Elemento de Sinton��a Penetraci�on �mm�
situado en Filtro a �� GHz Filtro a �	 GHz

�a ventana �anchura���	�� mm� 
���� �����

�a ventana �anchura������ mm� ���		 �����


a ventana �anchura������ mm� ����� ����


Tabla 
��� Penetraciones de los elementos de sinton��a situados en las ventanas de
acoplo de la estrucutra b�asica para conseguir los niveles de acoplamiento requeridos
por los dise	nos a �� GHz y �� GHz�

la primera ventana de acoplo inductiva del �ltro centrado a �
 GHz� de anchura
����� mm� cuyo nivel de acoplamiento debe recuperarse insertando un elemento
de sinton��a en la primera ventana de acoplo de la estructura b�asica con anchura
igual a ��	�� mm� Como puede observarse en la �gura 
��� �apartado a�� es posi

ble conseguir que ambas respuestas se superpongan� habiendo empleado para ello
un elemento de sinton��a con secci�on cuadrada �de lado igual a ����� mm� que pe

netra ����� mm en la ventana de acoplo� Por otra parte� en la misma �gura 
���
�apartado b� se recoge el mismo estudio comparativo reci�en descrito pero en esta
ocasi�on para el caso m�as cr��tico� que se encuentra asociado a la segunda ventana
inductiva del �ltro centrado a �� GHz� con anchura igual a 	���� mm� cuyo nivel
de acoplamiento debe conseguirse introduciendo nuevamente un elemento de sin

ton��a ahora en la segunda ventana de acoplo de la estructura b�asica con anchura
����� mm� Los resultados mostrados en la �gura 
��� �apartado b� revelan que
es posible conseguir el nivel de acoplamiento buscado� habiendo necesitado en
este segundo ejemplo un elemento de sinton��a con secci�on cuadrada �nuevamente
de lado igual a ����� mm� penetrando ���		 mm en la ventana de acoplo� De la
discusi�on realizada sobre estos dos �ultimos resultados� es posible concluir que los
diferentes niveles de acoplamiento requeridos por las ventanas inductivas de los
�ltros centrados a �� GHz y �
 GHz pueden conseguirse� empleando l�ogicamente
los correspondientes elementos de sinton��a� mediante las ventanas de acoplo es

cogidas para la estructura b�asica de �ltro paso banda a dise�nar� Un resumen
completo de las penetraciones requeridas en estos elementos de sinton��a� determi

nadas respectivamente para superponer en cada caso las respuestas asociadas a
las dos estructuras consideradas en la �gura 
��� �apartados a y b�� se encuentra
recogido en la tabla 
���

En cuanto a las dimensiones �nales de las cavidades resonantes �longitudes�
de la estructura b�asica de �ltro paso banda a dise�nar� quedan ahora restringidas
por los valores m�as peque�nos obtenidos para dichas longitudes en el proceso de
sinton��a �a �� GHz o a �
 GHz seg�un el caso� de la estructura constituida por
una sola cavidad �recordar apartado b en �g� 
���� considerada anteriormente� es

tructura que se ha utilizado en la obtenci�on de las penetraciones de los elementos
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Figura 
��
� Estructura escogida para determinar las penetraciones del elemento de
sinton��a� a situar en la primera cavidad de la estructura b�asica� con el objeto de centrar
la respuesta de esta primera cavidad a �� GHz y �� GHz respectivamente�

de sinton��a� a situar en las respectivas ventanas de acoplo inductivas del modelo
b�asico de �ltro paso banda� que permiten obtener los niveles de acoplamiento
requeridos� De esta manera� al sintonizar dicha estructura correspondiente a la
primera ventana de acoplo de la implementaci�on b�asica� resulta necesario escoger
una cavidad en el esquema mostrado en la �gura 
��� �apartado b� de longitud
igual a �
���� mm para centrar su respuesta a �� GHz� mientras que para centrar
la respuesta de esa misma estructura con una sola cavidad a �
 GHz� se precisa
una longitud para dicha cavidad de valor ������ mm� Como consecuencia del
comentario realizado previamente� se escoge un valor igual a ������ mm �menor
que el m�as peque�no de los valores reci�en mencionados� para la longitud de la
primera cavidad resonante de la estructura b�asica a dise�nar� resultando preciso
entonces situar en dicha cavidad un elemento de sinton��a� nuevamente de secci�on
transversal cuadrada �en esta ocasi�on con lado igual a ����� mm�� que permita
sintonizar la respuesta de la citada estructura de una sola cavidad a �� GHz y
�
 GHz respectivamente� Para determinar las penetraciones de este nuevo ele

mento de sinton��a� debe considerarse una estructura como aqu�ella mostrada en
la �gura 
��
� cuya �unica cavidad resonante corresponde a una gu��a normalizada
WR
	� �a � ������ mm� b � ����� mm� de longitud ������ mm� acoplada a las
gu��as de entrada y salida �con secci�on transversal id�entica a la que presenta la
cavidad� mediante las ventanas de acoplo inductivas escogidas para la estructura
b�asica �la primera de anchura igual a ��	�� mm y la segunda con anchura de valor
����� mm� que incorporan los elementos de sinton��a apropiados �ver penetracio

nes en tabla 
��� para conseguir en cada caso ��ltro a �� GHz o a �
 GHz� los
niveles de acoplamiento necesarios� Tras centrar pues las correspondientes simu

laciones de la respuesta electromagn�etica �par�ametros S�� y S��� de la estructura
presentada en la �gura 
��
 a �� GHz y �
 GHz� las penetraciones obtenidas en
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Elemento de Sinton��a Penetraci�on �mm�
situado en Filtro a �� GHz Filtro a �	 GHz

�a cavidad �longitud������� mm� 
���� �����

�a cavidad �longitud��
�
�� mm� ����� ���	�

Tabla 
��� Penetraciones de los elementos de sinton��a situados en las cavidades de la
estructura b�asica para centrar su respuesta a �� GHz y �� GHz respectivamente�

cada caso para el elemento de sinton��a situado en la �unica cavidad de dicha estruc

tura se muestran en la tabla 
��� donde� tal y como cab��a esperar� la penetraci�on
del elemento de sinton��a requerida para centrar la citada respuesta a �� GHz
es bastante mayor que aqu�ella precisada por dicho elemento para posicionar la
respuesta a �
 GHz� pues las dimensiones escogidas para la estructura b�asica de
�ltro paso banda se encuentran bastante pr�oximas a las del dise�no centrado a
�
 GHz sin emplear elementos de sinton��a �recordar dimensiones en la tabla 
�

mostrada en la p�agina ����

A continuaci�on� para escoger la longitud de la segunda cavidad resonante de
la estructura b�asica paso banda� debe seguirse el mismo proceso descrito ante

riormente para obtener la longitud de la primera cavidad� aunque considerando
ahora l�ogicamente la segunda cavidad resonante a dise�nar� En esta ocasi�on� al
sintonizar la estructura mostrada en la �gura 
��� �apartado b�� correspondiente
a la segunda ventana de acoplo de la implementaci�on b�asica bajo dise�no� se nece

sita que la longitud de la cavidad en la estructura considerada presente un valor
igual a �	���� mm para centrar la respuesta de esta estructura a �� GHz� mien

tras que para situar la frecuencia central de la banda de paso de dicha respuesta
en �
 GHz� es necesario considerar una cavidad en la mencionada estructura cu

ya longitud presente un valor de �
���	 mm� En consecuencia� la longitud de
la segunda cavidad de la estructura b�asica paso banda se escoge� al quedar res

tringida por el valor m�as peque�no de los dos reci�en presentados� con un valor de
�
�
�� mm� Ahora bien� con el objeto de centrar la respuesta conjunta de las dos
primeras cavidades de la estructura b�asica a �� GHz y �
 GHz respectivamente�
ser�a necesario colocar en dicha cavidad un nuevo elemento de sinton��a con secci�on
transversal cuadrada �de lado otra vez igual a ����� mm�� Las penetraciones re

queridas en este nuevo elemento de sinton��a� presente en la segunda cavidad de la
estructura b�asica dise�nada� se determinan considerando una estructura como la
que se muestra en la �gura 
���� constituida por dos cavidades resonantes repre

sentadas de nuevo mediante sendas gu��as normalizadas WR
	� �a � ������ mm�
b � ����� mm� de longitudes ������ mm �primera cavidad� y �
�
�� mm �segun

da cavidad�� acopladas respectivamente a las gu��as de entrada y salida �de secci�on
transversal id�entica a la de las dos cavidades� mediante la primera �ventana de
acoplo de entrada� y tercera �ventana de acoplo de salida� ventana de acoplo
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Figura 
���� Estructura escogida para determinar las penetraciones del elemento de
sinton��a� a situar en la segunda cavidad de la estructura b�asica� con el objeto de centrar
la respuesta conjunta de las dos primeras cavidades de la estructura b�asica a �� GHz
y �� GHz respectivamente�

elegidas para la estructura b�asica �la primera de anchura igual a ��	�� mm y la
tercera con anchura de valor ����� mm�� y acopladas entre s�� �las dos cavidades
de la estructura ofrecida en la �gura 
���� mediante una ventana de acoplo inter

media correspondiente a la segunda ventana de acoplo de la estructura b�asica �de
anchura tambi�en igual a ����� mm�� En cada una de estas ventanas de acoplo� se
incorporan �ver �gura 
���� los elementos de sinton��a apropiados �cuyas penetra

ciones se resumen en la tabla 
��� para obtener en cada caso ��ltro con respuesta
paso banda centrada a �� GHz o a �
 GHz� los niveles de acoplamiento requeri

dos por cada uno de estos dos dise�nos� mientras en la primera cavidad resonante
de esta nueva estructura considerada �recordar �g� 
����� se sit�ua el elemento de
sinton��a seleccionado previamente para dicha cavidad con la penetraci�on adecua

da �consultar tabla 
��� para cada uno de los dos posibles casos analizados ��ltro
a �� GHz o a �
 GHz�� Centrando pues las correspondientes simulaciones de la
respuesta electromagn�etica asociada a la estructura recogida en la �gura 
��� a
�� GHz y �
 GHz respectivamente� se obtienen las penetraciones requeridas en
cada caso para el elemento de sinton��a ubicado en la segunda cavidad de la citada
estructura� penetraciones cuyos valores se encuentran resumidos nuevamente en
la tabla 
�� mostrada en la p�agina anterior�

Una vez determinadas las anchuras de las ventanas de acoplo inductivas y las
longitudes de las cavidades resonantes� siguiendo para ello los procesos descritos
anteriormente� se ha completado el dise�no de una estructura b�asica de �ltro pa

so banda en gu��a rectangular con ventanas de acoplo inductivas� cuya respuesta
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electromagn�etica� del tipo Chebyshev y ancho frecuencial igual a 
�� MHz� pue

de centrarse a cualquier frecuencia perteneciente a la banda comprendida entre
�� GHz y �
 GHz empleando los correspondientes elementos de sinton��a� De ma

nera adicional� con el objeto de comprobar la validez del dise�no de la mencionada
estructura b�asica de �ltro paso banda� se determinan seguidamente las penetra

ciones de los elementos de sinton��a �cilindros con secci�on transversal cuadrada��
a situar en las ventanas de acoplo inductivas y en las cavidades resonantes de
la estructura b�asica� para conseguir centrar la respuesta paso banda de dicha
estructura b�asica a �� GHz y �
 GHz preservando su ancho de banda de valor

�� MHz� en cuya obtenci�on �valores �nales de las penetraciones de los elemen

tos de sinton��a� pueden emplearse perfectamente como valores iniciales aqu�ellos
determinados para dichos elementos durante el proceso de dise�no de la estruc

tura b�asica� que se encontrar�an pr�oximos a los valores �nales requeridos en la
estructura completa�

As�� pues� para conseguir centrar la respuesta paso banda �tipo Chebyshev�
de la estructura b�asica dise�nada a �� GHz y �
 GHz� preservando su ancho de
banda de valor igual a 
�� MHz� se ha seguido el mismo procedimiento emplea

do anteriormente en el dise�no de los dos �ltros sin elementos de sinton��a� En
este m�etodo� cuya descripci�on se encuentra perfectamente detallada en ����� se
dise�na cavidad tras cavidad �junto con sus correspondientes ventanas de acoplo
de entrada y salida� comparando la respuesta electromagn�etica de la estructura
real con la que presenta una red ideal� cuya respuesta global coincide con aqu�ella
deseada� en una con�guraci�on terminada de dicha red ideal correspondiente a la
cavidad a dise�nar en cada etapa �ver detalles en ������ Al dise�nar cada una de las
cavidades de la estructura real� para conseguir que su respuesta electromagn�etica
coincida con la asociada a la proporcionada por la con�guraci�on correspondien

te de la red ideal� deben manejarse un n�umero limitado de par�ametros f��sicos a
optimizar� tal y como se indica en ����� habiendo escogido en este caso las pene

traciones de los elementos de sinton��a a situar en las ventanas de acoplo y en las
cavidades resonantes de la estructura b�asica dise�nada� En el proceso de dise�no
que se ha seguido� las respuestas electromagn�eticas correspondientes a las diferen

tes estructuras reales consideradas se han simulado utilizando la herramienta de
programaci�on DUMAS 
�� �ver ap�endice B�� empleando en dichas simulaciones
��� t�erminos para implementar las diferentes series est�aticas requeridas �recordar
apartado ����� del cap��tulo ��� ��� sumandos en las diversas partes est�aticas de
las series din�amicas a evaluar �recordar apartado ����� del cap��tulo ��� y �� modos
para describir los campos el�ectrico y magn�etico en todas las gu��as integrantes de
cada estructura debido a que las uniones entre dichas gu��as son bastante abrup

tas� Estos valores tan elevados necesarios para que las diferentes simulaciones de
las estructuras reales sean correctas� y requeridos tambi�en en el proceso seguido
anteriormente para dise�nar la estructura b�asica de �ltro paso banda� precisan de
herramientas de programaci�on optimizadas como DUMAS 
�� con el objeto de
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Figura 
���� Comparaci�on entre las respuestas el�ectromagn�eticas �par�ametros S��� de
la estructura real y de la red ideal tras 
nalizar el dise	no de las dos primeras cavidades
de la estructura b�asica� con elementos de sinton��a� para centrar su respuesta paso banda
a �� GHz en a�� y misma comparaci�on una vez culminado el proceso de dise	no de la
primera cavidad de la estructura b�asica� incluyendo tambi�en elementos de sinton��a�
para centrar su respuesta a �� GHz en b��

que los dise�nos puedan implementarse en tiempo real� Asimismo� como ya se ha
comentado con anterioridad� las numerosas integrales de acoplamiento entre gu��as
rectangulares y gu��as reentrantes� requeridas por la herramienta DUMAS 
�� para
analizar el efecto de los elementos de sinton��a en la estructura b�asica dise�nada� se
han obtenido haciendo uso del mencionado programa ANAPLAN
W� que consta
de un c�odigo e�ciente para obtener todas las integrales necesarias de forma r�apida
y precisa� Debido a la simetr��a de las dos implementaciones consideradas ��ltros
paso banda con respuestas centradas respectivamente a �� GHz y �
 GHz�� su
dise�no tan s�olo requiere normalmente optimizar las dos primeras cavidades reso

nantes mediante el procedimiento descrito en ����� pues una vez optimizado su
comportamiento� la otra mitad del �ltro se obtiene duplicando sim�etricamente las
dimensiones optimizadas deducidas al dise�nar las dos primeras cavidades� A mo

do de ejemplo� en la �gura 
��� �apartado a� se muestra una comparaci�on entre
las respuestas electromagn�eticas �par�ametros S��� de la estructura real� incluyen

do los elementos de sinton��a apropiados� y de la red ideal tras �nalizar el proceso
de dise�no de las dos primeras cavidades de la estructura b�asica cuya respuesta
pretende centrarse a �� GHz� Por otra parte� en dicha �gura 
��� �apartado b� se
ofrece una comparaci�on similar a la anterior� pero en este caso una vez concluido
el proceso seguido en el dise�no de la primera cavidad de la misma estructura
b�asica con respuesta centrada ahora en �
 GHz�

Una vez �nalizados los procedimientos de dise�no seguidos para centrar la
respuesta paso banda de la estructura b�asica considerada a �� GHz y �
 GHz�
empleando para ello elementos de sinton��a situados en las ventanas de acoplo y
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Elemento de Sinton��a Penetraci�on �mm�
situado en Filtro a �� GHz Filtro a �	 GHz

�a ventana �anchura���	�� mm� 
�
�� ��	��

�a cavidad �longitud������� mm� 
���� �����

�a ventana �anchura������ mm� ���	� �����

�a cavidad �longitud��
�
�� mm� ���	� �����


a ventana �anchura������ mm� 
��	� �����

Tabla 
��� Valores optimizados de las penetraciones de los elementos de sinton��a situa�
dos en las ventanas de acoplo y en las cavidades de la estructura b�asica para centrar
su respuesta a �� GHz y �� GHz respectivamente�

en las cavidades resonantes de la citada estructura b�asica� los valores optimizados
de las penetraciones de dichos elementos pueden encontrase para cada caso ��ltro
paso banda con respuesta centrada a �� GHz o a �
 GHz� en la tabla 
��� donde
tan s�olo se ofrecen las penetraciones de los elementos de sinton��a situados en la
primera mitad de la estructura b�asica� debido a la simetr��a f��sica considerada en
los dise�nos realizados� Observando las penetraciones optimizadas que se mues

tran en la tabla 
��� se descubre que �estas presentan unos valores muy pr�oximos
a aqu�ellos recogidos en las tablas 
�� y 
��� obtenidos durante el dise�no de la
estructura b�asica� valores que se han escogido adem�as� de manera acertada� como
punto de partida en el proceso de dise�no de�nitivo de los �ltros con respuestas
centradas respectivamente a �� GHz y �
 GHz� La elecci�on de los mencionados
valores para iniciar el dise�no de los citados �ltros provoca que el esfuerzo requeri

do para culminar dicha tarea no resulte especialmente costoso� pues los valores de
las penetraciones de los elementos de sinton��a con los que se inician los respectivos
procesos de dise�no est�an muy cercanos a la soluci�on �nal buscada� Empleando
pues las penetraciones optimizadas de los elementos de sinton��a recogidas en la
tabla 
��� se han simulado las respuestas electromagn�eticas �par�ametros S�� y
S��� de la estructura b�asica dise�nada situando los correspondientes elementos de
sinton��a en sus ventanas de acoplo y en sus cavidades resonantes� simulaciones
que se muestran en la �gura 
��� �apartado a� para el caso en el que la res

puesta de la estructura b�asica se encuentra centrada a �� GHz� y en esa misma
�gura 
��� �apartado b� cuando dicha respuesta est�a centrada a �
 GHz� En
ambas respuestas� se observa como el ancho de banda requerido �de valor igual
a 
�� MHz� se ha conseguido preservar perfectamente a las frecuencias inicial y
�nal ��� GHz y �
 GHz respectivamente� de la banda de trabajo� por lo que se
puede concluir que dicha respuesta Chebyshev con ancho de banda de 
�� MHz�
asociada a la estructura b�asica dise�nada� podr�a centrarse en cualquier frecuencia
de la banda comprendida entre �� GHz y �
 GHz� mediante el empleo de los
correspondientes elementos de sinton��a con penetraciones adecuadas� preservan
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Figura 
���� Simulaci�on de la respuesta electromagn�etica �m�odulo de los par�ametros
S�� y S��� que presenta la estructura b�asica dise	nada empleando los elementos de sin�
ton��a apropiados para centrar la respuesta de la estructura a �� GHz en a�� simulaci�on
de dicha respuesta cuando se utilizan los elementos de sinton��a para centrar la res�
puesta de la estructura a �� GHz en b�� y medidas de las respuestas que ofrece la
implementaci�on real de la estructura b�asica centrada a ambas frecuencias en c��

do el citado ancho de banda� Asimismo� en la �gura 
��� �apartados a y b� se
comprueba tambi�en que las p�erdidas de retorno �par�ametro S��� se mantienen
siempre por encima de �� dB en toda la banda de paso� requisito que conviene
observar en el dise�no de estos �ltros paso banda� Con el objeto de determinar
el efecto que supone introducir los elementos de sinton��a en la respuesta fuera
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Figura 
��	� Simulaci�on de la respuesta electromagn�etica en banda y fuera de ban�
da �m�odulo de los par�ametros S�� y S��� que presenta la estructura b�asica dise	nada
empleando los elementos de sinton��a apropiados para centrar la respuesta paso banda
de la estructura a �� GHz en a�� y misma simulaci�on cuando los elementos de sinton��a
centran la respuesta paso banda de la estructura a �� GHz en b��

de banda de los dos �ltros dise�nados� se ha simulado nuevamente la respuesta
electromagn�etica �par�ametros S�� y S��� de los dos casos considerados anterior

mente ��ltro a �� GHz y �
 GHz� en una banda de frecuencias mayor que sus
respectivas bandas de paso �en concreto entre �� GHz y �� GHz�� ofreciendo las
dos respuestas obtenidas en la �gura 
��	 �apartados a y b respectivamente�� En
ambos casos� se observa la existencia de ciertas frecuencias arm�onicas a las que los
respectivos �ltros permitir��an el paso de se�nal� resultando pues necesario observar
dicha circunstancia a priori por si alguna aplicaci�on concreta requiriera de alg�un
�ltro paso bajo adicional� situado detr�as del �ltro paso banda dise�nado� Adem�as�
conviene observar que la respuesta donde aparecen m�as nuevas zonas arm�onicas
de paso a frecuencias m�as bajas corresponde al �ltro centrado a �� GHz� aqu�el en
el que los elementos de sinton��a� debido a razones de dise�no� precisa de mayores
penetraciones para centrar su respuesta paso banda a �� GHz�

En el intento de validar la estructura b�asica dise�nada� cuya respuesta paso
banda puede centrarse a cualquier frecuencia dentro de la banda comprendida
entre �� GHz y �
 GHz preservando un ancho de banda de 
�� MHz� se ha cons

truido un modelo b�asico con las dimensiones obtenidas previamente en el proceso
de dise�no de la estructura b�asica� En la �gura 
��� �apartados a y b�� se observa
respectivamente una vista frontal y una vista de la parte superior de la estructura
b�asica de �ltro paso banda implementada� que est�a constituida� como ya se ha
comentado con anterioridad� por ventanas de acoplo inductivas y por cavidades
resonantes� cuyas dimensiones respectivas �anchuras y longitudes� corresponden
a las mostradas entre par�entesis en la tabla 
��� Para centrar la respuesta paso
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a� b�

Figura 
���� Vista frontal de la estructura b�asica de 
ltro paso banda con ventanas
inductivas en a�� y vista de la parte superior de dicha estructura en b��

a� b�

Figura 
���� Pieza con elementos de sinton��a de secci�on transversal cuadrada �de
lado igual a ��


 mm o ��


 mm� cuyas penetraciones permiten centrar la respuesta
paso banda de la estructura b�asica a �� GHz en a�� y ensamblaje de esta pieza con la
estructura b�asica para implementar el 
ltro con respuesta centrada a �� GHz en b��

banda de la estructura b�asica dise�nada a la frecuencia inicial ��� GHz� y �nal
��
 GHz� de la banda de inter�es� se han implementado asimismo dos piezas con
elementos de sinton��a de secci�on transversal cuadrada �de lado igual a ����� mm o
����� mm seg�un donde se sit�ue cada elemento� y penetraciones correspondientes�
tal y como puede observarse en la �gura 
��� �apartado a� para la pieza que cen

tra la respuesta paso banda de la estructura b�asica a �� GHz� y en la �gura 
���
�apartado a� cuando la pieza representa aqu�ella que centra la respuesta paso ban

da del modelo b�asico a �
 GHz� Los valores concretos de las penetraciones de
los elementos de sinton��a que integran dichas piezas se muestran para cada caso
��ltro a �� GHz o a �
 GHz� en la tabla 
��� La estructura �nal� cuya respuesta
paso banda se encuentra centrada bien a �� GHz o bien a �
 GHz� se obtiene
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a� b�

Figura 
���� Pieza con elementos de sinton��a de secci�on transversal cuadrada �de lado
igual a ��


 mm o ��


 mm� cuyas penetraciones permiten centrar la respuesta paso
banda de la estructura b�asica a �� GHz en a�� y pieza con tornillos de sinton��a de
secci�on transversal circular �con di�ametro � � � mm o � � � mm� cuyas penetraciones
pueden ajustarse manualmente para centrar la respuesta paso banda de la estructura
b�asica a cualquier frecuencia comprendida entre �� GHz y �� GHz en b��

a� b�

Figura 
���� Ensamblaje de la pieza que incluye tornillos de sinton��a con la estructura
b�asica construida para implementar un 
ltro paso banda cuya respuesta puede centrarse
a cualquier frecuencia comprendida entre �� GHz y �� GHz en a�� y vista conjunta de
todas las piezas construidas en b��

�nalmente ensamblando la estructura b�asica �ver �g� 
���� con la pieza superior
correspondiente �apartado a en �g� 
��� o apartado a en �g� 
����� ensamblaje a
realizar como se indica en la �gura 
��� �apartado b��

Por otra parte� se ha construido tambi�en una pieza con tornillos de sinton��a
de secci�on transversal circular �con di�ametro � � � mm o � � � mm seg�un se
sit�ue el tornillo en una ventana de acoplo inductiva o en una cavidad resonante��
que permita centrar la respuesta paso banda de la estructura b�asica a cualquier
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frecuencia comprendida entre �� GHz y �
 GHz� mediante el ajuste manual de la
penetraci�on de los diferentes tornillos de sinton��a en el laboratorio� preservando
un ancho de banda de 
�� MHz� En la �gura 
��� �apartado b�� se muestra el
aspecto de esta pieza con tornillos de sinton��a� cuyas penetraciones corresponden
a las obtenidas en el laboratorio para sintonizar la respuesta paso banda de la
estructura b�asica a �
 GHz� Comparando las dos im�agenes mostradas en la �

gura 
��� �apartados a y b�� se observa una equivalencia �al menos una relaci�on
de aspecto� entre las penetraciones requeridas en los elementos de sinton��a con
secci�on transversal circular y cuadrada para centrar la respuesta de la estruc

tura b�asica a �
 GHz� con�rmando pues� en cierta manera� que la equivalencia
propuesta entre tornillos de sinton��a �secci�on transversal circular� y elementos
de sinton��a �secci�on transversal cuadrada� puede utilizarse para dise�nar correcta

mente estructuras b�asicas de �ltros paso banda� que posteriormente se sintonizan
empleando tornillos de sinton��a reales� En el caso que nos ocupa� la estructura
paso banda �nal incluyendo elementos de sinton��a se obtiene� al igual que en el
caso anterior donde se utilizaban las piezas con elementos de sinton��a de secci�on
transversal cuadrada� ensamblando la estructura b�asica con la pieza que incorpora
los tornillos de sinton��a� ensamblaje que se ilustra gr�a�camente en la �gura 
���
�apartado a�� Por �ultimo� en la �gura 
��� �apartado b� se ofrece un aspecto
global de todas las piezas construidas para validar el procedimiento de dise�no
propuesto en este apartado� las cuales constituyen una estructura b�asica de �ltro
paso banda� com�un a todos los posibles dise�nos que pueden implementarse� una
pieza con elementos de sinton��a �secci�on transversal cuadrada� para centrar la
respuesta de la citada estructura b�asica a �� GHz� una pieza similar tambi�en in

tegrada por elementos de sinton��a �secci�on transversal cuadrada� que centran en
esta ocasi�on la respuesta paso banda de la estructura b�asica a �
 GHz� y �nalmen

te una pieza con tornillos de sinton��a �secci�on transversal circular� que pueden
ajustarse manualmente en el laboratorio para centrar la mencionada respuesta
paso banda a cualquier frecuencia comprendida entre �� GHz y �
 GHz�

A continuaci�on� con el objeto de corroborar las simulaciones de las respuestas
electromagn�eticas �par�ametros S�� y S��� que presentan los dise�nos con elementos
de sinton��a �secci�on transversal cuadrada� mostradas en la �gura 
��� �apartados
a y b�� se ha realizado una campa�na de medidas de las respuestas que ofrecen las
implementaciones pr�acticas de los mencionados dise�nos �recordar apartado b en
�g� 
����� medidas que se han efectuado en el �Area de Microondas del Laborato

rio de Sistemas de Radiofrecuencia que la ESA �Agencia Espacial Europea� tiene
en ESTEC �Centro Europeo de Tecnolog��a e Investigaci�on Espacial�� empleando
para ello un analizador de redes HP����C calibrado mediante el procedimiento
normalizado TRL completo de dos puertos �en ing�es full ��port�� Los resultados
obtenidos tras realizar estas medidas �par�ametros S�� y S��� se encuentran reco

gidos� por razones comparativas� en la �gura 
��� �apartado c� mostrada en la
p�agina ���� donde� tras comparar dichos resultados con las simulaciones de las
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Figura 
���� Medidas de la respuesta electromagn�etica �m�odulo de los par�ametros S��
y S��� que presenta la estructura b�asica construida empleando tornillos de sinton��a para
centrar la respuesta a �� GHz en a�� a �� GHz en b�� y a �� GHz en c��

respuestas de los mencionados �ltros �apartados a y b�� se concluye que existe
un gran parecido entre las medidas de los dise�nos implementados y las respuestas
previstas mediante las simulaciones� No obstante� observando con mayor detalle
los resultados ofrecidos en la �gura 
���� se descubre que existe una cierta degra

daci�on en las p�erdidas de retorno �par�ametro S��� que presenta la respuesta de la
estructura b�asica sintonizada a �
 GHz �comparar apartados b y c en �g� 
�����
debido muy probablemente a las tolerancias mec�anicas �por encima de ���m� que
se han producido en las implementaciones tanto de la estructura b�asica como de
las piezas con elementos de sinton��a� Aun as��� los resultados obtenidos permiten
con�rmar en primer lugar la precisi�on con que la herramienta de programaci�on
DUMAS 
��� en este caso junto con el programa comercial ANAPLAN
W� es
capaz de analizar y dise�nar �en tiempo real� estructuras complejas de microondas
como son los �ltros paso banda incluyendo el efecto de los elementos de sinton��a�
y� en sgundo lugar� dichos resultados validan completamente el procedimiento
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propuesto en el presente apartado para dise�nar estructuras b�asicas paso banda�
cuya respuesta puede sintonizarse dentro de una determinada banda de inter�es
empleando elementos de sinton��a�
Finalmente� con la intenci�on de validar de�nitivamente las dimensiones obte


nidas para la estructura b�asica de �ltro paso banda �recordar implementaci�on en
�g� 
����� se ha empleado la pieza construida con tornillos de sinton��a de secci�on
transversal circular �ver apartado b en �g� 
���� para sintonizar experimental

mente la respuesta paso banda de la estructura b�asica� de ancho de banda igual
a 
�� MHz� a frecuencias comprendidas entre �� GHz y �
 GHz� Tras �nalizar
los correspondientes procesos de sinton��a de la estructura ensamblada �recordar
apartado a en �g� 
���� en el laboratorio� se han medido unas respuestas elec

tromagn�eticas de dicha estructura global con el analizador de redes HP����C
mostradas en la �gura 
��� �apartados a� b y c�� donde se observa que la respues

ta paso banda de la estructura b�asica se encuentra centrada respectivamente a
�� GHz� �� GHz y �
 GHz� tal y como se pretend��a durante el proceso de ajuste
de los tornillos de sinton��a� De esta manera� se con�rma que las dimensiones de
la estructura b�asica dise�nada� obtenidas siguiendo el procedimiento previamente
descrito� son correctas en el sentido que permiten centrar la respuesta paso banda
de la estructura b�asica a cualquier frecuencia perteneciente a la banda compren

dida entre �� GHz y �
 GHz� empleando para centrar dicha respuesta tornillos
de sinton��a en las ventanas de acoplo y en las cavidades resonantes de la citada
estructura b�asica� Asimismo� estos resultados validan plenamente el modelo uti

lizado para simular los efectos de los tornillos de sinton��a en el interior de �ltros
paso banda� modelo consistente en representar los tornillos mediante secciones
uniformes de gu��as reentrantes�

��� An�alisis y Dise�no de Filtros Paso Banda de

Modo Dual en Gu��a Circular

Los �ltros paso banda de modo dual se emplean asiduamente en la carga �util de
los sat�elites de comunicaciones� debido principalmente� tal y como se recoge con
detalle en �������� a la mayor selectividad� menor tama�no y por consiguiente me

nor masa� que dichos �ltros presentan en comparaci�on con aqu�ellos donde tan s�olo
se excita un �unico modo por cada cavidad resonante� En una con�guraci�on b�asica
de un �ltro paso banda de modo dual� cada una de las cavidades resonantes que
integran dicho �ltro debe soportar dos modos ortogonales y linealmente indepen

dientes excitados de manera simult�anea� En tales circunstancias� el n�umero de
cavidades resonantes requeridas para implementar un �ltro se reduce a la mitad
del orden de su correspondiente funci�on de transferencia� lo que reduce conside

rablemente el tama�no y el peso de la implementaci�on pr�actica del �ltro� Estas
con�guraciones de modo dual permiten adicionalmente implementar con suma fa
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cilidad ceros de transmisi�on en la respuesta del �ltro paso banda� facilitando por
tanto� como se indica en ���� ���� el dise�no de �ltros de modo dual con respuesta
el��ptica� cuya selectividad y buen comportamiento de las p�erdidas de inserci�on
permiten su empleo en aplicaciones que requieren de �ltros y multiplexores de
gran calidad�

Debido pues a la importancia que estos �ltros de modo dual presentan en
aplicaciones espaciales� en la presente secci�on se ofrecen dos implementaciones
alternativas de �ltros paso banda de modo dual en gu��a circular� La primera
implementaci�on se basa en la conexi�on en cascada de tramos uniformes de gu��as
circulares y el��pticas� calculando los modos de las gu��as el��pticas mediante un
procedimiento preciso y e�ciente� basado en reescribir la ecuaci�on de Helmholtz
como un problema lineal de autovalores empleando para ello el M�etodo de los
Momentos �procedimiento Galerkin�� La segunda de las implementaciones pro

puestas surge como consecuencia de que al construir los �ltros de modo dual
se incorporan en los dise�nos tornillos de sinton��a� cuyo ajuste manual permite
sintonizar la respuesta del �ltro� y tambi�en compensar las posibles tolerancias
producidas en el proceso de fabricaci�on de los mencionados �ltros� Esta segunda
implementaci�on se plantea para tener en cuenta el efecto de los citados tornillos
de sinton��a situados en los �ltros de modo dual� para lo cual dichos tornillos se
representan mediante un tramo uniforme de gu��a circular reentrante �en ingl�es
ridge�� cuyos modos e integrales de acoplamiento con los modos de las correspon

dientes gu��as circulares se determinan mediante el procedimiento expuesto en la
secci�on 
�� �apartado 
������ Por lo que respecta al resto de elementos integran

tes de esta segunda con�guraci�on alternativa� �estos contin�uan siendo tramos de
gu��as uniformes circulares y el��pticas� En cuanto al an�alisis y dise�no de las dos
estructuras propuestas� se ha realizado empleando b�asicamente la mencionada he

rramienta de programaci�on DUMAS 
��� a excepci�on claro est�a del c�alculo de las
integrales de acoplamiento entre los modos de las gu��as circulares y los modos de
las gu��as reentrantes� en cuya deducci�on se ha empleado el programa comercial
ANAPLAN
W� La utilizaci�on de DUMAS 
�� para simular el comportamiento
electromagn�etico de los �ltros de modo dual� al caracterizar todas sus uniones
planares empleando la t�ecnica acelerada propuesta en el cap��tulo � �secci�on ����
y solucionar los sistemas en banda mediante el procedimiento recursivo planteado
en el cap��tulo � �secci�on ��
�� garantiza el dise�no de las estructuras de modo dual
planteadas en tiempo real� Con el objeto de validar las dos estructuras de modo
dual propuestas se construyen sendas implementaciones pr�acticas� que permiten
con�rmar� tras medir sus respectivas respuestas electromagn�eticas� los resultados
previstos en la etapa de dise�no de los mencionados �ltros� Antes de iniciar una
descripci�on exhaustiva de los dos nuevos modelos propuestos de �ltros de modo
dual� conviene tener conocimiento de los elementos que integran este tipo de �l

tros� as�� como de las soluciones utilizadas hasta el momento en la implementaci�on
de estas estructuras� para de esta manera poder comprender mejor las novedades
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que introducen las implementaciones propuestas en esta secci�on� En consecuen

cia� se ha considerado oportuno ofrecer a continuaci�on una breve� pero bastante
completa� descripci�on de diferentes dise�nos escogidos para implementar los �ltros
de modo dual�

����� Descripci�on de Soluciones para Implementar Filtros

Paso Banda de Modo Dual

La soluci�on empleada convencionalmente para implementar �ltros de modo dual
utiliza iris rectangulares para conseguir los niveles de acoplo de entrada y salida
requeridos� iris en forma de cruz para proporcionar niveles de acoplo desiguales
entre las parejas de modos duales situados en cavidades adyacentes� y tornillos de
sinton��a para obtener los acoplos entre los modos duales dentro de cada cavidad�
Adem�as� para conseguir que los modos resuenen de manera s��ncrona �a la misma
frecuencia de resonancia en todas las cavidades�� se necesitan tornillos de sin

ton��a adicionales que permitan controlar de manera independiente la frecuencia
de resonancia asociada a cada modo� De esta manera� se concluye que un �ltro
paso banda de modo dual precisar�a de al menos tres tornillos de sinton��a en cada
cavidad� cuyo ajuste debe realizarse manualmente mediante un proceso de sinto

nizaci�on experimental bastante arduo y costoso� Adicionalmente� la presencia de
los tornillos de sinton��a en estas implementaciones reduce considerablemente la
capacidad de potencia que pueden manejar los �ltros de modo dual�
En primer lugar� se considerar�a el problema asociado al dise�no preciso de los

iris rectangulares e iris en forma de cruz� que proporcionan seg�un se termina de
explicar los acoplos de entrada y salida� as�� como los acoplos entre cavidades�
requeridos en un �ltro de modo dual� Con el objeto de que la respuesta del �ltro
de modo dual satisfaga los requerimientos impuestos� los valores de las dimensio

nes de los dos tipos de iris reci�en mencionados deben determinarse con una gran
precisi�on� Los valores �optimos de las dimensiones de los iris de acoplo de entrada
y salida pueden obtenerse usando un m�etodo propuesto en �
��� que se basa en
la teor��a de la difracci�on producida por peque�nos ori�cios propuesta en ����� y
en trabajos experimentales cuyos resultados se encuentran recogidos en ��������
Ahora bien� las f�ormulas anal��ticas asociadas a este m�etodo proporcionan valores
aproximados cuando las dimensiones de los iris resultan comparables al valor de
la longitud de onda� debido principalmente a la introducci�on en el mencionado
m�etodo de un coe�ciente emp��rico que tiene en cuenta el grosor del iris� Aunque
este problema� para el caso de gu��as circulares� se ha estudiado y se han ofrecido
asimismo posibles soluciones en ���� ���� todav��a no ha conseguido resolverse sin
embargo para los iris rectangulares� Para el dise�no riguroso de estos iris rec

tangulares� puede emplearse una t�ecnica cl�asica de an�alisis de uniones planares
denominada adaptaci�on modal �en ingl�es mode matching�� descrita con detalles
por ejemplo en ���� aunque por razones de e�ciencia computacional� se recomien
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da el uso de una t�ecnica novedosa basada en la matriz de admitancias� propuesta
inicialmente en ���� y posteriormente optimizada tal y como se ha descrito en el
cap��tulo � �secci�on ���� o como se indica en ����� En cuanto al dise�no de los iris de
acoplo entre cavidades adyacentes� que presentan forma de cruz� tradicionalmente
ha resultado m�as complejo que el de los iris reci�en considerados� Una posible so

luci�on a este problema se presenta en ����� donde se proponen implementaciones
can�onicas y longitudinales de �ltros de modo dual� constituidas por cavidades
cil��ndricas diel�ectricas� que no requieren la presencia de iris de acoplo entre las
citadas cavidades� Concretamente� en las implementaciones can�onicas propues

tas en ���� los iris de acoplo vienen representados por simples iris circulares� o
bien por tramos de gu��as circulares uniformes insertados entre los resonadores
diel�ectricos� proporcionando ambos tipos de iris el mismo nivel de acoplo para
las dos parejas de modos duales situados en las cavidades adyacentes� Sin em

bargo� las implementaciones longitudinales requieren de acoplos desiguales para
las parejas� por lo que en las soluciones propuestas en ���� se utilizan tornillos
de sinton��a para conseguir dichos niveles de acoplo diferentes� Ahora bien� estas
�ultimas soluciones no resultan muy �optimas� pues sustituyen los iris de acoplo en
forma de cruz� cuyo an�alisis resulta complejo� por unos tornillos que requieren
de un ajuste manual bastante costoso de implementar� Por otra parte� la canti

dad de acoplo que puede conseguirse empleando los mencionados tornillos resulta
limitada� limitaci�on puesta de mani�esto en ��
�� donde se propone utilizar un
tramo uniforme de gu��a evanescente �ning�un modo excitado� para conseguir los
niveles de acoplo que necesitan las parejas de modos duales situados en cavidades
adyacentes� Empleando este tipo de gu��as evanescentes� es posible conseguir los
niveles de acoplo desiguales precisados para cada pareja sin utilizar los tradicio

nales iris en forma de cruz� habiendo analizado en ��
� estas nuevas estructuras
de modo dual� que incorporan gu��as evanescentes� mediante la t�ecnica cl�asica de
adaptaci�on modal� Finalmente� en ���� se realiza un an�alisis riguroso de los iris
en forma de cruz situados en gu��as rectangulares� an�alisis basado en la obtenci�on
de una matriz de dispersi�on generalizada� calculada mediante adaptaci�on modal�
que caracteriza la uni�on planar entre gu��a rectangular y gu��a en forma de cruz�
La combinaci�on de esta nueva uni�on planar con aqu�ella entre gu��as rectangulares�
resuelta tambi�en mediante adaptaci�on modal en ���� permite un an�alisis e�ciente
y preciso cuando los iris en forma de cruz se sit�uan de forma arbitraria entre las
cavidades adyacentes� cuando tienen secciones transversales diferentes en plano E
y plano H� y cuando su grosor presenta cualquier valor� No obstante� el m�etodo
de adaptaci�on modal reci�en descrito� que emplea matrices de dispersi�on genera

lizadas� presenta varios inconvenientes de gran importancia� como por ejemplo
el fen�omeno de la convergencia relativa� mencionado en el cap��tulo � �aparta

do ������ y descrito detalladamente en ��� 	�� y el coste computacional que supone
su implementaci�on� Debido a estas razones� en ��
� se propone un m�etodo varia

cional� basado en una expansi�on modal� para determinar con precisi�on los valores
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requeridos en las dimensiones de los iris de acoplo de entrada y salida y de aco

plo entre cavidades adyacentes� Esta t�ecnica� en comparaci�on con la mencionada
previamente� requiere de un menor esfuerzo computacional debido a que utiliza el
concepto de los modos accesibles y localizados �ver su concepto en ap�endice B��
determinando� tras realizar las correspondientes pruebas de convergencia� cu�antos
modos de un tipo y del otro conviene utilizar en cada momento� lo que conduce
a resultados precisos en tiempos de computaci�on relativamente bajos� Como se
desprende de esta breve revisi�on hist�orica� para implementar los iris de acoplo
de entrada y salida� as�� como los iris entre parejas de modos duales situados en
cavidades adyacentes� se han escogido opciones de dise�no muy diferentes� y� asi

mismo� las t�ecnicas de an�alisis electromagn�etico utilizadas para dise�nar dichos
iris han sido tambi�en m�ultiples y variadas�

Intentando ahora resolver el problema asociado a la obtenci�on del acoplo re

querido dentro de cada cavidad por los modos duales� as�� como el ajuste de sus
respectivas frecuencias de resonancia� surge la necesidad de caracterizar comple

tamente el comportamiento de los tornillos de sinton��a empleados para conseguir
dichos requerimientos� lo cual debe servir adem�as para reducir de manera consi

derable el importante esfuerzo experimental dedicado tradicionalmente al ajuste
de los mencionados tornillos� Aunque la caracterizaci�on de la respuesta de los
tornillos es factible en un principio� empleando por ejemplo el m�etodo de los ele

mentos �nitos� la implementaci�on pr�actica de este m�etodo requiere un esfuerzo
computacional tan importante� debido b�asicamente a la complicada geometr��a de
la estructura real con tornillos� que hace inviable el empleo de dicha t�ecnica para
dise�nar en tiempo real los �ltros de modo dual� Recientemente� con el objeto de
reducir el esfuerzo computacional requerido por el an�alisis riguroso de los tornillos
de sinton��a empleados en los �ltros de modo dual� se han propuesto diferentes
soluciones alternativas� las cuales b�asicamente sustituyen los tornillos de sinton��a
por tramos de gu��as uniformes cuyas secciones transversales est�an perturbadas�
para de esta forma conseguir los mismos efectos que producen los tornillos si

tuados dentro de cada cavidad� As�� por ejemplo� en ���� se propone sustituir
los tornillos de sinton��a por un tramo uniforme de gu��a circular reentrante� que
presenta tres inserciones met�alicas situadas en las mismas posiciones que ocu

paban los tornillos de sinton��a� en cuyo an�alisis se utiliza nuevamente el citado
m�etodo de los elementos �nitos� aunque en este caso la geometr��a de la estruc

tura a caracterizar resulta m�as simple al no emplear tornillos de sinton��a� Los
resultados ofrecidos en ���� con�rman que esta nueva estructura permite resolver
el problema asociado al dise�no de �ltros de modo dual con tornillos de sinton��a�
pues el efecto de dichos tornillos puede recuperarse perfectamente empleando la
mencionada gu��a circular reentrante� Posteriormente� las diversas soluciones pro

puestas para el dise�no de �ltros de modo dual� que siguen basadas en la �losof��a
de conseguir el efecto introducido por los tornillos de sinton��a perturbando las
secciones transversales de gu��as uniformes� no se preocupan de disponer de un
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control independiente de la frecuencia de resonancia asociada a cada uno de los
modos duales� por lo que dichas soluciones tan s�olo se centran en la sustituci�on
adecuada del tornillo que implementa el acoplo requerido entre los modos duales
de cada cavidad� no considerando en ninguno de estos dise�nos la existencia de
tornillos que permitan ajustar las frecuencias de resonancia� De esta manera� en
���� ��� se propone conseguir el mencionado acoplo entre modos duales emplean

do uno o varios postes met�alicos con bordes redondeados situados en direcciones
oblicuas �gu��as circulares reentrantes con una sola inserci�on met�alica�� o bien me

diante la distribuci�on asim�etrica de los iris rectangulares� tambi�en con esquinas
redondeadas� empleados para obtener los acoplos de entrada y salida necesarios�
En todas las estructuras de modo dual propuestas en ���� ���� basadas en las solu

ciones reci�en comentadas para conseguir el acoplo modal dentro de cada cavidad�
los niveles de acoplo de entrada y salida precisados se han conseguido mediante
iris rectangulares� siempre con esquinas redondeadas� y rotados ��� uno respecto
del otro� habiendo empleado en el an�alisis de la respuesta electromagn�etica de los
citados �ltros de modo dual una t�ecnica h��brida que combina adaptaci�on modal y
elementos �nitos� que tampoco resulta muy e�ciente desde el punto de vista com

putacional� Por otra parte� en ��	� el acoplo entre modos duales situados dentro
de cavidades con secci�on transversal cuadrada se consigue suprimiendo una de sus
esquinas� sustituyendo pues el tornillo tradicionalmente utilizado para conseguir
el citado acoplo� y eliminando por tanto los esfuerzos requeridos en la sinton��a de
dicho tornillo� Asimismo� se comprueba que con la nueva estructura propuesta
es posible obtener mayores niveles del mencionado acoplo que empleando torni

llos de sinton��a� y al suprimir los citados tornillos de los �ltros de modo dual� se
consigue que dichos �ltros puedan manejar niveles m�as elevados de potencia� El
m�etodo seguido en ��	� para determinar el espectro modal de la nueva gu��a con

siderada� en la que se ha eliminado una de las esquinas de su secci�on transversal
cuadrada original� se basa en resolver una ecuaci�on matricial caracter��stica que se
obtiene aplicando adaptaci�on modal� mientras el an�alisis de las uniones planares
entre dichas gu��as y las correspondientes gu��as rectangulares de las estructuras
de modo dual� se resuelve empleando nuevamente la t�ecnica de adaptaci�on modal
para calcular en este caso las matrices de dispersi�on generalizadas asociadas a
cada una de las citadas uniones� Haciendo uso del nuevo concepto reci�en descrito
para conseguir acoplar los modos duales dentro de cada cavidad� en ���� ��� se
ofrecen varios dise�nos de �ltros de modo dual� en los que para obtener los acoplos
necesarios para las parejas de modos duales situados en cavidades adyacentes�
se utiliza la soluci�on mencionada en el p�arrafo anterior consistente en el em

pleo de un tramo uniforme de gu��a evanescente� Tanto en ���� como en ����� las
estructuras propuestas se analizan empleando las correspondientes matrices de
dispersi�on generalizadas� cuya deducci�on se realiza mediante la conocida t�ecnica
de adaptaci�on modal� ahora bien� mientras en ���� la gu��a de secci�on transversal
cuadrada con una esquina suprimida se analiza empleando un procedimiento de



��� An�alisis y Dise
no E�ciente de Dispositivos Complejos

resonancia transversal� en ���� dicha gu��a contin�ua caracteriz�andose mediante la
resoluci�on de una ecuaci�on matricial caracter��stica� Aunque est�a comprobado que
estas dos t�ecnicas proporcionan resultados igualmente precisos� ambas requieren
de un importante esfuerzo computacional en la obtenci�on del espectro modal de
la gu��as con secci�on transversal no normalizada� lo cual� unido al coste tempo

ral que supone analizar la estructura completa empleando matrices de dispersi�on
generalizadas� eleva considerablemente el tiempo total requerido para dise�nar las
diversas estructuras propuestas mediante las t�ecnicas mencionadas�

Para �nalizar� se describen dos nuevas geometr��as alternativas de �ltros de
modo dual� propuestas muy recientemente� que pretenden eliminar en las im

plementaciones de dichos �ltros cualquier tramo de gu��a con secci�on transversal
perturbada� pues de esta forma� el an�alisis y dise�no de los mencionados �ltros
puede realizarse en tiempos �optimos empleando m�etodos tradicionales �adapta

ci�on modal�� sin necesidad de tener que acudir a m�etodos num�ericos como los
mencionados en el p�arrafo anterior que requieren de grandes esfuerzos computa

cionales� La primera de estas nuevas implementaciones� recogida en ����� propone
un �ltro de modo dual en gu��a circular de tan s�olo � polos� en el cual� el acoplo
entre los dos modos de la cavidad se consigue rotando el iris de acoplo de sali

da y la gu��a rectangular de salida un cierto �angulo respecto de la cavidad de la
estructura� no siendo necesario incluir en la cavidad circular ning�un tornillo de
sinton��a� En cuanto a los acoplos de entrada y salida precisados por el �ltro de
modo dual� se consiguen ajustando los grosores de los respectivos iris rectangu

lares de entrada y salida �rotado�� Debido a la sencillez de esta nueva posible
con�guraci�on� todas las gu��as integrantes presentan simples secciones transver

sales rectangulares o circulares� el dise�no optimizado de dicha estructura se ha
realizado en ���� empleando �unicamente adaptaci�on modal� sin haber requerido
en dicho dise�no el empleo de ning�un m�etodo num�erico� que resultan especialmente
costosos de implementar desde el punto de vista computacional� La segunda con

�guraci�on novedosa� propuesta en ���� ���� corresponde a un �ltro de modo dual
implementado en gu��a rectangular� en el cual� nuevamente� no se altera en ning�un
momento la secci�on transversal de las cavidades resonantes� La �losof��a de este
nuevo dise�no� basada en el concepto propuesto en ��	� para conseguir el acoplo
entre modos duales de una cavidad cortando una esquina de la misma� consiste en
obtener el pretendido acoplo entre modos dentro de cada cavidad deformando su
secci�on transversal cuadrada en una nueva secci�on ligeramente rectangular� pues
de esta forma se consigue acoplar los dos modos diagonales de la cavidad cuya
secci�on transversal es originalmente cuadrada� Como consecuencia de pretender
acoplar los modos diagonales de las cavidades� las gu��as de entrada y salida del
�ltro deben estar rotadas ��� respecto de la orientaci�on de las cavidades� as�� como
cada uno de los iris gruesos rectangulares empleados para conseguir respectiva

mente los acoplos precisados entre las diversas cavidades adyacentes� En dichas
estructuras� los iris de acoplo de entrada y salida se implementan mediante una
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serie de discontinuidades capacitivas� que resultan necesarias para compensar de

sajustes de fase provocados al conseguir en el �ltro los acoplos modales requeridos
entre cavidades adyacentes� Con este nuevo tipo de estructuras de modo dual�
resulta especialmente sencillo introducir en la respuesta de dichos �ltros ceros de
transmisi�on �respuesta el��ptica�� para lo cual� en el caso de un �ltro de modo dual
de � polos� tan s�olo se requiere modi�car adecuadamente las dimensiones del iris
rectangular situado entre las dos cavidades adyacentes� y rotar la segunda cavidad
��� respecto de la primera� La principal ventaja de esta segunda con�guraci�on
alternativa radica nuevamente en su sencillez� ya que todas las gu��as integran

tes presentan secci�on transversal rectangular� y no ha sido necesario incorporar
ning�un tornillo para obtener los acoplos necesarios� As�� pues� en el procedimiento
seguido tanto en ���� como en ���� para dise�nar el tipo de �ltro de modo dual
reci�en descrito� se ha empleado tan s�olo la t�ecnica cl�asica de adaptaci�on modal�
que� debido a la simplicidad de la estructura considerada� no debe haber reque

rido de un importante esfuerzo computacional� A pesar de que estas dos �ultimas
con�guraciones de modo dual propuestas resultan atractivas por su sencillez� y
en consecuencia por lo relativamente simple que resulta su an�alisis� conviene des

tacar que ninguna de ellas �al igual que gran parte de las estructuras descritas
en el p�arrafo anterior� dispone de elementos en los dise�nos que permitan ajustar
de manera independiente la frecuencia de resonancia asociada a cada uno de los
modos duales� elementos no s�olo interesantes por facilitar este ajuste frecuencial
independiente para cada modo� sino tambi�en por permitir sintonizar de forma
precisa la respuesta paso banda del �ltro de modo dual en aplicaciones de banda
estrecha� y por servir para compensar a posteriori las tolerancias que se producen
en el proceso de construcci�on del �ltro�

Frente a las diversas opciones existentes para implementar los �ltros de mo

do dual� recogidas la mayor��a de ellas en la revisi�on previa� en los dos pr�oximos
apartados se proponen dos nuevas con�guraciones de �ltros de modo dual imple

mentados en gu��a circular� que resultan especialmente interesantes por diferentes
razones� El primer dise�no novedoso propuesto se basa en la conexi�on en cascada
de tramos uniformes de gu��as circulares y gu��as el��pticas� donde las gu��as circu

lares representan las cavidades resonantes de los �ltros� y las gu��as el��pticas se
utilizan para implementar los iris de acoplo de entrada y salida� los iris de acoplo
entre cavidades adyacentes� los iris de acoplo entre modos duales situados dentro
de cada cavidad� y los iris que permiten el ajuste independiente de la frecuencia
de resonancia asociada a cada modo� Hasta el momento� las gu��as el��pticas no
se han utilizado en �ltros de modo dual en gu��a circular� debido b�asicamente a
lo complejas que resultan las expresiones correspondientes a los modos de dichas
gu��as el��pticas� basadas en funciones de Mathieu ����� En el dise�no propuesto
en el apartado 
����� el an�alisis modal de las gu��as el��pticas se realiza de manera
r�apida y e�caz sin emplear las mencionadas funciones de Mathieu� lo que permite
un an�alisis e�ciente y preciso de la estructura considerada� Este primer dise�no
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de �ltros de modo dual resulta bastante factible de implementar con la preci

si�on requerida� ya que los iris el��pticos pueden construirse f�acilmente empleando
m�aquinas fresadoras de gran precisi�on� o mediante electroerosi�on� eliminando pues
la necesidad de utilizar tornillos de sinton��a para ajustar a posteriori la respuesta
del �ltro� En cuanto a la segunda nueva con�guraci�on de �ltro de modo dual en
gu��a circular� nuevamente se emplean los iris el��pticos para obtener los acoplos de
entrada y salida precisados y el acoplo necesario entre cavidades adyacentes� sin
embargo� la novedad de este segundo dise�no radica en que el acoplo entre modos
dentro de cada cavidad� as�� como el ajuste independiente de la frecuencia asociada
a cada modo� se realiza mediante una gu��a circular reentrante constituida por tres
inserciones met�alicas con forma de cono cada una de ellas� Esta gu��a circular re

entrante� similar a la empleada en la soluci�on propuesta en ����� pretende simular
tambi�en el efecto de los tornillos de sinton��a reales que normalmente se incorpo

ran en las implementaciones pr�acticas de los �ltros de modo dual� aunque en la
caracterizaci�on de este tipo de gu��as reentrantes necesaria para dise�nar el �ltro
propuesto en el apartado 
���
� a diferencia del m�etodo de los elementos �nitos
empleado en ����� se utiliza la t�ecnica e�ciente descrita en la secci�on 
�� �apar

tado 
������ Esta segunda con�guraci�on de �ltros de modo dual� al incorporar
las mencionadas gu��as reentrantes� permite predecir de manera bastante precisa
el efecto que supondr��a emplear en dichos �ltros tornillos de sinton��a reales en
lugar de las inserciones c�onicas consideradas� lo que puede utilizarse para iniciar
el proceso de sinton��a experimental de los tornillos reales con las penetraciones de
las inserciones c�onicas deducidas en las simulaciones� reduciendo pues de alguna
manera el importante esfuerzo requerido en el proceso de ajuste manual de los
tornillos� Por �ultimo� antes de iniciar la descripci�on de cada una de las nuevas
implementaciones propuestas� conviene rese�nar que el proceso de dise�no de ambas
estructuras se ha realizado utilizando el programa DUMAS 
��� que� como es bien
sabido� emplea t�ecnicas muy e�cientes al caracterizar dispositivos basadas en la
caracterizaci�on de uniones planares mediante matrices de admitancias generali

zadas� lo que sin duda ha permitido el dise�no en tiempo real de las estructuras
que se ofrecen seguidamente�

����� Filtros Paso Banda de Modo dual en Gu�
a Circular

con Iris El�
pticos

En el presente apartado� se propone una nueva contribuci�on en el tema de los
�ltros de modo dual en gu��a circular� pues se describe la con�guraci�on de un
�ltro paso banda de este tipo integrado por dos cavidades �� polos�� sim�etrico y
con � ceros de transmisi�on �respuesta el��ptica�� en el que los diferentes niveles de
acoplo requeridos por el �ltro se obtienen empleando iris con secci�on transversal
el��ptica� Con el objeto de con�rmar el comportamiento electromagn�etico previsto
para esta estructura� se construye una implementaci�on pr�actica de la misma� cuya
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a� b� c�

Figura 
��
� Con
guraci�on de iris con secci�on transversal el��ptica para implementar el
ajuste de la frecuencia de resonacia asociada a cada modo en a�� para obtener el nivel
de acoplo entre modos duales dentro de cada cavidad en b�� y para conseguir el acoplo
entre cavidades adyacentes en c��

respuesta� una vez medida en el laboratorio� permite corroborar el funcionamiento
del dise�no presentado como �ltro de modo dual en gu��a circular�
Para comprender mejor el funcionamiento de la nueva estructura propuesta

de �ltro de modo dual en gu��a circular� concretamente como se consiguen los
diferentes niveles de acoplo precisados en este tipo de �ltros mediante iris con
secci�on transversal el��ptica� en la �gura 
��
 se muestran diversos iris el��pticos con
grosor insertados en gu��as circulares� Considerando por ejemplo el caso en el que
uno de los ejes de la secci�on transversal el��ptica del iris est�e alineado con el campo
el�ectrico incidente que procede de la gu��a circular �ver apartado a en �g� 
��
��
se constata que no se produce ning�un tipo de acoplo entre los dos modos de la
gu��a circular polarizados ortogonalmente� modos que en la �gura 
��
 se designan
mediante los s��mbolos Ev y Eh� Sin embargo� para esta primera con�guraci�on del
iris �apartado a en �g� 
��
�� como consecuencia de la diferencia existente entre
las dos dimensiones �mayor y menor� de la secci�on transversal el��ptica del iris�
los dos modos ortogonales �Ev y Eh� presentar�an diferentes fases tras atravesar el
mencionado iris� efecto que permite utilizar este tipo de iris �con la con�guraci�on
descrita� para implementar el ajuste frecuencial independiente de cada modo�
ajuste que debe realizarse dentro de cada cavidad del �ltro de modo dual� Por
contra� si el iris el��ptico est�a rotado ��� respecto del campo el�ectrico incidente� tal
y como se muestra en la �gura 
��
 �apartado b�� los dos modos incidentes con
polarizaciones ortogonales �Ev y Eh� intercambian energ��a entre ellos mientran
atraviesan el iris el��ptico rotado� aunque a la salida de dicho iris presentan la
misma fase� comportamiento que sugiere la posible utilizaci�on del mencionado
iris rotado ��� �ver apartado b en �g� 
��
� para obtener el acoplo requerido
entre modos duales dentro de cada cavidad� Asimismo� el acoplo que necesita
cada pareja de modos duales situados en cavidades adyacentes� implementado
tradicionalmente mediante un iris en forma de cruz� puede obtenerse empleando
un iris el��ptico cuya con�guraci�on se recoge en la �gura 
��
 �apartado c�� en
el que las dimensiones de los dos ejes de su secci�on transversal el��ptica deben
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Figura 
���� Con
guraci�on de un 
ltro de modo dual en gu��a circular de � polos�
sim�etrico y con respuesta paso banda el��ptica �� ceros de transmisi�on�� que emplea iris
el��pticos para conseguir los diferentes tipos de acoplo requeridos�

determinarse para conseguir respectivamente el nivel de acoplo precisado por cada
pareja de modos duales� Por �ultimo� rese�nar que los acoplos de entrada y salida
que todo �ltro de modo dual precisa� obtenidos de manera cl�asica empleando iris
rectangulares� pueden conseguirse tambi�enmediante la utilizaci�on de iris el��pticos
orientados de igual manera que en la �gura 
��
 �apartados a y c�� tal y como se
ha implementado en el dise�no propuesto en este apartado�

As�� pues� la estructura propuesta para implementar un �ltro de modo dual en
gu��a circular de � polos� sim�etrico y con respuesta paso banda el��ptica �� ceros
de transmisi�on�� se ofrece en la �gura 
���� estructura en la que tan s�olo existen
dos cavidades resonantes circulares� como corresponde a un �ltro de modo dual
de � polos� y en la que los diferentes tipos de acoplo requeridos por dicho �ltro
se obtienen mediante iris el��pticos� En la �gura 
���� se observa que dentro de
cada cavidad existen dos iris el��pticos� uno de ellos �rotado� para acoplar los dos
modos duales de la cavidad� y el otro �sin rotar� que permite ajustar de mane

ra independiente la frecuencia de resonancia de cada uno de los citados modos
duales� Los acoplos de entrada y salida entre las respectivas gu��as rectangulares
y las cavidades� as�� como el acoplo entre cavidades adyacentes� se implementa
nuevamente mediante tramos de gu��a el��ptica con las dimensiones correspondien

tes� tal y como puede comprobarse en la �gura 
���� En cuanto a la simetr��a
de la con�guraci�on propuesta� �esta hace referencia a que las dimensiones y la
orientaci�on de los iris el��pticos presentan id�enticos valores en las dos mitades
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en las que puede dividirse el �ltro� a excepci�on claro est�a de la rotaci�on ����

y ����� de los iris el��pticos de acoplo modal situados dentro de cada cavidad�
Las orientaciones de estos dos iris� desplazadas ��� una respecto de la otra� se
escogen de esta manera para implementar una realimentaci�on negativa entre las
dos cavidades circulares adyacentes� que resulta necesaria� tal y como se indica
por ejemplo en ��
� y ��	�� para que la respuesta paso banda del �ltro de mo

do dual sea el��ptica �� ceros de transmisi�on�� El principal problema asociado
al an�alisis y dise�no del �ltro de modo dual mostrado en la �gura 
��� consiste
en la obtenci�on de los modos de las diferentes gu��as el��pticas que integran dicha
estructura� y en la determinaci�on de los valores que presentan las integrales de
acoplamiento entre dichos modos y los modos de las correspondientes gu��as cir

culares o rectangulares� modos e integrales cuyo conocimiento resulta necesario
para poder caracterizar� mediante matrices de admitancias generalizadas� las di

ferentes uniones planares entre gu��as el��pticas y gu��as circulares o rectangulares
que integran el �ltro propuesto� Los modos de las gu��as el��pticas se han descrito
tradicionalmente �ver ����� empleando funciones de Mathieu� cuya utilizaci�on en
el c�alculo de las mencionadas integrales de acoplamiento no resulta conveniente�
pues debido a su complejidad las implementaciones computacionales que manejan
dichas funciones resultan muy poco e�cientes� Debido a esta raz�on� en el presente
dise�no se han obtenido los modos de las gu��as el��pticas� as�� como las correspon

dientes integrales� utilizando un nuevo procedimiento muy e�ciente descrito con
detalle en ��
�� que no utiliza en ning�un momento las mencionadas funciones de
Mathieu� De manera resumida� este nuevo procedimiento se basa en transformar
la ecuaci�on de Helmholtz� escrita en coordenadas el��pticas� en un simple problema
algebraico de autovalores� para lo cual se utiliza el conocido M�etodo de los Mo

mentos �procedimiento Galerkin�� empleando como funciones base y funciones
peso simples funciones trigonom�etricas que satisfacen en coordenadas el��pticas
las condiciones de contorno apropiadas� La soluci�on del problema de autovalores
que se obtiene puede implementarse f�acilmente� de manera e�caz y generando
resultados muy precisos� mediante la utilizaci�on de paquetes de programaci�on
especialmente dise�nados para resolver problemas algebraicos lineales� Todo este
procedimiento descrito para obtener el espectro modal de las gu��as el��pticas� as��
como las integrales de acoplamiento entre los modos de dichas gu��as y los modos
de gu��as circulares y rectangulares� se encuentra incorporado a la herramienta de
programaci�on DUMAS 
�� �ver ap�endice B�� que har�a uso del mismo para carac

terizar las correspondientes uniones planares del �ltro mostrado en la �gura 
���
en las que intervienen gu��as el��pticas�

En el dise�no del �ltro de modo dual en gu��a circular mostrado en la �gu

ra 
���� cuya respuesta paso banda con ancho de aproximadamente ��� MHz
pretende centrarse en torno a una frecuencia pr�oxima a �� GHz� se ha empleado
un procedimiento que divide el dise�no de la estructura global en sucesivas eta

pas con objetivos muy concretos� utilizando para conseguir dichos objetivos un
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Iris El��ptico Dimensiones �mm�
empleado para Eje Mayor Eje Menor Grosor

acoplo entrada�salida ���	�� ����� ��	
�

acoplo entre modos duales ������ ������ �����

ajuste frecuencial ������ ������ �����

acoplo entre cavidades ��	�� ����� �����

Tabla 
�	� Valores optimizados de las dimensiones de los iris el��pticos del 
ltro de
modo dual mostrado en la 
gura ���� para centrar su respuesta con ancho de banda de
�

 MHz en torno a �� GHz�

n�umero limitado� y relativamente peque�no� de par�ametros f��sicos a optimizar en
cada etapa del proceso de dise�no� En la estructura que se pretende dise�nar� se
han escogido como gu��as de entrada y salida sendos tramos uniformes de gu��a nor

malizada WR
	� �a � ������ mm� b � ����� mm�� y como cavidades resonantes
gu��as circulares de di�ametro � � ������ mm� mientras las dimensiones de todos
los iris el��pticos �dimensiones del eje mayor y del eje menor de la secci�on trans

versal el��ptica y grosor del iris�� as�� como las longitudes de los diferentes tramos
de gu��as circulares en los que se divide cada cavidad �ver �g� 
����� se han elegi

do como los par�ametros f��sicos cuyos valores deben optimizarse en el proceso de
dise�no del �ltro de modo dual mostrado en la �gura 
���� Durante el proceso de
optimizaci�on de los mencionados par�ametros f��sicos� siguiendo el procedimiento
descrito en ���� que optimiza sucesivamente cavidad tras cavidad �junto con los
correspondientes iris el��pticos�� se determinan en principio los valores necesarios
en dichos par�ametros para obtener la respuesta deseada del �ltro considerando
�unicamente un solo modo dual �concretamente Ev� en cada cavidad� por lo que
en esta etapa inicial no se consideran los acoplos requeridos entre los dos mo

dos duales de cada cavidad� Posteriormente� considerando estos acoplos entre
modos duales requeridos para obtener la respuesta �nal deseada del �ltro de mo

do dual� se optimizan los valores obtenidos anteriormente para los par�ametros
f��sicos seleccionados� obteniendo pues de esta forma las dimensiones �optimas de
la estructura considerada �recordar �g� 
����� Tras implementar el proceso de
dise�no reci�en descrito� siempre con el objeto de obtener la respuesta paso banda
deseada �ancho de banda de ��� MHz centrada en torno a �� GHz� para el �ltro
de modo dual propuesto� se deduce que todos los tramos de gu��a circular en los
que se divide cada una de las dos cavidades resonantes deben presentar la misma
longitud de valor ����� mm� mientras los valores optimizados de las dimensiones
de los diferentes iris el��pticos se encuentran resumidos en la tabla 
�	� donde s�olo
se ofrecen las dimensiones de los iris situados en una cavidad al haber dise�nado
una estructura sim�etrica� Al dise�nar el �ltro de modo dual considerado� ha si

do necesario realizar numerosas simulaciones de las respuestas electromagn�eticas
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Figura 
���� Simulaci�on de la respuesta electromagn�etica �m�odulo de los par�ametros
S�� y S��� que presenta el 
ltro de modo dual propuesto en la 
gura ����� dise	nado para
que su respuesta est�e centrada en torno a �� GHz con un ancho de banda de �

 MHz�
en a�� y medidas de la respuesta que ofrece la implementaci�on de dicho 
ltro en b��

correspondientes a diferentes estructuras intermedias� habiendo realizado todas
estas simulaciones con el programa DUMAS 
�� que� tal y como se ha comentado
anteriormente� permite analizar estructuras con gu��as el��pticas� En las mencio

nadas simulaciones se han utilizado ��� t�erminos para determinar los valores de
todas las series est�aticas necesarias �recordar apartado ����� del cap��tulo ��� ���
t�erminos al evaluar las diversas partes est�aticas de las series din�amicas requeri

das �recordar apartado ����� del cap��tulo ��� ��� modos en la descripci�on de los
campos el�ectrico y magn�etico de cada una de las gu��as que integran la estruc

tura considerada� y aproximadamente unas ��� funciones base para aplicar el
M�etodo de los Momentos �procedimiento Galerkin� en la deducci�on de los modos
de cada gu��a el��ptica del �ltro� valores todos ellos muy elevados que se requieren
para obtener resultados convergentes y precisos al determinar las respuestas de
las mencionadas estructuras� y que son causados por la enorme complejidad que
supone su an�alisis� L�ogicamente� el an�alisis y dise�no de una estructura de �ltro
de modo dual como la propuesta� con los requerimientos tan elevados que precisa
su an�alisis� no se habr��a podido realizar en tiempo real en el caso de no dispo

ner de un programa como DUMAS 
��� especialmente optimizado y preparado
para dise�nar estructuras de microondas complejas� Empleando pues los valores
obtenidos en el proceso de dise�no para las diferentes dimensiones escogidas como
par�ametros f��sicos a optimizar� as�� como los mismos valores utilizados en la etapa
de dise�no para los par�ametros del programa DUMAS 
��� se simula la respuesta
electromagn�etica �par�ametros S�� y S��� que presenta el �ltro de modo dual con
iris el��pticos dise�nado� respuesta ofrecida en la �gura 
��� �apartado a�� donde
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a� b�

Figura 
���� Iris el��ptico utilizado para conseguir implementar los acoplos de entrada y
salida en a�� e iris el��ptico escogido para obtener el acoplo entre modos duales situados
dentro de cada cavidad en b��

es posible observar como la banda de paso est�a centrada en una frecuencia muy
pr�oxima a �� GHz con un ancho frecuencial de aproximadamente ��� MHz� En
la �gura 
��� �apartado a�� se comprueba tambi�en la existencia de � polos en
las p�erdidas de retorno �par�ametro S��� habiendo empleado en el dise�no tan s�olo
dos cavidades resonantes circulares� as�� como la presencia en la respuesta corres

pondiente al par�ametro S�� de � ceros de transmisi�on� tal y como corresponde
al comportamiento de un �ltro de modo dual en gu��a circular de � polos y res

puesta el��ptica� Asimismo� en dicha �gura se descubre que la condici�on de igual
nivel para todos los picos de las p�erdidas de retorno �par�ametro S��� en la banda
de paso est�a un poco degradada� debido a los efectos de dispersi�on que tienen
lugar en las cavidades e iris del �ltro� aunque los niveles de todos estos picos se
mantienen siempre por encima de �� dB en toda la banda de paso� condici�on que
conviene satisfacer en este tipo de �ltros�

Con el objeto de validar la estructura propuesta de �ltro de modo dual en
gu��a circular� as�� como el proceso de dise�no seguido para centrar la respuesta
paso banda de dicho �ltro en torno a �� GHz con una ancho de banda igual a
��� MHz� se ha implementado una estructura real con las dimensiones correspon

dientes al �ltro dise�nado previamente� El iris el��ptico que se ha utilizado para
conseguir implementar los acoplos de entrada y salida requeridos se ofrece en la
�gura 
��� �apartado a�� cuya orientaci�on en el �ltro debe permanecer paralela
al eje horizontal de cualquier secci�on transversal del �ltro� En cuanto a los iris
el��pticos empleados para acoplar los dos modos duales en cada cavidad� ambos
presentan un aspecto id�entico mostrado en la �gura 
��� �apartado b�� aunque el
iris situado en la primera cavidad debe orientarse formando ��� respecto del eje
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a� b�

Figura 
��	� Iris el��ptico que permite realizar en cada cavidad el ajuste frecuencial
independiente de cada modo dual en a�� e iris el��ptico elegido para conseguir el acoplo
requerido entre cavidades adyacentes en b��

a� b�

Figura 
���� Vista conjunta de todas las piezas construidas para implementar el 
ltro
de modo dual dise	nado en a�� y aspecto 
nal de dicho 
ltro una vez se ensamblan todas
las piezas que lo integran en b��

vertical de cualquier secci�on transversal� y consecuentemente la orientaci�on del
iris ubicado en la segunda cavidad debe ser de ���� respecto del mencionado eje
vertical� El ajuste de la frecuencia de resonancia de cada modo dual se consigue
en cada cavidad mediante el iris el��ptico recogido en la �gura 
��	 �apartado a��
que en este caso debe situarse en las dos cavidades alineado con el citado eje
vertical� es decir rotado ��� respecto del eje horizontal� Por �ultimo� en la �gu

ra 
��	 �apartado b� puede observarse el aspecto del iris el��ptico que se emplea
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para obtener el acoplo entre cavidades adyacentes precisado� iris que debe orien

tarse nuevamente en la misma direcci�on del mencionado eje vertical� Todos estos
iris el��pticos construidos� cuyas dimensiones �eje mayor y menor de la secci�on
transversal el��ptica y grosor del iris� se encuentran resumidas en la tabla 
�	� se
insertan entre tramos uniformes de gu��a circular con di�ametro � � ������ mm y
longitudes determinadas tambi�en anteriormente� a excepci�on de los iris de acoplo
de entrada�salida� que se encuentran situados entre las gu��as de entrada�salida y
uno de estos tramos de gu��a circular mencionados� Una vista conjunta de todos
los iris reci�en descritos� as�� como de los diversos elementos que integran el �ltro de
modo dual implementado� puede encontrarse en la �gura 
��� �apartado a�� mien

tras en la misma �gura 
��� �apartado b� se muestra el aspecto �nal que presenta
el �ltro construido� una vez que todos los iris y elementos integrantes del mismo
se encuentran ensamblados de forma adecuada� La longitud total de este �ltro de
modo dual en gu��a circular de � polos� cuya vista en perspectiva se ofrece en la
mencionada �gura 
��� �apartado b�� presenta un valor aproximadamente igual a
�� mm� longitud bastante reducida para un �ltro con las caracter��sticas del que
se ha dise�nado� especialmente si dichas caracter��sticas se pretenden conseguir con
un �ltro en el que se excita un solo modo en cada cavidad�

Una vez construido el �ltro de modo dual en gu��a circular dise�nado� para vali

dar las simulaciones de la respuesta de dicho dispositivo obtenidas con el programa
DUMAS 
��� se procede a medir la respuesta electromagn�etica �par�ametros S�� y
S��� de dicha estructura� cuyo aspecto global� tras ensamblar todas sus piezas� se
muestra en la �gura 
��� �apartado b�� Las medidas se han efectuado de nuevo en
ESTEC �Centro Europeo de Tecnolog��a e Investigaci�on Espacial� que pertenece
a la ESA �Agencia Espacial Europea�� concretamente en el �Area de Microondas
del Laboratorio de Sistemas de Radiofrecuencia situado en el mencionado centro�
habiendo empleado en la realizaci�on de las citadas medidas un analizador de re

des HP����C� calibrado previamente seg�un el procedimiento normalizado TRL
completo de dos puertos �en ing�es full ��port�� Los resultados correspondientes
a la medida realizada se encuentran recogidos� para poder compararlos con la si

mulaci�on de la respuesta del dispositivo� en la �gura 
��� �apartado b� mostrada
en la p�agina ���� observando en dicha �gura �apartados a y b� que los resultados
obtenidos midiendo el dispositivo se asemejan bastante a la respuesta simulada
del mismo� No obstante� en la medida ofrecida en la �gura 
��� �apartado b� es
posible descubrir una cierta degradaci�on en las p�erdidas de retorno �par�ametro
S���� consistente en la desaparici�on de uno de los � polos que deber��a presentar
el mencionado par�ametro S�� del �ltro construido� y en un incremento del valor
de los picos de dichas p�erdidas de retorno en la banda de paso del �ltro cuyo
valor se sit�ua ligeramente por debajo del nivel de �� dB recomendado� Pese a
estas peque�nas divergencias entre las respuestas medida y simulada� atribuibles
con toda probabilidad a las tolerancias �superiores al valor de ���m requerido�
producidas durante el proceso de implementaci�on del �ltro� es posible concluir de
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los resultados ofrecidos en la citada �gura 
��� que la estructura de �ltro de modo
dual en gu��a circular propuesta en el presente apartado se comporta realmente
como tal� y que el programa DUMAS 
��� empleado en el an�alisis y dise�no de
dicha estructura� es capaz de simular su comportamiento de manera muy precisa
en tiempos de computaci�on relativamente bajos en comparaci�on a la complejidad
de la estructura considerada�

����� Filtros Paso Banda de Modo dual en Gu�
a Circular

con Iris El�
pticos y Gu�
as Circulares Reentrantes

En este �ultimo apartado� se propone una segunda posible con�guraci�on de �ltro
paso banda de modo dual en gu��a circular� constituido de nuevo por dos cavidades
resonantes circulares �� polos�� sim�etrico y con una respuesta que no presenta en
este caso ning�un cero de transmisi�on� Esta segunda con�guraci�on� descrita con
detalle en ����� utiliza otra vez iris el��pticos para implementar los acoplos de en

trada y salida requeridos por el �ltro� as�� como el acoplo modal necesario entre las
dos cavidades adyacentes de la estructura propuesta� mientras la novedad de este
dise�no se centra en c�omo se implementa el acoplo entre modos duales situados
dentro de cada cavidad� y en c�omo se ajusta la frecuencia de resonancia asociada a
cada uno de los mencionados modos duales� Estos dos �ultimos efectos requeridos
en todo �ltro de modo dual se han obtenido tradicionalmente� tal y como se re

coge en el apartado 
����� introduciendo en cada cavidad resonante del �ltro tres
tornillos de sinton��a� cuyas penetraciones deben determinarse mediante un pro

ceso de ajuste experimental que resulta arduo y tedioso� Con el objeto de poder
simular el comportamiento de estos �ltros de modo dual� incluyendo el efecto de
los mencionados tornillos de sinton��a� �estos se sustituyeron en ���� por un tramo
de gu��a circular reentrante con tres inserciones met�alicas� en cuya caracterizaci�on
se emple�o el m�etodo de los elementos �nitos� que como es bien sabido requiere
en su aplicaci�on de un importante esfuerzo computacional� Haciendo uso pues
de esta idea� en el presente apartado se propone tambi�en emplear un tramo uni

forme de gu��a circular reentrante para simular el comportamiento de los citados
tornillos� gu��a reentrante constituida nuevamente por tres inserciones met�alicas�
pero en este caso con forma c�onica cada una de ellas para simular mejor el efecto
del correspondiente tornillo� Sin embargo� en la caracterizaci�on del comporta

miento electromagn�etico que presenta esta gu��a circular reentrante� cuyo aspecto
puede observarse en la �gura 
��� �apartado a�� se emplear�a el m�etodo presenta

do en la secci�on 
�� �apartado 
������ que permite analizar y dise�nar en tiempo
real �ltros de modo dual como los propuestos en este apartado� a diferencia del
m�etodo de los elementos �nitos utilizado en ���� que resulta bastante m�as ine�

ciente� Una vez culminado el proceso de dise�no del �ltro de modo dual de � polos
propuesto� se ofrecen medidas de la respuesta electromagn�etica que presenta una
implementaci�on pr�actica de dicho �ltro� con�rmando pues de esta manera que la
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a� b�

Figura 
���� Secci�on transversal de una gu��a circular reentrante� con tres inserciones
met�alicas en forma de cono� que pretende simular el efecto de los tornillos de sinton��a
tradicionalmente empleados en los 
ltros de modo dual en gu��a circular en a�� y aspecto
de la secci�on transversal de otra gu��a circular reentrante� obtenida a partir de la secci�on
transversal de la gu��a original �apartado a� aplicando simetr��a respecto del eje �y� que
se emplea junto a la gu��a original para implementar respuestas el��pticas en b��

estructura dise�nada se comporta efectivamente seg�un lo previsto en las simulacio

nes� Asimismo� tambi�en se construyen sendos tramos de gu��as circulares con tres
tornillos de sinton��a� de di�ametros iguales al grosor de las inserciones met�alicas
c�onicas� para reemplazar respectivamente cada tramo uniforme de gu��a circular
reentrante utilizado originalmente en la implementaci�on pr�actica� ajustando en
el laboratorio las penetraciones de dichos tornillos con el objeto de recuperar la
respuesta simulada del �ltro de modo dual� Con dicho proceso de ajuste experi

mental� que no resulta especialmente costoso escogiendo como valores iniciales de
las penetraciones de los tornillos aqu�ellas determinadas en el proceso de dise�no
para las respectivas inserciones met�alicas� se pretende demostrar que el �ltro de
modo dual dise�nado utilizando gu��as circulares reentrantes� en lugar de los tradi

cionales tornillos de sinton��a� seguir�a comport�andose como tal si en la pr�actica se
requiere del uso de los mencionados tornillos� cuya utilizaci�on puede convertirse
en indispensable si� por razones econ�omicas� en algunas aplicaciones de bajo coste
no es posible conseguir los niveles de precisi�on mec�anica requeridos en el proceso
de construcci�on del �ltro para obtener la respuesta deseada�
Concretamente� la nueva estructura de �ltro de modo dual en gu��a circular

planteada en este apartado se muestra en la �gura 
�
�� estructura que correspon

de a un �ltro de � polos sim�etrico� cuya respuesta paso banda no presenta ning�un
cero de transmisi�on� Observando la �gura 
�
�� se comprueba que la mencionada
estructura consta tan s�olo de dos cavidades resonantes circulares� como debe ser
en un �ltro de modo dual de � polos� que se acoplan respectivamente a las gu��as de
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Figura 
�
�� Con
guraci�on de un 
ltro de modo dual en gu��a circular de � polos�
sim�etrico y con respuesta paso banda sin ceros de transmisi�on� que consta de iris
el��pticos y gu��as circulares reentrantes para implementar los diferentes requerimientos
del 
ltro�

entrada y salida� as�� como entre ellas� mediante los correspondientes iris el��pticos�
cuya utilizaci�on para obtener los acoplos reci�en descritos se encuentra plenamente
justi�cada en el apartado anterior� donde adem�as se propone emplear tambi�en
este mismo tipo de iris �el��pticos� en la consecuci�on del resto de efectos requeridos
por los �ltros de modo dual� Sin embargo� tal y como se ha mencionado en el
p�arrafo anterior� en la nueva estructura propuesta �ver �g� 
�
�� los dos requeri

mientos adicionales del �ltro� el acoplo entre modos duales dentro de cada cavidad
y el ajuste frecuencial independiente de cada uno de estos dos modos duales� se
obtienen insertando en el centro de cada cavidad �lugar donde el campo el�ectrico
presenta un m�aximo� un tramo uniforme de gu��a circular reentrante cuya secci�on
transversal se ofrece en la �gura 
��� �apartado a�� que consta de tres inserciones
met�alicas� con forma de cono cada una de ellas� cuya misi�on respectiva es la de
reemplazar al tornillo de sinton��a correspondiente que se utiliza normalmente en
este tipo de �ltros� En particular� la inserci�on c�onica dirigida seg�un el eje �y en la
�gura 
��� �apartado a� se ocupa de ajustar la frecuencia de resonancia de uno
de los dos modos duales presentes en la cavidad� mientras la inserci�on ortogonal
a la anterior� aqu�ella que se encuentra orientada seg�un el eje �x en la misma �

gura 
��� �apartado a�� sirve para ajustar la frecuencia de resonancia asociada al
segundo modo dual de la cavidad� cuya polarizaci�on es ortogonal a la del primer
modo dual� Por su parte� la tercera inserci�on met�alica posicionada formando un
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�angulo de ��� respecto del eje �x y respecto del eje �y �ver de nuevo apartado a en
�g� 
���� permite obtener el acoplo modal requerido entre los dos modos duales
de cada cavidad� En cuanto a la simetr��a f��sica de la nueva con�guraci�on pro

puesta� en la �gura 
�
� se comprueba que dicha simetr��a es total� de manera
que las dimensiones y ubicaci�on de los iris el��pticos de acoplo de entrada y salida
coinciden� as�� como las gu��as circulares reentrantes situadas dentro de cada ca

vidad resonante que se escogen id�enticas �y con la misma orientaci�on� para que
la respuesta del �ltro no presente ceros de transmisi�on� Si se pretendiera que la
citada estructura presentase una respuesta el��ptica �� ceros de transmisi�on� ser��a
necesario� tal y como se menciona en ��
� y ��	�� que existiera una realimentaci�on
negativa entre las dos cavidades adyacentes del �ltro� lo que en el caso que nos
ocupa podr��a implementarse� de manera an�aloga a como se obtuvo dicho efecto en
la estructura presentada en el apartado 
����� desplazando ��� las orientaciones
de las inserciones met�alicas responsables de conseguir en cada cavidad el acoplo
requerido entre modos duales� Dicho desplazamiento se obtiene empleando una
gu��a circular reentrante en la segunda cavidad cuya secci�on transversal se muestra
en la �gura 
��� �apartado b�� que se obtiene a partir de la secci�on transversal
de la gu��a circular reentrante empleada en la primera cavidad �ver apartado a en
�g� 
���� aplicando simetr��a a dicha secci�on transversal respecto del eje vertical
�y� Tanto en la con�guraci�on cuya respuesta no presenta ceros de transmisi�on
�ver �gura 
�
��� como en aqu�ella modi�cada seg�un se termina de describir pa

ra que la respuesta sea el��ptica �� ceros de transmisi�on�� la principal di�cultad
asociada a su an�alisis y dise�no estriba en la caracterizaci�on modal de las gu��as
circulares reentrantes que integran ambas estructuras� as�� como en la obtenci�on
de las integrales de acoplamiento entre los modos de dichas gu��as y los modos
de las correspondientes gu��as circulares� que se requieren para analizar� mediante
el uso de matrices de admitancias generalizadas� aquellas uniones planares entre
gu��as circulares y gu��as circulares reentrantes que integran la estructura consi

derada� En la determinaci�on de las mencionadas integrales de acoplamiento� se
ha seguido el m�etodo descrito anteriormente en la secci�on 
�� �apartado 
�����
particularizado al caso que nos ocupa� es decir� a la evaluaci�on de las mencio

nadas integrales entre los modos de una gu��a circular y una gu��a circular con
su contorno b�asico modi�cado �gu��a reentrante�� Dicho m�etodo� expuesto con
todo detalle en ���� y ����� requiere obtener previamente los modos de la gu��a
cuyo contorno b�asico circular se encuentra modi�cado �gu��a circular reentrante��
para lo cual la correspondiente ecuaci�on integral �asociada a los modos TE o
TM� se transforma� tras aplicar de manera adecuada el M�etodo de los Momentos
�procedimiento Galerkin�� en un simple problema matricial lineal de autovalores�
La resoluci�on del mencionado problema de autovalores puede implementarse de
manera muy e�ciente� y generando a su vez resultados muy precisos� empleando
programas especialmente dise�nados para resolver problemas matriciales lineales�
Una vez resuelto el mencionado problema de autovalores� la obtenci�on �nal de
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las integrales buscadas tan s�olo requiere tratar adecuadamente� como se indica en
la secci�on 
�� �apartado 
������ gran parte de las matrices obtenidas al resolver
el espectro modal de la gu��a reentrante� por lo que el coste adicional que supo

ne obtener dichas integrales es bastante reducido� El procedimiento general de
c�alculo de las integrales de acoplamiento entre los modos de gu��as rectangulares
�o circulares� y gu��as con el mismo contorno b�asico rectangular �o circular� pero
modi�cado se encuentra implementado en el programa comercial ANAPLAN
W�
del que se ha hecho uso para obtener las integrales de acoplamiento necesarias
para poder analizar la estructura propuesta en la �gura 
�
�� integrales que pos

teriormente han sido empleadas por el programa DUMAS 
�� para analizar el
comportamiento de la estructura global� En cuanto al an�alisis de las transiciones
entre gu��as el��pticas y gu��as circulares o rectangulares� presentes tambi�en en la
estructura propuesta en la �gura 
�
�� �este se realiza completamente con el propio
programa DUMAS 
��� empleando para obtener los modos de las gu��as el��pticas
y las correspondientes integrales de acoplamiento el mismo m�etodo descrito en el
apartado 
����� que permite obtener asimismo resultados de gran precisi�on con
un redudido coste computacional�

Considerando pues la estructura de �ltro de modo dual propuesta en la �gu

ra 
�
�� se pretende dise�nar un �ltro paso banda cuya respuesta con un ancho
de valor aproximadamente igual a ��� MHz est�e centrada a �� GHz� para lo
cual se sigue un procedimiento de dise�no id�entico al utilizado con la estructu

ra propuesta en el apartado 
����� procedimiento que consta de sucesivas etapas
con objetivos muy concretos� En la estructura a dise�nar �recordar �g� 
�
��� las
gu��as de entrada y salida corresponden a tramos uniformes de gu��a normalizada
WR
	� �a � ������ mm� b � ����� mm�� las cavidades resonantes se implemen

tan mediante gu��as de secci�on transversal circular con di�ametro � � ������ mm�
mientras que las dimensiones de todos los iris el��pticos empleados en la mencio

nada estructura �dimensiones del eje mayor y menor de la secci�on transversal
de cada iris y su grosor�� las dimensiones de las inserciones met�alicas c�onicas
presentes en los tramos uniformes de gu��a circular reentrante situados dentro de
cada cavidad �concretamente ancho de la base de la inserci�on y penetraci�on de la
misma�� as�� como las longitudes de los dos tramos iguales en los que dichas gu��as
circulares reentrantes dividen cada cavidad� se escogen como par�ametros f��sicos
que deben optimizarse durante el proceso de dise�no del �ltro para conseguir ob

tener la respuesta deseada� Asimismo� con la intenci�on de que los tramos de gu��a
circular reentrante puedan simular de manera aproximada el efecto de los tornillos
de sinton��a utilizados en el �ltro propuesto para compensar tolerancias� se escoge
un valor predeterminado para el grosor de las mencionadas gu��as reentrantes igual
a ����� mm� valor que se aproxima bastante al del di�ametro real de los citados
tornillos a utilizar en el �ltro que se pretende dise�nar� En cuanto al procedimiento
seguido para obtener los valores �nales de los par�ametros f��sicos a optimizar� al
igual que el m�etodo descrito en el apartado 
����� se divide b�asicamente en dos
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Iris El��ptico Dimensiones �mm�
empleado para Eje Mayor Eje Menor Grosor

acoplo entrada�salida ���	�� ����� �����

acoplo entre cavidades ��	�� ����� ��	�


Tabla 
��� Valores optimizados de las dimensiones de los iris el��pticos del 
ltro de
modo dual mostrado en la 
gura ���
 para centrar su respuesta con ancho de banda de
aproximadamente �

 MHz a �� GHz�

etapas bien diferenciadas� en una primera se determinan para dichos par�ametros
unos valores iniciales� que posteriormente se optimizan en una segunda etapa� En
la primera de estas dos etapas se obtienen pues los mencionados valores iniciales�
empleando para ello el procedimiento expuesto en ���� que dise�na cavidad tras
cavidad �incluyendo sus correspondientes iris el��pticos y gu��a circular reentrante��
con el objeto de obtener la respuesta deseada cuando en la estructura real tan
s�olo se considera uno de los dos modos duales �pero siempre con la misma po

larizaci�on� en cada cavidad� por lo que en dicha etapa no se considera el acoplo
requerido entre modos duales dentro de cada cavidad� A continuaci�on� conside

rando el citado acoplo y utilizando los valores de las dimensiones a optimizar
determinados tras la etapa inicial� se determinan mediante la misma t�ecnica pro

puesta en ���� los valores optimizados �nales de las dimensiones escogidas para
dise�nar la estructura propuesta� siempre con el objetivo de que la respuesta paso
banda de dicha estructura se encuentre centrada a �� GHz con un ancho de valor
en torno a los ��� MHz� As�� pues� tras implementar el proceso de optimizaci�on
reci�en comentado� se concluye que los dos tramos de gu��a circular que integran ca

da una de las dos cavidades de la estructura propuesta �recordar �g� 
�
�� deben
presentar una misma longitud igual a 	�
�� mm� mientras que para las dimensio

nes optimizadas de los diferentes iris el��pticos se obtienen unos valores recogidos
en la tabla 
��� y para las coordenadas de los puntos que de�nen las inserciones
met�alicas presentes en cada gu��a circular reentrante se deducen unos valores op

timizados mostrados en la tabla 
��� La obtenci�on de todos estos valores se ha
conseguido� mediante el proceso de dise�no brevemente expuesto con anterioridad�
simulando el comportamiento electromagn�etico de diferentes estructuras interme

dias� habiendo realizado todas estas simulaciones con el programa DUMAS 
��
utilizando resultados proporcionados por la herramienta ANAPLAN
W� que tal
y como se ha comentado anteriormente proporciona las integrales de acoplamien

to necesarias para caracterizar despu�es uniones planares en las que intervienen
gu��as circulares reentrantes� En todas las mencionadas simulaciones� debido a
la complejidad de las estructuras consideradas constituidas por discontinuidades
bastante abruptas� ha sido necesario emplear ��� sumandos para evaluar todas las
series est�aticas requeridas �recordar apartado ����� del cap��tulo ��� ��� t�erminos
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Tabla 
��� Valores optimizados de las coordenadas de los puntos que de
nen tres inser�
ciones met�alicas� presentes en cada tramo de gu��a circular reentrante insertado dentro
de cada cavidad resonante del 
ltro de modo dual mostrado en la 
gura ���
� con el
objeto de centrar la respuesta de dicha estructura con ancho de banda de aproximada�
mente �

 MHz a �� GHz�

al sumar las diversas partes est�aticas de las series din�amicas precisadas �recordar
apartado ����� del cap��tulo ��� y ��� modos para describir correctamente los cam

pos el�ectrico y magn�etico de cada una de las gu��as que integran cada estructura
considerada� Estos requerimientos tan elevados� necesarios para obtener resulta

dos convergentes y precisos en el an�alisis de la estructura propuesta� deben ser
manejados mediante un programa especializado como DUMAS 
��� con el cual
es posible analizar y dise�nar en tiempo real estructuras de microondas realmente
complejas� debido a que el mencionado programa incorpora las t�ecnicas e�cientes
descritas en el cap��tulo ��

Tras �nalizar pues el proceso de dise�no de la estructura mostrada en la �

gura 
�
�� haciendo uso de las dimensiones obtenidas en dicho proceso y de los
valores precisados por los par�ametros del programa DUMAS 
��� se simula con
esta herramienta la respuesta electromagn�etica �par�ametros S�� y S��� del �ltro
de modo dual en gu��a circular dise�nado� que emplea iris el��pticos y tramos uni

formes de gu��a circular reentrante para implementar los diferentes requerimientos
de este tipo de �ltros� Los resultados correspondientes a esta respuesta pueden
observarse en la �gura 
�
� �apartado a�� donde es posible comprobar que la
banda de paso presenta un ancho de valor en torno a los ��� MHz� y que dicha
banda est�a centrada pr�acticamente a la frecuencia de �� GHz� Asimismo� en la
mencionada �gura 
�
� �apartado a� se con�rma la existencia de � polos en las
p�erdidas de retorno �par�ametro S��� y la ausencia de ceros de transmisi�on en la
representaci�on del par�ametro S��� comportamiento que corresponde plenamente
al de un �ltro de modo dual en gu��a circular constituido por dos cavidades reso

nantes �� polos�� que no presentan ning�un tipo de realimentaci�on negativa entre
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Figura 
�
�� Simulaci�on de la respuesta electromagn�etica �m�odulo de los par�ametros
S�� y S��� que presenta el 
ltro de modo dual propuesto en la 
gura ���
 dise	nado
para que su respuesta paso banda� sin ceros de transmisi�on� est�e centrada a �� GHz
con un ancho de banda aproximado de �

 MHz en a�� simulaci�on de la respuesta
electromagn�etica �m�odulo de los par�ametros S�� y S��� de la misma estructura mostrada
en la 
gura ���
 pero modi
cada para conseguir que su respuesta presente � ceros de
transmisi�on en b�� y medidas de la respuesta que ofrece la implementaci�on real de la
estructura recogida en la 
gura ���
 en c��

ellas �ausencia de ceros de transmisi�on� debido a que los tramos uniformes de
gu��a circular reentrante situados en ambas cavidades son id�enticos �dimensiones
de las inserciones met�alicas y orientaci�on de las mismas�� Por otra parte� en la
�gura 
�
� �apartado a� se observa como los picos que presenta las p�erdidas de
retorno �par�ametro S��� en la banda de paso del �ltro no tienen todos ellos el
mismo nivel� efecto causado� como ya se explic�o para el otro �ltro de modo dual
en gu��a circular propuesto en el apartado 
����� por la dispersi�on producida en las
cavidades del �ltro as�� como en sus respectivos iris de acoplo y tramos uniformes
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de gu��a circular reentrante� No obstante� el nivel de todos estos picos �ver de
nuevo apartado a en �g� 
�
�� se mantiene en toda la banda de paso del �ltro
siempre por encima de �� dB� condici�on cuyo cumplimiento resulta conveniente
observar en este tipo de �ltros� Si se pretendiera que la respuesta del �ltro con

siderado fuera el��ptica �presencia de dos ceros de transmisi�on�� tal y como ya se
ha comentado anteriormente� tan s�olo ser��a necesario sustituir el tramo uniforme
de gu��a circular reentrante situado en la segunda cavidad resonante del �ltro �re

cordar �g� 
�
�� por un tramo con las mismas inserciones met�alicas pero situadas
como se indica en la �gura 
��� �apartado b�� ya que de esta manera se consigue
implementar un nivel de acoplamiento negativo entre las dos cavidades adyacen

tes� requerido para conseguir la respuesta el��ptica deseada en el �ltro dise�nado�
As�� pues� una vez simulada la respuesta electromagn�etica �par�ametros S�� y S���
de esta nueva con�guraci�on alternativa� se obtienen los resultados ofrecidos en
la �gura 
�
� �apartado b�� donde se observa una importante degradaci�on en
las p�erdidas de retorno �par�ametro S���� traducida en la existencia de tan s�olo
� polos y en que el nivel del �unico pico en la banda de paso presenta un valor
por debajo de �� dB� La raz�on b�asica de esta degradaci�on observada consiste en
haber utilizado en esta segunda simulaci�on las mismas dimensiones para todos
los elementos del �ltro obtenidas en el proceso de dise�no original �respuesta sin
ceros de transmisi�on�� incluso en las coordenadas de los puntos que de�nen las
inserciones met�alicas de las gu��as circulares reentrantes de cada cavidad recogidas
previamente en la tabla 
��� Con el objeto de recuperar los � polos del �ltro en
sus p�erdidas de retorno� as�� como para conseguir que los picos de dichas p�erdidas
presenten en toda la banda de paso del �ltro valores por encima de �� dB� es nece

sario optimizar ligeramente algunas de las dimensiones obtenidas en el dise�no de
la estructura original� resultando su�ciente con toda probabilidad ajustar tan s�olo
las dimensiones de las inserciones met�alicas de las gu��as circulares reentrantes�
gu��as que deben situarse en ambas cavidades como se ha indicado �presentando
simetr��a respecto del eje vertical� para conseguir que el �ltro dise�nado presente
la deseada respuesta el��ptica�

Con la intenci�on de con�rmar que la estructura propuesta en el presente apar

tado �recordar �g� 
�
�� se comporta como un �ltro de modo dual� as�� como para
validar el proceso seguido en el dise�no de dicha estructura de manera que su
respuesta paso banda de ancho aproximadamente igual a ��� MHz est�e centrada
a �� GHz� se ha construido una implementaci�on pr�actica del mencionado �ltro
empleando las dimensiones deducidas anteriormente� En dicha implementaci�on�
los acoplos de entrada y salida requeridos se obtienen mediante iris el��pticos cuyo
aspecto se recoge en la �gura 
�
� �apartado a�� iris que deben quedar orientados
en direcci�on paralela a la del eje horizontal de cualquier secci�on transversal del
�ltro� Por lo que respecta al acoplo entre las dos cavidades adyacentes del �ltro�
su implementaci�on se realiza mediante el iris el��ptico mostrado en la �gura 
�
�
�apartado b�� cuya orientaci�on en este caso debe ser paralela al eje vertical de
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a� b�

Figura 
�
�� Iris el��ptico utilizado para conseguir implementar los acoplos de entrada
y salida en a�� e iris el��ptico escogido para obtener el acoplo entre parejas de modos
duales situados en cavidades adyacentes en b��

a� b�

Figura 
�

� Gu��a circular reentrante� con tres inserciones met�alicas� que permite
conseguir el acoplo requerido entre modos duales dentro de cada cavidad� as�� como
ajustar independientemente la frecuencia de resonancia de cada uno de estos modos�
junto con un tramo de gu��a circular equivalente en el que se insertan tres tornillos de
sinton��a en a�� y vista conjunta de todas las piezas integrantes del 
ltro de modo dual
dise	nado� que emplea iris el��pticos y gu��as circulares reentrantes� en b��

las secciones transversales� es decir el iris debe quedar rotado ��� respecto de
la orientaci�on que presentan los iris de acoplo de entrada y salida� Los valores
optimizados de las dimensiones f��sicas de estos dos iris el��pticos� dimensiones del
eje mayor y menor de sus respectivas secciones transversales y de los grosores de
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ambos iris� corresponden a los recogidos previamente en la tabla 
��� valores que
se han obtenido tras �nalizar el proceso de dise�no del �ltro propuesto� En cuanto
a los tramos uniformes de gu��a circular reentrante con tres inserciones met�alicas
en forma de cono� empleados para conseguir el acoplo entre modos duales dentro
de cada cavidad y el ajuste independiente de la frecuencia de resonancia asociada
a cada uno de dichos modos� se implementan de forma pr�actica tal y como se
recoge en la �gura 
�

 �apartado a�� donde las dimensiones y ubicaci�on de cada
una de las inserciones met�alicas mencionadas se deducen a partir de los valores
mostrados en la tabla 
�� para sus coordenadas respectivas� valores optimizados
durante el proceso seguido en el dise�no del �ltro� Todas estas piezas reci�en des

critas� recogidas junto al resto de elementos integrantes del �ltro dise�nado en la
�gura 
�

 �apartado b�� deben insertarse adecuadamente entre tramos unifor

mes de gu��a circular con di�ametro � � ������ mm y longitudes correspondientes
deducidas tambi�en en la etapa de dise�no� para de esta forma implementar el �l

tro de modo dual dise�nado� en el que l�ogicamente los iris el��pticos de acoplo de
entrada y salida se insertar�an entre las respectivas gu��as de entrada y salida y los
mencionados tramos uniformes de gu��a circular�

Por otra parte� se han construido tambi�en tramos adicionales de gu��a circular
con tres tornillos de sinton��a� de di�ametro igual al grosor de los tramos de gu��a
circular reentrante �� � � mm�� con el objeto de que sustituyan respectivamente
en el �ltro de modo dual dise�nado dichos tramos de gu��a circular reentrante con
tres inserciones met�alicas� De esta manera� ajustando experimentalmente en el
laboratorio las penetraciones de cada uno de los mencionados tornillos� se pre

tende recuperar la respuesta paso banda �con ancho aproximado de ��� MHz y
centrada a �� GHz� del �ltro de modo dual dise�nado originalmente empleando
gu��as circulares reentrantes� demostrando pues que las dimensiones deducidas an

teriormente para los restantes elementos del �ltro de modo dual contin�uan siendo
v�alidas en el caso� bastante usual por cierto en la pr�actica� de tener que utilizar
tornillos de sinton��a en el �ltro para compensar defectos presentes en su imple

mentaci�on causados por tolerancias mec�anicas� En la �gura 
�
� �apartado a�� se
muestra pues este tramo uniforme de gu��a circular con tres tornillos de sinton��a�
cuyas penetraciones respectivas se han obtenido experimentalmente en el labora

torio para recuperar la respuesta paso banda deseada en el �ltro construido� Con
el objeto de comparar estas penetraciones de los tornillos de sinton��a con aqu�ellas
deducidas en el dise�no para las correspondientes inserciones met�alicas� los dos
tramos de gu��a circular intercambiables entre s�� se muestran conjuntamente en
la �gura 
�

 �apartado a�� donde es posible comprobar que entre las penetracio

nes requeridas en un caso y en otro se preserva una relaci�on de aspecto� Estos
resultados con�rman que es posible utilizar un tramo uniforme de gu��a circular
reentrante� como el propuesto en este apartado� para simular el efecto real que
producen los tornillos de sinton��a tradicionalmente empleados en el tipo de �ltros
de modo dual considerados� Una visi�on conjunta de todas las piezas necesarias
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Figura 
�
�� Gu��a circular con tres tornillos de sinton��a �di�ametro � � � mm�� cuyas
penetraciones pueden ajustarse manualmente para controlar de manera independiente
la frecuencia de resonancia de cada modo y conseguir el acoplo entre modos requerido�
en a�� vista conjunta de todas las piezas construidas para implementar el 
ltro de modo
dual dise	nado� en el que se sustituyen las inserciones met�alicas c�onicas por tornillos de
sinton��a� en b�� y aspecto 
nal del 
ltro con tornillos de sinton��a una vez ensambladas
todas sus piezas en c��

para implementar este nuevo dise�no� que incluye tornillos de sinton��a� se ofrece
en la �gura 
�
� �apartado b�� piezas que son las mismas utilizadas para imple

mentar el �ltro original �observar apartado b en �g� 
�

�� a excepci�on del tramo
uniforme de gu��a reentrante sustituida por el correspondiente tramo uniforme de
gu��a circular con tornillos de sinton��a� Despu�es de ensamblar todas las piezas de
esta segunda implementaci�on pr�actica� que incorpora tornillos de sinton��a� el �l
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tro de modo dual construido presenta un aspecto global mostrado en perspectiva
en la �gura 
�
� �apartado c�� cuya longitud total presenta un valor aproxima

damente igual a �� mm� muy similar a la longitud del �ltro de modo dual con
s�olo iris el��pticos descrito en el apartado 
����� y nuevamente bastante inferior a
la longitud requerida por un �ltro como el dise�nado en el caso de implementarlo
excitando un �unico modo en cada cavidad�

Una vez presentada la implementaci�on pr�actica del �ltro dise�nado� con el
objeto de corroborar la respuesta de dicho dispositivo simulada con el progra

ma DUMAS 
��� se mide el comportamiento electromagn�etico �par�ametros S�� y
S��� que presenta la estructura implementada� habiendo escogido en primer lugar
la estructura constituida por las piezas y elementos mostrados en la �gura 
�


�apartado b�� entre las que se encuentran tramos uniformes de gu��a circular re

entrante insertados dentro de cada cavidad� La campa�na de medidas realizada�
al igual que el resto de medidas ofrecidas en el presente cap��tulo� se ha llevado a
efecto en el �Area de Microondas del Laboratorio de Sistemas de Radiofrecuencia
que la ESA �Agencia Espacial Europea� tiene en ESTEC �Centro Europeo de
Tecnolog��a e Investigaci�on Espacial�� para lo cual se ha utilizado un analizador
de redes de la serie HP����C� en cuya calibraci�on previa se ha empleado el pro

cedimiento normalizado TRL completo de dos puertos �en ingl�es full ��port�� Las
medidas obtenidas� correspondientes al caso en el que se pretende obtener una
respuesta sin ceros de transmisi�on �ubicaci�on id�entica de las inserciones met�alicas
situadas en cada cavidad resonante�� se recogen por razones comparativas en la
�gura 
�
� �apartado c� mostrada en la p�agina �
�� donde se observa� tras compa

rar los resultados obtenidos mediante simulaci�on y mediante medidas �apartados
a y c en �g� 
�
��� que el comportamiento del �ltro construido es b�asicamente
correcto ��ltro de modo dual con respuesta sin ceros de transmisi�on�� Sin embar

go� la respuesta medida del dispositivo construido �apartado c en �g� 
�
�� revela
ciertas degradaciones en sus p�erdidas de retorno �par�ametro S���� que consisten
b�asicamente en la desaparici�on de � polos en dicho par�ametro S��� frente a los
� polos que debieran estar presentes� y en que el nivel m�aximo de las citadas
p�erdidas de retorno se encuentra por debajo incluso de �� dB �el nivel recomen

dado deber��a ser superior a �� dB�� Las principales causas de estas degradaciones�
m�as importantes que las observadas tras medir el �ltro de modo dual con s�olo
iris el��pticos propuesto en el apartado 
����� son esencialmente las tolerancias
mec�anicas �superiores al valor de ���m requerido� presentes durante el proceso
de construcci�on del �ltro propuesto en este apartado� las cuales� debido al mo

do particular en el que se han implementado f��sicamente las cavidades circulares
del �ltro �a base de tramos pertenecientes a diferentes piezas�� han afectado de
manera m�as intensa provocando una mayor degradaci�on en la respuesta medida�
As�� y todo� pese a estas mayores degradaciones observadas� es posible concluir de
dichas medidas que la estructura propuesta en el presente apartado se comporta
como un �ltro de modo dual en gu��a circular� y de manera adicional se comprueba
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Figura 
�
�� Medidas de la respuesta electromagn�etica �m�odulo de los par�ametros
S�� y S��� del 
ltro de modo dual construido� con respuesta sin ceros de transmisi�on�
empleando tornillos de sinton��a en lugar de gu��as reentrantes en a�� y medidas de la
misma estructura� modi
cada para incorporar � ceros de transmisi�on en su respuesta�
empleando nuevamente tornillos de sinton��a en b��

nuevamente el buen funcionamiento del programa DUMAS 
��� capaz de analizar
y dise�nar con precisi�on y en tiempo real estructuras tan complejas de microondas
como el �ltro de modo dual considerado�

Como ha podido comprobarse en la implementaci�on pr�actica del �ltro de modo
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dual propuesto� las tolerancias de fabricaci�on provocan una importante degrada

ci�on en la respuesta asociada a este tipo de �ltros� Con el objeto de compensar
los efectos negativos provocados por las mencionadas tolerancias� en la pr�actica
se utilizan en este tipo de �ltros tornillos de sinton��a� cuyas penetraciones se
ajustan experimentalmente para recuperar la respuesta deseada en el �ltro im

plementado� Ahora bien� para dimensionar correctamente las diferentes partes
del �ltro de modo dual a construir� se requiere poder simular el comportamiento
de dicho �ltro incluyendo de alguna manera el efecto de los tornillos de sinton��a�
tal y como se ha realizado en el presente apartado empleando los mencionados
tramos uniformes de gu��a circular reentrante� As�� pues� para demostrar que el
dise�no del �ltro de modo dual propuesto en este apartado es correcto� se ha sus

tituido en la implementaci�on pr�actica del mismo cada gu��a circular reentrante
por un tramo uniforme de gu��a circular con tres tornillos de sinton��a �recordar
apartado a en �g� 
�
��� tramos situados en cada cavidad de manera que sus
tornillos respectivos presentan las mismas orientaciones para que la respuesta del
�ltro no incluya ceros de transmisi�on� determinando las penetraciones de dichos
tornillos para recuperar la respuesta deseada en el dispositivo construido� En
la �gura 
�
� �apartado a�� se muestra la respuesta medida �par�ametros S�� y
S��� del �ltro construido empleando los mencionados tornillos� observando como
efectivamente las p�erdidas de retorno obtenidas presentan � polos en la banda
de paso� y como el nivel m�aximo de dichas p�erdidas se mantiene en toda la ban

da de paso por encima de �� dB como era deseable� Las penetraciones que se
requieren en los tornillos para medir esta respuesta �apartado a en �g� 
�
�� se
han determinado experimentalmente en el laboratorio� no habiendo requerido di

cha determinaci�on de un proceso extremadamente arduo o complejo� pues como
penetraciones iniciales se escogieron aqu�ellas obtenidas en el proceso de dise�no
para las respectivas inserciones met�alicas� Asimismo� como puede observarse en
la �gura 
�

 �apartado a�� las penetraciones �nales de los tornillos de sinton��a
una vez ajustadas guardan una relaci�on de aspecto entre ellas bastante similar
a la que presentan las penetraciones de las respectivas inserciones met�alicas� lo
que permite con�rmar que el modelo escogido �inserciones met�alicas con forma
de cono� para representar el efecto de los tornillos reales resulta bastante apro

piado� y por tanto puede emplearse para dise�nar estructuras de modo dual con
bajo coste econ�omico �malas tolerancias� que requieran posteriormente el empleo
de los mencionados tornillos� Por �ultimo� si el tramo de gu��a circular con torni

llos presente en la segunda cavidad del �ltro se sit�ua adecuadamente� de manera
sim�etrica a como se posiciona el mismo tramo con tornillos de la primera cavidad
respecto del eje vertical de cualquier secci�on transversal� resulta posible obte

ner con la misma estructura empleada anteriormente una respuesta paso banda
el��ptica �� ceros de transmisi�on�� cuyo aspecto� tras haber ajustado nuevamente
los diferentes tornillos de sinton��a para satisfacer los requerimientos del �ltro� se
recoge en la �gura 
�
� �apartado b��





Cap��tulo �

Caracterizaci�on de Objetos

Dispersores en Espacio Libre

mediante T�ecnicas Espectrales

El an�alisis de la dispersi�on electromagn�etica� que produce un objeto en espa

cio libre al incidirle una cierta excitaci�on� ha sido estudiado utilizando t�ecnicas
cl�asicas� tales como �Optica F��sica� �Optica Geom�etrica� Teor��a F��sica de la Difrac

ci�on� Teor��a Geom�etrica de la Difracci�on y Ecuaciones Integrales para el campo
el�ectrico y magn�etico entre otras posibles� Sin embargo� hasta el momento la li

teratura no ha recogido la caracterizaci�on de dichos objetos dispersores mediante
una funci�on de transferencia� de�nida en el dominio espectral� que permita deter

minar el comportamiento dispersor de dichos objetos ante cualquier incidencia�

En este cap��tulo se presenta el concepto de la funci�on de transferencia de un
objeto dispersor� representada en t�erminos matem�aticos por medio de una matriz
que denominaremos matriz de caracterizaci�on� Dicha matriz relaciona espectro
de campo dispersado por el objeto con espectro de campo incidente� y para su
determinaci�on se requiere el c�alculo de dos matrices que llamaremos respectiva

mente matriz de corrientes y matriz de espectro� La matriz de corrientes permite
obtener la distribuci�on de corrientes inducidas sobre la super�cie del objeto dis

persor ante un cierto espectro de campo incidente� El c�alculo de esta matriz se ha
implementado haciendo uso de �Optica F��sica y de las Ecuaciones Integrales para
el campo el�ectrico y magn�etico� Finalmente� la matriz de espectro relaciona el
espectro de campo dispersado por el objeto con las corrientes inducidas sobre su
super�cie� Para la determinaci�on de esta matriz se exponen dos posibles t�ecnicas�
una de ellas basada en la Transformada de Fourier y la otra en el Teorema de
Adici�on para las Funciones de Hankel�
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	�� Matriz de Caracterizaci�on

La funci�on de transferencia se ha utilizado tradicionalmente ���� en la caracte

rizaci�on de sistemas lineales e invariantes en el tiempo �LTI�� representando la
respuesta de dicho sistema en el dominio frecuencial ante una excitaci�on constitui

da por un impulso de�nido en el dominio temporal� De esta manera� la respuesta
del sistema ante cualquier excitaci�on se obtiene� simplemente� multiplicando la
funci�on de transferencia del sistema por la excitaci�on que se le aplica� tal y como
se muestra en la siguiente expresi�on

Y �f� � H�f� �X�f� �����

donde X�f� representa cualquier posible excitaci�on de�nida en el dominio fre

cuencial� H�f� la funci�on de transferencia que caracteriza al sistema e Y �f� la
respuesta del sistema� tambi�en de�nida en el dominio frecuencial� ante dicha ex

citaci�on�
El concepto de la funci�on de transferencia� que se termina de explicar para

sistemas electr�onicos LTI� es directamente trasladable al an�alisis de problemas
electromagn�eticos� pues �estos tambi�en presentan un comportamiento lineal e in

variante en el tiempo� En ����� se plantea la posibilidad de caracterizar un objeto
dispersor mediante una funci�on de transferencia que relacione de alguna mane

ra se�nales incidentes al objeto �excitaci�on del sistema objeto dispersor� con las
correspondientes se�nales dispersadas �respuesta de dicho sistema�� Estas se�nales
incidentes y dispersadas vienen representadas por campos electromagn�eticos de

pendientes de la posici�on espacial � �E��� �� z� y �H��� �� z��� De igual forma que las
se�nales con dependencia temporal �x�t� e y�t�� presentan espectros en el dominio
transformado de la frecuencia temporal �X�f� e Y �f��� las se�nales con depen

dencia de la posici�on espacial presentan igualmente espectros� aunque de�nidos
en el domino transformado de la frecuencia espacial �ver ap�endice C�� Por tan

to� as�� como en los sistemas electr�onicos la funci�on de transferencia relaciona las
se�nales de entrada y salida en el dominio de la frecuencia �X�f� e Y �f�� respecti

vamente�� en la caracterizaci�on de objetos dispersores la funci�on de transferencia
relaciona espectros de campo incidente con espectros de campo dispersado� Este
paralelismo entre la caracterizaci�on de sistemas electr�onicos y problemas de dis

persi�on electromagn�etica se re�eja en la �gura ���� donde EI y ED representan
respectivamente los espectros de campo incidente y dispersado� y D la funci�on
de transferencia que caracteriza al objeto dispersor�
La funci�on de transferencia en problemas de dispersi�on electromagn�etica se

expresa matem�aticamente mediante una matriz� denominada matriz de caracte

rizaci�on� que permite obtener el espectro de campo dispersado por el objeto bajo
an�alisis a partir del espectro de campo incidente� La principal ventaja asociada a
este m�etodo para caracterizar la dispersi�on electromagn�etica radica en que� una
vez obtenida la funci�on de transferencia �o matriz de caracterizaci�on� de un obje
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Figura ���� Funci�on de transferencia en sistemas electr�onicos y en problemas de dis�
persi�on electromagn�etica�

to dispersor� se puede prescindir de su geometr��a en el c�alculo de la dispersi�on que
produce dicho objeto ante cualquier incidencia� la cual se obtiene� simplemente�
multiplicando su matriz de caracterizaci�on por el espectro asociado al campo in

cidente� Esta ventaja permite adem�as� como se describir�a en sucesivos cap��tulos�
la caracterizaci�on del acoplo electromagn�etico que se produce entre varios objetos
dispersores ante cualquier incidencia� Las matrices de caracterizaci�on permitir�an
estudiar� por tanto� el efecto de las interacciones m�ultiples que se originan entre
diversos objetos sin necesidad de recurrir a la geometr��a de los mismos�

Un campo incidente arbitrario en una regi�on homog�enea y libre de fuentes
se puede expresar como combinaci�on de dos tipos de soluciones modales� que en
���� se denominan TMz �campo magn�etico contenido en el plano XY transversal
al eje �z� y TEz �campo el�ectrico contenido en el plano XY transversal al eje �z��
En la caracterizaci�on completa de un objeto dispersor resultar�a necesario� pues�
obtener dos funciones de transferencia �o matrices� que caractericen al objeto dis

persor ante incidencia TMz y TEz� respectivamente� De esta forma� para calcular
la dispersi�on que produce un objeto ante un cierto campo incidente� �este debe
descomponerse en un espectro incidente TMz �correspondiente a un desarrollo de
modos con polarizaci�on TMz� y en otro espectro incidente TEz �correspondiente
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en este caso a un desarrollo de modos TEz�� A continuaci�on� cada uno de estos
espectros incidentes debe multiplicarse por la correspondiente matriz de caracte

rizaci�on del objeto dispersor� dando lugar a los espectros de campo dispersado
por el objeto bajo an�alisis ante incidencia TMz y TEz� El campo total dispersado
se de�ne� aplicando superposici�on� como la suma de los campos dispersados por
el objeto ante las dos polarizaciones incidentes consideradas�
La aplicaci�on pr�actica de la matriz de caracterizaci�on reci�en presentada se

resume perfectamente en ���� y en ��	�� donde se caracterizan diversos objetos
dispersores can�onicos ante incidencia con polarizaci�on TMz y TEz� respectiva

mente� Haciendo uso de dichas matrices de caracterizaci�on� as�� como de sus
propiedades� se presenta en ���� un algoritmo recursivo generalizado que permite
analizar problemas de acoplo electromagn�etico entre diversos objetos dispersores
para cualquier campo incidente�
El concepto de la matriz de caracterizaci�on se ha particularizado en este traba


jo al an�alisis de dispersores �conductores perfectos� cuya geometr��a es invariante
en una dimensi�on� reduci�endose por tanto el problema a un caso bidimensional� lo
cual simpli�ca considerablemente la formulaci�on al tratar con espectros de campo
unidimensionales� El sistema de referencia que se emplea es� por consiguiente�
un sistema de coordenadas cil��ndricas ��� ��� y el objeto dispersor se mantiene
invariante a lo largo del eje �z� tal y como se muestra en la �gura ���� El an�alisis
de objetos cuya geometr��a no fuera invariante en ninguna dimensi�on �problemas
tridimensionales� se realizar��a de manera similar al caso bidimensional ofrecido
a continuaci�on� pero utilizando un sistema de coordenadas esf�ericas en lugar de
cil��ndricas� y expresando los campos en t�erminos de sus correspondientes espec

tros en coordenadas esf�ericas�

Figura ���� Sistema de coordenadas utilizado en la caracterizaci�on de dispersores
bidimensionales�
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Como ya se ha mencionado anteriormente� el an�alisis de un objeto dispersor
debe realizarse ante incidencia TMz y TEz� As�� pues� para el primer tipo de
incidencia �TMz� y dado que el problema tiene car�acter bidimensional� el campo
el�ectrico incidente tan s�olo presenta componente en �z �Ei

z�� Consecuentemente�
el campo el�ectrico dispersado por dicho objeto tan s�olo puede tener componente
en �z �Ed

z �� El espectro del campo el�ectrico E
d
z quedar�a relacionado por tanto

con el espectro del campo el�ectrico Ei
z a trav�es de una matriz de caracterizaci�on�

que llamaremos funci�on de transferencia TM� De igual manera� para el segundo
tipo de incidencia �TEz�� se tiene ahora un campo magn�etico incidente que tan
s�olo presenta componente en �z �H i

z�� y por consiguiente el campo magn�etico
dispersado por el objeto tan s�olo tiene componente seg�un el eje �z �Hd

z �� En este
segundo caso� el espectro del campo magn�etico Hd

z se relaciona con el espectro
del campo magn�etico H i

z a trav�es de una segunda matriz de caracterizaci�on� que
denominaremos funci�on de transferencia TE�
Los campos indicente y dispersado� correspondientes a la polarizaci�on TMz y

TEz� se expresan en t�erminos de sus respectivos espectros cil��ndricos ��
�� En con

creto� el campo el�ectrico incidente Ei

z �polarizaci�on TM
z� y el campo magn�etico

incidente H i
z �polarizaci�on TE

z� se desarrollan en series de funciones de Bessel
�ver ap�endice C�� que presentan un valor �nito en el origen� dando lugar a las
siguientes expresiones

Ei
z �

NiX
p��Ni

iTMp Jp�k�� e
jp


H i
z �

NiX
p��Ni

iTEp Jp�k�� e
jp
 �����

donde p representa el orden del p
�esimo modo incidente Jp�k�� ejp
� y los co

e�cientes iTMp e iTEp las amplitudes de la p
�esima componente de los espectros
cil��ndricos asociados a los campos el�ectrico y magn�etico incidentes� Aunque en
principio los campos incidentes debieran expresarse mediante sumas de in�nitos
modos� a efectos pr�acticos estas series pueden truncarse en un n�umero de modos
tal� que permita reconstruir correctamente el campo incidente sobre la super�cie
del objeto bajo an�alisis� El criterio a seguir para seleccionar el n�umero de modos
a considerar en ����� viene de�nido en ��� ��� como

Ni 	 ka ���
�

donde k es el n�umero de onda �k � ��
��� y a representa la distancia del origen
del sistema local de coordenadas al punto de la super�cie del objeto m�as alejado de
dicho origen� En los resultados pr�acticos� que se presentan en sucesivos cap��tulos�
se ha escogido el criterio Ni � ��� ka� resultando adecuado para el tama�no de los
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objetos analizados� En el caso de caracterizar objetos cuya dimensi�on a resultara
bastante menor que �� podr��a escogerse un valor para Ni mayor que el criterio
recomendado de ��� ka� sin que ello supusiera un excesivo coste computacional�
Por contra� si el objeto analizado es grande en t�erminos de � el criterio propuesto
puede disminuirse� ajustando m�as el valor seleccionado para Ni al l��mite te�orico
de�nido en ���
� como ka� con el objetivo de reducir el coste computacional�
Persiguiendo esta misma �nalidad� conviene escoger el centro del sistema local de
coordenadas de manera que a� la distancia desde el origen al punto m�as lejano de
la super�cie del objeto� sea m��nima� para de esta forma reducir las dimensiones
de los espectros y las funciones de transferencia� y en consecuencia la complejidad
de c�alculo asociada al procedimiento en cuesti�on�
Los espectros de campo incidente� a efectos de implementaci�on anal��tica� se

expresan mediante vectores columna constituidos por �Ni � � elementos que
representan las amplitudes iTMp e iTEp de�nidas en ������ los cuales presentan el
siguiente aspecto

EITM �

�
�����������

iTM�Ni

iTM�Ni	�

���

iTMNi��

iTMNi

�
�����������
�Ni	���

EITE �

�
�����������

iTE�Ni

iTE�Ni	�

���

iTENi��

iTENi

�
�����������
�Ni	���

�����

Por otra parte� el campo el�ectrico dispersado Ed
z �polarizaci�on TM

z� y el
campo magn�etico dispersado Hd

z �polarizaci�on TE
z� se desarrollan en series de

funciones de Hankel de segunda especie �ver ap�endice C�� que presentan una
singularidad en el origen y emergen hacia el in�nito� dando lugar a las siguientes
expresiones

Ed
z �

NdX
q��Nd

cTMq H���
q �k�� e

jq


Hd
z �

NdX
q��Nd

cTEq H���
q �k�� e

jq
 �����

donde q representa el orden del q
�esimo modo dispersado H���
q �k�� e

jq
� y los co

e�cientes cTMq y cTEq son las amplitudes de la q
�esima componente de los espectros
cil��ndricos asociados a los campos el�ectrico y magn�etico dispersados� De igual
manera que para los campos incidentes� las series en ����� deben truncarse en un
n�umero de modos tal� que permita reconstruir el campo dispersado fuera de la
circunferencia de radio a que contiene al objeto dispersor� Este n�umero de modos
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emergentes� de�nido en ����� a partir de Nd� debe satisfacer la misma condici�on
expresada anteriormente para Ni� es decir Nd 	 ka� En los casos pr�acticos ana

lizados en este trabajo� se ha vuelto a escoger el mismo criterio que para Ni� es
decir Nd � ��� ka� resultando apropiado para el tama�no de los objetos considera

dos� Ahora bien� como se indica en ��� ���� este criterio puede resultar insu�ciente
para reconstruir el campo en las cercan��as del elemento dispersor� En esta zona�
debido a la existencia de campos evanescentes� se precisa de un mayor n�umero de
modos para reconstruir correctamente el campo dispersado� mientras que en la
zona de campo lejano es su�ciente con seguir el criterio expuesto� No obstante�
adoptando el criterio recomendado �Nd � ��� ka� para evaluar el campo disper

sado en cualquier regi�on del espacio �campo pr�oximo y campo lejano�� se han
observado resultados bastante exactos �ver siguientes cap��tulos� en problemas de
acoplo electromagn�etico entre diversos objetos que est�en muy pr�oximos o incluso
en contacto�
De igual manera que para los espectros de campo incidente� a efectos de im


plementaci�on anal��tica� los espectros de campo dispersado se expresan mediante
vectores columna formados por �Nd�� elementos que representan las amplitudes
cTMq y cTEq de�nidas en ������ los cuales presentan el siguiente aspecto

EDTM �

�
�����������

cTM�Nd

cTM�Nd	�

���

cTMNd��

cTMNd

�
�����������
�Nd	���

EDTE �

�
�����������

cTE�Nd

cTE�Nd	�

���

cTENd��

cTENd

�
�����������
�Nd	���

�����

La caracterizaci�on del objeto dispersor supone calcular la respuesta de dicho
objeto a cada posible modo incidente Jp�k�� ejp
� tanto para polarizaci�on TMz

como TEz� Esta respuesta se obtiene empleando t�ecnicas cl�asicas de an�alisis de
problemas electromagn�eticos� en concreto en este trabajo se ha utilizado �Optica
F��sica y Ecuaci�on Integral� que� combinadas con m�etodos espectrales� permiten
expresar los campos dispersados en t�erminos de sus respectivos espectros a trav�es
de las siguientes expresiones

Ei
z � Jp�k��e

jp
 �� Ed
z �

NdX
q��Nd

dTMqp H���
q �k��e

jq


H i
z � Jp�k��e

jp
 �� Hd
z �

NdX
q��Nd

dTEqp H
���
q �k��e

jq
 ���	�

donde los coe�cientes dTMqp y dTEqp representan la contribuci�on de la componente
p
�esima del correspondiente espectro incidente �polarizaci�on TMz y TEz� res
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pectivamente� a la componente q
�esima del correspondiente espectro dispersado
�polarizaci�on TMz y TEz� respectivamente��
Por consiguiente� la respuesta global del objeto dispersor ante una incidencia

de�nida por las amplitudes espectrales iTMp e iTEp �polarizaci�on TMz y TEz� res

pectivamente� puede expresarse usando los coe�cientes dTMqp y dTEqp de la siguiente
manera

Ei
z �

NiX
p��Ni

iTMp Jp�k�� e
jp


�� Ed
z �

NiX
p��Ni

iTMp



� NdX
q��Nd

dTMqp H���
q �k�� e

jq


�
A

H i
z �

NiX
p��Ni

iTEp Jp�k�� e
jp


�� Hd
z �

NiX
p��Ni

iTEp



� NdX
q��Nd

dTEqp H���
q �k�� e

jq


�
A �����

Reordenando los sumatorios que aparecen en ������ se obtienen las siguien

tes expresiones para los campos dispersados por el objeto ante incidencia con
polarizaci�on TMz y TEz

Ed
z �

NdX
q��Nd



� NiX
p��Ni

iTMp dTMqp

�
AH���

q �k�� e
jq


Hd
z �

NdX
q��Nd



� NiX
p��Ni

iTEp dTEqp

�
AH���

q �k�� e
jq
 �����

Comparando ����� con ������ es posible deducir una relaci�on en t�erminos ma

triciales entre los espectros de campo dispersado e incidente de�nida como

EDTM � DTM � EITM

EDTE � DTE � EITE ������

donde EDTM� EDTE y EITM� EITE denotan respectivamente los vectores colum

na que representan los espectros de campo dispersado e incidente para polariza

ci�on TMz y TEz� mientras que DTM y DTE designan las matrices de caracteri

zaci�on que de�nen respectivamente las funciones de transferencia TM y TE del
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objeto analizado� Estas matrices se construyen a partir de los coe�cientes dTMqp y
dTEqp � previamente introducidos� de la siguiente forma

DTM �

�
��������

dTM�Nd �Ni
dTM�Nd �Ni	�

� � � dTM�Nd Ni

dTM�Nd	��Ni
dTM�Nd	��Ni	�

� � � dTM�Nd	�Ni

���
���

� � �
���

dTMNd �Ni
dTMNd �Ni	�

� � � dTMNd Ni

�
��������
�Nd	���Ni	�

DTE �

�
��������

dTE�Nd �Ni
dTE�Nd �Ni	�

� � � dTE�Nd Ni

dTE�Nd	��Ni
dTE�Nd	��Ni	�

� � � dTE�Nd	�Ni

���
���

� � �
���

dTENd �Ni
dTENd �Ni	�

� � � dTENd Ni

�
��������
�Nd	���Ni	�

������

Recordando ���
�� se puede observar en ������ que el tama�no de la matriz de
caracterizaci�on� tanto para incidencia TM como para incidencia TE� aumenta a
medida que las dimensiones el�ectricas del objeto dispersor crecen� y por tanto�
cuando �este sea muy grande en t�erminos de � resultar�a m�as e�ciente� desde el
punto de vista computacional� segmentar el contorno del objeto en elementos m�as
peque�nos� caracterizarlos individualmente� y analizar entonces el acoplo electro

magn�etico o realimentaci�on m�ultiple entre dichos elementos� empleando para ello
alguna de las t�ecnicas descritas en el cap��tulo ��
La caracterizaci�on de un objeto dispersor se divide en dos fases� En un primer

paso se calcula una matriz DI� denominada matriz de corrientes� que relaciona la
distribuci�on de corrientes inducidas sobre la super�cie del objeto en cuesti�on con
el espectro asociado al campo incidente� A continuaci�on se construye una segunda
matriz DE� denominada matriz de espectro� que relaciona el espectro asociado al
campo dispersado por el objeto con la distribuci�on de corrientes inducidas sobre
su super�cie� Los diversos m�etodos planteados en este trabajo para computar
cada una de estas matrices se detallan en las pr�oximas secciones� Finalmente� la
matriz de caracterizaci�on o funci�on de transferencia del objeto dispersor se obtiene
simplemente multiplicando la matriz de espectro por la matriz de corrientes del
siguiente modo

D � DE �DI ������

Una vez calculada la matriz de caracterizaci�on� a efectos de c�alculo del campo
dispersado por el objeto bajo an�alisis� el espacio exterior al objeto dispersor se
divide en dos regiones� tal y como se muestra en la �gura ��
� Esta divisi�on del
espacio se debe a que tan s�olo es posible reconstruir el campo dispersado a partir
de su correspondiente espectro cil��ndrico en la zona libre de fuentes� es decir� en
la zona externa a la circunferencia que contiene al objeto �regi�on R	 en �g� ��
��
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Figura ��
� Regiones para calcular el campo dispersado por un conductor perfecto�

En la zona interna a dicha circunferencia pero externa al objeto �regi�on R� en
�g� ��
�� el campo dispersado se obtiene a partir de la distribuci�on de corrientes
inducidas sobre la super�cie del objeto dispersor� Para reconstruir el campo dis

persado en la regi�on libre de fuentes� a partir de su correspondiente espectro� se
requiere multiplicar la matriz de caracterizaci�on �o funci�on de transferencia� del
objeto considerado por el espectro del campo incidente� La distribuci�on de co

rrientes en la super�cie del objeto se calcula multiplicando la matriz de corrientes
por el espectro del campo incidente� y el campo dispersado en la zona interior de
la circunferencia que contiene al objeto se obtiene integrando el campo dispersado
por cada elemento de corriente inducida�

	�� Matriz de Corrientes

En esta secci�on� se describen t�ecnicas para construir la matriz de corrientes�
que relaciona la distribuci�on de corrientes inducidas en la super�cie del objeto
dispersor con el espectro asociado al campo incidente� La obtenci�on de esta
matriz requiere determinar en principio la distribuci�on de la densidad de corriente
inducida sobre la super�cie del objeto por un cierto campo incidente�

El problema que se pretende resolver consiste por tanto en calcular la densidad
de corriente inducida sobre un objeto met�alico perfectamente conductor �� ����
cuya secci�on transversal �plano XY � se muestra en la �gura ����

En la �gura ���� se aprecia la existencia de unas fuentes �J� y �M� que producen
unos campos �Ei y �H i� conocidos e incidentes sobre la super�cie del objeto dis

persor� Dicho objeto� como respuesta a estos campos incidentes� producir�a unos
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Figura ���� Secci�on transversal de un dispersor met�alico perfectamente conductor�

campos dispersados �Ed y �Hd� de modo que los campos totales en la zona externa
al objeto met�alico vendr�an expresados como

�E � �Ei � �Ed

�H � �H i � �Hd ����
�

Los campos totales en el interior del objeto dispersor �volumen V� en �g� ����

son nulos � �Et � �H t � ��� mientras que sobre la super�cie de dicho objeto �desig

nada por S� en �g� ���� las componentes tangenciales de campo el�ectrico deben
anularse� al estar considerando un conductor el�ectrico perfecto� y las componen

tes tangenciales de campo magn�etico deben igualar la densidad de corriente� que
llamaremos �Js� inducida sobre la super�cie S� del objeto dispersor� Por tanto�
sobre dicha super�cie S� se satisfacen las siguientes ecuaciones

�Ms � ��n � � �E � �Et� � ��n � � �E� � ��n � � �Ei � �Ed� � � ������

�Js � �n� � �H � �H t� � �n� �H � �n� � �H i � �Hd� ������

Haciendo uso del M�etodo conocido como Equivalente F��sico ����� el problema
que estamos analizando puede sustituirse por otro problema donde las fuentes re

ales han sido reemplazadas por unas fuentes equivalentes� las cuales producen en
la regi�on externa al objeto dispersor los mismos campos dispersados por dicho ob

jeto ante las fuentes reales en la situaci�on original� Por tanto� es posible expresar
el problema real mostrado en la �gura ��� mediante otro problema� denominado
equivalente f��sico� que se muestra a continuaci�on en la �gura ����
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Figura ���� Equivalente f��sico de un dispersor met�alico perfectamente conductor�

Como se puede apreciar en el equivalente f��sico de la �gura ���� el objeto
met�alico del problema original se sustituye por la densidad de corriente super�cial
�Js � �Ms es nula�� Esta densidad de corriente produce en el exterior del objeto los

mismos campos � �Ed y �Hd� que en la situaci�on real ��g� ����� En el interior del

objeto se asumen unos campos distintos �concretamente � �Ei y � �H i� a los que

producir��a �Js� para que los campos totales en dicha regi�on sean nulos al igual que
en la situaci�on real ��g� ����� Del equivalente f��sico se deduce que para resolver
el problema de un dispersor met�alico� tan s�olo es necesario conocer la densidad
de corriente super�cial �Js� que puede obtenerse seg�un ������ o ������ a partir de
las componentes tangenciales del campo el�ectrico o magn�etico sobre S�� donde

los campos el�ectrico � �Ed� y magn�etico � �Hd� dispersados son desconocidos�

Una t�ecnica cl�asica� conocida como �Optica F��sica ����� permite determinar �Js
mediante una aproximaci�on a un valor conocido en problemas sujetos a determi

nadas condiciones�

Una posible alternativa a la aproximaci�on de �Optica F��sica consiste en plan

tear� utilizando respectivamente ������ o ������� la correspondiente Ecuaci�on In

tegral para el campo el�ectrico o para el campo magn�etico ����� donde la inc�ognita

resulta ser la densidad de corriente �Js buscada� Estas dos Ecuaciones Integrales
pueden resolverse aplicando un m�etodo num�erico� conocido como el M�etodo de
los Momentos �	��� que aproxima en este caso �Js por un conjunto de funciones
conocidas con pesos inc�ognita� transformando la Ecuaci�on Integral en un sistema
de ecuaciones algebraicas de f�acil resoluci�on�

Ahora bien� en la construcci�on de la matriz de corrientes se requiere conocer
la distribuci�on de corrientes sobre la super�cie del objeto dispersor� para lo cual
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se discretiza la super�cie de dicho objeto en un n�umero �nito de segmentos �Ns��
Este n�umero� l�ogicamente� debe crecer a medida que aumenta el tama�no el�ectrico
del objeto� En la �gura ���� se muestra la discretizaci�on de un objeto dispersor
en Ns hilos de corriente paralelos al eje �z� debido a que la incidencia presenta
polarizaci�on TMz� En el caso de que la incidencia tuviera polarizaci�on TEz�
los hilos de corriente se orientar��an en direcci�on tangente al contorno del objeto
dispersor� y estar��an contenidos en el plano transversal XY �

Figura ���� Discretizaci�on de un objeto dispersor para calcular la distribuci�on de
corrientes ante incidencia TMz� Vista longitudinal en a� y transversal en b��

Por cada uno de los mencionados segmentos circular�a una cierta intensidad
de corriente In� que resulta de integrar la densidad de corriente Js����� a lo largo
del correspondiente segmento de la super�cie del objeto� Como los segmentos
presentan una longitud � Cn� lo su�cientemente peque�na para preservar exacti

tud en los resultados� se puede considerar que la densidad de corriente super�cial
Js����� es constante a lo largo de cada segmento e igual a Js���n�� reduci�endose la
integral al siguiente producto

In �
Z
�Cn

Js����� dl
� �Cn��� Js���n�  Cn ������

donde el vector ��n indica un punto del n
�esimo segmento �normalmente el punto
medio��
Tras esta discretizaci�on� es posible representar la distribuci�on de corrientes in


ducidas en la super�cie del objeto dispersor mediante el siguiente vector columna
de Ns elementos

I �

�
�����

I�
I�
���
INs

�
�����
Ns��

����	�
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La matriz de corrientes de un objeto dispersor relacionar�a por tanto un vector
de Ns intensidades de corriente� como el mostrado en ����	�� con el espectro aso

ciado al campo incidente� La determinaci�on de los elementos de dicha matriz se
lleva a cabo seleccionando en cada ocasi�on una componente distinta �Jp�k��ejp
�
del desarrollo modal incidente expresado en ������ A continuaci�on� se determi

na la densidad de corriente que dicha componente modal incidente induce en
la super�cie del objeto dispersor� bien mediante �Optica F��sica o resolviendo la
correspondiente Ecuaci�on Integral� Finalmente� esta densidad de corriente se dis

cretiza mediante ������ en un vector columna de intensidades de corriente� que
constituye la p
�esima columna de la matriz de corrientes� Repitiendo este proceso
para cada modo incidente �p � �Ni� � � � � Ni� en ������ se construye la matriz de
corrientes� cuyas dimensiones son Ns � �Ni � �� Cada elemento de la matriz
de corrientes� denominado Inp� representa por tanto la contribuci�on del p
�esimo
modo incidente a la corriente inducida en el n
�esimo segmento de la super�cie del
objeto� de modo que la relaci�on entre la distribuci�on de corrientes inducidas en
el objeto y el espectro de campo incidente se expresa como

I � DI � EI ������

donde I es un vector columna ����	� que contiene la corriente inducida en cada
uno de los Ns segmentos del objeto dispersor� EI es el vector columna ����� con
las componetes espectrales del campo incidente y DI es la matriz de corrientes�
cuyo aspecto se ofrece a continuaci�on

DI �

�
�����

I��Ni
I��Ni	� � � � I�Ni

I��Ni
I��Ni	� � � � I�Ni

���
���

� � �
���

INs �Ni
INs �Ni	� � � � INs Ni

�
�����
Ns��Ni	�

������

Es importante rese�nar que esta matriz de corrientes resulta necesaria no s�olo
para obtener la matriz de caracterizaci�on de un objeto dispersor� sino tambi�en
para determinar las corrientes inducidas sobre su super�cie� a partir de las cuales
se puede calcular el campo dispersado en el interior de la circunferencia que
circunscribe a dicho objeto �regi�on R� en �g� ��
�� En el c�alculo de este campo se
necesita adem�as conocer la posici�on de cada elemento de corriente� e incluso en el
caso de incidencia con polarizaci�on TEz se requiere� como se ver�a posteriormente�
tener conocimiento del vector unitario normal a la super�cie del objeto dispersor
en cada elemento de corriente�
Como se ha mencionado anteriormente existen dos t�ecnicas cl�asicas� �Optica

F��sica y Ecuaci�on Integral resuelta por el M�etodo de los Momentos� que permiten
encontrar la densidad de corriente ��Js� inducida sobre la super�cie de un objeto
dispersor met�alico� Las expresiones anal��ticas correspondientes a ambos m�etodos
se detallan a continuaci�on�
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	���� �Optica F�
sica

Cuando el objeto dispersor bajo an�alisis es un conductor perfecto� plano e in�ni

to� las componentes tangenciales de campo magn�etico incidente y dispersado se
encuentran en fase y presentan la misma amplitud ����� En este caso� la densi


dad de corriente �Js puede calcularse f�acilmente en funci�on del campo magn�etico
incidente como

�Js � �n� �H � �n� � �H i � �Hd� � ��n � �H i ������

El equivalente f��sico� tambi�en conocido por equivalente de �Optica F��sica �����
para el caso de un conductor perfecto� plano e in�nito se presenta en la �gura ��	�
Si el objeto bajo an�alisis presenta una super�cie plana no in�nita� pero grande en
t�erminos el�ectricos� puede considerarse localmente como plana e in�nita� y se pue

de aplicar por tanto la aproximaci�on de �Optica F��sica� que consiste en aproximar

el campo magn�etico dispersado por el campo magn�etico incidente � �Hd � �H i��

Figura ��	� Equivalente f��sico de un conductor perfecto� plano e in
nito�

Haciendo uso de la aproximaci�on de �Optica F��sica� v�alida s�olo si el objeto
es grande el�ectricamente� la densidad de corriente �Js se aproxima mediante la
siguiente expresi�on

�Js � ��n � �H i ������

Como �H i es conocido� �Js queda perfectamente determinada utilizando �������
La aproximaci�on de �Optica F��sica permite obtener la densidad de corriente in

ducida a partir del campo incidente� y por tanto abordar la construcci�on de la
matriz de corrientes� No obstante� la aproximaci�on de �Optica F��sica proporciona
la densidad de corriente inducida por una onda plana incidente� mientras que
la matriz de corrientes que se desea construir relaciona corrientes inducidas con
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espectro cil��ndrico de campo incidente� Para construir esta matriz de corrientes
se obtendr�a en primer lugar una matriz DIp� que relacione corrientes inducidas
con espectro de ondas planas incidente �usando la aproximaci�on de �optica f��sica��
y en segundo lugar una matriz Dpc de transformaci�on de espectro cil��ndrico a
plano �ver ap�endice C�� La matriz de corrientes deseada se obtiene multiplicando
ambas matrices del siguiente modo

DI � DIp �Dpc ������

consiguiendo� de esta forma� que la matriz DI relacione corrientes inducidas con
espectro cil��ndrico incidente�

Como ha quedado demostrado� las corrientes inducidas por una onda plana
incidente sobre un objeto met�alico quedan perfectamente determinadas utilizan

do la aproximaci�on de �Optica F��sica� Para construir una matriz que relacione
corrientes inducidas con espectro plano incidente� se debe obtener la corrien

te inducida por cada una de las posibles ondas planas de dicho espectro plano
incidente� que designaremos por p���� Este espectro cont��nuo� para poder imple

mentar computacionalmente el problema� debe discretizarse� dando lugar a un
vector de N� componentes espectrales de amplitud pm � p��m � ��m
N��� con
m variando desde � hasta N� � �� Este vector permite reconstruir el campo inci

dente como una suma de N� ondas planas� cada una con una direcci�on de avance
asociada de valor �m � ��m
N�� Los pesos que ponderan cada una de estas
ondas planas son precisamente los coe�cientes pm� Conociendo la respuesta del
objeto met�alico a cada una de las ondas planas por separado� se puede calcular
la respuesta a cualquier campo como la suma de las respuestas a cada una de
esas ondas� ponderadas por los correspondientes coe�cientes del espectro de on

das planas asociado al campo incidente� Por lo tanto� para caracterizar al objeto
dispersor ante cualquier incidencia es necesario calcular las corrientes inducidas
por cada onda plana incidente seg�un �m� y posteriormente almacenarlas en la
matriz DIp� que relaciona intensidades de corriente inducidas en el objeto con
espectro plano incidente de la siguiente manera

�
�����

I�
I�
���
INs

�
�����
Ns��

�

�
�����

A�� A�� � � � A�N���

A�� A�� � � � A�N���
���

���
� � �

���
ANs� ANs� � � � ANsN���

�
�����
Ns�N�

�

�
�����

p�
p�
���

pN���

�
�����
N���

����
�

donde las expresiones anal��ticas para los coe�cientes Anm dependen del tipo de
incidencia �polarizaci�on TMz o TEz� que se considere�

Para obtener la matriz de corrientes deseada DI� haciendo uso de la aproxi

maci�on de �Optica F��sica� se requiere encontrar una matriz Dpc que transforme el
espectro cil��ndrico asociado al campo incidente en un espectro de ondas planas�
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En el ap�endice C� se desarrolla el proceso seguido para obtener dicha matriz� que
relaciona ambos espectros del siguiente modo

�
�����

p�
p�
���

pN���

�
�����
N���

�

�

�

m

�

N���

�Ni��p��Niz �� �������
�����

�
����� �je

j ��
N�

m
�p

N�

�
�����

�
�����

i�Ni

i�Ni	�
���
iNi

�
�����
�Ni	���

������

La matriz de corrientes DI� que relaciona la corriente inducida sobre la su

per�cie del objeto con el espectro cil��ndrico incidente� se expresa mediante el
siguiente producto de las matrices DIp y Dpc

DI �

�
�����

A�� A�� � � � A�N���

A�� A�� � � � A�N���
���

���
� � �

���
ANs� ANs� � � � ANsN���

�
�����
Ns�N�

�

�

�

m

�

N���

�Ni��p��Niz �� �������
�����

�
����� �je

j ��
N�

m
�p

N�

�
����� ������

A continuaci�on� se presentan las expresiones para los coe�cientes Anm corres

pondientes a cada posible tipo de polarizaci�on �TMz o TEz� del campo incidente�

Polarizaci�on TMz

El campo el�ectrico correspondiente a una onda plana incidente �polarizaci�on TMz�
con un �angulo de incidencia � � � �ver �gura C��� viene de�nido por

�Ei � e�jk� cos�
��� �z ������

y el campo magn�etico correspondiente se expresa como

�H i �
�



��x sin� � �y cos �� e�jk� cos�
��� ����	�

donde 
 es la impedancia caracter��stica en espacio libre �
 �
q
�
���

Haciendo uso de ����	� y de la aproximaci�on de �Optica F��sica ������� se ob


tiene la siguiente expresi�on para la densidad de corriente �Js que produce la onda
plana �dirigida seg�un � � �� en cualquier punto �de�nido por sus coordenadas
cil��ndricas ��n��n� y su vector director ��n � �n ��� de la super�cie del objeto
dispersor

�Js� ��n� � ��n � �H i���n�

� ��n � �


��x sin� � �y cos�� e�jk�n cos�
n��� ������
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La expresi�on ������ para �Js es v�alida tan s�olo en aquella regi�on de la super�cie
del objeto que ilumina la onda plana� de�nida para el caso particular de un
cilindro conductor perfecto como aquellos puntos de su contorno que satisfacen
la condici�on � 	 ����
�� ��
�
�� �ver �gura ��� �� En el resto de la super�cie
del objeto dispersor la onda plana no incide� produciendo una zona de sombra
donde la densidad de corriente inducida se considera nula� tal y como se muestra
en la �gura ��� para el caso del cilindro conductor�

Figura ���� Incidencia de una onda plana sobre un cilindro in
nito�

Como se ha explicado anteriormente� la densidad de corriente inducida �Js se
muestrea a lo largo de la super�cie del objeto dispersor� dando lugar a Ns hilos
de corriente �en este caso in�nitos y dirigidos seg�un el eje �z�� La intensidad
asociada a cada uno de estos hilos de corriente se aproxima� recordando �������
mediante el producto de la densidad de corriente en cada segmento� donde se
supondr�a constante� por la longitud de dicho segmento� tal y como se expresa a
continuaci�on

In � �Js���n� � �z Cn � Jz���n� Cn ������

donde ��n indica el n
�esimo elemento de corriente �normalmente el punto medio
del correspondiente segmento� sobre la super�cie del objeto dispersor� Al tratarse
de incidencia con polarizaci�on TMz� tanto el campo el�ectrico incidente como la
corriente presentan s�olo componente en �z� Por esta raz�on� para obtener la co

rriente que circula por cada segmento se ha multiplicado escalarmente en ������

la densidad de corriente inducida �Js por el vector unitario �z�
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Finalmente� combinando ������ y ������ se obtiene la siguiente expresi�on para
los coe�cientes Anm� presentes en ����
�� ante incidencia con polarizaci�on TMz

Anm �

�����
����

h
��n � �



��x sin��m�� �y cos��m��

e�jk�n cos�
n��m�  Cn

i
� �z si �n 	 ��m � �

�
� �m �

��
�
�

� en caso contrario

���
��

Polarizaci�on TEz

Cuando la onda plana incidente �con �angulo de incidencia � � �� presenta pola

rizaci�on TEz� su campo magn�etico viene de�nido como

�H i � e�jk� cos�
��� �z ���
��

Usando de nuevo la aproximaci�on de �Optica F��sica ������� se obtiene la si


guiente expresi�on para la densidad de corriente �Js que induce la onda plana� con
polarizaci�on TEz y dirigida seg�un � � �� en cualquier punto �de�nido de igual
manera que en el apartado anterior por sus coordenadas cil��ndricas y su vector
director� de la super�cie del objeto dispersor

�Js���n� � ��n � �H i���n�

� ��n � �z e�jk�n cos�
n��� ���
��

La validez de la expresi�on ���
�� para �Js se reduce� al igual que para la otra
polarizaci�on� a la zona de la super�cie del objeto que ilumina la onda plana�
de�nida nuevamente� en el caso del cilindro� por aquellos puntos de su contorno
que satisfacen la condici�on � 	 �� � �
�� � � 
�
��� En el resto de la super�cie
del objeto dispersor la onda plana no incide� produciendo de nuevo una zona de
sombra donde la densidad de corriente inducida se considera nula�
Al igual que en el caso anterior� la densidad de corriente inducida �Js se mues


trea a lo largo de la super�cie del objeto dispersor� dando lugar a Ns elementos
de corriente �en este caso tangentes al contorno del objeto dispersor�� De nuevo�
la intensidad asociada a cada uno de estos elementos de corriente se aproxima�
seg�un ������� mediante el producto de la densidad de corriente en el segmento co

rrespondiente� donde se supondr�a constante� por la longitud de dicho segmento�
dando lugar a la siguiente expresi�on

In � �Js���n� � �l Cn � Jl���n� Cn ���

�

donde ��n indica el n
�esimo elemento de corriente �normalmente el punto medio
del correspondiente segmento� sobre la super�cie del objeto dispersor� Al tratarse
en esta ocasi�on de incidencia con polarizaci�on TEz� el campo magn�etico incidente
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presenta tan s�olo componente en �z� y por consiguiente la corriente inducida es
tangente al contorno del objeto dispersor� Por esta raz�on� para obtener la co

rriente que circula por cada segmento se ha multiplicado escalarmente en ���

�

la densidad de corriente inducida �Js por el vector unitario tangente �l�
Finalmente� combinando ���
�� y ���

� se obtiene la siguiente expresi�on para

los coe�cientes Anm� presentes en ����
�� ante incidencia con polarizaci�on TE
z

Anm �

���
��
h
��n � �z e�jk�n cos�
n��m�  Cn

i
� �l si �n 	 ��m � �

�
� �m �

��
�
�

� en caso contrario

���
��

	���� Ecuaci�on Integral

El concepto del equivalente f��sico �recordar �g� ���� permite plantear ���� una
Ecuaci�on Integral para el campo el�ectrico �EFIE� y otra para el campo magn�etico

�MFIE�� donde la inc�ognita es precisamente la densidad de corriente �Js inducida
sobre la super�cie del objeto dispersor�
En concreto� la Ecuaci�on Integral para el campo el�ectrico surge al forzar la

continuidad de las componentes tangenciales de campo el�ectrico sobre la super�cie
del objeto dispersor met�alico� dando lugar a las ecuaciones

��n � �Ei � �n � �Ed

�Ed � F��Js� ���
��

donde el campo el�ectrico dispersado �Ed se encuentra relacionado con la densidad
de corriente inducida �Js mediante una integral�
Forzando en la super�cie del conductor la condici�on de contorno para las

componentes tangenciales de campo magn�etico� surge la Ecuaci�on Integral para
el campo magn�etico� que se expresa mediante las siguientes ecuaciones

�Js � �n� �H i � �n � �Hd

�Hd � F��Js� ���
��

donde ahora el campo magn�etico dispersado �Ed se encuentra relacionado con la
densidad de corriente inducida �Js mediante otra expresi�on integral�
Estas ecuaciones integrales� recogidas en ���
�� y en ���
��� pueden resolverse

utilizando el M�etodo de los Momentos �	��� que reduce la correspondiente ecuaci�on
integral a un sistema de ecuaciones algebraicas� Este m�etodo permite� en general�
resolver ecuaciones integrodiferenciales inhomog�eneas del tipo L�f� � g� donde
L representa un operador integrodiferencial� g la fuente o excitaci�on conocida y
f la respuesta o inc�ognita a determinar�
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Para aplicar el M�etodo de los Momentos resulta necesario de�nir un producto
interior entre dos funciones f y g� representado por hf� gi� que satisfaga ciertas
propiedades recogidas en �	��� Una vez de�nido el producto interior� la funci�on
inc�ognita f a determinar se expresa como una expansi�on en serie de Ns funciones
base �f�� f�� � � �� fNs� de la forma

f �
NsX
n��

�n fn ���
	�

convirtiendo el problema original L�f� � g en la siguiente ecuaci�on

L�f� � L�
NsX
n��

�n fn� �
NsX
n��

�n L�fn� � g ���
��

A continuaci�on� se selecciona un conjunto de funciones test �w�� w�� � � �� wM�
de�nidas en el rango del operador L� Proyectando ambos lados de la ecuaci�on
inhomog�enea ���
�� sobre estas funciones test� empleando para ello el producto
interior de�nido previamente� se obtiene el siguiente sistema deM ecuaciones con
Ns inc�ognitas

NsX
n��

�nhwm� L�fn�i � hwm� gi m � �� �� 
� � � � �M ���
��

que puede expresarse de forma matricial como

�Imn� � ��n� � �gm� ������

donde �Imn� representa la siguiente matriz de coe�cientes�

�Imn� �

�
�����
hw�� L�f��i hw�� L�f��i � hw�� L�fNs�i
hw�� L�f��i hw�� L�f��i � hw�� L�fNs�i

���
���

� � �
���

hwM � L�f��i hwM � L�f��i � hwM � L�fNs�i

�
�����
M�Ns

������

y ��n�� �gm� representan respectivamente las inc�ognitas y las excitaciones del sis

tema algebraico de ecuaciones mediante los siguientes vectores columna

��n� �

�
�����

��
��
���

�Ns

�
�����
Ns��

�gm� �

�
�����
hw�� gi
hw�� gi
���

hwM � gi

�
�����
M��

������

�No confundir con la matriz de corrientes DI de�nida en �������
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El c�alculo de las integrales que aparecen en la computaci�on de los elementos de
la matriz de coe�cientes �Imn� resulta especialmente complejo en problemas elec

tromagn�eticos� Con el objeto de simpli�car dicho c�alculo� se introducen funciones
delta de Dirac como funciones test wm� dando lugar a una particularizaci�on del
M�etodo de los Momentos conocida como Point
Matching �	��� La introducci�on
de estas funciones test implica exigir el cumplimiento de la mencionada ecuaci�onP

n �nL�fn� � g en un conjunto discreto de puntos� Esta t�ecnica se ha aplicado
en la obtenci�on de la matriz de corrientes para algunos de los resultados que se
presentan en los siguientes cap��tulos� observ�andose en todos ellos la su�ciente
precisi�on requerida�
En los siguientes apartados� se aplica el M�etodo de los Momentos �Point


Matching� a la determinaci�on de la matriz de corrientes� que debe relacionar la
distribuci�on de corrientes inducidas sobre la super�cie de un objeto dispersor
con el espectro asociado al campo incidente� tanto para polarizaci�on TMz como
para TEz� En cada posible tipo de polarizaci�on� se determina la Ecuaci�on Inte

gral que resulta m�as apropiada� identi�cando asimismo las funciones excitaci�on e
inc�ognita�

Polarizaci�on TMz

En el caso de incidencia polarizada seg�un TMz� la matriz de corrientesDI debe re

lacionar la distribuci�on de corrientes inducidas con el espectro asociado al campo
el�ectrico incidente� Por tanto� se debe escoger la Ecuaci�on Integral para el campo
el�ectrico de�nida en ���
��� que particularizada a una geometr��a bidimensional
da lugar a

Ei
z

���
C
� Ed

z

���
C
� � ����
�

donde Ei
z

���
C
y Ed

z

���
C
representan� respectivamente� las componentes seg�un �z del

campo el�ectrico incidente y dispersado evaluadas sobre el contorno C del objeto
dispersor�
La componente en �z del campo el�ectrico dispersado puede expresarse �	�� en

funci�on de la densidad de corriente inducida �dirigida seg�un el eje �z� a trav�es de
la siguiente expresi�on

Ed
z ���� � �

k


�

Z
C
Jz�����H

���
� �k j��� ���j� d�� ������

donde C representa el contorno del objeto dispersor en el que se induce la densidad
de corriente� Por su parte� en ������ el vector ��� hace referencia a la posici�on de la
fuente o densidad de corriente inducida� mientras que el vector �� indica el punto
de observaci�on en el que se pretende calcular el campo el�ectrico dispersado� El
signi�cado de ambas coordenadas puede observarse en la �gura ���� donde se
representa la secci�on de un objeto dispersor bidimensional�
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Figura ���� Secci�on de un dispersor in
nito seg�un �z� Coordenadas de la fuente y del
punto de c�alculo del campo dispersado�

Sustituyendo ������ en la condici�on de contorno expresada por ����
�� se ob

tiene la siguiente ecuaci�on integral inhomog�enea sobre la que aplicar el M�etodo
de los Momentos �Point
Matching�

Ei
z

���
C
�

k


�

Z
C
Jz�����H

���
� �k j��� ���j� d�� ������

donde �� indica cualquier punto del contorno C del objeto dispersor met�alico�
Fij�andonos en ������ se identi�ca la excitaci�on �Ei

zjC� del problema� la inc�ognita
�Jz������ a resolver� y el operador L de�nido en este caso mediante la siguiente
integral

L�Jz� �
k


�

Z
C
Jz�����H

���
� �k j��� ���j� d�� ������

Las funciones base que se han escogido para expandir la funci�on inc�ognita
densidad de corriente son pulsos con el siguiente aspecto

fn���� �

�
� si ��� 	  Cn

� resto
�
Y�

��� � ��n
 Cn

�
����	�

donde
Q
��� representa la funci�on pulso� ��n el punto medio del n
�esimo segmento en

el que fn es no nula� y  Cn la longitud de dicho segmento� Como se ha comentado
anteriormente� el contorno del objeto dispersor se divide en Ns segmentos� cada
uno de ellos con una longitud  Cn� tal y como se mostraba en la �gura ���� Por
tanto� la funci�on pulso de�nida en ����	� tiene valor no nulo en su correspondiente
�n
�esimo� segmento�
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Para implementar el M�etodo de los Momentos� se ha de�nido un producto
interior entre dos funciones mediante la siguiente integral sobre el contorno del
objeto dispersor

hf� gi �
Z
C
f � g d� ������

Al aplicar Point
Matching� se utilizan como funciones test wm las ya mencio

nadas funciones delta de Dirac

wm � ����� ��m� ������

posicionadas en los puntos ��m� que se eligen en el centro de cada uno de los
segmentos en los que se ha dividido el contorno del objeto dispersor� es decir� en
el punto medio ��n de cada segmento donde la funci�on base fn tiene valor no nulo�
Por tanto� si m � n se cumple que ��m � ��n� Para que la matriz de coe�cientes
�Imn� de�nida en ������ sea cuadrada� el n�umero Ns de funciones base fn debe ser
igual al n�umero M de funciones test wm� habiendo escogido pues M � Ns�
Los elementos del vector de excitaciones �gm� recogidos en ������ se obtie


nen� tras aplicar Point
Matching� evaluando el campo el�ectrico incidente en las
posiciones ��m donde se ubican las funciones test� dando lugar a

gm � Ei
z���m� � Ei

z�xm� ym�

��m � xm �x� ym �y
������

El c�alculo de los elementos de la matriz de coe�cientes �Imn�� de�nidos seg�un
������� requiere de varias simpli�caciones� As�� pues� asumiendo que la longitud
de cada segmento � Cn� es muy peque�na en t�erminos el�ectricos� y utilizando
la aproximaci�on de la funci�on de Hankel de segunda especie y orden cero para
argumento peque�no� se obtiene la siguiente expresi�on para los elementos Inn de
la matriz de coe�cientes

Inn �
k


�
 Cn

�
� � j

�

�
ln

�
�k Cn

�e

��
������

donde e � ��	�� � � � y � representa la constante de Euler� cuyo valor se de�ne en
�	�� del siguiente modo

� � lim
m��

�
� �

�

�
�
�



� � � � � �

m
� lnm

�

� � ���		������� � � �

������

Para el c�alculo de los elementos Imn se aproxima la densidad de corriente�
presente en el n
�esimo segmento� por un hilo de corriente centrado en el punto
medio ��n de dicho segmento� As�� pues� el campo el�ectrico producido por una
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funci�on pulso �densidad de corriente� en el punto ��m� signi�cado del elemento
Imn� se eval�ua como el campo que produce en dicho punto un hilo in�nito de
corriente� dirigido seg�un el eje �z� y de intensidad  Cn� Por tanto� la expresi�on
para los elementos Imn �con m �� n� se resume a continuaci�on como

Imn �
k

�
 CnH

���
� �k j��m � ��nj� � k


�
 CnH

���
� �k

q
�xm � xn�� � �ym � yn���

��m � xm �x� ym �y ��n � xn �x� yn �y
����
�

Al construir cada columna de la matriz de corrientes DI� se supone como
campo incidente la componente apropiada del desarrollo modal recogido en �����
para Ei

z� dando lugar a la siguiente expresi�on para los elementos de la matriz de
excitaciones �gmp�

gmp � Ei
z�xm� ym� � Jp�k�m� e

jp
m ������

Resolviendo� a continuaci�on� los �Ni � � sistemas de ecuaciones algebraicas
de�nidos mediante la relaci�on �Imn� � ��np� � �gmp�� se obtiene la matriz ��np�� que
representa la densidad de corriente inducida sobre el objeto dispersor por cada
modo incidente� La matriz de corrientes� que relaciona corrientes inducidas con el
espectro asociado al campo incidente� se obtiene simplemente multiplicando cada
elemento de la matriz ��np� por la longitud  Cn del segmento correspondiente�
permitiendo de�nir pues la siguiente relaci�on buscada

�
�����

I�
I�
���
INs

�
�����
Ns��

�

�

�

n

�

Ns

�Ni��p��Niz �� ������
����

�
���� �np Cn

�
���� �

�
�����

i�Ni

i�Ni	�
���
iNi

�
�����
�Ni	���

������

Polarizaci�on TEz

En el caso de incidencia polarizada seg�un TEz� la matriz de corrientesDI debe re

lacionar la distribuci�on de corrientes inducidas con el espectro asociado al campo
magn�etico incidente� Por tanto� en este caso se debe escoger la Ecuaci�on Integral
para el campo magn�etico de�nida en ���
��� que particularizada al problema de
un objeto dispersor bidimensional presenta el siguiente aspecto

Jl� � � H i
z

���
C
� Hd

z

���
C

������

donde Jl� representa la densidad de corriente inducida sobre el contorno C del
objeto dispersor� dirigida como se puede observar en la �gura ���� en direcci�on
tangente a dicho contorno� mientras H i

z

���
C
y Hd

z

���
C
representan respectivamente
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las componentes seg�un �z del campo magn�etico incidente y dispersado� evaluadas
tambi�en sobre el contorno del objeto� El sentido del vector unitario� tangente a
dicho contorno� se escoge �ver �g� ����� siguiendo la regla de la mano derecha� de
manera que dicho vector deja siempre a su izquierda la regi�on interna del objeto
dispersor�

C
CC+

-

Región Interna

Región Externa

n

J
dl

Figura ����� Secci�on de un dispersor in
nito seg�un �z� Densidad de corriente inducida
por un campo incidente con polarizaci�on TEz�

La componente en �z del campo magn�etico dispersado por la densidad de
corriente inducida Jl� �dirigida seg�un el vector unitario tangente al contorno�
viene expresada en �	�� del siguiente modo

Hd
z � �z � r �

Z
C
Jl������G���� ���� d�l� ����	�

donde� de nuevo� �� y ��� hacen referencia respectivamente al punto de observaci�on
en el que se pretende calcular el campo magn�etico dispersado� y a la posici�on de
la fuente o densidad de corriente inducida sobre el objeto met�alico� Por su parte�
en ����	� el vector d�l� indica un elemento diferencial en la direcci�on de referencia
de la densidad de corriente Jl� �ver �g� ������ mientras G denota la funci�on de
Green bidimensional de�nida en �	�� como

G���� ���� �
�

�j
H

���
� �k j�� � ���j� ������

Sustituyendo ahora ����	� en la Ecuaci�on Integral para el campo magn�etico
recogida en ������� se obtiene la siguiente ecuaci�on integral inhomog�enea sobre la
que puede aplicarse de nuevo el M�etodo de los Momentos �Point
Matching�

� H i
z

���
C
� Jl������ � �z � r �

Z
C
Jl������G���� ���� d�l� ������

donde �� indica cualquier punto del contorno C del objeto dispersor met�alico�
En ������ se puede identi�car la excitaci�on �en este caso � H i

z jC� del problema�
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la nueva inc�ognita �Jl������� a resolver� y el operador L de�nido en este caso del
siguiente modo

L�Jl�� � Jl������ � �z � r �
Z
C
Jl������G���� ���� d�l� ������

Como funciones base para expandir la funci�on inc�ognita densidad de corriente
se han escogido� al igual que en el caso anterior para polarizaci�on TMz� funciones
pulso con el siguiente aspecto

fn���� �

�
� si ��� 	  Cn

� resto
�
Y�

��� � ��n
 Cn

�
������

donde ��n representa el punto medio del n
�esimo segmento en el que fn es no nula�
y  Cn la longitud de dicho segmento� Tal y como se ha comentado anteriormente�
el contorno del objeto dispersor se divide en Ns segmentos de longitud  Cn�
El producto interior� que requiere el M�etodo de los Momentos� se expresa

a continuaci�on en t�erminos de una integral de�nida en el contorno del objeto
dispersor como

hf� gi �
Z
C
f � g d� ������

Las funciones test� al aplicar Point
Matching� vienen expresadas mediante las
siguientes funciones delta de Dirac

wm � ����� ��m� ����
�

donde los puntos ��m se sit�uan en el centro de cada uno de los segmentos en los
que se ha dividido el contorno del objeto dispersor� De nuevo� el n�umero Ns de
funciones base fn se escoge igual al n�umeroM de funciones test wm� produciendo
una matriz de coe�cientes �Imn� que resulta cuadrada�
De esta forma� tras aplicar Point
Matching� los elementos del vector de ex


citaciones �gm�� de�nidos seg�un ������� se obtienen evaluando en esta ocasi�on el
campo magn�etico incidente en las posiciones ��m donde se ubican las funciones
delta� quedando expresados como

gm � �H i
z���m� � �H i

z�xm� ym�

��m � xm �x� ym �y
������

El c�alculo de los elementos de la matriz de coe�cientes �Imn�� de�nidos seg�un
������� requiere de varias simpli�caciones� As�� pues� para los elementos Inn perte

necientes a la diagonal principal de la matriz de coe�cientes� debido a la condici�on
de simetr��a de este problema y a que la discontinuidad en Hz jC es precisamente
Jl� � se deduce en �	�� el siguiente valor

Inn 
 �
�

������
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y

x
φ

ρ

nJl=∆Cn

(x,y)

Figura ����� Fuente puntual de corriente y coordenadas locales�

En el c�alculo de los elementos Imn se asume que la longitud de cada seg

mento es peque�na en t�erminos el�ectricos � Cn �� ��� De esta forma� el campo
magn�etico producido por una funci�on pulso �densidad de corriente� en el punto
��m� signi�cado del elemento Imn� se evaluar�a como el campo que produce en di

cho punto una fuente puntual de corriente� dirigida seg�un el vector unitario �l� y
de intensidad  Cn� El campo magn�etico que produce dicha fuente puntual de
corriente� situada en el origen de coordenadas tal y como se muestra en la �gu

ra ����� en un punto de coordenadas ��� �� su�cientemente alejado de la fuente
se recoge en �	�� a trav�es de la expresi�on

Hz �
j

�
k Cn cos���H

���
� �k�� ������

Trasladar la fuente puntual a un origen arbitrario ��n supone sustituir en ������

la expresi�on cos��� por ��n � �R�� donde �n representa el vector unitario normal a la
direcci�on ��l� de la densidad de corriente Jl�� y �R se de�ne del siguiente modo

�R �
��m � ��n
j��m � ��nj

��m � xm �x� ym �y ��n � xn �x� yn �y

����	�

De esta forma se obtiene� de�nitivamente� la siguiente expresi�on para los elemen

tos Imn �con m �� n�

Imn �
j

�
k Cn ��n � �R�H���

� �k
q
�xm � xn�� � �ym � yn��� ������

Para construir la matriz de corrientes DI es necesario resolver los �Ni � �
sistemas de ecuaciones algebraicas de�nidos matricialmente mediante la relaci�on
�Imn� � ��np� � �gmp�� donde en esta ocasi�on los elementos de la matriz de excita

ciones �gmp� vienen de�nidos como

gmp � �H i
z�xm� ym� � �Jp�k�m� ejp
m ������
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Una vez obtenida la matriz ��np�� se debe multiplicar cada uno de sus elemen

tos por la longitud  Cn del segmento correspondiente� para obtener la matriz de
corrientes DI que relaciona� de igual manera que en ������� corrientes inducidas
con espectro asociado al campo incidente� polarizado en este caso seg�un TEz�

	���� Estudio Comparativo entre �Optica F�
sica y M�etodo

de los Momentos

En esta secci�on� se comparan los dos m�etodos descritos para obtener la matriz
de corrientes con el objeto de evaluar su exactitud� Se ha aplicado� por tanto�
la aproximaci�on de �Optica F��sica y el M�etodo de los Momentos para encontrar�
primero la matriz de corrientes de un cilindro met�alico in�nito� y despu�es el campo
que dispersa este cilindro ante una onda plana incidente con polarizaci�on TMz�
cuyo frente de fase avanza en la direcci�on del eje �x y en el sentido creciente de la
coordenada x �� � � en �gura C���� Se ha escogido el cilindro porque presenta
soluci�on anal��tica conocida� que tambi�en se ha calculado para poder comparar
con los resultados obtenidos siguiendo los m�etodos anteriormente propuestos� y
de esta forma evaluar el grado de exactitud que presentan dichos m�etodos�
En primer lugar� se ha obtenido la densidad de corriente inducida � �Js� por la

onda plana �� � �� sobre la super�cie del cilindro� Esta densidad de corriente se
ha calculado para diferentes cilindros �de radio ����� ����� �� ��� �� y ���� En la
�gura ����� se representa la evoluci�on del error cuadr�atico medio normalizado de
la densidad de corriente inducida con el radio del cilindro� La expresi�on anal��tica
del par�ametro representado se de�ne como

�Js �

q
�
��

R ��
� j �J e

s ���� �Jm
s ���j� d�

j �J e
s jmax

���	��

donde �J e
s ��� representa el valor exacto de la densidad de corriente inducida en

funci�on de la variable �� �Jm
s ��� el valor estimado de dicha densidad bien siguiendo

la aproximaci�on de �Optica F��sica o bien el M�etodo de los Momentos� y j �J e
s jmax el

m�aximo del valor absoluto exacto de la densidad de corriente inducida a lo largo
de toda la super�cie del cilindro�
En la �gura ����� se observa que el error cuadr�atico medio asociado a �Optica

F��sica es muy elevado para valores peque�nos del radio �pr�oximo al ��! para un
cilindro de radio ������ Conforme el radio del cilindro aumenta� dicho error dismi

nuye� llegando incluso a ser inferior al que introduce el M�etodo de los Momentos
�ambos m�etodos presentan un error similar� pr�oximo al ��!� para un cilindro de
radio ���� Es interesante comentar que la evoluci�on del error asociado al M�etodo
de los Momentos presenta un m�aximo �cilindro de radio ���� habiendo observado
en dicho caso unas amplias �uctuaciones en la amplitud de la densidad de co

rriente inducida con respecto a su valor exacto� A partir de dicho m�aximo� este
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Figura ����� Evoluci�on del error cuadr�atico medio de la densidad super
cial de co�
rriente� calculada mediante �Optica F��sica y M�etodo de los Momentos� con el radio del
cilindro in
nito�

error disminuye para posteriormente �cilindros con radio mayor que 
�� volver a
aumentar� llegando incluso a alcanzar un valor ligeramente superior �cilindro de
radio ��� al error introducido por �Optica F��sica�
Los resultados ofrecidos en la �gura ���� con�rman que �Optica F��sica ofrece

resultados m�as exactos cuando las dimensiones del objeto aumentan� mientras
que el M�etodo de los Momentos resulta m�as inexacto� De cualquier forma� puede
resultar sorprendente el elevado orden de error introducido por ambos m�etodos en
el c�alculo de la densidad de corriente inducida �Js �en ning�un caso inferior al �!��
Sin embargo� como se ver�a a continuaci�on� estas �uctuaciones en la densidad de
corriente inducida apenas afectan al c�alculo del campo dispersado� que es funci�on
lineal de dicha densidad de corriente� y por tanto durante su computaci�on se
promedian las �uctuaciones detectadas en �Js�
A continuaci�on� para los mismos cilindros �de radio ����� ����� �� ��� �� y ���

analizados anteriormente� se ha calculado el campo dispersado por la densidad
de corriente inducida �Js� que se ha obtenido siguiendo bien la aproximaci�on de
�Optica F��sica o bien el M�etodo de los Momentos� En la �gura ���
� se representa la
variaci�on del error cuadr�atico medio normalizado del campo dispersado� calculado
siguiendo ambos m�etodos� en funci�on del radio del cilindro� La expresi�on que se
ha utilizado para calcular dicho error� similar a la empleada anteriormente para
la densidad de corriente� se de�ne como

�Ed �

q
�
��

R ��
� j �Ed

e ���� �Ed
m���j� d�

j �Ed
e jmax

���	��

donde �Ed
e ��� representa el valor exacto del campo dispersado en funci�on de la

variable �� �Ed
m��� el valor estimado de dicho campo bien siguiendo la aproxima
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ci�on de �Optica F��sica o bien el M�etodo de los Momentos para obtener la densidad
de corriente inducida� y j �Ed

e jmax el m�aximo del valor absoluto exacto de campo
dispersado a lo largo de toda la super�cie del cilindro�
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Figura ���
� Evoluci�on del error cuadr�atico medio del campo dispersado en la zona
de campo lejano� calculado mediante �Optica F��sica y M�etodo de los Momentos� con el
radio del cilindro in
nito�

En la �gura ���
 se puede observar� de nuevo� que la diferencia en el error
asociado a �Optica F��sica y al M�etodo de los Momentos se acorta a medida que
crece el radio del cilindro� llegando incluso a ser menor el error introducido por
�Optica F��sica para un cilindro de radio ��� Es interesante rese�nar que el error
del campo dispersado ��g� ���
� presenta un nivel muy inferior al error de la
densidad de corriente inducida ��g� ������ tanto para �Optica F��sica como para el
M�etodo de los Momentos� debido a que� como se ha comentado anteriormente�
en el c�alculo del campo dispersado se promedian las �uctuaciones observadas
en la densidad de corriente inducida� Por esta raz�on� el m�aximo local del error
asociado al M�etodo de los Momentos �cilindro de radio ���� que resulta bastante
pronunciado en la �gura ����� se reduce considerablemente en la �gura ���
 donde
resulta casi inapreciable�
El estudio comparativo que se ha presentado entre �Optica F��sica y M�etodo

de los Momentos permite concluir� como era de esperar� que el M�etodo de los
Momentos ofrece resultados m�as exactos para objetos dispersores peque�nos en
t�erminos el�ectricos� Sin embargo� a medida que las dimensiones del objeto cre

cen� el error que introduce la aproximaci�on de �Optica F��sica en el c�alculo del
campo dispersado es pr�acticamente igual� o incluso inferior� al error introducido
por el M�etodo de los Momentos� Adicionalmente se ha comprobado que� para ob

tener resultados su�cientemente precisos� el M�etodo de los Momentos requiere de
un mayor n�umero de fuentes puntuales de corriente sobre la super�cie del objeto
dispersor que la aproximaci�on de �Optica F��sica� lo cual supone un mayor esfuerzo
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computacional en el c�alculo de la matriz de caracterizaci�on del objeto dispersor�
pues en su construcci�on intervienen una matriz de corrientes y una matriz de
espectro �ver secci�on ���� con dimensiones mayores� En conclusi�on� resulta m�as
conveniente por cuestiones de exactitud utilizar el M�etodo de los Momentos para
caracterizar objetos dispersores cuyas dimensiones son peque�nas el�ectricamente�
mientras que para objetos grandes en t�erminos el�ectricos debe escogerse la aproxi

maci�on de �Optica F��sica� que proporciona resultados m�as exactos que el M�etodo
de los Momentos con un menor coste computacional�

	�� Matriz de Espectro

En esta secci�on� se describen dos t�ecnicas que permiten obtener la matriz de
espectro� que relaciona el espectro asociado al campo dispersado por un objeto
con la distribuci�on de corrientes inducidas en su super�cie� La matriz de espectro
debe relacionar� por tanto� un vector de �Nd � � amplitudes espectrales� tal y
como se muestra en ������ con un vector de Ns intensidades de corriente inducidas
de�nido en ����	��
En consecuencia� los elementos de dicha matriz se obtienen escogiendo en cada

ocasi�on un elemento distinto �la n
�esima fuente puntual de corriente� del vector
de corrientes� Posteriormente se calcula� en serie de ondas cil��ndricas emergentes
como se muestra en ������ el desarrollo espectral asociado al campo dispersado por
dicha fuente puntual de corriente con amplitud unidad� Este contenido espectral
constituye� por tanto� la n
�esima columna de la matriz de espectro� Repitiendo
este proceso para cada fuente puntual �n � �� � � � � Ns� en ����	�� se construye
la matriz de espectro cuyas dimensiones son �Nd � � � Ns� Cada elemento de
dicha matriz� denominado Sqn� representa la contribuci�on de la n
�esima fuente
puntual de corriente con amplitud unidad a la q
�esima componente del desarrollo
espectral asociado al campo dispersado� de modo que la relaci�on entre el espectro
de campo dispersado y la distribuci�on de corrientes inducidas en la super�cie del
objeto se expresa en t�erminos matriciales como

ED � DE � I ���	��

donde ED representa el vector columna ����� con las amplitudes del espectro
asociado al campo dispersado� I el vector columna ����	� con las amplitudes de
las corrientes inducidas sobre el objeto dispersor y DE es la matriz de espectro�
de�nida del siguiente modo

DE �

�
�����

S�Nd � S�Nd � � � � S�Nd Ns

S�Nd	� � S�Nd	� � � � � S�Nd	�Ns

���
���

� � �
���

SNd � SNd � � � � SNd Ns

�
�����
�Nd	��Ns

���	
�
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Existen dos t�ecnicas� una de ellas utilizando la Transformada Discreta de Fou

rier y la otra empleando el Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� que
permiten �a priori� relacionar el espectro de campo dispersado con las corrientes
inducidas en el objeto dispersor por un campo incidente con polarizaci�on TMz o
TEz� Las expresiones anal��ticas correspondientes a los elementos Sqn de la matriz
de espectro� calculadas siguiendo ambos m�etodos� se presentan a continuaci�on�

	���� T�ecnica basada en la Transformada Discreta de Fou�

rier

En el c�alculo de la matriz de espectro� se requiere tener conocimiento del conte

nido espectral asociado al campo dispersado por cada fuente puntual de corriente
inducida en la super�cie del objeto dispersor� Como ya se ha comentado ante

riormente� la n
�esima columna de dicha matriz representa el espectro asociado al
campo dispersado por la n
�esima fuente puntual de corriente� de amplitud unidad
y situada en ��n �recordar �gura ����� Este espectro puede obtenerse haciendo uso
de la Transformada Discreta de Fourier� para lo cual se necesita conocer pre

viamente el campo dispersado� por la n
�esima fuente puntual de corriente� que
designaremos como Cd

n� La expresi�on anal��tica de este campo dispersado �C
d
n�

depende� l�ogicamente� del tipo de incidencia �polarizaci�on TMz o TEz� que se
est�e considerando�
El campo dispersado por la n
�esima fuente puntual de corriente puede ex


presarse� recordando ������ mediante el siguiente desarrollo modal de funciones
cil��ndricas emergentes cuyos pesos constituyen precisamente el espectro buscado

Cd
n��� � �

NdX
q��Nd

SqnH
���
q �k�� e

jq
 ���	��

Particularizando la ecuaci�on ���	�� en una circunferencia de radio a� �a re

presenta el radio normalizado respecto de �� que contenga al objeto dispersor�
tal y como se muestra en la �gura ����� se obtiene la siguiente expresi�on

Cd
n��� � �

NdX
q��Nd

SqnH
���
q ���a� e

jq
 �
NdX

q��Nd

bqn e
jq


bqn � SqnH
���
q ���a�

���	��

donde se han de�nido unos nuevos coe�cientes bqn que incluyen las funciones de
Hankel� las cuales presentan un argumento constante al haber evaluado el campo
dispersado sobre una circunferencia�

�Este campo �Cd
n� representa campo el�ectrico �Ed

zn� para incidencia polarizada seg�un TMz	
y campo magn�etico �Hd

zn� para incidencia polarizada seg�un TEz�
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Figura ����� Circunferencia de radio a� y disposici�on de los puntos donde se calcula
el campo dispersado� para obtener su espectro mediante la Transformada Discreta de
Fourier�

Con el objeto de encontrar el valor de los coe�cientes Sqn del desarrollo modal
presentado en ���	��� el campo dispersado se eval�ua en �Nd �� puntos equiespa

ciados de la circunferencia �ver �g� ������ Las coordenadas cil��ndricas ��m� �m�
de estos puntos se de�nen como

�m � a�

�m �
��

��Nd � ��
m m 	 ��� �� � � � � �Nd� ���	��

Exigiendo en estos �Nd � � puntos de la circunferencia el cumplimiento de la
ecuaci�on ���	��� se obtiene la siguiente relaci�on

Cd
n���m� �

NdX
q��Nd

bqn e
j ��
��Nd���

qm
���		�

Para hacer coincidir la expresi�on que aparece en ���		� con la de�nici�on de
la Transformada Discreta de Fourier inversa �	��� se requiere que el ��ndice del
sumatorio en ���		� tenga un valor inicial q � � y un valor �nal q � �Nd� Para
ello se de�ne una funci�on G���� que convierte la secuencia original de coe�cientes
�b�Nd n� b�Nd	�n� � � � � bNd��n� bNd n�� tal y como aparece en ���		�� en la secuencia
�b�n� b�n� � � � � bNd n� b�Nd n� b�Nd	�n� � � � � b��n� requerida en �	��� Esta redistribu

ci�on de los coe�cientes bqn permite reordenar el sumatorio del siguiente modo

Cd
n���m � �

�

��Nd � ��

�NdX
q��

���Nd � ��G�bqn�� ej
��

��Nd���
qm

���	��
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En la expresi�on ���	�� se ha multiplicado y dividido por ��Nd � ��� para de esta
forma identi�car en el t�ermino ���Nd � ��G�bqn�� la Transformada Discreta de
Fourier de la secuencia de�nida por Cd

n���m�� Por tanto� entre ambos t�erminos
puede establecerse seg�un �	�� la siguiente relaci�on

���Nd � ��G�bqn�� �
�NdX
m��

Cd
n���m� e

�j ��
��Nd���

qm

� F�Cd
n���m�� ���	��

donde F��� es el s��mbolo que se ha escogido para representar la Transformada
Discreta de Fourier�

De�niendo G���x� como la operaci�on inversa a la implementada por G�x�� en
���	�� se pueden despejar f�acilmente los coe�cientes bqn como

bqn �
�

��Nd � ��
G���F�Cd

n���m��� ������

Recordando que los coe�cientes bqn se encuentran directamente relacionados con
las componentes espectrales Sqn a trav�es de ���	��� es posible despejar la siguiente
expresi�on para las componentes de la matriz de espectro

Sqn �
G���F�Cd

n���m���

��Nd � ��H
���
q ���a�

������

Repitiendo el proceso descrito para cada una de las Ns fuentes puntuales de
corriente� se completa la matriz de espectro DE� que relaciona el espectro asocia

do al campo dispersado por el objeto� coe�cientes cq en ������ con la distribuci�on
de corrientes inducidas sobre la super�cie del objeto� amplitudes In en ����	�� de
la siguiente forma

�
�����

c�Nd

c�Nd	�
���
cNd

�
�����
�Nd	���

�

�Nd

�

q

�

Nd

���n��Nsz �� �������
�����

�
�����

G���F�Cd
n���m���

��Nd � ��H
���
q ���a�

�
����� �

�
�����

I�
I�
���
INs

�
�����
Ns��

������

Como se ha mencionado anteriormente� la expresi�on a utilizar para el campo
dispersado �Cd

n� por una fuente puntual de corriente depende del tipo de po

larizaci�on �TMz o TEz� del campo incidente� A continuaci�on� se presentan las
expresiones concretas que deben utilizarse en cada caso�
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Polarizaci�on TMz

Cuando el campo incidente est�a polarizado seg�un TMz� la matriz de espectro
DE debe relacionar el espectro asociado al campo el�ectrico dispersado con la
distribuci�on de corrientes inducidas� En este caso� Cd

n representa la componente
en �z del campo el�ectrico dispersado por un hilo in�nito de corriente� dirigido
seg�un el eje �z y de amplitud unidad� La expresi�on para dicho campo el�ectrico
viene recogida en ���� como

Cd
n��� � � Ed

zn��� � � �
�

�
��H

���
� �k j��� ��nj� ����
�

donde � representa la pulsaci�on asociada a la frecuencia de trabajo� y � la per

meabilidad magn�etica del medio�

Polarizaci�on TEz

Cuando el campo incidente se encuentra polarizado seg�un TEz� la matriz de espec

tro DE debe relacionar el espectro asociado al campo magn�etico dispersado con
la distribuci�on de corrientes inducidas� En este caso� Cd

n representa la componen

te seg�un �z del campo magn�etico dispersado por una fuente puntual de corriente�
dirigida seg�un el vector unitario tangente al contorno del objeto y de amplitud
unidad� El campo magn�etico que produce dicha fuente se de�ne en �	�� mediante
la expresi�on

Cd
n��� � � Hd

zn��� � �
j

�
k ��n � �R�H���

� �k j�� � ��nj� ������

donde �n representa el vector unitario normal a la direcci�on de la fuente puntual
de corriente �recordar �g� ������ y �R se de�ne mediante el siguiente vector

�R �
��� ��n
j��� ��nj ������

	���� T�ecnica basada en el Teorema de Adici�on para las

Funciones de Hankel

El c�alculo de los elementos Sqn� pertenecientes a la n
�esima columna de la matriz
de espectroDE� se implementa igualando el campo dispersado �Cd

n� por la n
�esima
fuente puntual de corriente unitaria� situada en ��n� con un desarrollo modal de
funciones cil��ndricas emergentes centradas en el origen de coordenadas� tal y
como se ha expresado anteriormente en ���	��� Con el objeto de poder identi�car
una expresi�on para los coe�cientes Sqn� se requiere expandir en ���	�� el campo
dispersado �Cd

n� en la citada serie de funciones cil��ndricas emergentes� lo cual es
posible �a priori� haciendo uso del Teorema de Adici�on para las Funciones de
Hankel� A continuaci�on� se discute como aplicar dicho Teorema para cada tipo
de polarizaci�on �TMz o TEz� del campo incidente�
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Polarizaci�on TMz

En este caso� Cd
n representa de nuevo la componente en �z del campo el�ectrico

dispersado por un hilo in�nito de corriente� dirigido seg�un el eje �z y de amplitud
unidad� La expresi�on para dicho campo el�ectrico se recoge en ����
�� donde
la funci�on de Hankel puede expandirse� haciendo uso de la segunda versi�on del
Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel �ver ap�endice E�� mediante el
siguiente desarrollo en serie

H
���
� �k j��� ��nj� �

�X
q���

Jq�k�n� e
�jq
n H���

q �k�� e
jq
 � 	 �n ������

Esta relaci�on entre funciones de Hankel de segunda especie� reci�en presentada
en ������ y recogida tambi�en en ����� puede utilizarse en ����
�� obteniendo la
siguiente expresi�on para el campo el�ectrico dispersado

Cd
n��� � � Ed

zn��� � � �
�

�
��

�X
q���

Jq�k�n� e
�jq
n H���

q �k�� e
jq


�
�X

q���

�
��
�
��Jq�k�n� e

�jq
n

�
H���

q �k�� e
jq
 � 	 �n ����	�

La restricci�on espacial presente en ������ y ����	�� procedente de la segunda
versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel �ver ap�endice E��
no representa problema alguno en la determinaci�on de los elementos Sqn� pues
la matriz de espectro debe proporcionar un espectro de campo dispersado que
permita reconstruir dicho campo en la regi�on libre de fuentes� Por tanto� igua

lando ����	� con la expansi�on del campo dispersado �Cd

n� recogida en ���	��� se
despejan los coe�cientes Sqn como

Sqn � ��
�
�� Jq�k�n� e

�jq
n ������

Una vez conocidos los coe�cientes Sqn� se puede construir �nalmente la matriz
de espectro DE� que relaciona el espectro asociado en esta ocasi�on al campo
el�ectrico dispersado �vector de coe�cientes cq� con la distribuci�on de corrientes
inducidas �vector de amplitudes In� del siguiente modo

�
�����

c�Nd

c�Nd	�
���
cNd

�
�����
�Nd	���

�

�Nd

�

q

�

Nd

���n��Nsz �� ������
����

�
���� ��

�
��Jq�k�n� e

�jq
n

�
���� �

�
�����

I�
I�
���
INs

�
�����
Ns��

������
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Polarizaci�on TEz

En el caso de incidencia polarizada seg�un TEz� el campo Cd
n representa la compo


nente en �z del campo magn�etico dispersado por una fuente puntual de corriente�
dirigida seg�un el vector unitario tangente al contorno del objeto y de amplitud
unidad� La expresi�on para dicho campo magn�etico se recoge en ������� donde

aparece un t�ermino constituido por el producto escalar ��n � �R�� y una funci�on de
Hankel de segunda especie y orden uno� Esta funci�on podr��a desarrollarse �ver
ap�endice E� en serie de funciones cil��ndricas emergentes centradas en el origen
de coordenadas� aunque� al desarrollar una funci�on de Hankel de segunda especie
y orden distinto de cero� el citado desarrollo incorpora una funci�on exponencial
de orden uno en este caso� que depende de la posici�on relativa del punto donde
se calcula el campo a la fuente generadora� Asimismo� el producto en ������ de

la funci�on de Hankel de segunda especie y orden uno por el t�ermino ��n � �R� no
puede expresarse� empleando la segunda versi�on del Teorema de Adici�on para
las Funciones de Hankel� mediante una serie de funciones cil��ndricas emergentes
centradas en el origen de coordenadas� por lo que resulta imposible identi�car de
esta manera los coe�cientes Sqn para incidencia polarizada seg�un TEz�
En otras palabras� las fuentes puntuales de corriente inducidas por un cam


po incidente con polarizaci�on TEz generan un campo magn�etico con un cierto
diagrama de radiaci�on ��n � �R�� que adem�as multiplica a una funci�on de Hankel
de segunda especie y orden uno� El producto de estos dos t�erminos imposibilita�
como se termina de explicar� la identi�caci�on de los coe�cientes Sqn� que deben
ser independientes de la posici�on en la que se calcula el campo dispersado� Por
contra� en el caso de incidencia con polarizaci�on TMz� las fuentes de corriente
producen un campo el�ectrico con un diagrama omnidireccional que multiplica a
una funci�on de Hankel de segunda especie y orden cero� permitido pues identi�car
f�acilmente� haciendo uso de la segunda versi�on del Teorema de Adici�on para las
Funciones de Hankel� los coe�cientes Sqn de la matriz de espectro�

	���� Estudio Comparativo entre Transformada Discreta

de Fourier y Teorema de Adici�on para las Funciones

de Hankel

En el caso de incidencia con polarizaci�on TMz� donde se pueden utilizar los dos
m�etodos descritos para obtener la matriz de espectro� se ha comprobado que
ambos presentan la misma exactitud� En concreto� la diferencia media entre
los elementos de las matrices de espectro� obtenidas por uno y otro m�etodo� es
del orden de ����� es decir� los elementos de dichas matrices son pr�acticamente
id�enticos� Como ambos m�etodos son igualmente exactos� es preferible utilizar
el Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� porque requiere un menor
esfuerzo computacional que la Transformada Discreta de Fourier�
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En el caso de incidencia polarizada seg�un TEz� tal y como ha quedado de

mostrado en el apartado anterior� s�olo es posible obtener la matriz de espectro
mediante la Transformada Discreta de Fourier� Consecuentemente� la obtenci�on
de la matriz de caracterizaci�on de un objeto dispersor� para el caso de inciden

cia con polarizaci�on TEz� resultar�a m�as costosa computacionalmente que para
incidencia TMz�





Cap��tulo 	

Caracterizaci�on de Objetos

Dispersores Can�onicos en

Espacio Libre

En el cap��tulo � se ha introducido el concepto de la funci�on de transferencia o ma

triz de caracterizaci�on de un objeto dispersor� que permite analizar la dispersi�on
electromagn�etica producida por dicho objeto en espacio libre ante cualquier posi

ble incidencia� Asimismo� en dicho cap��tulo se han presentado distintas t�ecnicas
para obtener la matriz de corrientes y la matriz de espectro� requeridas en el
c�alculo de la matriz de caracterizaci�on� Estas t�ecnicas se aplican en el presente
cap��tulo al an�alisis del comportamiento dispersor de dos objetos can�onicos� como
son el cilindro y la tira� ambos met�alicos e invariantes en una dimensi�on�

En primer lugar� debido a la geometr��a particular del cilindro in�nito� se obtie

ne de forma anal��tica su correspondiente matriz de caracterizaci�on para incidencia
polarizada seg�un TMz� Haciendo uso de esta matriz� se calcula el campo disper

sado por dicho objeto ante distintas incidencias� corroborando de esta manera la
principal ventaja asociada al nuevo m�etodo propuesto para analizar problemas de
dispersi�on electromagn�etica� A continuaci�on� aplicando las mencionadas t�ecnicas
propuestas en el cap��tulo �� se determina de nuevo la matriz de caracterizaci�on del
cilindro in�nito para incidencia TMz� y con ella se presentan resultados que� tras
comparar con los obtenidos de forma anal��tica� garantizan la validez de las citadas
t�ecnicas� Finalmente� dichas t�ecnicas se aplican a la caracterizaci�on completa de
un objeto dispersor� en este caso se ha escogido la tira in�nita� cuya geometr��a
no presenta soluci�on anal��tica� La tira se caracteriza tanto para incidencia con
polarizaci�on TMz como TEz� permitiendo de esta forma analizar la dispersi�on
que produce este objeto ante cualquier posible campo incidente�
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�� Cilindro Met�alico In�nito ante Incidencia

TM
z� Soluci�on Anal��tica

La matriz de caracterizaci�on de un cilindro met�alico in�nito� debido a su geome

tr��a particular� presenta una soluci�on anal��tica sencilla �����

Particularizando la condici�on de contorno apropiada sobre la super�cie del
cilindro conductor� se encuentra una relaci�on directa entre las amplitudes espec

trales asociadas a los campos el�ectricos incidente y dispersado� relaci�on que de�ne
de forma precisa los elementos de la matriz de caracterizaci�on buscada� Adem�as�
los resultados obtenidos con dicha matriz se utilizar�an como referencias con las
que poder comparar los resultados de la siguiente secci�on �apartado ����
�� don

de de nuevo se caracteriza la dispersi�on que produce un cilindro in�nito� pero
empleando las t�ecnicas presentadas en el cap��tulo ��

Tras obtener de forma anal��tica la matriz de caracterizaci�on de un cilindro
met�alico in�nito� se ofrecen resultados correspondientes a la dispersi�on electro

magn�etica que produce un cilindro concreto ante distintas incidencias�

����� C�alculo Anal�
tico de la Matriz de Caracterizaci�on

En el c�alculo de la matriz de caracterizaci�on de un cilindro met�alico in�nito no se
requiere� como se demuestra a continuaci�on� determinar previamente la matriz de
corrientes y la matriz de espectro �ver cap��tulo ��� sino que sus elementos pueden
deducirse f�acilmente al imponer la correspondiente condici�on de contorno sobre
la super�cie del cilindro conductor�

Cuando se considera incidencia con polarizaci�on TMz� como el caso que nos
ocupa� la matriz de caracterizaci�on debe relacionar espectros asociados a los cam

pos el�ectricos incidente y dispersado� Debe escogerse pues la condici�on de conti

nuidad para las componentes tangenciales del campo el�ectrico de�nida en ���
���
que particularizada sobre la super�cie del cilindro da lugar a la expresi�on

Ei
z�� � a�� � Ed

z �� � a�� � � �����

donde a representa el radio normalizado �respecto de �� del cilindro�

Recordando ����� y ������ los campos el�ectricos incidente y dispersado se ex

presan mediante los siguientes desarrollos modales

Ei
z��� �

�X
p���

iTMp Jp�k�� e
jp


Ed
z ��� �

�X
q���

cTMq H���
q �k�� e

jq
 �����
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En ������ iTMp y cTMq representan respectivamente las amplitudes espectrales
asociadas a los campos el�ectricos incidente y dispersado� Tras sustituir en �����
dichos campos por sus respectivas expresiones modales recogidas en ������ se
obtiene la siguiente ecuaci�on

�X
p���

iTMp Jp���a� e
jp
 �

�X
q���

cTMq H���
q ���a� e

jq
 � � ���
�

donde es posible agrupar ambos sumatorios del siguiente modo

�X
n���

h
iTMn Jn���a� � cTMn H���

n ���a�
i
ejn
 � � �����

La ecuaci�on ����� se cumple forzando simplemente la siguiente condici�on entre
los coe�cientes iTMn y cTMn

iTMn Jn���a� � cTMn H���
n ���a� � � �����

que permite relacionarlos directamente de la siguiente manera

cTMn � � Jn���a�

H
���
n ���a�

iTMn �����

Haciendo uso de ������ se puede construir la matriz de caracterizaci�on de un
cilindro met�alico in�nito para incidencia con polarizaci�on TMz� cuyo aspecto se
muestra a continuaci�on

DTM �

�
�����
dTM�N �N � � � � �
� dTM�N	��N	� � � � �
���

���
� � �

���
� � � � � dTMN N

�
�����
�N	���N	�

���	�

y donde �N � �� que determina el n�umero de modos escogidos para representar
tanto el campo el�ectrico incidente como el dispersado� se selecciona para satisfacer
el criterio N 	 ka� �ver secci�on ����� permitiendo de esta forma una perfecta
reconstrucci�on de dichos campos�
Como puede observarse en ���	�� la matriz de caracterizaci�onDTM es cuadrada

y adem�as diagonal� cuyos elementos no nulos se expresan como

dTMii � � Ji���a�

H
���
i ���a�

�����

Esta matriz de caracterizaci�on permite� por tanto� obtener el espectro asociado
al campo que dispersa un cilindro ante cualquier incidencia TMz� simplemente
multiplicando para ello dicha matriz por el espectro asociado al campo incidente�
A continuaci�on� se ofrecen resultados de la dispersi�on que produce un cilindro�
caracterizado como se termina de comentar� ante distintas incidencias polarizadas
seg�un TMz�
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����� Resultados

Los resultados ofrecidos en este apartado corresponden al an�alisis de la dispersi�on
electromagn�etica que produce un cilindro met�alico in�nito� de radio ����� ante
incidencia con polarizaci�on TMz� El comportamiento de dicho objeto dispersor se
ha caracterizado mediante su funci�on de transferencia o matriz de caracterizaci�on
de�nida seg�un ���	� y ������
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Figura ���� Amplitud y fase de una onda plana incidente con direcci�on de avance
� � 
� que se ha reconstruido a partir de su espectro cil��ndrico�

Inicialmente� se pretende conocer la respuesta del cilindro en cuesti�on ante la
incidencia de una onda plana con direcci�on de avance � � � �ver �gura C���� es
decir� ante una onda plana que avanza paralela al eje �x y en el sentido creciente de
la coordenada x� Esta onda plana puede observarse en la �gura ���� donde se ha
reconstruido a partir de su espectro cil��ndrico equivalente �ver ap�endice C�� En
dicha �gura� se comprueba que la onda plana presenta una amplitud constante y
un frente de fase que avanza en la direcci�on � � � dentro de una cierta zona de
inter�es� zona donde l�ogicamente se posiciona el cilindro met�alico in�nito�

Como se ha comentado anteriormente� el espectro asociado al campo el�ectrico
dispersado por el cilindro� ante la onda plana incidente mostrada en la �gura ����
se obtiene multiplicando la matriz de caracterizaci�on de dicho cilindro por el
espectro asociado al campo el�ectrico incidente� La reconstrucci�on del campo
el�ectrico dispersado� a partir de su espectro� se ofrece en la �gura ���� donde
se observa que el cilindro produce un m�aximo de campo dispersado en la zona
contraria a la de procedencia de la onda plana incidente �regi�on x 	 ������ regi�on
que se conoce como zona de sombra o cono de difracci�on� En dicha zona� la
fase del campo dispersado se corresponde con la fase de una onda plana� por
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Figura ���� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por un cilindro met�alico
in
nito� de radio 
���� ante la incidencia de una onda plana �� � 
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Figura ��
� Amplitud y fase del campo el�ectrico total� obtenido como la suma de la
onda plana incidente �� � 
� y del campo el�ectrico dispersado por un cilindro met�alico
in
nito� de radio 
���� ante dicha incidencia�

tanto� se puede decir que el cilindro dispersa en esa regi�on una onda plana con
la misma amplitud y direcci�on de avance del frente de fase que la onda plana
incidente� aunque con un desfase de ����� Esta circunstancia se rati�ca en la
�gura ��
� donde se representa el campo el�ectrico total obtenido tras sumar los
campos el�ectricos incidente y dispersado� En la zona posterior al cilindro �regi�on
x 	 ����� se observa que estos campos el�ectricos incidente y dispersado se suman
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en contrafase� produciendo la conocida zona de sombra o cono de difracci�on�
mientras que en la zona anterior del cilindro �regi�on x � ����� la suma de dichos
campos corresponde a la suma de dos ondas planas cuyos frentes de fase avanzan
en sentidos opuestos� originando en esta ocasi�on una onda estacionaria�
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Figura ���� Amplitud y fase del campo el�ectrico total� obtenido como la suma de
la onda plana incidente �� � ���� y del campo el�ectrico dispersado por un cilindro
met�alico in
nito� de radio 
���� ante dicha incidencia�

Cuando se pretenda conocer la respuesta del mismo cilindro de radio ����
ante otra incidencia� tan s�olo se requiere multiplicar la matriz de caracterizaci�on
obtenida con anterioridad por el espectro asociado al nuevo campo incidente�
Por ejemplo� se ha considerado la respuesta que produce dicho cilindro ante una
onda plana incidente con un �angulo de incidencia � � �
�� En la �gura ���� se
representa la amplitud y la fase del campo el�ectrico total ante la incidencia de
dicha onda plana� observando que el cono de difracci�on y la onda estacionaria son
acordes con la nueva direcci�on de la onda plana incidente�
Los ejemplos presentados sirven para ilustrar la utilidad de la funci�on de trans


ferencia o matriz de caracterizaci�on� pues a partir de ella� y de forma inmediata�
se ha obtenido la respuesta del cilindro ante dos campos incidentes distintos�
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En esta secci�on� la matriz de caracterizaci�on de un cilindro met�alico in�nito se
obtiene utilizando la matriz de corrientes y la matriz de espectro presentadas en
el cap��tulo �� En concreto� el c�alculo de la matriz de corrientes se ha realizado
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mediante la aproximaci�on de �Optica F��sica y el M�etodo de los Momentos �Point

Matching�� particularizando las expresiones generales recogidas en la secci�on ���
al caso concreto que nos ocupa� En el c�alculo de la matriz de espectro� tan s�olo
se ha considerado la t�ecnica basada en el Teorema de Adici�on para las Funciones
de Hankel� pues en la secci�on ��
 se demuestra que mediante la Transformada
Discreta de Fourier se obtiene exactamente la misma matriz� pero con mayor
coste computacional�
Empleando la aproximaci�on de �Optica F��sica y el M�etodo de los Momentos

�Point
Matching�� se han caracterizado distintos cilindros met�alicos in�nitos� cu

yos resultados se han comparado con aquellos obtenidos mediante la matriz de
caracterizaci�on calculada de forma anal��tica� tal y como se describe en la secci�on
anterior �apartado ������� De esta forma� se ha comprobado la validez de estas
t�ecnicas que permiten caracterizar cualquier objeto dispersor� y se ha compro

bado� asimismo� su rango de validez atendiendo a las dimensiones de los objetos
analizados�

����� C�alculo de la Matriz de Corrientes mediante �Optica

F�
sica

La matriz de corrientes� de�nida en la secci�on ���� relaciona la distribuci�on de
corrientes en la super�cie del objeto dispersor con el espectro asociado al campo
incidente� En primer lugar� se particulariza la aproximaci�on de �Optica F��sica al
c�alculo de la matriz de corrientes para un cilindro met�alico in�nito� Aplicando
los pasos descritos en el apartado ������ se alcanza la siguiente expresi�on general
para la matriz de corrientes

DI �

�
�����

A�� A�� � � � A�N���

A�� A�� � � � A�N���
���

���
� � �

���
ANs� ANs� � � � ANsN���

�
�����
Ns�N�

�

�

�

m

�

N���

�Ni��p��Niz �� �������
�����

�
����� �je

j ��
N�

m
�p

N�

�
����� �����

que consta del producto de dos matrices� La primera de ellas convierte el es

pectro cil��ndrico del campo incidente� formado por �Ni � � componentes� en su
correspondiente espectro de ondas planas� constituido por N� componentes o di

recciones de avance� Esta primera matriz resulta necesaria para poder aplicar la
aproximaci�on de �Optica F��sica� que recordemos requiere de un espectro de ondas
planas asociado al campo incidente� La segunda matriz relaciona este espectro
de ondas planas con la amplitud de la corriente inducida en Ns fuentes puntuales
de corriente� obtenidas tras discretizar el contorno del objeto dispersor� y repre

sentadas en este caso por hilos in�nitos de corriente� La expresi�on anal��tica de
los elementos Anm para el caso concreto que nos ocupa de incidencia polarizada
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seg�un TMz� cuyo desarrollo se puede encontrar de nuevo en el apartado ������ se
resume a continuaci�on mediante

Anm �

�����
����

h
��n � �



��x sin��m�� �y cos��m��

e�jk�n cos�
n��m�  Cn

i
� �z si �n 	 ��m � �

�
� �m �

��
�
�

� en caso contrario

������

donde� tal y como se representa en la �gura ���� �m indica la direcci�on de avance
asociada a la m
�esima onda plana� que se expresa anal��ticamente como

�m �
��

N�

m m 	 ��� �� � � � � N� � �� ������

y donde las coordenadas cil��ndricas ��n��n� de�nen la posici�on del n
�esimo hilo
de corriente� En la �gura ���� se observa que dichos hilos se distribuyen de forma
equiespaciada sobre la super�cie del cilindro conductor� de modo que para �n y
�n se eligen los valores

�n � a�

�n �
��

Ns
�n� �� n 	 ��� �� � � � � Ns� ������

Adem�as� en ������� �n denota un vector unitario normal al contorno del cilindro
en cada uno de los puntos donde se induce corriente� el cual viene descrito en
funci�on de los vectores directores �x e �y como

�n � �x cos��n� � �y sin��n� ����
�

y �nalmente�  Cn es la longitud del n
�esimo segmento que contiene al correspon

diente hilo de corriente� Al distribuir dichos hilos de forma equiespaciada sobre
el contorno del objeto dispersor� la longitud  Cn presenta el siguiente valor cons

tante e independiente del segmento considerado

 Cn �
��a�

Ns

�n� n 	 ��� �� � � � � Ns� ������

Sustituyendo en ������ el vector �n y la longitud  Cn por sus respectivos
valores� que se terminan de presentar en ����
� y ������� se obtiene la siguiente
expresi�on para los coe�cientes Anm en el caso del cilindro conductor bajo an�alisis

Anm �

����
���

���a�

Ns

cos��n � �m�

e�jk�n cos�
n��m�
si �n 	 ��m � �

� � �m �
��
� �

� en caso contrario

������
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Figura ���� Posici�on de los hilos de corriente sobre la super
cie del cilindro�

Los valores de Ns y N� se escogen de modo que cada una de las ondas planas
consideradas induzca hilos de corriente en los extremos de la zona que ilumina
sobre la super�cie del cilindro conductor� Por ejemplo� en la �gura ��� se re

presenta con trazo grueso la zona iluminada por una onda plana incidente con
direcci�on de avance �m� zona que se extiende sobre la super�cie del cilindro desde
� � �m � �
� hasta � � �m � 
�
�� Forzando la condici�on de que en dichos
extremos existan hilos de corriente inducida� se deduce que Ns debe ser igual
a N�� y adem�as m�ultiplo de �� De esta forma� cualquier onda plana incidente
con direcci�on de avance �m induce Ns
� � � hilos in�nitos de corriente� de�nidos
en ������ por sus coordenadas cil��ndricas ��n��n� con n variando entre un valor
inicial ni � m � Ns
� � � y un valor �nal nf � m � 
Ns
� � �� Estos valores
para ni y nf hacen coincidir� tal y como se pretend��a� las posiciones del primer y
�ultimo hilo de corriente con los extremos de la zona iluminada �ver �gura �����

Como consecuencia de haber escogido el mismo valor para Ns y N�� la matriz
que relaciona en ����� corrientes inducidas con espectro de ondas planas incidentes
resulta cuadrada� Esta elecci�on� que permite distribuir de forma adecuada los
hilos de corriente sobre la super�cie del cilindro� no perjudica en absoluto la
precisi�on requerida en los resultados� En cuanto al valor concreto para Ns� el cual
debe ser m�ultiplo de �� se ha comprobado experimentalmente que para obtener
resultados su�cientemente precisos� se requieren al menos �� hilos de corriente
por cada longitud de onda en el radio del cilindro analizado� es decir� Ns debe
satisfacer la relaci�on

Ns 	 �� a ������
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Finalmente� teniendo en cuenta el criterio expuesto para seleccionar los valo

res de ni y nf � y sustituyendo en ������ tanto la direcci�on angular �m como las
coordenadas cil��ndricas ��n��n� por sus correspondientes valores� recogidos res

pectivamente en ������ y ������� se alcanza la siguiente expresi�on de�nitiva para
los coe�cientes Anm

Anm �

�����
����

���a�

Ns

cos� ��
Ns
�n � � �m��

e�j��a cos�
��
Ns

�n���m��
si n 	 �m� Ns

�
� ��m� �Ns

�
� ��

� resto
����	�

que una vez sustituida en ������ permite obtener la matriz de corrientes para un
cilindro met�alico in�nito ante incidencia con polarizaci�on TMz�

����� C�alculo de la Matriz de Corrientes mediante el M�e�

todo de los Momentos

La matriz de corrientes tambi�en se puede calcular �ver secci�on ���� resolviendo
la correspondiente Ecuaci�on Integral mediante el M�etodo de los Momentos� A
continuaci�on se aplica dicha t�ecnica� descrita en el apartado ������ a la obtenci�on
de la matriz de corrientes para el caso del cilindro met�alico que nos ocupa�
Siguiendo los pasos propuestos en el apartado ����� para el caso de incidencia

con polarizaci�on TMz se obtiene� tras aplicar el M�etodo de los Momentos �Point

Matching� a la Ecuaci�on Integral de�nida en ����
�� la siguiente expresi�on para
la matriz de corrientes

�
�����

I�
I�
���
INs

�
�����
Ns��

�

�

�

n

�

Ns

�Ni��p��Niz �� ������
����

�
���� �np Cn

�
���� �

�
�����

i�Ni

i�Ni	�
���
iNi

�
�����
�Ni	���

������

donde  Cn representa la longitud del n
�esimo segmento� situado sobre el con

torno del cilindro y en el que se ha de�nido la correspondiente funci�on base fn�
representada en ����	� por medio de una funci�on pulso centrada en el punto me

dio de dicho segmento� De nuevo� el contorno del cilindro dispersor se divide en
Ns segmentos de igual longitud� cuyo valor se expresa f�acilmente como

 Cn �
��a�

Ns
�n� n 	 ��� �� � � � � Ns� ������

Por otro lado� los elementos �np presentes en ������ constituyen la soluci�on al
siguiente sistema matricial de ecuaciones algebraicas

�Imn� � ��np� � �gmp� ������
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donde �Imn� representa la matriz de coe�cientes de�nida en ������� cuyos elementos
vienen recogidos en ������ y ����
� como

Inn �
k


�
 Cn

�
�� j

�

�
ln

�
�k Cn

�e

��
������

Imn �
k


�
 CnH

���
� �k j��m � ��nj� ������

y �gmp� representa la matriz de excitaciones cuyos elementos� recordando �������
se expresan en funci�on del campo el�ectrico incidente mediante la relaci�on

gmp � Ei
z���m� � Jp�k�m� e

jp
m ����
�

Por tanto� para construir la matriz de corrientes de un cilindro met�alico in�

nito utilizando el M�etodo de los Momentos� tan s�olo se requiere particularizar las
coordenadas que aparecen en ������� ������ y ����
� a la geometr��a del cilindro
bajo an�alisis�
En concreto� las coordenadas cil��ndricas ��n��n� de�nen el punto medio del

n
�esimo segmento sobre el contorno del cilindro� el cual� como se ha comentado
anteriormente� se divide en Ns segmentos de igual longitud� Consecuentemente�
dichos puntos se distribuyen de forma equiespaciada a lo largo del contorno del
siguiente modo

�n � a�

�n �
��

Ns
�n� �� n 	 ��� �� � � � � Ns� ������

Por su parte� las coordenadas cil��ndricas ��m��m� indican las posiciones sobre
el contorno del cilindro donde se ubican las funciones delta de Dirac� que se esco

gen como funciones test en el M�etodo de los Momentos �Point
Matching�� Estas
posiciones se eligen de nuevo equiespaciadas en el contorno del cilindro� y adem�as
se hacen coincidir con el punto medio ��n��n� de cada segmento� expres�andose
pues de la siguiente manera

�m � a�

�m �
��

M
�m� �� m 	 ��� �� � � � �M � ������

Tal y como se indica en el apartado ������ el n�umero M de funciones test se
escoge igual al n�umero Ns de funciones base� de modo que la matriz de coe�

cientes �Imn� en ������ resulta cuadrada� De manera adicional� se ha comprobado
experimentalmente que para obtener resultados con la su�ciente precisi�on� hacen
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falta al menos ��� funciones base por cada longitud de onda en el radio del cilin

dro� por tanto� el criterio pr�actico que se ha seguido consiste en elegir un valor
para Ns que satisfaga la condici�on

Ns 	 ��� a ������

Finalmente� tras sustituir en ������ y ������ la longitud  Cn de cada segmento
por su valor recogido en ������� los elementos de la matriz de coe�cientes �Imn�
quedan expresados como

Inn �
�����a

Ns

�
�� j

�

�
ln

�
���a

Nse

��
����	�

Imn �
�����a

Ns
H

���
� �k

q
�xm � xn�� � �ym � yn��� ������

donde las coordenadas cartesianas �xn�yn� y �xm�ym� se obtienen a partir de sus
correspondientes coordenadas cil��ndricas ��n��n� y ��m��m�� de�nidas en ������ y
������ respectivamente�
Una vez calculados los elementos de las matrices �Imn� y �gmp� como acabamos

de indicar� se deben resolver los �Ni � � sistemas de ecuaciones algebraicas de�

nidos matricialmente en ������� para de esta forma encontrar la matriz inc�ognita
��np�� Sustituyendo los elementos de dicha matriz en ������� se obtiene de�niti

vamente la matriz de corrientes para un cilindro met�alico in�nito ante incidencia
con polarizaci�on TMz�

����� Resultados

Los resultados que se presentan a continuaci�on corresponden a la dispersi�on elec

tromagn�etica producida por dos cilindros met�alicos in�nitos� de radios ���� y ��
respectivamente� ante incidencia con polarizaci�on TMz� El comportamiento dis

persor de cada uno de estos cilindros se ha caracterizado a trav�es de su respectiva
matriz de caracterizaci�on� la cual se ha obtenido tanto de forma anal��tica� siguien

do el desarrollo descrito en el apartado ������ como empleando para su c�alculo
la matriz de corrientes y la matriz de espectro� En ambos cilindros� la matriz
de corrientes se ha determinado utilizando las expresiones correspondientes a la
aproximaci�on de �Optica F��sica y al M�etodo de los Momentos� desarrolladas res

pectivamente en los apartados ����� y ������ mientras que la matriz de espectro
se ha obtenido utilizando� �unicamente� la t�ecnica basada en el Teorema de Adi

ci�on para las Funciones de Hankel descrita en el apartado ��
��� al resultar m�as
e�ciente computacionalmente que la t�ecnica basada en la Transformada Discreta
de Fourier �ver apartado ��
�
��
De esta forma� comparando los resultados obtenidos mediante la aproximaci�on

de �Optica F��sica y el M�etodo de los Momentos con aqu�ellos obtenidos de forma
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Figura ���� Amplitud del campo el�ectrico dispersado por un cilindro de radio 
��� ante
la incidencia de una onda plana �� � 
�� calculado de forma anal��tica en a�� mediante
la aproximaci�on de �Optica F��sica en b� y mediante el M�etodo de los Momentos en c��

anal��tica� se puede garantizar la validez de las citadas t�ecnicas� y� asimismo� de

terminar el rango de aplicaci�on de cada una de ellas en funci�on de las dimensiones
el�ectricas del objeto bajo an�alisis�

En primer lugar� empleando los tres m�etodos reci�en comentados� se ha cal

culado la respuesta del cilindro met�alico in�nito� de radio ����� ante una onda
plana incidente con direcci�on de avance � � � �ver �gura C���� En las �guras ���
y ��	 se representa� respectivamente� la amplitud y la fase del campo el�ectrico
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Figura ��	� Fase del campo el�ectrico dispersado por un cilindro de radio 
��� ante la
incidencia de una onda plana �� � 
�� calculado de forma anal��tica en a�� mediante la
aproximaci�on de �Optica F��sica en b� y mediante el M�etodo de los Momentos en c��

dispersado por dicho cilindro� donde se aprecia que el M�etodo de los Momentos
proporciona un campo el�ectrico dispersado �apartado c en las �guras ��� y ��	�
muy pr�oximo al exacto �soluci�on anal��tica presentada en el apartado a de las
�guras ��� y ��	�� mientras que la aproximaci�on de �Optica F��sica �apartado b
en las �guras ��� y ��	� produce una soluci�on que dista bastante de la obtenida
anal��ticamente�

A continuaci�on� utilizando de nuevo los tres m�etodos propuestos� se ha calcu
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Figura ���� Amplitud del campo el�ectrico dispersado por un cilindro de radio �� ante
la incidencia de una onda plana �� � 
�� calculado de forma anal��tica en a�� mediante
la aproximaci�on de �Optica F��sica en b� y mediante el M�etodo de los Momentos en c��

lado la respuesta del cilindro met�alico in�nito� de radio ��� ante la misma onda
plana incidente con direcci�on de avance � � �� La amplitud y la fase del campo
el�ectrico dispersado se muestran� respectivamente� en las �guras ��� y ���� donde
se observa que en esta ocasi�on la aproximaci�on de �Optica F��sica proporciona un
resultado �apartado b en las �guras ��� y ���� m�as parecido al exacto �soluci�on
anal��tica presentada en el apartado a de las �guras ��� y ���� que el obtenido con
el M�etodo de los Momentos �apartado c en las �guras ��� y �����
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Figura ���� Fase del campo el�ectrico dispersado por un cilindro de radio �� ante la
incidencia de una onda plana �� � 
�� calculado de forma anal��tica en a�� mediante la
aproximaci�on de �Optica F��sica en b� y mediante el M�etodo de los Momentos en c��

De estos resultados se concluye que las dos t�ecnicas presentadas en el cap��tulo �
para calcular la matriz de corrientes� son perfectamente utilizables en la obten

ci�on de la matriz de caracterizaci�on de un objeto dispersor� Adem�as� dichos
resultados corroboran el rango de aplicaci�on� ya comentado en el cap��tulo �� de
cada una de las citadas t�ecnicas en funci�on de las dimensiones el�ectricas del ob

jeto a caracterizar� As�� pues� el M�etodo de los Momentos resulta m�as apropiado�
a pesar de requerir un mayor esfuerzo computacional que la aproximaci�on de
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�Optica F��sica� para objetos peque�nos el�ectricamente� al ofrecer en este caso resul

tados m�as exactos� Por su parte� la aproximaci�on de �Optica F��sica se revela m�as
conveniente conforme las dimensiones el�ectricas del objeto aumentan� ya que pro

porciona resultados m�as precisos que el M�etodo de los Momentos con un menor
coste computacional�


�� Tira Met�alica In�nita ante Incidencia TMz

La tira met�alica in�nita presenta una geometr��a que� a diferencia del cilindro
conductor� no permite obtener de forma anal��tica su matriz de caracterizaci�on�
Consecuentemente� en el an�alisis de la tira se requiere calcular la matriz de co

rrientes y la matriz de espectro� que se han presentado en el cap��tulo � y han sido
validadas en la secci�on anterior �apartado ����
��
En concreto se han caracterizado tiras met�alicas de grosor in�nitesimal� cuyas

longitudes son peque�nas en t�erminos el�ectricos� obteniendo por tanto la matriz
de corrientes mediante el M�etodo de los Momentos� Caso de analizar tiras con
dimensiones grandes el�ectricamente� aunque no se ha contemplado dicha posibi

lidad en esta secci�on� resultar��a m�as adecuado particularizar la aproximaci�on de
�Optica F��sica en el c�alculo de la citada matriz de corrientes� Para obtener la
matriz de espectro� al considerar incidencia con polarizaci�on TMz� se utiliza de
nuevo la t�ecnica basada en el Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel�
debido a las ya mencionadas razones de e�ciencia computacional� descritas en el
apartado ��
�
� que esta t�ecnica presenta en contraposici�on con aqu�ella basada
en la Transformada Discreta de Fourier�
Finalmente� haciendo uso de estas matrices se presentan resultados de la dis


persi�on electromagn�etica que produce una tira met�alica in�nita� de grosor des

preciable� ante distintas incidencias con polarizaci�on TMz�

����� C�alculo de la Matriz de Corrientes mediante el M�e�

todo de los Momentos

Al caracterizar tiras in�nitas de grosor despreciable� cuyas longitudes son pe

que�nas en t�erminos el�ectricos� se ha utilizado el M�etodo de los Momentos en el
c�alculo de la matriz de corrientes DI� la cual� tras aplicar los pasos descritos en
el apartado ����� para polarizaci�on TMz� presenta el siguiente aspecto

DI � ��np Cn�Ns��Ni	�
������

donde  Cn indica la longitud del n
�esimo segmento� situado sobre el contorno de
la tira y en el que se ha de�nido la correspondiente funci�on base fn� en nuestro
caso una funci�on pulso centrada en el punto medio de dicho segmento� tal y como
se representa en ����	�� Por tanto� la tira de longitud w �dimensi�on normalizada
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respecto de �� se divide en Ns segmentos de igual tama�no� cuyo valor se expresa
f�acilmente del siguiente modo

 Cn �
w�

Ns

���
��

Por su parte� los elementos �np presentes en ������ representan la soluci�on a los
conocidos sistemas de ecuaciones� expresados matricialmente como

�Imn� � ��np� � �gmp� ���
��

donde los elementos de las matrices �Imn� y �gmp�� recordando ������� ����
� y
������� se resumen a continuaci�on mediante las expresiones

Inn �
k


�
 Cn

�
�� j

�

�
ln

�
�k Cn

�e

��
���
��

Imn �
k


�
 CnH

���
� �k

q
�xm � xn�� � �ym � yn��� ���

�

gmp � Ei
z���m� � Jp�k�m� e

jp
m ���
��

En ���

�� las coordenadas rectangulares �xn�yn� de�nen el punto medio del
n
�esimo segmento sobre el contorno de la tira� Por tanto� considerando que la
longitud de la tira se extiende a lo largo del eje �x� las coordenadas �xn�yn� se
eligen de la siguiente manera

xn � �w�
�
�

w�

�Ns
�
w�

Ns
�n� ��

yn � � n 	 ��� �� � � � � Ns� ���
��

Por otro lado� las coordenadas cil��ndricas ��m��m� presentes en ���
��� o sus
equivalentes rectangulares �xm�ym� en ���

�� determinan las posiciones donde se
localizan las funciones delta� escogidas como funciones test al aplicar el M�etodo
de los Momentos �Point
Matching�� Estas posiciones� que se hacen coincidir con
el punto medio �xn�yn� de cada segmento� se de�nen mediante las relaciones

xm � �w�
�
�

w�

�Ns
�
w�

Ns
�m� ��

ym � �

�m �
q
x�m � y�m

�m � arctan
�
ym
xm

�
m 	 ��� �� � � � �M � ���
��
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Como se puede observar en ���
�� y ���
��� los puntos de�nidos por las coor

denadas rectangulares �xn�yn� y �xm�ym� se encuentran situados �yn � ym � ��
sobre el eje �x� lo que supone considerar en la pr�actica una tira met�alica in�nita
de grosor nulo� y forzar que las componentes tangenciales de campo el�ectrico se
anulen� tan s�olo� a lo largo del eje �x desde x � �w�
� hasta x � w�
�� En el
caso de considerar que la tira presentase un cierto grosor �de valor d� con d� ���
y por tanto forzar la condici�on de contorno para las componentes tangenciales de
campo el�ectrico sobre ambas caras de la tira� se ha comprobado que apenas se
produce diferencia alguna en los resultados obtenidos con respecto a la situaci�on
anterior� Consecuentemente� se ha optado por forzar la correspondiente condici�on
de contorno �unicamente a lo largo del eje �x� lo cual requiere de un menor esfuerzo
computacional al imponer dicha condici�on de contorno en un menor n�umero de
puntos�

Escogiendo un n�umero M de funciones test igual al n�umero Ns de funciones
base� la matriz de coe�cientes �Imn�� que debe invertirse para poder resolver los
sistemas de ecuaciones propuestos en ���
��� se hace cuadrada� Para obtener re

sultados su�cientemente precisos� de nuevo se ha comprobado experimentalmente
que se requieren al menos ��� funciones base por cada longitud de onda en la
dimensi�on m�axima de la tira� es decir� el valor a escoger para Ns debe satisfacer
el siguiente criterio

Ns 	 ���
w

�
���
	�

Finalmente� sustituyendo en ���
�� y ���

� la longitud  Cn de cada segmento
por su valor presentado en ���
��� los elementos de la matriz de coe�cientes �Imn�
quedan expresados del siguiente modo

Inn �
����w

Ns

�
�� j

�

�
ln
�
��w

Ns�e

��
���
��

Imn �
����w

Ns
H

���
� �k

q
�xm � xn�� � �ym � yn��� ���
��

donde las coordenadas rectangulares �xn�yn� y �xm�ym� vienen recogidas en ���
��
y ���
��� respectivamente�

Una vez calculados los elementos de las matrices �Imn� y �gmp� como se acaba
de indicar� se deben resolver los �Ni � � sistemas de ecuaciones de�nidos ma

tricialmente en ���
��� para de esta forma obtener los elementos de la matriz
inc�ognita ��np�� Sustituyendo dichos elementos en ������� se determina la matriz
de corrientes de una tira met�alica in�nita� de grosor in�nitesimal� ante incidencia
con polarizaci�on TMz�
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����� Resultados

A continuaci�on� se presentan resultados de la dispersi�on electromagn�etica produ

cida por una tira met�alica de grosor in�nitesimal� longitud �� y orientada seg�un el
eje �y� La peque�na longitud en t�erminos el�ectricos �w � �� de la tira permite em

plear las expresiones deducidas en el apartado anterior� haciendo uso del M�etodo
de los Momentos� para calcular la matriz de corrientes de dicha tira� la cual se
supondr�a que est�a orientada seg�un el eje �x� La matriz de espectro de esta misma
tira paralela al eje �x� debido a las ya mencionadas razones de e�ciencia compu

tacional� se ha determinado utilizando el Teorema de Adici�on para las Funciones
de Hankel �ver expresiones en el apartado ��
���� De esta forma� se obtiene la
matriz de caracterizaci�on de una tira met�alica in�nita� de longitud �� y situada
en la direcci�on del eje �x� A partir de dicha matriz� y utilizando las propiedades de
transformaci�on de espectros ���� particularizadas al caso que nos ocupa mediante
las matrices de giro G���
�� y G���
�� de�nidas en el ap�endice D� se obtiene la
matriz de caracterizaci�on de la tira met�alica in�nita� de longitud �� y paralela
al eje �y� Esta matriz caracteriza perfectamente el comportamiento dispersor de
la tira met�alica� permitiendo conocer de manera r�apida y sencilla la respuesta de
dicha tira ante cualquier incidencia polarizada seg�un TMz�

Haciendo uso de la citada matriz de caracterizaci�on� se ha calculado inicial

mente la respuesta de la tira ante una onda plana incidente con direcci�on de
avance � � � �ver �gura C���� cuya amplitud y fase� reconstruida a partir de su
correspondiente espectro cil��ndrico� puede observarse en la �gura ���� El campo
el�ectrico dispersado por la tira� ante la incidencia de esta onda plana� se repre

senta en la �gura ����� donde se observa que la tira produce dos ondas planas que
avanzan paralelas al eje �x� una de ellas en el sentido creciente de la coordenada x
y la otra en el sentido decreciente de dicha coordenada� El campo el�ectrico total�
obtenido como la suma del campo el�ectrico incidente y del dispersado� se muestra
en la �gura ����� donde la onda plana dispersada hacia valores crecientes de la
coordenada x se suma en contrafase con la onda plana incidente� produciendo la
conocida zona de sombra que aparece detr�as del objeto dispersor� En cambio� la
onda plana dispersada hacia valores decrecientes de la coordenada x� despu�es de
sumarse con la onda plana incidente que avanza en sentido contrario� origina una
onda estacionaria�

Posteriormente� se ha obtenido la respuesta de la misma tira ante una onda
plana incidente� pero en esta ocasi�on con direcci�on de avance � � �
� �ver
�gura C���� En este caso� tal y como se observa en la �gura ���� donde se
representa la amplitud y la fase del campo el�ectrico dispersado� la tira genera dos
ondas planas que avanzan respectivamente en las direcciones angulares de�nidas
seg�un � � �
� y � � �� � �
��� La onda que avanza seg�un � � �
� se suma de
nuevo en contrafase con la onda plana incidente� produciendo una zona de sombra
en dicha direcci�on angular �ver �gura ���
 donde se representa la amplitud y la
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Figura ����� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por una tira met�alica
in
nita� de longitud �� y orientada seg�un el eje �y� anta la incidencia de una onda plana
�� � 
��
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Figura ����� Amplitud y fase del campo el�ectrico total� obtenido como la suma de la
onda plana incidente �� � 
� y del campo el�ectrico dispersado ante dicha incidencia
por una tira met�alica in
nita� de longitud �� y orientada seg�un el eje �y�

fase del campo el�ectrico total�� Sin embargo� la onda que avanza en la direcci�on
� � �� � �
��� tras sumarse con la onda plana incidente� no produce el mismo
patr�on de interferencias que en la situaci�on anterior �comparar �guras ���� y ���
��
debido a que en este caso la onda dispersada no presenta la misma direcci�on de
avance del frente de fase que la onda plana incidente�
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Figura ����� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por una tira met�alica
in
nita� de longitud �� y orientada seg�un el eje �y� anta la incidencia de una onda plana
�� � �����
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Figura ���
� Amplitud y fase del campo el�ectrico total� obtenido como la suma de la
onda plana incidente �� � ���� y del campo el�ectrico dispersado ante dicha incidencia
por una tira met�alica in
nita� de longitud �� y orientada seg�un el eje �y�

Estos resultados con�rman que es posible caracterizar cualquier objeto dis

persor� aunque su geometr��a no permita obtener una soluci�on anal��tica� mediante
una funci�on de transferencia o matriz de caracterizaci�on� En estos casos� la ob

tenci�on de dicha matriz debe llevarse a cabo calculando previamente una matriz
de corrientes y una matriz de espectro� las cuales pueden determinarse de for
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ma sencilla� tal y como ha quedado demostrado en este cap��tulo para distintas
geometr��as� haciendo uso de las diversas t�ecnicas presentadas en el cap��tulo ��


�	 Tira Met�alica In�nita ante Incidencia TEz

En �ultima instancia se pretende caracterizar� mediante las t�ecnicas descritas en
el cap��tulo �� el comportamiento de un objeto dispersor ante incidencia con po

larizaci�on TEz� De nuevo se escoge la tira met�alica in�nita� que ya ha quedado
analizada en la secci�on ��
 ante incidencia polarizada seg�un TMz� para de es

ta forma tener completamente caracterizado dicho objeto ante cualquier posible
incidencia �recordar secci�on �����

n

∆Cn

Figura ����� Segmentaci�on del contorno de un objeto dispersor con grosor in
nitesimal
para incidencia con polarizaci�on TEz�

Las tiras met�alicas de grosor in�nitesimal que se han considerado presentan
longitudes peque�nas en t�erminos el�ectricos� habi�endose utilizado� por tanto� el
M�etodo de los Momentos en la obtenci�on de la matriz de corrientes� Conviene
rese�nar� no obstante� que al aplicar dicho M�etodo en la caracterizaci�on de un
objeto dispersor ante incidencia con polarizaci�on TEz� se debe considerar un
cierto grosor no nulo en el objeto� para que la formulaci�on desarrollada en el
apartado ����� resulte v�alida �	��� Al analizar objetos con grosor in�nitesimal�
como el caso que nos ocupa� se debe asumir para dicho grosor un valor �nito no
nulo que tienda a cero� Por ejemplo� en la �gura ���� se detalla como segmentar
el contorno de un objeto dispersor cuyo grosor es in�nitesimal� El valor l��mite del
grosor viene impuesto por el condicionamiento de la matriz de coe�cientes �Imn��
que debe invertirse para resolver la correspondiente ecuaci�on integral mediante
el citado M�etodo� En concreto� para la tira met�alica se ha determinado a nivel
pr�actico que un valor l��mite de ����� garantiza la inversi�on de dicha matriz�



��� Objetos Dispersores Can�onicos

A pesar de no contemplar en esta secci�on el an�alisis de tiras con dimensiones
grandes el�ectricamente� �este simplemente requerir��a utilizar la aproximaci�on de
�Optica F��sica en el c�alculo de la matriz de corrientes� no resultando necesario en
este caso el tener que considerar un grosor no nulo para la tira� En lo referente a la
matriz de espectro� al considerar incidencia con polarizaci�on TEz� tan s�olo puede
obtenerse haciendo uso de la Transformada Discreta de Fourier� lo que supone una
mayor carga computacional �recordar apartado ��
�
� frente al caso de incidencia
polarizada seg�un TMz� donde se puede utilizar el Teorema de Adici�on para las
Funciones de Hankel�
Utilizando la matriz de corrientes y la matriz de espectro� se construye la

matriz de caracterizaci�on de la tira met�alica in�nita� de grosor despreciable� ante
incidencia con polarizaci�on TEz� Dicha matriz permite analizar la dispersi�on
electromagn�etica producida por una tira met�alica in�nita� que tras comparar con
alg�un otro resultado� presente en la literatura y obtenido siguiendo otros m�etodos
a los aqu�� propuestos� permite validar las t�ecnicas descritas en el cap��tulo � ante
incidencia polarizada seg�un TEz�

��	�� C�alculo de la Matriz de Corrientes mediante el M�e�

todo de los Momentos

Como las tiras a caracterizar presentan longitudes peque�nas en t�erminos el�ectricos�
parece l�ogico escoger el M�etodo de los Momentos para obtener la matriz de co

rrientesDI� cuyos elementos� tras aplicar los pasos propuestos en el apartado �����
para polarizaci�on TEz� se obtienen mediante la expresi�on

DI � ��np Cn��Ns	���Ni	�
������

donde  Cn representa la longitud del n
�esimo segmento� situado sobre el contorno
de la tira y en el que se de�ne la correspondiente funci�on pulso fn recogida en
����	�� Para poder aplicar el M�etodo de los Momentos en el caso de incidencia con
polarizaci�on TEz� el objeto bajo an�alisis debe presentar un grosor d �normalizado
respecto de �� no nulo� tal y como se indica en la �gura ����� Por tanto� una tira
de longitud w �tambi�en normalizada respecto de �� se divide en �Ns�� segmentos�
de los cuales �Ns presentan la misma longitud y se distribuyen de forma sim�etrica
en la cara superior e inferior de la tira� mientras que los � restantes tienen una
longitud igual al grosor de la tira y se sit�uan� respectivamente� en cada una de
las dos caras laterales de la misma� De esta forma� la longitud  Cn de cada uno
de estos segmentos presenta el siguiente aspecto

 Cn �

����
���

w�

Ns
n 	 cara superior o inferior

d n 	 caras laterales

������
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Por otra parte� en ������ los elementos �np representan la soluci�on a los ya
conocidos �Ni �� sistemas de ecuaciones algebraicas� expresados matricialmente
del siguiente modo

�Imn� � ��np� � �gmp� ������

donde los elementos de la matriz de coe�cientes �Imn� y de la matriz de excitacio

nes �gmp�� recordando ������� ������ y ������� vienen de�nidos como

Inn �
�

�
����
�

Imn �
j

�
k Cn ��n � �R�H���

� �k
q
�xm � xn�� � �ym � yn��� ������

gmp � �H i
z�xm� ym� � �Jp�k�m� ejp
m ������

En ������� las coordenadas rectangulares �xn�yn� determinan el punto medio
del n
�esimo segmento sobre el contorno de la tira� Dicho contorno� debido a la
raz�on ya comentada anteriormente� se divide en �Ns�� segmentos� Considerando
pues que la longitud de la tira se extiende a lo largo del eje �x� las coordenadas
�xn�yn� de los puntos situados en la cara superior de la tira se eligen de la siguiente
manera

xn � �w�
�
�

w�

�Ns
�
w�

Ns
�n� ��

yn �
d�

�
n 	 ��� �� � � � � Ns� ������

Los puntos situados en la cara inferior de la tira se distribuyen de forma
sim�etrica con respecto a los puntos de la cara superior� por tanto� sus coorde

nadas �xn�yn� pueden expresarse en funci�on de ������ sustituyendo yn por su co

rrespondiente valor para la cara inferior �yn � �d�
��� Los dos puntos restantes�
situados en las caras laterales� se de�nen f�acilmente mediante las coordenadas

xn � �w�
�

yn � � ����	�

xn �
w�

�
yn � � ������

Por su parte� las coordenadas cil��ndricas ��m��m� que aparecen en ������� o sus
equivalentes rectangulares �xm�ym� presentes en ������� determinan las posiciones
sobre el contorno de la tira donde se localizan las funciones delta� escogidas como
funciones test al aplicar el M�etodo de los Momentos �Point
Matching�� El n�umero
M de funciones delta se escoge igual al n�umero Ns de funciones base� produciendo
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de esta forma una matriz de coe�cientes �Imn� que resulta cuadrada� Adem�as� las
posiciones de las funciones delta se hacen coincidir con el punto medio de cada
segmento� de modo que los comentarios realizados para las coordenadas �xn�yn��
as�� como sus expresiones recogidas en ������� ����	� y ������� aplican igualmente
a las coordenadas rectangulares �xm�ym�� Las coordenadas cil��ndricas ��m��m� se
obtienen directamente a partir de sus equivalentes rectangulares empleando las
relaciones entre dichas coordenadas� recogidas por ejemplo en ���
���
Tal y como ya se ha mencionado� resulta necesario considerar un cierto grosor

en la tira met�alica� para de esta forma obtener una matriz de coe�cientes �Imn�
invertible� y poder resolver la ecuaci�on matricial presente en ������� Consecuen

temente� para el caso que nos ocupa de incidencia TEz� el n�umero de puntos
donde se impone el cumplimiento de la correspondiente Ecuaci�on Integral resul

ta m�as del doble que el empleado para incidencia polarizada seg�un TMz �ver
apartado ��
���� lo que sin duda implica un mayor esfuerzo computacional en la
determinaci�on de la matriz de corrientes� Con la intenci�on de reducir esta carga
computacional podr��a pensarse en utilizar la aproximaci�on de �Optica F��sica� que
no requiere considerar� para su correcta aplicaci�on� un cierto grosor en la tira
met�alica in�nita� Ahora bien� los resultados proporcionados por dicha t�ecnica
no resultar��an lo su�cientemente precisos� ya que se est�an considerando tiras con
dimensiones peque�nas en t�erminos el�ectricos�
De nuevo� se ha comprobado experimentalmente que para obtener resultados

su�cientemente precisos� se requieren al menos ��� funciones base por cada lon

gitud de onda en la direcci�on m�axima de la tira� es decir� el valor a escoger para
Ns debe satisfacer el criterio expuesto mediante la siguiente condici�on

Ns 	 ���
w

�
������

Para �nalizar� sustituyendo en ������ la longitud  Cn de cada segmento por su
correspondiente valor recogido en ������� se obtienen los elementos de la matriz de
coe�cientes �Imn�� Resolviendo a continuaci�on los �Ni � � sistemas de ecuaciones
algebraicas� de�nidos matricialmente en ������� se encuentran los elementos de la
matriz inc�ognita ��np�� que una vez sustituidos en ������ determinan la matriz de
corrientes de una tira met�alica in�nita� con grosor in�nitesimal� ante incidencia
con polarizaci�on TEz�

��	�� Resultados

Con el objeto de validar las expresiones propuestas en esta secci�on� que permiten
analizar objetos dispersores ante incidencia polarizada seg�un TEz� se ha carac

terizado la dispersi�on electromagn�etica producida ante dicha incidencia por una
tira met�alica de grosor in�nitesimal� longitud �� y orientada seg�un el eje �x� La
longitud �w � �� de la tira impone la utilizaci�on de las expresiones deducidas
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en esta misma secci�on� empleando el M�etodo de los Momentos� para obtener la
matriz de corrientes� Por otra parte� el tipo de polarizaci�on �TEz� de la inciden

cia determina el uso de la Transformada Discreta de Fourier en el c�alculo de la
matriz de espectro� De esta forma� se obtiene la matriz de caracterizaci�on de la
tira met�alica bajo an�alisis�
Empleando esta matriz� se ha calculado la respuesta de la tira met�alica ante un

cierto campo magn�etico incidente� representado por medio de una onda plana con
direcci�on de avance � � ��

 �ver �gura C���� En la �gura ����� se representa el
diagrama de radiaci�on de la tira met�alica ante dicha incidencia� obtenido a partir
de la amplitud del campo magn�etico dispersado en la regi�on de campo lejano�
En dicha �gura� se observa que se produce un m�aximo de radiaci�on� l�ogicamente
en la direcci�on angular � � �

� El resultado ofrecido en la �gura ���� puede
compararse con el presentado en ���� p�ag� ����� donde se muestra la secci�on
recta radar biest�atica por unidad de longitud para la misma tira e incidencia�
pero calculada siguiendo otros m�etodos a los expuestos en este trabajo� Conviene
destacar que entre ambos resultados existe una enorme coincidencia�
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Figura ����� Diagrama de radiaci�on �onda plana incidente con direcci�on de avance
� � ���� y polarizada seg�un TEz� de una tira met�alica in
nita� de longitud �� y
orientada seg�un el eje �x�

Estos resultados avalan por completo las t�ecnicas presentadas en el cap��tulo �
para caracterizar objetos dispersores ante incidencia con polarizaci�on TEz� De
esta forma� se est�a en condiciones de garantizar la caracterizaci�on de cualquier
objeto dispersor ante cualquier posible incidencia� que� recordando la secci�on ����
puede siempre expresarse como combinaci�on de soluciones modales TMz y TEz�





Cap��tulo 


Caracterizaci�on Conjunta de

M�ultiples Objetos Dispersores en

Espacio Libre mediante un

Algoritmo Recursivo

El an�alisis del acoplo electromagn�etico que se produce entre m�ultiples objetos
dispersores en espacio libre� ante la presencia de un cierto campo incidente� cons

tituye un tema de enorme inter�es y aplicaci�on pr�actica� Las antenas multire

�ectoras representan un claro ejemplo� pues en su completa caracterizaci�on se
requiere considerar las interacciones m�ultiples que tienen lugar entre sus dos ele

mentos dispersores� Por otra parte� en el an�alisis de objetos individuales grandes
en t�erminos el�ectricos resulta tambi�en interesante� tras segmentar el contorno del
objeto dispersor en elementos m�as peque�nos� el estudio del acoplo m�ultiple entre
dichos elementos� para de esta forma caracterizar al objeto grande el�ectricamente�
Este procedimiento genera resultados m�as exactos que aqu�ellos obtenidos median

te las t�ecnicas tradicionales de alta frecuencia� tales como Teor��a Geom�etrica de
la Difracci�on� �Optica Geom�etrica o la aproximaci�on de �Optica F��sica� que en
la caracterizaci�on de objetos grandes el�ectricamente se pre�eren a los m�etodos
num�ericos� como por ejemplo el M�etodo de los Momentos o el M�etodo de los Ele

mentos Finitos� debido a las ya conocidas razones de e�ciencia computacional�

En este cap��tulo� se expone un algoritmo recursivo generalizado que permite
caracterizar de forma conjunta a m�ultiples objetos dispersores� Haciendo uso del
concepto de la funci�on de transferencia o matriz de caracterizaci�on� introducido
en el cap��tulo � para describir el comportamiento dispersor de cada objeto indi

vidualmente� y tras aplicar el citado algoritmo recursivo� se presenta para cada
objeto dispersor una matriz de caracterizaci�on conjunta� que de�ne la dispersi�on
producida por dicho objeto en presencia del resto� Dicho algoritmo� pensado ini

cialmente para incorporar un nuevo objeto en cada iteraci�on� se re�na para poder
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aplicarlo a la caracterizaci�on conjunta de agrupaciones de objetos dispersores� A
su vez� la utilizaci�on del algoritmo revela la existencia de ciertas situaciones pro

blem�aticas� en las que� para aplicar correctamente el citado algoritmo� conviene
tomar ciertas acciones preventivas que se describen detalladamente� Por otra par

te� aunque el algoritmo se concibe inicialmente para determinar la dispersi�on que
producen m�ultiples objetos cuando la fuente es externa al grupo� en el cap��tulo
se describe c�omo analizar el mismo problema cuando la fuente se sit�ua entre los
objetos� Finalmente� para cada una de las regiones en las que se divide el espacio�
se explica como reconstruir el campo dispersado por m�ultiples objetos�

��� Descripci�on de un Algoritmo Recursivo pa�

ra la Caracterizaci�on Conjunta de M�ultiples

Objetos Dispersores

La caracterizaci�on de la dispersi�on electromagn�etica producida por m�ultiples ob

jetos dispersores es un tema que siempre ha despertado enorme inter�es en la
literatura� As�� pues� ya en �	
� se encuentra resuelto el problema de dos cilin

dros conductores paralelos� mientras que en �	�� se soluciona la dispersi�on que
producen dos esferas conductoras� Estos dos problemas se analizan haciendo
uso de transformaciones espectrales� en concreto se utilizan respectivamente las
transformaciones cil��ndrica�cil��ndrica y esf�erica�esf�erica�

El an�alisis de antenas multire�ectoras� integradas normalmente por dos ele

mentos re�ectores� constituye una de las posibles aplicaciones pr�acticas derivadas
de la caracterizaci�on de m�ultiples objetos dispersores� Recientemente� se propone
en �	�� un m�etodo para analizar sistemas multire�ectores que utiliza las funciones
de transferencia o matrices de caracterizaci�on individual de cada uno de los ele

mentos re�ectores del sistema� El problema se resuelve multiplicando las matrices
de caracterizaci�on individual de cada uno de los re�ectores en el mismo orden con
el que el campo incidente� tras experimentar diversas re�exiones� se encuentra a
dichos elementos� para de esta forma obtener una matriz de caracterizaci�on global
del sistema multire�ector bajo an�alisis� Ahora bien� este procedimiento no tiene
en cuenta las interacciones m�ultiples que se originan entre los diversos elementos
re�ectores� que si bien no son excesivamente importantes en el estudio de siste

mas multire�ectores� pues afectan especialmente en la zona de campo pr�oximo y
apenas en la zona de campo lejano� deben considerarse en un an�alisis general y
completo de dichos sistemas�

Un primer algoritmo que permite solucionar la dispersi�on electromagn�etica
producida por diversos objetos� teniendo presente las interacciones m�ultiples
existentes entre ellos� puede encontrarse en �	��� donde se aplica el principio
Poincar�e�Huygens para obtener una matriz de caracterizaci�on global� a partir de
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las matrices de caracterizaci�on individual de cada uno de los objetos dispersores�
Siguiendo este m�etodo� en dicha publicaci�on se analiza con �exito la dispersi�on
que producen dos esferas conductoras� Ahora bien� la principal desventaja del
m�etodo se basa en el hecho de analizar conjuntamente� en una sola iteraci�on� el
comportamiento dispersor de todos los objetos� lo que supone un incremento con

siderable en la complejidad de las expresiones deducidas cuando crece el n�umero
de objetos dispersores bajo an�alisis�

Posteriormente� en �		�	�� se presenta un nuevo algoritmo recursivo para re

solver los problemas de interacci�on m�ultiple entre diversos objetos dispersores�
En cada iteraci�on� este algoritmo incorpora un nuevo objeto al grupo analizado
en la iteraci�on anterior� calculando de forma recursiva una nueva matriz de ca

racterizaci�on global� Precisamente� el hecho de a�nadir un nuevo objeto en cada
iteraci�on puede causar� en el caso de tener varios objetos dispersores equidistantes
del origen de coordenadas� que se incumpla la restricci�on del Teorema de Adi

ci�on para las Funciones de Hankel �ver ap�endice E�� originando singularidades
en el c�alculo de la dispersi�on electromagn�etica� Debido a esta raz�on� en ���� se
introduce una versi�on modi�cada del algoritmo reci�en descrito� que permite in

corporar en cada iteraci�on un n�umero gen�erico de objetos dispersores� evitando
de esta forma violar la citada restricci�on del Teorema de Adici�on cuando exis

ten varios objetos equidistantes� Entre los pocos inconvenientes asociados a este
m�etodo� �unicamente destaca la necesidad de utilizar nuevamente f�ormulas recur

sivas� aplicadas en sentido inverso al seguido en la implementaci�on del algoritmo�
que permiten calcular el campo dispersado por todos los objetos en el interior de
la m��nima circunferencia que los contiene�

Un algoritmo iterativo que permite resolver el acoplo electromagn�etico en

tre m�ultiples objetos dispersores se recoge en ����� donde se aplica al an�alisis
de las interacciones m�ultiples que se producen entre varios cilindros conducto

res o diel�ectricos� Este nuevo algoritmo resuelve el problema de forma iterativa
siguiendo el progreso f��sico de las ondas� pues en cada iteraci�on el campo disper

sado por cada uno de los objetos se calcula a partir del campo que dispersa el
resto de objetos en la iteraci�on anterior� Entre los principales inconvenientes de
este algoritmo� uno de ellos hace referencia al grado de complejidad que supone
veri�car en cada iteraci�on si se han generado resultados convergentes� Asimismo�
el m�etodo presenta problemas de convergencia cuando se pretende analizar la
dispersi�on producida por objetos grandes en t�erminos el�ectricos�

Por otra parte� el an�alisis de las interacciones m�ultiples entre varios objetos
dispersores se resuelve en ��
� mediante un m�etodo basado en teor��a de grafos�
el cual utiliza tambi�en matrices de caracterizaci�on individual asociadas a cada
uno de los objetos� junto con unas matrices de transformaci�on de espectros que
simplemente permiten trasladarlos a distintas posiciones� La principal desventaja
de este m�etodo radica en que su complejidad se incrementa considerablemente
a medida que crece el n�umero de elementos dispersores bajo an�alisis� llegando
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incluso a convertirse en un problema irresoluble cuando dicho n�umero es elevado�
A su vez� la totalidad de los c�alculos que se realizan durante la computaci�on del
campo dispersado por el conjunto de objetos debe repetirse para cada incidencia�
En esta secci�on� se describe un nuevo algoritmo recursivo que permite resol


ver la dispersi�on electromagn�etica producida por m�ultiples objetos dispersores�
Este nuevo algoritmo utiliza teor��a de grafos� recogida por ejemplo en ��
�� para
analizar la presencia de un nuevo objeto dispersor en cada iteraci�on� Consecuen

temente� la complejidad del m�etodo no crece con el n�umero de objetos dispersores
analizados� pues a�nadir un nuevo objeto al grupo tan s�olo supone realizar una
simple iteraci�on adicional� Adem�as� el m�etodo ofrece resultados precisos en cada
iteraci�on sin necesidad de comprobar su grado de convergencia� siendo estos resul

tados igualmente v�alidos en el an�alisis de objetos grandes y peque�nos en t�erminos
el�ectricos� Tras aplicar el algoritmo� el comportamiento dispersor de cada objeto
queda representado por una funci�on de transferencia o matriz de caracterizaci�on
conjunta� que permite obtener el campo dispersado por cada objeto� conside

rando la presencia del resto� ante cualquier posible incidencia� De esta manera�
no resulta necesario tener que repetir c�alculos para cada posible incidencia� En
realidad� cada objeto queda completamente caracterizado� al igual que cuando se
analizan individualmente� mediante dos funciones de transferencia o matrices de
caracterizaci�on conjunta� determinando una de ellas el comportamiento dispersor
del objeto en presencia del resto ante incidencia con polarizaci�on TMz� y la otra
ante incidencia polarizada seg�un TEz� Asimismo� dichas matrices de caracteri

zaci�on permiten obtener� de manera sencilla� el campo dispersado por todos los
objetos en la regi�on interna a la m��nima circunferencia que los contiene�
A continuaci�on� se determina inicialmente el c�alculo de las funciones de trans


ferencia o matrices de caracterizaci�on conjunta� mediante teor��a de grafos ��
��
para un problema de dispersi�on m�ultiple constituido por dos objetos disperso

res� Posteriormente� se aplica el m�etodo recursivo al an�alisis de la interacci�on
electromagn�etica que se produce entre los dos primeros objetos dispersores y un
nuevo tercer objeto dispersor� Finalmente� el algoritmo se generaliza para carac

terizar de forma conjunta el comportamiento dispersor de N objetos� analizados
mediante una �ultima iteraci�on en la que se resuelve el acoplo entre N � � objetos
dispersores� caracterizados previamente con el mismo algoritmo recursivo� y el
N 
�esimo objeto dispersor�


���� Matrices de Caracterizaci�on Conjunta de Dos Ob�

jetos Dispersores

Inicialmente� se presentan las expresiones correspondientes a la dispersi�on electro

magn�etica producida por dos objetos dispersores ante un cierto campo incidente�
teniendo en cuenta las interacciones m�ultiples que se producen entre dichos ob

jetos mediante la teor��a de grafos descrita en ��
�� Las expresiones deducidas se
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Figura ���� Esquema general de un problema formado por dos dispersores O� y O��

pueden aplicar igualmente al caso de incidencia con polarizaci�on TMz y al de
incidencia polarizada seg�un TEz�
El problema a resolver se esquematiza en la �gura ���� donde puede obser


varse la existencia de dos objetos dispersores� que llamaremos O� y O�� sobre los
que incide un cierto campo del que se conoce su espectro de ondas cil��ndricas�
representado por el vector columna EI� Los objetos dispersores se encuentran
centrados respectivamente en los puntos C� y C�� tal y como puede apreciarse
de nuevo en la �gura ���� mientras que los modos cil��ndricos correspondientes al
desarrollo espectral del campo incidente se re�eren al punto C�� de�nido por sus
coordenadas rectangulares �x��y��� Por tanto� recordando ������ el campo inci

dente� sobre ambos objetos dispersores O� y O�� que designaremos por C i

z� se
expresa como

C i
z �

NiX
p��Ni

ip Jp�k��� e
jp
� �����

donde ������� son las coordenadas� referidas al origen local situado en C�� del
punto donde se pretende evaluar el campo incidente� mientras los coe�cientes ip�
que constituyen los elementos del vector columna EI� representan las amplitudes
del espectro asociado a dicho campo incidente� Por otra parte� el l��mite Ni del

�Este campo �Ci
z� representa campo el�ectrico �Ei

z� para incidencia polarizada seg�un TMz	 y
campo magn�etico �Hi

z� para incidencia polarizada seg�un TEz�
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sumatorio se escoge siguiendo el criterio Ni 	 ka� expuesto en el cap��tulo �
�ver secci�on ����� de manera que el campo incidente se puede reconstruir con
total exactitud en una circunferencia� de radio a� con centro en el origen local
de coordenadas C�� L�ogicamente� el radio a debe ser tal que la circunferencia
contenga a los dos objetos dispersores O� y O� bajo an�alisis �ver �gura �����
Adem�as� la elecci�on del punto C� conviene realizarla con el objetivo de minimizar
el valor obtenido para Ni� lo cual se consigue� normalmente� escogiendo como C�

el punto medio de las posiciones C� y C�� donde se centran respectivamente los
objetos O� y O��

La aplicaci�on de la teor��a de grafos ��
� al problema que nos ocupa requiere
caracterizar previamente� de manera aislada� a cada uno de los objetos disper

sores O� y O� mediante sendas matrices de caracterizaci�on individual D� y D��
cuyo c�alculo se detalla en el cap��tulo �� Las matrices D� y D� a utilizar� bien
las obtenidas para polarizaci�on TMz o las calculadas para polarizaci�on TEz� de

penden del tipo de incidencia que se considere sobre el problema de dispersi�on
m�ultiple constituido por los dos objetos O� y O��

La respuesta producida por estos dos objetos dispersores ante un cierto cam

po incidente� representado por su correspondiente espectro cil��ndrico� se obtiene
resolviendo dos problemas complementarios� En una primera situaci�on� se asume
que el campo incidente afecta tan s�olo al primer objeto O�� y no al segundo ob

jeto O�� Como consecuencia de las interacciones m�ultiples que tienen lugar entre
ambos objetos� la resoluci�on completa de este primer supuesto requiere calcular la
dispersi�on que producen tanto O� como O�� A continuaci�on� se asume que el mis

mo campo incidente original afecta tan s�olo al segundo objeto O�� y no al primer
objeto O�� De igual manera� el c�alculo del acoplo electromagn�etico existente en
este caso entre los dos objetos precisa� para un completo an�alisis de este segundo
problema� conocer de nuevo los campos dispersados por los dos objetos O� y O��
Finalmente� la soluci�on al problema original se obtiene� aplicando superposici�on�
como la suma de las respuestas a cada uno de los dos problemas considerados�

En primer lugar� se debe resolver el problema en el que el campo incidente�
de�nido por medio de su espectro EI� afecta tan s�olo al objeto O�� el cual produ

ce� ante dicha incidencia� un campo dispersado que puede obtenerse utilizando su
funci�on de transferencia o matriz de caracterizaci�on individualD�� Ahora bien� la
matrizD� �recordar cap��tulo �� permite relacionar el espectro de campo dispersa

do por O� con el espectro de campo incidente sobre O� cuando ambos espectros se
re�eren a un mismo punto� que normalmente se escoge centrado en el objeto �ver
secci�on ����� y en este caso se corresponde con C�� Sin embargo� el espectro EI
asociado al campo incidente se re�ere� tal y como se ha indicado anteriormente�
al punto C�� Por tanto� resulta necesario trasladar el espectro EI centrado en
C� al punto C�� para de esta forma obtener un espectro EI�� correspondiente al
mismo campo incidente original� sobre el que pueda utilizarse la matriz D�� Esta
operaci�on se de�ne en t�erminos matriciales mediante una matriz de traslaci�on
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de espectro incidente a incidente� cuyo concepto se detalla perfectamente en el
ap�endice E� obteniendo el nuevo espectro buscado EI� del siguiente modo

EI� � TJ�� � EI �����

donde TJ�� representa la matriz de traslaci�on de espectro incidente referido al
punto C� a espectro incidente referido al punto C�� Los elementos de esta matriz
de traslaci�on� cuyo c�alculo se desarrolla por completo en el ap�endice E� presentan
el siguiente aspecto

TJ�� �

�Ni�

�

m

�

Ni�

�Ni��p��Niz �� ����
��
�
�� Jm�p�kd��� e

�j�m�p�
��

�
�� ���
�

Los par�ametros d�� y ���� presentes en ���
�� se obtienen a partir de las coor

denadas rectangulares �x��y�� y �x��y��� correspondientes respectivamente a los
puntos C� y C�� mediante las expresiones

d�� �
q
�x� � x��� � �y� � y���

��� � arctan
�
y� � y�
x� � x�

�
�����

Es interesante rese�nar que la matriz de traslaci�on TJ��� de�nida seg�un ���
��
convierte el espectro de campo incidente� referido al punto C� y con �Ni�� com

ponentes espectrales� en un nuevo espectro asociado al mismo campo incidente�
aunque referido ahora al punto C� y con �Ni��� componentes� El valor a escoger
para Ni� debe satisfacer el criterio Ni� 	 ka�� donde a� representa el radio de la
m��nima circunferencia� centrada en C�� que contiene al objeto dispersor O�� De
esta manera� el campo incidente original se reconstruye perfectamente sobre el
contorno del objeto O� utilizando el nuevo espectro EI��
Una vez referido el espectro de campo incidente al centro del primer objeto

dispersor O�� es posible utilizar la matriz D� para obtener el espectro asociado al
campo que dispersa O� ante dicha incidencia� Este espectro de campo dispersado�
el cual se re�ere tambi�en al punto C�� se calcula pues mediante el producto
D� � TJ�� � EI� tal y como se ilustra en la �gura ����
A su vez� el campo dispersado por este primer objeto O� se propaga hasta

convertirse en campo incidente sobre el segundo objeto O�� el cual genera� ante
dicha incidencia� un campo dispersado que puede obtenerse mediante su funci�on
de transferencia o matriz de caracterizaci�on individual D�� Ahora bien� la matriz
D� relaciona el espectro de campo dispersado por O� con el espectro asociado
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Figura ���� Campo dispersado por O� ante el campo incidente original�

al campo incidente sobre O� cuando ambos espectros se re�eren al centro de di

cho objeto� representado en esta ocasi�on por el punto C�� Estos espectros de
campo dispersado e incidente se de�nen� recordando la secci�on ���� en t�erminos
de las amplitudes correspondientes a los desarrollos en serie de modos cil��ndricos
emergentes desde O� e incidentes sobre O�� respectivamente� Sin embargo� el
campo incidente sobre O� viene expresado en serie de modos cil��ndricos emergen

tes referidos al centro C� del primer objeto dispersor� Por tanto� el espectro de
campo dispersado referido al punto C� debe transformarse en espectro de campo
incidente centrado en el punto C�� Esta operaci�on se implementa matricialmente
mediante una matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente� cuyo con

cepto se recoge de nuevo en el ap�endice E� Consecuentemente� el campo incidente
sobre O�� expresado en serie de modos cil��ndricos incidentes referidos al punto
C�� presenta un espectro asociado que se obtiene a trav�es del producto matricial
T�� �D� � TJ�� �EI� donde T�� representa la matriz de traslaci�on de modos emer

gentes centrados en C� a modos incidentes centrados en C�� Los elementos de
dicha matriz� cuyo c�alculo se detalla completamente en el ap�endice E� se resumen
a continuaci�on como

T�� �

�Ni�

�

p

�

Ni�

�Nd���q��Nd�z �� ����
��
�
�� H

���
p�q�kd��� e

�j�p�q�
��

�
�� �����

donde los par�ametros d�� y ��� se determinan a partir de las coordenadas rectan

gulares �x��y�� y �x��y��� correspondientes respectivamente a los puntos C� y C��
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mediante las expresiones

d�� �
q
�x� � x��� � �y� � y���

��� � arctan
�
y� � y�
x� � x�

�
�����

Es interesante observar que la matriz de traslaci�on T��� de�nida seg�un ������
convierte un desarrollo en serie de �Nd� � � modos cil��ndricos emergentes� refe

ridos al centro C� del primer objeto dispersor� en un nuevo desarrollo en serie
constituido por �Ni��� modos cil��ndricos incidentes� referidos ahora al centro C�

del segundo objeto dispersor� El valor escogido para Ni� debe ser tal que satisfaga
el criterio Ni� 	 ka�� donde a� representa el radio de la m��nima circunferencia�
centrada en C�� que contiene al objeto dispersor O�� Siguiendo este criterio� el
campo dispersado por O� e incidente sobre O� se reconstruye perfectamente sobre
el contorno de este segundo objeto dispersor� En cuanto a los valores para Nd� y
Nd� � que permiten reconstruir el campo dispersado por cada uno de los objetos
O� y O�� se escogen igual a los valores seleccionados con anterioridad para Ni� y
Ni� � respectivamente� tal y como se indica en el cap��tulo � �secci�on �����
En resumen� el campo dispersado por el objeto O� se convierte en un cam


po incidente sobre el objeto O�� cuyo espectro� referido al punto C�� se calcula
mediante el producto T�� � D� � TJ�� � EI� De esta forma� el espectro asociado
al campo que dispersa O� ante dicha incidencia se obtiene multiplicando la ma

triz D� por el anterior espectro de campo incidente� Por tanto� este espectro de
campo dispersado por O�� referido tambi�en al punto C�� se expresa a trav�es del
producto matricial D� � T�� �D� � TJ�� � EI� tal y como se recoge gr�a�camente en
la �gura ��
�
De nuevo� el campo dispersado por este segundo objeto O� se propaga hasta

convertirse en campo incidente sobre el primer objeto O�� Con la intenci�on de
calcular el campo que dispersa O� ante dicha incidencia� resulta necesario expresar
la serie de modos cil��ndricos dispersados por O�� referidos al punto C�� en serie de
modos cil��ndricos incidentes sobre O� centrados en el punto C�� Esta operaci�on
se implementa� como se ha comentado anteriormente� mediante una matriz de
traslaci�on de espectro emergente a incidente� que se designa en esta ocasi�on por
T��� al transformar modos cil��ndricos emergentes referidos al punto C� en modos
cil��ndricos incidentes referidos al punto C�� Consecuentemente� sobre O� incide
un nuevo campo� cuyo espectro se obtiene aplicando la matriz de traslaci�on T�� al
espectro de campo previamente dispersado por O�� lo cual da lugar al producto
matricial T�� �D� � T�� �D� � TJ�� �EI� Esta nueva incidencia sobre O� se suma al
campo incidente original� referido en t�erminos espectrales al punto C� mediante el
producto TJ�� �EI� Ambos campos incidentes sobre O� causan que dicho objeto
disperse otro campo� que tras propagarse incide sobre O�� Ante dicha incidencia�
O� genera un nuevo campo que retorna a O�� para sumarse de esta forma a
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Figura ��
� Campo dispersado por O� ante un campo incidente que procede de O��

los dos campos incidentes considerados inicialmente� En el l��mite� el proceso
descrito alcanza una situaci�on estable� en la cual el campo incidente sobre el
primer objeto dispersor se obtiene como la suma del campo incidente original�
representado espectralmente por el producto TJ�� � EI� y del campo incidente
sobre O� como consecuencia de la realimentaci�on que se produce entre O� y O��
cuyo espectro referido al punto C� se denominar�a EA�

Resumiendo� tras producirse in�nitas realimentaciones entre O� y O�� se al

canza un r�egimen permanente en el que sobre O� inciden tan s�olo dos campos� los
cuales se expresan en t�erminos espectrales como TJ���EI y EA� respectivamente�
La suma de estos dos campos incidentes sobre O� causa que dicho objeto disperse
un campo� con un espectro asociado de valor D� � �TJ�� �EI�EA�� Este espectro
de campo dispersado por O� se traslada del punto C� al punto C� utilizando la
correspondiente matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente� en este
caso la matriz T�� descrita anteriormente� que permite obtener el espectro asocia

do al campo incidente sobre O� mediante el producto T�� �D� � �TJ�� �EI �EA��
Ante dicha incidencia� el espectro de campo dispersado por el objeto O� se calcula
multiplicando la matriz de caracterizaci�on individual D� por el anterior espectro
de campo incidente� lo que da lugar a la expresi�on D� �T�� �D� � �TJ�� �EI�EA��
A continuaci�on� aplicando una nueva matriz de traslaci�on de espectro emergente
a incidente� designada en este caso como T��� el espectro de campo dispersado
por O� se traslada del punto C� al punto C�� convirti�endose de esta forma en un
espectro de campo incidente sobre O� de valor T�� �D� �T�� �D� � �TJ�� �EI�EA��
En la �gura ���� se representa gr�a�camente la secuencia de todas las operaciones
reci�en descritas� Finalmente� recordando que EA representa precisamente el es

pectro de campo incidente sobre O� debido a las m�ultiples interacciones entre los
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Figura ���� Diagrama completo de la realimentaci�on entre O� y O� cuando el campo
incidente original� de espectro EI � afecta tan s�olo a O��

dos objetos dispersores� se debe exigir el cumplimiento de la siguiente igualdad

EA � T�� �D� � T�� �D� � �TJ�� � EI � EA� ���	�

que permite plantear el siguiente sistema de ecuaciones para encontrar el espectro
inc�ognita EA

�I� � T�� �D� � T�� �D�� � EA � T�� �D� � T�� �D� � TJ�� � EI �����

donde I� representa la matriz identidad de tama�no �Ni� ��� Resolviendo pues el
sistema de ecuaciones expresado matricialmente en ������ se obtienen las �Ni� ��
componentes �inc�ognitas� del vector columna EA� a partir del cual es posible
encontrar los espectros de los campos dispersados por O� y O� en este primer
problema� Estos espectros� representados respectivamente por ED

���
� y ED

���
� � se

calculan f�acilmente del siguiente modo

ED
���
� � D� � �TJ�� � EI � EA�

ED
���
� � D� � T�� �D� � �TJ�� � EI � EA� �����

A continuaci�on� siguiendo el mismo procedimiento descrito anteriormente para
resolver la primera situaci�on� se debe solucionar el segundo problema en el que
el campo incidente� de�nido mediante su espectro EI� afecta tan s�olo al segundo
objeto dispersor� En este caso� tras producirse m�ultiples interacciones entre los
dos objetos dispersores� se alcanza un r�egimen estable en el cual sobre O� existe
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un campo incidente desconocido� cuyo espectro referido al punto C� se designa
como EB� Adicionalmente� sobre dicho objeto O� se tiene el campo incidente
original� cuyo espectro debe referirse tambi�en al punto C�� para lo cual se utiliza
una matriz de traslaci�on de espectro incidente a incidente� denominada en esta
ocasi�on TJ��� Los elementos de dicha matriz se calculan de forma an�aloga a
los de la matriz TJ��� es decir� utilizando las expresiones ���
� y ����� una vez
sustituidos los par�ametros d�� y ��� por sus equivalentes d�� y ���� en los que deben
emplearse las coordenadas �x��y�� del punto C�� De esta forma� la incidencia que
existe en r�egimen permanente sobre el segundo objeto dispersor se expresa� en
t�erminos espectrales� mediante la suma del espectro inc�ognita EB y el espectro
asociado al campo incidente original TJ�� � EI� ambos referidos al punto C��
Ante dicha incidencia� el objeto O� dispersa un campo con un espectro asociado
de valor D� � �TJ�� � EI � EB�� Este campo dispersado se traslada del punto C�

al punto C� aplicando la correspondiente matriz de traslaci�on T��� que origina
un campo incidente sobre el objeto O�� cuyo espectro se obtiene mediante el
producto T�� � D� � �TJ�� � EI � EB�� Debido a esta incidencia� el objeto O�

genera un campo dispersado de espectro D� � T�� �D� � �TJ�� �EI �EB�� en cuyo
c�alculo se ha utilizado la matriz de caracterizaci�on individual D� de dicho objeto
dispersor� Inmediatamente despu�es� este espectro de campo dispersado por O��
que se re�ere al punto C�� se transforma mediante la matriz de traslaci�on T��
en un espectro de campo incidente sobre O�� referido al punto C�� y de valor
T�� � D� � T�� � D� � �TJ�� � EI � EB�� Un diagrama con todas las operaciones
reci�en descritas se recoge gr�a�camente en la �gura ���� Por �ultimo� este espectro
de campo incidente sobre O�� que se ha obtenido estudiando las interacciones
m�ultiples producidas entre O� y O�� coincide con la de�nici�on del espectro EB�
por lo que debe cumplirse la siguiente igualdad

EB � T�� �D� � T�� �D� � �TJ�� � EI � EB� ������

que permite plantear el siguiente sistema de ecuaciones para obtener en esta
ocasi�on el espectro inc�ognita EB

�I� � T�� �D� � T�� �D�� � EB � T�� �D� � T�� �D� � TJ�� � EI ������

donde I� representa en este caso la matriz identidad de tama�no �Ni� � �� El
sistema de ecuaciones expresado matricialmente en ������ se resuelve para obtener
las �Ni� � � componentes �inc�ognitas� del vector EB� el cual se utiliza a su vez
para encontrar los espectros correspondientes a los campos dispersados por O�

y O� en este segundo problema� Estos espectros� denominados respectivamente
ED

���
� y ED

���
� � se calculan f�acilmente mediante las siguientes expresiones

ED
���
� � D� � T�� �D� � �TJ�� � EI � EB�

ED
���
� � D� � �TJ�� �EI � EB� ������
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Figura ���� Diagrama completo de la realimentaci�on entre O� y O� cuando el campo
incidente original� de espectro EI � afecta tan s�olo a O��

Una vez resueltos los dos problemas complementarios� cuyas soluciones se
recogen respectivamente en ����� y ������� se debe aplicar superposici�on para
obtener la respuesta al problema original� en el que el campo incidente afecta a
los dos objetos dispersores� Por tanto� los espectros ED� y ED� correspondientes
a los campos dispersados por cada uno de los dos objetos se calculan� teniendo
en cuenta las interacciones m�ultiples que se producen entre ambos objetos� del
siguiente modo

ED� � ED
���
� � ED

���
�

� D� � �TJ�� � EI � EA� T�� �D� � �TJ�� � EI � EB��

ED� � ED
���
� � ED

���
�

� D� � �TJ�� � EI � EB � T�� �D� � �TJ�� � EI � EA�� ����
�

Ahora bien� la soluci�on recogida en ����
� determina la dispersi�on electro

magn�etica producida por dos objetos dispersores ante un campo incidente con

creto� representado por su correspondiente espectro EI� Con el objeto de no tener
que repetir para cada posible incidencia los c�alculos descritos anteriormente� se
plantea la caracterizaci�on de cada objeto dispersor por medio de una funci�on
de transferencia o matriz de caracterizaci�on conjunta� que permita obtener el
espectro de campo dispersado por dicho objeto� considerando las interacciones
m�ultiples que se producen entre ambos objetos� mediante el producto de la cita

da matriz por el espectro asociado al campo incidente� El concepto de la matriz
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de caracterizaci�on conjunta� an�alogo al introducido en el cap��tulo � para carac

terizar individualmente el comportamiento de un objeto dispersor� permite a su
vez analizar f�acilmente el acoplo que se produce entre los dos objetos considera

dos inicialmente y un tercer objeto dispersor� De esta forma� la dispersi�on que
produce un sistema constituido por N objetos queda perfectamente determinada
mediante N matrices de caracterizaci�on conjunta� que permiten obtener respec

tivamente el campo dispersado por cada uno de los objetos� teniendo en cuenta
la presencia del resto� ante cualquier posible incidencia�
Retornando al problema constituido por dos objetos dispersores� el c�alculo

de los elementos de sus respectivas matrices de caracterizaci�on conjunta se im

plementa seleccionando� en cada ocasi�on� una componente distinta �Jp�k�� ejp
�
del desarrollo modal incidente recogido en ������ para posteriormente� siguiendo
el m�etodo basado en teor��a de grafos� obtener los desarrollos espectrales de los
campos dispersados por cada uno de los objetos ante dicha incidencia� desarrollos
espectrales que constituyen respectivamente la p
�esima columna de las corres

pondientes matrices de caracterizaci�on conjunta� Con el objeto de poder utilizar
el m�etodo descrito anteriormente� la p
�esima componente modal incidente debe
expresarse en t�erminos de su espectro asociado� el cual se representa mediante el
siguiente vector columna designado como EIp

EIp �

�Ni

�

p

�

Ni

������������
�����������

�
�����������

�
�
���
�
���
�

�
�����������

������

donde� l�ogicamente� todas las componentes de dicho vector son nulas excepto la
p
�esima que presenta amplitud unidad�
En primer lugar� para cada objeto dispersor se debe encontrar el espectro

inc�ognita asociado a un campo que incide sobre dicho objeto� que aparece co

mo consecuencia de las m�ultiples interacciones entre ambos objetos dispersores�
Dichos espectros� denominados respectivamente EAp y EBp� se obtienen tras re

solver los correspondientes sistemas de ecuaciones� los cuales� recordando ����� y
������� se expresan del siguiente modo

�I� � T�� �D� � T�� �D�� � EAp � T�� �D� � T�� �D� � TJ�� � EIp

�I� � T�� �D� � T�� �D�� � EBp � T�� �D� � T�� �D� � TJ�� � EIp ������

Una vez se conocen los vectores EAp y EBp� es posible calcular� utilizando
����
�� los espectros correspondientes a los campos dispersados por ambos objetos
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mediante las siguientes operaciones matriciales

ED
�p�
� � D� � �TJ�� � EIp � EAp � T�� �D� � �TJ�� � EIp � EBp��

ED
�p�
� � D� � �TJ�� � EIp � EBp � T�� �D� � �TJ�� � EIp � EAp�� ������

donde ED
�p�
� y ED

�p�
� constituyen respectivamente la p
�esima columna de las

matrices de caracterizaci�on conjunta� designadas como D
���
� y D

���
� � de ambos

objetos dispersores� Repitiendo el proceso anterior para cada posible modo inci

dente �p � �Ni� � � � � Ni� en ������ se construyen las matrices de caracterizaci�on
conjunta de la siguiente manera

D
���
� �

h
ED

��Ni�
� ED

��Ni	��
� � � � ED

�Ni�
�

i
�Nd�	���Ni	�

D
���
� �

h
ED

��Ni�
� ED

��Ni	��
� � � � ED

�Ni�
�

i
�Nd�

	���Ni	�
����	�

Cada una de las columnas pertenecientes a las matrices de caracterizaci�on
conjunta D���

� y D���
� requiere la resoluci�on de dos sistemas de ecuaciones� que se

recogen en ������� y est�an constituidos respectivamente por �Ni� � � y �Ni� � �
inc�ognitas� La obtenci�on de dichas matrices supone� por tanto� repetir el pro

ceso descrito anteriormente en �Ni � � ocasiones� Con la intenci�on de reducir
c�alculos� sustituyendo en ������ el espectro de campo incidente EIp por una ma

triz identidad I de tama�no �Ni ��� resulta posible expresar el proceso completo
en t�erminos matriciales� originando los siguientes sistemas de ecuaciones

�I� � T�� �D� � T�� �D�� � EA � T�� �D� � T�� �D� � TJ�� � I

�I� � T�� �D� � T�� �D�� � EB � T�� �D� � T�� �D� � TJ�� � I ������

donde cada una de estas ecuaciones representa �Ni � � sistemas de ecuaciones
con �Ni� � � y �Ni� � � inc�ognitas� respectivamente� Como puede observarse a
continuaci�on� cada columna de la matriz I representa una componente distinta
�EIp� del desarrollo modal incidente� mientras que cada columna de las matrices
EA y EB� tras resolver los sistemas de ecuaciones planteados en ������� representa
la soluci�on parcial �EAp y EBp� asociada a la correspondiente incidencia

I �
h
EI�Ni

EI�Ni	� � � � EINi

i
�Ni	���Ni	�

EA �
h
EA�Ni

EA�Ni	� � � � EANi

i
�Ni�	���Ni	�

EB �
h
EB�Ni

EB�Ni	� � � � EBNi

i
�Ni�	���Ni	�

������
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Tras haber obtenido las matrices EA y EB� deben aplicarse las expresiones
deducidas en ������ al c�alculo de las matrices de caracterizaci�on conjunta D���

� y

D
���
� de los dos objetos dispersores� que se obtienen �nalmente implementando
las siguientes operaciones matriciales

D
���
� � D� � �TJ�� � I � EA� T�� �D� � �TJ�� � I � EB��

D
���
� � D� � �TJ�� � I � EB � T�� �D� � �TJ�� � I � EA�� ������

De esta forma� la dispersi�on electromagn�etica producida por los dos objetos
dispersores queda perfectamente caracterizada� permitiendo obtener la respuesta
de dicho sistema� ante cualquier campo incidente� de manera sencilla e inmediata�
As�� pues� ante una incidencia concreta de�nida por las amplitudes espectrales ip
presentes en ������ los coe�cientes c���q y c���q de los desarrollos modales corres

pondientes a los campos dispersados por cada uno de los objetos se obtienen�
teniendo en cuenta las interacciones m�ultiples que se producen entre dichos ob

jetos� multiplicando respectivamente las matrices D

���
� y D

���
� por el espectro de

campo incidente EI del siguiente modo

�
�������

c
���
�Nd�

c
���
�Nd�	�

���

c
���
Nd�

�
������� � D

���
� �

�
�������

i�Ni

i�Ni	�

���

iNi

�
�������

�
�������

c
���
�Nd�

c
���
�Nd�	�

���

c
���
Nd�

�
������� � D

���
� �

�
�������

i�Ni

i�Ni	�

���

iNi

�
������� ������

donde se recuerda que el espectro de campo incidente EI se re�ere al punto C�

�ver �gura ����� mientras los desarrollos modales de los campos dispersados� que
se expresan mediante los coe�cientes c���q y c���q � se encuentran referidos respecti

vamente a los centros C� y C� de cada uno de los objetos dispersores� Por lo que
respecta al punto C�� tal y como se ha indicado anteriormente� se suele escoger
como el punto medio de las posiciones C� y C�� para de esta forma minimizar el
n�umero de modos ��Ni � �� con el que se reconstruye el campo incidente sobre
la super�cie de ambos objetos dispersores� y reducir asimismo las dimensiones de
las matrices de caracterizaci�on conjunta D���

� y D���
� �

A partir de los coe�cientes c���q y c���q � calculados previamente seg�un ������� el
campo total dispersado por los dos objetos bajo an�alisis se expresa� considerando
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el acoplo electromagn�etico que se produce entre dichos objetos� mediante la suma
de los siguientes desarrollos en serie de modos cil��ndricos emergentes

Ed
z �

Nd�X
q��Nd�

c���q H���
q �k��� e

jq
� �

Nd�X
q��Nd�

c���q H���
q �k��� e

jq
� ������

donde ���� ��� y ���� ��� son las coordenadas del punto donde se pretende evaluar
el campo dispersado por los dos objetos considerados� las cuales se re�eren a
sendos or��genes locales situados en los puntos C� y C�� respectivamente�
Resumiendo� en este apartado se ha resuelto la dispersi�on electromagn�etica

que produce un sistema constituido por dos objetos dispersores� habiendo uti

lizado al resolver dicho problema la teor��a de grafos recogida en ��
�� El com

portamiento de cada uno de los dos objetos dispersores ha quedado de�nido en
t�erminos de una matriz de caracterizaci�on conjunta� que tiene en cuenta el efec

to del acoplo electromagn�etico entre ambos objetos� El concepto de la matriz
de caracterizaci�on conjunta se puede generalizar� como se ver�a a continuaci�on� a
problemas de interacci�on electromagn�etica entre m�ultiples objetos dispersores�


���� Introducci�on de un Tercer Objeto Dispersor

Tras caracterizar la dispersi�on electromagn�etica producida por dos objetos disper

sores mediante sendas matrices de caracterizaci�on conjunta� obtenidas mediante
teor��a de grafos� se pretende aplicar el mismo m�etodo para analizar las interac

ciones m�ultiples que tienen lugar al introducir en dicho grupo un tercer objeto
dispersor� Para ello� se debe considerar a los dos objetos caracterizados inicial

mente como un �unico elemento dispersor equivalente� cuyo comportamiento queda
perfectamente de�nido �ver apartado ������ por las matrices de caracterizaci�on

conjunta D
���
� y D

���
� � De esta forma� se puede utilizar nuevamente el m�etodo

basado en teor��a de grafos ��
�� para analizar en esta ocasi�on el sistema consti

tuido por el elemento dispersor equivalente y el tercer objeto reci�en introducido�
La aplicaci�on de dicho m�etodo produce tres nuevas matrices de caracterizaci�on
conjunta� las cuales permiten calcular f�acilmente los campos dispersados por cada
uno de los tres objetos considerando la presencia del resto�
En la �gura ���� se representa el problema bajo an�alisis� constituido por tres

objetos dispersores� que llamaremos O�� O� y O�� centrados respectivamente en
los puntos C�� C� y C�� Sobre estos tres objetos incide un cierto campo cuyo
desarrollo modal� de�nido seg�un ������ se re�ere al punto C�� La elecci�on de
dicho punto� al igual que cuando se analizan dos objetos dispersores� pretende
minimizar el n�umero de modos ��Ni � �� necesarios para reconstruir� con total
exactitud� el campo incidente sobre el contorno de todos los objetos� Este objetivo
se cumple normalmente situando C� en el punto medio de los tres centros C�� C� y
C�� pues la reconstrucci�on correcta del campo incidente requiere que se satisfaga
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Figura ���� Esquema general de un problema de realimentaci�on m�ultiple entre tres
dispersores O�� O� y O��

el criterio Ni 	 k � a� siendo a el radio de la m��nima circunferencia con centro en
C� que contiene a los tres objetos dispersores �ver �gura �����

La aplicaci�on del m�etodo basado en teor��a de grafos requiere la caracterizaci�on
por separado de los dos objetos bajo an�alisis� en este caso del elemento dispersor
equivalente� integrado por los objetos O� y O�� y del tercer objeto dispersor� Para
caracterizar al elemento dispersor equivalente� se utilizan las matrices de carac

terizaci�on conjunta D

���
� y D

���
� � que relacionan respectivamente los espectros de

campo dispersado por los objetos O� y O�� emergentes cada uno de ellos desde los
centros C� y C�� con un espectro de campo incidente referido al punto Cm� Este
campo incidente se reconstruye correctamente sobre ambos objetos empleando
�Nim � � modos� donde Nim debe satisfacer el conocido criterio Nim 	 k � am�
representando am el radio de la m��nima circunferencia con centro en Cm que con

tiene a O� y O� �ver �gura ����� Tal y como se indica en el apartado ������ para
minimizar el n�umero de modos ��Nim ��� requeridos� el punto Cm se suele elegir
como el punto medio de los centros C� y C�� Por su parte� el comportamiento
dispersor del tercer objeto O� se representa por medio de su matriz de caracteri

zaci�on individual D�� la cual relaciona el espectro de campo dispersado por dicho
objeto con el espectro de campo incidente cuando ambos espectros se re�eren al
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mismo punto� en este caso al centro C� del objeto� En esta ocasi�on� la reconstruc

ci�on exacta del campo incidente sobre el contorno del objeto O� requiere utilizar
�Ni� � � modos� con Ni� cumpliendo la condici�on Ni� 	 k � a�� donde a� es el
radio de la m��nima circunferencia con centro en C� que contiene completamente
al tercer objeto dispersor� En cuanto a la correcta reconstrucci�on de los campos
que dispersan los objetos O�� O� y O�� recordando el cap��tulo �� se requiere utili

zar respectivamente �Nd� ��� �Nd� �� y �Nd� �� modos� debi�endose satisfacer
los criterios Nd� 	 k � a�� Nd� 	 k � a� y Nd� 	 k � a�� donde los par�ametros a�� a�
y a� representan los radios de dichos objetos �ver �guras ��� y �����

De este modo� cumpliendo todos los criterios anteriormente expuestos para
la correcta reconstrucci�on de los campos incidentes y dispersados� se consigue
minimizar las dimensiones de todas las matrices que intervienen en el proceso de
caracterizaci�on conjunta de los tres objetos dispersores�

Al igual que en el an�alisis de la dispersi�on electromagn�etica producida por
dos objetos �recordar apartado ������� la soluci�on al problema que nos ocupa �ver
�gura ���� se obtiene resolviendo dos situaciones complementarias� Inicialmente�
se asume que la incidencia afecta tan s�olo al elemento dispersor equivalente cons

tituido por O� y O�� y no al tercer objeto O�� Tras las m�ultiples interacciones
que tienen lugar entre todos los objetos dispersores� para resolver completamente
esta primera situaci�on deben calcularse los campos dispersados por el elemento
equivalente y por el objeto O�� A continuaci�on� se supone que el campo inci

dente afecta tan s�olo al tercer objeto O�� y no al elemento dispersor equivalente�
Como en la situaci�on anterior� debido al acoplo electromagn�etico que se produce
entre todos los objetos dispersores� la respuesta a este segundo supuesto requiere
determinar los campos dispersados tanto por el elemento equivalente como por
el objeto O�� La soluci�on al problema original formado por los tres objetos dis

persores se obtiene� aplicando superposici�on� mediante la suma de las respuestas
correspondientes a las dos situaciones complementarias analizadas�

Con la intenci�on de reducir c�alculos� el espectro asociado al campo incidente
se expresa de nuevo mediante una matriz identidad I de tama�no �Ni � �� en la
cual cada columna� de�nida como el vector EIp en ������� representa una com

ponente distinta del desarrollo modal incidente recogido en ������ Por tanto� tras
resolver ante dicha incidencia el problema en cuesti�on� se obtienen tres matrices
de caracterizaci�on conjunta� que representan el comportamiento dispersor de los
objetos O�� O� y O� teniendo en cuenta las interacciones m�ultiples que se produ

cen entre todos ellos� Estas matrices� designadas respectivamente como D���

� � D
���
�

y D
���
� � se construyen de igual manera que en ����	� con �Ni �� vectores colum


na� representando cada uno de ellos el espectro asociado al campo que dispersa
el correspondiente objeto ante una incidencia de espectro EIp� Es interesante re

se�nar que en la notaci�on empleada para designar las matrices de caracterizaci�on�
el sub��ndice determina el objeto caracterizado� mientras el super��ndice indica el
n�umero de iteraciones requeridas en la obtenci�on de la matriz� As�� pues� en el
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ejemplo que nos ocupa� las matrices D�� D� y D� designan las matrices de ca

racterizaci�on individual de cada uno de los tres objetos dispersores� no llevando
super��ndice debido a que se obtienen sin realizar ninguna iteraci�on� Tras analizar
el elemento equivalente� constituido por O� y O�� el comportamiento dispersor de
cada uno de estos objetos se representa respectivamente por su correspondiente
matriz de caracterizaci�on conjunta D���

� y D���
� � donde el valor � en el super��ndice

indica que se ha implementado una primera iteraci�on� usando teor��a de grafos ��
��
para evaluar el acoplo electromagn�etico entre dichos objetos� Finalmente� reali

zando una segunda iteraci�on entre el elemento dispersor equivalente y el tercer
objeto O�� se calculan las ya mencionadas matrices de caracterizaci�on conjunta
D

���
� � D

���
� y D���

� � las cuales de�nen el comportamiento dispersor de cada uno de
los tres objetos considerados en el problema bajo an�alisis�

En primer lugar� se debe analizar pues el problema en el que el campo inci

dente� de�nido a trav�es de su espectro I� afecta tan s�olo al elemento dispersor
equivalente� Ante dicha incidencia� se producen m�ultiples interacciones entre este
elemento equivalente y el tercer objeto dispersor O�� que en el l��mite� tras alcanzar
una situaci�on estable� quedan representadas por un campo incidente desconoci

do sobre el elemento integrado por los objetos O� y O�� El espectro asociado a
dicha incidencia� referido al punto Cm� se expresa mediante la matriz EA� que
constituye precisamente la inc�ognita a resolver en este primer problema� Por
tanto� sobre O� y O� inciden en r�egimen permanente dos campos con espectros
asociados EA e I� que se re�eren respectivamente a los puntos Cm y C�� Con
el objeto de poder utilizar las matrices de caracterizaci�on conjunta D���

� y D���
� �

que de�nen el comportamiento dispersor de los objetos O� y O�� el espectro I
del campo incidente original debe referirse al centro Cm del elemento equivalen

te� Para ello� debe emplearse una matriz de traslaci�on de espectro incidente a
incidente� denominada TJm�� cuyos elementos se calculan utilizando las coorde

nadas del punto Cm en las expresiones ���
� y ������ De esta forma� el espectro de
campo incidente original TJm� � I y el espectro inc�ognita EA� al quedar referidos
ambos al punto Cm� se suman para expresar en t�erminos espectrales la incidencia
que existe sobre el elemento dispersor equivalente� ante la cual O� dispersa un
campo de espectro D

���
� � �TJm� � I �EA�� y O� genera otro campo dispersado de

espectro D
���
� � �TJm� � I�EA�� Ambos espectros de campo dispersado� centrados

respectivamente en C� y C�� se transforman haciendo uso de las correspondientes
matrices de traslaci�on de espectro emergente a incidente� designadas como T�� y
T��� en sendos espectros de campo incidente sobre O� referidos al centro C� de
dicho objeto dispersor� Estos espectros se representan en t�erminos matriciales
mediante los productos T�� �D���

� � �TJm� � I �EA� y T�� �D���
� � �TJm� � I �EA��

Por su parte� los elementos de las matrices T�� y T�� se calculan de forma an�aloga
a los de la matriz T�� obtenida en el apartado ������ es decir� utilizando las expre

siones ����� y ����� con las coordenadas adecuadas en cada caso� Ante la suma de
estos dos campos incidentes sobre O�� dicho objeto genera un campo dispersado
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Figura ��	� Diagrama completo de la realimentaci�on entre O�� O� y O� cuando el
campo incidente original� de espectro I � afecta tan s�olo a O� y O��

de espectro D� � �P�
t�� T�t �D���

t � � �TJm� � I �EA�� que se ha obtenido utilizando
l�ogicamente la matriz de caracterizaci�on individual D� del tercer objeto disper

sor� A continuaci�on� este espectro asociado al campo que dispersa O�� referido
al centro C� de dicho objeto� se transforma mediante la correspondiente matriz
de traslaci�on Tm� en un espectro de campo incidente sobre los objetos O� y O��
centrado en el punto Cm� y de valor Tm� �D� � �P�

t�� T�t �D���
t � � �TJm� � I �EA��

De nuevo� los elementos de la matriz Tm� se calculan� empleando las coordenadas
apropiadas� seg�un las expresiones ����� y ������ La totalidad de las operaciones
descritas hasta este punto se recogen gr�a�camente en la �gura ��	� Finalmente�
este �ultimo espectro de campo incidente sobre los objetos O� y O�� referido al
punto Cm� coincide con la de�nici�on del espectro inc�ognita EA� por lo que debe
cumplirse la siguiente igualdad

EA � Tm� �D� � �
�X

t��

T�t �D���
t � � �TJm� � I � EA� ����
�

que permite encontrar el espectro inc�ognita EA resolviendo conjuntamente una
serie de sistemas de ecuaciones� expresados matricialmente del siguiente modo

�I� � Tm� �D� � �
�X

t��

T�t �D���
t �� � EA � Tm� �D� � �

�X
t��

T�t �D���
t � � TJm� � I

������
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En concreto� la ecuaci�on ������ representa �Ni � � sistemas de ecuaciones�
tantos como posibles espectros de campo incidente se recogen en la matriz I�
teniendo cada uno de los sistemas �Nim � � inc�ognitas� Resolviendo pues la
ecuaci�on matricial presente en ������� donde I� es la matriz identidad de tama�no
�Nim��� se obtiene la soluci�on al primero de los dos problemas complementarios�
Posteriormente� siguiendo el mismo razonamiento empleado en el an�alisis del

caso anterior� se debe estudiar el segundo problema en el que el campo incidente�
de�nido en t�erminos espectrales por la matriz I� afecta tan s�olo al tercer objeto
dispersor� En dicha situaci�on� se produce un acoplo electromagn�etico entre el
objeto O� y el elemento dispersor equivalente constituido por O� y O�� que se
expresa en r�egimen estable como un campo incidente sobre O�� El espectro aso

ciado a esta incidencia� representado por la matriz EB� constituye la inc�ognita
de este segundo problema� Implementando el conjunto de operaciones que se
indican en la �gura ���� an�alogas a las recogidas en la �gura ��	 para el supuesto
anterior� y recordando la de�nici�on del espectro inc�ognita EB� se puede forzar el
cumplimiento de la siguiente igualdad

EB � �
�X

t��

T�t �D���
t � � Tm� �D� � �TJ�� � I � EB� ������

que permite obtener el espectro inc�ognita EB tras resolver de forma conjunta
una serie de sistemas de ecuaciones� expresados matricialmente como

�I� � �
�X

t��

T�t �D���
t � � Tm� �D�� � EB � �

�X
t��

T�t �D���
t � � Tm� �D� � TJ�� � I

������

donde I� representa en este caso una matriz identidad de tama�no �Ni� ��� Con

cretamente� la ecuaci�on matricial en ������ representa �Ni � � sistemas de ecua

ciones� tantos como espectros de campo incidente considerados en la matriz I�
presentando cada uno de dichos sistemas �Ni� � � inc�ognitas� Resolviendo pues
los sistemas de ecuaciones presentes en ������� se encuentra la soluci�on al segundo
de los dos problemas complementarios�
Utilizando los espectros EA y EB� obtenidos tras resolver las ecuaciones

������ y ������� y aplicando superposici�on de las soluciones a los dos problemas
complementarios� como en ����
�� se encuentran las siguientes expresiones para las
matrices de caracterizaci�on conjunta de cada uno de los tres objetos dispersores

D
���
t � D

���
t � �Tm� �D� � �TJ�� � I � EB� � TJm� � I � EA� t 	 ��� ��

D
���
� � D� � ��

�X
t��

T�t �D���
t � � �TJm� � I � EA� � TJ�� � I � EB� ����	�
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Figura ���� Diagrama completo de la realimentaci�on entre O�� O� y O� cuando el
campo incidente original� de espectro I � afecta tan s�olo a O��

En resumen� la dispersi�on electromagn�etica producida por un sistema consti

tuido por tres objetos dispersores� teniendo en cuenta las interacciones m�ultiples�
se ha analizado en este apartado aplicando el mismo m�etodo descrito anterior

mente para caracterizar la dispersi�on que producen dos objetos� Concretamente�
el m�etodo basado en teor��a de grafos ��
� se ha particularizado al an�alisis del
acoplo electromagn�etico que se origina entre un elemento dispersor equivalente�
constituido por los dos primeros objetos caracterizados previamente empleando
la misma t�ecnica� y el tercer objeto dispersor� Utilizando este mismo algoritmo
en sucesivas iteraciones� tal y como se describe a continuaci�on� resulta posible
caracterizar conjuntamente la dispersi�on que produce un n�umero gen�erico �N� de
objetos dispersores�


���� Generalizaci�on del Algoritmo a N Objetos Disper�

sores

El algoritmo reci�en descrito para caracterizar de forma conjunta el comportamien

to dispersor de tres objetos� el cual utiliza los resultados obtenidos previamente
en el an�alisis del acoplo entre dos objetos� se puede generalizar al estudio de
la dispersi�on electromagn�etica que produce un sistema formado por N objetos
dispersores� La aplicaci�on de dicho algoritmo requiere� en principio� caracterizar
individualmente cada uno de los N objetos mediante sus respectivas matrices de
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caracterizaci�on D�� � � � �DN � cuyo c�alculo se recoge en el cap��tulo �� La estrategia
a seguir en la caracterizaci�on conjunta de los N objetos dispersores se basa en
realizar sucesivas iteraciones� a�nadiendo en cada una de ellas un nuevo objeto
y analizando a su vez� mediante el m�etodo basado en teor��a de grafos ��
�� el
acoplo producido entre dicho objeto y el grupo analizado en la iteraci�on anterior�
Por tanto� antes de abordar las distintas iteraciones se requiere una ordenaci�on
adecuada� tal y como se discute en la secci�on ��
 �apartado ��
���� de los objetos
bajo an�alisis� determinando de esta forma en que iteraci�on resulta m�as adecuado
incorporar cada nuevo objeto� As�� pues� en la primera iteraci�on se caracteriza
el comportamiento dispersor de los dos primeros objetos mediante sus matrices
de caracterizaci�on conjunta D���

� y D���
� � obtenidas empleando el m�etodo descrito

en el apartado ������ En una segunda iteraci�on� haciendo uso de los resultados
obtenidos en la iteraci�on anterior� se resuelve el acoplo electromagn�etico que se
produce entre los dos primeros objetos y el tercer objeto dispersor� obteniendo
mediante el m�etodo deducido en el apartado ����� las matrices D

���
� � D

���
� y D

���
� �

Dichas matrices caracterizan de forma conjunta la dispersi�on producida por cada
uno de los tres objetos� De igual manera� en la tercera iteraci�on se obtienen las
matrices de caracterizaci�on conjunta de los cuatro primeros objetos dispersores�
Y as�� sucesivamente hasta completar N � � iteraciones� tras las cuales� el acoplo
electromagn�etico que se origina entre los N objetos dispersores queda comple

tamente analizado� Como consecuencia de la �ultima iteraci�on� se obtienen las
matrices de caracterizaci�on conjunta D�N���

t � con t 	 ��� � � � � N �� las cuales de�

nen respectivamente el comportamiento dispersor de cada uno de los N objetos
en presencia del resto�

A continuaci�on� se presentan los resultados obtenidos tras realizar la i
�esima
iteraci�on� en la que se caracteriza conjuntamente la dispersi�on producida por los
i � � primeros objetos� El m�etodo basado en teor��a de grafos ��
� se aplica en
este caso� de igual manera que en el apartado ����� para caracterizar el compor

tamiento dispersor de tres objetos� al an�alisis de las interacciones m�ultiples que
se producen entre un elemento dispersor equivalente� constituido en el problema
que nos ocupa por los i primeros objetos� y el objeto Oi	� incorporado en esta
�ultima iteraci�on� El comportamiento dispersor del elemento equivalente se de�

ne mediante las matrices de caracterizaci�on conjunta D

�i���
t � con t 	 ��� � � � � i��

cuyo c�alculo se realiza en la iteraci�on anterior� Dichas matrices relacionan res

pectivamente el espectro de campo dispersado por el t
�esimo objeto� referido a su
centro Ct� con el espectro de campo incidente referido al centro Cm del elemen

to dispersor equivalente� De nuevo� el punto Cm se escoge con la intenci�on de
minimizar el n�umero de modos requeridos para reconstruir� con total exactitud�
el campo incidente sobre todos y cada uno de los i primeros objetos� Por su
parte� la dispersi�on que origina el objeto Oi	� se obtiene a partir de su matriz de
caracterizaci�on individual Di	�� que relaciona el espectro de campo dispersado
por Oi	� con el espectro de campo incidente cuando ambos espectros se re�eren
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a un mismo punto� en esta ocasi�on al centro Ci	� de dicho objeto� El an�alisis de
la i
�esima iteraci�on requiere descomponer el problema asociado en dos situacio

nes complementarias� En un primer supuesto� se asume que el campo incidente
original afecta tan s�olo al elemento dispersor equivalente� constituido por los i
primeros objetos dispersores� mientras que en un segundo caso� se asume que
dicho campo incide tan s�olo sobre el �ultimo objeto incorporado Oi	�� El espectro
de este campo incidente� referido al centro C� del sistema formado por los i � �
objetos dispersores� se expresa mediante la matriz identidad I de tama�no �Ni���
ya que de esta forma se consideran todas las posibles componentes del desarrollo
modal incidente recogido en ������ En cuanto a la elecci�on del punto C�� al igual
que en los apartados anteriores� el criterio seguido pretende minimizar el n�umero
de modos necesarios para reconstruir� de manera exacta� el campo incidente sobre
el contorno de todos los objetos� La inc�ognita a resolver en cada uno de los dos
problemas complementarios se expresa respectivamente mediante la matriz EA
y EB� cuyo signi�cado es an�alogo al expuesto en el apartado ����� para el caso
de tres objetos dispersores� Considerando pues las interacciones m�ultiples que
se producen entre todos los objetos en ambas situaciones complementarias� tal
y como se describe gr�a�camente en las �guras ��	 y ��� para un caso m�as sim

ple� es posible obtener las matrices inc�ognita EA y EB resolviendo los siguientes
sistemas de ecuaciones� que se expresan matricialmente como

�I� � Tmi	� �Di	� � �
iX

t��

Ti	� t �D�i���
t �� � EA �

Tmi	� �Di	� � �
iX

t��

Ti	� t �D�i���
t � � TJm� � I

�I� � �
iX

t��

Ti	� t �D�i���
t � � Tmi	� �Di	�� � EB �

�
iX

t��

Ti	� t �D�i���
t � � Tmi	� �Di	� � TJi	�� � I ������

donde I� e I� representan sendas matrices identidad con los tama�nos corres

pondientes� mientras TJm� y TJi	�� son las matrices de traslaci�on de espectro
incidente centrado en C� a espectro incidente centrado respectivamente en Cm y
Ci	�� Por su parte� Ti	� t designa una matriz de traslaci�on de espectro emergente
centrado en Ct a espectro incidente centrado en Ci	�� y la matriz Tmi	� permi

te transformar modos cil��ndricos emergentes referidos al punto Ci	� en modos
cil��ndricos incidentes referidos al punto Cm�
Una vez conocidas las matrices EA y EB� tras resolver los sistemas de ecua


ciones recogidos en ������� se debe aplicar superposici�on de las soluciones a los dos
problemas complementarios analizados� para de esta forma encontrar la respues

ta al problema original� en el que el campo incidente afecta a todos los objetos
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dispersores� Por tanto� las matrices de caracterizaci�on conjunta que de�nen el
comportamiento dispersor de los i�� primeros objetos� obtenidas tras implemen

tar la i
�esima iteraci�on� presentan el siguiente aspecto

D
�i�
t � D

�i���
t � �Tmi	� �Di	� � �TJi	�� � I � EB�

�TJm� � I � EA� t 	 ��� � � � � i�

D
�i�
i	� � Di	� � ��

iX
t��

Ti	� t �D�i���
t � � �TJm� � I � EA�

�TJi	�� � I � EB� ������

Es interesante rese�nar que estos resultados son consecuentes con los deducidos
en el apartado ������ presentados en ����	�� para el problema constituido por tres

objetos dispersores� Por lo que respecta al tama�no de las matrices D�i�
t � con

t 	 ��� � � � � i���� sus dimensiones son respectivamente �Ndt ��� �Ni��� donde
�Ndt�� representa el n�umero de modos a utilizar en la reconstrucci�on del campo
dispersado por el t
�esimo objeto� y �Ni � � el n�umero de modos necesarios para
reconstruir el campo incidente sobre los i�� objetos analizados� Debido al criterio
seguido en la elecci�on de los puntos a los que se re�eren los distintos espectros
utilizados� las dimensiones de todas las matrices involucradas en las iteraciones
presentan el m��nimo valor posible en cada caso� lo que reduce considerablemente
el esfuerzo computacional asociado al m�etodo propuesto�
En conclusi�on� este �ultimo apartado introduce un nuevo algoritmo recursivo�

basado en teor��a de grafos ��
�� que permite analizar completamente la dispersi�on
electromagn�etica producida por un n�umero gen�erico �N� de objetos dispersores�
Una de las principales ventajas asociadas a este m�etodo consiste en que su com

plejidad no crece con el n�umero de objetos dispersores presentes� Adem�as� una
vez resuelto el problema bajo an�alisis se tiene para cada objeto dispersor una
matriz de caracterizaci�on conjunta� la cual permite obtener f�acilmente la disper

si�on que produce dicho objeto� teniendo en cuenta la presencia del resto� ante
cualquier posible incidencia�

��� Re�namiento del Algoritmo Recursivo para

la Caracterizaci�on Conjunta de Grupos de

Objetos Dispersores

El algoritmo recursivo descrito en la secci�on ��� permite analizar numerosos pro

blemas de dispersi�on electromagn�etica producida por m�ultiples objetos disper

sores� Dicho algoritmo incorpora en cada iteraci�on un nuevo objeto dispersor
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al grupo caracterizado de igual manera en la iteraci�on anterior� analizando me

diante teor��a de grafos ��
� la presencia del nuevo objeto� Ahora bien� existen
problemas constituidos por m�ultiples objetos dispersores que se encuentran agru

pados� en los que cada grupo consta de varios objetos pr�oximos entre s��� y a su
vez los grupos se encuentran alejados unos de otros� Por ejemplo� �este es el caso
de las antenas multire�ectoras integradas por dos re�ectores grandes en t�erminos
el�ectricos� Un an�alisis preciso y e�ciente de dichos sistemas requiere segmentar
previamente el contorno de cada re�ector en objetos m�as peque�nos� estudiando
a continuaci�on las interacciones m�ultiples que se originan entre dichos objetos�
L�ogicamente� los objetos que constituyen cada re�ector est�an pr�oximos entre s���
y a su vez alejados de aquellos pertenecientes al otro re�ector� En este tipo de
situaciones� no resulta posible aplicar el citado algoritmo recursivo� pues algunas
de las operaciones de traslaci�on de espectro emergente a incidente� requeridas en
ciertas iteraciones del algoritmo� incumplen la restricci�on asociada a la primera
versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel �ver ap�endice E��
Una discusi�on detallada de esta limitaci�on del algoritmo recursivo se presenta en
la secci�on ��
 �apartado ��
����

La soluci�on a este tipo de problemas� constituidos por agrupaciones de obje

tos� se obtiene aplicando un nuevo algoritmo recursivo� que permite caracterizar
conjuntamente grupos de objetos dispersores� Este nuevo algoritmo� como se
ver�a a continuaci�on� no es mas que un simple re�namiento de aqu�el presentado
en la secci�on ��� para caracterizar conjuntamente un n�umero gen�erico de objetos
dispersores� La aplicaci�on del nuevo algoritmo requiere previamente caracteri

zar de forma conjunta� siguiendo el algoritmo recursivo descrito en la secci�on ���
�apartado ����
�� el comportamiento dispersor de los objetos pertenecientes a ca

da grupo� Esta operaci�on debe realizarse� por separado� para cada uno de los
grupos que integran el problema bajo an�alisis� La estrategia del nuevo algoritmo
recursivo� a diferencia del anterior� consiste en incorporar en cada iteraci�on un
nuevo grupo de objetos dispersores� y a su vez analizar� mediante el m�etodo ba

sado en teor��a de grafos ��
�� las interacciones m�ultiples que se producen entre el
nuevo grupo y el resto de grupos caracterizados en la iteraci�on anterior� Al igual
que el anterior algoritmo requiere una ordenaci�on adecuada de los objetos bajo
an�alisis� el nuevo algoritmo recursivo precisa tambi�en de una correcta ordenaci�on
de todas las agrupaciones de objetos� la cual determina en qu�e iteraci�on debe
incorporarse cada nuevo grupo de objetos� Por tanto� en una primera iteraci�on se
caracteriza conjuntamente el comportamiento dispersor de los dos primeros gru

pos de objetos� El m�etodo utilizado en dicha caracterizaci�on� basado en teor��a de
grafos ��
�� es el mismo empleado en el an�alisis de la i
�esima iteraci�on del anterior
algoritmo �ver apartado ����
�� salvo que el segundo elemento dispersor est�a cons

tituido en este caso por un grupo de objetos� y no por un solo objeto dispersor�
En una segunda iteraci�on� usando de nuevo el mismo m�etodo basado en teor��a
de grafos ��
�� se analizan las interacciones m�ultiples que se producen entre los
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dos primeros grupos y el tercer grupo de objetos dispersores� Este an�alisis asume
que las dos primeras agrupaciones de objetos constituyen un elemento dispersor
equivalente� cuyo comportamiento se de�ne mediante los resultados obtenidos en
la iteraci�on anterior� Aplicando sucesivamente este nuevo algoritmo recursivo�
se alcanza una �ultima iteraci�on� en la cual� tras incorporar el �ultimo grupo de
objetos dispersores� se caracteriza conjuntamente la dispersi�on electromagn�etica
producida por todos los grupos en los que se distribuyen� de forma adecuada� los
objetos del problema bajo estudio�

A continuaci�on� se presentan los resultados correspondientes al an�alisis de las
interacciones m�ultiples que se producen entre dos grupos de objetos dispersores�
constituidos respectivamente por M� y M� objetos� Dicha situaci�on� recogida
gr�a�camente en la �gura ���� representa una iteraci�on gen�erica del nuevo algorit

mo recursivo� La utilizaci�on en dicho problema del m�etodo basado en teor��a de
grafos ��
� requiere caracterizar previamente� de forma conjunta� los objetos de
cada grupo� As�� pues� tras aplicar las correspondientes iteraciones� el comporta

miento dispersor de cada uno de los objetos del primer grupo se representa respec

tivamente por las matrices de caracterizaci�on conjunta D�

t � con t 	 ��� � � � �M���
donde el valor � en el super��ndice indica que dichas matrices corresponden a los
objetos del primer grupo� Cada una de las matrices D�

t relaciona pues el espec

tro de campo dispersado por el t
�esimo objeto� referido al centro C�

t de dicho
objeto �ver �gura ����� con el espectro de campo incidente centrado en el punto
Cm� � La elecci�on del punto Cm� se escoge normalmente� como puede apreciarse
en la �gura ���� en el punto medio de los centros C�

t de todos los objetos per

tenecientes al primer grupo� para de esta forma minimizar el n�umero de modos
��Ni� ��� necesarios en la correcta reconstrucci�on del campo incidente sobre los
M� objetos de dicho grupo� Por su parte� los objetos del segundo grupo quedan
caracterizados mediante sus respectivas matrices de caracterizaci�on conjunta D�

t �
con t 	 ��� � � � �M��� donde el valor � en el super��ndice hace referencia en este caso
al segundo grupo de objetos� En lo referente a las matrices D�

t � �estas permiten
obtener respectivamente el espectro de campo dispersado por el t
�esimo objeto
del segundo grupo� referido al centro C�

t de dicho objeto �ver �gura ����� a par

tir del espectro de campo incidente centrado en el punto Cm� � El punto Cm� se
posiciona de manera usual� tal y como se observa en la �gura ���� en el punto
medio de los centros C�

t de todos los objetos que integran el segundo grupo� con
el objeto de minimizar nuevamente el n�umero de modos ��Ni� � �� requeridos
para reconstruir� con total exactitud� la incidencia existente sobre los M� objetos
de este segundo grupo�

Una vez caracterizados los dos elementos dispersores equivalentes� el m�etodo
basado en teor��a de grafos ��
� se utiliza para resolver dos problemas complemen

tarios� En uno de ellos se asume que el campo incidente afecta tan s�olo al primer
grupo de objetos� y en el otro se supone que la incidencia afecta �unicamente al
segundo grupo� En realidad� el campo incidente est�a constituido por todas las
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Figura ���� Esquema general de un problema de acoplo electromagn�etico entre dos
grupos de dispersores�

posibles componentes� con amplitud unidad� del desarrollo modal incidente re

cogido en ������ lo cual se expresa en t�erminos espectrales mediante una matriz
identidad I de tama�no �Ni � �� Todos estos espectros se re�eren al punto C�

�ver �gura ����� cuya posici�on se elige normalmente en el punto medio de los
centros de todos los objetos analizados en la presente iteraci�on� De esta forma� se
pretende minimizar el n�umero de modos ��Ni � �� requeridos para reconstruir�
de manera exacta� el campo incidente sobre todos los objetos� La resoluci�on de
cada uno de los dos problemas complementarios requiere determinar una matriz
inc�ognita� designada respectivamente como EA y EB� En cada problema� dicha
matriz representa en t�erminos espectrales la incidencia sobre el correspondiente
grupo de objetos� que se origina debido a las m�ultiples interacciones entre todos
los objetos� Al haber caracterizado por un lado los M� objetos del primer grupo�
y por otro los M� objetos del segundo grupo� el acoplo que se produce en cada
problema entre ambos grupos puede resolverse mediante teor��a de grafos ��
�� de
manera similar a como se recoge gr�a�camente en las �guras ��� y ��� para el
caso de dos objetos dispersores� recordando que el comportamiento dispersor de
cada grupo se de�ne en t�erminos de las correspondientes matrices de caracteriza

ci�on conjunta� Consecuentemente� las matrices inc�ognita EA y EB se obtienen
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resolviendo los siguientes sistemas de ecuaciones� an�alogos a los presentados en
������ para cuando se incorporaba un solo objeto en cada iteraci�on� y expresados
matricialmente como

�I� � �
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �

M�X
t��

Tm�t �D�
t �� � EA �

�
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �

M�X
t��

Tm�t �D�
t � � TJm�� � I

�I� � �
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �

M�X
t��

Tm�t �D�
t �� � EB �

�
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �

M�X
t��

Tm�t �D�
t � � TJm�� � I ���
��

donde I� e I� designan sendas matrices identidad de tama�nos �Ni��� y �Ni����
mientras TJm�� y TJm�� son las matrices de traslaci�on de espectro incidente
centrado en C� a espectro incidente centrado respectivamente en Cm� y Cm��
Por su parte� Tm�t representa una matriz de traslaci�on de espectro emergente
centrado en C�

t a espectro incidente centrado en Cm�� y Tm�t de�ne una matriz
que transforma modos cil��ndricos emergentes referidos al punto C�

t en modos
cil��ndricos incidentes referidos al punto Cm��
Una vez conocidas las matrices EA y EB� tras resolver los sistemas de ecua


ciones recogidos en ���
��� se calcula la soluci�on al problema original aplicando
superposici�on de las respuestas obtenidas en cada una de las dos situaciones
consideradas� De esta forma� se determinan las siguientes expresiones para las
matrices de caracterizaci�on conjunta Di� con i 	 ��� � � � �M� �M��� que de�nen
respectivamente el comportamiento dispersor de los objetos del primer y segundo
grupo considerando las interacciones m�ultiples entre todos los objetos

Di � D�
i � ��

M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �TJm�� � I � EB�

�TJm�� � I � EA� i 	 ��� � � � �M��

Di � D�
i�M�

� ��
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �TJm�� � I � EA�

�TJm�� � I � EB� i 	 �M� � �� � � � �M� �M�� ���
��

donde las dimensiones de las matrices Di son �Ndi � �� �Ni ��� representando
�Ndi�� el n�umero de modos con los que se reconstruye correctamente� fuera de la
regi�on con fuentes asociada al i
�esimo objeto� el campo que dispersa precisamente
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dicho objeto� Como se ha comentado anteriormente� �Ni � � indica el n�umero
de modos necesarios en la correcta reconstrucci�on del campo incidente sobre los
M� �M� objetos caracterizados�

L�ogicamente� si el segundo grupo de objetos est�a constituido por un �unico
objeto dispersor �M� � ��� las expresiones reci�en presentadas en ���
�� se trans

forman directamente en aqu�ellas recogidas en ������� que se obtuvieron empleando
el algoritmo descrito en la secci�on ��� �apartado ����
� para incorporar un nuevo
objeto dispersor en cada iteraci�on�

Tras caracterizar conjuntamente a los dos grupos de objetos dispersores� se
puede considerar que losM��M� objetos forman parte de un mismo grupo� al cual
se le puede a�nadir en la siguiente iteraci�on un solo objeto� cuyo an�alisis debiera
realizarse siguiendo el algoritmo descrito en la secci�on ��� �apartado ����
�� o bien
se le puede incorporar un nuevo grupo de objetos dispersores� debiendo emplear
entonces la versi�on re�nada del algoritmo recursivo descrita en esta secci�on�

A modo de s��ntesis� en la presente secci�on se ha introducido un nuevo al

goritmo recursivo� que� a diferencia del presentado en la secci�on ���� permite
incorporar m�as de un objeto dispersor en cada iteraci�on� Este nuevo algoritmo�
pensado realmente para a�nadir en cada iteraci�on un nuevo grupo constituido por
un n�umero gen�erico de objetos dispersores� resuelve algunos problemas en los
que el algoritmo recursivo original incumple la restricci�on asociada a la prime

ra versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� por ejemplo�
en el an�alisis de sistemas multire�ectores y de otras situaciones problem�aticas
que se mencionan en la pr�oxima secci�on� Finalmente� tal y como se ha podido
comprobar durante la presentaci�on del nuevo algoritmo recursivo para grupos de
objetos� �este no es m�as que una simple versi�on re�nada de aqu�el descrito ori

ginalmente en la secci�on ���� recogiendo por tanto esta nueva versi�on todas las
ventajas comentadas anteriormente para el algoritmo recursivo original�

��� Limitaciones en la Caracterizaci�on Conjun�

ta de M�ultiples Objetos Dispersores y Solu�

ciones

El algoritmo recursivo descrito inicialmente en la secci�on ���� junto con su ver

si�on re�nada ofrecida en la secci�on ���� permiten obtener la dispersi�on electro

magn�etica que producen m�ultiples objetos dispersores en la gran mayor��a de si

tuaciones� No obstante� la propia estrategia de an�alisis seguida por la correspon

diente versi�on del algoritmo recursivo puede provocar errores� caso de no tomar las
debidas precauciones� en la resoluci�on de ciertos problemas de dispersi�on m�ultiple�

B�asicamente� se han identi�cado tres posibles situaciones en las que una apli

caci�on indebida del algoritmo recursivo conduce a resultados err�oneos� En los
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tres primeros apartados de esta secci�on� se plantean respectivamente estas limi

taciones del algoritmo recursivo� y a su vez� se describen las acciones que deben
adoptarse para que el algoritmo genere resultados correctos� En cada apartado�
tras describir de forma gen�erica la correspondiente limitaci�on del algoritmo re

cursivo y su posible soluci�on� se resuelven casos pr�acticos en los que se presenta
la problem�atica previamente estudiada�

Las limitaciones del algoritmo recursivo� as�� como las correspondientes solu

ciones� son igualmente v�alidas para cualquiera de las dos posibles versiones del
algoritmo recursivo descritas en el presente cap��tulo� Con el objeto de no perder
generalidad� las citadas situaciones problem�aticas y las acciones preventivas a
tomar para evitarlas se describen en el �ambito de un mismo problema� recogido
gr�a�camente en la �gura ��� y constituido por dos grupos de objetos disperso

res� Ambos grupos han sido caracterizados previamente por separado� utilizando
la versi�on del algoritmo recursivo presentada en la secci�on ��� �apartado ����
��
mediante las matrices de caracterizaci�on conjunta de sus respectivos objetos� La
problem�atica estudiada en los pr�oximos apartados surge al analizar las interaccio

nes m�ultiples que se producen entre los dos grupos� para lo cual se utiliza la �ultima
versi�on del algoritmo recursivo recogida en la secci�on ���� Ahora bien� aunque
la discusi�on de la problem�atica detectada se centra en la versi�on del algoritmo
recursivo que incorpora un grupo de objetos en cada iteraci�on� los resultados de
dicha discusi�on son directamente trasladables a la versi�on original del algoritmo
recursivo� que a�nade un solo objeto en cada iteraci�on� asumiendo simplemente
que el segundo grupo de objetos consta de un �unico objeto dispersor �M� � ���

Tras plantear las distintas situaciones cr��ticas con las que puede encontrarse el
algoritmo recursivo descrito en este cap��tulo� y encontrar las posibles soluciones
que deben adoptarse para obtener resultados correctos en su aplicaci�on� se discute
en un �ultimo apartado la posibilidad de automatizar las decisiones a tomar en la
aplicaci�on del citado algoritmo recursivo� A su vez� en dicho apartado se presentan
diversos criterios pr�acticos que resultan �utiles para poder resolver correctamente�
de forma computacional� un gran n�umero de situaciones� entre las que se incluyen
algunas de las descritas en esta secci�on� cuyo an�alisis correcto requiere observar
ciertas acciones preventivas�


���� Agrupaci�on de Objetos Dispersores

La primera situaci�on problem�atica� que provoca errores al aplicar el algoritmo
recursivo� se produce cuando existe alg�un objeto de un grupo con su centro si

tuado dentro de la m��nima circunferencia que contiene a todos los objetos del
otro grupo� En este caso� debido a la restricci�on que presenta la primera versi�on
del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel �ver ap�endice E�� el cam

po dispersado por el anterior objeto no se reconstruye correctamente en todo el
contorno de algunos objetos del otro grupo� produci�endose� a partir de ese mo
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Figura ����� Diagrama explicativo de la primera situaci�on problem�atica que provoca
errores en la aplicaci�on del algoritmo recursivo�

mento� errores en los resultados obtenidos mediante la aplicaci�on del mencionado
algoritmo recursivo�

La situaci�on reci�en descrita se esquematiza gr�a�camente en la �gura �����
donde se observa que el centro C�

t del t
�esimo objeto del segundo grupo se halla
dentro de la m��nima circunferencia� con centro en el punto Cm� � que contiene a
todos los objetos del primer grupo� La elecci�on del punto Cm�� al que se re�ere
el espectro de campo incidente al primer grupo� se realiza con la intenci�on de
minimizar el n�umero de modos necesarios en la correcta reconstrucci�on del campo
incidente sobre el contorno de todos los objetos del primer grupo� tal y como se ha
explicado anteriormente en la secci�on ���� La raz�on por la que debe evitarse esta
primera situaci�on se basa en la reconstrucci�on incorrecta� sobre algunas partes
del contorno de ciertos objetos del primer grupo� del campo dispersado por el
t
�esimo objeto del segundo grupo� En el m�etodo basado en teor��a de grafos ��
��
aplicado en la secci�on ��� a la caracterizaci�on conjunta de grupos de objetos
dispersores� es necesario en un cierto momento transformar el espectro de campo
emergente� referido al punto C�

t � en espectro de campo incidente centrado en el
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punto Cm� � para lo cual se utiliza la matriz de traslaci�on de espectro emergente a
incidente denominada Tm�t� Ahora bien� dicha traslaci�on �recordar ap�endice E�
tan s�olo permite reconstruir correctamente el campo incidente al primer grupo
de objetos en el interior de una circunferencia� con centro en el punto Cm�� y
de radio dm�t� representando dm�t la distancia que existe entre los centros Cm�

y C�
t �ver �gura ������ En estas circunstancias� tal y como puede observarse en

la �gura ����� siempre existen partes del contorno de ciertos objetos del primer
grupo que est�an situadas fuera de la circunferencia l��mite de radio dm�t� raz�on
por la cual� el campo incidente no se reconstruye correctamente en el contorno
completo de todos los objetos del primer grupo� A partir de este instante� los
resultados que proporciona el algoritmo recursivo son incorrectos� resultando por
tanto imposible la caracterizaci�on conjunta de los objetos pertenecientes a los dos
grupos considerados�

Antes de abordar la soluci�on al problema gen�erico descrito en la �gura �����
conviene considerar una situaci�on problem�atica m�as simple que aparece con gran
frecuencia� Dicha situaci�on surge cuando se intenta caracterizar agrupaciones de
objetos� lo bastante separadas como para no incurrir en la anterior situaci�on�
mediante el algoritmo recursivo descrito en la secci�on ��� �apartado ����
�� que
incorpora un solo objeto en cada iteraci�on� Un ejemplo de este posible problema
se recoge en la �gura ���� �apartado a�� donde se observa la existencia de dos
grupos� ampliamente separados el uno del otro� constituidos respectivamente por
tres objetos dispersores� La caracterizaci�on conjunta de los tres primeros objetos�
centrados en los puntos C�� C� y C� de la �gura ���� �apartado a�� mediante la
incorporaci�on al grupo de un nuevo objeto en cada iteraci�on no incumple� en
ning�un momento� la mencionada restricci�on de la primera versi�on del Teorema
de Adici�on para las Funciones de Hankel� A su vez� el an�alisis del acoplo que se
produce en la siguiente iteraci�on entre el cuarto objeto dispersor� centrado en el
punto C�� y el grupo de tres objetos previamente caracterizados resulta igualmen

te correcto� Sin embargo� al introducir posteriormente el quinto objeto dispersor�
con centro en el punto C�� e intentar estudiar el acoplo con el grupo de cuatro
objetos analizado anteriormente� se observa que el centro �C�� del quinto objeto
dispersor se encuentra situado dentro de la m��nima circunferencia� centrada en el
punto Cm� que contiene a los cuatro primeros objetos dispersores �ver apartado a
en la �gura ������ Por tanto� procediendo de esta forma� se incurre en el mismo
tipo de error discutido en este primer apartado� La soluci�on� en el caso concreto
que nos ocupa� requiere analizar separadamente los dos grupos de tres objetos
dispersores� aplicando en el an�alisis conjunto de los objetos pertenecientes a cada
grupo el algoritmo recursivo presentado en la secci�on ��� �apartado ����
�� A
continuaci�on� empleando la versi�on del algoritmo introducida en la secci�on ����
se debe caracterizar de forma conjunta en una �ultima iteraci�on los dos grupos
considerados� Esta estrategia� como se desprende de la �gura ���� �apartado b��
no conduce a ninguna situaci�on problem�atica similar a la descrita gr�a�camente en
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Figura ����� Ejemplo pr�actico de la primera limitaci�on del algoritmo recursivo que
incorpora un solo objeto en cada iteraci�on� Presentaci�on del problema en a�� y posible
soluci�on al mismo en b��

la �gura ����� En general� aquellos problemas constituidos por agrupaciones de
objetos dispersores que est�en su�cientemente alejadas entre s��� siempre y cuando
no se incurra en la limitaci�on recogida en la �gura ����� deben analizarse siguien

do la misma estrategia utilizada en la resoluci�on del problema mostrado en la
�gura ����� es decir� caracterizando por separado cada grupo de objetos median

te la versi�on original del algoritmo recursivo �ver apartado ����
�� y �nalmente
utilizando la versi�on re�nada de dicho algoritmo para analizar conjuntamente la
dispersi�on producida por agrupaciones de objetos �ver secci�on �����

Retornando al problema gen�erico descrito en la �gura ����� se observa que
el grado de proximidad entre los dos grupos de objetos dispersores impide una
correcta aplicaci�on del algoritmo presentado en la secci�on ���� Dicha raz�on� unida
a la elecci�on del punto Cm� al que se re�ere el espectro de campo incidente al
primer grupo de objetos� causan que el centro de alg�un objeto del segundo grupo
se encuentre situado dentro de la m��nima circunferencia� centrada en el punto
Cm� � que contiene a todos los objetos del primer grupo� tal y como se recoge
en la �gura ����� Concretamente� el punto Cm� se escoge �recordar secci�on ����
con el objeto de minimizar el radio de la citada circunferencia con centro en
dicho punto� y� por consiguiente� reducir el n�umero de modos requeridos en la
correcta reconstrucci�on del campo incidente al primer grupo de objetos� Ahora
bien� sacri�cando este criterio� en el ejemplo mostrado en la �gura ���� es po

sible situar el punto Cm� en una posici�on adecuada� de manera que exista una
circunferencia� con centro en el punto Cm�� que contenga a todos los objetos del
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Figura ����� Ejemplo pr�actico de la primera limitaci�on del algoritmo recursivo que
permite analizar agrupaciones de objetos dispersores� Presentaci�on del problema en a��
y posible soluci�on al mismo en b��

primer grupo sin incluir el centro de ning�un objeto perteneciente al segundo gru

po� De esta forma� el problema de la �gura ���� puede resolverse correctamente
siguiendo el algoritmo descrito en la secci�on ���� aunque� debido al mayor n�umero
de modos requeridos en la correcta reconstrucci�on del campo incidente sobre los
objetos del primer grupo� el esfuerzo computacional que supone la aplicaci�on del
citado algoritmo ser�a l�ogicamente mayor� Un ejemplo pr�actico de la situaci�on
problem�atica comentada en este apartado se muestra en la �gura ����� donde
se tienen dos grupos de objetos dispersores� que conforman respectivamente un
re�ector parab�olico y un re�ector hiperb�olico� integrantes ambos de una estruc

tura multire�ectora conocida como antena Cassegrain� Los objetos dispersores�
debido a su proximidad espacial� se han separado en dos grupos� tal y como se
indica gr�a�camente en la �gura ���� �apartado a�� A su vez� en dicho apartado
de la �gura ���� se observa tambi�en que los puntos Cm� y Cm� � a los que se re

�eren respectivamente los espectros de campo incidente a cada grupo� se eligen
como la media aritm�etica de los centros de los objetos dispersores del grupo co

rrespondiente� con la intenci�on de minimizar el n�umero de modos necesarios para
reconstruir� con total exactitud� el campo incidente a cada grupo� Como conse

cuencia de esta elecci�on� y debido al grado de proximidad entre los dos grupos�
existen centros de algunos elementos del re�ector hiperb�olico que est�an situados
en el interior de la m��nima circunferencia� con centro en el punto Cm�� que con

tiene a todos los objetos pertenecientes al re�ector parab�olico �ver apartado a en
la �gura ������ incumpli�endose por tanto la restricci�on espacial impuesta por la
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primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel �recordar
ap�endice E�� Sin embargo� desplazando de forma adecuada el punto Cm� hacia
la izquierda �ver apartado b en la �gura ������ se consigue que exista una cir

cunferencia� centrada en dicho punto� que contiene a todos los elementos de la
par�abola sin incluir ning�un centro de los elementos pertenecientes a la hip�erbola�
permitiendo pues analizar correctamente el problema de acoplo electromagn�etico
entre ambos re�ectores� Consecuentemente� esta nueva soluci�on al problema pre

cisa de un mayor esfuerzo computacional� pues supone un incremento del n�umero
de modos con los que se reconstruye� de forma precisa� el campo incidente sobre
la par�abola�


���� Segmentaci�on del Contorno de los Objetos Disper�

sores

Al utilizar el algoritmo recursivo se produce una segunda limitaci�on cuando� de

bido a la proximidad espacial de dos objetos dispersores cualesquiera� parte del
contorno de uno de ellos se encuentra dentro de la m��nima circunferencia que
contiene al otro� Bajo dicha circunstancia� el campo dispersado por el segundo
objeto no se reconstruye correctamente en todo el contorno del primer objeto� por
lo que� a partir de ese preciso instante� los resultados generados por el algoritmo
recursivo son incorrectos�
Un ejemplo de esta segunda situaci�on problem�atica se recoge gr�a�camente

en la �gura ���
� donde se observa que parte del contorno del t
�esimo objeto
perteneciente al segundo grupo est�a situada dentro de la circunferencia� con centro
en el punto C�

t � que contiene al t
�esimo objeto del primer grupo� Recordando el
cap��tulo � �secci�on ����� el campo dispersado por el t
�esimo objeto del primer
grupo� reconstruido a partir de su espectro de campo dispersado� tan s�olo es
v�alido en la regi�on libre de fuentes� es decir� fuera de la citada circunferencia
que contiene a dicho objeto� Por tanto� en el caso que nos ocupa existe una
parte del contorno perteneciente al t
�esimo objeto del segundo grupo� situada
dentro de la circunferencia mencionada anteriormente� en la que se desconoce el
valor del campo dispersado por el t
�esimo objeto del primer grupo� resultando
pues imposible caracterizar conjuntamente� mediante alguna de las versiones del
conocido algoritmo recursivo� el comportamiento dispersor de los dos objetos
considerados en la situaci�on problem�atica reci�en expuesta�
La soluci�on al problema recogido en este apartado consiste en evitar que la

circunferencia asociada a todo objeto dispersor� que encierra a la correspondiente
regi�on con fuentes� contenga alguna porci�on de los contornos asociados respec

tivamente al resto de objetos dispersores� existiendo� tal y como se describe a
continuaci�on� dos posibles alternativas para implementar la soluci�on buscada�
La primera de las dos posibles alternativas� al igual que la soluci�on adop


tada para resolver la primera limitaci�on descrita en el apartado ��
��� se basa
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Figura ���
� Diagrama explicativo de la segunda situaci�on problem�atica que provoca
errores en la aplicaci�on del algoritmo recursivo�

en desplazar adecuadamente el centro de aquel objeto dispersor cuya m��nima
circunferencia invada el contorno de alg�un otro objeto� de manera que en esta
ocasi�on la circunferencia centrada en el nuevo punto� encerrando a la regi�on con
fuentes del correspondiente objeto� no contenga ninguna porci�on de los contornos
asociados al resto de objetos� El desplazamiento del centro de la citada circunfe

rencia respecto de su posici�on natural� escogida normalmente en el punto medio
geom�etrico del objeto� supone un aumento en el valor del radio asociado a dicha
circunferencia� lo que� a su vez� repercute en un incremento del n�umero de modos
necesarios en la reconstrucci�on del campo incidente� y del campo dispersado� rela

tivos ambos al objeto problem�atico en cuesti�on� Consecuentemente� esta primera
soluci�on implica una mayor carga computacional en la resoluci�on del problema
considerado� Por ejemplo� la situaci�on problem�atica planteada en la �gura ���

se resuelve� siguiendo esta primera estrategia� mediante un ligero desplazamiento
del punto C�

t a la derecha de su actual posici�on� para que la nueva circunferencia
asociada al t
�esimo objeto del primer grupo� de mayor radio que aqu�ella mostrada
en la �gura ���
� contenga todo el contorno de dicho objeto sin invadir ninguna
porci�on del contorno perteneciente al t
�esimo objeto del otro grupo�

La segunda alternativa propuesta para resolver la problem�atica bajo estudio
consiste� al igual que cuando se analizan objetos dispersores con dimensiones gran

des en t�erminos el�ectricos� en segmentar en elementos m�as peque�nos el contorno
del objeto dispersor cuya circunferecia contiene porciones del contorno de otros
objetos� con la intenci�on �ultima de que las nuevas circunferencias� que contienen
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Figura ����� Ejemplo pr�actico de la segunda limitaci�on del algoritmo recursivo� Pre�
sentaci�on del problema en a�� y posible soluci�on al mismo en b��

a los elementos reci�en creados� no invadan nuevamente el contorno de ning�un
otro objeto dispersor� Al reducir el tama�no de los nuevos objetos reci�en creados�
l�ogicamente disminuyen los radios de las m��nimas circunferencias que los contie

nen� lo cual� sin duda� implica un descenso del n�umero de modos requeridos en la
caracterizaci�on del comportamiento dispersor de dichos objetos� Por otra parte�
al aumentar el n�umero inicial de objetos a considerar� se produce un crecimiento
en el n�umero de iteraciones del algoritmo recursivo� En de�nitiva� resulta dif��cil
evaluar si esta segunda soluci�on implica un incremento o un descenso de la carga
computacional asociada al algoritmo recursivo� que �nalmente depender�a� como
se desprende de los resultados ofrecidos en el cap��tulo 	 �secci�on 	���� tanto del
n�umero �nal de objetos a caracterizar conjuntamente como de su tama�no� Un
ejemplo pr�actico donde puede aplicarse la soluci�on reci�en descrita se presenta en
la �gura ����� en la que se tiene un problema de dispersi�on electromagn�etica pro

ducida por dos tiras met�alicas paralelas� situadas de forma muy pr�oxima la una a
la otra� Esta proximidad provoca que la circunferencia correspondiente a cada ti

ra contenga una porci�on de la tira opuesta� e incluso el centro de la circunferencia
asociada a dicha tira �ver apartado a en la �gura ������ En la citada �gura� puede
observarse el incumplimiento de las dos limitaciones del algoritmo recursivo des

critas hasta este momento� Para evitar la segunda limitaci�on del m�etodo� cada
una de las tiras se fragmenta en dos subtiras de igual longitud �ver apartado b en
la �gura ������ de manera que la nueva circunferencia asociada a cada subtira no
contiene ninguna porci�on del resto de subtiras� De esta forma� el problema origi

nal de las dos tiras se ha convertido en un nuevo problema constituido por cuatro
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tiras� de menor longitud� enfrentadas dos a dos� Si a continuaci�on se agrupan por
un lado las dos tiras superiores� y por otro las dos tiras inferiores� en el an�alisis
�nal de ambos grupos se incurrir�a en la primera de las limitaciones del algoritmo
recursivo �recordar apartado ��
���� De manera de�nitiva� la soluci�on al proble

ma se obtiene agrupando las dos tiras de la izquierda y las dos de la derecha por
separado� tal y como se indica gr�a�camente en la �gura ���� �apartado b�� para
�nalmente� en una �ultima iteraci�on� analizar conjuntamente ambos grupos sin
incurrir en ninguna de las dos limitaciones del algoritmo recursivo planteadas en
un principio�
Conviene� llegados a este punto� realizar un peque�no comentario sobre cierta

estrategia de an�alisis de objetos dispersores� que consiste en segmentar inicialmen

te el contorno de dichos objetos en elementos con dimensiones m�as reducidas� y
luego aplicar el algoritmo recursivo presentado en este cap��tulo para analizar de
forma conjunta su comportamiento dispersor� Esta estrategia� que se utiliza no
s�olo al resolver la limitaci�on descrita en el presente apartado sino tambi�en� tal
y como se recoge en la introducci�on de este cap��tulo� en el an�alisis de objetos
dispersores grandes en t�erminos el�ectricos� al ser implementada presenta efectos
desiguales� que dependen del tipo de polarizaci�on del campo incidente sobre el
objeto dispersor bajo an�alisis� As�� pues� la segmentaci�on del contorno de un
objeto en unidades m�as peque�nas ante incidencia con polarizaci�on TMz no inte

rrumpe� de manera f��sica� ning�un elemento de corriente inducida que exista sobre
el contorno del citado objeto� pues dicha corriente circula paralela al eje �z �re

cordar secci�on ��� del cap��tulo ��� En este caso� consecuentemente� la t�ecnica de
la segmentaci�on no introduce ning�un error adicional� Por contra� ante incidencia
polarizada seg�un TEz� la corriente inducida sobre el objeto dispersor es tangente
a su contorno �recordar nuevamente la secci�on ��� del cap��tulo ��� raz�on por la
cual� al segmentar el contorno del objeto dispersor en elementos m�as peque�nos� se
interrumpe f��sicamente la continuidad de la corriente entre dichos elementos� Este
error� aunque peque�no�� supone una p�erdida de precisi�on en los resultados ob

tenidos� empleando la estrategia de la segmentaci�on� en problemas de dispersi�on
electromagn�etica ante incidencia TEz� Por tanto� si ante este tipo de polarizaci�on
se desean obtener resultados tan precisos como aqu�ellos obtenidos para inciden

cia polarizada seg�un TMz� en la resoluci�on de la problem�atica analizada en el
presente apartado debe emplearse la primera de las dos soluciones alternativas
propuestas� mientras que en la caracterizaci�on de objetos grandes en t�erminos
el�ectricos� debiera emplearse la t�ecnica basada en el M�etodo de los Momentos sin
previa segmentaci�on del contorno del objeto� Indudablemente� conviene evaluar
si este grado de mejora en la precisi�on compensa el esfuerzo computacional que
supone analizar los objetos sin segmentaci�on�

�En el cap�
tulo � se presentan resultados	 empleando segmentaci�on	 de objetos grandes en
t�erminos el�ectricos ante incidencia polarizada seg�un TEz� los cuales hacen presagiar que el error
introducido por la segmentaci�on del contorno de los objetos es ciertamente peque
no�
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���� Reconstrucci�on del Campo Incidente sobre Grupos

de Objetos Dispersores

En este apartado� se describe �nalmente la tercera limitaci�on del algoritmo recur

sivo� que se encuentra asociada al n�umero de modos utilizados en la reconstrucci�on
del campo incidente sobre cada grupo de objetos dispersores� Concretamente� di

cha limitaci�on se produce al elegir un n�umero de modos tal que la circunferencia
correspondiente� centrada normalmente en el punto medio del grupo� incluya no
s�olo a todos los objetos de dicho grupo� sino tambi�en al centro de alg�un objeto
perteneciente a otro grupo� Bajo este supuesto� las matrices de traslaci�on de
espectro emergente a incidente presentan elementos con valores muy grandes �ver
ap�endice E�� los cuales pueden provocar que los sistemas matriciales de ecuacio

nes del algoritmo recursivo est�en mal condicionados� y por consiguiente que no
tengan soluci�on�

Figura ����� Diagrama explicativo de la tercera situaci�on problem�atica que provoca
errores en la aplicaci�on del algoritmo recursivo�

Esta �ultima limitaci�on se recoge gr�a�camente en la �gura ����� donde nue

vamente se pretende analizar la dispersi�on producida por dos grupos de objetos
dispersores� cada uno de los cuales ha sido caracterizado previamente� Como pue

de apreciarse en la citada �gura� los puntos Cm� y Cm� se eligen para minimizar
los radios �denominados a� y a�� de las dos circunferencias� centradas en dichos
puntos� que contienen respectivamente a todos los objetos de cada grupo �ver
circunferencias con trazo punteado en la �gura ������ De esta forma� se minimiza
tambi�en el n�umero de modos requeridos en la correcta reconstrucci�on del campo
incidente sobre cada grupo� de valor �Ni� � � y �Ni� � � respectivamente� pues
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se satisfacen las relaciones Ni� � ka� y Ni� � ka�� En esta ocasi�on� el proble

ma surge al intentar reconstruir el campo incidente sobre los objetos del primer
grupo con un n�umero de modos ��Ni� � �� mayor que el valor m��nimo recomen

dado previamente� Este nuevo n�umero de modos permite realmente reconstruir
el campo incidente dentro de una circunferencia� centrada en el punto Cm� y de
radio Ni�
k� que contiene el centro del t
�esimo objeto del segundo grupo �ver cir

cunferencia con trazo continuo en la �gura ������ En esta situaci�on� tal y como se
indica en el ap�endice E �apartado E������ la matriz que transforma el espectro de
campo dispersado por el t
�esimo objeto del segundo grupo� referido al punto C�

t �
en espectro de campo incidente sobre el primer grupo de objetos� centrado en el
punto Cm�� contiene algunos elementos con amplitudes muy elevadas� Al utilizar
esta matriz en la aplicaci�on del algoritmo recursivo� los sistemas matriciales aso

ciados a dicho algoritmo se vuelven mal condicionados� lo que di�culta� e incluso
imposibilita en ocasiones� su resoluci�on computacional�
En principio� la soluci�on al tipo de problema reci�en descrito consiste en no

escoger� en la reconstrucci�on del campo incidente sobre un grupo de objetos� un
n�umero de modos superior al valor m��nimo recomendado anteriormente� es decir�
si se elige un n�umero de modos igual al producto ka� siendo a el radio de la
m��nima circunferencia que contiene a todos los objetos del grupo� no se incurrir�a
en la situaci�on presentada anteriormente siempre y cuando no se incumpla la
primera de las limitaciones comentadas en esta secci�on �recordar apartado ��
����
Ahora bien� este criterio resulta excesivamente estricto� pues apenas deja mar

gen a errores en la reconstrucci�on del campo incidente en ciertas porciones del
contorno de algunos objetos� concretamente de aquellos objetos m�as pr�oximos a
la citada circunferencia l��mite� De manera experimental� se ha comprobado que
siguiendo el criterio de escoger un n�umero de modos igual al producto ��� ka� se
consigue un cierto margen que permite reconstruir con �exito el campo incidente
sobre el contorno de todos los objetos del grupo� Por tanto� la soluci�on �optima
debe seguir este �ultimo criterio para determinar el n�umero de modos con el que
debe reconstruirse el campo incidente� excepto cuando ello suponga incurrir en
la situaci�on problem�atica descrita en este apartado� En dicho caso� se debe dis

minuir el n�umero de modos considerado inicialmente� aun a riesgo de no poder
reconstruir correctamente el campo incidente sobre todos los objetos del grupo�


���	 Conclusiones� Automatizaci�on del Algoritmo Re�

cursivo

En los apartados anteriores de esta secci�on� se han detectado ciertas limitaciones
a la aplicaci�on directa del algoritmo recursivo� que se ha descrito inicialmente en
la secci�on ���� y se ha re�nado posteriormente en la secci�on ���� En realidad�
los apartados de esta secci�on recogen diversas situaciones� cuyo an�alisis mediante
el citado algoritmo recursivo� sin tomar ciertas acciones preventivas� conduce a
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resultados err�oneos� A su vez� en dichos apartados se plantean diversas estrategias
para evitar los errores previamente detectados� con el objeto de garantizar que
el algoritmo recursivo descrito en el presente cap��tulo� mediante cualquiera de
sus dos versiones o combin�andolas adecuadamente� sea capaz de proporcionar
resultados correctos�

La principal y m�as importante conclusi�on� que puede extraerse de las solu

ciones aportadas en esta secci�on a cada una de las situaciones problem�aticas
planteadas� es que se puede resolver pr�acticamente cualquier problema de aco

plo electromagn�etico entre m�ultiples objetos dispersores empleando el algoritmo
recursivo presentado en este cap��tulo� L�ogicamente� tal y como se comenta a con

tinuaci�on con m�as detalle� la obtenci�on de la soluci�on correcta al problema bajo
an�alisis requiere� en ciertas ocasiones� tomar determinadas acciones preventivas�
las cuales han quedado perfectamente descritas en los tres primeros apartados de
esta secci�on�

As�� pues� de los tres primeros apartados de esta secci�on se concluye que� para
aplicar con garant��as de �exito el algoritmo recursivo a la resoluci�on de un proble

ma de dispersi�on electromagn�etica producida por m�ultiples objetos� es necesario
implementar inicialmente las siguientes acciones preparatorias� En primer lugar�
los objetos que constituyen el problema bajo an�alisis deben agruparse por pro

ximidad espacial� con la intenci�on de evitar que se produzca la primera de las
situaciones problem�aticas� descrita en el apartado ��
��� Posteriormente� los ob

jetos que integran cada grupo deben ordenarse de forma adecuada� de manera que
al caracterizar conjuntamente su comportamiento dispersor� mediante el algorit

mo deducido en la secci�on ��� �apartado ����
�� el objeto que se incorpore en cada
nueva iteraci�on sea el m�as pr�oximo a aqu�ellos analizados anteriormente� De esta
forma� se evita incurrir de nuevo en la primera de las limitaciones del algoritmo
recursivo� Asimismo� las agrupaciones de objetos tambi�en deben ordenarse� para
que en su caracterizaci�on conjunta� siguiendo la versi�on del algoritmo recursivo
presentada en la secci�on ���� tambi�en se incorpore en cada nueva iteraci�on el gru

po de objetos m�as pr�oximo a aquellos otros grupos caracterizados previamente�
A pesar de estos esfuerzos por evitar la primera situaci�on problem�atica� puede
producirse alg�un caso� como por ejemplo cuando dos grupos de objetos est�an muy
pr�oximos entre s��� que est�e relacionado con dicha limitaci�on� La soluci�on en estos
casos� tal y como se recoge en el apartado ��
��� consiste en desplazar el punto al
cual se re�ere el espectro de campo incidente sobre el grupo causante del proble

ma� Tras evitar la primera de las tres posibles situaciones problem�aticas� debe
comprobarse que ninguna de las otras dos pueden producirse durante el an�alisis
del problema� En el supuesto de que aparezca alg�un con�icto entre objetos aso

ciado a la segunda limitaci�on del m�etodo� la soluci�on consiste simplemente en
desplazar el centro del objeto problem�atico� o bien en realizar una segmentaci�on
adecuada del contorno de dicho objeto� Para no incurrir en la tercera de las li

mitaciones� tan s�olo debe tenerse precauci�on al elegir el n�umero de modos que se
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emplean en la reconstrucci�on del campo incidente sobre cada grupo de objetos�
Una vez se satisfacen todos estos criterios� se puede asegurar que la aplicaci�on
del algoritmo recursivo al problema bajo an�alisis genera resultados correctos�

La resoluci�on de cualquier problema de dispersi�on electromagn�etica produci

da por m�ultiples objetos� mediante la aplicaci�on del conocido algoritmo recur

sivo� requiere pues observar los distintos factores resumidos en el p�arrafo ante

rior� Una automatizaci�on de dicho algoritmo recursivo� que permitiera resolver
pr�acticamente cualquier problema de dispersi�on m�ultiple� supondr��a considerar
en su implementaci�on todas las posibles situaciones problem�aticas que pudieran
producirse� as�� como decidir correctamente la mejor estrategia a seguir para evi

tarlas� L�ogicamente� dicha tarea resultar��a ardua� por no decir imposible� de
llevar a la pr�actica� pues siempre existir�an situaciones nuevas no contempladas
en la versi�on automatizada del algoritmo recursivo� De hecho� la resoluci�on de
ciertos problemas complejos de acoplo electromagn�etico requiere de una persona
experta� conocedora del algoritmo y de sus posibles limitaciones� que decida como
solucionar correctamente dichos problemas aplicando de la forma m�as adecuada
el algoritmo recursivo� No obstante� un gran n�umero de problemas no presentan
soluciones tan complicadas de calcular� las cuales se obtienen observando simple

mente algunas precauciones b�asicas descritas en los apartados anteriores� Este
tipo de problemas s�� que pueden resolverse aplicando una versi�on automatizada
del algoritmo recursivo� que se ocupe de realizar� en cada caso� las acciones previas
necesarias para obtener la soluci�on correcta al problema concreto bajo an�alisis�
Por ejemplo� una posible versi�on simpli�cada del algoritmo recursivo debiera ob

servar� previamente a su aplicaci�on� las acciones preventivas que se enumeran
a continuaci�on� una correcta agrupaci�on de objetos dispersores� la elecci�on del
punto al que se re�ere el espectro de campo incidente sobre cada grupo� una
ordenaci�on apropiada de objetos dispersores y de agrupaciones� y �nalmente la
determinaci�on del n�umero de modos que requiere la reconstrucci�on del campo
incidente sobre cada grupo� A continuaci�on� y de manera indicativa� se ofrecen
algunos criterios pr�acticos a seguir en la implementaci�on computacional de dichas
acciones preventivas�

Atendiendo en primer lugar a la agrupaci�on de objetos� un posible criterio
consiste en considerar que un grupo se constituye a partir de objetos cuando la
distancia entre sus centros es inferior a un valor umbral� De acuerdo con este
criterio� si el centro de un objeto est�a separado de todos los centros de los objetos
pertenecientes a un grupo por una distancia superior al valor umbral� dicho objeto
no forma parte del grupo� y debe pertenecer por tanto a un grupo nuevo� La
elecci�on del valor para la distancia umbral determina el grado en que se desea
separar a los objetos en grupos� Eligiendo� por ejemplo� un valor umbral igual a
la media aritm�etica de la dimensi�on m�axima de todos los objetos que integran el
problema bajo an�alisis� se garantiza que s�olo aquellos objetos muy pr�oximos entre
si formar�an parte de un mismo grupo� La correcta agrupaci�on de objetos� como
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bien es sabido� pretende evitar que durante la aplicaci�on del algoritmo recursivo
se produzca la primera de las situaciones problem�aticas �recordar apartado ��
����

Una vez se han agrupado debidamente los objetos� para cada grupo debe
escogerse el punto al que referir el espectro asociado al campo incidente� Con la
intenci�on de simpli�car al m�aximo la implementaci�on del algoritmo recursivo� se
propone elegir las coordenadas de dicho punto como la media aritm�etica de las
coordenadas de los centros de los objetos pertenecientes al grupo� Esta elecci�on
reduce el n�umero de componentes del espectro asociado al campo incidente� y por
tanto disminuye la carga computacional que implica la ejecuci�on del algoritmo
recursivo� Sin embargo� la elecci�on de este criterio impide resolver problemas
como los mostrados en el apartado ��
��� en concreto aqu�ellos donde se requer��a
desplazar ligeramente el centro de alg�un grupo respecto de su punto medio�

En cuanto a la ordenaci�on de los objetos dispersores pertenecientes a un gru

po� �esta puede realizarse siguiendo el orden en sentido creciente de la distancia
eucl��dea entre los centros de los objetos y el centro del grupo� De esta forma�
en primer lugar se caracterizan conjuntamente los dos objetos m�as pr�oximos al
punto medio del grupo� Posteriormente� se analizan las interacciones m�ultiples
entre dichos objetos y el siguiente objeto m�as pr�oximo al punto medio� y as�� suce

sivamente� minimizando por tanto el riesgo de incurrir nuevamente en la primera
situaci�on problem�atica �ver apartado ��
���� Este mismo criterio puede aplicarse
igualmente a la ordenaci�on de las agrupaciones de objetos dispersores� ordenando
los grupos en funci�on de las distancias entre sus respectivos centros y el pun

to medio de todos ellos� El orden de los grupos determina en que iteraci�on del
algoritmo� descrito en la secci�on ���� debe incorporarse cada grupo de objetos�
intentando evitar� en la medida de lo posible� la primera limitaci�on del algoritmo
recursivo �recordar apartado ��
����

Por �ultimo� debe elegirse un n�umero de modos ��Ni��� con el que reconstruir
el campo incidente sobre cada grupo de objetos� para lo cual se propone seguir
en todo momento el criterio Ni � ka� siendo a el radio de la m��nima circunfe

rencia que contiene a todos los objetos del grupo correspondiente� A pesar de
la rigurosidad excesiva de este criterio� que puede ocasionar una reconstrucci�on
incorrecta del campo incidente sobre ciertos objetos �recordar apartado ��
�
��
su seguimiento garantiza que no se produzca la tercera situaci�on problem�atica�
enunciada de forma detallada en el apartado ��
�
� siempre y cuando no est�e
presente la primera de dichas situaciones problem�aticas�

Tal y como se ha comentado anteriormente� la implementaci�on de los criterios
reci�en descritos conduce a una versi�on computacional simpli�cada del algorit

mo recursivo� que permite resolver numerosos problemas de dispersi�on electro

magn�etica producida por m�ultiples objetos� tales como sistemas multire�ectores
cuyos re�ectores primario y secundario se hallan alejados el uno del otro� Por con

tra� estas mismas acciones preventivas no permiten resolver� entre otras posibles
situaciones� todas aquellas relacionadas con la segunda limitaci�on del algoritmo
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recursivo �recordar apartado ��
���� ni tampoco aquellos problemas que requieren
desplazar el centro de alg�un grupo respecto de su punto medio� como cuando los
re�ectores que integran una antena multire�ectora se encuentran muy pr�oximos
entre s��� Concluyendo� cualquier versi�on automatizada del algoritmo recursivo�
por muy completa que pueda ser� siempre resolver�a ciertos problemas de forma
err�onea� a no ser que en dichos casos se act�ue externamente indicando la estrategia
a seguir�

��	 Iteraci�on Especial para Fuente Interna al

Problema de M�ultiples Objetos Dispersores

El algoritmo recursivo� descrito en las secciones ��� y ��� del presente cap��tulo�
permite calcular la dispersi�on electromagn�etica producida por m�ultiples objetos
ante cualquier excitaci�on� siempre y cuando dicha excitaci�on est�e generada por
una fuente situada fuera de la m��nima circunferencia que contiene a todos los
objetos analizados� No obstante� existen situaciones en las que la excitaci�on
sobre los objetos dispersores est�a generada por una fuente situada dentro de la
citada circunferencia� En esta secci�on� se presenta una nueva versi�on del algoritmo
recursivo� que permite caracterizar conjuntamente el comportamiento dispersor
de los m�ultiples objetos ante este nuevo tipo de incidencia�
Al situar la fuente en el interior de la circunferencia que contiene a todos los

objetos dispersores� el campo incidente generado por dicha fuente se expresa en
serie de modos cil��ndricos emergentes� es decir� utilizando funciones de Hankel
de segunda especie centradas en la posici�on que ocupa la fuente� Estas funciones
se escogen� recordando el cap��tulo � �secci�on ����� porque permiten recoger la
singularidad que se produce en el punto donde se sit�ua la fuente� Por tanto� el
problema bajo an�alisis es similar al planteado en las secciones ��� y ��� de este
cap��tulo� excepto que en esta ocasi�on el campo incidente sobre todos los objetos
no se expresa mediante funciones de Bessel� sino como se termina de explicar
mediante funciones de Hankel de segunda especie�
La resoluci�on del problema planteado en esta secci�on se realiza separando los

objetos a caracterizar en dos grupos� siempre y cuando dicha separaci�on sea po

sible de implementar� La dispersi�on electromagn�etica producida por cada uno
de estos grupos se caracteriza por separado� mediante la aplicaci�on del algoritmo
recursivo descrito en la secci�on ��� �apartado ����
�� considerando como campo
incidente un desarrollo en serie de funciones de Bessel� Finalmente� en una �ultima
iteraci�on� se caracteriza conjuntamente el comportamiento dispersor de los obje

tos pertenecientes a ambos grupos ante una incidencia constituida por funciones
de Hankel de segunda especie� que se centran en el punto donde se encuentra
situada la fuente interna� El an�alisis de esta �ultima iteraci�on se implementa� tal
y como se detalla a continuaci�on� mediante una versi�on del algoritmo recursivo
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Figura ����� Esquema general de un problema de acoplo electromagn�etico entre dos
grupos de dispersores con fuente interna situada en Cf �

muy similar a la descrita en la secci�on ���� salvo que como espectro de campo
incidente se considera el espectro asociado al campo que genera la fuente interna
al problema� Como consecuencia de este an�alisis� el comportamiento dispersor
de cada objeto se de�ne en t�erminos de una matriz de caracterizaci�on conjunta�
que relaciona el espectro de campo dispersado por el correspondiente objeto con
el espectro asociado al campo emergente producido por la fuente interna�

El problema a caracterizar en la �ultima iteraci�on se recoge gr�a�camente en
la �gura ����� donde se tienen dos grupos constituidos respectivamente por M�

y M� objetos dispersores� sobre los cuales incide un campo producido por una
fuente situada en el punto Cf �ver �gura ������ Tras caracterizar dichos gru

pos por separado� aplicando la versi�on del algoritmo recogida en la secci�on ���
�apartado ����
�� el comportamiento dispersor de los objetos del primer grupo se
expresa en funci�on de las matrices D�

t � con t 	 ��� � � � �M��� mientras que para los
objetos del segundo grupo se tienen las matrices D�

t � con t 	 ��� � � � �M��� Como
bien es sabido� cada una de las matrices D�

t relaciona el espectro de campo dis

persado por el t
�esimo objeto del primer grupo� referido al centro C�

t de dicho
objeto� con el espectro de campo incidente referido al punto Cm� � Por su parte� la
matrizD�

t caracteriza el comportamiento dispersor del t
�esimo objeto del segundo
grupo� relacionando en esta ocasi�on el espectro asociado al campo que dispersa
dicho objeto� referido a su centro C�

t � con el espectro asociado al campo incidente
centrado en el punto Cm�� Las posiciones de los puntos Cm� y Cm� � al igual que
en la secci�on ���� se eligen para minimizar el radio de las circunferencias que con

tienen respectivamente a todos los objetos de cada grupo� y reducir por tanto el
esfuerzo computacional que supone reconstruir correctamente el campo incidente
sobre dichos grupos� Seguidamente� la caracterizaci�on conjunta de ambos grupos
ante una incidencia constituida por modos cil��ndricos emergentes� centrados en
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el punto Cf � se realiza siguiendo el mismo m�etodo deducido anteriormente en la
secci�on ���� La �unica diferencia al aplicar dicho m�etodo� basado en teor��a de gra

fos ��
�� consiste en considerar que la incidencia al problema debe representar en
este caso todas las posibles componentes� con amplitud unidad� de un desarrollo
modal emergente� lo cual se expresa en t�erminos espectrales mediante una matriz
identidad I de tama�no �Nf��� representando �Nf�� el n�umero de componentes
modales que requiere la representaci�on del campo generado por la fuente interna�
Recordando pues el m�etodo expuesto en la secci�on ���� el problema original se des

compone en dos situaciones complementarias� en cada una de las cuales se asume
que el campo incidente afecta tan s�olo a uno de los dos grupos considerados� y no
al otro� Como consecuencia de las m�ultiples interacciones entre todos los objetos�
en cada problema complementario aparece un nuevo campo incidente sobre el co

rrespondiente grupo de objetos� cuyo espectro asociado constituye precisamente
la inc�ognita del problema� Dichos espectros inc�ognita se de�nen respectivamente
mediante las matrices EA y EB� planteando para su obtenci�on unos sistemas
de ecuaciones similares a los recogidos en ���
��� donde el campo incidente se
expresaba en serie de modos cil��ndricos incidentes� En esta ocasi�on� los nuevos
sistemas de ecuaciones deben tener presente el nuevo tipo de incidencia� por lo
que se expresan matricialmente como

�I� � �
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �

M�X
t��

Tm�t �D�
t �� � EA �

�
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �

M�X
t��

Tm�t �D�
t � � Tm�f � I

�I� � �
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �

M�X
t��

Tm�t �D�
t �� � EB �

�
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �

M�X
t��

Tm�t �D�
t � � Tm�f � I ���
��

donde se observa que las matrices TJm�� y TJm��� presentes en los sistemas de
ecuaciones de�nidos seg�un ���
��� han sido sustituidas de forma consecuente por
las matrices Tm�f y Tm�f � que representan las matrices de traslaci�on de espectro
emergente centrado en Cf a espectro incidente centrado respectivamente en Cm�

y Cm� � Por su parte� las matrices I� e I� designan sendas matrices identidad de
tama�nos �Ni� � � y �Ni� � �� donde dichos n�umeros indican respectivamente
cu�antos modos se utilizan en la reconstrucci�on del campo incidente sobre los M�

objetos del primer grupo� y cu�antos se utilizan al reconstruir el campo incidente
sobre losM� objetos del segundo grupo� Finalmente� el signi�cado de las matrices
Tm�t y Tm�t es id�entico al ofrecido en la secci�on ���� es decir� Tm�t es una matriz
de traslaci�on de espectro emergente centrado en C�

t a espectro incidente centrado
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en Cm�� y Tm�t es una matriz de traslaci�on de espectro emergente centrado en C
�
t

a espectro incidente centrado en Cm��
De igual manera que en la secci�on ���� tras obtener las matrices EA y EB

resolviendo en este caso los sistemas de ecuaciones recogidos en ���
��� se debe
aplicar superposici�on de las respuestas obtenidas en cada uno de los dos problemas
complementarios� De este modo� el comportamiento dispersor de todos los objetos
analizados se de�ne respectivamente a partir de las matrices de caracterizaci�on
conjunta Di� con i 	 ��� � � � �M� �M��� que presentan el siguiente aspecto

Di � D�
i � ��

M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �Tm�f � I � EB�

�Tm�f � I � EA� i 	 ��� � � � �M��

Di � D�
i�M�

� ��
M�X
t��

Tm�t �D�
t � � �Tm�f � I � EA�

�Tm�f � I � EB� i 	 �M� � �� � � � �M� �M�� ���

�

De nuevo� es interesante observar como las expresiones en ���

� son an�alogas
a las recogidas en ���
�� para incidencia desarrollada en serie de funciones de
Bessel� exceptuando la sustituci�on de las matrices TJm�� y TJm�� por sus equiva

lentes Tm�f y Tm�f � las cuales resultan apropiadas al caso que nos ocupa� Por lo
que respecta a las dimensiones de las matrices Di� �estas son �Ndi � �� �Nf � ��
donde �Ndi �� es el n�umero de modos utilizados en la reconstrucci�on del campo
dispersado por el i
�esimo objeto� y �Nf � � es el n�umero de modos cil��ndricos
emergentes con los que se expresa el campo generado por la fuente interna al pro

blema� De�nitivamente� las matrices de caracterizaci�on conjunta Di relacionan�
tal y como se pretend��a� el espectro de campo dispersado por el correspondiente
objeto con el espectro asociado al campo generado por una fuente� el cual se
expresa de igual manera que el espectro de campo dispersado por un objeto�
Las matrices de caracterizaci�on conjunta reci�en obtenidas determinan el cam


po dispersado por cada objeto� teniendo en cuenta las interacciones m�ultiples
entre todos ellos� cuando la fuente que genera el campo incidente se encuentra
situada en el punto Cf � En el caso de que la fuente se desplace de posici�on a un
nuevo punto C �

f � existen dos posibles estrategias para calcular la nueva dispersi�on
electromagn�etica producida por el mismo grupo de objetos dispersores� La prime

ra estrategia consiste en utilizar las mismas matrices de caracterizaci�on conjunta�
obtenidas previamente cuando la fuente estaba situada en Cf � para lo cual debe
transformarse el espectro emergente asociado al campo producido por la fuente
situada en C �

f � referido precisamente a dicho punto� en un nuevo espectro emer

gente asociado al mismo campo pero referido al punto Cf � Esta operaci�on reci�en
descrita se implementa mediante una matriz de traslaci�on de espectro emergente
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a emergente� cuyos elementos se calculan como se indica en el ap�endice E� Ahora
bien� la utilizaci�on correcta de esta matriz de traslaci�on requiere que la circunfe

rencia centrada en Cf � y de radio la distancia entre Cf y C �

f � no contenga ninguna
porci�on del contorno de los objetos dispersores pertenecientes al problema bajo
an�alisis� pues el campo generado por la fuente situada en C �

f no se reconstruye
correctamente� a partir del espectro emergente referido al punto Cf � en el interior
de la citada circunferencia �ver apartado E���� del ap�endice E�� Suponiendo que
se produzca dicha situaci�on� el cambio de ubicaci�on de la fuente interna puede
resolverse mediante una segunda estrategia alternativa� consistente en repetir el
algoritmo descrito en esta secci�on cuando la fuente se sit�ua en el punto C �

f � De
esta forma� se obtienen unas nuevas matrices de caracterizaci�on conjunta� que
permiten obtener el campo dispersado por el mismo grupo de objetos para la
nueva posici�on de la fuente�

La correcta aplicaci�on del m�etodo descrito en la presente secci�on requiere
evitar� en principio� todas aquellas situaciones problem�aticas presentadas en la
secci�on ��
� que l�ogicamente pueden producirse cuando el nuevo m�etodo� siguien

do el algoritmo recursivo deducido en la secci�on ��� �apartado ����
�� caracteriza
el comportamiento dispersor de cada uno de los dos grupos en los que se dividen
todos los objetos� Las posibles acciones preventivas que deben observarse para
evitar dichas situaciones se recogen en la mencionada secci�on ��
� Adicionalmen

te� existe una nueva situaci�on problem�atica asociada a la �ultima iteraci�on del
m�etodo propuesto� que aparece cuando se pretende analizar el acoplo entre dos
grupos de objetos ante una excitaci�on de�nida en serie de modos cil��ndricos emer

gentes� Esta nueva situaci�on problem�atica surge� bien cuando parte del contorno
de alg�un objeto del primer grupo esta fuera de la circunferencia con centro en
el punto Cm�� y de radio la distancia entre los puntos Cf y Cm� � o bien cuando
parte del contorno de alg�un objeto del segundo grupo est�a fuera de la circunfe

rencia con centro en el punto Cm�� y de radio la distancia entre los puntos Cf

y Cm�� En realidad� el problema se origina al transformar el espectro de campo
emergente� referido al punto Cf � en espectros de campo incidente sobre ambos
grupos centrados respectivamente en los puntos Cm� y Cm�� utilizando para ello
las matrices de traslaci�on de espectros Tm�f y Tm�f � Dichas matrices� debido a la
conocida restricci�on de la primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Fun

ciones de Hankel �recordar apartado E���� del ap�endice E�� permiten reconstruir
correctamente el campo incidente sobre el primer y el segundo grupo de objetos
dentro de sendas circunferencias� centradas en los puntos Cm� y Cm�� y cuyos
radios son la distancia entre los puntos Cf y Cm� para la primera circunferencia�
y la distancia entre los puntos Cf y Cm� para la segunda circunferencia� Por
tanto� suponiendo que parte del contorno de alg�un objeto del primer o segundo
grupo quede fuera de la correspondiente circunferencia� el campo incidente no
se reconstruir�a de forma correcta� debido a la raz�on anteriormente expuesta� en
dicha parte del contorno del objeto� A partir de este instante� los resultados
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que proporciona el m�etodo presentado en esta secci�on para la �ultima iteraci�on
son incorrectos� lo que imposibilita la caracterizaci�on conjunta de los dos grupos
de objetos dispersores ante una fuente interna� Por ejemplo� �este no es el caso
de la situaci�on mostrada previamente en la �gura ����� donde las mencionadas
circunferencias� dibujadas con trazo punteado en dicha �gura� no contienen res

pectivamente ninguna porci�on del contorno de los objetos del primer y segundo
grupo� Sin embargo� existen ciertos problemas reales en los que� al separar los
objetos en dos grupos� resulta pr�acticamente imposible que no se produzca la
anterior situaci�on problem�atica� imposibilitando por tanto el an�alisis de dichos
problemas mediante el m�etodo deducido en esta secci�on� Una posible alternati

va para resolver estos problemas consiste en separar los objetos en m�as de dos
grupos� concretamente en tres grupos� o incluso en cuatro cuando la situaci�on lo
requiera� Finalmente� en una �ultima iteraci�on� se analiza conjuntamente el acoplo
electromagn�etico entre esos tres o cuatro grupos cuando la fuente es interna al
problema� Las expresiones a utilizar en estos casos son l�ogicamente diferentes de
las presentadas en esta secci�on para el caso de dos grupos� y su deducci�on se pue

de obtener� tal y como se expone detalladamente en ��
�� empleando el conocido
m�etodo basado en teor��a de grafos� Con la intenci�on de no extender en demas��a
los resultados ofrecidos en la presente secci�on� dichas expresiones no se recogen
en este trabajo�

Resumiendo� en esta secci�on se ha abordado el an�alisis de la dispersi�on electro

magn�etica producida por m�ultiples objetos cuando la fuente� que genera el campo
incidente sobre dichos objetos� es interna al problema bajo an�alisis� El m�etodo
planteado para solucionar este tipo de problemas se basa en dividir inicialmente
los objetos en dos grupos� que se caracterizan por separado utilizando la primera
versi�on del algoritmo recursivo descrita en este cap��tulo �recordar secci�on �����
para a continuaci�on analizar en una �ultima iteraci�on� mediante una modi�caci�on
de la versi�on del algoritmo recursivo presentada en la secci�on ���� el acoplo entre
ambos grupos ante un espectro de campo emergente asociado a la fuente interna
al problema� Tras aplicar este m�etodo� el comportamiento dispersor de cada ob

jeto queda de�nido en t�erminos de una matriz de caracterizaci�on conjunta� cuyo
concepto es ciertamente novedoso� pues relaciona en este caso espectro de campo
dispersado con espectro de campo emergente referido al punto donde se sit�ua la
fuente� Ante un cambio en la ubicaci�on de dicha fuente� se han presentado dos
posibles acciones para resolver este nuevo problema constituido por los mismos
objetos dispersores� Una de ellas utiliza� mediante una traslaci�on previa de espec

tros emergentes� las mismas matrices de caracterizaci�on conjunta obtenidas para
la posici�on inicial de la fuente� mientras la otra recalcula dichas matrices para
la nueva posici�on de la fuente� Finalmente� se ha expuesto una nueva situaci�on
problem�atica asociada a la estrategia seguida por el m�etodo descrito� la cual pro

voca que los resultados generados sean incorrectos� Asimismo� se ha planteado
una posible soluci�on para evitar esta nueva limitaci�on�
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��
 Reconstrucci�on del Campo Dispersado por

M�ultiples Objetos Dispersores

Tras haber analizado distintos problemas de dispersi�on electromagn�etica produ

cida por m�ultiples objetos dispersores� haciendo uso de los distintos m�etodos
descritos en el presente cap��tulo� en esta �ultima secci�on� se muestran las distin

tas regiones en las que se divide el espacio libre para reconstruir correctamente
el campo dispersado por todos los objetos� as�� como las expresiones concretas a
utilizar para dicha reconstrucci�on en cada una de las citadas regiones�

Los resultados que se ofrecen a continuaci�on corresponden a la reconstrucci�on
del campo dispersado por N objetos� cuyo comportamiento dispersor se de�ne
mediante las matrices de caracterizaci�on conjunta Di� con i 	 ��� � � � � N �� Dichas
matrices se obtienen aplicando alguno de los m�etodos presentados en este cap��tulo�
y permiten obtener f�acilmente el espectro de campo dispersado por el correspon

diente objeto� referido a su centro y expresado mediante el vector columna �ciq��
a trav�es del producto matricial

�ciq� � Di � �ip� ���
��

donde �ip� es un vector columna que representa el espectro asociado al campo inci

dente sobre todos los objetos dispersores� Con el objeto de no perder generalidad�
los elementos del vector �ip� representan tanto las amplitudes de un desarrollo
modal incidente� cuando la fuente es externa al problema bajo an�alisis� como un
desarrollo en serie de modos cil��ndricos emergentes� que se encuentra asociado a
una fuente interna al problema considerado� En cada caso� el m�etodo utilizado
en la deducci�on de las matrices de caracterizaci�on conjunta Di es l�ogicamente
distinto� tal y como se recoge en las secciones ��� y ��� por una parte� y en la
secci�on ��� por otra�

Por lo que respecta a la reconstrucci�on del campo dispersado por los N obje

tos� el espacio libre se divide en tres regiones� tal y como se recoge gr�a�camente
en la �gura ���	� Seguidamente� se exponen las diferentes expresiones correspon

dientes al campo dispersado por todos los objetos en cada una de las mencionadas
regiones� Recordando el cap��tulo � �secci�on ����� el espectro asociado al campo
que dispersa un objeto permite reconstruir dicho campo en la regi�on libre de
fuentes de corriente inducidas� es decir� fuera de la m��nima circunferencia que
contiene al objeto en cuesti�on� Por tanto� en el problema de dispersi�on que nos
ata�ne� constituido por N objetos dispersores� el campo dispersado� por todos
los objetos en la regi�on libre de fuentes� representada en la �gura ���	 por las

�Este campo dispersado	 denominado Cd
z 	 representa campo el�ectrico dispersado �Ed

z � para
incidencia polarizada seg�un TMz	 y campo magn�etico dispersado �Hd

z � para incidencia polari�
zada seg�un TEz�
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Figura ���	� Divisi�on del espacio libre en tres regiones para la reconstrucci�on del
campo dispersado por m�ultiples objetos�

regiones R� y R�� se obtiene implementando la siguiente expresi�on

Cd
z ���� �

NX
i��



� NdiX
q��Ndi

ciqH
���
q �k�i� e

jq
i

�
A ���
��

donde ��i��i� son las coordenadas cil��ndricas� referidas a un origen local situado
normalmente en el centro del i
�esimo objeto� del punto �� en el que se pretende
evaluar el campo dispersado por todos los objetos� En cuanto a los l��mites del
sumatorio interno en ���
��� �estos determinan el n�umero de modos ��Ndi��� que
se utilizan en la reconstrucci�on del campo dispersado por el i
�esimo objeto�

La divisi�on de la zona libre de fuentes en dos regiones �R� y R� en �g� ���	�
se realiza porque en la regi�on R�� situada fuera de la circunferencia que contiene
a los N objetos �ver �g� ���	�� es posible reconstruir el campo dispersado por
todos los objetos a partir de un �unico espectro de campo emergente� Este �unico
espectro se obtiene transformando los espectros de campo dispersado por cada
uno de los N objetos� que se re�eren a sus respectivos centros� en espectros de
campo emergente referidos a un mismo punto� el cual se designa como C�� se
sit�ua normalmente en el punto medio de los centros de todos los objetos� y es
asimismo el centro de la anterior circunferencia que separa las regiones R� y
R�� Estas operaciones de transformaci�on de espectros se implementan mediante
las correspondientes matrices de traslaci�on de espectro emergente a emergente�
cuyos elementos se calculan como se indica en el ap�endice E �apartado E������
La suma de los N espectros trasladados proporciona un �unico espectro de campo
emergente� referido por supuesto al punto C�� que permite expresar el campo
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dispersado por todos los objetos en la regi�on R� del siguiente modo

Cd
z ���� �

NdX
q��Nd

�
NX
i��

TH� i � �ciq�
�
H���

q �k��� e
jq
� ���
��

donde la matriz TH� i designa en este caso la matriz de traslaci�on de espectro
emergente� referido al centro Ci del i
�esimo objeto� a espectro emergente centrado
en el punto C�� Es interesante rese�nar adem�as que la reconstrucci�on del campo
dispersado por el i
�esimo objeto� a partir de su nuevo espectro emergente centra

do en C�� tan s�olo es v�alida fuera de la circunferencia con centro en dicho punto
y radio la distancia entre C� y Ci� Por otra parte� las coordenadas cil��ndricas
������� determinan nuevamente la posici�on del punto �� donde se pretende eva

luar el campo dispersado por todos los objetos� aunque� en esta ocasi�on� dichas
coordenadas se re�eren a un origen global situado en el punto C�� En cuanto al
n�umero de modos ��Nd��� utilizados en ���
�� para reconstruir el campo disper

sado� se satisface el criterio Nd 	 ka� donde a representa el radio de la m��nima
circunferencia� centrada en el punto C�� que contiene a los N objetos dispersores�
La posici�on del punto C� se elige normalmente� como ya se ha comentado con an

terioridad� en el punto medio de los centros de todos los objetos� con la conocida
intenci�on de minimizar el valor del radio a de la citada circunferencia� y reducir
asimismo el n�umero de modos ��Nd � �� requeridos�
Para �nalizar� tan s�olo falta por calcular el campo dispersado en unas zonas

libres de fuentes� que se encuentran situadas dentro de las m��nimas circunferencias
que contienen a los objetos dispersores� En cada una de estas zonas� representadas
en su conjunto por la regi�on R� �ver �g� ���	�� no se puede utilizar el espectro
de campo dispersado por el correspondiente objeto asociado a dicha zona� pues
la reconstrucci�on de este campo dispersado a partir de su espectro s�olo es v�alida
fuera de la circunferencia que encierra al objeto� As�� pues� el campo dispersado
por todos los objetos en la parte de la regi�on R� asociada a uno de los objetos�
por ejemplo al t
�esimo� se obtiene superponiendo dos campos� El primero de ellos
procede de la dispersi�on producida por el resto de objetos� exceptuando al t
�esimo�
en la mencionada porci�on de la regi�on R�� el cual se puede calcular a partir de los
espectros asociados a los campos que dispersan cada uno de estos N � � objetos�
El segundo de los campos a considerar procede l�ogicamente de la dispersi�on que
produce el t
�esimo objeto� y su c�alculo� en la regi�on R�� se realiza a partir de
las corrientes inducidas sobre el contorno de dicho objeto� En principio� ser�a
necesario pues calcular esta distribuci�on de corrientes inducidas� que aparecen
como consecuencia del campo incidente sobre el objeto� La incidencia a considerar
sobre el t
�esimo objeto se debe tanto al campo incidente original sobre todos los
objetos� como a los campos dispersados por el resto de objetos ante dicho campo
incidente original� La distribuci�on de corrientes inducidas sobre el contorno del
t
�esimo objeto� representada por el vector columna �In�� se obtiene multiplicando
la matriz de corrientes DIt asociada a dicho objeto� cuyo c�alculo se describe de
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forma detallada en el cap��tulo � �secci�on ����� por el correspondiente espectro de
campo incidente al objeto� lo cual se resume en la siguiente expresi�on

�In� � DIt �



BBBBBB�MTt � � �ip� �

NX
i��

i	�t

Tt i � �ciq�

�
CCCCCCA ���
	�

donde MTt � designa la matriz de traslaci�on TJt�� que traslada el espectro de
campo incidente centrado en el punto C� a espectro de campo incidente centrado
en el punto Ct� cuando el campo incidente est�a generado por una fuente externa�
o bien designa la matriz de traslaci�on Tt�� que transforma el espectro de campo
emergente referido al punto C� en espectro de campo incidente referido al punto
Ct� cuando el campo incidente est�a producido por una fuente interna al grupo de
objetos� En la primera situaci�on� el punto C� de�ne la posici�on a la que se re�ere
el espectro asociado al campo incidente sobre todos los objetos� mientras en el
segundo caso� dicho punto C� indica donde se encuentra situada la fuente interna
al problema bajo an�alisis�
Una vez obtenida la distribuci�on de corrientes inducidas sobre el contorno

del t
�esimo objeto� tal y como se recoge en ���
	�� es posible expresar el campo
dispersado por todos los objetos� en la porci�on de R� contenida dentro de la
circunferencia asociada al t
�esimo objeto� mediante la siguiente suma

Cd
z ���� �

NX
i��

i	�t



� NdiX
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d
n���t� ���
��

donde se observa que el primer sumando es id�entico a la expresi�on ���
��� y re

presenta la suma de los campos dispersados por todos los objetos� exceptuando
al t
�esimo� en la parte de la regi�on R� mencionada anteriormente� En dicho
sumando� las coordenadas cil��ndricas ��i��i� de�nen la posici�on del punto ��� per

teneciente a la citada porci�on de la regi�on R�� en el que se pretende evaluar el
campo dispersado� re�ri�endose dichas coordenadas a un origen local situado nor

malmente en el centro del i
�esimo objeto� En cuanto a los l��mites del sumatorio
interno en el primer t�ermino de la expresi�on mostrada en ���
��� nuevamente ha

cen referencia al n�umero de modos ��Ndi��� que se requieren en la reconstrucci�on
del campo dispersado por el correspondiente objeto� Por otra parte� el segundo
sumando en ���
�� representa la suma de los campos que generan los diferentes
elementos de corriente inducidos sobre el contorno del t
�esimo objeto� En este
sumando� para incidencia polarizada seg�un TMz� Cd

n representa la componente en
�z del campo el�ectrico dispersado por un hilo in�nito de corriente� dirigido seg�un
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el eje �z y de amplitud unidad� Dicho campo el�ectrico� recordando ����
�� se de�ne
del siguiente modo

Cd
n���t � � Ed

zn���t � � �
�

�
��H

���
� �k j��t � ��nj� ���
��

Sin embargo� para incidencia polarizada seg�un TEz� Cd
n representa la compo


nente en �z del campo magn�etico dispersado por una fuente puntual de corriente�
dirigida seg�un el vector unitario tangente al contorno del objeto y de amplitud
unidad� Recordando ahora la expresi�on ������� este campo magn�etico se obtiene
como se indica a continuaci�on

Cd
n���t � � Hd

zn���t � �
j

�
k ��n � �R�H���

� �k j��t � ��nj� ������

donde �n representa el vector unitario normal a la direcci�on de la fuente puntual
de corriente� y �R se de�ne� recordando ������� de la siguiente manera

�R �
��t � ��n
j��t � ��nj ������

En las expresiones ���
��� ������ y ������� utilizadas para calcular Cd
n� el vector

��t de�ne la posici�on� referida al origen local del t
�esimo objeto� en la que se
pretende evaluar el campo dispersado por los distintos elementos de corriente�
mientras ��n determina la posici�on� referida tambi�en al citado origen local� de la
n
�esima fuente puntual de corriente� Finalmente� Ns representa el n�umero total
de fuentes de corriente inducidas sobre el contorno del t
�esimo objeto�
En la presente secci�on� a efectos de c�alculo de dispersi�on electromagn�etica� se

ha dividido el espacio libre en tres regiones� donde se emplean distintas expresio

nes para evaluar el campo dispersado por m�ultiples objetos� En aquella regi�on
externa a la m��nima circunferencia que contiene a todos los objetos� es posible
calcular el campo dispersado por dichos objetos a partir de un �unico espectro�
el cual se obtiene sumando los espectros de campo dispersado por cada uno de
los objetos� una vez que dichos espectros han sido trasladados al centro de la
citada circunferencia� En la regi�on situada dentro de la anterior circunferencia�
pero fuera de las m��nimas circunferencias que contienen respectivamente a los
distintos objetos� el campo dispersado tan s�olo se puede obtener sumando los
campos que dispersan todos los objetos� que se deducen de los correspondientes
espectros referidos precisamente a los centros de los objetos� Por �ultimo� en las
zonas situadas dentro de las m��nimas circunferencias que contienen a los objetos
dispersores� el campo dispersado se obtiene sumando dos contribuciones diferen

tes� Por un lado� se tiene el campo dispersado por todos los objetos a excepci�on
de uno de ellos� concretamente aqu�el contenido dentro de la circunferencia donde
se pretende evaluar el campo dispersado� El valor de esta primera contribuci�on
se obtiene nuevamente a partir de los espectros de campo dispersado referidos a
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los centros de los correspondientes objetos� La segunda contribuci�on se debe al
propio objeto contenido en su m��nima circunferencia� que se obtiene integrando
los campos dispersados por los elementos de corriente inducidos sobre el contor

no del citado objeto� Estos elementos de corriente son inducidos por el campo
incidente original� y por los campos que dispersan los restantes objetos�
En de�nitiva� con las expresiones ofrecidas en esta secci�on se completa el pre


sente cap��tulo� en el que inicialmente se han presentado varios m�etodos para resol

ver distintos problemas de dispersi�on electromagn�etica producida por m�ultiples
objetos en espacio libre� posteriormente se han descrito tanto las limitaciones aso

ciadas a dichos m�etodos como diversas acciones para evitarlas� y tras resolver los
problemas se ha determinado el valor del campo dispersado por todos los objetos
en cualquier regi�on del espacio�





Cap��tulo �

Ejemplos de la Dispersi�on

Electromagn�etica producida por

M�ultiples Objetos Dispersores en

Espacio Libre

El algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo � permite resolver� utilizando la
estrategia adecuada� pr�acticamente cualquier problema de dispersi�on electro

magn�etica producida por m�ultiples objetos en espacio libre� Asimismo� dicho
algoritmo puede emplearse en una caracterizaci�on e�ciente del comportamiento
dispersor de objetos grandes en t�erminos el�ectricos� para lo cual se requiere una
previa segmentaci�on del contorno de dichos objetos en elementos m�as peque�nos� y
un an�alisis posterior del acoplo entre estos elementos mediante el citado algoritmo
recursivo� En este cap��tulo� se plantean diversas situaciones con m�ultiples objetos
dispersores� que se resuelven aplicando algunas de las estrategias planteadas en
el cap��tulo �� La validez de los resultados obtenidos se con�rma contrast�andolos
con resultados calculados mediante otras t�ecnicas cl�asicas de an�alisis� o bien com

par�andolos con resultados presentes en la literatura�

En primer lugar� se ofrece un estudio de la e�ciencia computacional que supone
el an�alisis de un objeto grande en t�erminos el�ectricos� tras segmentar el contorno
de dicho objeto en elementos m�as peque�nos� mediante el citado algoritmo re

cursivo� con el objeto de optimizar esta t�ecnica de an�alisis� Una vez realizado
este estudio� dicha t�ecnica se emplea en el an�alisis de tiras met�alicas in�nitas�
con grosor despreciable� y longitud relativamente grande en t�erminos el�ectricos�
garantizando la validez del an�alisis realizado mediante una comparaci�on de los
resultados obtenidos con aqu�ellos determinados mediante otras t�ecnicas� Poste

riormente� utilizando nuevamente segmentaci�on� se analizan elementos re�ectores
cuyas dimensiones son grandes en t�erminos el�ectricos� Entre los re�ectores ana

lizados� se encuentran los re�ectores hiperb�olico y parab�olico� elementos ambos
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integrantes de diversos sistemas multire�ectores� En estos dispositivos� tras ca

racterizar su comportamiento dispersor� se veri�can algunas de sus propiedades
m�as conocidas mediante los diferentes resultados ofrecidos� demostrando pues el
buen funcionamiento de la t�ecnica escogida en su caracterizaci�on� A su vez� en
el caso de los re�ectores parab�olicos� se ofrecen diversos diagramas de la ampli

tud del campo dispersado en zona de campo lejano� cuya validez se demuestra al
compararlos con los mismos diagramas obtenidos mediante el M�etodo de la Dis

tribuci�on en la Apertura� A continuaci�on� despu�es de validar completamente la
t�ecnica de an�alisis basada en segmentaci�on� se ofrecen resultados correspondien

tes al an�alisis de sistemas multire�ectores� concretamente antenas Cassegrain� que
est�an constituidas� como bien es sabido� por los re�ectores parab�olico e hiperb�olico
caracterizados previamente� Finalmente� se analiza tambi�en el comportamiento
dispersor de una antena tipo bocina� cuya caracterizaci�on requiere� al igual que
en el an�alisis de los sistemas multire�ectores� emplear la iteraci�on especial del
algoritmo recursivo para fuente interna al problema�


�� E�ciencia Computacional de la T�ecnica de

An�alisis basada en la Segmentaci�on del Con�

torno de un Objeto Dispersor

La segmentaci�on del contorno de un objeto dispersor en elementos de menor
tama�no� y su posterior an�alisis mediante el algoritmo recursivo descrito en el
cap��tulo �� constituye una t�ecnica que permite caracterizar de manera e�ciente
y precisa el comportamiento dispersor de objetos grandes en t�erminos el�ectricos�
A su vez� esta t�ecnica se recomienda tambi�en en el cap��tulo � �apartado ��
���
para evitar la segunda de las limitaciones del algoritmo recursivo presentado en
dicho cap��tulo� debiendo segmentar en este caso el contorno del objeto dispersor
cuya m��nima circunferencia contiene porciones del contorno de otro objeto� En la
presente secci�on� se ofrece un estudio de la e�ciencia computacional asociada a la
citada t�ecnica de la segmentaci�on� que� como parece l�ogico de antemano� depen

der�a del coste temporal asociado a la caracterizaci�on individual de los distintos
elementos en los que se ha segmentado el contorno del objeto� y del tiempo em

pleado por el algoritmo recursivo en el an�alisis del acoplo electromagn�etico entre
dichos elementos� A ra��z de este estudio� se establece un compromiso entre ambos
tiempos para reducir� al m�aximo posible� el coste computacional que supone el
an�alisis completo del objeto original�

La evoluci�on de los dos tiempos mencionados anteriormente� que determinan
la e�ciencia computacional de la t�ecnica basada en la segmentaci�on� en funci�on
del n�umero de elementos en los que se segmenta el contorno de un objeto disper

sor es contrapuesta� es decir� un aumento del n�umero de estos segmentos reduce
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su tama�no� y por consiguiente el tiempo dedicado a su caracterizaci�on individual�
aunque supone un incremento del tiempo empleado por el algoritmo recursivo�
En el caso de reducir el n�umero de dichos segmentos� se produce la situaci�on
contraria a la reci�en descrita� Por tanto� parece necesario buscar un compromiso
entre n�umero de segmentos y tama�no de los mismos� para de esta forma equilibrar
los dos costes temporales que se terminan de mencionar� y reducir al m��nimo el
coste total del proceso� De cualquier manera� se consigue una mayor e�ciencia
computacional segmentando el contorno del objeto en un n�umero de elementos
simples id�enticos� como por ejemplo tiras met�alicas de grosor in�nitesimal� que se
ajusten bien al contorno del objeto bajo an�alisis� pues de esta forma s�olo es nece

sario caracterizar de manera precisa a uno solo de estos elementos� al ser v�alida
su matriz de caracterizaci�on individual para el resto de elementos tras implemen

tar sobre dicha matriz las correspondientes operaciones de giro �ver ap�endice D��
La segmentaci�on del contorno de cualquier objeto en tiras met�alicas iguales� que
de�nan con precisi�on el contorno original del objeto� requiere en algunas ocasio

nes escoger un n�umero elevado de tiras que permita ajustar localmente la forma
original del contorno� lo que sin duda dilatar�a un poco m�as el tiempo empleado
por el algoritmo recursivo� al tener que analizar un n�umero elevado de elementos
individuales� No obstante� se pre�ere disponer de elementos id�enticos� dado el
enorme ahorro temporal que supone caracterizar individualmente a uno solo de
dichos elementos�

Con el objeto de evaluar la e�ciencia computacional de la t�ecnica basada
en segmentaci�on� se ha analizado un ejemplo bastante sencillo� consistente en
caracterizar el comportamiento dispersor de una tira met�alica in�nita� de grosor
despreciable y longitud ��� ante incidencia polarizada seg�un TMz y seg�un TEz�
En dicho an�alisis� la tira met�alica original se ha segmentado en un n�umero �N� de
subtiras �elementos� de igual tama�no� variando N desde � hasta 
� para incidencia
TMz� y desde � hasta �� para incidencia TEz� Para cada uno de estos valores
de la variable N � en la �gura 	�� �apartados a y b� se representan los tiempos
de computaci�on asociados a la caracterizaci�on individual de las subtiras� y a la
resoluci�on del problema de acoplo electromagn�etico entre dichos elementos� as��
como la suma de ambos tiempos� que determina el tiempo total empleado en la
caracterizaci�on de la tira mediante la t�ecnica de la segmentaci�on� Todos estos
tiempos se han determinado ejecutando en un PC� con procesador ���
DX� a
��� MHz y � MB de RAM� programas escritos en lenguaje C�� compilados con
GNU C��� En cuanto al coste computacional relacionado con la caracterizaci�on
individual de las subtiras� al ser todas de igual tama�no� dicho coste representa
�unicamente el asociado al c�alculo de la matriz de caracterizaci�on individual de
una sola subtira� ya que en el presente caso esta matriz es la misma para el
resto de subtiras� Asimismo� en la obtenci�on de la matriz de caracterizaci�on
individual de la subtira� debido a la precisi�on num�erica que se desea obtener en
los resultados� se ha utilizado el M�etodo de los Momentos para calcular la matriz
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Figura 	��� Tiempos de c�alculo en la caracterizaci�on de una tira met�alica in
nita� de
longitud ��� ante incidencia polarizada seg�un TMz en a�� y ante incidencia polarizada
seg�un TEz en b��

de corrientes asociada a dicha matriz de caracterizaci�on individual de la subtira
�recordar apartado ��� del cap��tulo ���

De manera general� tanto para incidencia TMz como TEz� se observa en la
�gura 	�� que el tiempo de computaci�on asociado a la caracterizaci�on individual
de las subtiras decrece� como cab��a esperar� a medida que aumenta el n�umero N
de subtiras en que se divide la tira original� pues el tama�no de la subtira sobre la
que aplicar el M�etodo de los Momentos es cada vez menor� El comportamiento de
este tiempo de computaci�on evoluciona� en funci�on de N � de la forma O�N���� ya
que la complejidad del M�etodo de los Momentos empleado en la caracterizaci�on
individual de la subtira es proporcional� tal y como se recoge en ����� al cubo
del n�umero de inc�ognitas a resolver por dicho m�etodo� y por tanto inversamente
proporcional al n�umero de subtiras elevado al cubo� Sin embargo� el tiempo de
c�alculo que emplea el algoritmo recursivo en resolver el acoplo electromagn�etico
entre N subtiras es directamente proporcional� como se desprende de los resul

tados mostrados en la �gura 	��� a dicho n�umero N de elementos individuales a
caracterizar conjuntamente� De los resultados ofrecidos en la �gura 	�� tambi�en
se concluye� para ambos tipos de polarizaci�on �TMz y TEz� en la incidencia� el
enorme ahorro en tiempo de computaci�on que supone el empleo de la t�ecnica
de an�alisis de objetos grandes basada en la segmentaci�on del contorno de dichos
objetos� puesto que� en ambos casos� se observa un factor de mejora mayor que
��� entre los tiempos totales empleados en la caracterizaci�on de la tira mediante
segmentaci�on y sin ella�

Observando el caso de incidencia polarizada seg�un TMz �apartado a en �g� 	����
se descubre que para un n�umero N de subtiras inferior a �� es decir subtiras de
longitud mayor que ����� el efecto predominante en el tiempo total de proceso
est�a relacionado con la caracterizaci�on individual de cada subtira� pues la dimen
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si�on de la subtira es bastante grande� y se requiere la resoluci�on de un n�umero
elevado de inc�ognitas mediante el M�etodo de los Momentos� Por contra� cuando
el n�umero N de subtiras a caracterizar de forma conjunta es mayor que ��� debido
a que su tama�no es inferior a ��

�� se constata que la e�ciencia computacional
de la t�ecnica basada en segmentaci�on est�a dominada por el tiempo que emplea el
algoritmo recursivo en resolver las interacciones m�ultiples entre las diversas sub

tiras� ya que el n�umero de elementos a caracterizar conjuntamente empieza a ser
considerable� mientras el tama�no de cada objeto individual determina un n�umero
de inc�ognitas a resolver mediante el M�etodo de los Momentos que es realmente
bajo� En resumen� segmentando el contorno original de la tira en un n�umero N
de subtiras comprendido entre � y ��� por ejemplo en subtiras de longitud �����
se obtiene un m��nimo �ver apartado a en �g� 	��� en el tiempo total empleado en
la caracterizaci�on del comportamiento dispersor de la tira met�alica original em

pleando segmentaci�on� Eligiendo pues el n�umero �optimo de subtiras� el tiempo
total de c�alculo se reduce de un valor ligeramente superior a ���� seg� obteni

do caracterizando a la tira original sin segmentaci�on mediante el M�etodo de los
Momentos� a aproximadamente un valor de �� seg mediante una segmentaci�on
de la tira original en � subtiras� sin que ello suponga� tal y como se comprueba
en la pr�oxima secci�on de este cap��tulo� apenas p�erdida alguna de precisi�on en los
resultados �nales obtenidos�

A continuaci�on� considerando el caso de incidencia polarizada seg�un TEz

�apartado b en �g� 	���� se comprueba que la evoluci�on de los tiempos de compu

taci�on con el n�umero N de subtiras es similar a la deducida para el otro tipo de
polarizaci�on� aunque� tras comparar los dos apartados de la �gura 	��� se descubre
que el tiempo dedicado a la caracterizaci�on individual de una subtira ante inciden

cia TEz es bastante mayor que ante incidencia TMz� No obstante� esta diferencia
de tiempos era de esperar� puesto que al caracterizar una tira met�alica de grosor
in�nitesimal ante incidencia TEz� utilizando el M�etodo de los Momentos� es ne

cesario considerar un cierto grosor en la tira �recordar secci�on ��� del cap��tulo ���
lo que implica duplicar al menos el n�umero de inc�ognitas a resolver por el citado
m�etodo� En general� este incremento en el tiempo de caracterizaci�on individual
de una elemento ante incidencia TEz se traduce� de manera consecuente� en un
mayor coste computacional de la t�ecnica de an�alisis basada en segmentaci�on para
este tipo de incidencia� lo cual ya ocurr��a en la caracterizaci�on completa de un
objeto dispersor� mediante el M�etodo de los Momentos� sin realizar una previa
segmentaci�on del contorno de dicho objeto� En el caso concreto que nos ocupa�
dicho incremento temporal supone un cambio en el valor �optimo del n�umero de
subtiras en las que debe dividirse la tira original� tal y como puede observarse
en la �gura 	�� �apartado b�� As�� pues� dividiendo el contorno de la tira en un
n�umero N de subtiras comprendido entre �� y ��� por ejemplo en �� subtiras� se
alcanza un valor m��nimo para el tiempo total empleado en la caracterizaci�on de
la tira original� ante incidencia TEz� empleando segmentaci�on� Este valor m��nimo
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corresponde a un tiempo de aproximadamente �� seg� que comparado con el tiem

po de caracterizaci�on de la tira original utilizando el M�etodo de los Momentos sin
segmentaci�on� de valor mayor que ���� seg� supone un factor de mejora por enci

ma de ��� en la e�ciencia computacional que se consigue con la t�ecnica basada en
segmentaci�on� No obstante� la aplicaci�on de esta t�ecnica basada en segmentaci�on
a problemas de dispersi�on electromagn�etica� cuando la incidencia es del tipo TEz�
puede suscitar dudas sobre la precisi�on de los resultados obtenidos� pues� ante
este tipo de incidencia� los elementos de corriente inducidos sobre el contorno
del objeto son tangentes al mismo� y por tanto al segmentar dicho contorno se
interrumpe f��sicamente la continuidad de la corriente� Los resultados ofrecidos en
la pr�oxima secci�on para una tira met�alica segmentada ante incidencia TEz� as��
como los recogidos en las siguientes secciones para otros objetos tambi�en segmen

tados y ante el mismo tipo de incidencia� revelan que la interrupci�on f��sica de la
corriente producida por la segmentaci�on del contorno del objeto apenas in�uye
en la precisi�on de los resultados obtenidos� ya que �estos son muy parecidos a los
deducidos mediante otras t�ecnicas cl�asicas de an�alisis�
En la presente secci�on� se ha estudiado la e�ciencia computacional de la t�ecnica

de an�alisis de objetos dispersores grandes en t�erminos el�ectricos basada en la seg

mentaci�on del contorno de dichos objetos� Este estudio� realizado para un caso
sencillo constituido por una tira met�alica in�nita de grosor despreciable� ha re

velado que la t�ecnica basada en segmentaci�on reduce enormemente el tiempo
empleado en la caracterizaci�on del comportamiento dispersor del objeto� tanto
para incidencia con polarizaci�on TMz como TEz� Debido a esta raz�on� en los pro

blemas constituidos por m�ultiples objetos dispersores� cuyos resultados se ofrecen
en las pr�oximas secciones� se ha empleado en todos ellos una adecuada segmenta

ci�on en tiras met�alicas del contorno de los objetos que integran dichos problemas�
Asimismo� en el ejemplo de la tira met�alica considerado en esta secci�on� se ha
determinado para ambos tipos de incidencia el n�umero �optimo de subtiras� y por
tanto la longitud de las mismas� en las que debe dividirse la tira original para
reducir al m��nimo el esfuerzo computacional en la caracterizaci�on de dicha tira
mediante segmentaci�on� Estos resultados pueden exportarse tambi�en� con ciertas
precauciones� al an�alisis de otros problemas constituidos por m�ultiples objetos
dispersores� pues la dimensi�on �optima de las tiras en las que debiera segmen

tarse el contorno de los objetos estar�a pr�oxima� con toda probabilidad� al valor
deducido para el caso de la tira analizada en esta secci�on�


�� M�ultiples Tiras Met�alicas In�nitas ante In�

cidencia TMz y TEz

Con el objeto de validar la t�ecnica basada en segmentaci�on para analizar objetos
grandes en t�erminos el�ectricos� as�� como las diferentes versiones del algoritmo re
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cursivo mostradas en el cap��tulo � para analizar el acoplo electromagn�etico entre
m�ultiples objetos dispesores� en esta secci�on se presentan resultados correspon

dientes al an�alisis de la dispersi�on que producen m�ultiples tiras met�alicas in�nitas�
de grosor despreciable� ante incidencia TMz y TEz�
As�� pues� en primer lugar se ha caracterizado el comportamiento dispersor de

una tira met�alica in�nita� de grosor despreciable y longitud grande en t�erminos
el�ectricos� ante incidencia polarizada seg�un TMz y seg�un TEz� Para caracterizar
este objeto dispersor� se ha empleado la t�ecnica cuya e�ciencia computacional
ha sido examinada en la secci�on anterior� que en este caso consiste en segmen

tar la tira en elementos de menor dimensi�on� y posteriormente aplicar la versi�on
original del algoritmo recursivo �recordar secci�on ��� del cap��tulo �� para caracte

rizar las interacciones entre dichos elementos� Una vez se obtienen los resultados
de este primer ejemplo� �estos se comparan con los recogidos en la literatura� en
cuyo c�alculo se utilizan otras t�ecnicas cl�asicas que tambi�en permiten analizar
problemas de dispersi�on electromagn�etica� Por otra parte� en segundo lugar se
ofrecen resultados correspondientes a la caracterizaci�on del comportamiento dis

persor� �unicamente ante incidencia con polarizaci�on TMz� de dos tiras met�alicas
in�nitas� de grosor despreciable y con longitudes relativamente grandes� que se
encuentran bastante separadas entre s��� En el an�alisis de esta situaci�on� se ha
empleado nuevamente segmentaci�on de cada tira en subtiras m�as peque�nas� pero
en esta ocasi�on� debido a que los dos grupos de subtiras se encuentran alejados
entre s��� se ha utilizado la versi�on re�nada del algoritmo recursivo para an�alisis
de grupos de objetos dispersores �recordar secci�on ��� del cap��tulo ��� En este
caso� el mismo problema se analiza tambi�en sin segmentar las tiras originales�
empleando pues la versi�on original del algoritmo recursivo aplicada a dos objetos
dispersores� cuyos resultados sirven como referencia para comparar los obtenidos
anteriormente� y con�rmar pues la validez de la versi�on del algoritmo recursivo
para grupos de objetos dispersores�

����� Una Tira Met�alica In�nita Grande en T�erminos El�ec�

tricos ante Incidencia TMz y TEz

En el presente apartado� se ofrecen resultados correspondientes al an�alisis de ti

ras met�alicas in�nitas� de grosor despreciable� cuyas dimensiones son grandes en
t�erminos el�ectricos� La t�ecnica empleada para caracterizar el comportamiento
dispersor de cada tira� debido a su dimensi�on� se basa en la segmentaci�on del
contorno de la tira en elementos m�as peque�nos� y en el posterior an�alisis del aco

plo electromagn�etico entre estos nuevos elementos� que de�nen la tira� mediante
la versi�on original del algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo � �secci�on �����
Esta t�ecnica basada en segmentaci�on� cuya e�ciencia computacional ha quedado
demostrada en la secci�on 	��� se ha aplicado a la caracterizaci�on de las mencio

nadas tiras tanto para incidencia TMz como TEz� con la intenci�on �nal de poder
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Figura 	��� Amplitud del campo el�ectrico dispersado en zona de campo lejano por dos
tiras met�alicas in
nitas� de grosor despreciable y longitudes �� y �
� respectivamente�
ante la incidencia de una onda plana �� � ����� polarizada seg�un TMz en a�� y
polarizada seg�un TEz en b��

validar dicha t�ecnica� para ambos tipos de incidencia� mediante una comparaci�on
cualitativa de los resultados obtenidos con aqu�ellos mostrados en la literatura�

As�� pues� se ha caracterizado el comportamiento dispersor de dos tiras me

t�alicas in�nitas� de grosor despreciable y longitudes �� y ��� respectivamente�
ante incidencia polarizada seg�un TMz y seg�un TEz� Para ambos tipos de polari

zaci�on� las tiras se han segmentado en id�enticas subtiras de longitud �
�� en cuya
caracterizaci�on individual se ha utilizado el M�etodo de los Momentos� La carac

terizaci�on conjunta de todas las subtiras se ha realizado� tal y como se describe en
la secci�on ��� del cap��tulo �� incorporando una nueva subtira en cada iteraci�on del
algoritmo basado en teor��a de grafos� Una vez caracterizado el comportamiento
dispersor de ambas tiras� orientadas en la direcci�on del eje �x� se ha determinado
la amplitud del campo dispersado por cada una de las tiras� en zona de campo
lejano� ante la incidencia de una onda plana �� � ��

� polarizada seg�un TMz

y seg�un TEz� Los resultados correspondientes a ambas polarizaciones se ofrecen
en la �gura 	�� �apartados a y b respectivamente�� donde se observa en todos los
casos� como era previsible� un m�aximo en la amplitud del campo dispersado para
la direcci�on especular �� � �

�� Los resultados mostrados en la �gura 	�� se
encuentran normalizados� para cada tipo de polarizaci�on de la onda incidente� al
m�aximo de amplitud del campo dispersado en zona de campo lejano� que corres

ponde� en ambos casos� al valor de la amplitud asociada al campo dispersado en
la mencionada direcci�on especular por la tira de mayor longitud�

Para validar la t�ecnica de an�alisis empleada al obtener los resultados de la
�gura 	��� �estos pueden compararse en t�erminos cualitativos con los recogidos
en ���� pp� ��
 y ����� donde se representa el ancho de dispersi�on biest�atico o
secci�on recta radar biest�atica por unidad de longitud� magnitud correspondiente
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al concepto de la secci�on recta radar �RCS� en problemas bidimensionales �����
para las mismas tiras e incidencias consideradas en este apartado� Estos resulta

dos� ofrecidos en ���� pp� ��
 y ����� se calculan a partir del campo dispersado
por cada tira en zona de campo lejano� el cual se determina integrando los cam

pos que generan las corrientes inducidas por la onda plana incidente sobre el
contorno de la tira� deducidas mediante la aproximaci�on de �Optica F��sica� Com

parando pues� en t�erminos cualitativos� estos resultados con los mostrados en la
�gura 	��� se observa una gran similitud entre ellos� tanto en la forma de las
gr�a�cas� como en el n�umero de lobulaciones que presenta cada una de ellas y
en los niveles relativos entre los distintos l�obulos� Por tanto� se puede concluir
que la segmentaci�on del contorno de un objeto en elementos de menor tama�no�
junto con la versi�on original del algoritmo recursivo presentado en el cap��tulo 
�
constituyen una t�ecnica que permite analizar correctamente objetos grandes en
t�erminos el�ectricos� resultando v�alida tanto para incidencia TMz como TEz�

����� Dos Tiras Met�alicas In�nitas Alejadas ante Inciden�

cia TMz

Una vez se ha comprobado en el apartado anterior que la t�ecnica basada en seg

mentaci�on� haciendo uso de la versi�on original del algoritmo recursivo descrita
en el cap��tulo � �secci�on ����� proporciona resultados correctos� en este apartado�
se pretende demostrar la validez de los resultados generados mediante la versi�on
re�nada del citado algoritmo� recogida en la secci�on ��� del cap��tulo �� que permi

te analizar conjuntamente agrupaciones de objetos dispersores� Para ello� se ha
escogido un problema sencillo� constituido por dos tiras met�alicas in�nitas bas

tante alejadas entre s��� de grosor despreciable� e inclinadas �
�� y 
�� respecto
del eje �x como se indica en la �gura 	�
� En un primer an�alisis� el comportamiento
dispersor de ambas tiras se pretende caracterizar conjuntamente� ante incidencia
polarizada seg�un TMz� mediante una previa segmentaci�on de cada tira en tres
subtiras �ver apartado a en �g� 	�
�� para a continuaci�on aplicar la versi�on del
algoritmo recursivo que permite caracterizar conjuntamente grupos de objetos
dispersores� en este caso los dos grupos constituidos respectivamente por tres
subtiras� Posteriormente� el mismo problema se resuelve sin segmentaci�on de las
tiras� aplicando �unicamente la versi�on original del algoritmo recursivo� validada
en el apartado anterior� a la caracterizaci�on conjunta de las dos tiras� De esta
forma� se dispone de unos resultados con los que poder comparar aqu�ellos obteni

dos mediante segmentaci�on� y poder con�rmar pues que la versi�on del algoritmo
recursivo para agrupaciones de objetos genera tambi�en resultados correctos�
La estrategia de an�alisis del problema constituido por las dos tiras� mediante

una segmentaci�on de cada una de ellas en tres subtiras� se recoge gr�a�camente
en la �gura 	�
 �apartado a�� donde se observa claramente la formaci�on de dos
grupos de objetos dispersores� integrados respectivamente por las tres subtiras
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Figura 	�
� Estrategia de an�alisis de la dispersi�on producida por dos tiras met�alicas�
alejadas entre s��� mediante su previa segmentaci�on en dos grupos de objetos dispersores
en a�� y sin segmentaci�on en b��

que de�nen cada tira� La raz�on de este agrupamiento de objetos obedece a la se

paraci�on entre las dos tiras met�alicas� que impide aplicar correctamente la versi�on
original del algoritmo recursivo a la caracterizaci�on conjunta de las seis subtiras�
pues dicha versi�on incurre en la primera de las limitaciones del algoritmo �recor

dar apartado ��
���� As�� pues� la soluci�on a este problema consiste en utilizar la
versi�on del algoritmo recursivo para caracterizaci�on conjunta de agrupaciones de
objetos dispersores� que en este caso requiere caracterizar previamente� mediante
la versi�on original del algoritmo recursivo� el comportamiento dispersor conjunto
de las tres subtiras integrantes de cada grupo� y analizar �nalmente el acoplo
electromagn�etico entre dichos grupos� La elecci�on de los centros de cada grupo�
denominados Cm� y Cm�� as�� como la elecci�on del centro de todos los objetos�
designado como C�� se realiza con la intenci�on de minimizar los radios de las
circunferencias� centradas en dichos puntos� que contienen a los correspondientes
objetos� tal y como se muestra en la �gura 	�
 �apartado a�� De esta manera� se
minimiza el n�umero de modos a emplear en la correcta reconstrucci�on del cam

po incidente sobre los dos grupos� y sobre todos los objetos del problema bajo
an�alisis� reduciendo el esfuerzo computacional del m�etodo de an�alisis empleado�
Asimismo� como puede observarse en la �gura 	�
� ninguna de las circunferencias
que contienen a los objetos de cada grupo incluye el centro de alg�un objeto del
otro grupo� por lo que no se incumple la primera de las limitaciones del algoritmo
recursivo� Por otra parte� se ha escogido el mismo tama�no para todas las subti

ras que integran el problema bajo an�alisis� pues de esta forma s�olo es necesario
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Figura 	��� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por dos tiras met�alicas�
obtenido mediante segmentaci�on de cada tira en tres subtiras� ante la incidencia de una
onda plana �� � 
� en a� y en b�� y amplitud y fase del campo el�ectrico total� de
nido
como la suma de los anteriores campos el�ectricos incidente y dispersado� en c� y en d��

calcular la matriz de caracterizaci�on individual de una subtira� y obtener las del
resto implementando sobre dicha matriz las correspondientes operaciones de giro�

Tras determinar las matrices de caracterizaci�on conjunta de las seis subti

ras que integran el problema bajo an�alisis� mediante la estrategia descrita en el
p�arrafo anterior� se ha calculado la dispersi�on que producen las dos tiras met�alicas
ante la incidencia de una onda plana� polarizada seg�un TMz� con direcci�on de
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Figura 	��� Amplitud del campo el�ectrico dispersado por dos tiras met�alicas� obtenido
sin segmentaci�on� ante la incidencia de una onda plana �� � 
� en a�� y amplitud
del campo el�ectrico total� de
nido como la suma de los anteriores campos el�ectricos
incidente y dispersado� en b��

avance � � �� La amplitud y la fase del campo el�ectrico dispersado por las dos
tiras� ante la citada incidencia� se representan en la �gura 	�� �apartados a y b��
donde se observa� en el caso de la amplitud� la existencia de una onda estacionaria
entre las dos tiras� Por otra parte� ante la misma onda plana incidente� nueva

mente en la �gura 	�� �apartados c y d� se ofrece la amplitud y la fase del campo
el�ectrico total� de�nido como la suma del campo el�ectrico incidente y del campo
el�ectrico dispersado� En este caso� en la gr�a�ca correspondiente a la amplitud del
campo el�ectrico total se descubren dos conos de difracci�on� situados tal y como
cab��a esperar detr�as de las dos tiras� Adem�as� en dicha �gura 	�� �apartado c�
se detecta tambi�en un m�aximo de campo el�ectrico total en el punto medio de la
zona comprendida entre las dos tiras� zona donde se produce una concentraci�on
de campo el�ectrico total�

Para con�rmar la validez de los resultados mostrados en la �gura 	��� se
ha resuelto el mismo problema de las dos tiras met�alicas sin realizar ning�un ti

po de segmentaci�on� siguiendo en este caso una estrategia de an�alisis� recogida
gr�a�camente en la �gura 	�
 �apartado b�� que se basa en la caracterizaci�on con

junta de las dos tiras haciendo uso de la versi�on original del algoritmo recursivo�
Nuevamente� la elecci�on de los centros Cm�� Cm� y C�� con diferentes signi�cados
a los ofrecidos en el an�alisis anterior� se realiza con la intenci�on de minimizar
los diferentes n�umeros de modos que requiere la correcta reconstrucci�on� en este
nuevo an�alisis� de los distintos campos incidentes� De igual manera� observando
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todas las circunferencias dibujadas en la �gura 	�
 �apartado b�� se comprueba
que la aplicaci�on de la citada versi�on original del algoritmo recursivo no incurre
en ninguna de sus posibles limitaciones �recordar secci�on ��
�� As�� pues� tras
caracterizar las dos tiras met�alicas mediante el m�etodo reci�en expuesto� se ha
determinado la respuesta de dichas tiras ante la misma incidencia considerada
anteriormente� es decir� ante la incidencia de una onda plana� con direcci�on de
avance � � �� y polarizada seg�un TMz� La amplitud asociada al campo el�ectrico
dispersado en dicha situaci�on� as�� como la amplitud correspondiente al campo
el�ectrico total� se muestran en la �gura 	�� �apartados a y b�� que resultan muy
parecidas� pr�acticamente id�enticas� a las respectivas amplitudes representadas en
la �gura 	�� �apartados a y c�� De esta comparaci�on� al haber comprobado en el
apartado anterior la validez de los resultados generados por la versi�on original del
algoritmo recursivo� es posible concluir que la versi�on re�nada de dicho algoritmo
para agrupaciones de objetos dispersores es igualmente v�alida� y que por tanto
proporciona tambi�en resultados correctos�


�� Re�ectores ante Incidencia TMz y TEz

Tras comprobar en la secci�on 	�� la e�ciencia computacional asociada a la t�ecnica
de an�alisis basada en segmentaci�on� y haber con�rmado en la secci�on 	�� la validez
de los resultados obtenidos con dicha t�ecnica� en la presente secci�on� utilizando la
citada t�ecnica� se ofrecen resultados de la dispersi�on electromagn�etica producida
por re�ectores cuyas dimensiones son grandes en t�erminos el�ectricos� Concreta

mente� se ha caracterizado el comportamiento dispersor de un re�ector hiperb�olico
y de dos re�ectores parab�olicos� habiendo empleado en su caracterizaci�on� una
vez segmentado el contorno de los re�ectores en tiras de igual longitud� la versi�on
original del algoritmo recursivo descrita en el cap��tulo � �secci�on �����

En primer lugar� se ha analizado la dispersi�on electromagn�etica producida
por un re�ector hiperb�olico� grande en t�erminos el�ectricos� ante incidencia con
polarizaci�on TMz� ofreciendo resultados que concuerdan con aqu�ellos previstos a
priori para la incidencia escogida� Posteriormente� se ha caracterizado un re�ector
parab�olico� de dimensi�on tambi�en grande desde el punto de vista el�ectrico� ante
incidencia polarizada seg�un TMz� En este caso� se muestran diversos resultados
ante distintos campos el�ectricos incidentes� permitiendo corroborar algunas de
las propiedades dispersoras m�as interesantes de los re�ectores parab�olicos� Por
�ultimo� se ha estudiado la dispersi�on producida por un nuevo re�ector parab�olico�
cuya dimensi�on sigue siendo grande el�ectricamente� pero ante incidencia polari

zada seg�un TEz� Asimismo� para los dos re�ectores parab�olicos considerados� se
ha determinado la amplitud de los campos dispersados por estos dos re�ectores
en zona de campo lejano� y se han comparado dichos resultados con los obtenidos
mediante el conocido M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura� validando nueva
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mente� tanto para incidencia TMz como TEz� la t�ecnica empleada al caracterizar
el comportamiento dispersor de ambos re�ectores parab�olicos�

����� Re�ector Hiperb�olico ante Incidencia TMz

En este primer apartado� se analiza la dispersi�on electromagn�etica producida
por un re�ector hiperb�olico� elemento que constituye el re�ector secundario del
tipo de antenas Cassegrain estudiadas en la secci�on 	��� Concretamente� se ha
caracterizado el comportamiento dispersor� ante incidencia polarizada seg�un TMz�
de un re�ector hiperb�olico con un di�ametro D igual a ��� una excentricidad e de
valor �� y una distancia focal c con valor igual a �� En la caracterizaci�on de
este re�ector� debido a las razones de e�ciencia computacional expuestas en la
secci�on 	��� se aproxima el contorno de la hip�erbola por una serie de tiras met�alicas
in�nitas� de grosor despreciable e igual longitud� cuya caracterizaci�on conjunta
se realiza mediante el algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo ��
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Figura 	��� Estrategia de an�alisis de la dispersi�on producida por un re�ector hi�
perb�olico �c � �� e � �� D � ���� aproximando su contorno mediante �� tiras de
igual longitud�

As�� pues� la estrategia de an�alisis empleada en la caracterizaci�on del re�ector
hiperb�olico� recogida gr�a�camente en la �gura 	��� consiste en una aproximaci�on
del contorno de dicho re�ector mediante �� tiras met�alicas de igual longitud� cuyo
comportamiento dispersor conjunto puede analizarse� observando la �gura 	���
mediante la versi�on original del algoritmo recursivo recogida en la secci�on ��� del
cap��tulo �� Para aplicar correctamente esta versi�on del algoritmo recursivo� que
incorpora un nuevo objeto en cada iteraci�on� tan s�olo resulta necesario determinar
de forma adecuada el orden de incorporaci�on de cada tira al grupo previamente
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Figura 	�	� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por un re�ector hiperb�olico
�c � �� e � �� D � ���� ante la incidencia de una onda plana �� � 
�� en a� y en b��
y amplitud del campo el�ectrico total� de
nido como la suma de los anteriores campos
el�ectricos incidente y dispersado� en c��

caracterizado� con el objeto de no incurrir en la primera de las limitaciones del
algoritmo recursivo �recordar apartado ��
���� Una posible ordenaci�on de las tiras
estar��a basada en la distancia entre el centro de cada tira y el centro de todas las
tiras a caracterizar� denominado Cm en la �gura 	��� Por otra parte� la elecci�on
de Cm como el punto al que referir el espectro de campo incidente sobre todos los
objetos se debe a que minimiza� como puede observarse en la �gura 	��� el radio
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de la m��nima circunferencia centrada en dicho punto y que contiene a todas las
tiras� reduciendo consecuentemente el n�umero de modos necesarios en la correcta
reconstrucci�on del citado campo incidente�

Despu�es de caracterizar conjuntamente el comportamiento dispersor de las ��
tiras met�alicas� que de�nen el contorno del re�ector hiperb�olico bajo an�alisis� se
ha determinado la respuesta de las mismas ante la incidencia de una onda plana�
polarizada seg�un TMz� con un frente de fase que avanza en la direcci�on � � ��
Los resultados correspondientes a la amplitud y a la fase del campo el�ectrico
dispersado por el re�ector hiperb�olico� ante la citada onda plana incidente� se re

cogen en la �gura 	�	 �apartados a y b�� mientras la amplitud del campo el�ectrico
total� de�nido mediante la suma de los campos el�ectricos incidente y dispersado�
se representa en la �gura 	�	 �apartado c�� Observando la amplitud y la fase
del campo el�ectrico dispersado �apartados a y b en �g� 	�	�� se descubre que el
re�ector hiperb�olico genera en su zona posterior una onda plana� cuyo frente de
fase avanza en la misma direcci�on �� � �� que la onda incidente� aunque dichas
ondas se encuentran desfasadas ����� Como consecuencia de este desfase� al su

mar los campos el�ectricos incidente y dispersado� detr�as del re�ector hiperb�olico
se produce una zona de sombra o cono de difracci�on� tal y como puede observarse
en la amplitud del campo el�ectrico total �apartado c en �g� 	�	�� Por otra parte�
en la zona frontal del re�ector se genera un campo el�ectrico dispersado cuya fase
se corresponde� como era de esperar� con la de una onda cil��ndrica con origen en
el foco del re�ector hiperb�olico �ver apartado b en �g� 	�	�� mientras la amplitud
del campo el�ectrico dispersado en dicha zona se va atenuando progresivamente
�ver apartado a en �g� 	�	�� de manera acorde tambi�en con el comportamiento
esperado� As�� pues� al sumar esta onda cil��ndrica con la onda plana incidente�
se produce un denso patr�on de interferencias en la zona frontal del re�ector� que
puede observarse con detalle en la amplitud del campo el�ectrico total representada
en la �gura 	�	 �apartado c�� De estos resultados� coincidentes con los esperados�
se concluye la validez del m�etodo seguido en este apartado para caracterizar el
comportamiento dispersor del re�ector hiperb�olico� que constituye un elemento
integrante de las antenas Cassegrain caracterizadas en la secci�on 	�� empleando
tambi�en segmentaci�on�

����� Re�ector Parab�olico ante Incidencia TMz

En este segundo apartado� se analiza el comportamiento dispersor de un re�ec

tor parab�olico� grande en t�erminos el�ectricos� que constituye el re�ector principal
del tipo de antenas Cassegrain consideradas en la secci�on 	��� En el presente
apartado� se ha caracterizado en particular el comportamiento dispersor� ante
incidencia polarizada seg�un TMz� de un re�ector parab�olico con un di�ametro D
igual a ��� y una distancia focal f de valor ��� empleando pues en la caracteriza

ci�on del re�ector� debido al valor del di�ametro� una aproximaci�on de su contorno
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mediante tiras met�alicas in�nitas� de grosor despreciable e igual longitud� cuyo
comportamiento dispersor conjunto se determina mediante el algoritmo recursivo
descrito en el cap��tulo �� Una vez caracterizado el anterior re�ector parab�olico�
se ofrecen resultados correspondientes a la dispersi�on producida por dicho re�ec

tor ante distintas incidencias� todas ellas con polarizaci�on TMz� pero generadas
por distintas fuentes� permitiendo corroborar con estos resultados algunas de las
propiedades dispersoras m�as t��picas de los re�ectores parab�olicos� Por �ultimo�
ante una incidencia concreta� se calcula la amplitud del campo dispersado por
este re�ector en zona de campo lejano mediante la t�ecnica reci�en descrita� y em

pleando el conocido M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura ����� para de esta
forma� comparando ambos resultados� comprobar la validez de aqu�ellos obtenidos
aproximando el contorno del re�ector parab�olico por un conjunto de tiras�
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Figura 	��� Estrategia de an�alisis de la dispersi�on producida por un re�ector parab�olico
�D � �
�� f � ���� aproximando su contorno mediante �
 tiras de igual longitud�

La estrategia seguida en la caracterizaci�on del comportamiento dispersor del
re�ector parab�olico considerado se recoge gr�a�camente en la �gura 	��� donde se
observa que su contorno ha sido aproximado por �� tiras met�alicas� nuevamente
de igual longitud debido a las razones de e�ciencia computacional mencionadas
en la secci�on 	��� La caracterizaci�on conjunta de las �� tiras puede realizarse�
observando la �gura 	��� mediante la versi�on original del algoritmo recursivo �ver
secci�on ����� que incorpora en cada iteraci�on una nueva tira al grupo previa

mente caracterizado� La �unica precauci�on que debe observarse al aplicar dicho
m�etodo� para evitar la primera limitaci�on del algoritmo recursivo �recordar apar

tado ��
���� consiste en determinar de forma adecuada la iteraci�on en la que debe
incorporarse cada nueva tira� por ejemplo� en funci�on de la distancia que existe
entre el centro de cada tira y el centro de todos los objetos� representado por Cm
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Figura 	��� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por un re�ector parab�olico
�D � �
�� f � ���� ante la incidencia de una onda plana �� � 
�� en a� y en b��
y amplitud y fase del campo el�ectrico total� de
nido como la suma de los anteriores
campos el�ectricos incidente y dispersado� en c� y en d��

en la �gura 	��� De nuevo� dicho punto Cm se ha escogido como el punto al que
referir el espectro asociado al campo indicente sobre el re�ector parab�olico� pues
esta elecci�on reduce� como bien es sabido� el n�umero de modos necesarios en la
correcta reconstrucci�on del mencionado campo incidente�

As�� pues� tras haber caracterizado de forma conjunta el comportamiento dis

persor de las �� tiras met�alicas mostradas en la �gura 	��� que de�nen el con
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torno del re�ector parab�olico bajo estudio� se ha determinado la respuesta de
dicho re�ector ante distintas incidencias� polarizadas todas ellas seg�un TMz� pero
generadas por diferentes tipos de fuentes� En principio� se ha analizado la dis

persi�on electromagn�etica que produce el mencionado re�ector parab�olico ante la
incidencia de una onda plana� cuyo frente de fase avanza en la direcci�on � � ��
representando en la �gura 	�� �apartados a y b� la amplitud del campo dispersado
por el re�ector ante la citada incidencia� y en la �gura 	�� �apartados c y d� la
amplitud y la fase de la suma de los campos el�ectricos incidente y dispersado� Es
interesante observar en la �gura 	�� �apartados a y b� que el re�ector parab�olico
genera� en su zona posterior� una onda plana con direcci�on de avance � � ��
que sumada a la onda plana incidente� al encontrarse dichas ondas desfasadas
����� produce una zona de sombra o cono de difracci�on en la amplitud del campo
el�ectrico total �ver apartado c en �g� 	���� De manera adicional� observando la fa

se del campo el�ectrico dispersado en la �gura 	�� �apartado b� se descubre que los
extremos del re�ector parab�olico� como consecuencia de la onda plana incidente�
generan dos ondas difractadas con frentes de fase cil��ndricos� las cuales determi

nan una forma de cono para la mencionada zona de sombra �ver apartado d en
�g� 	���� raz�on por la que a esta zona de sombra tambi�en se la conoce como cono
de difracci�on� Estudiando a continuaci�on la dispersi�on producida por el re�ector
parab�olico en su zona frontal� se descubre que la onda dispersada presenta un
frente de fase correspondiente a una onda cil��ndrica centrada en el foco del re�ec

tor �ver apartado b en �g� 	���� que avanza desde la super�cie del re�ector hacia
el foco� Por otra parte� en dicha zona� la amplitud del campo dispersado presenta
un m�aximo de amplitud en el foco del re�ector� que� junto con el resultado reci�en
comentado para la fase� permiten corroborar la conocida propiedad de los re�ec

tores parab�olicos sobre la concentraci�on en su foco de la radiaci�on recibida en
forma de onda plana� En esta misma zona frontal� al sumar los campos el�ectricos
incidente y dispersado� se produce un denso patr�on de interferencias en la zona
comprendida entre el re�ector y su foco� que se prolonga a lo largo del eje �x tras
superar al foco �ver apartado c en �g� 	���� mientras la fase del campo el�ectrico
total revela que tras el foco del re�ector predomina la onda plana incidente �ver
apartado d en �g� 	����

A continuaci�on� se pretende determinar la dispersi�on electromagn�etica que
produce el mismo re�ector parab�olico considerado en el ejemplo anterior� pero en
esta ocasi�on ante un campo incidente� con una cierta directividad� generado por
una fuente situada en el foco� En esta situaci�on� recogida de manera gr�a�ca en
la �gura 	���� el campo incidente se expresa en principio mediante una serie de
modos cil��ndricos emergentes centrados en el foco del re�ector parab�olico� repre

sentado por el punto Cf en la mencionada �gura� Con el objeto de reutilizar� ante
esta nueva incidencia� las mismas matrices de caracterizaci�on conjunta emplea

das al resolver el ejemplo anterior� resulta necesario expresar dicha incidencia en
t�erminos de una serie de modos cil��ndricos incidentes centrados en el punto Cm�
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Figura 	���� Estrategia de an�alisis de la dispersi�on producida por un re�ector pa�
rab�olico �D � �
�� f � ���� aproximando su contorno mediante �
 tiras de igual longi�
tud� cuando la fuente que genera el campo incidente est�a situada en el foco �punto Cf �
del re�ector parab�olico�

Para ello� los modos cil��ndricos emergentes centrados en el punto Cf deben trans

formarse� mediante la correspondiente matriz de traslaci�on de espectro emergente
a incidente �recordar ap�endice E�� en los mencionados modos cil��ndricos inciden

tes referidos al punto Cm� Ahora bien� esta transformaci�on garantiza una correcta
reconstrucci�on del campo emergente original� mediante un desarrollo en serie de
modos cil��ndricos incidentes centrados en el punto Cm� en el interior de una cir

cunferencia con centro en dicho punto y radio la distancia entre los puntos Cm y
Cf �recordar apartado E������ regi�on que contiene en este caso �ver �gura 	����
a todas las tiras que de�nen el contorno del re�ector parab�olico analizado� Por
tanto� empleando la citada transformaci�on de espectros� es posible resolver este
nuevo problema utilizando las matrices de caracterizaci�on conjunta empleadas en
el ejemplo anterior�

El campo generado por una fuente situada en el foco� con una cierta direc

tividad� se expresa mediante un desarrollo en serie de modos cil��ndricos emer

gentes centrados en dicho punto �recordar apartado C������ El n�umero de modos
cil��ndricos escogidos depende de la resoluci�on espacial con la que se de�ne la direc

tividad del campo incidente� mientras las amplitudes espectrales� que acompa�nan
a los respectivos modos cil��ndricos emergentes� se determinan con la intenci�on
de reconstruir la mencionada directividad del campo incidente� En el presente
ejemplo� se ha escogido una fuente situada en el foco del re�ector parab�olico�
de coordenadas cartesianas normalizadas ���� ��� que genera un campo el�ectrico
incidente sobre el re�ector parab�olico representado en la �gura 	���� donde se ob
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Figura 	���� Amplitud y fase del campo el�ectrico incidente sobre un re�ector parab�olico
�D � �
�� f � ���� generado por una fuente situada en el foco Cf de coordenadas
cartesianas normalizadas ���� 
��

serva una cierta directividad en la amplitud del campo el�ectrico� y una evoluci�on
de la fase en forma de onda cil��ndrica centrada en el foco�

Utilizando pues las matrices de caracterizaci�on conjunta empleadas en el ejem

plo anterior� se ha determinado el campo el�ectrico dispersado por el re�ector
parab�olico mostrado en la �gura 	���� habiendo transformado previamente el
espectro asociado al campo emergente� mostrado en la �gura 	���� en espectro
incidente centrado en el punto Cm� La reconstrucci�on de la amplitud y la fase del
campo el�ectrico dispersado por el citado re�ector� ante la mencionada incidencia�
se recoge en la �gura 	��� �apartados a y b�� donde se observa� en la parte frontal
del re�ector� una amplitud de campo el�ectrico dispersado de valor pr�acticamente
constante �ver apartado a en �g� 	����� y una fase de campo el�ectrico disper

sado cuyo frente de fase corresponde al de una onda plana �ver apartado b en
�g� 	����� Estos resultados para el campo el�ectrico dispersado� en la zona frontal
del re�ector parab�olico� permiten con�rmar otra conocida propiedad de este tipo
de re�ectores� seg�un la cual� enfocan en una direcci�on preferente el campo que
dispersan ante la incidencia de un campo generado por una fuente situada en
su foco� Debido a esta interesante propiedad� el sistema integrado por la fuente
y el re�ector parab�olico presenta una gran directividad� Por otra parte� en la
zona posterior del re�ector� la amplitud del campo el�ectrico dispersado presenta
valores similares a los que tiene en dicha zona la amplitud del campo el�ectrico
incidente �comparar apartado a en �g� 	��� con apartado a en �g� 	����� mientras
la fase del campo el�ectrico dispersado corresponde a la que presenta una onda
cil��ndrica centrada en el foco �ver apartado b en �g� 	����� id�entica a la recogi
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Figura 	���� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por un re�ector parab�olico
�D � �
�� f � ���� ante la incidencia de un campo generado por una fuente situada en
el foco del re�ector� en a� y en b�� y amplitud y fase del campo el�ectrico total� de
nido
como la suma de los anteriores campos el�ectricos incidente y dispersado� en c� y en d��

da en la �gura 	��� �apartado b� pero con un desfase de ����� De esta forma�
al sumar los campos el�ectricos incidente y dispersado� en la parte posterior del
re�ector parab�olico se produce una zona de sombra� tal y como se recoge en la
�gura 	��� �apartados c y d�� donde se representa la amplitud y la fase del campo
el�ectrico total� En este caso� a pesar de las ondas con frentes de fase cil��ndricos
que difractan los extremos del re�ector �ver apartado b en �g� 	����� �estas no de
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terminan una forma de cono para la zona de sombra� de manera contraria a lo que
ocurr��a en el ejemplo anterior para la incidencia de una onda plana� Por �ultimo�
en la zona frontal del re�ector parab�olico� se observa en la amplitud del campo
el�ectrico total un denso patr�on de interferencias entre el re�ector y el foco �ver
apartado c en �g� 	����� que� una vez superado el foco� desaparece al predominar
la onda plana dispersada �ver apartados c y d en �g� 	�����
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Figura 	��
� Estrategia de an�alisis de la dispersi�on producida por un re�ector pa�
rab�olico �D � �
�� f � ���� aproximando su contorno mediante �
 tiras de igual
longitud� cuando la fuente que genera el campo incidente est�a situada �� por encima
del foco del re�ector parab�olico�

Con el objeto de estudiar el efecto que supone desplazar verticalmente� respec

to del foco de un re�ector parab�olico� la fuente generadora del campo incidente
sobre dicho re�ector� seguidamente se ofrecen resultados de la dispersi�on electro

magn�etica producida por un re�ector parab�olico� id�entico al considerado en los
ejemplos anteriores� cuando el campo incidente est�a generado nuevamente por
una fuente directiva� que� tal y como se recoge gr�a�camente en la �gura 	��
� se
encuentra situada en esta ocasi�on �� por encima del foco del re�ector parab�olico�
Esta nueva posici�on de la fuente respecto del re�ector parab�olico se encuentra
representada en la �gura 	��
� donde se denomina Cf al punto en el que se sit�ua
la fuente� Para analizar esta nueva situaci�on� al igual que en el ejemplo ante

rior con la fuente situada en el foco del re�ector� es posible utilizar las mismas
matrices de caracterizaci�on conjunta obtenidas en el primer ejemplo para las ��
tiras que de�nen el contorno del re�ector considerado� Ahora bien� su utilizaci�on
requiere que la incidencia sobre el re�ector se exprese� como se ha mencionado
anteriormente� en serie de modos cil��ndricos incidentes centrados en el punto me

dio de todas las tiras� denominado Cm en la �gura 	��
� que constituye el punto
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Figura 	���� Amplitud y fase del campo el�ectrico incidente sobre un re�ector parab�olico
�D � �
�� f � ���� generado por una fuente situada �� por encima del foco en un punto
Cf de coordenadas cartesianas normalizadas ���� ���

elegido para referir el campo incidente sobre el re�ector parab�olico� pues permite
minimizar el radio de la m��nima circunferencia con centro en dicho punto y que
contiene a todas las tiras �ver �g� 	��
�� Debido a que el punto Cf � generador
del campo incidente sobre el re�ector parab�olico� se encuentra situado fuera de la
m��nima circunferencia reci�en descrita �ver �g� 	��
�� es posible utilizar una matriz
de traslaci�on de espectro emergente a incidente� como la empleada en el ejemplo
anterior� que transforme en este caso modos cil��ndricos emergentes� centrados en
la nueva posici�on de la fuente �punto Cf en �g� 	��
�� en modos cil��ndricos inci

dentes centrados en el citado punto Cm� Realizada esta operaci�on de traslaci�on
de espectros� ser�a posible reutilizar ante la nueva incidencia las mismas matrices
de caracterizaci�on conjunta empleadas en los dos ejemplos anteriores�

El aspecto que ofrece en este caso el campo generado por la fuente situada
en el nuevo punto Cf � reconstruido a partir del correspondiente desarrollo modal
emergente �recordar apartado C������ se recoge en la �gura 	���� donde se observa
un cierto comportamiento directivo en la amplitud del campo el�ectrico incidente�
y una evoluci�on de la fase asociada a dicho campo que se corresponde con la de
una onda cil��ndrica centrada en Cf � Por otra parte� en la �gura 	��� se detecta
que la direcci�on de apuntamiento del l�obulo principal de la amplitud� as�� como
la direcci�on de avance del frente de fase� se encuentran desviadas respecto de la
horizontal� de manera que la fuente situada en Cf genera un campo incidente que
ilumina la super�cie del re�ector parab�olico bajo an�alisis�

As�� pues� empleando las matrices de caracterizaci�on conjunta de las �� tiras
mostradas en la �gura 	��
� se ha determinado la respuesta del re�ector parab�olico
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Figura 	���� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por un re�ector parab�olico
�D � �
�� f � ���� ante un campo incidente generado por una fuente situada �� por
encima del foco del re�ector� en a� y en b�� y amplitud y fase del campo el�ectrico total�
de
nido como la suma de los anteriores campos el�ectricos incidente y dispersado� en c�
y en d��

cuyo contorno est�a de�nido por dichas tiras� en esta ocasi�on ante una incidencia
generada por una fuente directiva situada �� por encima del foco del citado
re�ector parab�olico� La reconstrucci�on de la amplitud y la fase del campo el�ectrico
dispersado por dicho re�ector� ante la mencionada incidencia� se recoge en la
�gura 	��� �apartados a y b�� mientras la reconstrucci�on de la amplitud y la fase
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Figura 	���� Amplitud del campo el�ectrico incidente� dispersado y total en zona de
campo lejano correspondiente al an�alisis de un re�ector parab�olico �D � �
�� f � ����
con fuente situada �� por encima del foco�

del campo el�ectrico total� de�nido como la suma de los campos el�ectricos incidente
y dispersado� se ofrece en la �gura 	��� �apartados c y d�� En la zona posterior del
re�ector� se observa un campo el�ectrico dispersado correspondiente a una onda
cil��ndrica generada desde el punto Cf � id�entica en amplitud a la onda cil��ndrica
asociada al campo el�ectrico incidente� y desfasada ���� respecto de dicha onda
incidente �comparar apartados a y b en �g� 	��� con la �gura 	����� de manera
que� tras sumar ambas ondas cil��ndricas� se produce una zona de sombra detr�as
del re�ector �ver apartados c y d en �g� 	����� Esta zona de sombra� a pesar
de que nuevamente los extremos del re�ector generan sendas ondas difractadas
�ver apartado b en �g� 	����� no presenta forma de cono al igual que ocurr��a
cuando la fuente estaba situada en el foco del re�ector� sin embargo� esta zona
de sombra se encuentra desviada respecto de la horizontal� contrariamente a lo
que suced��a en el ejemplo anterior� debido a la nueva posici�on de la fuente en
el presente ejemplo� Por contra� en la parte frontal del re�ector se genera una
onda plana dispersada �ver apartados a y b en �g� 	����� cuyo frente de fase
avanza en la direcci�on especular correspondiente a la direcci�on de avance de la
onda cil��ndrica incidente sobre el re�ector �ver apartado b en �g� 	����� Este
comportamiento del re�ector parab�olico corrobora una conocida propiedad de
este tipo de re�ectores� los cuales� ante una onda incidente generada por una
fuente desplazada ligeramente del foco en el eje vertical� desv��an la direcci�on de
avance de la onda plana dispersada respecto de la horizontal� Sumando pues en
la parte frontal del re�ector parab�olico el campo dispersado reci�en descrito y el
campo incidente� se obtiene un denso patr�on de interferencias entre el re�ector
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y la posici�on donde se encuentra la fuente �ver apartado c en �g� 	����� que
desaparece tras superar a la fuente� donde predomina la onda plana dispersada
por el re�ector parab�olico �ver apartados c y d en �g� 	�����

Para �nalizar este ejemplo� con el objeto de con�rmar el efecto que supone
el desplazamiento vertical� respecto del foco del re�ector parab�olico� de la fuen

te que genera el campo incidente sobre dicho re�ector� se ha representado en la
�gura 	��� la amplitud del campo el�ectrico incidente� dispersado y total en zona
de campo lejano correspondientes al mismo problema reci�en analizado� En dicha
�gura� se observa que el m�aximo del l�obulo principal del campo el�ectrico disper

sado y total �representados respectivamente con l��nea discontinua y continua� se
produce a ��� del valor angular acimutal asociado a la direcci�on horizontal men

cionada anteriormente� En concreto� el valor acimutal donde el l�obulo principal
de ambos campos el�ectricos presenta su valor m�aximo �ver �g� 	���� correspon

de a la direcci�on de avance de la onda plana dispersada por el citado re�ector
parab�olico �ver apartados b y d en �g� 	�����

En todos los ejemplos recogidos en este apartado� ante distintos tipos de inci

dencia� se ha caracterizado un mismo re�ector parab�olico empleando una aproxi

maci�on de su contorno mediante tiras met�alicas in�nitas� de grosor despreciable
e igual longitud� cuya caracterizaci�on conjunta se ha realizado empleando la ver

si�on original del algoritmo recursivo �recordar secci�on ����� La aplicaci�on de dicha
t�ecnica� debido a la dimensi�on del re�ector parab�olico analizado y a razones de
e�ciencia computacional �recordar secci�on 	���� ha proporcionado los resultados
mostrados en el presente apartado� que han permitido corroborar algunas de las
propiedades m�as conocidas de los re�ectores parab�olicos� validando pues en cierta
medida el m�etodo de an�alisis empleado� Ahora bien� para validar con mayores
garant��as los resultados obtenidos mediante la t�ecnica reci�en descrita� a conti

nuaci�on se ofrece una comparaci�on entre los resultados que ofrecen dicha t�ecnica
y el M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura� tradicionalmente empleado en
el an�alisis de re�ectores parab�olicos� al resolver la dispersi�on electromagn�etica
producida por un cierto re�ector parab�olico ante una determinada incidencia�

Concretamente� se ha analizado el mismo re�ector parab�olico considerado en
los ejemplos anteriores de este apartado� aunque� en esta ocasi�on� se ha supuesto
que el campo incidente est�a generado por una fuente omnidireccional situada en
el foco del re�ector� Esta situaci�on es id�entica a la recogida gr�a�camente en la
�gura 	���� excepto que la incidencia se expresa mediante una sola componente
modal emergente� aqu�ella que incluye a la funci�on de Hankel de segunda especie
y orden cero �recordar apartado C������ debido al car�acter omnidireccional de la
fuente� En principio� el comportamiento dispersor del re�ector parab�olico se ha
caracterizado utilizando las matrices de caracterizaci�on conjunta de las �� tiras
que de�nen el contorno de dicho re�ector �ver �gura 	����� determinando� ante la
mencionada incidencia� la amplitud del campo el�ectrico dispersado por el re�ector
en zona de campo lejano� La utilizaci�on de las matrices de caracterizaci�on previa
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COMPARACION CON DATOS TEORICOS (TEOREMA DE EQUIVALENCIA)

Teorema de Equivalencia

Metodo Iterativo

Figura 	��	� Amplitud del campo el�ectrico dispersado en zona de campo lejano por un
re�ector parab�olico �D � �
�� f � ���� calculada empleando el algoritmo recursivo y
mediante el M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura� ante un campo incidente �TMz�
generado por una fuente omnidireccional situada en el foco del re�ector�

mente calculadas ha sido posible� de igual manera que en los ejemplos anteriores�
porque la fuente se encuentra situada fuera de la m��nima circunferencia� centrada
en el punto medio de todas las tiras� que las contiene a todas ellas �recordar �gu

ra 	����� Por otra parte� se ha resuelto el mismo problema mediante el conocido
M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura ����� que� utilizando el Teorema de
Equivalencia Super�cial ����� determina la amplitud del campo el�ectrico disper

sado en zona de campo lejano� Este m�etodo cl�asico� empleado tradicionalmente
con re�ectores parab�olicos� permite obtener el campo dispersado por el re�ector
en zona de campo lejano� mediante el mencionado Teorema de Equivalencia Su

per�cial� a partir del conocimiento del campo dispersado por el re�ector en un
plano denominado plano de apertura� que es perpendicular al eje del re�ector pa

rab�olico y normalmente se sit�ua en su foco� Este campo en el plano de la apertura
se obtiene� a su vez� empleando �Optica Geom�etrica en la super�cie del re�ector
para obtener el campo dispersado ante la incidencia conocida� y asumiendo pos

teriormente que dicho campo dispersado se propaga hasta el plano de apertura
como una onda plana� Los resultados correspondientes a la amplitud del campo
el�ectrico que dispersa el re�ector parab�olico bajo estudio� ante la incidencia omni

direccional considerada� se recogen en la �gura 	��	� donde con l��nea continua se
representa dicha amplitud obtenida mediante el M�etodo de la Distribuci�on en la
Apertura� y con l��nea punteada se dibuja la misma amplitud calculada tras apli

car el conocido algoritmo recursivo al conjunto de tiras que de�nen el contorno
del re�ector analizado� En la citada �gura� se observa que ambos resultados son
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bastante coincidentes� aunque los nulos asociados a la soluci�on obtenida median

te el M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura son absolutos� a diferencia de los
nulos correspondientes a la soluci�on calculada empleando el algoritmo recursivo
descrito en el cap��tulo �� Estos resultados con�rman la validez de la t�ecnica de
an�alisis de objetos grandes en t�erminos el�ectricos� ante incidencia TMz� mediante
la aproximaci�on de su contorno por objetos iguales de menor tama�no� y su poste

rior caracterizaci�on conjunta mediante la versi�on original del algoritmo recursivo
recogida en la secci�on ���� llegando incluso a concluir que su precisi�on puede ser
mayor que la obtenida mediante el M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura�
debido a las diversas aproximaciones realizadas siguiendo dicho M�etodo�

����� Re�ector Parab�olico ante Incidencia TEz

En este �ultimo apartado� tras haber analizado en el anterior un re�ector pa

rab�olico ante incidencia polarizada seg�un TMz� se caracteriza el comportamiento
dispersor de otro re�ector parab�olico� grande tambi�en en t�erminos el�ectricos� pero
ante incidencia con polarizaci�on TEz� Concretamente� en el presente apartado se
estudia la dispersi�on electromagn�etica producida por un re�ector parab�olico de
di�ametro D igual a ���� y distancia focal f de valor ���� en cuya caracterizaci�on�
debido al valor del di�ametro de dicho re�ector� se aproxima su contorno mediante
un conjunto de tiras met�alicas in�nitas� de grosor despreciable e igual longitud�
caracterizadas mediante el algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo �� Con el
objeto de con�rmar la validez de la t�ecnica de an�alisis reci�en descrita� se compara
la amplitud del campo magn�etico dispersado por el citado re�ector en zona de
campo lejano� obtenida empleando la mencionada t�ecnica� con la misma amplitud
calculada haciendo uso del conocido M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura�
concluyendo de esta forma� al igual que se hizo en el apartado anterior para in

cidencia polarizada seg�un TMz� que la t�ecnica basada en aproximar el contorno
de un objeto mediante elementos id�enticos de menor tama�no� caracterizados pos

teriormente de forma conjunta� proporciona tambi�en resultados correctos ante
incidencia con polarizaci�on TEz�

La estrategia seguida en la caracterizaci�on del re�ector parab�olico conside

rado en el presente apartado� que se muestra en la �gura 	���� se basa en una
aproximaci�on del contorno de dicho re�ector mediante 
� tiras met�alicas de igual
longitud y grosor in�nitesimal� cuya caracterizaci�on conjunta puede realizarse�
como en el caso de los re�ectores analizados en los dos apartados anteriores de
esta secci�on� mediante la versi�on original del algoritmo recursivo �ver secci�on �����
Dicha versi�on incorpora� en cada iteraci�on� una nueva tira al grupo caracterizado
de forma conjunta en la iteraci�on anterior� resultando necesario determinar� de
manera precisa� la iteraci�on en la que debe incorporarse cada tira� Este orden
debe establecerse con sumo cuidado� por ejemplo siguiendo un criterio basado en
la distancia de los centros de cada tira al punto medio de dichos centros� para
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Figura 	���� Amplitud del campo magn�etico dispersado en zona de campo lejano por
un re�ector parab�olico �D � ���� f � �
��� calculada empleando el algoritmo recursivo
y mediante el M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura� ante un campo incidente �TEz�
generado por una fuente omnidireccional situada en el foco del re�ector�

evitar que se incurra en la primera de las limitaciones del algoritmo recursivo
�recordar apartado ��
���� De igual manera que para los re�ectores analizados
anteriormente� en este caso se ha escogido tambi�en como punto al que referir el
espectro de campo incidente sobre el re�ector parab�olico el punto medio de los
centros de todas sus tiras� pues de esta forma se minimiza el radio de la m��nima
circunferencia centrada en dicho punto que contiene a todas las tiras� y se reduce
por tanto el n�umero de modos requeridos en la correcta reconstrucci�on del campo
incidente sobre el re�ector parab�olico considerado�

Utilizando pues las matrices de caracterizaci�on conjunta obtenidas para las

� tiras met�alicas que de�nen el contorno del re�ector parab�olico bajo an�alisis� se
ha determinado� ante un campo incidente TEz generado por una fuente omnidi

reccional situada en el foco del citado re�ector� la amplitud del campo magn�etico
dispersado en zona de campo lejano por dicho re�ector� La reconstrucci�on del
campo magn�etico incidente� debido a su car�acter omnidireccional� se obtiene em

pleando un solo modo cil��ndrico emergente� aqu�el que contiene a la funci�on de
Hankel de segunda especie y orden cero centrada en el foco del re�ector� el cual�
para poder utilizar las matrices de caracterizaci�on conjunta previamente deduci

das� debe referise al punto medio de los centros de todas las tiras� Esta operaci�on
se implementa mediante la correspondiente matriz de traslaci�on de espectro emer

gente a incidente� quedando garantizada la validez de la reconstrucci�on del campo
emergente original sobre el contorno del re�ector� a partir del espectro cil��ndrico
incidente trasladado� debido a la distancia que existe entre el foco y el punto me

dio de los centros de todas las tiras �ver �gura 	����� El mismo problema reci�en
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expuesto se ha resuelto tambi�en a partir del conocido M�etodo de la Distribuci�on
en la Apertura ����� empleado tradicionalmente en el an�alisis de la dispersi�on
electromagn�etica producida por re�ectores parab�olicos� Este M�etodo determina
la amplitud del campo magn�etico dispersado por el re�ector parab�olico� haciendo
uso del Teorema de Equivalencia Super�cial ����� a partir del conocimiento del
campo magn�etico dispersado por el re�ector en un plano denominado plano de
apertura� que es perpendicular al eje del re�ector y se sit�ua normalmente en su
foco� La determinaci�on del campo magn�etico sobre el plano de apertura se rea

liza encontrando en primer lugar� mediante la aplicaci�on de �Optica Geom�etrica
sobre la super�cie del re�ector� el campo que dicho dispersor genera en sus in

mediaciones como consecuencia del campo que incide sobre �el� y propagando
posteriormente dicho campo dispersado hasta el plano de apertura como si se
tratara de una onda plana� Los resultados correspondientes a la amplitud del
campo magn�etico dispersado por el re�ector parab�olico escogido en zona de cam

po lejano� ante la mencionada incidencia� se recogen ambos en la �gura 	����
donde� con l��nea continua� se representa la citada amplitud obtenida aplicando el
conocido algoritmo recursivo a un conjunto de tiras que aproximan el contorno del
re�ector parab�olico� y con trazo de l��nea y punto se muestra la misma amplitud
calculada mediante el M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura� En esta �gura�
se observa que ambos resultados son pr�acticamente coincidentes� aunque� tal y
como ocurr��a en el caso del re�ector parab�olico ante incidencia TMz� los nulos de
la soluci�on calculada mediante el M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura son
absolutos� de manera contraria a lo que ocurre con los nulos de la soluci�on dedu

cida siguiendo la estrategia de an�alisis propuesta en el presente cap��tulo� Al igual
que para incidencia TMz� los resultados mostrados en la �gura 	��� con�rman
la plena validez� en este caso para incidencia TEz� de la t�ecnica de an�alisis de
objetos grandes en t�erminos el�ectricos basada en la aproximaci�on de su contorno
mediante tiras met�alicas in�nitas� de grosor despreciable e igual longitud� y la
posterior caracterizaci�on conjunta del comportamiento dispersor de dichas tiras
mediante el algoritmo recursivo propuesto en el cap��tulo �� llegando incluso a
concluir� debido a las diversas aproximaciones empleadas en el M�etodo de la Dis

tribuci�on en la Apertura� que la t�ecnica propuesta en este cap��tulo proporciona
resultados m�as exactos que los obtenidos con el citado M�etodo�
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Tras haber caracterizado en la secci�on anterior el comportamiento dispersor de
re�ectores hiperb�olicos y parab�olicos� elementos ambos integrantes de diversos sis

temas multire�ectores� en esta secci�on se analiza la dispersi�on electromagn�etica
producida por una posible con�guraci�on de las antenas Cassegrain� que consta
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de un re�ector parab�olico como elemento principal de la antena multire�ectora�
y de un re�ector hiperb�olico que ejerce el papel de re�ector secundario� Debido a
las dimensiones de ambos re�ectores� tal y como se indica en la secci�on anterior�
el comportamiento dispersor de cada re�ector se determina por separado aproxi

mando su contorno mediante un conjunto de tiras met�alicas in�nitas� de grosor
despreciable e igual longitud� caracterizadas de forma conjunta empleando la ver

si�on original del algoritmo recursivo �ver secci�on ����� para �nalmente� en una
�ultima iteraci�on especial� analizar el comportamiento dispersor de la estructura
Cassegrain cuando la fuente generadora del campo incidente sobre la antena es
interna al problema �ver secci�on �����
Concretamente� se ha caracterizado en primer lugar el comportamiento dis


persor de una antena Cassegarin sim�etrica ante incidencia polarizada seg�un TMz�
y en segundo lugar se ha estudiado la dispersi�on electromagn�etica producida por
una antena Cassegrain o�set ante incidencia con polarizaci�on TEz� En ambos
casos� los resultados ofrecidos concuerdan plenamente con los esperados para ca

da tipo de antena� y permiten asimismo corroborar las principales propiedades
dispersoras de dichas antenas� con�rmando pues� de alguna manera� la validez de
la t�ecnica escogida en su caracterizaci�on�

��	�� Antena Cassegrain Sim�etrica ante Incidencia TMz

En este apartado� se analiza el comportamiento dispersor de una antena Casse

grain sim�etrica� cuyos elementos integrantes son grandes en t�erminos el�ectricos�
ante incidencia polarizada seg�un TMz� Concretamente� la antena Cassegrain con

siderada consta de un re�ector hiperb�olico con un di�ametro D igual a ��� una
excentricidad e de valor �� y una distancia focal c con valor igual a �� y de un
re�ector parab�olico cuyo di�ametro D es igual a ���� y que presenta una distancia
focal f de valor ��� En el an�alisis de esta antena� debido a las grandes dimensio

nes el�ectricas de los re�ectores que la integran� se aproxima el contorno de cada
re�ector por un conjunto de tiras met�alicas in�nitas� las cuales se caracterizan de
forma conjunta� mediante el algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo �� para
de�nir por separado el comportamiento dispersor de cada uno de los re�ectores
mencionados� Posteriormente� la caracterizaci�on de�nitiva de la antena Casse

grain se realiza� utilizando las matrices que de�nen el comportamiento dispersor
de los re�ectores que la integran� mediante una iteraci�on especial para fuente
interna al problema recogida tambi�en en el cap��tulo �� Una vez de�nido el com

portamiento dispersor de la antena Cassegrain� se determina la respuesta de dicha
antena ante un campo incidente� polarizado seg�un TMz� que genera una fuente
directiva situada en el foco del sistema multire�ector analizado� comprobando de
esta forma algunas de las propiedades m�as t��picas de estas antenas�
La estrategia concreta de an�alisis seguida en la caracterizaci�on de la antena

Cassegrain se recoge gr�a�camente en la �gura 	���� donde se observa la formaci�on
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Figura 	���� Estrategia de an�alisis de la dispersi�on electromagn�etica producida por
una antena Cassegrain sim�etrica� cuando la fuente que genera el campo incidente est�a
situada en el foco �punto Cf � del sistema multire�ector� aproximando los contornos del
re�ector hiperb�olico �c � �� e � ��D � ��� y del re�ector parab�olico �D � ���� f � ���
que integran dicha antena mediante � y �� tiras respectivamente�

de dos grupos de objetos dispersores constituidos respectivamente por las 	 tiras
que aproximan el contorno del re�ector hiperb�olico� y por las �� tiras que apro

ximan el contorno del re�ector parab�olico� La caracterizaci�on conjunta de cada
uno de estos dos grupos se realiza� por separado� utilizando la versi�on original del
algoritmo recursivo expuesta en la secci�on ���� aunque� en este caso� la elecci�on
de los puntos a los que referir los espectros de campo incidente sobre cada grupo�
denominados Cm� y Cm� en la �gura 	���� no coinciden con los puntos medios de
los centros de las tiras que integran cada grupo� La raz�on de las nuevas posicio

nes escogidas para los puntos Cm� y Cm� � mostradas en la �gura 	���� obedece
al hecho de que la caracterizaci�on de�nitiva de la antena Cassegrain� cuando la
fuente es interna al problema bajo an�alisis �ver punto Cf en �g� 	����� se realiza
aplicando una iteraci�on especial para fuente interna descrita en la secci�on ����
cuya correcta aplicaci�on requiere que el punto donde se encuentra la fuente est�e
situado fuera de las m��nimas circunferencias� centradas en los puntos Cm� y Cm��
que contienen respectivamente a todas las tiras de cada grupo� La elecci�on de
las posiciones para los puntos Cm� y Cm� garantiza� como puede observarse en la
�gura 	���� el cumplimiento de la mencionada condici�on� aunque esto supone que
las m��nimas circunferencias centradas en los puntos Cm� y Cm�� y que contienen
a todas las tiras de cada grupo� presentan radios mayores a los que tendr��an en el
caso de que los puntos Cm� y Cm� estuvieran situados en los puntos medios de los
centros de las tiras de cada grupo� y por consiguiente se produce un incremento
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Figura 	���� Amplitud y fase del campo el�ectrico incidente sobre una antena Casse�
grain sim�etrica� constituida por un re�ector hiperb�olico �c � �� e � �� D � ��� y un
re�ector parab�olico �D � ���� f � ���� que est�a generado por una fuente situada en el
foco del sistema multire�ector�

del n�umero de modos necesarios en la correcta reconstrucci�on del campo incidente
sobre cada grupo de tiras�

El campo el�ectrico incidente sobre la antena Cassegrain est�a generado en esta
ocasi�on por una fuente� situada en el foco del sistema multire�ector �recordar
punto Cf en �g� 	����� que presenta un determinado comportamiento directivo�
La reconstrucci�on de este campo el�ectrico incidente� recordando el apartado C�����
se implementamediante el correspondiente desarrollo en serie de modos cil��ndricos
emergentes� que determina una amplitud y una fase para la incidencia sobre la
antena Cassegrain recogidas en la �gura 	���� En dicha �gura� se observa que
la amplitud presenta un l�obulo principal apuntando en la direcci�on del re�ector
hiperb�olico de la antena Cassegrain� mientras el frente de fase evoluciona� tambi�en
en la direcci�on del citado re�ector hiperb�olico� de igual manera que una onda
cil��ndrica centrada en el punto Cf �

Una vez calculadas las matrices de caracterizaci�on conjunta de las tiras que
de�nen los contornos del re�ector hiperb�olico y parab�olico de la antena Casse

grain� se ha obtenido la respuesta de dicha antena ante la incidencia TMz descrita
en el p�arrafo anterior� La amplitud y la fase del campo el�ectrico dispersado por
la citada antena se encuentran representadas en la �gura 	��� �apartados a y b��
mientras la amplitud y la fase del campo el�ectrico total� de�nido como la suma
de los anteriores campos el�ectricos incidente y dispersado� se muestran en la mis

ma �gura 	��� �apartados c y d�� En las regiones situadas detr�as de cada uno
de los re�ectores integrantes de la antena Cassegrain� se observa que el campo



��� Antenas Cassegrain ante Incidencia TMz y TEz 	�


-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10
AMPLITUD DE CAMPO ELECTRICO DISPERSADO (dB)

X (m/λ)

Y
 (

m
/λ

)

 -10 -10
 -5

 -20

 -10
 -10

 -20

 -30

 -40

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10
FASE DEL CAMPO ELECTRICO DISPERSADO

X (m/λ)
Y

 (
m

/λ
)

a� b�

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10
AMPLITUD DE CAMPO ELECTRICO TOTAL (dB)

X (m/λ)

Y
 (

m
/λ

)

 -20

 -30

 -40

 -30

 -40

 -40

 -20  -20

 -20

 -20 -30

 -10

 -20

 -30

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10
FASE DEL CAMPO ELECTRICO TOTAL

X (m/λ)

Y
 (

m
/λ

)

c� d�

Figura 	���� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por una antena Cassegrain
sim�etrica� constituida por un re�ector hiperb�olico �c � �� e � �� D � ��� y un re�ector
parab�olico �D � ���� f � ���� ante una incidencia generada por una fuente situada
en el foco en a� y en b�� y amplitud y fase del campo el�ectrico total� de
nido como la
suma de los anteriores campos el�ectricos incidente y dispersado� en c� y en d��

el�ectrico dispersado presenta un comportamiento similar al del campo el�ectrico
incidente �comparar apartados a y b en �g� 	��� con la �gura 	����� aunque las
fases de estos dos campos di�eren ����� de manera que al sumar dichos campos
se originan sendas zonas de sombra en las mencionadas regiones �ver apartado
c en �g� 	����� Por otra parte� el campo el�ectrico dispersado se comporta como
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Figura 	���� Amplitud del campo el�ectrico incidente� dispersado y total en zona de
campo lejano correspondiente al an�alisis de una antena Cassegrain sim�etrica� consti�
tuida por un re�ector hiperb�olico �c � �� e � �� D � ��� y un re�ector parab�olico
�D � ���� f � ���� con fuente situada en el foco del sistema multire�ector�

una onda plana� cuyo frente de fase avanza en la direcci�on � � �� a partir de la
apertura del re�ector parab�olico �ver apartado b en �g� 	����� comportamiento
que se repite en la evoluci�on de la fase del campo el�ectrico total �ver apartado d en
�g� 	����� Este �ultimo resultado con�rma una de las propiedades m�as conocidas
de la antena Cassegrain� seg�un la cual� dichas antenas enfocan el campo el�ectrico
incidente en una direcci�on de radiaci�on preferente� En el an�alisis tradicional de
las antenas Cassegrain� dicha propiedad se constata utilizando el concepto de la
par�abola equivalente ����� que permite sustituir los dos re�ectores que integran la
antena Cassegrain por un re�ector parab�olico equivalente� cuyo comportamiento
dispersor �recordar los resultados de la secci�on 	�
� con�rma la generaci�on de la
mencionada onda plana por parte de la antena Cassegrain original� Ahora bien�
esta t�ecnica cl�asica de an�alisis no tiene en cuenta el efecto de bloqueo que intro

duce el re�ector hiperb�olico en el comportamiento de la antena Cassegrain� efecto
que� sin embargo� s�� se considera al utilizar el m�etodo de an�alisis empleado en
esta secci�on para caracterizar el comportamiento dispersor de la antena Casse

grain �ver apartado c en �g� 	����� Por �ultimo� observando de nuevo la �gura 	���
�apartado c�� se descubre la existencia de un denso patr�on de interferencias en la
regi�on comprendida entre el re�ector hiperb�olico y parab�olico de la antena Casse

grain� que� fuera de dicha zona� desparece al predominar la onda plana dispersada
por el sistema multire�ector �ver apartados c y d en �g� 	�����

Para �nalizar con este ejemplo� en la �gura 	��� se representa la amplitud
del campo el�ectrico incidente� dispersado y total en zona de campo lejano corres
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pondientes al problema de la antena Cassegrain reci�en analizado� Como era de
esperar� en dicha �gura se observa un m�aximo de radiaci�on para la amplitud del
campo el�ectrico total en la direcci�on del eje del re�ector� existiendo� sin embargo�
una relaci�on entre el l�obulo principal y el l�obulo secundario de esta misma gr�a�ca
que es bastante baja �aproximadamente de � dB�� debido b�asicamente al efecto
de bloqueo introducido por el re�ector hiperb�olico cuya dimensi�on es grande en
comparaci�on con la del re�ector parab�olico� De manera adicional� en la citada
amplitud del campo el�ectrico total� se descubren unos niveles altos de radiaci�on
en la zona comprendida entre valores acimutales de ����� y ������ atribuibles al
campo generado por la fuente que desborda directamente al re�ector parab�olico�
y al campo dispersado por el re�ector hiperb�olico que tambi�en desborda poste

riormente al citado re�ector parab�olico� El estudio de todos estos fen�omenos�
tales como el bloqueo que ejerce el re�ector hiperb�olico o el desbordamiento del
re�ector parab�olico� as�� como su posible correcci�on pueden realizarse gracias a la
utilizaci�on de la t�ecnica de an�alisis descrita en esta secci�on� que genera resultados
m�as exactos a los proporcionados por otros m�etodos cl�asicos de an�alisis como
el M�etodo de la Par�abola Equivalente� el M�etodo del Alimentador Virtual o el
M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura� recogidos todos ellos en ����� y cuyos
resultados no permiten detectar los efectos mencionados al ser tan s�olo v�alidos
dichos resultados en el semiespacio situado delante del re�ector parab�olico�

��	�� Antena Cassegrain O�set ante Incidencia TEz

Tras haber analizado en el apartado anterior una antena Cassegrain sim�etrica�
con elementos re�ectores grandes en t�erminos el�ectricos� ante incidencia TMz� en
este apartado se caracteriza el comportamiento dispersor de una antena Casse

grain o�set� con unas dimensiones grandes tambi�en el�ectricamente� pero ante
incidencia con polarizaci�on TEz� Concretamente� la antena Cassegrain conside

rada consta de un re�ector hiperb�olico con una excentricidad e de valor ����� una
distancia focal c igual a ���� y una apertura cuyo di�ametro D presenta un valor
igual a 
�� y de un re�ector parab�olico con una distancia focal f de valor ����
y una apertura cuyo di�ametro D es igual a ���� Debido a los elevados valores
de estas dimensiones de los re�ectores integrantes de la antena Cassegrain o�

set� la citada antena se ha caracterizado siguiendo la misma estrategia utilizada
en el apartado anterior� que consiste en aproximar inicialmente el contorno de
cada re�ector de la antena Cassegrain o�set por un conjunto de tiras met�alicas
in�nitas� cuya caracterizaci�on conjunta mediante el algoritmo recursivo descrito
en el cap��tulo � permite de�nir por separado el comportamiento dispersor de los
citados re�ectores� Posteriormente� como la fuente generadora del campo inci

dente �TEz� es interna al problema bajo an�alisis� la antena Cassegrain o�set se
caracteriza de forma de�nitiva aplicando una �ultima iteraci�on especial para fuente
interna� recogida tambi�en en el cap��tulo �� Por �ultimo� despu�es de caracterizar el
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Figura 	��
� Amplitud del campo magn�etico total en zona de campo lejano corres�
pondiente al an�alisis de una antena Cassegrain o�set� constituida por un re�ector hi�
perb�olico �c � �
�� e � ����� D � ��� y un re�ector parab�olico �D � ���� f � �
���
ante un campo incidente �TEz� generado por una fuente directiva situada entre los dos
re�ectores que integran la antena Cassegrain�

comportamiento dispersor de la antena Cassegrain o�set� se ofrecen resultados de
la dispersi�on producida por dicha antena cuando el campo incidente� polarizado
seg�un TEz� est�a generado por una fuente directiva situada entre los dos re�ectores
que de�nen la antena Cassegrain o�set� comprobando que el bloqueo generado
por el re�ector hiperb�olico se reduce en comparaci�on al originado en el caso de la
antena Cassegrain sim�etrica�

En el an�alisis del comportamiento dispersor de la antena Cassegrain o�set�
cuya con�guraci�on se muestra gr�a�camente en la �gura 	��
� se ha seguido la
misma estrategia de an�alisis empleada en el apartado anterior� que inicialmente
requiere aproximar el contorno de los re�ectores de la antena Cassegrain por un
conjunto de tiras met�alicas in�nitas� habiendo escogido en este caso � tiras para el
re�ector hiperb�olico y 
� para el re�ector parab�olico� A continuaci�on� empleando
la versi�on original del algoritmo recursivo �ver secci�on ����� se caracteriza por
separado el comportamiento dispersor conjunto de las tiras que constituyen el
re�ector hiperb�olico� y el de las tiras que de�nen el re�ector parab�olico� Final

mente� debido a la ubicaci�on de la fuente generadora del campo incidente sobre
la antena Cassegrain o�set� el comportamiento dispersor de la citada antena se
obtiene en una �ultima iteraci�on especial para fuente interna �ver secci�on ����� En
cuanto a la elecci�on de los puntos a los que referir respectivamente los espec

tros de campo incidente sobre cada uno de los dos grupos de tiras considerados�
contrariamente a lo que ocurr��a en el ejemplo del apartado anterior� es posible es

coger en este caso los puntos medios de los centros de todas las tiras que integran
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Figura 	���� Fase del campo magn�etico total� obtenido como la suma del campo
magn�etico incidente y del campo magn�etico dispersado ante dicha incidencia por una
antena Cassegrain o�set� que est�a constituida por un re�ector hiperb�olico �c � �
��
e � ����� D � ��� y un re�ector parab�olico �D � ���� f � �
���

cada grupo� ya que con dicha elecci�on� como puede intuirse en la �gura 	��
� las
m��nimas circunferencias centradas en dichos puntos� que adem�as contienen a los
respectivos re�ectores� no incluyen a la fuente� De esta manera� no s�olo se cumple
la restricci�on espacial introducida por la iteraci�on para fuente interna �recordar
secci�on ����� sino que se minimiza adem�as el n�umero de componentes modales
necesarias para reconstruir correctamente el campo incidente sobre cada uno de
los dos re�ectores de la antena Cassegrain�

Una vez caracterizado el comportamiento dispersor de la antena Cassegrain
o�set� se ha determinado la respuesta de esta antena frente a un campo inciden

te� con polarizaci�on TEz� generado por una fuente directiva situada entre los dos
re�ectores de la antena Cassegrain� En la �gura 	��
� se muestra la amplitud
del campo magn�etico total en zona de campo lejano correspondiente al proble

ma analizado� campo que se obtiene sumando los campos magn�eticos incidente y
dispersado por la antena Cassegrain en la mencionada zona de campo lejano� En
dicha �gura� se observa que el m�aximo del l�obulo principal se produce en un valor
acimutal ligeramente desplazado de la direcci�on del eje de la antena Cassegrain�
observaci�on que se con�rma en la representaci�on de la fase del mismo campo
magn�etico total en zona de campo pr�oximo� mostrada en la �gura 	���� donde se
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constata que el frente de fase asociado a la onda plana producida en la apertura
del re�ector parab�olico no avanza exactamente en la direcci�on angular � � �� Es

ta desviaci�on en la direcci�on de avance del frente de fase de la onda plana puede
estar produci�endose� entre otras posibles causas� debido a que el campo generado
por la fuente desborda al re�ector hiperb�olico� fen�omeno que puede corregirse mo

di�cando de forma adecuada el comportamiento directivo de la fuente generadora
del campo incidente sobre la antena Cassegrain� Para concluir con este ejemplo�
retornando de nuevo a la amplitud del campo magn�etico total en zona de campo
lejano mostrada en la �gura 	��
� se observa que el nivel de l�obulo principal a
secundario presenta un valor �aproximadamente de � dB� mayor que el obteni

do en el ejemplo del apartado anterior �de valor aproximadamente � dB� con
una antena Cassegrain sim�etrica� debido a que la antena Cassegrain o�set� por
su con�guraci�on� elimina parte del bloqueo que introduce el re�ector hiperb�olico
sobre el re�ector parab�olico� De hecho� en el caso analizado en este apartado�
el nivel de l�obulo principal a secundario obtenido es todav��a relativamente ba

jo� siendo posible mejorarlo mediante un dise�no m�as optimizado de la estructura
Cassegrain que permita reducir el efecto del bloqueo� Estas operaciones reci�en
descritas� tales como la elecci�on adecuada del comportamiento directivo de la
fuente o el dise�no de la con�guraci�on �optima de la antena Cassegrain� se pue

den implementar f�acilmente utilizando la estrategia de an�alisis descrita en esta
secci�on� que genera resultados precisos en tiempos de computaci�on bajos�


�
 Antena Bocina ante Incidencia TMz

En esta �ultima secci�on� con el objeto de mostrar la potencia del m�etodo de an�alisis
de objetos grandes en t�erminos el�ectricos propuesto en el presente cap��tulo� se
caracteriza el comportamiento de una antena bocina cuando la excitaci�on de
dicha antena� situada en su interior� presenta polarizaci�on TMz� La antena bocina
considerada en esta secci�on� cuya apertura tiene un di�ametro D igual a ��� se
muestra en la �gura 	���� Debido a las dimensiones de la citada antena� su
contorno se segmenta en �� tiras� que se dividen en dos grupos para caracterizar
el comportamiento de la citada antena con excitaci�on interna� en este caso situada
en el punto Cf �ver �gura 	����� De esta manera� empleando la t�ecnica basada
en la iteraci�on especial para fuente interna al problema� recogida en el cap��tulo �
y empleada con �exito en los ejemplos de la secci�on anterior� se determina el
comportamiento de la antena bocina� Finalmente� para validar el m�etodo de
an�alisis utilizado� se muestran resultados correspondientes al campo generado
por la bocina cuando la excitaci�on �TMz� de la antena� generada por una fuente
situada en su interior� tiene car�acter omnidireccional�

La estrategia seguida en el an�alisis de la bocina considerada se muestra en
la �gura 	���� donde se observa la segmentaci�on del contorno de la bocina en ��
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Figura 	���� Estrategia de an�alisis del campo generado por una antena del tipo bocina
�D � ���� aproximando su contorno mediante �
 tiras met�alicas� cuando la fuente que
excita la bocina est�a situada en el punto Cf �

tiras met�alicas in�nitas� de grosor despreciable� divididas en dos agrupaciones�
La raz�on de este agrupamiento de las tiras obedece a que la fuente generadora
de la excitaci�on se encuentra situada en el punto Cf �ver �gura 	����� situado en
el interior del problema de dispersi�on electromagn�etica a caracterizar� por lo que
debe emplearse la iteraci�on especial para fuente interna al problema� cuya apli

caci�on requiere �recordar secci�on ���� la mencionada divisi�on de todos los objetos
en dos grupos� Asimismo� dicha iteraci�on especial requiere que el punto donde se
posiciona la fuente �Cf en este caso� se encuentre situado fuera de las m��nimas
circunferencias� centradas en los puntos a los que se re�eren los espectros de cam

po incidente sobre cada grupo de tiras �puntos Cm� y Cm� en �g� 	����� y que
contienen respectivamente a las tiras que integran cada uno de los dos grupos
considerados� El cumplimiento de esta restricci�on adicional supone desplazar los
puntos Cm� y Cm� de los puntos medios de los centros de todas las tiras integran

tes de cada grupo �ver �gura 	����� lo que representa �nalmente un incremento
del n�umero de modos a emplear en la correcta reconstrucci�on del campo inciden

te sobre cada grupo de tiras� y por tanto un mayor coste computacional en la
obtenci�on de resultados mediante el m�etodo escogido�

En cuanto a la excitaci�on �TMz� generada por la fuente� situada en un punto
interno de la antena bocina �punto Cf en �g� 	����� se escoge un comportamiento
omnidireccional� que se consigue expresando dicha excitaci�on mediante un solo
modo cil��ndrico emergente� aqu�el de�nido en t�erminos de la funci�on de Hankel de
segunda especie y orden cero �recordar apartado C������ La amplitud y la fase
del campo el�ectrico asociado a la excitaci�on� que constituye el campo incidente
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Figura 	���� Amplitud y fase de la excitaci�on �TMz� de la antena bocina �D � ����
generada por una fuente omnidireccional situada en el punto Cf � en a� y en b�� y
amplitud y fase del campo el�ectrico generado por la bocina� de
nido como la suma de
la excitaci�on y el campo el�ectrico dispersado por las tiras que de
nen la bocina ante
dicha excitaci�on� en c� y en d��

sobre el problema de dispersi�on electromagn�etica producida por las �� tiras men

cionadas anteriormente� se representan en la �gura 	��� �apartados a y b�� donde
se observa un comportamiento omnidireccional en la amplitud �ver apartado a��
y una evoluci�on del frente de fase correspondiente a una onda cil��ndrica generada
en el punto Cf �ver apartado b�� Ante dicha incidencia� utilizando las matrices
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Figura 	��	� Amplitud del campo el�ectrico dispersado en zona de campo lejano por
las tiras met�alicas que de
nen una antena bocina �D � ���� ante una excitaci�on �TMz�
generada por una fuente situada en el punto Cf de la bocina�

de caracterizaci�on conjunta de las �� tiras que de�nen el contorno de la bocina�
se obtiene el campo el�ectrico dispersado por las mismas� que� sumado al campo
el�ectrico incidente� constituye el campo generado por la bocina cuya amplitud
y fase se recogen en la �gura 	��� �apartados c y d�� La amplitud y la fase de
este campo el�ectrico total revelan que la bocina� ante la excitaci�on considerada�
genera una onda plana cuyo frente de fase avanza en la direcci�on � � � �ver
apartados c y d en �g� 	�����
Por �ultimo� para conocer el comportamiento de la antena bocina en zona de

campo lejano� a partir de los resultados anteriores se ha determinado en dicha
zona la amplitud del campo el�ectrico dispersado por las �� tiras que de�nen la
bocina� representando la citada amplitud en la �gura 	��	� En esta �gura� se
con�rma la direcci�on de avance �� � �� de la onda plana generada por la bocina�
pues el m�aximo del l�obulo principal se produce en el valor acimutal asociado a la
mencionada direcci�on de propagaci�on� Asimismo� en la �gura 	��	 se comprueba
que el nivel de l�obulo principal a secundario en la amplitud del campo generado
por la bocina es de aproximadamente �� dB� Los resultados ofrecidos en esta
secci�on con�rman la gran utilidad del m�etodo presentado en este cap��tulo� que
permite analizar� adem�as de los problemas de dispersi�on electromagn�etica consi

derados anteriormente� la radiaci�on que generan estructuras semicerradas como
las antenas tipo bocina�





Cap��tulo �

Conclusiones

En la presente tesis� se ha abordado con �exito el an�alisis de problemas de disper

si�on electromagn�etica� producida tanto en sistemas guiados �problemas cerrados�
como en espacio libre �problemas abiertos�� empleando para ello m�etodos modales
basados en matrices generalizadas� Estos m�etodos se han aplicado al estudio de
los fen�omenos de dispersi�on presentes en diversas situaciones pr�acticas� tales co

mo por ejemplo en los dispositivos de microondas integrados por diferentes gu��as�
o en aquellas situaciones donde existe un cierto campo incidente sobre elementos
dispersores situados en espacio libre� habiendo permitido dicho estudio el an�alisis
de numerosos elementos radiantes� e incluso el dise�no de algunas estructuras pa

sivas de microondas complejas�

Para analizar los problemas de dispersi�on electromagn�etica en sistemas guia

dos� mediante matrices de inmitancias �admitancias o impedancias seg�un el caso��
se ha propuesto una t�ecnica que acelera el c�alculo de los elementos de dichas ma

trices cuya obtenci�on requiere evaluar una serie con in�nitos t�erminos� habiendo
validado con un estudio comparativo la mejora que supone� en t�erminos de e�

ciencia computacional� calcular los citados elementos mediante la nueva t�ecnica
descrita� De igual manera� tras acelerar la caracterizaci�on individual de las dis

continuidades integrantes de un dispositivo pasivo de microondas� se plantea una
nueva estrategia para resolver el sistema de ecuaciones lineales asociado al cita

do dispositivo� estrategia basada en un nuevo algoritmo recursivo que explota la
naturaleza en banda del citado sistema� que se revela enormemente e�ciente una
vez realizado el correspondiente estudio comparativo�

Estas dos t�ecnicas propuestas� que reducen considerablemente el coste asocia

do al an�alisis de dispositivos complejos de microondas� se han incorporado a una
herramienta de programaci�on pensada para el an�alisis y el dise�no de estructu

ras pasivas de microondas implementadas en tecnolog��a guiada� generando pues
un programa muy completo y optimizado� de nombre comercial DUMAS 
��� que
est�a siendo distribuido por la Agencia Espacial Europea �ESA�� en el marco de los
acuerdos que mantiene dicha instituci�on con sus pa��ses miembros� a las empresas
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del sector aeroespacial de estos pa��ses que dise�nan �ltros de microondas� Con el
citado programa� se han dise�nado algunas estructuras pasivas realmente comple

jas� tales como �ltros paso banda en gu��a rectangular con tornillos de sinton��a�
�ltros paso banda de modo dual en gu��a circular con iris el��pticos� y �ltros paso
banda de modo dual en gu��a circular con iris el��pticos y tornillos de sinton��a� Asi

mismo� se han planteado para cada uno de estos �ltros unas estrategias de dise�no
ciertamente novedosas� que han quedado completamente validadas� junto con el
funcionamiento del mencionado programa DUMAS 
�� que incorpora las nuevas
t�ecnicas propuestas en la tesis� mediante las medidas de las respuestas asociadas
a unas implementaciones pr�acticas de los �ltros dise�nados�

Entre las posibles l��neas futuras de trabajo� relacionadas con el an�alisis e�

ciente de la dispersi�on originada en sistemas guiados� puede resultar interesante
esforzarse en intentar reducir el esfuerzo computacional requerido en la evaluaci�on
de las series est�aticas �recordar concepto en el apartado ����� del cap��tulo ��� y de
las partes est�aticas de las series din�amicas �recordar concepto en el apartado �����
del cap��tulo ��� que aparecen al aplicar la t�ecnica de aceleraci�on descrita en la
tesis� Aunque dichas series s�olo se calculan una vez en el an�alisis en frecuencia
del comportamiento del dispositivo� pues son independientes de la frecuencia� en
determinadas aplicaciones con discontinuidades muy abruptas su computaci�on
puede resultar costosa� por lo que ser��a de gran inter�es� para acelerar todav��a
m�as el m�etodo propuesto� identi�car alguna estrategia de suma de dichas series
que tuviera en cuenta las contribuciones modales m�as signi�cativas� Otra posi

ble aplicaci�on de la t�ecnica propuesta� que en esencia permite evaluar de manera
�optima unas determinadas series� consiste en su traslaci�on a otros m�etodos de
an�alisis de problemas cerrados donde aparecen este mismo tipo de series� Con

cretamente� estas series aparecen tambi�en durante el an�alisis de problemas de
dispersi�on mediante el planteamiento de una ecuaci�on integral� que surge tras
forzar las correspondientes condiciones de contorno� La t�ecnica de an�alisis basa

da en Ecuaci�on Integral constituye un m�etodo que suele emplearse con geometr��as
complejas� como por ejemplo en la caracterizaci�on de codos en gu��a� tema en el
que ya se est�a empezando a trabajar para acelerar la evaluaci�on de ciertas series�
Una nueva l��nea de trabajo asociada a la t�ecnica de aceleraci�on propuesta� que
puede resultar especialmente interesante� consiste en la utilizaci�on combinada de
dicha t�ecnica con un m�etodo basado en teor��a de cavidades para caracterizar
ciertos dispositivos de microondas� concretamente aqu�ellos que presentan a la
vez uniones entre gu��as diferentes en planos transversales y longitudinales �res

pecto de un eje del sistema�� tales como pueden ser por ejemplo los dispositivos
conocidos como T m�agicas� De hecho� en la actualidad ya se dispone de resul

tados para estas estructuras que garantizan la validez de esta nueva t�ecnica de
an�alisis combinado� no habiendo incluido dichos resultados en el presente trabajo
por no extender en demas��a su contenido� A su vez� empleando la mencionada
combinaci�on de t�ecnicas de an�alisis� se est�a dise�nando en la actualidad un trans
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ductor ortomodal� que est�a constituido por un cuerpo principal de�nido mediante
una cavidad triangular� a cuyos tres puertos acceden respectivamente una gu��a
circular y sendas gu��as rectangulares�

En cuanto a la futura utilizaci�on del programa comercial DUMAS 
��� �este
puede emplearse en el dise�no de nuevas estructuras pasivas de microondas que
incorporen algunos de los elementos novedosos susceptibles de ser analizados con
dicho programa� tales como son los tornillos de sinton��a modelados con gu��as re

entrantes� o los iris con secci�on transversal el��ptica� En este sentido� se propone
el dise�no con dicho programa de �ltros paso banda implementados con cavidades
evanescentes y elementos de sinton��a� �ltros cuya excitaci�on� tanto a la entrada
como a la salida� puede conseguirse bien con gu��as rectangulares ��ltros evanes

centes cl�asicos� o con gu��as coaxiales ��ltros interdigitales�� Adicionalmente� se
plantea el dise�no con DUMAS 
�� de dispositivos giradores de polarizaci�on� im

plementados en gu��a circular� con iris cuadrados y el��pticos� cuya con�guraci�on
es similar a la de los �ltros de modo dual propuestos en la tesis�

Por otra parte� para estudiar la dispersi�on electromagn�etica producida por
objetos en espacio libre� se ha de�nido un nuevo tipo de matriz generalizada�
denominada matriz de caracterizaci�on individual� que caracteriza el comporta

miento dispersor de cada uno de estos objetos� habiendo determinado asimismo
una estrategia gen�erica que permite obtener dicha matriz para cualquier posible
objeto� Dicha estrategia combina m�etodos cl�asicos de an�alisis� ya sean de alta fre

cuencia o num�ericos� con t�ecnicas de obtenci�on de espectros asociados a campos
electromagn�eticos� pues la citada matriz de caracterizaci�on individual se de�ne
en el dominio espectral� En concreto� como t�ecnicas cl�asicas para determinar las
corrientes inducidas sobre la super�cie del objeto dispersor� se han considerado en
este trabajo la conocida aproximaci�on de �Optica F��sica y el tradicional M�etodo de
los Momentos� que han sido estudiadas con detalle� determinando unos criterios
pr�acticos para decidir qu�e t�ecnica conviene emplear en cada problema concreto�
En cuanto a la obtenci�on de los espectros correspondientes a los campos dispersa

dos� se han propuesto nuevamente otras dos posibles t�ecnicas� una de ellas basada
en la Transformada Discreta de Fourier y la otra en el Teorema de Adici�on para
las Funciones de Hankel� presentando tambi�en una discusi�on detallada acerca del
posible �ambito de aplicaci�on de cada una de dichas t�ecnicas� Este nuevo con

cepto de la matriz de caracterizaci�on individual� y su estrategia de c�alculo� se ha
utilizado para analizar la dispersi�on producida por objetos dispersores can�onicos�
como son la tira y el cilindro� ambos met�alicos y bidimensionales� concluyendo
de los resultados obtenidos la validez del nuevo m�etodo propuesto para anali

zar fen�omenos de dispersi�on en espacio libre� as�� como tambi�en algunas de las
principales ventajas asociadas a dicho m�etodo�

Una vez de�nido el concepto de la matriz de caracterizaci�on individual� aso

ciada al comportamiento dispersor aislado de cada objeto en espacio libre� se
ha presentado un nuevo algoritmo recursivo para analizar la dispersi�on electro
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magn�etica producida por m�ultiples objetos� cuya aplicaci�on genera unas nuevas
matrices asociadas respectivamente a los objetos del problema bajo an�alisis� de

nominadas ahora matrices de caracterizaci�on conjunta� que determinan el com

portamiento dispersor de cada objeto teniendo en cuenta la presencia del resto� A
su vez� se plantea el an�alisis de objetos dispersores grandes en t�erminos el�ectricos�
tradicionalmente realizado con m�etodos de alta frecuencia� mediante una segmen

taci�on de su contorno en elementos de menor dimensi�on� y su posterior an�alisis
conjunto mediante el algoritmo recursivo propuesto en la tesis� Esta estrategia de
an�alisis se aplica de hecho a la resoluci�on de algunos problemas de dispersi�on cons

tituidos por varias tiras met�alicas� cuyos resultados se comparan con los obtenidos
mediante otras t�ecnicas cl�asicas de an�alisis� con�rmando pues la validez tanto de
la t�ecnica de segmentaci�on descrita como del algoritmo recursivo propuesto� La
misma estrategia de an�alisis reci�en mencionada� basada en segmentaci�on� se ha
empleado para caracterizar la dispersi�on producida por re�ectores hiperb�olicos y
parab�olicos grandes el�ectricamente� habiendo comparado los diagramas de radia

ci�on obtenidos para el re�ector parab�olico con los deducidos mediante el conocido
M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura� de donde se concluye que la t�ecnica de
segmentaci�on junto con el algoritmo recursivo proporciona resultados muy exac

tos� De igual manera� empleando la versi�on adecuada del algoritmo recursivo�
se ofrecen resultados correspondientes a la dispersi�on producida por antenas Ca

ssegrain� integradas por los citados re�ectores hiperb�olico y parab�olico� habiendo
observado en los resultados obtenidos algunos fen�omenos propios de este tipo de
antenas� que empleando otros m�etodos cl�asicos de an�alisis �como por ejemplo el
M�etodo de la Distribuci�on en la Apertura� el M�etodo de la Par�abola Equivalente o
el M�etodo del Alimentador Virtual� no habr��an podido detectarse� Parece l�ogico
pensar pues que la nueva t�ecnica de an�alisis de dispersi�on m�ultiple propuesta en
esta tesis� basada en segmentaci�on y en el nuevo alogoritmo recursivo expuesto�
debe utilizarse en el dise�no e�ciente y preciso de estructuras radiantes en espacio
libre� tales como por ejemplo las mencionadas antenas Cassegrain� Finalmente�
la potencia de esta nueva t�ecnica se pone de mani�esto analizando el comporta

miento de una antena tipo bocina� observando como la distribuci�on de campos
generada por dicho elemento radiante coincide con el comportamiento previsto
para este tipo de estructuras�

Una primera l��nea futura de trabajo en problemas abiertos� relacionada con
la caracterizaci�on individual del comportamiento dispersor de cada objeto y con
el algoritmo recursivo para analizar el acoplo entre m�ultiples objetos� consiste en
agrupar los diversos programas que implementan dichos m�etodos de caracteri

zaci�on �individual y conjunta� en un mismo entorno� de manera que el usuario
pudiera escoger de entre una serie de objetos can�onicos �tira y cilindro en estos
momentos� aqu�ellos que integran el problema a analizar� as�� como su distribuci�on
en el espacio libre� y que el programa se encargara de resolver de forma autom�atica
dicho problema de dispersi�on m�ultiple� L�ogicamente� con la intenci�on de ampliar
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el n�umero de objetos dispersores can�onicos ofrecidos por el mencionado programa�
resultar��a interesante implementar la caracterizaci�on individual de nuevos objetos
met�alicos� como por ejemplo re�ectores individuales hiperb�olicos y parab�olicos�
e incluso de objetos no met�alicos constituidos por materiales diel�ectricos� no ho

mog�eneos� o anis�otropos� Asimismo� deber��a crearse una librer��a con matrices
de caracterizaci�on individual de objetos previamente caracterizados� para de esta
forma� en aquellos problemas donde intervinieran estos elementos� no tener que
repetir el proceso de c�alculo de sus respectivas matrices�
Como segunda l��nea futura de investigaci�on� utilizando el nuevo algoritmo

recursivo propuesto para resolver problemas de dispersi�on m�ultiple� se plantea
realizar una extensi�on de dicha t�ecnica recursiva al an�alisis de nuevas aplicacio

nes pr�acticas� como pueden ser el estudio de fen�omenos de propagaci�on en entor

nos urbanos �comunicaciones m�oviles�� y el an�alisis de problemas de dispersi�on
en sistemas guiados �como diafragmas inductivos en gu��as de placas paralelas�
tradicionalmente resueltos con otras t�ecnicas � En la actualidad� ambas l��neas se
encuentran en sus inicios� debiendo explorarlas todav��a con un mayor detalle para
garantizar sus posibilidades de �exito� y para extender posteriormente el m�etodo
de an�alisis a la resoluci�on de problemas m�as complejos�
Una tercera y �ultima l��nea de investigaci�on� de gran inter�es por cierto� se en


cuentra relacionada con una l�ogica extensi�on de los conceptos asociados al an�alisis
de problemas de dispersi�on en espacio libre al caso de objetos tridimensionales�
lo que no supone en absoluto ninguna complejidad conceptual a�nadida� pues la
�losof��a del m�etodo es la misma� aunque requiere el manejo de espectros de ondas
esf�ericas en lugar de espectros cil��ndricos �problemas bidimensionales��
De los comentarios realizados en los p�arrafos anteriores� es posible concluir

de forma de�nitiva que con el trabajo presentado se han alcanzado todos los
objetivos propuestos al inicio de la tesis� habiendo sido capaces de analizar con
�exito� mediante m�etodos modales y matrices generalizadas� problemas de disper

si�on electromagn�etica tanto en sistemas guiados como en espacio libre con las
peculiaridades que cada uno de dichos problemas conlleva� Por �ultimo� mencio

nar simplemente que el trabajo realizado ha despertado inter�es en la comunidad
cient���ca internacional� inter�es avalado por la publicaci�on de art��culos en revistas
internacionales� referenciados en la bibliograf��a mediante las citas ����� ����� ��	� y
����� y por las comunicaciones presentadas en congresos internacionales� recogidas
tambi�en en la bibliograf��a a trav�es de las citas ����� ���� y �	���





Ap�endice A

Desarrollos en Serie de Taylor de

la funci�on fr�k�

La t�ecnica que permite acelerar el c�alculo de los elementos Y �����
m�n de la matriz de

admitancias generalizada de uniones planares entre gu��as arbitrarias� descrita de
forma detallada en el cap��tulo �� se basa en extraer la dependencia frecuencial que
presentan las series in�nitas a evaluar durante el c�alculo de dichos elementos� Para
ello� esta nueva t�ecnica descompone en principio la serie asociada originalmente al
elemento Y �����

m�n en una serie est�atica� que resulta independiente de la frecuencia� y
en una serie din�amica que debe calcularse para cada frecuencia� A continuaci�on�
con el objeto de continuar reduciendo el esfuerzo computacional dedicado a la
evaluaci�on de los elementos Y �����

m�n � la mencionada t�ecnica trunca la serie din�amica
en una contribuci�on �nita de t�erminos� a evaluar en cada frecuencia� y en una serie
in�nita de la que es posible extraer su dependencia con la frecuencia� Esta �ultima
extracci�on frecuencial puede realizarse gracias al desarrollo en serie de Taylor de
una funci�on� denominada fr�k�� que forma parte de los elementos integrantes de
la citada serie in�nita asociada a la serie din�amica�

En este ap�endice� se presentan las expresiones anal��ticas expl��citas de los co

e�cientes que forman parte de los desarrollos en serie de Taylor de la funci�on
fr�k�� tanto para el caso en el que el ��ndice r de la serie in�nita asociada a la
serie din�amica designa un modo TE� como para el caso en el que dicho ��ndice r
determina un modo TM�

A�� Modos TE

La funci�on fr�k�� recordando ������� queda de�nida del siguiente modo

fr�k� � �� Y
���
�r � cot�����r � lref�
�Y ���
�r � cot� �����r � lref�

�A���
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La expresi�on correspondiente a fr�k�� para el caso en el que el ��ndice r hace

referencia a un modo TE� se obtiene tras sustituir en �A��� Y ���
�r � �

���
r � �Y

���
�r y �����r

por sus correspondientes valores� lo que origina que dicha funci�on fr�k�� tal y
como se recoge en ����
� para modos TE� presente el siguiente aspecto

fr�k� � ��

r
��

	
k�k

���
t�r


�
� coth

�
c �

r
��

	
k�k

���
t�r


��

coth�c�
�A���

Debido a que esta funci�on fr�k� presenta un comportamiento suave en la

zona asociada a valores de la variable normalizada k
k���t�r pr�oximos a � �recordar
apartado a en �g� ����� resulta posible aproximar en dicha zona la citada funci�on

fr�k� mediante un desarrollo en serie de Taylor centrado en k
k
���
t�r � �� cuyo

aspecto se recoge a continuaci�on

fr�k� �
�X
p��

bp�r �


� k

k
���
t�r

�
Ap

�A�
�

Las expresiones expl��citas de los coe�cientes bp�r no nulos correspondientes al
mencionado desarrollo en serie de Taylor de la funci�on fr�k� se de�nen� para el
caso en el que el ��ndice r designa un modo TE y hasta un valor m�aximo del ��ndice
p igual a �� de la siguiente manera

b��r �
�

�
�

A�

�e�c � �� �A���

b��r �
�

�
�

A�

�e�c � �� �
A� �A�

� � �e�c � ��� � �e�c � �� �A���

b
�r �
�

��
�

� �A� � e�c
�e�c � �� � �e�c � �� �

� � c �A� � e�c
�e�c � �� � �e�c � ���

� c� �A
 � e�c
� � �e�c � �� � �e�c � ��� �

A� �A�

� � �e�c � ��� � �e�c � ��
�
��e
c � �� � c� � �� � e�c � �� � c� � � � c� �� � e�c� �A�

� � �e�c � ��� � �e�c � ��
� �� � � �A�� �A�

� � �e�c � ��� � �e�c � �� �A���

b��r �
�

���
�
� �
	

�
��
� c� � �

�
� c� � �

��
� c� � �


�
� c


� e�c

�e�c � �� � �e�c � ��
�

� � c �A� � e�c
�e�c � �� � �e�c � ��� �

c �A� �A
 � e�c
� � �e�c � �� � �e�c � ���
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�
A� �A� � e�c

�e�c � ��� � �e�c � ��� �
c �A� �A� � e�c

�e�c � ��� � �e�c � ���

� c� �A� �A
 � e�c
� � �e�c � ��� � �e�c � ��� �

��e
c � �� � c� � �� � e�c� �A�

� � �e�c � ��� � �e�c � ��
� ��� � c

� � 
� � e�c � ���� � c� � �� � e�c� � c� � e�c
�� � �e�c � �� � �e�c � ���

� �� � c
� � � � c� 
 � � �A�� � c� � e�c
�� � �e�c � �� � �e�c � ���

�
��� � c� � � � c � �� � e�c � �� � � �A��� �A�

� � �e�c � ��� � �e�c � ��
�
��
 � e�c � ��� � c� � �� � c� �� � e
c � �� � c� � e�c� �A�

�� � �e�c � ��� � �e�c � ��
�
���� � c� � �� � c� �� � e�c � �
 � �� �A��� �A�

�� � �e�c � ��� � �e�c � �� �A�	�

donde las constantes c� A�� A�� A�� A�� A�� A
 y A� se de�nen como

c � k
���
t�r � lref �A���

A� � � � � c � e
�c

�e�c � ��
�A���

A� � �e�c � � � c � e�c � � �A����

A� �
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� c

�
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A� �
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A�� Modos TM

La funci�on fr�k�� recordando nuevamente ������� se de�ne como

fr�k� � �� Y
���
�r � cot�����r � lref�
�Y ���
�r � cot� �����r � lref�

�A����
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La expresi�on correspondiente a fr�k�� para el caso en el que el ��ndice r hace

referencia a un modo TM� se obtiene tras sustituir en �A���� Y ���
�r � �

���
r � �Y

���
�r y

�����r por sus correspondientes valores� lo que origina que dicha funci�on fr�k�� tal
y como se recoge en ����
� para modos TM� presente el siguiente aspecto
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Debido a que esta funci�on fr�k� tambi�en presenta una evoluci�on suave en la

zona asociada a valores de la variable normalizada k
k���t�r pr�oximos a � �recordar
apartado b en �g� ����� resulta posible aproximar de nuevo en dicha zona la citada

funci�on fr�k� mediante un desarrollo en serie de Taylor centrado en k
k
���
t�r � ��

cuyo aspecto se recoge a continuaci�on

fr�k� �
�X
p��

bp�r �


� k

k
���
t�r

�
Ap

�A����

Las expresiones anal��ticas de los coe�cientes bp�r no nulos correspondientes al
mencionado desarrollo en serie de Taylor de la funci�on fr�k� se de�nen� para el
caso en el que el ��ndice r designa un modo TM y hasta un valor m�aximo del
��ndice p igual a �� de la siguiente manera
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donde las constantes c� A�� A�� A�� A�� A�� A
 y A� se de�nen en este caso
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Ap�endice B

DUMAS �
�� Un Programa para

el An�alisis y el Dise�no E�ciente

de Estructuras Pasivas de

Microondas

El an�alisis y el dise�no de estructuras pasivas de microondas� a medida que se in

crementa su complejidad� requiere de programas especialmente optimizados que
generen de manera e�ciente resultados muy precisos� tal y como se ha puesto de
mani�esto en los ejemplos de dise�no recogidos en el cap��tulo 
� Con el objeto
de acelerar la caracterizaci�on electromagn�etica de las diferentes uniones planares
que integran las estructuras pasivas de microondas� empleando en dicha caracte

rizaci�on matrices de admitancias generalizadas� en el cap��tulo � �secci�on ���� se
describe una t�ecnica novedosa para calcular e�cientemente aquellos elementos de
las mencionadas matrices cuya evaluaci�on tradicional resulta m�as costosa� Por
otra parte� en el mismo cap��tulo � �secci�on ��
� se propone un m�etodo recursi

vo para resolver con e�ciencia el sistema de ecuaciones lineales� cuya matriz de
coe�cientes presenta una estructura en banda al utilizar matrices de admitan

cias generalizadas� que surge al analizar el comportamiento electromagn�etico del
dispositivo considerado� Estas dos nuevas t�ecnicas� que permiten reducir sustan

cialmente el coste temporal asociado al an�alisis de dispositivos complejos �recor

dar resultados ofrecidos en el cap��tulo ��� se han incorporado a un programa de
an�alisis y dise�no de estructuras pasivas de microondas� generando una versi�on de
dicho programa denominada DUMAS 
��� cuyos rasgos m�as destacados pretenden
describirse en el presente ap�endice�

Junto a las dos t�ecnicas reci�en comentadas que incorpora el citado programa
DUMAS 
��� �este ofrece tambi�en la posibilidad de analizar y dise�nar dispositi

vos de microondas empleando modos accesibles y localizados� cuyos respectivos
conceptos se exponen inicialmente en este ap�endice� Como uno de los principales
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objetivos del mencionado programa es el dise�no de �ltros paso banda� a conti

nuaci�on se describen dos redes ideales que incorpora dicho programa para poder
dise�nar los citados �ltros paso banda� implementados con cavidades resonantes
en las que tan s�olo se excita el modo fundamental� siguiendo el procedimiento
expuesto en ����� Asimismo� se presenta una tercera red ideal pensada para po

der dise�nar con ella nuevamente �ltros paso banda� pero implementados en esta
ocasi�on con cavidades evanescentes �no se excita ning�un modo� y elementos de
sinton��a� lo que a su vez requiere modi�car ligeramente el procedimiento de di

se�no planteado en ����� Por �ultimo� rese�nar que DUMAS 
�� est�a preparado para
trabajar conjuntamente con el programa comercial ANAPLAN
W� permitiendo
pues la incorporaci�on a los dise�nos de tramos uniformes de gu��as reentrantes con
contornos b�asicos rectangulares y circulares� que pretenden simular el efecto de
los tornillos de sinton��a utilizados tradicionalmente en numerosos dispositivos por
diversas razones �ver cap��tulo 
�� Con la intenci�on pues de mostrar esta opci�on
adicional� as�� como para describir brevemente el modo de funcionamiento b�asico
del programa DUMAS 
��� se ofrece �nalmente un ejemplo pr�actico de manejo
del mismo� correspondiente al an�alisis de la respuesta electromagn�etica que pre

senta el �ltro de modo dual en gu��a circular� con iris el��pticos y gu��as circulares
reentrantes� propuesto en el cap��tulo 
 �apartado 
���
��

B�� Modos Accesibles y Localizados

Los modos accesibles y localizados� introducidos de alguna manera en ���� se
de�nen por primera vez empleando dichas acepciones en ��
�� habiendo sido utili

zados posteriormente en numerosas ocasiones� tal y como puede comprobarse por
ejemplo en ��
� ��� ���� Estos tipos de modos surgen al caracterizar uniones pla

nares entre gu��as arbitrarias mediante redes equivalentes multimodales� en el caso
que nos ocupa basadas en matrices de admitancias generalizadas� que en princi

pio requieren un n�umero in�nito de modos para describir los campos el�ectrico y
magn�etico existentes cerca de la uni�on planar en cada una de las gu��as que de�nen
dicha uni�on� aunque en la pr�actica� para poder implementar computacionalmente
las mencionadas matrices� el n�umero te�oricamente in�nito de modos a utilizar se
trunca en un valor �nito que garantiza resultados convergentes� Este valor �nito
depender�a l�ogicamente del tipo de discontinuidad considerada� que excitar�a un
mayor o un menor n�umero de modos en sus proximidades� Ahora bien� cuando
se pretende analizar dispositivos de microondas constituidos por la conexi�on en
cascada de diferentes tramos de gu��as uniformes� si la longitud de dichos tramos
es su�cientemente grande� tan s�olo una peque�na parte de los modos excitados en
las proximidades de cada uni�on �aqu�ellos con n�umeros de onda de corte de valor
m�as bajo� afectan a las discontinuidades vecinas� por lo que en la conexi�on de
las redes equivalentes multimodales asociadas a cada uni�on� haciendo uso de las
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correspondientes matrices de admitancias generalizadas asociadas a los tramos
de gu��a uniforme que las unen� deben considerarse �unicamente esos pocos modos
mencionados que constituyen los llamados modos accesibles� En cuanto al res

to de modos excitados en las proximidades de cada discontinuidad �aqu�ellos con
n�umeros de onda de corte de valor elevado�� que se denominan modos localizados�
deben tenerse en cuenta �unicamente en la caracterizaci�on de cada uni�on planar�
sin embargo� como estos modos se encuentran al corte en los respectivos tramos
de gu��a uniforme a los que pertenecen� cada uno de los accesos asociados a dichos
modos en las correspondientes matrices de admitancias generalizadas se cargar�an
con la admitancia caracter��stica del modo al que representan�
Seg�un se termina de explicar� cuando se caracteriza una uni�on planar em


pleando modos accesibles y localizados� debe determinarse una nueva matriz de
admitancias generalizada que relaciona �unicamente modos accesibles� cuya de

ducci�on� basada en la matriz de admitancias generalizada asociada originalmente
a la mencionada uni�on� requiere imponer sobre esta �ultima matriz la citada con

dici�on de carga de los modos localizados que se consideran en cada puerto de la
uni�on� Seguidamente� se ofrecen las expresiones anal��ticas que permiten relacio

nar las mencionadas matrices� para lo cual se escoge una uni�on planar gen�erica
entre dos gu��as arbitrarias� de la que se determina inicialmente su red equivalente
multimodal calculando la correspondiente matriz de admitancias generalizada�
Haciendo uso pues de dicha matriz� que denominaremos Y � es posible relacionar
los vectores columna I y V � constituidos respectivamente por corrientes y voltajes
modales� de la siguiente manera

I � Y � V �B���

En �B���� los dos vectores columna I y V est�an constituidos respectivamente
por dos subvectores� cada uno de los cuales representa a su vez las amplitudes de
las funciones vectoriales modales normalizadas� asociadas bien al campo el�ectrico
o magn�etico transversal� que permiten evaluar dichos campos en cada uno de
los dos puertos que de�nen la uni�on� Las dimensiones de estos subvectores se
corresponden respectivamente con el n�umero de modos totales escogidos para
representar los campos el�ectrico y magn�etico en cada puerto� n�umeros que en
el caso considerado� tal y como puede observarse en la �gura B�� �apartado a��
se designan mediante los par�ametros NM��� para el puerto � y NM��� para el
puerto �� A continuaci�on� debido a que la discontinuidad caracterizada se piensa
conectar a las uniones vecinas mediante tramos de gu��a uniforme su�cientemente
largos� los modos considerados en cada puerto se dividen en accesibles y localiza

dos� representando ahora en la �gura B�� �apartados a y b� el n�umero de modos
accesibles escogido en cada puerto mediante los par�ametros NMa��� y NMa���
respectivamente� Con el objeto de obtener una nueva matriz de admitancias
equivalente para la misma uni�on planar considerada� que ahora relacione tan s�olo
corrientes y voltajes asociados a los modos accesibles presentes en cada puerto



		� DUMAS 	��� Programa de An�alisis y Dise
no E�ciente

Figura B��� Representaci�on de una uni�on planar entre dos gu��as arbitrarias median�
te una red equivalente multimodal� basada en la matriz de admitancias generalizada
original cuyos modos localizados est�an cargados con sus respectivas admitancias carac�
ter��sticas� en a�� y representaci�on de la misma uni�on planar mediante otra red equiva�
lente multimodal� basada en una matriz de admitancias equivalente a la original que
s�olo relaciona modos accesibles� en b��

de la uni�on� resulta necesario como es sabido cargar los accesos de la matriz ori

ginal correspondientes a los modos localizados con sus respectivas admitancias
caracter��sticas� presentando pues dicha matriz original cargada el aspecto que se
ofrece en la �gura B�� �apartado a�� Para trasladar dicha condici�on de carga a
la relaci�on matricial de�nida anteriormente en �B��� por la matriz Y � conviene
considerar dos matrices diagonales denominadas A y B� cuyas diagonales prin

cipales est�an constituidas por tantos elementos como la suma de los n�umeros de
modos totales asociados respectivamente a cada puerto� presentando cada uno de
dichos elementos un valor igual a � o igual a �� En concreto� la matriz A contiene
elementos unitarios en aquellas posiciones de la diagonal principal correspondien

tes a modos localizados de�nidos en ambos puertos de la uni�on� y valores nulos
en el resto de elementos� mientras la matriz B es complementaria de la matriz
A reci�en descrita �elementos unitarios en las posiciones de la diagonal principal
asociadas a los modos accesibles y valores nulos en los restantes elementos�� As��
pues� como la suma de las matrices A y B es igual a la matriz identidad U � la
relaci�on expuesta previamente en �B��� puede expresarse tambi�en como

I � Y �A � V � Y �B � V �B���

Para de�nir la condici�on de carga de los accesos de la matriz de admitan

cias generalizada correspondientes a los modos localizados� condici�on recogida
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gr�a�camente en la �gura B�� �apartado a�� es necesario de�nir una matriz de
impedancias de carga tambi�en diagonal� en la que los elementos de su diagonal
principal asociados a los modos localizados son iguales respectivamente a las im

pedancias caracter��sticas de dichos modos con signo negativo� y los elementos
restantes correspondientes a los modos accesibles presentan todos ellos valores
nulos� El signo negativo que presentan todos los elementos no nulos de la men

cionada matriz se debe a la elecci�on de los sentidos de las corrientes modales
en la red equivalente multimodal� los cuales� tal y como puede apreciarse en la
�gura B�� �apartado a�� se escogen siempre para que la potencia transportada
por cada modo �uya siempre hacia la uni�on planar caracterizada� Haciendo uso
pues de la matriz de impedancias de carga reci�en descrita� denominada Z�� la
condici�on de adaptaci�on impuesta sobre los modos localizados puede expresarse
matricialmente mediante la siguiente relaci�on

A � V � Z� � I �B�
�

Sustituyendo en �B��� la condici�on de carga reci�en expuesta en �B�
�� y tras
manipular algebraicamente la expresi�on resultante� se obtiene la siguiente nueva
relaci�on matricial entre los vectores columna I y V

�U � Y � Z�� � I � Y �B � V �B���

donde U designa de nuevo la matriz identidad ya descrita anteriormente� Pre

multiplicando a continuaci�on ambos lados de la igualdad recogida en �B��� por
el producto de matrices B � �U � Y � Z��

��� es posible despejar el vector columna
B � I como se indica seguidamente

B � I � B � �U � Y � Z��
�� � Y �B � V �B���

En esta �ultima expresi�on recogida en �B���� el vector columnaB �I contiene en
las posiciones correspondientes a los modos accesibles sus respectivas corrientes
modales� y valores nulos en el resto de los elementos� mientras el vector columna
B �V presenta el mismo tipo de comportamiento pero en esta ocasi�on para los vol

tajes modales� Con el objeto de identi�car pues la nueva matriz de admitancias
generalizada asociada a la uni�on planar considerada� que relaciona �unicamente
modos accesibles �ver apartado b en �g� B���� resulta conveniente de�nir unos
nuevos vectores columna I � y V �� que est�an integrados respectivamente por los
elementos no nulos de los mencionados vectores columna B � I y B �V � Adicional

mente� denominando a la nueva matriz de admitancias buscada como Y �� debe
satisfacerse la siguiente relaci�on entre los vectores columna I � y V �

I � � Y � � V � �B���

Recordando ahora las respectivas relaciones expuestas en el p�arrafo anterior
entre los vectores columna I �� V � y los productos B � I� B �V � as�� como la relaci�on
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entre estos dos productos de�nida seg�un �B���� es posible concluir de�nitivamente
que la matriz Y � est�a constituida por subbloques de la matriz de�nida por el
producto B � �U � Y � Z��

�� � Y � Esta nueva matriz Y �� equivalente a la matriz
original Y � relaciona �unicamente los modos accesibles considerados en cada puerto
de la uni�on planar caracterizada� representando a partir de este instante la red
equivalente multimodal correspondiente a la mencionada uni�on�

El programa DUMAS 
�� contempla los dos tipos de modos reci�en descritos�
permitiendo al usuario de�nir para cada gu��a integrante de la estructura bajo
an�alisis el n�umero de modos accesibles� aqu�ellos que integran las redes equiva

lentes multimodales a conectar entre s�� para analizar la estructura global� as��
como el n�umero de modos totales �accesibles m�as localizados�� los cuales se utili

zan �unicamente al caracterizar las uniones planares en las que intervienen dichas
gu��as� Para utilizar de manera adecuada estos dos tipos de modos� es recomen

dable realizar estudios previos de convergencia� que determinen en ambos casos
el n�umero m��nimo de modos requeridos para obtener resultados convergentes al
analizar la estructura considerada� El empleo de modos accesibles y localizados
representa� como se desprende del desarrollo ofrecido anteriormente� un mayor es

fuerzo computacional en la obtenci�on de la red equivalente multimodal asociada a
cada discontinuidad de la estructura global� puesto que primero debe calcularse la
matriz de admitancias original correpondiente a cada discontinuidad� y posterior

mente debe procesarse dicha matriz para obtener la nueva matriz de admitancias
equivalente buscada que relaciona tan s�olo modos accesibles� Ahora bien� este
mayor coste computacional reci�en expuesto puede quedar sobradamente compen

sado durante la resoluci�on del sistema de ecuaciones lineales en banda asociado a
la estructura global bajo an�alisis� sistema cuya resoluci�on� m�as o menos r�apida�
depende de las dimensiones de las matrices que integran la red global construida�
es decir del n�umero de modos accesibles escogido para cada gu��a de dicha estruc

tura� En consecuencia� la posibilidad que ofrece DUMAS 
�� de utilizar modos
accesibles y localizados permite dise�nar con dicho programa� de una forma m�as
optimizada� ciertas estructuras pasivas de microondas� concretamente aquellas
estructuras que� debido al tipo de discontinuidades que la integran y a los largos
tramos de gu��a uniforme que unen dichas discontinuidades� requieren considerar
un n�umero relativamente bajo de modos accesibles en cada una de sus gu��as�

B�� Redes Ideales para el Dise�no de Filtros

Entre las diferentes opciones que ofrece el programa DUMAS 
��� una de las m�as
interesantes consiste en la posibilidad de dise�nar con dicho programa� siguiendo
el procedimiento descrito en ����� �ltros paso banda con cavidades resonantes en
las que tan s�olo se propagan sus respectivos modos fundamentales� para lo cual
el citado programa incorpora dos redes ideales� cuya respuesta puede analizarse
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por tramos para determinar seg�un se indica en ���� las dimensiones �nales de
la estructura real a dise�nar� A continuaci�on� se mencionan las peculiaridades
m�as importantes que presentan estos dos tipos de redes ideales incorporadas a
DUMAS 
��� y posteriormente se muestra con un ejemplo pr�actico c�omo hacer
uso de una de ellas para dise�nar un �ltro�

La primera de estas dos redes ideales constituye un modelo paso banda pro

puesto en �
��� que est�a integrado por simples inversores de impedancia y por
resonadores serie� escogiendo para implementar dichos resonadores serie en el
modelo ideal tramos de gu��a uniforme de longitud �g�
�� donde �g� representa la
longitud de onda en cada una de las citadas gu��as correspondiente a la frecuencia
central de la banda de paso del �ltro a sintetizar� La elecci�on de gu��as reales
en el modelo ideal� que se escogen id�enticas a las utilizadas posteriormente en la
estructura real a dise�nar� permite predecir con bastante precisi�on en el modelo
ideal el efecto dispersivo que en la respuesta real del dispositivo introducen las
gu��as empleadas como resonadores� y asimismo� al emplear tanto en el modelo
ideal como en el real el mismo tipo de gu��as� se garantiza casi con total seguri

dad que la respuesta ofrecida por el modelo ideal podr�a recuperarse empleando
la estructura real� Ahora bien� el principal inconveniente de esta primera red
ideal se encuentra asociado precisamente al hecho de utilizar gu��as reales como
resonadores serie del modelo� inconveniente que se pone de mani�esto al intentar
dise�nar �ltros cuya banda de paso presenta un gran ancho� debido a que el pro

pio comportamiento dispersivo de las gu��as reales utilizadas en el modelo afecta
negativamente a su respuesta� Concretamente� este efecto dispersivo repercute
en la respuesta ofrecida por el modelo ideal dentro de la banda de paso� provo

cando que los picos asociados a las p�erdidas de retorno �par�ametro S��� en dicha
banda de paso no presenten todos ellos el mismo nivel� Con el objeto de poder
dise�nar correctamente �ltros paso banda cuyas respuestas sean muy anchas resul

ta necesario pues� debido a la limitaci�on reci�en expuesta que presenta este primer
modelo� establecer una segunda red ideal cuyo comportamiento resulte adecuado
para las mencionadas aplicaciones de grandes anchos de banda� red ideal que se
describe b�asicamente a continuaci�on�

La segunda red ideal� a diferencia del primer modelo ideal� se basa en un
prototipo paso bajo recogido tambi�en en �
��� que est�a constituido nuevamente
por inversores de impedancia� y en esta ocasi�on por inductancias serie� Como
resulta que independientemente del valor que presenten las citadas inductancias�
la respuesta del �ltro siempre puede recuperarse eligiendo inversores de impedan

cia adecuados �ver detalles en �
���� para dichas inductancias serie se eligen unos
valores que tienen en cuenta el comportamiento dispersivo de las gu��as utilizadas
en las estructuras reales como resonadores� aunque la manera de considerar el
comportamiento dispersivo es diferente a la implementada en el primer tipo de
red ideal� Adicionalmente� debido a que la respuesta a sintetizar es paso banda y
el prototipo escogido es paso bajo� resulta necesario implementar una transforma
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ci�on paso bajo a paso banda que traslade la respuesta ideal a la banda de inter�es�
transformaci�on escogida de manera que el citado comportamiento dispersivo de
las gu��as empleadas como resonadores en la estructura real vuelve a introducirse
en la red ideal� Con este segundo tipo de red ideal� al no utilizar directamente
gu��as reales en el prototipo paso bajo� se resuelve el problema planteado por la
primera red ideal para dise�nar �ltros con respuesta paso banda muy ancha� pues

to que� independientemente de dicho ancho de banda� la respuesta ideal obtenida
con este segundo tipo de red no presenta ningun tipo de degradaci�on� a diferencia
de lo que ocurr��a en las p�erdidas de retorno �par�ametro S��� con el primer tipo
de red� Ahora bien� al manejar el segundo tipo de red ideal se debe ser extrema

damente cuidadoso� ya que el hecho de poder obtener con una red ideal cualquier
tipo de respuesta� no supone en modo alguno poder conseguir esa misma respues

ta empleando una estructura real de �ltro paso banda� De hecho� pueden darse
casos pr�acticos en los que las respuestas deseadas se obtengan perfectamente em

pleando el segundo tipo de red ideal� que� sin embargo� no puedan conseguirse en
la pr�actica al utilizar gu��as reales tanto para implementar las ventanas de acoplo
como las cavidades resonantes del �ltro a dise�nar�

De los comentarios realizados en los dos p�arrafos anteriores� a la hora de elegir
el tipo de red ideal a emplear en el dise�no de un �ltro paso banda� se deduce que
el par�ametro m�as importante a considerar es el ancho de banda relativo que se
desea obtener en la respuesta a implementar� ancho de banda relativo que se de

�ne� como es bien sabido� mediante el cociente entre el ancho de banda absoluto
y la frecuencia central de la banda de paso de la respuesta del �ltro� Para elegir
pues entre un tipo u otro de red ideal� se recomienda seguir el siguiente criterio
deducido emp��ricamente� que consiste en elegir el primer tipo de red ideal para
dise�nar �ltros cuya respuesta presente un ancho de banda relativo inferior al 
!�
y el segundo tipo de red ideal cuando se pretende que la respuesta paso banda
del �ltro a dise�nar tenga un ancho de banda relativo superior o igual al citado
valor umbral del 
!� La elecci�on del valor cr��tico se ha realizado observando que
el primer modelo ideal� para �ltros con anchos de banda relativos ligeramente su

periores o incluso iguales al 
!� comienza a producir respuestas paso banda con
degradaciones en las p�erdidas de retorno �par�ametro S���� habiendo comprobado
que dichas degradaciones desaparecen al utilizar el segundo modelo de red ideal�
y que es posible adem�as implementar la respuesta ideal con elementos reales� No
obstante� tal y como se ha comentado con anterioridad� si el ancho de banda re

lativo de la respuesta a obtener crece bastante� aun cuando la respuesta obtenida
con el modelo ideal no presente ninguna degradaci�on� no resultar�a posible sinte

tizar en la pr�actica dicha respuesta ideal� debido b�asicamente al comportamiento
dispersivo de las gu��as utilizadas en la implementaci�on real del �ltro�

A modo de ejemplo� seguidamente se expone c�omo utilizar la opci�on de dise�no
que ofrece el programa DUMAS 
�� empleando las redes ideales reci�en descritas�
para lo cual se ha escogido uno de los �ltros paso banda en gu��a rectangular
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Figura B��� Imagen del programa DUMAS ��
 durante la etapa de dise	no de un

ltro paso banda empleando el primer tipo de red ideal� concretamente cuando se est�a
analizando la respuesta de la estructura real para dise	nar su segunda cavidad junto con
sus respectivas ventanas de acoplo�

propuestos en el cap��tulo 
 �apartado 
���
�� en concreto aqu�el que empleando
tornillos de sinton��a presenta una respuesta paso banda de 
�� MHz centrada a
�
 GHz� El tipo de red ideal escogido para dise�nar este �ltro paso banda� debido
a sus requerimientos de ancho de banda relativo �inferior al 
!�� corresponde
pues al primer modelo planteado� que utiliza como se ha comentado gu��as reales
para implementar los resonadores serie� En la �gura B��� se recoge una imagen
de pantalla de una estaci�on de trabajo� que corresponde al proceso de dise�no del
mencionado �ltro empleando el programa DUMAS 
��� re�ejando en concreto di

cha imagen el instante en el que se est�a simulando el comportamiento de las dos
primeras cavidades de la estructura real para completar su dise�no� La opci�on que
permite dise�nar �ltros paso banda con DUMAS 
�� se selecciona en dicho pro

grama� tal y como puede observarse en la �gura B��� eligiendo la opci�on n�umero
� del men�u principal� aqu�el mostrado en la ventana etiquetada como Terminal� al
que se accede tras arrancar el programa ejecutando DUMAS� en entorno UNIX e
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introducir el nombre asignado al proyecto en cuesti�on �en este caso denominado
tu���ds�� En el mencionado men�u principal del programa DUMAS 
��� aparte
de la citada opci�on n�umero � correspondiente al dise�no de �ltros� se presentan
asimismo el resto de posibles opciones que ofrece el programa� cuya descripci�on
se recoge posteriormente� As�� pues� tras seleccionar la opci�on n�umero � en el
men�u principal del programa� se abre de forma autom�atica una nueva ventana
titulada Filter Design Menu �ver �g� B���� con la que se podr�a realizar el proceso
de dise�no expuesto en ����� que requiere dise�nar cavidad tras cavidad comparando
las respuestas que ofrecen la red ideal y la estructura real� Observando esta se

gunda ventana� se descubre la existencia de dos opciones� numeradas como la � y
la �� que abren sendas ventanas tituladas Input Data Ideal Filter e Input Data Real
Filter� en las que es posible editar respectivamente las caracter��sticas de la red
ideal cuya respuesta sirve de modelo en el proceso de dise�no a realizar� as�� como
las dimensiones de la estructura real que se est�a dise�nando� En el caso del �chero
de entrada asociado a la red ideal� se descubre entre otros par�ametros como se
de�ne el orden del �ltro� la atenuaci�on que debe presentar el rizado del par�ametro
S�� del �ltro en su banda de paso� o las frecuencias de corte inferior y superior
de la banda de paso del �ltro� y tambi�en l�ogicamente las gu��as a utilizar como
resonadores serie en el prototipo paso banda� Un par�ametro bastante importante
en dicho �chero es aqu�el que de�ne el n�umero de resonadores serie a considerar en
la red ideal para obtener su respuesta� n�umero que comenzando en un valor igual
a � debe incrementarse progresivamente para dise�nar cavidad tras cavidad de la
estructura real� comparando para ello las respuestas de las porciones de la estruc

tura real y de la red ideal consideradas en cada caso� En el ejemplo recogido en la
�gura B��� dicho par�ametro presenta un valor igual a �� puesto que� tal y como se
ha mencionado anteriormente� dicho ejemplo corresponde al momento en el que
se est�a dise�nando la segunda cavidad �junto con sus ventanas inductivas� de la
estructura real� En cuanto al �chero de datos asociado a la estructura real� en su
respectiva ventana pueden observarse entre otros par�ametros aqu�ellos que de�nen
su geometr��a� permitiendo especi�car para cada gu��a el tipo de la misma �ver po

sibles tipos en la secci�on B�
� y sus dimensiones junto a los mencionados n�umeros
de modos accesibles y totales �accesibles m�as localizados� a considerar en dicha
gu��a �recordar secci�on B���� o aquellos par�ametros m�as generales que de�nen por
ejemplo el n�umero de t�erminos a emplear en la evaluaci�on de las series est�aticas
de las diferentes uniones que integran la estructura �recordar apartado ����� del
cap��tulo ��� y el n�umero de sumandos a considerar durante el c�alculo de las par

tes est�aticas de las series din�amicas asociadas tambi�en a dichas uniones �recordar
apartado ����� del cap��tulo ��� Una vez completados los �cheros de entrada de
la red ideal y de la estructura real� debe analizarse en primer lugar el compor

tamiento de la red ideal cuya respuesta servir�a de modelo con el que dise�nar la
estructura real� para lo cual en el men�u de dise�no de �ltros debe seleccionarse la
opci�on n�umero 
� pues para dise�nar el �ltro propuesto se ha escogido la primera



B�� Redes Ideales para el Dise
no de Filtros 		�

Figura B�
� Imagen del programa DUMAS ��
 durante la etapa de dise	no de un

ltro paso banda empleando el primer tipo de red ideal� concretamente tras analizar la
respuesta de la estructura real una vez 
nalizado el dise	no de su segunda cavidad junto
con sus respectivas ventanas de acoplo�

red ideal� A continuaci�on� debe simularse la estructura real cuyas dimensiones
f��sicas pretenden optimizarse� debiendo seleccionar para ello en el mismo men�u
mencionado previamente la opci�on n�umero �� que analiza la estructura descrita
en su �chero de datos empleando las t�ecnicas de an�alisis e�ciente descritas en el
cap��tulo �� La ejecuci�on de este an�alisis produce varios mensajes mostrados en
una nueva ventana que abre el programa bajo t��tulo DUMAS�� Filter Design �ver
�g� B���� entre los que se encuentran algunos relacionados con una comprobaci�on
previa que hace el programa de la geometr��a de la estructura� para evitar rehacer
c�alculos si la estructura presenta discontinuidades repetidas� as�� como mensajes
que indican la frecuencia a la cual el programa est�a analizando la estructura�

Despu�es de �nalizar el an�alisis de la estructura considerada en el ejemplo
anterior� el programa genera autom�aticamente una gr�a�ca comparativa con las
respuestas �par�ametros S��� de la red ideal y de la estructura real� tal y como
se recoge en la �gura B�
� Dicha gr�a�ca� generada con un programa de libre
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distribuci�on denominado Gnuplot� permite comparar las respuestas real e ideal�
deduciendo pues de dicha comparaci�on los cambios a realizar en el �chero de
datos de la estructura real para que su nueva respuesta se aproxime m�as a la
ideal� aunque en el caso mostrado en la �gura B�
 ambas respuestas se encuen

tran superpuestas al haber culminado ya el dise�no de la segunda cavidad� La
mencionada gr�a�ca no s�olo aparece en pantalla tras realizar un an�alisis de la es

tructura real� como ocurre en el caso considerado en la �gura B�
� sino que se
genera tambi�en cuando se �naliza el an�alisis de la red ideal escogida para dise�nar
el �ltro� Asimismo� sin necesidad de realizar ning�un tipo de an�alisis� es posible
recuperar la �ultima de las mencionadas gr�a�cas que apareci�o en pantalla eligiendo
la opci�on n�umero 	 del men�u de dise�no de �ltros �ver �g� B�
�� e incluso imprimir
dicha gr�a�ca� para lo cual debe seleccionarse ahora la opci�on n�umero � del mismo
men�u reci�en mencionado�

Adem�as de las dos redes ideales descritas con anterioridad� el programa DU

MAS 
�� incorpora un tercer tipo de red ideal bastante novedoso� que permite
dise�nar �ltros paso banda implementados con cavidades evanescentes� aqu�ellas
en las que todos los modos se encuentran al corte� y elementos de sinton��a pa

ra implementar tanto los acoplos requeridos como las resonancias precisadas en
las cavidades evanescentes� La nueva red ideal propuesta es bastante similar al
segundo tipo de red ideal expuesto previamente� es decir� se basa en el mismo
modelo paso bajo recogido en �
�� que consta de inversores de impedancia e in

ductancias serie� Sin embargo� como en esta ocasi�on las cavidades del modelo
ideal son evanescentes� no es necesario considerar ning�un tipo de efecto disper

sivo en los valores de las inductancias� ni tampoco en la transformaci�on paso
bajo a paso banda que debe implementarse para trasladar la respuesta ideal a la
banda de frecuencias de inter�es� escogiendo pues en este caso una transformaci�on
cl�asica ofrecida en �
��� Este tipo de �ltros con gu��as evanescentes y elementos de
sinton��a� cuya descripci�on se recoge por ejemplo en ���� �	�� pueden dise�narse con
DUMAS 
�� debido a que este programa permite simular en la estructura real el
efecto de los elementos de sinton��a requeridos por dichos �ltros� empleando para
ello� tal y como se explica en el apartado B�
� resultados generados por el progra

ma comercial ANAPLAN
W� En cuanto a la nueva t�ecnica que debe seguirse en
el dise�no de los mencionados �ltros de gu��a evanescente� al igual que la t�ecnica
descrita en ����� conviene que divida el proceso de dise�no de la estructura global
en etapas m�as simples con objetivos concretos y claramente identi�cados� sin em

bargo� a diferencia del procedimiento empleado en ���� para dise�nar �ltros cuyas
cavidades contienen al menos un modo propag�andose� la nueva t�ecnica de dise�no
de �ltros con cavidades evanescentes no puede truncar la red ideal y la estructura
real en cavidades intermedias al encontrarse �estas al corte� Por tanto� aunque la
nueva t�ecnica tambi�en dise�nar�a cavidad tras cavidad� la red ideal y la estructu

ra real manejadas en cada caso deben contener siempre una gu��a de entrada y
salida que no est�en al corte� obteni�endose pues ambas estructuras �ideal y real�
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Figura B��� Imagen del programa DUMAS ��
 durante el an�alisis de una red ideal
del tercer tipo� concretamente tras analizar la respuesta de dicha red ideal truncada de
manera que contenga tres inductancias serie�

mediante expansiones sucesivas que siempre contendr�an las respectivas gu��as de
entrada y salida del �ltro� en las cuales se propagar�an l�ogicamentes sus respectivos
modos fundamentales� los elementos manejados en las etapas previas� y aquellos
elementos adicionales que se incorporan en cada nueva etapa siempre preservando
simetr��a en las estructuras ideal y real consideradas� Procediendo de esta manera�
ser�a posible determinar respuestas electromagn�eticas �par�ametros S��� tanto en
la red ideal como en la estructura real� que estar�an referidas l�ogicamente a los
modos fundamentales de las gu��as de entrada y salida� y por tanto� tras reali

zar una comparaci�on de dichas gr�a�cas� optimizar las dimensiones f��sicas de la
estructura real que se pretende dise�nar�

Entre las diversas opciones que ofrece el programa DUMAS 
��� �este permite
analizar por separado el comportamiento de las tres redes ideales descritas en
esta secci�on� b�asicamente con la intenci�on de permitir al usuario determinar los
par�ametros que de�nen dicha red ideal de manera que su respuesta global satis

faga un conjunto de especi�caciones� Para observar el aspecto de una de estas
tres opciones de DUMAS 
��� id�entico al ofrecido por las restantes dos opciones�
en la �gura B�� se muestra una imagen capturada de la pantalla de una estaci�on
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de trabajo que corresponde al programa DUMAS 
�� analizando una red ideal
del tercer tipo� habiendo escogido el tercer modelo ideal� descrito brevemente en
el p�arrafo anterior� para poder comprobar asimismo como este nuevo tipo de red
introducido recientemente en DUMAS 
�� funciona de forma correcta� Con el ob

jeto de acceder al m�odulo de an�alisis del tercer tipo de red ideal� debe arrancarse
en primer lugar el programa DUMAS 
�� de igual manera que se especi�c�o en
el ejemplo de dise�no de �ltros descrito previamente� es decir� debe ejecutarse el
nombre del programa �DUMAS�� en entorno UNIX� y posteriormente a requeri

miento del programa ha de introducirse el nombre asignado al proyecto con el que
se va a trabajar �denominado en este caso below���� De esta manera� el progra

ma genera un men�u principal mostrado en una ventana de la �gura B�� titulada
Terminal� men�u principal donde se recogen� como ya se mencion�o en el ejemplo
considerado con anterioridad� todas las opciones b�asicas de funcionamiento del
programa DUMAS 
��� De entre todas estas opciones� aqu�ellas que se pretenden
describir sucintamente con el presente ejemplo corresponden a las numeradas en
el citado men�u principal como opciones n�umero 
� n�umero � y n�umero �� cuya
elecci�on permite implementar respectivamente el an�alisis de las redes ideales del
primer tipo� del segundo tipo y del tercer tipo explicadas en la presente secci�on�
As�� pues� debido a que en el ejemplo considerado se pretende analizar una red
ideal del tercer tipo� en el men�u principal reci�en descrito debe seleccionarse la
opci�on n�umero � �ver �g� B���� lo cual provoca inmediatamente que el programa
produzca una nueva ventana bajo ep��grafe Menu � �ver de nuevo �g� B���� ven

tana que tambi�en habr��a sido generada en el caso de haber elegido en el men�u
principal bien la opci�on n�umero 
 o la opci�on n�umero �� resultando posible iden

ti�car a que tipo de red ideal est�a asociada dicha ventana observando el mensaje
presente en su cabecera �concretamente en el campo titulado Kind of Analysis��
Con esta nueva ventana de t��tulo Menu �� resulta posible implementar el an�alisis
electromagn�etico del tipo de red ideal seleccionado� cuyas especi�caciones parti

culares vendr�an recogidas en el correspondiente �chero de datos asociado a la red
ideal �recordar ejemplo anterior�� que puede abrirse para ser modi�cado adecua

damente eligiendo en Menu � la opci�on n�umero �� presentando un aspecto que se
recoge en la �gura B�� para el caso de la red ideal del tercer tipo considerada en
el presente ejemplo� Seleccionando la opci�on � del men�u mostrado en la ventana
titulada Menu �� se abre un nuevo �chero de datos asociado en este caso a las
especi�caciones del �ltro que se pretende dise�nar� en el que pueden introducirse
diversas especi�caciones a satisfacer tanto dentro de banda como fuera de banda
por la respuesta del �ltro a sintetizar� y en consecuencia que tambi�en debe satisfa

cer la respuesta de la red ideal utilizada como modelo al que ajustar la respuesta
de la estructura real� Con las especi�caciones recogidas en el mencionado �chero�
el programa DUMAS 
�� genera unas m�ascaras que muestra en la gr�a�ca donde
se presenta la respuesta de la red ideal de�nida en su correspondiente �chero de
datos� para de esta forma poder comprobar gr�a�camente si la red ideal propuesta
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satisface los requerimientos exigidos o no� y en este �ultimo caso continuar mo

di�cando par�ametros de la red ideal �orden del �ltro� atenuaci�on que presenta
el rizado del par�ametro S�� del �ltro en su banda de paso� o las frecuencias de
corte inferior y superior de la banda de paso del �ltro� hasta que la respuesta
del mismo satisfaga todos los requisitos impuestos� En cuanto a la respuesta
electromagn�etica que presenta la red ideal de�nida en cada instante� tras salvar
su geometr��a en su respectivo �chero de datos� se obtiene una vez el programa
ejecuta la opci�on n�umero 
 del men�u recogido en la citada ventana de t��tulo Me�

nu � �ver �g� B���� empleando c�odigos de programaci�on diferentes para obtener
dicha respuesta seg�un el tipo de red ideal escogido� Con el objeto de mostrar
gr�a�camente la respuesta obtenida al analizar el comportamiento de la red ideal
propuesta� junto con las m�ascaras asociadas a las especi�caciones si las hubie

re� debe seleccionarse en el mismo men�u reci�en mencionado la opci�on numerada
como la �� surgiendo� como consecuencia de dicha elecci�on� una nueva ventana
etiquetada como Menu � �ver �g� B���� cuyo men�u ofrece diversas opciones que
permiten entre otras acciones visualizar la gr�a�ca� imprimirla� reescalar los ejes
de la misma� o incluso mostrar informaci�on de inter�es asociada a ciertos canales
de�nidos previamente� En la �gura B��� se muestra una gr�a�ca generada con el
mencionado programa Gnuplot obtenida tras elegir la primera opci�on ofrecida en
la nueva ventana denominada Menu �� gr�a�ca que corresponde al an�alisis de las
tres primeras cavidades de una red ideal del tercer tipo cuyas caracter��sticas se
ofrecen en su correspondiente �chero de datos �ver �g� B���� y en la que no apa

recen las mencionadas m�ascaras al haber �nalizado ya el proceso de optimizaci�on
de los par�ametros de�nitorios de la red ideal�

B�� An�alisis de Estructuras Pasivas de Micro�

ondas

La caracter��stica m�as destacada del programa DUMAS 
�� es que permite anali

zar� de manera e�ciente y precisa� el comportamiento electromagn�etico de estruc

turas pasivas de microondas constituidas por la conexi�on en cascada de diferentes
tramos de gu��a uniforme� an�alisis que se lleva a cabo� tal y como se indica en el
cap��tulo � �apartado ��
���� obteniendo las redes equivalentes multimodales de
los tramos uniformes de gu��a y de las uniones planares que tienen lugar entre
dichas gu��as� En cuanto a la obtenci�on de las redes equivalentes multimodales
de todas las uniones planares� basadas en sus correspondientes matrices de ad

mitancias generalizadas� DUMAS 
�� emplea la t�ecnica acelerada de c�alculo de
ciertos elementos de dichas matrices descrita en el cap��tulo � �apartado �������
mientras en la resoluci�on del sistema de ecuaciones lineales en banda� que surge
al analizar el dispositivo global empleando las mencionadas matrices de admitan

cias generalizadas� DUMAS 
�� utiliza la t�ecnica recursiva e�ciente detallada en
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Figura B��� Diferentes tipos de uniones planares que pueden caracterizarse con el
programa DUMAS ��
�

el cap��tulo � �apartado ��
�
�� El programa DUMAS 
�� es capaz de analizar es

tructuras pasivas de microondas constituidas por gu��as rectangulares� circulares�
el��pticas� de contorno b�asico rectangular modi�cado� y de contorno b�asico circular
modi�cado� ahora bien� dichas gu��as no pueden estar unidas entre s�� de cualquier
manera� pues de todas las posibles uniones que pueden producirse entre dichas
gu��as DUMAS 
�� s�olo es capaz de analizar algunas de ellas� Los diferentes tipos
de uniones planares que pueden caracterizarse mediante el programa DUMAS 
��
se muestran gr�a�camente en la �gura B��� donde se encuentran representadas la
uni�on planar entre gu��a rectangular grande y gu��a rectangular peque�na� la uni�on
planar entre gu��a circular grande y gu��a rectangular peque�na� la uni�on planar
entre gu��a rectangular grande y gu��a el��ptica peque�na� la uni�on planar entre gu��a
circular grande y gu��a el��ptica peque�na� la uni�on planar entre gu��a rectangular
y gu��a con el mismo contorno b�asico rectangular pero modi�cado� y �nalmente
la uni�on planar entre gu��a circular y gu��a con el mismo contorno b�asico circular
pero modi�cado� En el an�alisis de las cuatro primeras discontinuidades reci�en
mencionadas� tanto la obtenci�on del espectro modal de las gu��as que integran ca

da una de dichas uniones� como el c�alculo de las integrales de acoplamiento entre
los modos de las correspondientes gu��as� constituyen operaciones implementadas
directamente por el propio programa DUMAS 
��� Por otra parte� al caracterizar
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Figura B��� Imagen del programa DUMAS ��
 durante el an�alisis de un 
ltro de modo
dual en gu��a circular con iris el��pticos y gu��as circulares reentrantes� e imagen del editor
gr�a
co del programa ANAPLAN�W con el contorno de las gu��as circulares reentrantes
empleadas en el mencionado 
ltro�

las dos �ultimas uniones planares consideradas� aqu�ellas en las que intervienen
gu��as de contorno b�asico rectangular o circular modi�cado� DUMAS 
�� requiere
que el programa comercial ANAPLAN
W le proporcione el espectro modal de di

chas gu��as� as�� como las integrales de acoplamiento entre estos modos y aqu�ellos
asociados a las respectivas gu��as de contorno b�asico rectangular o circular �seg�un
el caso�� programa comercial que para obtener los citados modos e integrales em

plea el m�etodo num�erico muy e�ciente descrito en el cap��tulo 
 �apartado 
������
Con el objeto de mostrar el funcionamiento de la opci�on de an�alisis de estructuras
que ofrece el programa DUMAS 
��� a continuaci�on se ofrece un ejemplo pr�actico
correspondiente al an�alisis de un dispositivo que incorpora gu��as con contorno
b�asico circular modi�cado� el cual permite asimismo comprobar como funciona
DUMAS 
�� en combinaci�on con el programa comercial ANAPLAN
W�

As�� pues� en la �gura B�� se ofrece una imagen capturada de la pantalla de
una estaci�on de trabajo� que corresponde al instante en el que el programa DU

MAS 
�� est�a analizando una estructura pasiva de microondas� En concreto� la
estructura que se ha escogido en dicho an�alisis es el �ltro de modo dual en gu��a



	�� DUMAS 	��� Programa de An�alisis y Dise
no E�ciente

circular� con iris el��pticos y gu��as circulares reentrantes� descrito detalladamente
en el cap��tulo 
 �apartado 
���
�� La opci�on del programa DUMAS 
�� que per

mite analizar estructuras pasivas de microondas viene de�nida como la opci�on
n�umero � del men�u principal de dicho programa� men�u mostrado en la ventana
etiquetada como Terminal de la �gura B��� y al cual se accede desde el entorno
UNIX de igual manera que en los ejemplos considerados en la secci�on anterior�
Una vez elegida la opci�on � del citado men�u principal� el programa genera au

tom�aticamente una nueva ventana etiquetada como Menu � �ver �g� B���� que es
id�entica a la del mismo nombre generada durante el an�alisis de cualquier tipo de
red ideal �recordar �ultimo ejemplo considerado en la secci�on B���� en cuyo campo
Kind of Analysis se indica que dicha ventana est�a asociada en el presente ejemplo
al an�alisis de una estructura real� Esta segunda ventana abierta �titulada Me�

nu�� permite implementar el an�alisis electromagn�etico de estructuras pasivas de
microondas� ofreciendo para ello un men�u �ver �g� B��� con diferentes opciones�
La primera opci�on de dicho men�u permite abrir el �chero de datos donde resulta
posible de�nir la estructura real que se pretende analizar� mientras la segunda
opci�on permite editar� de igual manera que en las opciones de an�alisis de redes
ideales �recordar secci�on B���� un �chero de datos con las especi�caciones que
debe observar en este caso la respuesta de la estructura real tanto dentro como
fuera de banda� En el caso de existir dicho �chero� el programa DUMAS 
��
traduce las mencionadas especi�caciones en unas m�ascaras� que posteriormente
se muestran en pantalla junto a los resultados procedentes del an�alisis de la es

tructura real� con el objeto de poder comprobar visualmente si la respuesta de
la estructura satisface o no los requerimientos impuestos� En cuanto al �chero
de datos asociado a la estructura real considerada� cuyo aspecto se muestra en la
ventana con ep��grafe Input Data of the Filter recogida tambi�en en la �gura B���
cabe destacar la presencia de numerosos par�ametros� entre ellos por ejemplo� tal
y como se mencion�o brevemente en la secci�on B��� los que permiten de�nir la
geometr��a de cada gu��a junto con los modos accesibles y totales �accesibles m�as
localizados� a considerar en dicha gu��a� o los que indican el n�umero de sumandos
a emplear en la evaluaci�on de las series est�aticas de las diferentes uniones que
integran la estructura �recordar apartado ����� del cap��tulo ��� y el n�umero de
t�erminos a utilizar en el c�alculo de las partes est�aticas de las series din�amicas
asociadas tambi�en a dichas uniones �recordar apartado ����� del cap��tulo ��� A
modo indicativo� y para no extender en demas��a el presente ap�endice incluyendo
una explicaci�on detallada de todos los par�ametros incluidos en el �chero de datos
de la estructura real� a continuaci�on se detalla tan s�olo y de manera breve como
de�nir las estructuras pasivas de microondas en DUMAS 
��� para lo cual debe
utilizarse el campo n�umero �� del citado �chero de datos �ver �g� B���� Tal y
como puede observarse en dicho campo� cada gu��a de la estructura real se de�ne
mediante dos l��neas de par�ametros� existiendo en el caso del �chero considerado
un n�umero total de �� grupos de dos l��neas� debido a que el �ltro de modo dual
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detallado en dicho �chero est�a constituido por �� gu��as� La primera de las dos
citadas l��neas consta de cuatro par�ametros� el primero de ellos determina el or

den que ocupa la correspondiente gu��a en la estructura global �empezando en este
caso desde el n�umero � hasta el n�umero �� l�ogicamente�� el segundo par�ametro
de�ne el tipo de gu��a mediante un c�odigo de n�umeros comprendidos entre el �
y el � �ver signi�cado de cada n�umero en la explicaci�on que incluye la cabecera
del citado campo n�umero �� del �chero de datos�� mientras el tercer y el cuarto
par�ametro se re�eren respectivamente al n�umero de modos accesibles y de modos
totales �accesibles m�as localizados� asociados a la gu��a en cuesti�on �recordar de�

niciones de estos dos tipos de modos en la secci�on B���� Por su parte� la segunda
l��nea asociada a la de�nici�on de cada gu��a� seg�un el tipo de la misma� contiene
diferentes par�ametros que determinan su geometr��a� n�umero de par�ametros y sig

ni�cado de los mismos que se encuentran resumidos tambi�en� para cada posible
tipo de gu��a� en la cabecera del mencionado campo n�umero �� del �chero de
datos de la estructura real� Observando las diferentes gu��as incluidas en el �ltro
de modo dual en gu��a circular considerado �ver el citado campo n�umero �� del
�chero de datos de la estructura real recogido en la �gura B���� se descubre que
las gu��as n�umero � y n�umero � de la citada estructura corresponden a gu��as cuyo
contorno b�asico circular est�a modi�cado �ambas llevan asociadas el c�odigo � en el
segundo par�ametro de sus respectivas primeras l��neas�� las cuales constituyen los
tramos uniformes de gu��a circular reentrante requeridos por dicho �ltro �recordar
apartado 
���
 del cap��tulo 
�� Ahora bien� como ya se ha explicado anteriormen

te� los modos de dichas gu��as junto a las integrales de acoplamiento entre estos
modos y los de las gu��as circulares precedentes y siguientes deben determinarse
con el programa comercial ANAPLAN
W� que requiere en primer lugar de�nir
con su editor gr�a�co el contorno modi�cado de la gu��a bajo an�alisis� tal y como
se recoge gr�a�camente en una ventana adicional �correspondiente al programa
ANAPLAN
W� mostrada tambi�en en la �gura B��� Una vez de�nido el contorno
de la nueva gu��a que se pretende caracterizar� debe lanzarse el m�odulo de an�alisis
electromagn�etico del programa ANAPLAN
W� que generar�a unos �cheros� le��dos
posteriormente por DUMAS 
��� con informaci�on relativa al espectro modal de la
gu��a en cuesti�on� y con los valores que presentan las integrales de acoplamiento
entre los modos de dicha gu��a y los modos de una gu��a con el mismo contorno
b�asico �sin modi�car� que el asociado a la nueva gu��a� Tras de�nir pues la estruc

tura completa a caracterizar� lo cual debe incluir el an�alisis con ANAPLAN
W
de las gu��as de dicha estructura que lo requieran� DUMAS 
�� est�a en condiciones
de analizar el comportamiento electromagn�etico de la estructura propuesta� para
lo cual en el men�u recogido en la mencionada ventana de t��tulo Menu � debe
seleccionarse la opci�on n�umero 
 �ver �g� B���� Dicha elecci�on produce� al igual
que durante el an�alisis de la estructura real en el dise�no de �ltros �recordar sec

ci�on B���� una nueva ventana denominada en este caso DUMAS�� en la que junto
a varios mensajes con informaci�on relativa a una comprobaci�on previa que hace el



	�� DUMAS 	��� Programa de An�alisis y Dise
no E�ciente

Figura B�	� Imagen del programa DUMAS ��
 tras el an�alisis de un 
ltro de modo
dual en gu��a circular con iris el��pticos y gu��as circulares reentrantes� concretamente
mostrando en una gr�a
ca los resultados obtenidos con dicho an�alisis�

programa de la estructura a caracterizar� con el objeto de evitar repetir c�alculos
cuando la estructura consta de discontinuidades id�enticas� se muestra tambi�en
la frecuencia a la cual el programa est�a analizando la estructura considerada en
cada instante�

Una vez que el programa DUMAS 
�� �naliza el an�alisis de la estructura pro

puesta� la ventana denominada DUMAS� donde se muestra el estado en el que
se encuentra dicho an�alisis �recordar �g� B��� desaparece tambi�en l�ogicamente�
retornando el control del programa a la ventana con ep��grafe Menu � �ver ahora
�g� B�	� desde la cual se hab��a lanzado el citado an�alisis� Con el objeto de obser

var gr�a�camente los resultados obtenidos con dicho an�alisis� junto a las m�ascaras
que construye el programa para representar las especi�caciones a cumplir por la
estructura si las hubiere� debe seleccionarse la opci�on n�umero � del men�u ofre

cido en la mencionada ventana con t��tulo Menu�� lo que provoca la inmediata
aparici�on en pantalla de una nueva ventana denominada Menu � �ver �g� B�	��
id�entica a la ventana que surge cuando se pretende visualizar los resultados ob

tenidos tras el an�alisis de cualquier red ideal �recordar �g� B�� asociada al �ultimo
ejemplo descrito en la secci�on B���� Esta �ultima ventana aparecida en pantalla
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contiene un men�u �ver �g� B�	� con diferentes opciones� las cuales� entre otras
posibles acciones� permiten visualizar una gr�a�ca con los resultados de la estruc

tura analizada �par�ametros S�� y S�� o retardo de grupo�� imprimir dicha gr�a�ca�
reescalar los ejes de la citada gr�a�ca� e incluso obtener informaci�on de los resul

tados correspondientes a diferentes canales de inter�es de�nidos previamente en el
�chero de datos con las especi�caciones� As�� por ejemplo� seleccionando la op

ci�on n�umero � del men�u reci�en descrito �ver �g� B�	�� en la pantalla de la estaci�on
surge una gr�a�ca generada con el programa Gnuplot� cuyo aspecto se recoge en
la mencionada �gura B�	� y en la que se muestran los resultados considerados en
cada momento por el programa como activos �en el ejemplo de la �gura B�	 son
los par�ametros S�� y S��� tal y como se indica en el campo ACTIVE GRAPHIC de
la cabecera de la ventana Menu ���





Ap�endice C

Espectros Escalares de Ondas

Planas y Cil��ndricas


Transformaciones entre Espectros

Plano y Cil��ndrico

La dispersi�on electromagn�etica producida por objetos dispersores en espacio li

bre se ha estudiado� en el presente trabajo� utilizando el concepto de la funci�on
de transferencia o matriz de caracterizaci�on asociada a cada objeto dispersor�
Esta matriz relaciona� en t�erminos espectrales� la incidencia existente sobre el
objeto en cuesti�on con la dispersi�on que �este produce ante dicha incidencia� A
una misma soluci�on electromagn�etica en una regi�on del espacio libre sin fuentes�
le corresponden diferentes expresiones espectrales� que se obtienen tras resolver
la misma ecuaci�on de onda escalar� aunque expresada en diferentes sistemas de
coordenadas� En la resoluci�on de un mismo problema puede resultar necesario�
por razones de conveniencia� utilizar diferentes expresiones espectrales asociadas
a una misma soluci�on electromagn�etica� En toda la parte del trabajo presentada
para resolver problemas de dispersi�on en espacio libre� el concepto de la matriz de
caracterizaci�on se ha particularizado al caso de objetos dispersores bidimensio

nales� habiendo escogido el espectro escalar de ondas cil��ndricas para representar
los campos incidente y dispersado correspondientes al problema bidimensional�
Ahora bien� en determinadas situaciones� se ha necesitado utilizar el espectro es

calar de ondas planas asociado al campo incidente� para lo cual se requiere tener
conocimiento de la transformaci�on� en ambos sentidos� entre dicho espectro y el
espectro cil��ndrico escogido en un principio al representar el campo incidente�

En consecuencia� este ap�endice de�ne inicialmente el concepto de espectro
escalar asociado a la resoluci�on de la correspondiente ecuaci�on de onda� expre

sando la soluci�on de dicha ecuaci�on en t�erminos de su espectro escalar de ondas
planas� y tambi�en en funci�on de su espectro escalar de ondas cil��ndricas� Una vez
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presentadas estas expresiones espectrales� se particularizan al caso bidimensional
que nos ocupa� introduciendo los conceptos de espectro escalar bidimensional pla

no y cil��ndrico� Debido a la necesidad de utilizar ambos espectros en el an�alisis
de ciertos problemas� se presentan posteriormente unas relaciones que permiten
transformar� en ambos sentidos� los espectros bidimensionales de ondas planas y
cil��ndricas� Dichas relaciones� deducidas tras particularizar a un caso bidimen

sional las transformaciones gen�ericas entre espectros plano y cil��ndrico recogidas
en ����� se utilizan �nalmente para encontrar el espectro cil��ndrico de una onda
plana incidente en situaciones bidimensionales� as�� como para obtener una matriz
que permite transformar� de nuevo en problemas bidimensionales� un espectro
cil��ndrico asociado a un campo incidente en su espectro plano equivalente�

C�� Espectros Escalares� Concepto

Un campo arbitrario en una regi�on homog�enea y libre de fuentes puede obtenerse
resolviendo dos problemas complementarios� cuyas soluciones se las designa en
���� como campos TMz y TEz� respectivamente� Siguiendo la notaci�on empleada
en ����� el campo TMz se obtiene tras resolver una ecuaci�on de onda escalar
de�nida para la componente seg�un �z del potencial vector magn�etico� pues en
dicho caso se asume que el potencial vector el�ectrico es nulo ��F � ��� y que el

potencial vector magn�etico s�olo tiene componente en �z � �A � �TM�z�� Por su parte�
el campo TEz se determina tras solucionar una nueva ecuaci�on de onda escalar� de
aspecto id�entico al de la ecuaci�on resuelta en el caso TMz� aunque de�nida en esta
ocasi�on para la componente seg�un �z del potencial vector el�ectrico� ya que para
obtener el campo TEz se asume la situaci�on complementaria � �A � � � �F � �TE �z�
a la considerada anteriormente�

En consecuencia� cualquier campo arbitrario se obtiene superponiendo las
soluciones a dos ecuaciones de onda escalares� tambi�en conocidas como ecuaciones
escalares de Helmholtz� Dichas ecuaciones presentan in�nitas soluciones� que se
denominan funciones elementales o modos TMz y TEz� cuya combinaci�on lineal en
cada caso constituye respectivamente la soluci�on TMz y TEz de las mencionadas
ecuaciones de onda escalares� Pues bien� los coe�cientes que multiplican a los
modos representan el espectro escalar asociado a la correspondiente soluci�on de
la ecuaci�on de onda� Como ya se ha comentado previamente� la expresi�on de
cualquier campo arbitrario requiere manejar dos espectros escalares� uno de ellos
asociado a la componente en �z del potencial vector magn�etico �A para el campo
TMz� y el otro relacionado con la componente en �z del potencial vector el�ectrico
�F para el campo TEz� La de�nici�on de estos espectros escalares se realiza en
t�erminos de las funciones elementales o modos� cuyo aspecto depende l�ogicamente
del sistema de coordenadas en el que se expresan las dos ecuaciones escalares de
Helmholtz� Como ambas ecuaciones� las planteadas para el caso TMz y para el
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Figura C��� Direcci�on de avance de una onda plana�

caso TEz� son exactamente id�enticas� a partir de este instante nos referiremos
exclusivamente a una sola de estas ecuaciones� siendo v�alidas las expresiones
deducidas para cualquiera de las dos�
En los dos pr�oximos apartados� se muestra el aspecto concreto que presentan

las funciones elementales o modos correspondientes a la ecuaci�on de onda escalar�
expresada respectivamente en un sistema de coordenadas cartesianas y cil��ndricas�
Asimismo� se introduce el concepto de espectro escalar asociado a la soluci�on de
la citada ecuaci�on� obtenida al superponer las mencionadas funciones elementales
deducidas para cada sistema de coordenadas� de�niendo lo que se conoce como
espectro escalar de ondas planas� y espectro escalar de ondas cil��ndricas�

C���� Espectro Escalar de Ondas Planas

Las funciones elementales o modos correspondientes a una ecuaci�on de onda es

calar� expresada en un sistema de coordenadas cartesianas� son ondas planas que
se propagan en diferentes direcciones del espacio� tal y como se detalla en �����
Cada uno de estos modos� designado como �kx�ky�kz � es una onda con amplitud
constante y frente de fase plano� que avanza en una determinada direcci�on� La
expresi�on anal��tica de estas funciones elementales presenta el siguiente aspecto

�kx�ky�kz � e�jkxx e�jkyy e
jkzz �C���

donde kx� ky y kz son las tres componentes del vector �k� que de�ne la direcci�on
de avance del frente de fase plano� En la �gura C�� se representa la direcci�on
de avance de una onda plana� observ�andose que dicha direcci�on puede de�nirse
mediante el vector �k� o bien utilizando los �angulos directores � y � de dicho
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vector� Las componentes kx� ky y kz del vector �k se de�nen� haciendo uso del
m�odulo k de este vector y de los �angulos � y �� del siguiente modo

kx � k cos��� sin���

ky � k sin��� sin���

kz � k cos���

k� � k�x � k�y � k�z �
�
��

�

��
�C���

Una soluci�on� de la ecuaci�on de onda escalar� designada como �� � se puede
obtener combinando linealmente los modos de�nidos en �C���� que se propagan�
con su correspondiente amplitud� en diferentes direcciones� Estas direcciones
se consiguen variando los �angulos � y �� o de manera equivalente variando las
componentes kx y ky del vector �k� pues seg�un �C��� tan s�olo existen dos grados de
libertad� Las amplitudes de las diferentes ondas planas se recogen en una funci�on
continua� representada como p� �kx� ky�� que de�ne el espectro de ondas planas
asociado a la soluci�on �� de la ecuaci�on de onda escalar� De esta forma� dicha
soluci�on se de�ne mediante la siguiente integral doble

���x� y� z� �
Z
kx

Z
ky
p� �kx� ky� e

�jkxx e�jkyy e
jkzz dkx dky �C�
�

Puede resultar interesante referir la soluci�on �� � recogida en �C�
�� a un siste

ma de coordenadas cil��ndricas ��� �� z�� Para ello� en primer lugar� deben sustituir


se en �C�
� las componentes cartesianas kx y ky del vector �k por sus componentes
cil��ndricas equivalentes k� y �� haciendo uso de las siguientes relaciones

kx � k� cos���

ky � k� sin��� �C���

Utilizando pues la conocida transformaci�on entre las coordenadas rectangu

lares �x� y� y las coordenadas cil��ndricas ��� ��� as�� como las relaciones reci�en
de�nidas en �C���� es posible expresar las exponenciales que aparecen en �C�
�
respecto de las nuevas coordenadas� tal y como se indica seguidamente

e�jkxx e�jkyy � e�jk�� cos�
��� �C���

Finalmente� tan s�olo resta por sustituir en �C�
� las variables de integraci�on kx
y ky por las componentes k� y � del vector �k� Hallando el Jacobiano del cambio

�Esta soluci�on ��� � de la ecuaci�on de onda escalar representa la componente en �z del po�

tencial vector magn�etico � �A � �TM �z� para el caso TMz	 y la componente en �z del potencial

vector el�ectrico ��F � �TE �z� para el caso TEz�
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de variables realizado� se obtiene la siguiente relaci�on

dkx dky � k� dk� d� �C���

Siguiendo los pasos descritos hasta el momento� resumidos en �C���� �C��� y
�C���� la soluci�on �� se re�ere a un sistema de coordenadas cil��ndricas mediante
la siguiente expresi�on �nal

����� �� z� �
Z
k�

Z
�
p� �k�� �� e

�jk�� cos�
��� e
jkzz k� dk� d� �C�	�

Por �ultimo� como en este trabajo se han considerado siempre problemas cons

tituidos por objetos dispersores bidimensionales� se pretende particularizar la
relaci�on �C�	� al caso de un problema invariante seg�un el eje �z� En dicha situa

ci�on� las ondas planas est�an contenidas en el plano XY �� � ����� Empleando
esta condici�on en �C���� se deducen las siguientes nuevas expresiones para las
componentes kx� ky y kz

kx � k cos���

ky � k sin���

kz � �

k� � k�x � k�y �
�
��

�

��
�C���

Al sustituir estas nuevas expresiones para kx y ky en �C���� se comprueba que
la variable de integraci�on k� presente en �C�	� se convierte en una constante� tal
y como se recoge a continuaci�on

k� �
q
k�x � k�y � k �C���

Como consecuencia de �C���� el espectro escalar de ondas planas p� �k�� ��
debe reemplazarse en �C�	� por su versi�on bidimensional p� ���� que depende
tan s�olo de la variable �� En este momento� conviene rese�nar que en problemas
bidimensionales la componente en �z del correspondiente potencial vector� el�ectrico
o magn�etico seg�un el tipo de polarizaci�on que se considere� est�a relacionada a
trav�es de constantes con la componente en �z del campo el�ectrico para polarizaci�on
TMz� y con la componente en �z del campo magn�etico para polarizaci�on TEz�
Por tanto� en estos problemas pueden relacionarse directamente las componentes
seg�un �z del campo� el�ectrico y magn�etico� designadas de forma gen�erica como Cz�

�Este campo �Cz� representa la componente en �z del campo el�ectrico �Ez�	 con espectro
bidimensional de ondas planas pTM���	 para polarizaci�on TMz� y la componente en �z del campo
magn�etico �Hz�	 con espectro bidimensional de ondas planas pTE���	 para polarizaci�on TEz�
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con sus propios espectros bidimensionales de ondas planas mediante la siguiente
expresi�on� que se deduce sustituyendo en �C�	� las condiciones recogidas en las
ecuaciones �C��� y �C���

Cz��� �� � k
Z
�
p� ��� e�jk� cos�
��� d� �C����

donde p� ��� representa el espectro bidimensional de ondas planas asociado di

rectamente a la componente en �z del campo el�ectrico o magn�etico� seg�un el tipo
de polarizaci�on considerada� y por tanto es distinto del que se utiliza en las
expresiones �C�
� y �C�	�� asociado al potencial vector obtenido en problemas
tridimensionales�

C���� Espectro Escalar de Ondas Cil�
ndricas

Las funciones elementales o modos asociados a una ecuaci�on de onda escalar�
expresada en un sistema de coordenadas cil��ndricas� son ondas cuyo frente de
fase avanza en direcci�on radial� tal y como se recoge en ����� Cada uno de estos

modos� denominado ������
k��n�kz

� se expresa anal��ticamente de la siguiente forma

�
�����
k��n�kz

� H�����
n �k��� e

jn
 e
jkzz �C����

donde H���
n �k��� y H

���
n �k��� son respectivamente las funciones de Hankel de pri


mera y segunda especie� tambi�en llamadas en �	�� funciones de Bessel de ter

cera especie� Las funciones de Hankel de primera especie representan funciones
cil��ndricas cuyo frente de fase avanza� en direcci�on radial� desde el in�nito hacia
el origen de coordenadas� Por su parte� las funciones de Hankel de segunda es

pecie representan funciones cil��ndricas cuyo frente de fase avanza� nuevamente en
direcci�on radial� pero desde el origen de coordenadas hacia el in�nito� Las dos
funciones de Hankel se de�nen� como puede observarse en la siguiente expresi�on�
en t�erminos de las funciones de Bessel de primera y segunda especie

H���
n �k��� � Jn�k��� � jYn�k���

H���
n �k��� � Jn�k���� j Yn�k��� �C����

Las de�niciones de las funciones de Hankel de primera y segunda especie� re

cogidas en �C����� permiten constatar que la parte imaginaria de dichas funciones
se obtiene a partir de la funci�on de Bessel de segunda especie� tambi�en llamada
en �	�� funci�on de Weber� que presenta un comportamiento singular en el origen
de coordenadas�
En cuanto a las variables k� y kz � que aparecen tambi�en en �C����� representan

dos componentes del vector �k cuando �este se re�ere a un sistema de coordenadas
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cil��ndricas� Recordando las expresiones �C��� y �C���� las componentes k� y kz
del vector �k se de�nen del siguiente modo

k� �
q
k�x � k�y � k sin���

kz � k cos��� �C��
�

Adem�as� observando las expresiones reci�en deducidas en �C��
�� se concluye

que las componentes cil��ndricas k� y kz del vector �k deben satisfacer la siguiente
condici�on

k�� � k�z � k� �C����

Utilizando pues las expresiones modales recogidas en �C����� mediante una
combinaci�on lineal de las mismas� es posible obtener una soluci�on� de la ecuaci�on
de onda escalar� a la que designaremos nuevamente como �� � Debido a la con

dici�on expresada en �C����� tan s�olo se dispone de dos grados de libertad para
de�nir las distintas funciones elementales o modos� que se requieren� como se ha
mencionado anteriormente� al construir la soluci�on �� � En este caso� se escogen
como variables la componente k� del vector �k� y el ��ndice n que de�ne la varia

ci�on en azimut del correspondiente modo� Las amplitudes de las diferentes ondas
cil��ndricas se expresan a trav�es de unos coe�cientes que son funci�on continua de
la variable k�� denominados c�in�k��� los cuales constituyen el espectro de ondas
cil��ndricas asociado a la soluci�on �� de la ecuaci�on de onda escalar� Por tanto�
haciendo uso de estos coe�cientes� dicha soluci�on se construye tras implementar
la siguiente expresi�on

����� �� z� �
�X

i��

�X
n���

Z
k�
c�in�k��H

�i�
n �k��� e

jn
 e
jkzz dk� �C����

Al igual que en el apartado C����� resulta interesante particularizar la expre

si�on reci�en presentada en �C���� al caso de un problema bidimensional� conside

rado invariante seg�un el eje �z� En este caso� las ondas cil��ndricas se encuentran
contenidas en el plano XY �� � ����� lo que se traduce� tras sustituir dicha
condici�on en �C��
�� en las siguientes nuevas expresiones para k� y kz

k� � k

kz � � �C����

Como consecuencia del nuevo valor para k� recogido en �C����� los coe�cientes
c�in�k�� se convierten en unos coe�cientes constantes denominados c

�
in� que ya no

�Esta soluci�on ��� � de la ecuaci�on de onda escalar	 obtenida cuando dicha ecuaci�on se
expresa en un sistema de coordenadas cil�
ndricas	 representa la componente en �z del potencial
vector magn�etico � �A � �TM �z� para el campo TMz	 y la componente en �z del potencial vector

el�ectrico ��F � �TE �z� para el campo TEz�
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dependen de la variable k�� Tal y como se ha mencionado en el apartado C����
para problemas bidimensionales� es posible relacionar a trav�es de constantes la
componente en �z del correspondiente potencial vector� el�ectrico o magn�etico seg�un
el tipo de polarizaci�on considerada� con la componente en �z del campo el�ectrico
para polarizaci�on TMz� y con la componente en �z del campo magn�etico para po

larizaci�on TEz� En conscuencia� dichas componentes seg�un �z del campo� el�ectrico
y magn�etico� designadas gen�ericamente como Cz� pueden de�nirse en t�erminos de
sus correspondientes espectros bidimensionales de ondas cil��ndricas a trav�es de
la siguiente expresi�on� la cual se deduce sustituyendo en �C���� las condiciones
re�ejadas en la ecuaci�on �C���� para un problema bidimensional

Cz��� �� �
�X

i��

�X
n���

c�inH
�i�
n �k�� e

jn
 �C��	�

donde los coe�cientes c�in constituyen el espectro bidimensional de ondas cil��ndricas
asociado directamente a la componente en �z del campo el�ectrico o magn�etico� de

pendiendo del tipo de polarizaci�on considerada� y por tanto dicho espectro es
distinto de aqu�el utilizado en �C����� que est�a asociado al correspondiente poten

cial vector deducido para problemas tridimensionales�
En el presente trabajo� se requiere expresar el campo que dispersa un objeto

en un problema de dispersi�on bidimensional� Dicho campo� referido a un origen
de coordenadas y v�alido fuera de la regi�on con fuentes� puede desarrollarse en
serie de funciones cil��ndricas emergentes desde el citado origen hacia el in�nito�
por lo que el espectro cil��ndrico asociado a este campo dispersado presenta unos
coe�cientes c��n con valor nulo� Particularizando esta condici�on en el desarrollo
mostrado anteriormente en �C��	�� el campo dispersado se de�ne mediante el
siguiente sumatorio

Cd
z ��� �� �

�X
n���

c��nH
���
n �k�� e

jn
 �C����

donde los coe�cientes c��n de�nen el espectro cil��ndrico asociado a un campo dis

persado por un objeto en problemas bidimensionales�
Por otra parte� resulta igualmente necesario expresar el campo incidente sobre

un objeto dispersor en problemas bidimensionales� En este caso� como se supone
que el campo incidente al objeto lo producen unas fuentes alejadas del origen de
coordenadas� dicho campo no debe presentar un comportamiento singular en el
citado origen� Debido a esta raz�on� los coe�cientes c��n y c

�
�n del espectro asocia


do a un campo incidente sobre un objeto deben escogerse iguales� para que de
esta forma� recordando �C����� se anulen las partes imaginarias de las funciones

�Este campo �Cz� representa la componente en �z del campo el�ectrico �Ez�	 con espectro
bidimensional de ondas cil�
ndricas cTMin 	 para polarizaci�on TMz� y la componente en �z del campo
magn�etico �Hz�	 con espectro bidimensional de ondas cil�
ndricas cTEin 	 para polarizaci�on TEz�
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de Hankel de primera y segunda especie� que son las responsables del comporta

miento singular de dichas funciones en el origen de coordenadas� Sustituyendo
esta condici�on en �C��	�� el campo incidente sobre un objeto dispersor se expresa
a trav�es del siguiente desarrollo

C i
z��� �� �

�X
n���

i�n Jn�k�� e
jn
 �C����

donde los coe�cientes i�n� de valor i
�
n � �c��n � �c��n� constituyen el espectro

cil��ndrico asociado a un campo incidente sobre un objeto dispersor bidimensional�
siempre y cuando las fuentes que producen dicho campo est�en situadas lejos del
origen de coordenadas�

C�� Transformaciones entre Espectros Plano y

Cil��ndrico

En la secci�on C�� �apartados C���� y C������ se han de�nido los espectros de
ondas planas y cil��ndricas� que corresponden a la misma soluci�on de la ecuaci�on
de onda escalar� aunque expresada respectivamente en un sistema de coorde

nadas cartesianas y cil��ndricas� La elecci�on de una representaci�on espectral u
otra� para expresar la soluci�on electromagn�etica en una regi�on libre de fuentes�
se realiza en base a cual de los dos espectros se adecua mejor a la geometr��a del
problema bajo an�alisis� No obstante� existen problemas cuya resoluci�on completa
requiere utilizar las dos expresiones espectrales mencionadas anteriormente� En
dichos problemas� ser�a necesario emplear diversas transformaciones espectrales�
que permitan transformar un espectro en otro para manejar en cada instante el
m�as adecuado� Este tipo de transformaciones entre espectros de distinta natu

raleza se catalogan en ���� como cruzadas� Concretamente� las transformaciones
entre espectros plano y cil��ndrico permiten relacionar� en ambos sentidos� el es

pectro escalar de ondas planas p� �k�� �� y el espectro escalar de ondas cil��ndricas
c�in�k�� mediante las siguientes expresiones� cuya deducci�on se detalla en ����

c�in�k�� � j�nk�
�

�

Z ��

���
p� �k�� �� e

�jn� d�

p� �k�� �� �
�
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�X
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jnc�in�k�� e
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En el presente trabajo� al analizar la dispersi�on electromagn�etica producida
por objetos cuya geometr��a es invariante en una dimensi�on� la matriz de caracte

rizaci�on de cada objeto dispersor relaciona los espectros bidimensionales de ondas
cil��ndricas asociados a los campos incidente y dispersado� Al haberse elegido es

pectros cil��ndricos en la de�nici�on de dicha matriz� no se elimina la necesidad de
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tener que recurrir puntualmente a las transformaciones entre espectros plano y
cil��ndrico� pues en la resoluci�on de ciertos problemas de dispersi�on es necesario
utilizar los espectros de ondas planas� Por ejemplo� al calcular la dispersi�on que
produce un objeto ante la incidencia de una cierta onda plana� haciendo uso de
la matriz de caracterizaci�on de dicho objeto� se requiere convertir previamente
el espectro asociado a la onda plana en su espectro cil��ndrico equivalente� Una
segunda situaci�on� en la que se requiere utilizar la misma transformaci�on que
en el ejemplo anterior pero en sentido inverso� se produce al intentar obtener
mediante �Optica F��sica la distribuci�on de corrientes inducidas sobre la super�cie
del objeto dispersor� La t�ecnica de �Optica F��sica precisa de un campo incidente
sobre el objeto dispersor desarrollado a partir de su espectro de ondas planas�
mientras el campo incidente en el problema de dispersi�on se describe en t�erminos
de su espectro de ondas cil��ndricas� Por tanto� en este caso� el espectro cil��ndrico
asociado al campo incidente debe convertirse en un espectro plano equivalente�
Particularizando las relaciones entre espectros recogidas en �C���� a un pro


blema bidimensional� se obtienen las expresiones que permiten implementar las
transformaciones entre espectros bidimensionales de ondas planas y cil��ndricas�
Dichas expresiones relacionan los espectros bidimensionales p� ��� y c�in del si

guiente modo

c�in � j�nk
�

�

Z ��

���
p� ��� e�jn� d�
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Los dos apartados de esta secci�on� ofrecidos seguidamente� hacen uso de las
expresiones reci�en de�nidas en �C���� para calcular las transformaciones espec

trales requeridas en ciertos problemas bidimensionales� As�� pues� en el primer
apartado se calcula el espectro cil��ndrico bidimensional correspondiente a una
onda plana incidente contenida en el plano XY � mientras en el segundo aparta

do se obtiene una matriz de transformaci�on de espectro cil��ndrico bidimensional�
asociado al campo incidente� en espectro bidimensional de ondas planas�

C���� Espectro Cil�
ndrico de una Onda Plana Incidente

en Problemas Bidimensionales

La componente� seg�un �z del campo el�ectrico o magn�etico incidente� designada
como C i

z� que corresponde a una onda plana bidimensional propag�andose en el
plano XY � con direcci�on de avance � � �� �ver �gura C���� se expresa recordando

�Esta componente �Ci
z� designa la componente seg�un �z del campo el�ectrico incidente �Ei

z�
para polarizaci�on TMz	 y la componente seg�un �z del campo magn�etico incidente �Hi

z� para
polarizaci�on TEz�
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los resultados recogidos en �C��� y �C��� como

C i
z��� �� � e�jk� cos�
���� �C����

El espectro bidimensional de ondas planas asociado a este campo C i
z se obtie


ne� despejando de forma adecuada en �C����� mediante la siguiente expresi�on

p� ��� �
�

k

�

��

Z ��


��
C i
z��� �� e

jk� cos�
��� d�

�
�

k
��� � ��� �C��
�

Este resultado reci�en deducido en �C��
� indica que el espectro plano asociado
a una onda plana bidimensional� que se propaga en la direcci�on � � ��� es una
funci�on delta de Dirac� la cual est�a ubicada en la componente espectral � � ���
El espectro cil��ndrico correspondiente a dicha onda plana� aplicando la primera
de las transformaciones recogidas en �C����� se expresa de la siguiente manera

c�in � j�nk
�

�
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Del resultado obtenido en �C����� se concluye que los coe�cientes c��n y c��n
presentan el mismo valor� lo cual es consecuente con el hecho de que el espec

tro cil��ndrico c�in se encuentra asociado a un campo incidente �recordar aparta

do C������ representado en este caso por la onda plana original� Consecuentemen

te� la onda plana puede desarrollarse como se indica en �C���� utilizando unos
coe�cientes i�n de valor i

�
n � �c

�
�n � �c

�
�n � �je

j����n� presentando dicho desarrollo
el siguiente aspecto

C i
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�
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C���� Matriz de Transformaci�on de Espectro Cil�
ndrico a

Espectro Plano en Problemas Bidimensionales

En el presente trabajo� el comportamiento dispersor de los objetos se ha repre

sentado utilizando matrices de caracterizaci�on� las cuales requieren que el campo
incidente� as�� como el campo dispersado� se expresen a trav�es de sus respectivos
espectros de ondas cil��ndricas� El c�alculo de la matriz de caracterizaci�on de un
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objeto dispersor� tal y como se recoge en el cap��tulo � �secci�on ����� requiere de la
obtenci�on previa de una matriz de corrientes� que relaciona corrientes inducidas
en la super�cie del objeto dispersor con el espectro cil��ndrico asociado al campo
incidente� En el cap��tulo � �secci�on ����� se plantean dos posibles t�ecnicas para
obtener dicha matriz de corrientes� una de ellas basada en �Optica F��sica� y la
otra en el M�etodo de los Momentos� Pues bien� mientras la segunda t�ecnica per

mite calcular directamente la matriz de corrientes a partir del espectro cil��ndrico
asociado al campo incidente� la primera de las t�ecnicas� basada en �Optica F��sica�
requiere en su correcta aplicaci�on que el campo incidente se exprese a trav�es de
su correspondiente espectro de ondas planas� Por tanto� para poder aplicar di

cha t�ecnica es necesario expresar previamente un sumatorio de modos cil��ndricos�
como aqu�el recogido en �C����� mediante una integral de ondas planas de�nida
seg�un �C����� lo que sin duda representa una conversi�on de espectro cil��ndrico a
espectro plano� En este apartado� una vez discretizada la integral de ondas planas
en un sumatorio equivalente� se de�nen los elementos de una matriz de transfor

maci�on que permite implementar la citada conversi�on de espectros� garantizando
de esta forma la posibilidad de obtener la matriz de corrientes mediante �Optica
F��sica� Considerando el p
�esimo modo cil��ndrico �Jp�k��ejp
� del desarrollo re

cogido en �C���� para expresar un campo incidente� se deduce que dicho modo
presenta el siguiente espectro cil��ndrico asociado

Jp�k�� e
jp
 �� c��n � c��n �

�
�
� n � p
� n �� p

�C����

El espectro de ondas planas correspondiente al espectro cil��ndrico deducido
en �C����� tras aplicar la segunda de las transformaciones recogidas en �C����� se
expresa tal y como se indica a continuaci�on

p� ��� �
�

��k
�jej��p �C��	�

A partir de este espectro de ondas planas asociado a la p
�esima componente
modal �Jp�k��ejp
� del campo incidente� y recordando la de�nici�on expresada
en �C����� es posible relacionar dicha componente modal con su espectro plano
asociado del siguiente modo

Jp�k�� e
jp
 � k

Z ��

���

�
�

��k
�jej��p

�
e�jk� cos�
��� d� �C����

La integral que aparece en �C���� representa una suma de in�nitas ondas
planas� con direcciones de avance � comprendidas entre � y ��� ponderadas cada
una de ellas por el correspondiente valor del espectro en su direcci�on de avance� es
decir� con una amplitud asociada de valor p� ���� L�ogicamente� la implementaci�on
de dicha integral requiere su discretizaci�on previa en un sumatorio �nito de ondas
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planas� transformando la expresi�on �C���� de la siguiente manera
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El desarrollo recogido en �C���� demuestra que el modo cil��ndrico Jp�k��ejp


se ha expresado de�nitivamente mediante la suma de N� ondas planas� con di

recciones de avance �n � ��n
N� variando n desde � hasta N� � �� y con una
amplitud asociada a cada una de estas ondas igual a �je

j ��
N�

n
�p
N��

Recordando el desarrollo modal de�nido en �C����� la componente
 seg�un �z
del campo el�ectrico o magn�etico incidente� designada como C i

z� puede expresar

se mediante un sumatorio de in�nitos modos cil��ndricos� los cuales se encuen

tran ponderados respectivamente por los coe�cientes i�p que constituyen el es

pectro asociado a dicho campo� A efectos pr�acticos� tal y como se indica en el
cap��tulo � �secci�on ����� el sumatorio de in�nitos modos se trunca en una serie
con un n�umero �nito ��Ni��� de modos� que permiten reconstruir correctamen

te el campo incidente sobre la super�cie del objeto dispersor bajo an�alisis� Por
tanto� utilizando la relaci�on deducida en �C����� el campo incidente C i

z expresado
inicialmente como un sumatorio de modos cil��ndricos puede escribirse� como se
indica seguidamente� en t�erminos de una suma �nita de ondas planas
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donde cada uno de los coe�cientes p�n� presentes en el �ultimo de los sumatorios
recogidos en �C�
��� representa la amplitud de la n
�esima componente del espectro

�Esta componente �Ci
z� designa nuevamente la componente seg�un �z del campo el�ectrico inci�

dente �Ei
z� para polarizaci�on TMz	 y la componente seg�un �z del campomagn�etico incidente �Hi

z�
para polarizaci�on TEz�
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plano asociado al campo incidente C i
z� de�niendo dicha componente espectral una

onda plana con direcci�on de avance �n � ��n
N� � En cuanto a los coe�cientes p�n�
cada uno de ellos se obtiene evaluando el espectro en un valor de la variable �
igual a �n� es decir� p�n � p� �� � �n � ��n
N���
A partir de las relaciones recogidas en �C�
��� es posible de�nir la transforma


ci�on de espectro cil��ndrico a plano en t�erminos matriciales� Para ello� el espectro
cil��ndrico debe representarse mediante un vector columna con �Ni�� componen

tes de amplitud i�p� con p variando desde �Ni hasta Ni� mientras que el espectro
plano se de�ne a trav�es de un vector columna constituido por N� componentes de
valor p�n� con n variando entre � y N� � �� Finalmente� utilizando la transforma

ci�on de�nida en �C�
��� se consigue relacionar ambos vectores columna mediante
el siguiente producto matricial
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donde la matriz que multiplica al espectro de ondas cil��ndricas� designada de
ahora en adelante como Dpc� constituye la buscada matriz de transformaci�on de
espectro cil��ndrico a plano�



Ap�endice D

An�alisis del Giro de un Objeto

Dispersor

La matriz de caracterizaci�on individual de un objeto dispersor� calculada tanto
para incidencia TMz como TEz� depende por completo de la posici�on relativa que
ocupa dicho objeto dispersor respecto de los ejes coordenados� Un simple giro
del objeto� respecto de la posici�on en la que ha sido caracterizado inicialmente�
provoca que el comportamiento dispersor del mismo objeto girado se represente
mediante una nueva matriz de caracterizaci�on individual� diferente de aqu�ella
obtenida para la posici�on inicial del objeto� En este ap�endice� se muestra como
obtener la nueva matriz a partir de la calculada originalmente� utilizando para
ello las denominadas matrices de giro� Siguiendo el m�etodo propuesto en este
ap�endice� se evita la repetici�on del proceso de c�alculo descrito en el cap��tulo �
para obtener la nueva matriz de caracterizaci�on individual� que corresponde a un
objeto dispersor ya caracterizado anteriormente� aunque girado respecto de su
posici�on original�

En un principio� este ap�endice describe un procedimiento gen�erico para calcu

lar la nueva matriz de caracterizaci�on individual correspondiente a un objeto gira

do respecto de su posici�on original� Durante el desarrollo de este procedimiento�
se introduce el concepto de las citadas matrices de giro� y asimismo se determina
c�omo calcular los elementos que integran dichas matrices� Posteriormente� las
matrices de giro se aplican a la resoluci�on de un problema pr�actico� consisten

te en calcular la dispersi�on producida por una tira met�alica in�nita� de grosor
despreciable� y girada respecto de una posici�on original en la que previamente
se hab��a caracterizado su comportamiento dispersor� Los resultados obtenidos
al resolver este problema utilizando la nueva matriz de caracterizaci�on de la tira
girada� obtenida haciendo uso de las matrices de giro� validan completamente
el procedimiento descrito en este ap�endice para considerar el efecto que supone�
en la matriz de caracterizaci�on individual del objeto dispersor� un giro de dicho
objeto respecto de su posici�on original�
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D�� Matrices de Giro� Concepto

En la presente secci�on� se introduce el concepto de las matrices de giro� las cuales
surgen al evaluar el efecto que supone girar un objeto dispersor� Inicialmente� se
considera un objeto dispersor bidimensional� cuya posici�on relativa respecto de
los ejes coordenados se muestra en la �gura D�� �apartado a�� y del que se conoce
su funci�on de transferencia o matriz de caracterizaci�on individual D para dicha
posici�on� Si este objeto se gira un �angulo �g respecto de su posici�on original� tal y
como se ilustra en la �gura D�� �apartado b�� el comportamiento dispersor de este
mismo objeto girado se de�ne en t�erminos de una nueva matriz de caracterizaci�on
individual� que designaremos como D�� A continuaci�on� se expone un m�etodo
para obtener esta nueva matriz D�� que utiliza las mencionadas matrices de giro�
y la matriz D asociada a la posici�on original del objeto� Es interesante rese�nar
que la aplicaci�on de dicho m�etodo resulta independiente del tipo de incidencia�
polarizaci�on TMz o TEz� considerada en la de�nici�on de las matrices D y D��
Recordando el ap�endice C �apartado C������ los campos� incidente y dispersa


do correspondientes al problema original de la �gura D�� �apartado a�� designados
respectivamente como C i

z y Cd
z � se expresan mediante los siguientes desarrollos

modales
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donde los coe�cientes i�p y c�q � que representan las amplitudes de los espectros
asociados a los campos incidente y dispersado� se encuentran relacionados en
t�erminos matriciales mediante el siguiente producto

�c�q � � D� � �i�p� �D���

En la expresi�on �D���� �i�p� y �c
�
q � denotan sendos vectores columna constituidos

respectivamente por los coe�cientes espectrales i�p y c
�
q � mientras la matriz D� co


mo ya se ha mencionado anteriormente� caracteriza el comportamiento dispersor
del objeto mostrado en la �gura D�� �apartado a��
Considerando ahora la nueva situaci�on del objeto dispersor recogida en la

�gura D�� �apartado b�� donde el objeto est�a girado un �angulo �g respecto de su
posici�on original� se de�ne un nuevo sistema de ejes coordenados �X ��Y ��� cuya
posici�on� relativa al objeto� es id�entica a la que ocupa el sistema de ejes �X�Y � en

�Estos campos �Ci
z y Cd

z � representan campos el�ectricos incidente y dispersado �Ei
z y Ed

z �	
con amplitudes espectrales iTMp y cTMq 	 para polarizaci�on TMz� y campos magn�eticos incidente

y dispersado �Hi
z y Hd

z �	 con amplitudes espectrales iTEp y cTEq 	 para polarizaci�on TEz�
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a� b�

Figura D��� Posici�on original de un objeto dispersor en a�� y posici�on de dicho objeto
dispersor girado un �angulo �g respecto de la situaci�on anterior en b��

la situaci�on original �ver apartado a en la �gura D���� En este nuevo sistema de
ejes �X ��Y ��� los campos incidente y dispersado asociados al problema constituido
por el objeto dispersor girado� denominados en esta ocasi�on Cz

�i y Cz
�d� se de�nen

a trav�es de las siguientes series de modos cil��ndricos incidentes y dispersados

Cz
�i���� ��� �

NiX
p��Ni

ip
�� Jp�k�

�� ejp

�

Cz
�d���� ��� �

NdX
q��Nd

cq
��H���

q �k�
�� ejq


�

�D�
�

donde los posibles signi�cados atribuibles a los campos Cz
�i y Cz

�d son id�enticos a
los recogidos previamente para C i

z y C
d
z � Por su parte� los coe�cientes ip

�� y cq
��

representan las amplitudes espectrales de los campos incidente y dispersado en la
segunda situaci�on �apartado b en la �gura D���� habiendo referido los desarrollos
modales recogidos en �D�
� al nuevo sistema de ejes �X ��Y ��� posicionado en
relaci�on al objeto dispersor de igual manera que el sistema de ejes �X�Y � en la
situaci�on original� Comparando pues los dos apartados de la �gura D��� se deduce
que los vectores columna �ip�

� � y �cq�
� � se relacionan nuevamente� como se muestra

a continuaci�on� utilizando la misma matriz D empleada al caracterizar el objeto
dispersor en la situaci�on original

�cq
�� � � D� � �ip�� � �D���

Ahora bien� para caracterizar el comportamiento dispersor del objeto en la se

gunda situaci�on� los campos incidente y dispersado �Cz

�i y Cz
�d� en dicha situaci�on
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deben referise al mismo sistema de ejes �X�Y � empleado en la situaci�on original�
Por tanto� dichos campos incidente y dispersado deben de�nirse mediante las
siguientes nuevas expresiones

Cz
�i��� �� �

NiX
p��Ni

i�p Jp�k�� e
jp


Cz
�d��� �� �

NdX
q��Nd

cq
���H���

q �k�� e
jq
 �D���

donde al de�nir el campo incidente en la segunda situaci�on� referido al sistema
de ejes �X�Y �� se hace uso de los mismos coe�cientes i�p utilizados en �D��� para
describir el campo incidente en la situaci�on original� pues dicho campo incidente
se expresa de igual manera en ambas situaciones al referirse a un mismo sistema de
ejes coordenados� L�ogicamente� el campo dispersado por el objeto en la segunda
de las dos situaciones consideradas� referido al sistema de ejes �X�Y �� es diferente
de aqu�el generado por el mismo objeto en la situaci�on original� de ah�� que en el
desarrollo modal del nuevo campo dispersado por el objeto girado se utilicen unos
nuevos coe�cientes� designados como cq

��� � De esta forma� la nueva matriz buscada
para caracterizar el comportamiento del objeto dispersor girado� denominada D��
debe relacionar del siguiente modo los vectores columna �i�p� y �cq

��� �

�cq
��� � � D�� � �i�p� �D���

Con la intenci�on de expresar la matriz D�� que de�ne el comportamiento dis

persor del objeto girado� en t�erminos de la matriz D obtenida en la situaci�on
original� resulta necesario establecer en primer lugar una relaci�on entre los coe�

cientes cq��

� y cq�
� � Estos coe�cientes pueden relacionarse igualando los desarrollos

modales del campo dispersado recogidos en �D�
� y �D���� aunque no es posi

ble igualarlos directamente debido a que dichos desarrollos� correspondientes a
un mismo campo� se encuentran referidos a distintos sistemas de ejes� Conviene
pues elegir un mismo sistema de ejes al que referir ambos desarrollos� por ejemplo
el sistema de�nido por los ejes �X�Y �� para lo cual debe emplearse el siguiente
cambio de coordenadas

�� � �

�� � �� �g �D�	�

Por tanto� utilizando el cambio de coordenadas reci�en expuesto en �D�	��
es posible referir al sistema de ejes �X�Y � el desarrollo recogido en �D�
� para
el campo dispersado Cz

�d� e igualando posteriormente dicha expresi�on� referida
al sistema de ejes �X�Y �� con el desarrollo de�nido seg�un �D��� para el mismo
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campo dispersado Cz
�d� se obtiene la siguiente ecuaci�on

NdX
q��Nd

e�jq
g cq
��H���

q �k�� e
jq
 �

NdX
q��Nd

cq
���H���

q �k�� e
jq
 �D���

de la que se despeja f�acilmente el coe�ciente cq��
� � en funci�on del coe�ciente cq�

� � a
trav�es de la expresi�on

cq
��� � e�jq
g cq

�� �D���

A partir de �D���� es posible expresar en t�erminos matriciales una relaci�on
entre los vectores columna �cq��

� � y �cq�
� �� de�nida del siguiente modo

�cq
��� � � G� � �cq�� � �D����

donde G� representa la primera matriz de giro� diagonal y de tama�no �Nd � ��
cuyo aspecto se ofrece a continuaci�on

G� �

�
�����
ejNd
g � � � � �
� ej�Nd���
g � � � �
���

���
� � �

���
� � � � � e�jNd
g

�
�����
�Nd	���Nd	�

�D����

La denominaci�on de G� como matriz de giro obedece al hecho de que relaciona
los coe�cientes de un desarrollo modal� asociado a un cierto campo dispersado y
referido a un sistema de ejes �X�Y �� con los coe�cientes de otro desarrollo modal
correspondiente al mismo campo dispersado� aunque este �ultimo desarrollo se
re�ere a un nuevo sistema de ejes �X ��Y ��� girado un cierto �angulo respecto del
sistema de ejes �X�Y � considerado inicialmente� Partiendo pues de la relaci�on
de�nida en �D���� por la matriz de giro G�� y utilizando aquella otra relaci�on
deducida en �D��� a partir de la matriz D� � resulta posible expresar el vector
columna �cq��

� �� en funci�on del vector columna �ip�
� �� a trav�es del siguiente producto

de matrices

�cq
��� � � G� �D� � �ip�� � �D����

Ahora bien� recordando �D���� la matriz D� debe relacionar los vectores co

lumna �cq��

� � e �i�p�� para lo cual en �D���� tan s�olo se requiere expresar el vector
columna �ip�

� � en t�erminos del vector columna �i�p�� Los coe�cientes de dichos
vectores permiten reconstruir el mismo campo incidente a partir de sendos de

sarrollos modales� que se encuentran referidos nuevamente a diferentes sistemas
de ejes coordenados� El cambio de coordenadas� de�nido seg�un �D�	�� permite
referir el desarrollo modal recogido en �D�
� para el campo incidente al sistema de
ejes �X�Y �� que es el sistema utilizado para referir el desarrollo modal del mismo
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campo incidente recogido en �D���� Igualando ambos desarrollos modales� una
vez referidos al mismo sistema de ejes� se deduce la siguiente ecuaci�on

NiX
p��Ni

e�jp
g ip
��Jp�k�� e

jp
 �
NiX

p��Ni

i�pJp�k�� e
jp
 �D��
�

de la que se puede despejar en este caso el coe�ciente ip�
� � en funci�on del coe�ciente

i�p� tal y como se recoge seguidamente

ip
�� � ejp
g i�p �D����

La relaci�on entre los coe�cientes ip�
� e i�p� reci�en deducida en �D����� puede

escribirse en t�erminos matriciales� permitiendo relacionar los vectores columna
�ip�

� � e �i�p� de la siguiente manera

�ip
�� � � G� � �i�p� �D����

donde G� representa ahora la segunda matriz de giro� diagonal y de tama�no
�Ni � �� con el siguiente aspecto

G� �

�
�����
e�jNi
g � � � � �
� e�j�Ni���
g � � � �
���

���
� � �

���
� � � � � ejNi
g

�
�����
�Ni	���Ni	�

�D����

Esta segunda matriz de giro G� recibe esta acepci�on debido a que� de igual
manera que la matriz G�� permite relacionar los coe�cientes de sendos desarrollos
modales referidos a dos sistemas de ejes girados el uno respecto del otro� aunque
en este caso los desarrollos en serie de modos se encuentran asociados a un mismo
campo incidente� Para �nalizar� sustituyendo en �D���� el vector columna �ip

�� � por
la de�nici�on recogida en �D����� se obtiene la relaci�on buscada entre los vectores
columna �i�p� y �cq

��� �� que se expresa en funci�on de las matrices D� G� y G� del
siguiente modo

�cq
��� � � G� �D� �G� � �i�p� �D��	�

Comparando �D��	� con �D���� se deduce la siguiente expresi�on que relaciona
la matriz de caracterizaci�on D� del objeto girado� a trav�es de las correspondientes
matrices de giroG� y G�� con la matriz de caracterizaci�onD asociada a la posici�on
original del objeto

D�� � G� �D� �G� �D����

Resumiendo� en esta secci�on se ha estudiado el efecto que supone el giro de
un objeto dispersor en su matriz de caracterizaci�on individual asociada� El pro

blema se ha resuelto de�niendo unas matrices de giro� las cuales tienen en cuenta
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el cambio de orientaci�on del objeto dispersor respecto de una posici�on original�
A trav�es de dichas matrices de giro se relaciona la nueva matriz de caracteriza

ci�on� que de�ne el comportamiento dispersor del objeto girado� con la matriz de
caracterizaci�on asociada a la posici�on original del objeto� evitando de esta forma
tener que repetir el c�alculo de la nueva matriz mediante el procedimiento descrito
en el cap��tulo ��

D�� Ejemplo de Aplicaci�on de las Matrices de

Giro

Una vez estudiado te�oricamente el giro de un objeto dispersor respecto de una
posici�on original� se pretende aplicar dicho estudio a la resoluci�on de un problema
pr�actico de dispersi�on electromagn�etica� cuyos resultados permitan corroborar el
m�etodo reci�en descrito en la secci�on D���
El problema a resolver consiste en evaluar la dispersi�on que produce una

tira met�alica in�nita� de grosor despreciable y longitud ��� ante dos posibles
orientaciones de la misma respecto del sistema de ejes �X�Y � considerado �jo
�recordar apartados a y b de la �gura D���� Inicialmente� se supone que la tira est�a
orientada en la direcci�on del eje �y de dicho sistema� El comportamiento dispersor
de la tira en esta situaci�on inicial se de�ne a partir de su matriz de caracterizaci�on
individualD� calculada para incidencia polarizada seg�un TMz siguiendo el m�etodo
descrito en el cap��tulo �� Haciendo uso de dicha matriz D� se ha obtenido la
respuesta de la citada tira ante un campo el�ectrico incidente representado por
una onda plana con direcci�on de avance � � � �ver �gura C���� es decir� ante una
onda plana que avanza en la direcci�on del eje �x y en el sentido creciente del valor de
la coordenada x� En la �gura D�� �apartado a�� se muestra la amplitud del campo
el�ectrico total obtenido tras sumar los campos el�ectricos incidente y dispersado�
observando que detr�as del objeto dispersor se produce la conocida zona de sombra
al sumar dichos campos en contrafase� y que delante de la tira aparece una onda
estacionaria como consecuencia del avance de ambos campos en sentidos opuestos�
A continuaci�on� se pretende caracterizar el comportamiento dispersor de la misma
tira� pero girada un �angulo de valor ��
� con respecto a la situaci�on anterior
��g � ��
� en el desarrollo te�orico presentado en la secci�on D���� La nueva
matriz de caracterizaci�on individual de la misma tira en esta nueva orientaci�on�
obtenida para el mismo tipo de incidencia �polarizaci�on TMz� y designada como
D�� se deduce f�acilmente a partir de la matriz de caracterizaci�on individual D
utilizando la relaci�on de�nida seg�un �D����� en la que las matrices de giro G�

y G� deben particularizarse al problema concreto bajo an�alisis ��g � ��
���
Empleando pues la nueva matriz D�� se ha obtenido la respuesta de la misma tira
en su nueva orientaci�on ante el mismo campo el�ectrico incidente del caso anterior�
es decir� ante la misma onda plana con direcci�on de avance � � �� La amplitud
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Figura D��� Amplitud del campo el�ectrico total en un problema de dispersi�on elec�
tromagn�etica producida� ante la incidencia de una onda plana �� � 
�� por una tira
met�alica in
nita� de longitud ��� que se encuentra orientada seg�un el eje �y �� � ����
en a�� y orientada seg�un la direcci�on angular � � ��� en b��

del campo el�ectrico total� calculado mediante la suma de los campos el�ectricos
incidente y dispersado� se representa en la �gura D�� �apartado b�� donde se
observa que la nueva zona de sombra y la nueva onda estacionaria se producen
en las direcciones angulares previstas�
Los resultados ofrecidos en la �gura D�� �apartados a y b�� deducidos respec


tivamente mediante el uso de las matrices de caracterizaci�on correspondientes a
una misma tira con dos orientaciones diferentes� garantizan totalmente la vali

dez del m�etodo presentado en este ap�endice� que permite obtener la matriz de
caracterizaci�on individual de un objeto girado respecto de una posici�on original�
empleando las mencionadas matrices de giro� a partir de la matriz de caracteri

zaci�on individual asociada al mismo objeto en su orientaci�on original�



Ap�endice E

Traslaci�on de Espectros

Cil��ndricos

La caracterizaci�on de problemas bidimensionales de dispersi�on electromagn�etica�
considerados en el presente trabajo� se ha realizado expresando los campos inci

dente y dispersado mediante sus correspondientes espectros de ondas cil��ndricas�
Dichos espectros correspondientes a los citados campos� tal y como se han de

�nido en el ap�endice C �apartado C������ constituyen las amplitudes de sendos
desarrollos modales� cuyos modos se re�eren a un punto determinado� Al resol

ver ciertos problemas resulta necesario transformar algunos de estos desarrollos
modales� referidos originalmente a ciertas posiciones espaciales� en nuevos desa

rrollos equivalentes de modos centrados en posiciones diferentes a las anteriores�
Este tipo de transformaciones se conoce gen�ericamente como traslaci�on de es

pectros cil��ndricos� que en ���� constituye una de las llamadas transformaciones
propias� As��� por ejemplo� la implementaci�on del algoritmo recursivo descrito en
el cap��tulo � requiere en determinados instantes expresar un desarrollo en serie de
modos cil��ndricos incidentes� referidos a un cierto punto� en un desarrollo equi

valente del mismo tipo de funciones modales centradas en otro punto distinto�
haciendo uso para ello de una matriz catalogada como matriz de traslaci�on de
espectro incidente a incidente� En otras situaciones� este mismo algoritmo recur

sivo precisa transformar una serie de modos cil��ndricos dispersados por un objeto�
referidos a un punto elegido normalmente en el centro de dicho objeto� en una
serie equivalente de modos cil��ndricos incidentes referidos al centro de otro objeto�
de�niendo en este caso una nueva matriz� denominada matriz de traslaci�on de
espectro emergente a incidente� que realiza esta �ultima operaci�on� Asimismo� la
aplicaci�on de dicho algoritmo recursivo a la resoluci�on de problemas de dispersi�on
m�ultiple con fuente interna al problema precisa� en ciertas ocasiones� trasladar
a distintos puntos los desarrollos modales emergentes centrados inicialmente en
otras posiciones� utilizando en dicha operaci�on una tercera matriz conocida por
matriz de traslaci�on de espectro emergente a emergente� Por otra parte� una vez
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aplicado el algoritmo recursivo a la resoluci�on de un problema de dispersi�on elec

tromagn�etica producida por m�ultiples objetos� es necesario reconstruir el campo
dispersado en diversas regiones del espacio� para lo cual� tal y como se recoge
en el cap��tulo � �secci�on ����� deben utilizarse algunas de las anteriores matrices
de traslaci�on� Por �ultimo� conviene recordar que al construir la matriz de carac

terizaci�on se utiliza una matriz de espectro �recordar cap��tulo ��� cuyo c�alculo
puede realizarse� como se describe en el cap��tulo � �apartado ��
���� mediante
una t�ecnica basada en el Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� Esta
t�ecnica se basa en expresar a trav�es de un �unico desarrollo modal� centrado en
el origen de coordenadas� aquellos campos generados por fuentes que no est�an
situadas en dicho origen� lo que supone trasladar a una nueva posici�on espacial�
concretamente al origen de coordenadas� modos cil��ndricos emergentes centrados
en los puntos donde se sit�uan las diferentes fuentes�
Las tres matrices de tralaci�on de espectros cil��ndricos mencionadas en el

p�arrafo anterior� as�� como la matriz de espectro construida seg�un la t�ecnica co

mentada previamente� se deducen aplicando bien el Teorema de Adici�on para las
Funciones de Bessel� o el Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� En
este ap�endice� inicialmente se demuestran ambos Teoremas a partir del Teorema
de Adici�on de Graf �	��� y usando dichos Teoremas se obtienen las expresio

nes de los elementos que constituyen las tres matrices de traslaci�on de espectros
cil��ndricos� ampliamente utilizadas en la aplicaci�on del algoritmo recursivo des

crito en el cap��tulo �� A continuaci�on� empleando algunas de estas matrices de
traslaci�on� los espectros asociados a ciertos campos se transforman en nuevos es

pectros referidos a otras posiciones� reconstruyendo posteriormente los campos
originales mediante estos espectros trasladados� De esta forma� se muestra la
validez de las expresiones deducidas para construir las matrices de traslaci�on de
espectros cil��ndricos� y asimismo se ponen de mani�esto las regiones donde es
posible reconstruir correctamente los campos mediante los espectros trasladados�
Finalmente� en relaci�on con estas regiones� se observa una importante limitaci�on
asociada a la construcci�on de la matriz de traslaci�on de espectro emergente a in

cidente� cuya no observaci�on produce valores muy grandes en algunos elementos
de dicha matriz� y consecuentemente que los sistemas de ecuaciones asociados al
mencionado algoritmo recursivo no presenten soluci�on al estar mal condicionados�

E�� Teorema de Adici�on para las Funciones de

Bessel

El campo incidente sobre un objeto dispersor bidimensional se expresa� tal y como
se recoge en el ap�endice C �apartado C������ mediante un desarrollo en serie de
modos cil��ndricos incidentes referidos a un cierto punto� En determinadas situa

ciones� resulta necesario expresar cada uno de dichos modos cil��ndricos incidentes
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Figura E��� Signi
cado gr�a
co de las variables u� v� w� � y 	� que aparecen en el
Teorema de Adici�on de Graf�

mediante un sumatorio del mismo tipo de modos� aunque referidos a un nuevo
punto� Esta operaci�on se implementa haciendo uso del Teorema de Adici�on para
las Funciones de Bessel� cuya demostraci�on se ofrece seguidamente�
El Teorema de Adici�on para las Funciones de Bessel se demuestra a partir del

Teorema de Adici�on de Graf �	��� que proporciona la siguiente relaci�on general

C��w� e
j�� �

�X
r���

C�	r�u�Jr�v� e
jr� jve
j�j � juj �E���

La expresi�on del Teorema de Adici�on de Graf� reci�en ofrecida en �E���� es
v�alida cuando C representa una funci�on de Bessel de primera especie J � una
funci�on de Bessel de segunda especie Y � una funci�on de Hankel de primera especie
H���� o una funci�on de Hankel de segunda especie H���� aunque la restricci�on
impuesta jve
j�j � juj resulta innecesaria cuando C denota una funci�on de Bessel
de primera especie J � Por lo que respecta a las variables u� v� w� � y �� presentes
todas ellas en �E���� se deben cumplir las siguientes relaciones

w �
p
u� � v� � �uv cos�

u� v cos� � w cos�

v sin� � w sin� �E���

a partir de las cuales es posible concluir que dichas variables est�an relacionadas
como se indica gr�a�camente en la �gura E���
Como el Teorema de Adici�on para las Funciones de Bessel pretende desarro


llar un modo cil��ndrico incidente gen�erico� referido a un cierto punto� en serie
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de modos cil��ndricos incidentes centrados en un punto distinto� conviene parti

cularizar el Teorema de Adici�on de Graf� recogido en �E���� al caso en el que la
funci�on simb�olica C denota una funci�on de Bessel de primera especie J � Bajo tal
supuesto� a partir de la expresi�on planteada originalmente en �E���� se deduce la
siguiente nueva relaci�on

J��w� e
j�� �

�X
r���

J�	r�u�Jr�v� e
jr� �E�
�

La deducci�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Bessel� utilizan

do la nueva relaci�on ofrecida en �E�
�� requiere una sustituci�on adecuada de las
variables u� v� w� � y � que aparecen en dicha expresi�on� Para ello� se considera
una situaci�on como la mostrada en la �gura E��� constituida por dos objetos
dispersores O� y O� sobre los que incide un cierto campo incidente� Este cam

po se expresa en principio mediante un desarrollo en serie de modos cil��ndricos
incidentes referidos al punto C�� elegido como origen local de un sistema de ejes
�X��Y�� asociado al objeto O� �ver �gura E���� El Teorema de Adici�on para las
Funciones de Bessel pretende expresar la �
�esima componente modal del anterior
desarrollo mediante una suma de in�nitos modos� aunque dichos modos deben
referirse en esta ocasi�on al punto C�� considerado como el origen local del siste

ma de ejes �X��Y�� asociado al segundo objeto O� �ver �gura E���� Para elegir
correctamente los valores de las variables presentes en �E�
�� es preciso identi�car
en el caso que nos ocupa �recordar �gura E��� un tri�angulo similar al mostrado en
la �gura E��� Como tercer v�ertice de este nuevo tri�angulo� que debe acompa�nar
a los otros dos de�nidos por los puntos C� y C�� se elige un punto gen�erico P
�ver �gura E���� que se de�ne por sus coordenadas cil��ndricas ������� respecto
del sistema de ejes �X��Y��� y por sus coordenadas cil��ndricas ������� respecto del
segundo sistema de ejes �X��Y��� Comparando pues ambos tri�angulos �recogidos
en las �guras E�� y E��� de forma apropiada� se deducen las siguientes expresiones
para las variables u� v� w� � y �

u � d��

v � ��

w � ��

� � ��� � ��

� � � � �� � ��� �E���

donde los par�ametros d�� y ��� constituyen las coordenadas cil��ndricas del punto
C� respecto del sistema de ejes �X��Y��� tal y como se indica de manera gr�a�ca en
la �gura E��� Utilizando las coordenadas cartesianas �xc��yc�� y �xc��yc�� de los
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Figura E��� Geometr��a de un sistema constituido por dos objetos dispersores O� y O��
que permite determinar los valores concretos de las variables u� v� w� � y 	 presentes en
el Teorema de Adici�on de Graf�

puntos C� y C�� referidas ambas al sistema global de ejes �X�Y �� es posible obtener
los par�ametros d�� y ��� mediante las expresiones que se ofrecen a continuaci�on

d�� �
q
�xc� � xc��

� � �yc� � yc��
�

��� � arctan

�
yc� � yc�
xc� � xc�

�
�E���

Seguidamente� se impone sustituir en �E�
� las variables u� v� w� � y � por
sus respectivos valores recogidos en �E���� transformando del siguiente modo la
relaci�on inicial de�nida seg�un �E�
�

J����� e
j���	
��
��� �

�X
r���

J�	r�d���Jr���� e
jr�
���
�� �E���

El argumento de las funciones de Bessel� cuando �estas forman parte de los
modos cil��ndricos incidentes� debe estar constituido por el producto de dos facto

res� uno de ellos el n�umero de onda k� y el otro la distancia entre el punto donde
se eval�ua el modo y el origen local al que se re�ere dicho modo� Como puede
observarse en �E���� el mencionado n�umero de onda k est�a ausente de todos los
argumentos de las funciones de Bessel que aparecen en dicha expresi�on� La inclu

si�on del factor k� en todos los argumentos anteriores� se consigue multiplicando
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simplemente los tres lados del tri�angulo mostrado en la �gura E�� por el citado
n�umero de onda� lo que no altera en absoluto los valores utilizados en �E��� pa

ra las variables angulares � y �� Considerando pues el nuevo tri�angulo� cuyos
lados han sido escalados por el factor k� y desarrollando asimismo las funciones
exponenciales presentes en �E���� se consigue que la relaci�on entre las funciones
de Bessel� de�nida inicialmente en �E���� presente el siguiente aspecto

����� J��k��� ej�
� �
�X

r���

J�	r�kd��� e
j�r	��
�� Jr�k��� e

�jr
� �E�	�

Cuando las funciones exponenciales forman parte de los modos cil��ndricos
incidentes� el signo que acompa�na al exponente de dichas funciones debe ser posi

tivo� Por tanto� se impone realizar un cambio de signo en el ��ndice del sumatorio
presente en �E�	�� para de esta forma poder expresar el �
�esimo modo cil��ndrico
incidente� referido al punto C�� en una serie in�nita de modos cil��ndricos inci

dentes referidos al punto C�� As�� pues� recordando adem�as la conocida relaci�on
gen�erica J�n�z� � ����n Jn�z� expuesta en �	��� es posible expresar el desarrollo
modal recogido en �E�	� del siguiente modo

����� J��k��� ej�
� �
�X

r���

J��r�kd��� e
�j�r���
�� ����r Jr�k��� ejr
� �E���

Finalmente� con el objeto de simpli�car la expresi�on presentada en �E����
resulta conveniente utilizar una relaci�on del tipo J��r�z� � ����r�� Jr���z�� que
se deduce a partir de una relaci�on gen�erica� recogida en �	��� entre funciones
de Bessel con �ordenes cambiados de signo� Por consiguiente� implementando la
nueva relaci�on en �E���� se obtiene la siguiente expresi�on de�nitiva del Teorema
de Adici�on para las Funciones de Bessel

J��k��� e
j�
� �

�X
r���

Jr���kd��� e
�j�r���
�� Jr�k��� e

jr
� �E���

La validez de la expresi�on anal��tica del Teorema de Adici�on para las Funcio

nes de Bessel� reci�en deducida en �E���� puede corroborarse comparando dicha
expresi�on con aquella presentada en ���� para este mismo Teorema� concluyendo
que ambas expresiones son exactamente id�enticas� Este Teorema� mediante la
relaci�on recogida en �E���� garantiza el desarrollo de cualquier modo cil��ndrico
incidente� referido a un cierto punto� en t�erminos de una serie de in�nitos modos
cil��ndricos incidentes� que� tal y como se pretend��a� est�an referidos a otro pun

to distinto del mencionado anteriormente� En determinadas situaciones� puede
resultar interesante sin embargo transformar un desarrollo modal asociado a un
cierto campo incidente� con los modos centrados en un punto determinado� en
otro desarrollo modal asociado al mismo campo incidente� aunque en esta ocasi�on
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los modos de este �ultimo desarrollo deben estar centrados en otro punto distinto
del anterior� En el siguiente apartado� haciendo uso del Teorema de Adici�on para
las Funciones de Bessel demostrado previamente� se construye una matriz de tras

laci�on de espectro incidente a incidente� que permite implementar la mencionada
operaci�on de transformaci�on de espectros cil��ndricos incidentes�

E���� Matriz de Traslaci�on de Espectro Incidente a Inci�

dente

En el an�alisis de la dispersi�on electromagn�etica producida por m�ultiples objetos
bidimensionales� utilizando el algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo �� se re

quiere expresar cada campo incidente considerado mediante su correspondiente
espectro cil��ndrico bidimensional� el cual debe referirse en cada caso a un punto
determinado� En numerosas circunstancias� el espectro asociado a un campo in

cidente se encuentra referido a un punto distinto del requerido por el mencionado
algoritmo recursivo� La soluci�on a este problema consiste en trasladar al punto
requerido el espectro asociado al anterior campo incidente� para lo cual se pre

senta en este apartado la matriz de traslaci�on de espectro incidente a incidente�
Asimismo� una vez construida dicha matriz� se detalla la regi�on donde tiene vali

dez la reconstrucci�on de un campo incidente a partir de su espectro trasladado�
Finalmente� haciendo uso de la citada matriz de traslaci�on� se ofrecen dos ejem

plos pr�acticos en los que se trasladan espectros cil��ndricos incidentes� Estos dos
ejemplos con�rman la correcta de�nici�on de la matriz de traslaci�on de espectro
incidente a incidente� y adem�as muestran gr�a�camente la regi�on donde es posi

ble reconstruir un campo incidente� de manera correcta� utilizando su espectro
cil��ndrico trasladado�
Con la intenci�on de obtener los elementos de la matriz de traslaci�on de es


pectro incidente a incidente� se considerar�a la existencia de un cierto campo
incidente�� denominado C i

z� Dicho campo incidente� tal y como se recoge en el
ap�endice C �apartado C������ se expresa mediante un desarrollo en serie de mo

dos cil��ndricos incidentes� los cuales se re�eren inicialmente a un punto de�nido
por sus coordenadas cartesianas globales �xc��yc��� En la �gura E�
� se hace refe

rencia a dicho punto� que representa el origen local del sistema de ejes �X��Y���
Evaluando este desarrollo modal en un punto gen�erico del espacio� representado
por sus coordenadas cil��ndricas ������� respecto del sistema de ejes �X��Y��� se
obtiene la siguiente expresi�on para el valor del campo C i

z en dicho punto

C i
z���� ��� �

Ni�X
p��Ni�

i�p Jp�k��� e
jp
� �E����

�Este campo incidente �Ci
z� representa campo el�ectrico incidente �Ei

z� para incidencia pola�
rizada seg�un TMz	 y campo magn�etico incidente �Hi

z� para incidencia polarizada seg�un TEz�
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Figura E�
� Expresi�on de un campo incidente mediante dos espectros cil��ndricos referi�
dos a distintos puntos� que se de
nen a trav�es de sus coordenadas cartesianas globales�

En el desarollo modal presentado en �E����� los coe�cientes i�p �� � TM para pola

rizaci�on TMz y � � TE para polarizaci�on TEz� constituyen el espectro cil��ndrico
bidimensional� referido al punto �xc��yc��� del campo incidente C

i
z� En cuanto

a los l��mites del sumatorio presente en �E����� �estos se escogen� recordando el
cap��tulo � �secci�on ����� para reconstruir de manera correcta el campo incidente
en el interior de una circunferencia� con centro en el punto �xc��yc��� y de radio el
valor del cociente Ni�
k�
Ahora bien� puede resultar necesario expresar el mismo campo incidente C i

z

mediante un desarrollo similar al recogido en �E����� pero constituido por unos
modos que se re�eran a otro punto� de�nido concretamente por sus coordenadas
cartesianas globales �xc��yc��� Dicho punto representa� como puede observarse en
la �gura E�
� el origen local de un nuevo sistema de ejes �X��Y��� Al evaluar
pues este nuevo desarrollo modal en el mismo punto donde se evalu�o el desarrollo
recogido en �E����� utilizando l�ogicamente las coordenadas cil��ndricas ������� de
dicho punto respecto del nuevo sistema de ejes �X��Y��� se deduce el siguiente
valor para el campo C i

z

C i
z���� ��� �

Ni�X
m��Ni�

im
�� Jm�k��� e

jm
� �E����

donde� en este caso� los coe�cientes im�
� �� � TM para polarizaci�on TMz y � � TE

para polarizaci�on TEz� constituyen el espectro cil��ndrico bidimensional� referido
ahora al punto �xc��yc��� del mismo campo incidente C

i
z� Por lo que respecta a los

l��mites del sumatorio que aparece en �E����� �estos se escogen con la intenci�on de
reconstruir correctamente el campo incidente en el interior de una circunferencia�
que en esta ocasi�on tiene su centro en el punto �xc� �yc��� y presenta un valor para
el radio igual al cociente Ni�
k�
La obtenci�on de los coe�cientes im�

� del desarrollo modal recogido en �E�����
a partir de los coe�cientes i�p� requiere expresar en �E���� cada uno de los mo

dos cil��ndricos incidentes� centrados en el punto �xc��yc��� mediante una serie de
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modos cil��ndricos incidentes centrados en el punto �xc��yc��� Dicha relaci�on� pro

porcionada por el Teorema de Adici�on para las Funciones de Bessel recogido en
�E���� presenta en el caso que nos ocupa el siguiente aspecto

Jp�k��� e
jp
� �

�X
m���

Jm�p�kd��� e
�j�m�p�
�� Jm�k��� e

jm
� �E����

Sustituyendo en �E���� la relaci�on reci�en deducida en �E����� el campo in

cidente C i

z se eval�ua en el punto de coordenadas cil��ndricas �������� de�nidas
respecto del sistema de ejes �X��Y��� mediante el siguiente desarrollo modal

C i
z���� ��� �

Ni�X
p��Ni�

i�p

�X
m���

Jm�p�kd��� e
�j�m�p�
�� Jm�k��� e

jm
�

�
�X

m���



� Ni�X
p��Ni�

i�p Jm�p�kd��� e
�j�m�p�
��

�
A Jm�k��� e

jm
� �E��
�

Truncando el sumatorio presente en �E��
� para el ��ndice m en un n�umero
�nito de modos� como en el desarrollo modal del campo incidente recogido en
�E����� es posible identi�car la siguiente relaci�on entre los coe�cientes im�

� e i�p

im
�� �

Ni�X
p��Ni�

i�p Jm�p�kd��� e
�j�m�p�
�� �m� m 	 ��Ni� � Ni� � �E����

Si se consideran dos vectores columna� constituidos respectivamente por los
coe�cientes im�

� e i�p� la relaci�on expresada en �E���� entre dichos coe�cientes puede
escribirse en t�erminos matriciales del siguiente modo

�
�����

i�Ni�

��

i�Ni�	�
��

���
iNi�

��

�
����� �

�Ni�

�

m

�

Ni�

�Ni���p��Ni�z �� ������
����

�
���� Jm�p�kd��� e

�j�m�p�
��

�
����

�
������

i��Ni�

i��Ni�	�

���
i�Ni�

�
������ �E����

donde la matriz implicada representa la matriz de traslaci�on de espectro incidente
a incidente� designada como TJ��� Esta designaci�on obedece al hecho de que dicha
matriz permite trasladar un espectro cil��ndrico incidente� referido inicialmente
al punto �xc��yc��� en un nuevo espectro cil��ndrico incidente asociado al mismo
campo� aunque el nuevo espectro se re�ere en esta ocasi�on al punto �xc��yc���
La regi�on donde es posible reconstruir de forma correcta un campo incidente�

a partir de una versi�on trasladada del espectro asociado originalmente a dicho
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Figura E��� Regi�on de validez para la reconstrucci�on de un cierto campo incidente a
partir de una versi�on trasladada del espectro asociado originalmente a dicho campo�

campo� depende no s�olo de la zona de reconstrucci�on correcta de�nida por el
nuevo espectro trasladado� sino tambi�en de la zona en la que utilizando el espec

tro original se reconstruye correctamente el campo incidente� As�� por ejemplo�
el campo incidente considerado en la situaci�on anterior �recordar �gura E�
� se
reconstruye en principio de manera correcta� tal y como se indica en la �gura E���
dentro de una circunferencia centrada en �xc� �yc�� y de radio el cociente Ni�
k�
pues el espectro original asociado al campo incidente� que se utiliza en �E���� para
desarrollar dicho campo� se re�ere al punto �xc��yc�� y consta de �Ni� � � com

ponentes� Si este espectro original se traslada a un nuevo punto� por ejemplo al
representado por las coordenadas �xc��yc��� el nuevo espectro trasladado permite
a lo sumo una reconstrucci�on correcta del campo incidente dentro de la anterior



E�� Teorema para las Funciones de Bessel 	��

circunferencia� para lo cual ser��a necesario considerar� como se indica en �E��
��
in�nitas componentes espectrales en el nuevo espectro trasladado� Por contra� si
el espectro original se traslada implementando el producto matricial expuesto en
�E����� el espectro trasladado queda referido de nuevo al punto �xc��yc��� pero en
este caso s�olo consta de �Ni� � � componentes� Consecuentemente� empleando
dicho espectro trasladado es posible reconstruir de forma correcta el campo inci

dente� como se muestra nuevamente en la �gura E��� dentro de una circunferencia
con centro en el punto �xc� �yc�� y radio el valor del cociente Ni�
k� En el supuesto
caso de que una porci�on de esta �ultima circunferencia quedase fuera de aqu�ella
asociada al espectro original� el campo incidente podr��a obtenerse igualmente
a partir del anterior espectro trasladado� aunque el valor de este campo carece
de inter�es� pues la zona mencionada no pertenece a la regi�on donde el espectro
original permite reconstruir de manera correcta el campo incidente�

A continuaci�on� se ofrecen los resultados correspondientes a dos ejemplos de
traslaci�on de espectros cil��ndricos incidentes� con los que se pretende corroborar�
de forma pr�actica� el concepto de la matriz de traslaci�on de espectro incidente
a incidente� Asimismo� ambos ejemplos sirven para poner de mani�esto d�onde
es posible reconstruir un campo incidente� de manera correcta� a partir de una
versi�on trasladada del espectro asociado originalmente a dicho campo� En los dos
ejemplos� se considera como campo el�ectrico incidente �polarizaci�on TMz� una on

da plana con direcci�on de avance � � � �recordar �gura C���� es decir� una onda
de amplitud constante cuyo frente de fase avanza en la direcci�on del eje �x y en el
sentido creciente de la coordenada x� El espectro cil��ndrico asociado originalmen

te a dicha onda plana� cuyo c�alculo se deduce en el ap�endice C �apartado C������
queda referido en ambos casos al origen de coordenadas ������ habiendo escogido
�Ni� � � componentes espectrales con Ni� � k ��� La reconstrucci�on de la am

plitud y la fase de la mencionada onda plana� utilizando su espectro cil��ndrico
original en el desarrollo modal recogido en �E����� se representa en la �gura E���
donde se observa� como era de esperar� que el campo el�ectrico incidente se re

construye como una onda plana �� � �� dentro de una circunferencia con centro
en el punto ����� y de radio ��� En dicha regi�on� cuyo contorno se representa
en la �gura E�� mediante un c��rculo punteado� se tiene un valor constante para
la amplitud del campo el�ectrico incidente� mientras que el frente de fase avanza
en la direcci�on del eje �x y en el sentido creciente de la coordenada x� tal y como
corresponde a la amplitud y a la fase de la onda plana considerada �� � ���

En el primer ejemplo� utilizando la matriz de traslaci�on de espectro incidente
a incidente de�nida seg�un �E����� se transforma el espectro cil��ndrico original aso

ciado a la onda plana incidente �� � ��� referido al punto ����� con Ni� � k ��� en
un nuevo espectro cil��ndrico asociado a la misma onda plana� aunque referido en
este caso al punto de coordenadas cartesianas normalizadas ������ y constituido
por �Ni��� componentes espectrales con Ni� � k ��� Esta traslaci�on de espectros
cil��ndricos se realiza con la intenci�on de poder reconstruir la misma onda plana



	�� Traslaci�on de Espectros Cil��ndricos

-6 -4 -2 0 2 4 6

-6

-4

-2

0

2

4

6

X (m / lambda)

Y
 (

m
 / 

la
m

bd
a)

AMPLITUD DE CAMPO ELECTRICO

-6 -4 -2 0 2 4 6

-6

-4

-2

0

2

4

6

X (m / lambda)
Y

 (
m

 / 
la

m
bd

a)

FASE DE CAMPO ELECTRICO

Figura E��� Amplitud y fase de una onda plana incidente �� � 
�� Reconstrucci�on a
partir de su espectro cil��ndrico centrado en �
� 
� con Ni� � k ���
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Figura E��� Amplitud y fase de una onda plana incidente �� � 
�� Reconstrucci�on a
partir de su espectro cil��ndrico centrado en ��� 
� con Ni� � k ��� obtenido mediante
una traslaci�on del espectro cil��ndrico original centrado en �
� 
� con Ni� � k ���

incidente �� � ��� a partir del espectro trasladado� en la regi�on contenida dentro
de la circunferencia con centro en el punto ����� y de radio ��� Empleando pues el
espectro cil��ndrico trasladado� se reconstruye el campo el�ectrico incidente median

te el desarrollo modal recogido en �E����� La amplitud y la fase correspondientes
a este campo el�ectrico incidente se muestran en la �gura E��� donde se observa�
como era de prever� que la onda plana incidente se reconstruye perfectamente
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Figura E�	� Amplitud y fase de una onda plana incidente� con direcci�on de avance
� � 
� a lo largo del eje �x �y � 
�� Reconstrucci�on completa a partir del espectro
cil��ndrico original asociado a dicha incidencia� y reconstrucci�on parcial a partir de la
versi�on de dicho espectro trasladada al punto ���
� con Ni� � k ���

dentro de la circunferencia centrada en el punto ����� y de radio ��� El contorno
que de�ne esta nueva regi�on se representa en las �guras E�� y E�� mediante sendos
c��rculos de trazo discontinuo� La situaci�on de este c��rculo en relaci�on al de trazo
punteado� que determina la regi�on donde es posible reconstruir correctamente la
onda plana incidente mediante su espectro cil��ndrico original� revela que este pri

mer ejemplo coincide con la situaci�on mostrada en la �gura E��� Con el objeto de
observar con m�as detalle el grado de reconstrucci�on conseguido en la onda plana
incidente utilizando el espectro cil��ndrico trasladado� en la �gura E�	 se compa

ran cortes realizados a lo largo del eje �x en las diversas gr�a�cas mostradas en las
�guras E�� y E��� En dicha �gura comparativa� se representa con l��nea continua
la reconstrucci�on �denominada completa en �g� E�	� de la onda plana incidente
a lo largo del eje �x �y � ��� obtenida a partir del espectro cil��ndrico original de
la onda plana centrado en el punto ����� con Ni� � k ��� mientras que con l��nea
punteada se representa la reconstrucci�on �denominada parcial en �g� E�	� de la
misma onda plana incidente a lo largo del eje �x �y � ��� utilizando sin embargo
en esta segunda reconstrucci�on la versi�on del anterior espectro cil��ndrico original
trasladada al punto ����� con Ni� � k ��� L�ogicamente� ambas reconstrucciones
son muy similares en aquellos puntos que satisfacen la condici�on x 	 ��� ��� pues
pertenecen a la regi�on en la que se garantiza la reconstrucci�on correcta de la onda
plana a partir del espectro cil��ndrico trasladado� Si se pretendiera reconstruir de
forma correcta la onda plana incidente� haciendo uso de una versi�on del espectro
cil��ndrico original trasladada al punto ������ en una regi�on mayor a la de�nida
por la circunferencia centrada en el punto ����� y de radio ��� deber��a aumentarse
el n�umero de componentes asociadas al espectro cil��ndrico trasladado que se ha
utilizado para obtener los resultados mostrados en la �gura E���

En el segundo ejemplo� usando nuevamente una matriz de traslaci�on de es

pectro incidente a incidente como la de�nida en �E����� se transforma el espectro
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Figura E��� Amplitud y fase de una onda plana incidente �� � 
�� Reconstrucci�on a
partir de su espectro cil��ndrico centrado en ����� 
� con Ni� � k ��� obtenido mediante
una traslaci�on del espectro cil��ndrico original centrado en �
� 
� con Ni� � k ���

cil��ndrico asociado originalmente a la onda plana incidente �� � ��� referido al
punto ����� con Ni� � k ��� en un nuevo espectro cil��ndrico centrado ahora en
el punto de coordenadas cartesianas normalizadas �������� pero considerando de
nuevo en dicho espectro �Ni� � � componentes con Ni� � k ��� La amplitud y
la fase del campo el�ectrico incidente� calculadas empleando los coe�cientes del
nuevo espectro cil��ndrico trasladado en el desarrollo modal recogido en �E�����
se muestran en la �gura E��� de la que puede concluirse� tras comparar con la
�gura E�� donde se representa la reconstrucci�on del campo incidente a partir del
espectro original� que el campo incidente se reconstruye totalmente a partir del
nuevo espectro trasladado dentro de la circunferencia centrada en el punto �������
y de radio ��� No obstante� dentro de esta regi�on delimitada en la �gura E�� por
un c��rculo de trazo discontinuo� la onda plana incidente �� � �� tan s�olo se re

construye en aquella parte de la citada regi�on contenida adem�as dentro de otro
c��rculo� dibujado en este caso en la �gura E�� con trazo punteado� que acota la
zona donde es posible reconstruir la onda plana incidente mediante el espectro
considerado originalmente� Con el objeto de con�rmar esta interpretaci�on de los
resultados ofrecidos en la �gura E��� se han realizado diversos cortes a lo largo del
eje �x de la amplitud y la fase recogidas en las �guras E�� y E��� que se exponen
conjuntamente en la �gura E��� En dicha �gura� con l��nea continua se representa
la reconstrucci�on �denominada completa en �g� E��� del campo el�ectrico inciden

te a lo largo del eje �x �y � ��� deducida a partir del espectro cil��ndrico asociado
originalmente a dicho campo� mientras con l��nea punteada se ofrece la reconstruc

ci�on �denominada parcial en �g� E��� del mismo campo el�ectrico incidente a lo
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Figura E��� Amplitud y fase de una onda plana incidente� con direcci�on de avance
� � 
� a lo largo del eje �x �y � 
�� Reconstrucci�on completa a partir del espectro
cil��ndrico original asociado a dicha incidencia� y reconstrucci�on parcial a partir de la
versi�on de dicho espectro trasladada al punto �����
� con Ni� � k ���

largo del eje �x �y � ��� pero empleando en dicha reconstrucci�on la versi�on del es

pectro cil��ndrico original trasladada al punto ������� con Ni� � k ��� Este estudio
comparativo� recogido en la �gura E��� revela que el espectro cil��ndrico trasla

dado permite reconstruir el campo incidente en todo el intervalo x 	 ����� �����
que pertenece a la regi�on contenida en el c��rculo dibujado con trazo discontinuo
en la �gura E��� de�nido por el n�umero de componentes del espectro cil��ndrico
trasladado� Ahora bien� como se desprende de la �gura E��� utilizando el espectro
trasladado s�olo resulta posible reconstruir correctamente la onda plana incidente
en el intervalo x 	 ����� ��� ya que dicho intervalo pertenece adem�as al c��rculo de
trazo punteado �ver �gura E��� en cuyo interior� a partir del espectro cil��ndrico
original� se garantiza la reconstrucci�on correcta de la citada onda plana�

Los resultados correspondientes a los dos ejemplos anteriores permiten extraer
diversas conclusiones sobre la reconstrucci�on de un cierto campo incidente� de�

nido inicialmente mediante un espectro cil��ndrico asociado� empleando versiones
de dicho espectro trasladadas a distintas posiciones� En principio� el campo in

cidente se reconstruye correctamente mediante su espectro original en el interior
de una determinada zona� que est�a delimitada por el n�umero de componentes es

pectrales asociadas a dicho espectro� No obstante� el espectro cil��ndrico original
tambi�en determina fuera de dicha zona ciertos valores para el campo incidente�
obtenidos mediante el correspondiente desarrollo modal� que sin embargo carecen
de signi�cado e inter�es en el problema donde se considera el mencionado campo
incidente� Pues bien� cuando se traslada el espectro original a una nueva posi

ci�on� este nuevo espectro tambi�en de�ne una nueva zona de reconstrucci�on del
campo incidente� que est�a asociada en este caso al n�umero de componentes del
nuevo espectro trasladado� En el interior de toda esta nueva zona se obtendr�a� a
partir del nuevo espectro trasladado� unos valores de campo incidente id�enticos o
muy parecidos a los conseguidos mediante el espectro cil��ndrico original� debido
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a que la aplicaci�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Bessel� de�ni

do anteriormente en esta secci�on� no presenta ninguna restricci�on espacial� Sin
embargo� el campo incidente s�olo podr�a reconstruirse correctamente� empleando
el espectro cil��ndrico trasladado� en aquella parte de la zona asociada a dicho
espectro trasladado que pertenezca adem�as a la zona de�nida inicialmente por
el espectro cil��ndrico original� Esta limitaci�on est�a causada l�ogicamente por el
hecho de que el espectro trasladado se obtiene� utilizando la matriz de traslaci�on
de espectro incidente a incidente descrita en este apartado� a partir del espectro
asociado originalmente al campo incidente�

E�� Teorema de Adici�on para las Funciones de

Hankel

El campo dispersado por un objeto bidimensional ante una cierta incidencia� as��
como el campo generado por una fuente puntual� se expresan seg�un se recoge en el
ap�endice C �apartado C����� mediante un desarrollo en serie de modos cil��ndricos
emergentes referidos a un cierto punto� En algunas ocasiones� se requiere trans

formar cada uno de estos modos emergentes en un sumatorio de modos cil��ndricos
incidentes referidos a otro punto� mientras en otras situaciones� conviene expresar
cada uno de los modos emergentes mediante un sumatorio del mismo tipo de mo

dos� pero referidos a otra posici�on� Cada una de estas operaciones se implementa
utilizando la correspondiente versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones
de Hankel� cuya deducci�on completa se ofrece a continuaci�on�

La primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel
permite desarrollar un modo cil��ndrico emergente� referido a un cierto punto� en
serie de modos cil��ndricos incidentes centrados en otro punto distinto del anterior�
Dicha versi�on se deduce de nuevo a partir del Teorema de Adici�on de Graf �	��� que
se encuentra perfectamente descrito en la secci�on E�� del presente ap�endice� Al
pretender desarrollar en este caso un modo cil��ndrico emergente� en la expresi�on
general del citado Teorema de Adici�on de Graf� recogida en �E���� debe sustituirse
la funci�on simb�olica C por la correspondiente funci�on de Hankel de segunda
especie H���� obteniendo pues la siguiente nueva relaci�on

H���
� �w� e

j�� �
�X

r���

H
���
�	r�u�Jr�v� e

jr� jve
j�j � juj �E����

donde el signi�cado de las variables u� v� w� � y � es id�entico al deducido en
la secci�on E�� para las mismas variables� el cual se expresa de forma anal��tica
mediante las relaciones de�nidas en �E���� y se recoge de forma gr�a�ca en la
�gura E��� No obstante� resulta conveniente rese�nar que el desarrollo recogido en
�E���� para la funci�on de Hankel de segunda especie es v�alido tan s�olo cuando se
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satisface la condici�on jve
j�j � juj� a diferencia del desarrollo presentado en �E�
�
para las funciones de Bessel� que no presenta restricci�on alguna�
La deducci�on de la primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones

de Hankel requiere� al igual que en la demostraci�on del Teorema de Adici�on para
las Funciones de Bessel� identi�car de forma adecuada las variables u� v� w� � y
� presentes en �E����� Para ello� puede considerase de nuevo la situaci�on mos

trada en la �gura E��� aunque la interpretaci�on de dicha �gura es diferente a
la ofrecida en la secci�on E��� En el presente caso� se supone que el objeto O�

dispersa un campo� el cual� tras propagarse� se convierte en un campo incidente
sobre el objeto O�� El campo dispersado por O� se expresa en un principio� como
bien es sabido� mediante un desarrollo de modos cil��ndricos emergentes centra

dos en el punto C�� Por lo que respecta a este campo expresado en serie de
modos cil��ndricos emergentes� referidos al punto C�� puede considerarse tambi�en
que est�a generado por una o varias fuentes puntuales� en lugar de suponer� co

mo se acaba de mencionar� que representa un campo dispersado por un objeto
ante una cierta incidencia� La primera versi�on del Teorema de Adici�on para las
Funciones de Hankel pretende expresar el �
�esimo modo cil��ndrico emergente del
anterior desarrollo� centrado en el punto C�� en t�erminos de una serie constituida
por in�nitos modos cil��ndricos incidentes� que l�ogicamente deben referirse a alg�un
punto del objeto O�� representado en la �gura E�� por el punto C�� Por su parte�
el punto C� tambi�en puede representar tan s�olo una posici�on espacial a la que
se desean referir los modos cil��ndricos incidentes� no siendo necesario que dicho
punto pertenezca� tal y como se termina de comentar� a alg�un objeto dispersor�
El signi�cado de los puntos C� y C�� que en la �gura E�� constituyen respectiva

mente los or��genes locales de los sistemas de ejes �X��Y�� y �X��Y��� es id�entico
al asignado en la secci�on E�� para estos mismos puntos� En cuanto a la elecci�on
de las variables implicadas en la expresi�on recogida en �E����� recordando nue

vamente la secci�on E��� se requiere identi�car en la �gura E�� un tri�angulo con
el que poder comparar aqu�el mostrado en la �gura E��� Como tercer v�ertice del
tri�angulo a construir en la �gura E��� se escoge otra vez el punto P � cuyas coor

denadas cil��ndricas respecto de los sistemas de ejes �X��Y�� y �X��Y�� se designan
de igual manera que en la secci�on E��� De esta forma� las variables en �E����
deben sustituirse por las mismas expresiones� recogidas en �E���� que se deducen
en la secci�on E�� para u� v� w� � y �� transformando pues del siguiente modo la
relaci�on de�nida inicialmente seg�un �E����

H���
� ���� e

j���	
��
��� �
�X

r���

H
���
�	r�d���Jr���� e

jr�
���
�� �� � d�� �E��	�

donde los par�ametros d�� y ���� representados gr�a�camente en la �gura E��� se
calculan utilizando las expresiones deducidas en �E���� mientras ������� y �������
de�nen� como se ha indicado anteriormente� las coordenadas cil��ndricas del punto
gen�erico P respecto de los sistemas de ejes �X��Y�� y �X��Y��� En cuanto a la
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restricci�on asociada al cumplimiento de la igualdad recogida en �E��	�� se observa
que ha desaparecido el t�ermino exponencial presente en �E����� pues el valor de
la variable �� tal y como se desprende de la �gura E��� es real�
Considerando en principio la relaci�on de�nida seg�un �E��	�� y tras aplicar su


cesivamente en dicha relaci�on las mismas operaciones� de�nidas en la secci�on E���
que han permitido obtener las ecuaciones �E�	�� �E��� y �E���� se deduce la si

guiente expresi�on de�nitiva de la primera versi�on del Teorema de Adici�on para
las Funciones de Hankel

H���
� �k��� e

j�
� �
�X

r���

H
���
r�� �kd��� e

�j�r���
�� Jr�k��� e
jr
� �� � d�� �E����

Esta primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel ex

presada en �E����� corroborada tras compararla con la versi�on presentada en ����
y concluir que ambas son id�enticas� permite desarrollar cualquier modo cil��ndrico
emergente� referido a un cierto punto� en una serie de in�nitos modos cil��ndricos
incidentes centrados en un nuevo punto� aunque la regi�on de validez de dicho
desarrollo� tal y como indica la restricci�on presente en �E����� se circunscribe al
interior de una circunferencia centrada en el nuevo punto al que se re�ere el de

sarrollo modal incidente� y de radio la distancia entre dicho punto y aqu�el al que
se re�ere el modo cil��ndrico emergente�
Por otra parte� la segunda versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones

de Hankel pretende expresar un modo cil��ndrico emergente� referido a un punto
determinado� mediante una serie de modos cil��ndricos emergentes centrados en
otro punto distinto del anterior� Esta segunda versi�on del Teorema de Adici�on
para las Funciones de Hankel no puede deducirse directamente� tal y como se
ha realizado en las anteriores demostraciones recogidas en el presente ap�endice�
a partir del Teorema de Adici�on de Graf� sino que se obtiene tras combinar de
forma adecuada dos expresiones� cada una de las cuales se deduce por separado del
Teorema de Adici�on de Graf� Concretamente� la primera de estas dos expresiones
es id�entica a la ofrecida por el Teorema de Adici�on para las Funciones de Bessel�
que permite relacionar funciones de Bessel de primera especie� mientras la segunda
expresi�on debe ocuparse de relacionar� de igual manera que la anterior expresi�on�
funciones de Bessel de segunda especie� La deducci�on de estas dos expresiones�
cuya combinaci�on permite obtener la segunda versi�on del Teorema de Adici�on
para las Funciones de Hankel� se ofrece a continuaci�on de forma paralela�
La primera de las mencionadas expresiones� que debe relacionar funciones de

Bessel de primera especie� se deduce directamente del Teorema de Adici�on de
Graf recogido en �E���� mientras la segunda de las expresiones� que debe mostrar
una relaci�on entre funciones de Bessel de segunda especie� se demuestra a partir
de una versi�on del Teorema de Adici�on de Graf ligeramente modi�cada respecto
de aqu�ella ofrecida en �E���� Esta nueva versi�on del Teorema de Adici�on de Graf
se obtiene sustituyendo en �E��� el ��ndice r del sumatorio por un nuevo ��ndice�
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de�nido mediante la suma �� r� de manera que las dos versiones del Teorema de
Adici�on de Graf� aqu�ella considerada inicialmente y la nueva versi�on modi�cada�
presentan el siguiente aspecto

C��w� e
j�� �

�X
r���

C�	r�u�Jr�v� e
jr� jve
j�j � juj

C��w� e
j�� �

�X
r���

Cr�u�Jr���v� e
j�r���� jve
j�j � juj �E����

Estas dos versiones del Teorema de Adici�on de Graf� recogidas en �E�����
siguen siendo v�alidas cuando C designa una funci�on de Bessel de primera especie
J � una funci�on de Bessel de segunda especie Y � una funci�on de Hankel de primera
especie H���� o una funci�on de Hankel de segunda especie H���� En �E����� las
restricciones que afectan a las dos versiones del Teorema de Adici�on de Graf
son tambi�en innecesarias cuando C designa una funci�on de Bessel de primera
especie J � mientras las variables u� v� w� � y � se encuentran relacionadas en
ambas expresiones de igual manera� seg�un se recoge de forma anal��tica en �E���
y gr�a�camente en la �gura E���
La primera de las expresiones buscadas debe relacionar� tal y como se ha in


dicado previamente� funciones de Bessel de primera especie� mientras la segunda
expresi�on debe establecer una relaci�on� en los mismos t�erminos que la primera
expresi�on� entre funciones de Bessel de segunda especie� Consecuentemente� para
deducir la primera expresi�on conviene particularizar la versi�on original del Teo

rema de Adici�on de Graf� ofrecida en primer lugar en �E����� al caso en el que la
funci�on simb�olica C designa una funci�on de Bessel de primera especie J � y con el
objeto de encontrar la segunda de las expresiones buscadas debe particularizarse
la versi�on modi�cada del Teorema de Adici�on de Graf� presentada en segundo
lugar en �E����� al caso en el que la funci�on simb�olica C designa una funci�on de
Bessel de segunda especie Y � Bajo dichas circunstancias� las relaciones de�nidas
inicialmente en �E���� se reescriben del siguiente modo

J��w� e
j�� �

�X
r���

J�	r�u�Jr�v� e
jr�

Y��w� e
j�� �

�X
r���

Yr�u�Jr���v� e
j�r���� jve
j�j � juj �E����

donde� como era de esperar� la primera de las dos relaciones carece de restricci�on
alguna� pues relaciona funciones de Bessel de primera especie�
Los valores a utilizar en cada una de las relaciones recogidas en �E���� para

las variables u� v� w� � y �� con la intenci�on de obtener las dos expresiones bus

cadas� pueden deducirse considerando nuevamente la situaci�on mostrada en la



	�� Traslaci�on de Espectros Cil��ndricos

�gura E��� aunque deben tenerse en cuenta ciertas apreciaciones en la interpre

taci�on de dicha �gura� Inicialmente� se supone que existe un campo expresado
en serie de modos cil��ndricos emergentes� referidos al punto C�� que ha sido ge

nerado por una o varias fuentes puntuales� Por diversas razones mencionadas
anteriormente� puede resultar interesante centrar el desarrollo modal emergente
asociado a dicho campo en un nuevo punto� por ejemplo� en aqu�el denominado
C� en la �gura E��� La segunda versi�on del Teorema de Adici�on para las Fun

ciones de Hankel pretende desarrollar la �
�esima componente modal del anterior
desarrollo� referida al punto C�� en serie de in�nitos modos cil��ndricos emergentes
centrados en el punto C�� La deducci�on de esta segunda versi�on del Teorema de
Adici�on para las Funciones de Hankel requiere obtener� como se ha mencionado
anteriormente� dos expresiones adecuadas a partir de las relaciones de�nidas en
�E����� para lo cual deben identi�carse� en cada una de las citadas relaciones� los
valores de las variables u� v� w� � y � mediante la construcci�on en la �gura E�� de
un tri�angulo similar al mostrado en la �gura E��� El tercer v�ertice del tri�angulo
en la �gura E��� que debe acompa�nar a los otros dos situados respectivamente en
los puntos C� y C�� se elige en un punto gen�erico denominado P �ver �g� E����
cuyas coordenadas cil��ndricas respecto de los sistemas de ejes �X��Y�� y �X��Y���
con or��genes locales en los puntos C� y C�� se designan de igual manera que en
la secci�on E��� As�� pues� los valores de las variables u� v� w� � y � a emplear
en cada una de las relaciones recogidas en �E���� se deducen tras comparar� de
manera apropiada en cada caso� los tri�angulos mostrados respectivamente en las
�guras E�� y E���
En cuanto a la primera de las relaciones descritas en �E����� tras comparar

de forma adecuada los dos tri�angulos mencionados anteriormente� se deducen
para las variables u� v� w� � y � los mismos valores empleados en la secci�on E��
y recogidos en �E���� Sustituyendo pues dichos valores en la primera de las
relaciones de�nidas en �E����� e implementando en dicha relaci�on las mismas
operaciones descritas en la secci�on E��� se obtiene directamente la primera de
las dos expresiones requeridas para demostrar la segunda versi�on del Teorema
de Adici�on para las Funciones de Hankel� Esta primera expresi�on� que relaciona
funciones de Bessel de primera especie� es id�entica a la utilizada en la de�nici�on
del Teorema de Adici�on para las Funciones de Bessel� cuyo aspecto� recordando
�E���� se reproduce a continuaci�on

J��k��� e
j�
� �

�X
r���

Jr���kd��� e
�j�r���
�� Jr�k��� e

jr
� �E����

donde los par�ametros d�� y ���� con el mismo signi�cado que en la secci�on E��
�recordar �g� E���� se calculan mediante las expresiones presentadas en �E����
mientras ������� y ������� designan respectivamente� como en la secci�on E��� las
coordenadas cil��ndricas del punto gen�erico P respecto de los sistemas de ejes
�X��Y�� y �X��Y��� Por �ultimo� al igual que en el Teorema de Adici�on para
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las Funciones de Bessel� la expresi�on recogida en �E���� no presenta restricci�on
espacial alguna en cuanto a su validez�

Por lo que respecta a los valores de las variables u� v� w� � y � a emplear en la
segunda de las relaciones descritas en �E����� �estos deben elegirse para obtener
una segunda expresi�on� an�aloga a la recogida en �E����� que sin embargo relacione
funciones de Bessel de segunda especie� Con este objetivo� una vez comparados de
forma adecuada los dos tri�angulos mostrados en las �guras E�� y E��� se deducen
unos valores para dichas variables diferentes a los recogidos en �E���� de�ni�endose
estos nuevos valores de la siguiente manera

u � ��

v � d��

w � ��

� � ��� � ��

� � �� � �� �E����

Todos estos par�ametros� a partir de los cuales se de�nen en �E���� los nue

vos valores de las variables u� v� w� � y �� presentan respectivamente los mismos
signi�cados �recordar �g� E��� que los par�ametros utilizados al deducir la prime

ra de las expresi�ones buscadas� recogida en �E����� Igualmente� las expresiones
que permiten calcular los par�ametros d�� y ���� presentes ambos en �E����� se
encuentran recogidos nuevamente en �E���� A continuaci�on� sustituyendo en la
segunda de las relaciones recogidas en �E���� las variables u� v� w� � y � por sus
respectivos valores de�nidos en �E����� se obtiene la siguiente nueva relaci�on entre
las funciones de Bessel de segunda especie

Y����� e
j��
��
�� �

�X
r���

Yr����Jr�� �d��� e
j�r����
���
�� d�� � �� �E��
�

Siguiendo el mismo proceso deductivo empleado en la secci�on E�� al demostrar
el Teorema de Adici�on para las Funciones de Bessel� resulta conveniente introducir
el n�umero de onda k en todos los argumentos de las funciones de Bessel de segunda
especie presentes en �E��
�� Para ello� simplemente deben multiplicarse por el
citado n�umero de onda los tres lados del tri�angulo mostrado en la �gura E��� lo
cual no afecta en absoluto a los valores empleados en �E��
� para las variables
angulares � y �� En lo referente a la restricci�on espacial que determina la zona
de validez de la igualdad recogida en �E��
�� tampoco se ve afectada por el hecho
de multiplicar los lados del tri�angulo por el n�umero de onda k� pues los dos
t�erminos que constituyen la desigualdad asociada a la restricci�on presente en
�E��
� quedan multiplicados por el mismo factor k� De esta manera� y tras
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desarrollar adecuadamente las funciones exponenciales que aparecen en �E��
��
se obtiene la siguiente relaci�on entre funciones de Bessel de segunda especie

Y��k��� e
�j�
� �

�X
r���

Jr���kd��� e
j�r���
�� Yr�k��� e

�jr
� �� 	 d�� �E����

Con el objeto de encontrar la relaci�on buscada entre las funciones de Bessel
de segunda especie� an�aloga a la deducida en �E���� entre las funciones de Bessel
de primera especie� se requiere tener un signo positivo en los exponentes de las
funciones exponenciales que en �E���� multiplican a las funciones Y � Realizando
pues un simple cambio de signo en los ��ndices � y r presentes en �E����� y recor

dando asimismo la conocida propiedad Y�n�z� � ����n Yn�z� expuesta en �	��� es
posible transformar la relaci�on recogida en �E���� del siguiente modo

����� Y��k��� ej�
� �
�X

r���

J��r�kd��� e
�j�r���
�� ����r Yr�k��� ejr
� �� 	 d��

�E����
Por �ultimo� con la intenci�on de simpli�car el desarrollo reci�en deducido en

�E����� puede utilizarse una relaci�on del tipo J��r�z� � ����r�� Jr���z�� que
tambi�en se ha empleado en la secci�on E�� al deducir el Teorema de Adici�on para
las Funciones de Bessel recogido en �E���� Haciendo uso de la anterior relaci�on
en �E����� se obtiene la segunda de las expresiones requeridas en la demostraci�on
del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� Esta segunda expresi�on
relaciona� como se indica seguidamente� funciones de Bessel de segunda especie

Y��k��� e
j�
� �

�X
r���

Jr���kd��� e
�j�r���
�� Yr�k��� e

jr
� �� 	 d�� �E����

Es interesante observar que la relaci�on entre las funciones de Bessel de se

gunda especie� reci�en deducida en �E����� es completamente an�aloga a la relaci�on
presentada en �E���� entre funciones de Bessel de primera especie� salvo que
mientras esta �ultima relaci�on es v�alida en cualquier regi�on del espacio� la ante

rior relaci�on s�olo tiene validez fuera de una circunferencia centrada en C�� y de
radio la distancia entre los puntos C� y C� �recordar �g� E���� Utilizando estas
dos relaciones� de�nidas respectivamente en �E���� y �E����� es posible demos

trar f�acilmente la segunda versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de
Hankel� En dicha demostraci�on� en primer lugar debe multiplicarse la expresi�on
recogida en �E���� por el n�umero imaginario j� y posteriormente debe sustraer

se dicha expresi�on multiplicada por j de aquella primera expresi�on mostrada en
�E����� para de esta forma� recordando la de�nici�on de las funciones de Hankel
de segunda especie presentada en �C����� obtener la siguiente expresi�on de�nitiva
de la segunda versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel

H���
� �k��� e

j�
� �
�X

r���

Jr���kd��� e
�j�r���
�� H���

r �k��� e
jr
� �� 	 d�� �E��	�



E�� Teorema para las Funciones de Hankel 	�	

La restricci�on espacial presente en �E��	� se debe al hecho de haber obtenido
dicha expresi�on mediante la suma de otras dos� una de las cuales� concretamente
la de�nida seg�un �E����� tiene asociada dicha restricci�on� As�� pues� la segunda
versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� recogida en �E��	��
permite desarrollar un modo cil��ndrico emergente gen�erico� referido a un punto
determinado� en una serie de in�nitos modos cil��ndricos emergentes referidos a
un nuevo punto� aunque la regi�on donde tiene validez este desarrollo modal� de
acuerdo con la restricci�on espacial mostrada en �E��	�� se corresponde con la
zona situada fuera de una circunferencia centrada en el punto al que se re�ere
el nuevo desarrollo modal emergente� y de radio la distancia entre dicho punto y
aqu�el al que se re�ere el modo cil��ndrico emergente original� Como era de esperar�
esta restricci�on espacial es complementaria con aqu�ella recogida en �E���� para
la primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel�
Resumiendo� las dos versiones del Teorema de Adici�on para las Funciones de

Hankel demostradas en esta secci�on permiten desarrollar cualquiermodo cil��ndrico
emergente� referido a una determinada posici�on espacial� en serie de modos ci

l��ndricos incidentes centrados en otra posici�on con validez en una cierta regi�on
del espacio� y en serie de modos cil��ndricos emergentes centrados en la misma
posici�on con validez en la regi�on complementaria a la anterior� En determina

das situaciones� como se ver�a a continuaci�on� resulta necesario desarrollar una
serie de modos cil��ndricos emergentes� centrados en un cierto punto� bien en serie
de modos cil��ndricos incidentes centrados en otro punto� o bien en serie de mo

dos cil��ndricos emergentes centrados en otra posici�on� Estas dos operaciones de
transformaci�on de espectros cil��ndricos se de�nen� tal y como puede observarse
en los dos pr�oximos apartados� mediante sendas matrices conocidas como ma

triz de traslaci�on de espectro emergente a incidente� y matriz de traslaci�on de
espectro emergente a emergente� que se deducen respectivamente a partir de las
dos versiones del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel demostradas
anteriormente en la presente secci�on�

E���� Matriz de Traslaci�on de Espectro Emergente a In�

cidente

Al resolver problemas de dispersi�on electromagn�etica producida por m�ultiples
objetos dispersores bidimensionales� siguiendo el algoritmo recursivo descrito en
el cap��tulo �� es necesario considerar ciertos campos generados por una o va

rias fuentes puntuales como campos incidentes� En t�erminos espectrales� dicha
consideraci�on requiere transformar espectros cil��ndricos emergentes� referidos a
determinadas posiciones� en espectros cil��ndricos incidentes centrados en otras
posiciones distintas a las anteriores� En el presente apartado� haciendo uso de la
primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� se deduce
la matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente� que permite imple
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mentar de forma matricial la transformaci�on de espectros cil��ndricos mencionada
anteriormente� A su vez� debido a la restricci�on espacial asociada a la primera
versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� se describe la re

gi�on donde es posible reconstruir un campo generado por una o varias fuentes
puntuales� cuyo espectro emergente original se re�ere a un cierto punto� utilizan

do un espectro cil��ndrico incidente trasladado� que se obtiene a partir del espectro
emergente original mediante la correspondiente matriz de traslaci�on de espectro
emergente a incidente� A continuaci�on� usando la citada matriz de traslaci�on� se
ofrecen dos ejemplos pr�acticos de transformaci�on de espectro cil��ndrico emergente
en espectro cil��ndrico incidente� que corroboran por completo la de�nici�on ofreci

da en este apartado para la citada matriz de traslaci�on de espectros� y asimismo
con�rman d�onde puede aplicarse el espectro cil��ndrico incidente trasladado que se
obtiene con dicha matriz� Finalmente� a partir de los resultados correspondientes
a uno de los dos ejemplos considerados� se descubre que la restricci�on espacial
asociada a la primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Han

kel debe traducirse� de manera consecuente� en una limitaci�on de las dimensiones
de la matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente� cuya no observaci�on
provoca que ciertos elementos de la citada matriz presenten valores muy elevados�
En tales circunstancias� el principal inconveniente surge cuando dichas matrices
se utilizan en el algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo �� pues provocan que
los sistemas de ecuaciones asociados a este algoritmo est�en mal condicionados� y
por tanto que no tengan soluci�on�
Para obtener los elementos de la matriz de traslaci�on de espectro emergente

a incidente� se considerar�a una situaci�on como la mostrada en la �gura E���� que
est�a constituida por dos objetos dispersores� denominados respectivamente O� y
O�� En un principio� se supone que el objeto O� genera un campo dispersado��
denominado gen�ericamente Cd

z � Recordando el ap�endice C �apartado C������ este
campo dispersado se expresa mediante un desarrollo en serie de modos cil��ndricos
emergentes� los cuales se re�eren a un punto del objeto O�� normalmente al
centro de dicho objeto� que representa el origen local del sistema de ejes �X��Y��
mostrado en la �gura E���� As�� pues� el valor del campo dispersado por el objeto
O� en un punto gen�erico� de�nido por sus coordenadas cil��ndricas ������� respecto
del sistema de ejes �X��Y��� se recoge en la siguiente expresi�on

Cd
z ���� ��� �

Nd�X
q��Nd�

c�q H
���
q �k��� e

jq
� �E����

donde los coe�cientes c�q �� � TM para polarizaci�on TM
z y � � TE para polariza


ci�on TEz� determinan el espectro cil��ndrico bidimensional� referido al origen local
del sistema de ejes �X��Y��� que corresponde al campo dispersado Cd

z � Por lo que

�Este campo dispersado �Cd
z � representa campo el�ectrico dispersado �Ed

z � para polarizaci�on
TMz	 y campo magn�etico dispersado �Hd

z � para polarizaci�on TEz�
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Figura E���� Expresi�on del campo dispersado por O�� de
nido por su espectro cil��ndri�
co emergente� como incidencia sobre O� utilizando el correspondiente espectro cil��ndrico
incidente�

respecta al n�umero de modos cil��ndricos emergentes considerados en �E����� �este
se elige con la intenci�on de calcular correctamente el campo dispersado por O�

en una regi�on situada fuera de la m��nima circunferencia� con centro en el origen
local del sistema de ejes �X��Y��� que contiene a todas las fuentes de corriente
inducidas en el contorno del objeto O�

No obstante� el campo dispersado Cd
z por el objeto O� se propaga hasta con


vertirse en campo incidente�� denominado C i
z� sobre el objeto O� �ver �gura E�����

Este campo incidente se expresa� seg�un el ap�endice C �apartado C������ mediante
un desarrollo de modos cil��ndricos incidentes� aunque referidos en esta ocasi�on a
un punto del objeto O�� normalmente al centro de dicho objeto� que constituye
el origen local del sistema de ejes �X��Y�� representado en la �gura E���� Tras
evaluar pues este desarrollo modal incidente en el mismo punto donde se evalu�o
el campo dispersado Cd

z recogido en �E����� de�niendo dicho punto por sus co

ordenadas cil��ndricas ������� respecto del sistema de ejes �X��Y��� se obtiene una
expresi�on modal para C i

z que presenta el siguiente aspecto

C i
z���� ��� �

Ni�X
p��Ni�

i�p Jp�k��� e
jp
� �E����

donde los coe�cientes i�p �� � TM para polarizaci�on TMz y � � TE para polari

zaci�on TEz� constituyen el espectro cil��ndrico bidimensional incidente� referido al
origen local del sistema de ejes �X��Y��� que est�a asociado al campo incidente C i

z

sobre el objeto O�� En lo referente al n�umero de t�erminos escogidos para imple

mentar el sumatorio presente en �E����� �este se determina �recordar secci�on ���
del cap��tulo �� con el objeto de reconstruir de manera correcta el campo incidente
C i
z� procedente del campo dispersado C

d
z � en el interior de una circunferencia con

centro en el origen local del sistema de ejes �X��Y��� y de radio el cociente Ni�
k�

�Este campo incidente �Ci
z� representa campo el�ectrico incidente �Ei

z� para polarizaci�on
TMz	 y campo magn�etico incidente �Hi

z� para polarizaci�on TEz�
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Como los campos dispersado Cd
z e incidente C

i
z hacen referencia a un mismo

campo� debe ser posible relacionar las amplitudes espectrales c�q e i
�
p presentes

en los desarrollos modales recogidos en �E���� y �E����� para lo cual� se necesita
expresar cada uno de los modos cil��ndricos emergentes empleados en �E����� re

feridos al origen local del sistema de ejes �X��Y��� en serie de modos cil��ndricos
incidentes centrados en el origen local del sistema de ejes �X��Y��� Esta relaci�on
se corresponde con la primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones
de Hankel� de�nida en �E����� que se particulariza al caso que nos ocupa del
siguiente modo

H���
q �k��� e

jq
� �
�X

p���

H
���
p�q�kd��� e

�j�p�q�
�� Jp�k��� e
jp
� �� � d�� �E�
��

donde los par�ametros d�� y ���� cuyo signi�cado se muestra expl��citamente en la
�gura E��� est�an asociados en �E�
�� a los or��genes locales de los sistemas de ejes
�X��Y�� y �X��Y�� recogidos en la �gura E���� As�� pues� haciendo uso en �E����
de la relaci�on reci�en presentada en �E�
��� el valor del campo dispersado Cd

z en
un punto de coordenadas cil��ndricas �������� referidas al sistema de ejes �X��Y���
se expresa mediante el siguiente desarrollo modal incidente

Cd
z ���� ��� �

Nd�X
q��Nd�

c�q

�X
p���

H
���
p�q�kd��� e

�j�p�q�
�� Jp�k��� e
jp
�

�
�X

p���



� Nd�X
q��Nd�

c�q H
���
p�q�kd��� e

�j�p�q�
��

�
A Jp�k��� e

jp
� �� � d�� �E�
��

El campo dispersado Cd
z � de acuerdo con la expresi�on reci�en ofrecida en �E�
���

puede desarrollarse en t�erminos de una serie constituida por in�nitos modos
cil��ndricos incidentes� Si dicho n�umero de modos se trunca en un valor �nito�
igual al n�umero de modos empleados en el desarrollo modal recogido en �E�����
es posible comparar ambas expresiones para deducir la siguiente relaci�on entre
los coe�cientes i�p y c

�
q

i�p �

Nd�X
q��Nd�

c�q H
���
p�q�kd��� e

�j�p�q�
�� � p� p 	 ��Ni�� Ni� � �E�
��

La expresi�on anal��tica que permite relacionar los coe�cientes i�p y c
�
q � detallada

en �E�
��� puede escribirse en t�erminos matriciales� para lo cual� es necesario que
los citados coe�cientes constituyan los elementos de sendos vectores columna�
Bajo dicha suposici�on� las amplitudes espectrales i�p se obtienen a partir de las
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amplitudes espectrales c�q implementando la siguiente operaci�on

�
������

i��Ni�

i��Ni�	�
���

i�Ni�

�
������ �

�Ni�

�

p

�

Ni�

�Nd���q��Nd�z �� �������
�����

�
����� H

���
p�q�kd��� e

�j�p�q�
��

�
����� �

�
������

c��Nd�

c��Nd�	�

���
c�Nd�

�
������ �E�

�

donde la matriz que interviene representa la matriz de traslaci�on de espectro
emergente a incidente� designada en este caso como T��� Esta designaci�on se
debe a que dicha matriz permite transformar un espectro cil��ndrico emergente�
asociado a un cierto campo dispersado y referido al origen local del sistema de
ejes �X��Y��� en un espectro cil��ndrico incidente asociado al mismo campo� aunque
este nuevo espectro incidente se encuentra centrado en el origen local del sistema
de ejes �X��Y���
La regi�on donde es posible reconstruir de manera correcta un campo genera


do por una o varias fuentes puntuales� utilizando un espectro cil��ndrico incidente
trasladado a un punto distinto de aqu�el al que se re�ere el espectro emergente del
citado campo� depende no s�olo de la regi�on de correcta reconstrucci�on determi

nada por el espectro cil��ndrico incidente� sino tambi�en de la restricci�on espacial
asociada a la primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Han

kel� que se utiliza para transformar el espectro cil��ndrico emergente original en
el espectro cil��ndrico incidente trasladado� Por ejemplo� el campo dispersado Cd

z

considerado en el desarrollo anterior puede reconstruirse correctamente� como
se indica en la �gura E���� en la zona situada fuera de la m��nima circunferen

cia centrada en el origen local del sistema de ejes �X��Y��� que adem�as encierra
completamente todo el contorno del objeto O�� ya que el espectro emergente aso

ciado originalmente al campo dispersado por dicho objeto se re�ere al mencionado
origen local� y el n�umero de componentes espectrales consideradas garantiza la
reconstrucci�on correcta de este campo en aquella regi�on espacial ausente de fuen

tes de corriente inducidas� El anterior campo dispersado� tras propagarse� se
convierte en un campo incidente sobre el objeto O�� y por tanto puede resul

tar interesante expresar dicho campo mediante un espectro cil��ndrico incidente�
centrado en el origen local del sistema de ejes �X��Y��� La regi�on donde es po

sible reconstruir correctamente el campo dispersado por O�� a partir del citado
espectro cil��ndrico incidente obtenido seg�un la transformaci�on espectral de�nida
en �E�
��� se encuentra acotada por la restricci�on espacial presente en dicha ex

presi�on� Concretamente� dicha restricci�on limita la correcta reconstrucci�on del
campo dispersado por O�� considerando como se indica en �E�
�� in�nitas com

ponentes en el espectro cil��ndrico incidente� a la regi�on contenida en el interior de
una circunferencia con centro en el origen local del sistema de ejes �X��Y��� y de
radio la distancia entre dicho origen y el del sistema de ejes �X��Y��� tal y como
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Figura E���� Regi�on de validez para la reconstrucci�on de un campo dispersado por O��
de
nido inicialmente en t�erminos de su correspondiente espectro cil��ndrico emergente�
a partir de un espectro cil��ndrico incidente centrado en el objeto O��

se resume gr�a�camente en la �gura E���� Ahora bien� en la mayor��a de las situa

ciones s�olo es necesario reconstruir correctamente el campo dispersado� a partir
del correspondiente espectro cil��ndrico incidente trasladado� en las proximidades
del contorno del objeto O�� por lo que dicho espectro incidente puede obtenerse�
a partir del espectro emergente original� implementando la operaci�on descrita en
�E�

�� De esta manera� el nuevo espectro cil��ndrico incidente est�a constituido
tan s�olo por �Ni� �� componentes� y por tanto� como se indica en la �gura E����
el campo dispersado por O� se reconstruye correctamente a partir del espectro
incidente en el interior de una circunferencia� centrada nuevamente en el origen
local del sistema de ejes �X��Y��� pero en esta ocasi�on con un radio igual al cocien

te Ni�
k� Por otra parte� como consecuencia de la restricci�on espacial asociada
a la primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� no
resulta posible incrementar el n�umero de modos cil��ndricos incidentes� centrados
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en el origen local del sistema de ejes �X��Y��� con la intenci�on de reconstruir el
campo dispersado original fuera de la m�axima zona permitida por la mencionada
restricci�on� resultando por tanto ine�ciente� en t�erminos computacionales� el em

pleo de un n�umero de modos incidentes superior al correspondiente a dicha zona
m�axima de correcta reconstrucci�on�

Seguidamente� se ofrecen los resultados obtenidos en dos ejemplos de tras

laci�on de espectro emergente a incidente� que permiten validar el concepto de
la matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente� utilizada al resolver
ambos ejemplos� y con�rmar asimismo la regi�on donde es posible reconstruir� de
forma correcta� un campo generado por una o varias fuentes puntuales a partir del
correspondiente espectro cil��ndrico incidente trasladado� De igual manera� estos
resultados permiten identi�car una limitaci�on asociada a la construcci�on de la
mencionada matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente� cuya no ob

servaci�on provoca un efecto indeseado� descrito a continuaci�on� al emplear dicha
matriz en el algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo �� En ambos ejemplos� se
pretende reconstruir correctamente el campo el�ectrico dispersado por un cilindro
met�alico in�nito� de radio �� y centrado en el punto de coordenadas cartesianas
normalizadas ������� ante un campo el�ectrico incidente �polarizaci�on TMz� re

presentado por una onda plana �� � ��� El espectro asociado al campo el�ectrico
dispersado por el cilindro se ha obtenido� recordando el cap��tulo �� a partir de la
matriz de caracterizaci�on individual que de�ne el comportamiento dispersor del
cilindro considerado� Dicho espectro� referido l�ogicamente al centro del cilindro
situado en el punto ������� est�a constituido por el n�umero de componentes nece

sarias �recordar secci�on ��� del cap��tulo �� para reconstruir� de manera correcta�
el campo dispersado fuera del contorno de�nido por el propio cilindro� La ampli

tud y la fase correspondientes al campo el�ectrico dispersado por el cilindro� cuyo
c�alculo se ha realizado utilizando el anterior espectro cil��ndrico emergente en el
desarrollo modal recogido en �E����� se encuentran recogidas en la �gura E����
donde se observa que el campo no se ha representado en el interior del cilindro
met�alico dispersor� pues el desarrollo modal utilizado proporciona valores correc

tos de campo dispersado fuera de la circunferencia que encierra a las fuentes de
corriente inducidas�

En el primer ejemplo� se pretende reconstruir correctamente el campo el�ectrico
dispersado por el cilindro mediante un espectro cil��ndrico incidente� centrado en el
punto de coordenadas cartesianas normalizadas �
���� que se obtiene� utilizando la
matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente de�nida en �E�

�� a par

tir del espectro cil��ndrico emergente asociado originalmente al campo dispersado
por el cilindro� La regi�on donde se pretende reconstruir este campo dispersado�
empleando en �E���� el espectro cil��ndrico incidente trasladado� se corresponde
con el interior de una circunferencia centrada en el punto �
��� y de radio ��� por
lo que dicho espectro incidente est�a constituido por �Ni� � � componentes con
Ni� � k ��� La amplitud y la fase correspondientes a la reconstrucci�on del citado
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Figura E���� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por un cilindro met�alico
in
nito� de radio �� y centrado en ����
�� ante la incidencia de una onda plana �� � 
��
Reconstrucci�on a partir de su espectro cil��ndrico emergente centrado en ���� 
��
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Figura E��
� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por un cilindro met�alico
in
nito� de radio �� y centrado en ����
�� ante la incidencia de una onda plana �� � 
��
Reconstrucci�on a partir del espectro cil��ndrico incidente centrado en ��� 
�� y constituido
por �Ni� � � componentes espectrales con Ni� � k ���

campo el�ectrico� dispersado originalmente por el cilindro� se representan ambas
en la �gura E��
� donde con trazo discontinuo� al igual que en la �gura E���� se
ha dibujado el contorno de la regi�on en la que se pretende reconstruir correcta

mente� mediante el mencionado espectro cil��ndrico incidente� el campo el�ectrico
dispersado por el cilindro� Es interesante observar que en la �gura E��
 la posi

ci�on del c��rculo de trazo discontinuo� relativa al c��rculo que encierra a las fuentes
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Figura E���� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por el cilindro� ante una
onda plana �� � 
�� a lo largo del eje �x �y � 
�� Reconstrucci�on completa a partir del
espectro emergente asociado originalmente a dicho campo� y reconstrucci�on parcial a
partir del espectro incidente centrado en el punto ���
� con Ni� � k ���

puntuales de corriente inducidas� es completamente an�aloga a la posici�on relativa
entre estos mismos c��rculos mostrada en la �gura E���� Comparando pues las
�guras E��� y E��
� se concluye que el campo dispersado por el cilindro se ha re

construido correctamente� a partir del espectro incidente trasladado� en la regi�on
contenida dentro del c��rculo dibujado en dichas �guras con trazo discontinuo� lo
cual con�rma los comentarios realizados anteriormente acerca de la regi�on donde
es posible reconstruir� de manera correcta� un campo generado por una o varias
fuentes puntuales mediante un espectro cil��ndrico incidente trasladado� Nueva

mente� como puede observarse en la �gura E��
� el campo el�ectrico dispersado
no se ha reconstruido en el interior del cilindro met�alico dispersor� pues en dicha
zona no es posible reconstruir el mencionado campo� ni tan siquiera a partir de
su espectro emergente original� Con la intenci�on de observar m�as detalladamente
el grado de reconstrucci�on del campo el�ectrico dispersado� empleando el espectro
cil��ndrico incidente trasladado� se han realizado diversos cortes a lo largo del eje �x
en la amplitud y la fase mostradas en las �guras E��� y E��
� representando estos
cortes de forma conjunta en la �gura E���� En dicha �gura� se representa con
l��nea continua la reconstrucci�on �denominada completa en �g� E���� del campo
el�ectrico dispersado por el cilindro a lo largo del eje �x �y � ��� deducida a par

tir del espectro emergente asociado originalmente a dicho campo� mientras con
l��nea punteada se ofrece la reconstrucci�on �denominada parcial en �g� E���� del
mismo campo dispersado� nuevamente a lo largo del eje �x �y � ��� pero calculada
mediante el espectro cil��ndrico incidente centrado en el punto �
���� Como era
de esperar� las dos reconstrucciones son pr�acticamente coincidentes en el inter

valo x 	 ���� 	�� que pertenece a la regi�on de correcta reconstrucci�on del campo
dispersado� delimitada en las �guras E��� y E��
 por un c��rculo de trazo disconti

nuo� Si el campo dispersado por el cilindro se pretende reconstruir correctamente�
utilizando el espectro cil��ndrico incidente centrado en el punto �
���� en una re
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Figura E���� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por un cilindro met�alico
in
nito� de radio �� y centrado en ����
�� ante la incidencia de una onda plana �� � 
��
Reconstrucci�on a partir del espectro cil��ndrico incidente centrado en ��� 
�� y constituido
por �Ni� � � componentes espectrales con Ni� � k ���

gi�on mayor a la de�nida por una circunferencia con centro en �
��� y radio ���
resulta necesario incrementar el n�umero de componentes espectrales asociadas al
espectro cil��ndrico incidente�

En el segundo ejemplo� ofrecido a continuaci�on� se pretende reconstruir el
campo dispersado por el cilindro en una regi�on mayor a la considerada en el
ejemplo anterior� para lo cual� haciendo uso de una matriz de traslaci�on de espec

tro emergente a incidente como la de�nida seg�un �E�

�� se transforma el espectro
cil��ndrico emergente asociado originalmente al campo dispersado en un espectro
cil��ndrico incidente� centrado de nuevo en el punto �
���� pero constituido en este
caso por �Ni� �� componentes con Ni� � k ��� La reconstrucci�on de la amplitud
y la fase del campo el�ectrico dispersado por el cilindro� utilizando en �E���� los
coe�cientes del nuevo espectro cil��ndrico incidente trasladado� se presenta en la
�gura E���� en la que con trazo discontinuo se dibuja el contorno de la regi�on
donde� debido al n�umero de componentes espectrales que constituyen el nuevo
espectro cil��ndrico incidente� debiera ser posible reconstruir el campo dispersado
original a partir del nuevo espectro� Esta regi�on� como es l�ogico� se encuentra
acotada en la �gura E��� por una circunferencia centrada en �
��� y de radio ���
No obstante� tal y como puede apreciarse en la �gura E���� el campo dispersado
por el cilindro tan s�olo se reconstruye correctamente� mediante el mencionado
espectro cil��ndrico incidente trasladado� en el interior de una circunferencia con
centro en �
��� y radio 	�� que corresponde en este ejemplo al valor de la distancia�
denominada d�� en la �gura E���� presente en la restricci�on espacial introduci

da por la primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel�
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Figura E���� Amplitud y fase del campo el�ectrico dispersado por el cilindro� ante una
onda plana �� � 
�� a lo largo del eje �x �y � 
�� Reconstrucci�on completa a partir del
espectro emergente asociado originalmente a dicho campo� y reconstrucci�on parcial a
partir del espectro incidente centrado en el punto ���
� con Ni� � k ���

Adicionalmente� al igual que en el ejemplo anterior� el campo dispersado por el ci

lindro sigue sin poder reconstruirse correctamente en su interior� pues dicha zona
contiene a las fuentes que han generado originalmente el campo dispersado utili

zado en ambos ejemplos� Con el objeto de corroborar la zona de reconstrucci�on
correcta del campo dispersado determinada anteriormente� se han realizado di

versos cortes a lo largo del eje �x en las gr�a�cas ofrecidas en las �guras E��� y E����
que se representan conjuntamente� por razones comparativas� en la �gura E����
Concretamente� dicha �gura muestra con l��nea continua la reconstrucci�on �deno

minada completa en �g� E���� del campo el�ectrico dispersado originalmente por
el cilindro� a lo largo del eje �x �y � ��� empleando el espectro emergente original
de dicho campo� mientras con l��nea punteada se recoge en la misma �gura la
reconstrucci�on �denominada parcial en �g� E���� del mismo campo el�ectrico dis

persado� nuevamente a lo largo del eje �x �y � ��� pero utilizando el nuevo espectro
cil��ndrico incidente trasladado al punto �
��� con Ni� � k ��� Esta �gura compa

rativa revela un alto grado de reconstrucci�on del mencionado campo dispersado�
a partir del nuevo espectro incidente trasladado� en el intervalo x 	 ���� 	�� que
est�a contenido en el interior de la nueva zona prevista anteriormente para recons

truir corrrectamente el campo dispersado� de�nida por la circunferencia centrada
en �
��� y de radio la distancia d�� de valor igual en este caso a 	�� Sin embargo�
fuera de esta regi�on� se observa que la reconstrucci�on parcial del campo el�ectrico
dispersado presenta valores de campo cuya amplitud es muy elevada� como puede
observarse en la �gura E��� para las posiciones x � ��� donde la amplitud del
campo el�ectrico es mucho mayor que aqu�ella reconstruida en el ejemplo anterior
�recordar �gura E���� utilizando menos modos cil��ndricos incidentes�

A partir de estos resultados descubiertos en el ejemplo anterior� observando
la matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente utilizada en dicho ejem

plo� se descubre que los valores tan elevados en la amplitud del campo dispersado
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Tabla E��� Evoluci�on de la amplitud asociada al elemento m�as grande de la matriz de
traslaci�on de espectro emergente a incidente en funci�on del n�umero de modos cil��ndricos
incidentes considerados�

reconstruido� obtenidos fuera de la regi�on de correcta reconstrucci�on del campo
dispersado� est�an causados por el hecho de que algunos elementos de la matriz de
traslaci�on empleada presentan tambi�en amplitudes muy grandes� Estas amplitu

des tan elevadas en algunos elementos de la matriz de traslaci�on� descubiertas en
el ejemplo anterior� surgen por haber utilizado un n�umero de modos cil��ndricos
incidentes superior al determinado por la restricci�on espacial de la primera versi�on
del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� utilizada al construir la ci

tada matriz de traslaci�on� Aunque los valores elevados en la amplitud del campo
se producen fuera de la zona donde interesa reconstruir correctamente el campo
dispersado original� y realmente no afectan a la correcta reconstrucci�on del campo
en dicha zona �recordar �g� E����� pueden surgir problemas cuando este tipo de
matrices de traslaci�on se utilizan para resolver� aplicando el algoritmo recursivo
descrito en el cap��tulo �� problemas de dispersi�on electromagn�etica producida por
m�ultiples objetos� Al aplicar el citado algoritmo recursivo� es necesario resolver
diversos sistemas de ecuaciones matriciales� que pueden estar mal condicionados�
e incluso no tener soluci�on� debido a la utilizaci�on de matrices de traslaci�on de es

pectro emergente a incidente cuyos elementos presentan amplitudes muy elevadas�
Con el objeto de tener una idea acerca del orden de magnitud de estas amplitu

des elevadas en algunos elementos de la matriz de traslaci�on� se ha construido la
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tabla E��� en la que se muestra� para la misma situaci�on considerada en los ejem

plos anteriores� la evoluci�on de la amplitud del elemento m�as grande de la matriz
de traslaci�on en funci�on del n�umero de modos cil��ndricos incidentes considerados�
La primera columna de la citada tabla muestra el radio �Ni�
k� de la zona donde
supuestamente se debe reconstruir de manera correcta el campo dispersado origi

nal� utilizando en dicha reconstrucci�on un espectro cil��ndrico incidente centrado
en el punto �
��� y constituido por �Ni��� componentes espectrales� La segunda
columna indica el margen entre dicho radio y el m�aximo permitido� de valor en
el presente ejemplo igual a 	�� que determina la restricci�on espacial asociada a
la primera versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� Final

mente� la tercera columna de la tabla E�� muestra� para cada valor del n�umero de
modos cil��ndricos incidentes considerados� la amplitud del elemento m�as grande
de la mencionada matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente� Ob

servando los resultados recogidos en la tabla E��� se descubre que la matriz de
traslaci�on no presenta elementos con amplitudes muy elevadas cuando el margen
del radio Ni�
k con la distancia d�� es positivo� mientras que cuando dicho mar

gen se hace negativo� al pretender reconstruir el campo dispersado en el punto
donde se centra el espectro emergente asociado originalmente a dicho campo� los
elementos de la citada matriz de traslaci�on presentan amplitudes muy elevadas�
La raz�on de estas amplitudes tan elevadas se debe a que el campo a reconstruir�
de�nido originalmente en t�erminos de un espectro emergente centrado en el punto
������� presenta precisamente en dicho punto un comportamiento singular� que
pretende reconstruirse mediante un espectro cil��ndrico incidente trasladado a otra
posici�on� haciendo uso para ello de la mencionada matriz de traslaci�on� De esta
discusi�on� se desprende una limitaci�on importante a observar en la construcci�on
de la matriz de traslaci�on de espectro emergente a incidente� relacionada con la
elecci�on del n�umero de modos cil��ndricos incidentes� n�umero que debe ser infe

rior al determinado por la restricci�on espacial asociada a la primera versi�on del
Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� Este n�umero debe ser tal
que no introduzca en la zona de posible reconstrucci�on correcta del campo dis

persado original� deducida a partir del espectro cil��ndrico incidente trasladado�
un margen negativo entre el radio Ni�
k de dicha zona y la distancia l��mite d��
�recordar tabla E���� En caso contrario� tal y como se recoge en la tabla E��� la
citada matriz de traslaci�on presenta elementos con amplitudes muy elevadas� lo
cual se traduce en que los sistemas de ecuaciones matriciales asociados a la reso

luci�on� mediante el algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo �� de problemas de
dispersi�on producida por m�ultiples objetos est�en mal condicionados e incluso no
presenten soluci�on� Adem�as� como ya se ha comentado anteriormente� el empleo
de un n�umero de modos superior al m�aximo recomendado por la distancia d��
no permite reconstruir correctamente el campo dispersado original� utilizando el
espectro cil��ndrico incidente trasladado� en una regi�on mayor a la m�axima permi

tida por la restricci�on espacial determinada por la distancia d��� raz�on que se une
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a la anterior para desestimar el uso de un n�umero de modos cil��ndricos incidentes
superior al impuesto por la distancia d���

E���� Matriz de Traslaci�on de Espectro Emergente a Emer�

gente

Al resolver problemas de dispersi�on electromagn�etica� como los analizados en el
presente trabajo� resulta necesario expresar cada campo generado por una o va

rias fuentes puntuales de corriente mediante un espectro cil��ndrico emergente� que
debe referirse en cada situaci�on a un punto determinado� En ciertas ocasiones�
dichos espectros est�an centrados en posiciones diferentes a las deseadas� siendo
por tanto imprescindible una traslaci�on de estos espectros a los puntos requeridos
en cada caso� As��� por ejemplo� el comportamiento dispersor de m�ultiples objetos
en problemas con fuente interna se caracteriza� siguiendo el algoritmo descrito
en la secci�on ���� para una determinada posici�on espacial de la fuente interna
al problema� Cuando la fuente que genera el campo incidente del problema se
cambia a otra posici�on� con el objeto de no tener que caracterizar nuevamente el
comportamiento dispersor de los objetos� conviene trasladar el espectro emergen

te asociado a la nueva fuente al punto donde estaba situada la fuente considerada
en el primer an�alisis del problema� y de esta forma resolver el nuevo problema uti

lizando las mismas matrices de caracterizaci�on conjunta obtenidas inicialmente�
Una segunda situaci�on en la que se trasladan espectros emergentes a nuevas posi

ciones se produce� una vez resuelto un problema de dispersi�on m�ultiple mediante
el algoritmo recursivo descrito en el cap��tulo �� cuando se pretende reconstruir el
campo dispersado por todos los objetos fuera de la m��nima circunferencia que los
contiene a todos ellos �recordar secci�on ��� del cap��tulo ��� Como bien es sabido�
la matriz de caracterizaci�on conjunta de cada objeto dispersor proporciona� tras
multiplicar al espectro de campo incidente� un espectro emergente que se re�ere
usualmente al centro del citado objeto� En este caso� si los distintos espectros
emergentes centrados en cada objeto se trasladan a un punto com�un� normal

mente al punto medio de los centros de todos los objetos� el campo dispersado
total puede calcularse a partir de un �unico desarrollo modal emergente centrado
en el mencionado punto com�un� lo cual sin duda resulta m�as e�ciente� desde el
punto de vista computacional� que el c�alculo por separado del campo dispersado
por cada uno de los objetos y su posterior suma� En el presente apartado� se
describe como implementar en t�erminos matriciales las anteriores operaciones de
traslaci�on de espectros emergentes� para lo cual se de�ne una matriz de traslaci�on
de espectro emergente a emergente� deducida a partir de la segunda versi�on del
Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� Esta nueva matriz de trasla

ci�on permite transformar un espectro emergente asociado a un campo generado
por una o varias fuentes� referido a un punto determinado� en un nuevo espec

tro emergente asociado al mismo campo� pero centrando este nuevo espectro en
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Figura E��	� Expresi�on de un campo generado por una o varias fuentes mediante dos
espectros cil��ndricos emergentes referidos a distintos puntos� que se de
nen a trav�es de
sus coordenadas cartesianas globales�

otro punto distinto de aqu�el al que se refer��a el espectro original� Finalmente�
observando la restricci�on espacial asociada a la segunda versi�on del Teorema de
Adici�on para las Funciones de Hankel� se describe la regi�on donde es posible re

construir� de manera correcta� un campo generado por una o varias fuentes a
partir de una versi�on trasladada del espectro emergente original� obtenida utili

zando la mencionada matriz de traslaci�on de espectro emergente a emergente� y
asimismo� se discute el n�umero de modos cil��ndricos emergentes trasladados que
requiere el nuevo espectro�
Para obtener los elementos de la matriz de traslaci�on de espectro emergente

a emergente� se considera la existencia de un cierto campo� generado por una
o varias fuentes puntuales de corriente� designado de forma gen�erica como Cd

z �
Este campo se expresa� al igual que los campos dispersados de�nidos en el apar

tado C���� del ap�endice C� mediante un desarrollo en serie de modos cil��ndricos
emergentes� que se re�eren originalmente al punto de coordenadas cartesianas
globales �xc� �yc��� representado en la �gura E��	 como el origen local del sistema
de ejes �X��Y��� Al evaluar este desarrollo modal en un punto gen�erico del espa

cio� de�nido por sus coordenadas cil��ndricas ������� respecto del sistema de ejes
�X��Y��� se obtiene la siguiente expresi�on

Cd
z ���� ��� �

Nd�X
q��Nd�

c�q H
���
q �k��� e

jq
� �E�
��

donde los coe�cientes c�q �� � TM para polarizaci�on TM
z y � � TE para polariza


ci�on TEz� determinan el espectro cil��ndrico emergente bidimensional� referido al
punto �xc� �yc��� que est�a asociado al campo C

d
z generado por una o varias fuentes

puntuales de corriente� En cuanto a los l��mites del sumatorio presente en �E�
���
se escogen de manera que el n�umero de modos considerados ��Nd� � �� permite

�Este campo �Cd
z � representa campo el�ectrico �Ed

z � para polarizaci�on TMz	 y campo mag�
n�etico �Hd

z � para polarizaci�on TEz�
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reconstruir correctamente el campo Cd
z fuera de la m��nima circunferencia� centra


da en el punto �xc��yc��� que contiene a todas las fuentes puntuales de corriente
generadoras del campo Cd

z a reconstruir�
Por las razones ya comentadas anteriormente� puede resultar necesario expre


sar el mismo campo Cd
z mediante un nuevo desarrollo modal emergente� cuyos mo


dos se re�eren en este caso al punto de coordenadas cartesianas globales �xc��yc���
que en la �gura E��	 representa el origen local del nuevo sistema de ejes �X��Y���
Si este nuevo desarrollo modal emergente se eval�ua en el mismo punto donde
se evalu�o el anterior desarrollo recogido en �E�
��� pero utilizando l�ogicamente
las coordenadas cil��ndricas ������� de dicho punto respecto del sistema de ejes
�X��Y��� el valor del campo Cd

z puede expresarse del siguiente modo

Cd
z ���� ��� �

Nd�X
n��Nd�

cn
��H���

n �k��� e
jn
� �E�
��

donde los nuevos coe�cientes cn
�� �� � TM para polarizaci�on TMz y � � TE pa


ra polarizaci�on TEz� constituyen el espectro cil��ndrico emergente bidimensional�
centrado en el punto �xc��yc��� que corresponde al mismo campo C

d
z generado por

una o varias fuentes puntuales de corriente� Por lo que respecta a los nuevos
l��mites del sumatorio utilizado en �E�
��� �estos se determinan para que el nuevo
n�umero de modos considerados ��Nd� � �� garantice la correcta reconstrucci�on
del campo Cd

z fuera de una circunferencia� centrada en el punto �xc� �yc��� y cuyo
radio se determina� tal y como se detalla a continuaci�on� a partir de la restricci�on
espacial asociada a la segunda versi�on del Teorema de Adici�on para las Funciones
de Hankel�
La relaci�on buscada entre los coe�cientes cn�

� y c�q no puede encontrarse direc

tamente comparando los desarrollos modales recogidos en �E�
�� y �E�
��� pues
dichos desarrollos utilizan coordenadas cil��ndricas de un mismo punto referidas
a dos sistemas de ejes diferentes� Con el objeto de poder comparar los citados
desarrollos� y poder expresar los coe�cientes cn�

� en funci�on de los coe�cientes
c�q � es necesario sustituir en �E�
�� cada modo cil��ndrico emergente� referido al
punto �xc��yc��� por una serie de modos cil��ndricos emergentes centrados en el
punto �xc� �yc��� Esta sustituci�on se implementa mediante la segunda versi�on del
Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel recogida en �E��	�� que� tras
particularizarse al problema bajo an�alisis� presenta el siguiente aspecto

H���
q �k��� e

jq
� �
�X

n���

Jn�q�kd��� e
�j�n�q�
�� H���

n �k��� e
jn
� �� 	 d�� �E�
��

Esta relaci�on� reci�en presentada en �E�
��� se particulariza al caso en el que
el orden q es cero para su utilizaci�on� ante incidencia TMz� en la t�ecnica basada
en el Teorema de Adici�on para las Funciones de Hankel� que permite construir�
recordando el apartado ��
�� del cap��tulo �� la matriz de espectro necesaria en la
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obtenci�on de la matriz de caracterizaci�on individual de un objeto dispersor� En
dicha t�ecnica� los campos generados por distintas fuentes puntuales de corrien

te situadas fuera del origen de coordenadas� expresados mediante funciones de
Hankel de segunda especie y orden cero� deben desarrollarse en series de modos
cil��ndricos emergentes centrados en el origen de coordenadas� las cuales pueden
deducirse� como se indica en el apartado ��
��� a partir de la expresi�on recogida
en �E�
���
Por otra parte� en �E�
��� los par�ametros d�� y ��� tienen el mismo signi�cado

recogido gr�a�camente en la �gura E��� aunque en este ejemplo hacen referencia a
los puntos �xc� �yc�� y �xc��yc�� considerados en la �gura E��	� donde representan
respectivamente los or��genes locales de los sistemas de ejes �X��Y�� y �X��Y��� A
continuaci�on� utilizando en �E�
�� la relaci�on mostrada anteriormente en �E�
���
es posible transformar el campo Cd

z considerado originalmente en �E�
�� de la
siguiente manera

Cd
z ���� ��� �

Nd�X
q��Nd�

c�q

�X
n���

Jn�q�kd��� e
�j�n�q�
�� H���

n �k��� e
jn
�

�
�X

n���



� Nd�X
q��Nd�

c�q Jn�q�kd��� e
�j�n�q�
��

�
A H���

n �k��� e
jn
� �� 	 d�� �E�
	�

Con el objeto de poder comparar la expresi�on recogida en �E�
	� para el campo
Cd
z con aqu�ella presentada en �E�
��� e identi�car de esta forma la relaci�on entre
los coe�cientes cn

�� y c�q � resulta necesario truncar en �E�
	� el sumatorio para el
��ndice n de igual manera que en �E�
��� deduciendo de esta forma la relaci�on que
se ofrece seguidamente

cn
�� �

Nd�X
q��Nd�

c�q Jn�q�kd��� e
�j�n�q�
�� �n� n 	 ��Nd� � Nd�� �E�
��

Considerando dos vectores columna constituidos respectivamente por los co

e�cientes cn�

� y c�q � es posible expresar en t�erminos matriciales� tal y como se indica
a continuaci�on� la relaci�on entre dichos coe�cientes reci�en presentada en �E�
��

�
�����

c�Nd�

��

c�Nd�	�
��

���
cNd�

��

�
����� �

�Nd�

�

n

�

Nd�

�Nd���q��Nd�z �� ������
����

�
���� Jn�q�kd��� e

�j�n�q�
��

�
����

�
������

c��Nd�

c��Nd�	�

���
c�Nd�

�
������ �E�
��

donde la matriz que interviene constituye la matriz de traslaci�on de espectro
emergente a emergente� denominada en este caso TH��� Esta designaci�on se
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Figura E���� Regi�on de validez para la reconstrucci�on de un campo generado por una
o varias fuentes de corriente� de
nido inicialmente en t�erminos de su espectro cil��ndrico
emergente centrado en el punto �xc� �yc��� a partir de una versi�on de dicho espectro
trasladada al punto �xc� �yc���

debe a que dicha matriz permite transformar un espectro cil��ndrico emergente�
asociado a un campo generado por una o varias fuentes puntuales y referido
al punto �xc��yc��� en un nuevo espectro cil��ndrico emergente correspondiente al
mismo campo� pero referido en esta ocasi�on al punto �xc��yc��� Es interesante
rese�nar� tras comparar la matriz de�nida seg�un �E�
�� con aqu�ella construida
seg�un �E����� que los elementos de la nueva matriz de traslaci�on de espectro
emergente a emergente se construyen de igual manera que los de la matriz de
traslaci�on de espectro incidente a incidente�

La regi�on donde es posible reconstruir un campo generado por una o varias
fuentes puntuales de corriente� empleando una versi�on trasladada del espectro
cil��ndrico emergente asociado originalmente a dicho campo� depende �unica y ex

clusivamente de la restricci�on espacial asociada a la segunda versi�on del Teorema
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de Adici�on para las Funciones de Hankel� que se utiliza en la construcci�on de
la matriz de traslaci�on de espectro emergente a emergente presentada en este
apartado� Considerando� por ejemplo� el anterior campo Cd

z � �este se reconstruye
correctamente a partir de su espectro emergente original centrado en el punto
�xc� �yc��� como puede observarse en la �gura E���� fuera de la m��nima circun

ferencia centrada en dicho punto que adem�as encierra a las fuentes generadoras
del campo Cd

z � Si el espectro original se traslada al punto �xc��yc��� empleando
la transformaci�on espectral de�nida seg�un �E�
	�� la correcta reconstrucci�on del
mismo campo Cd

z mediante el nuevo espectro trasladado� debido a la restricci�on
espacial presente en �E�
	�� s�olo es posible fuera de la circunferencia centrada
en �xc��yc�� y de radio la distancia entre los puntos �xc��yc�� y �xc� �yc��� utilizan

do para ello� tal y como se recoge en �E�
	�� in�nitas componentes en el nuevo
espectro trasladado� Ahora bien� esta misma reconstrucci�on fuera de la citada
circunferencia puede obtenerse igualmente� a partir del nuevo espectro traslada

do� empleando un n�umero �nito de modos cil��ndricos emergentes trasladados�
que vendr�a determinado por el radio de la anterior circunferencia� de�nido como
la distancia d�� que existe entre los puntos �xc� �yc�� y �xc��yc��� Concretamen

te� empleando un n�umero de modos cil��ndricos trasladados ��Nd� � �� tal que
Nd� � kd��� el campo C

d
z generado por una o varias fuentes puntuales de co


rriente podr�a reconstruirse correctamente� a partir de una versi�on de su espectro
emergente original trasladada a un nuevo punto� fuera de la m��nima circunferen

cia centrada en dicho punto y que adem�as contiene el punto al que se re�ere el
espectro original�





Ap�endice F

Publicaciones en Revistas

Internacionales

En el presente ap�endice� se recogen las publicaciones de mayor importancia re

lacionadas con el trabajo realizado en la presente tesis� ofreciendo en concreto
aqu�ellas que en este momento ya se encuentran publicadas �o aceptadas para su
inmediata publicaci�on� en revistas internacionales�
As�� pues� en primer lugar se muestra un trabajo bajo t��tulo �Accelerated Com


putation of Admittance Parameters for Planar Waveguide Junctions�� aceptado
para su publicaci�on en fechas pr�oximas �durante ���	� en el �Special Issue on
Passive and Active Filters and Multiplexers� de la revista International Journal
of Microwave and Millimeter�Wave Computer�Aided Engineering�
A continuaci�on� se presenta un art��culo titulado �A Generalized Method for

Characterizing Two
Dimensional Scattering Problems with Spectral Techniques��
publicado recientemente en la revista Microwave and Optical Technology Letters�
volumen ��� n�umero � �Enero ���	�� p�aginas ����
Seguidamente� el ap�endice recoge una nueva publicaci�on con t��tulo �A Gene


ralized Method for Two Dimension Scattering Problems under TE Incidence with
the Use of Spectral Techniques�� aparecida tambi�en recientemente en la revista
Microwave and Optical Technology Letters� volumen �
� n�umero � �Diciembre
������ p�aginas 
���
���
Para �nalizar el presente ap�endice� se ofrece el art��culo denominado �Gene


ralised Iterative Method for Solving �D Multiscattering Problems using Spectral
Techniques�� publicado en fechas muy recientes en la revista IEE Proceedings on

Microwaves� Antennas and Propagation� volumen ���� n�umero � �Abril ���	��
p�aginas 	
����
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