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Resumen

Grosso modo, un operador pseudodiferencial es una aplicación f → Tf definida por

(Tf)(x) =

∫
RN

a(x, ξ)f̂(ξ)eix·ξdξ,

donde f̂ es la transformada de Fourier de f y a(x, ξ) es el śımbolo de T . Por ejemplo, si
P (D) es un operador lineal en derivadas parciales con coeficientes constantes y p(ξ) denota
su polinomio caracteŕıstico, P (D) se puede representar como antes con a(x, ξ) = 1

(2π)pp(ξ),

y es bien conocido que para todo P (D) eĺıptico existe una función a(ξ) = 1/((2π)pp(ξ))
para |ξ| bastante grande, de forma que la integral anterior da una paramétrix para P (D).

La teoŕıa de los operadores pseudodiferenciales surgió del estudio de las integrales singu-
lares y fue desarrollada a partir de 1965 con los estudios sistemáticos de Kohn y Nirenberg,
Hörmander y otros.

Los operadores pseudodiferenciales (de orden finito o infinito) sobre clases de Grevrey
han sido estudiados extensamente por muchos autores (Boutet de Monvel, Krée, Liess,
Rodino, Zanghiratti, entre otros). Son siempre espacios de tipo Roumieu, y su estructura
topológica es similar a la del espacio de las funciones real anaĺıticas.

Por otra parte, el estudio de diversos problemas en clases de funciones ultradiferencia-
bles (no casianaĺıticas) ha recibido recientemente mucha atención. Estas son clases interme-
dias entre las funciones real anaĺıticas y el espacio de todas las funciones C∞. Trabajaremos
con funciones ultradiferenciables como las definidas por Braun, Meise y Taylor.

El propósito de esta tesis es introducir los operadores pseudodiferenciales (p.d.o.) en el
contexto de las funciones ultradiferenciables de tipo Beurling, cuya topoloǵıa es similar a
la de C∞. La tesis consta de tres caṕıtulos.

En el Caṕıtulo I se definen las amplitudes y los śımbolos, y los operadores pseudodife-
renciales son introducidos como ĺımites de operadores con núcleo en E(ω)(Ω × Ω). Con
este punto de vista es inmediato que la clase de operadores pseudodiferenciales es cerrada
al tomar adjuntos y que todo p.d.o. de clase (ω) admite una extensión lineal y conti-
nua E ′(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω). Se prueba que tal operador es pseudolocal, es decir, reduce el

(ω)-soporte singular. Muchos operadores son operadores pseudodiferenciales según nuestra
definición. En particular, mencionamos los operadores en derivadas parciales con coefi-
cientes variables en una clase conveniente de funciones, los operadores (ω)-regularizantes y
los operadores ultradiferenciales en el sentido de Komatsu. La convolución con una solución
fundamental de un operador ultradiferencial eĺıptico con coeficientes constantes también
es un p.d.o. Sin embargo, no todo operador de convolución es un p.d.o.

En el Caṕıtulo II se desarrolla el cálculo simbólico, cuyo objetivo es sustituir siempre que
se pueda la teoŕıa de los operadores por otra algebraica de los correspondientes śımbolos.

El Caṕıtulo III está dedicado al estudio de la (ω)-hipoelipticidad de operadores lineales
en derivadas parciales de fuerza constante con coeficientes en un espacio de funciones
ultradiferenciables E(σ). Se prueba que para este tipo de operadores la (ω)-hipoelipticidad
es equivalente a la homogéneo (ω)-hipoelipticidad, a priori más débil. También se establece
una condición suficiente para la existencia de una paramétrix (pseudodiferencial).





Resum

Grosso modo, un operador pseudodiferencial és una aplicació f → Tf definida per

(Tf)(x) =

∫
RN

a(x, ξ)f̂(ξ)eix·ξdξ,

on f̂ és la transformada de Fourier de f i a(x, ξ) és el śımbol de T . Per exemple, si P (D)
és un operador lineal en derivades parcials amb coeficients constants i p(ξ) denota el seu
polinomi caracteŕıstic, P (D) es pot representar com abans amb a(x, ξ) = 1

(2π)pp(ξ), i és

ben conegut que per a cada P (D) el·ĺıptic existeix una funció a(ξ) = 1/((2π)pp(ξ)) per a
|ξ| bastant gran, de manera que la integral d’abans dóna una paramètrix per a P (D).

La teoria dels operadors pseudodiferencials va sorgir de l’estudi de les integrals singu-
lars i va ésser desenvolupada posteriorment a 1965 amb els estudis sistemàtics de Kohn i
Nirenberg, Hörmander i altres.

Els operadors pseudodiferencials (de ordre finit o infinit) sobre classes de Gevrey han
sigut estudiats extensament per molts autors (Boutet de Monvel, Krée, Liess, Rodino,
Zanghiratti, entre altres). Són sempre espais de tipus Roumieu, i la seva estructura topolò-
gica és similar a la de l’espai de les funcions real anaĺıtiques.

D’altra banda, l’estudi de diversos problemes en classes de funcions ultradiferenciables
(no quasianaĺıtiques) ha rebut recentment molta atenció. Estes són classes intermèdies
entre les funcions real anaĺıtiques i l’espai de totes les funcions C∞. Nosaltres treballarem
amb funcions ultradiferenciables com les definides per Braun, Meise i Taylor.

El propòsit d’aquesta tesi és introduir els operadors pseudodiferencials (p.d.o.) en el
contexte de les funcions ultradiferenciables de tipus Beurling, espais amb una topologia
semblant a la de C∞. La tesi consta de tres caṕıtols.

En el Caṕıtol I es defineixen les amplituds i els śımbols, i els operadors pseudodi-
ferencials són introdüıts com ĺımits d’operadors amb nucli en E(ω)(Ω×Ω). Amb aquest punt
de vista és inmediat que la classe d’operadors pseudodiferencials és tancada al pendre ad-
junts i que tot p.d.o. de classe (ω) admet una extensió lineal i cont́ınua E ′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω).

Provem que tal operador es pseudolocal, és a dir, redueix el (ω)-suport singular. Molts
operadors són operadors pseudodiferencials d’acord amb la nostra definició. En particular,
esmentem els operadors en derivades parcials amb coeficients variables en una classe con-
venient de funcions, els operadors (ω)-regularitzants i els operadors ultradiferencials en el
sentit de Komatsu. La convolució amb una solució fonamental d’un operador ultradiferen-
cial el·ĺıptic amb coeficients constants és també un p.d.o. Tanmateix, no tot operador de
convolució es un p.d.o.

El càlcul simbòlic es desenvolupa en el Caṕıtol II, l’objecte del qual és substituir tant
com siga possible la teoria dels operadors per altra algebraica per als corresponents śımbols.

El Caṕıtol III està dedicat a l’estudi de la (ω)-hipoel·lipticitat d’operadors lineals en
derivades parcials de força constant amb coeficients en espais de funcions ultradiferenciables
E(σ). Es prova que per aquest tipus d’operadors la (ω)-hipoel·lipticitat és equivalent a la,
a priori més dèbil, homogeni (ω)-hipoel·lipticitat. També s’estableix una condició suficient
per a l’existència d’una paramètrix (pseudodiferencial).





Summary

Roughly speaking, a pseudodifferential operator is a mapping f → Tf given by

(Tf)(x) =

∫
RN

a(x, ξ)f̂(ξ)eix·ξdξ,

where f̂ is the Fourier transform of f and a(x, y) is the symbol of T . For example, if
P (D) is a linear partial differential operator with constant coefficients and p(ξ) denotes its
characteristic polynomial, P (D) can be represented as above with a(x, ξ) = 1

(2π)pp(ξ), and

it is well-known that for every elliptic P (D) there exists a function a(ξ) = 1/((2π)pp(ξ))
for |ξ| big enough, such that the above integral gives a parametrix for P (D).

The theory of pseudodifferential operators grew out of the study of singular integral
operators, and developed after 1965 with the systematic studies of Kohn and Nirenberg,
Hörmander and others.

Pseudodifferential operators (of finite or infinite order) on Gevrey classes have been
extensively studied by many authors (Boutet de Monvel, Krée, Liess, Rodino, Zanghiratti,
among others). They are always spaces of Roumieu type, their topological structure is
similar to that of the space of real analytic functions.

On the other hand, the study of several problems in classes of (non-quasianalytic)
ultradifferentible functions has received recently much attention. These are intermediate
classes between real analytic functions and the class of all C∞-functions. We will work with
ultradifferentiable functions as defined by Braun, Meise and Taylor.

The purpose of this thesis is to introduce pseudodifferential operators (p.d.o.) in the
frame of ultradifferentiable functions of Beurling type, that is, spaces whose topology looks
like the one of C∞. The thesis is divided in three chapters.

In Chapter I, amplitudes and symbols are defined and pseudodifferential operators are
introduced as limits of operators with kernel in E(ω)(Ω× Ω). With this point of view, it is
immediate that the class of pseudodifferential operators is closed under taking adjoints and
that every p.d.o. of (ω) class admits a continuous and linear extension E ′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω).

We prove that such an operator is pseudolocal, that is, it shrinks (ω)-singular supports.
Many operators are pseudodifferential operators according to our definition. In particular,
we mention the partial differential operators with variable coefficients in a suitable class
of functions, the (ω)-smoothing operators and the ultradifferential operators in the sense
of Komatsu. The convolution operator with an elementary solution of a given elliptic
ultradifferential operator with constant coefficients is also a pseudodifferential operator.
However not every convolution operator is a p.d.o.

The symbolic calculus is developed in Chapter II. The aim is to replace as much as
possible the theory of operators by an algebraic theory for the corresponding symbols.

Chapter III is devoted to the study of the (ω)-hypoellipticity of linear partial differential
operators of constant strength having coefficients in spaces of ultradifferentiable functions
E(σ). It is shown that for this type of operators the (ω)-hypoellipticity is equivalent to the,
a priori weaker, homogeneous (ω)-hypoellipticity. A sufficient condition for the existence
of a (pseudodifferential) parametrix is also given.
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Introducción

Grosso modo, un operador pseudodiferencial es una aplicación f → Tf entre dos espa-
cios de funciones definida mediante

(Tf)(x) =

∫
Rp

a(x, ξ)f̂(ξ)eix·ξdξ,

siendo f̂ la transformada de Fourier de f y a(x, ξ) una función, a la que llamaremos śımbolo,
que estará sujeta a ciertas restricciones. El ejemplo más simple es el de un operador lineal en
derivadas parciales con coeficientes constantes, ya que si p(ξ) es el polinomio caracteŕıstico

del operador P (D), como P̂ (D)u(ξ) = p(ξ)û(ξ) usando la fórmula de inversión,

P (D)f(x) =
1

(2π)p

∫
Rp

p(ξ)f̂(ξ)eix·ξdξ.

Sabemos también que si P (D) es eĺıptico,

Ef(x) =

∫
Rp

a(ξ)f̂(ξ)dξ,

con a(ξ) = 1/((2π)pp(ξ)) para |ξ| grande proporciona una paramétrix para el operador
P (D).

Mediante transformación de Fourier, el operador diferencial P (D) se convierte en una
operación algebraica: multiplicación por el śımbolo p(ξ). Sin embargo, si consideramos
ecuaciones en derivadas parciales con coeficientes variables la situación se complica. Aśı,
por ejemplo, si P (x,D) = D2

x + x2, la transformada de Fourier de P (x,D)u es ξ2û(ξ) +
D2

ξ û(ξ), que es de la misma forma que P (x,D)u. Uno de los objetivos de la teoŕıa de
operadores pseudodiferenciales es convertir la teoŕıa de operadores en derivadas parciales
con coeficientes variables en una teoŕıa algebraica de los correspondientes śımbolos a través
de la transformación de Fourier.

En efecto, si ponemos p(x, ξ) = ξ2 + x2, podemos escribir

P (x,D)u(x) =
1

2π

∫
R
eix·ξp(x, ξ)û(ξ)dξ.

Observamos que esta representación puede definir un operador incluso si el śımbolo
p(x, ξ) no es un polinomio en la variable ξ. El problema es determinar qué condiciones

1



2 Introducción

debemos exigir al śımbolo para que los operadores actúen entre clases de funciones y/o dis-
tribuciones razonables, y que el operador retenga algunas de las propiedades importantes
de los operadores en derivadas parciales, por ejemplo, que la clase sea cerrada por trasposi-
ción y por composición, cuando ésta esté definida, y que sea pseudolocal, es decir que la
actuación del operador sobre una distribución no aumente el soporte singular. Además,
seŕıa deseable que si un operador pseudodiferencial (signifique esto lo que signifique) tiene
una inversa o una paramétrix (esto es, una inversa módulo un operador regularizante), ésta
sea también pseudodiferencial.

La teoŕıa de los operadores pseudodiferenciales surge del estudio de las integrales sin-
gulares, y se desarrolló como tal a partir de 1965 con los trabajos de Kohn-Nirenberg [29]
y Hörmander [23]. De hecho el término operador pseudodiferencial fue acuñado por Kohn
y Nirenberg.

El descubrimiento por parte de Gevrey de que la ecuación del calor admite una solu-
ción fundamental que, sin ser real anaĺıtica en Rp \ {0}, satisface buenas propiedades de
regularidad, motivó el estudio de un tipo de funciones diferenciables, las clases de Gevrey.
Estas son un caso particular de lo que hoy conocemos como clases no casi anaĺıticas de
funciones ultradiferenciables. Hay básicamente dos maneras de introducir estas clases de
funciones, el punto de vista de Komatsu, que se centra en el crecimiento de las derivadas
sobre los conjuntos compactos, y la teoŕıa desarrollada por Björk a partir de ideas previa-
mente esbozadas por Beurling [3], que presta atención al crecimiento de la transformada de
Fourier. La teoŕıa de funciones ultradiferenciables de Braun, Meise y Taylor [9] permite un
tratamiento unificado de ambos puntos de vista. Si atendemos a la topoloǵıa de los espacios
de funciones, las clases de funciones ultradiferenciables pueden ser de dos tipos: las clases
tipo Roumieu, cuya topoloǵıa es similar a la del espacio de las funciones real anaĺıticas, y
los espacios de funciones de tipo Beurling, que tienen una estructura topológica como la
de C∞.

Volviendo a los operadores pseudodiferenciales, Sjöstrand [42] y Trèves [44] estudiaron
una clase de operadores pseudodiferenciales que actúan sobre distribuciones y preservan
la analiticidad. En esta ĺınea debemos mencionar el trabajo de L. Boutet de Monvel y P.
Kree [7].

En la primera mitad de la década de los 80 varios autores (Hashimoto-Matsuzawa-
Morimoto [24], Iftimie [25] entre otros) dieron distintas versiones de operadores pseudod-
iferenciales tipo Gevrey. En 1987 Matsumoto [33] introduce śımbolos y operadores pseu-
dodiferenciales sobre clases de funciones no casi anaĺıticas más generales, definidas por
sucesiones (Mp), si bien en los resultados es a menudo necesario cambiar de sucesión y,
consecuentemente, de espacio de funciones. Los śımbolos considerados en todos estos tra-
bajos son de tipo finito, es decir de crecimiento lento en la variable ξ. Con anterioridad,
L. Boutet de Monvel hab́ıa estudiado una cierta clase de operadores de orden infinito. En
1985, L. Zanghirati [45] da una versión de orden infinito de śımbolos de tipo Gevrey. En
todos los casos, los espacios de funciones son de tipo Roumieu.

Los significativos avances que en los últimos años se han producido en la comprensión
de los operadores en derivadas parciales con coeficientes constantes y, con mayor gene-
ralidad, de los operadores de convolución sobre clases de funciones ultradiferenciables, nos
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llevaron de manera natural a plantearnos la conveniencia de definir y estudiar operadores
pseudodiferenciales sobre clases de funciones de tipo Beurling. Este es el objetivo de la
presente memoria.

El trabajo consta de tres caṕıtulos, además de uno de preliminares.
En el primer caṕıtulo se definen las clases de amplitudes/śımbolos, aśı como los ope-

radores pseudodiferenciales. Se comprueba que la clase es cerrada por trasposición y que
los operadores son pseudolocales. Damos ejemplos de operadores pseudodiferenciales, lo
que nos permite comprobar que muchos operadores naturales son pseudodiferenciales.

En el segundo caṕıtulo se desarrolla el cálculo simbólico y el tercer caṕıtulo se dedica
al estudio de la (ω)-hipoelipticidad, fundamentalmente de operadores lineales en derivadas
parciales de fuerza constante con coeficientes en una cierta clase no casi anaĺıtica de fun-
ciones ultradiferenciables.

Hay por supuesto muchas cuestiones que podŕıan haberse abordado. Por ejemplo, la
(ω)-micro-hipoelipticidad, estudiando previamente la actuación de los operadores pseudo-
diferenciales sobre el (ω)-frente de ondas, la actuación de los operadores sobre otros espacios
de funciones ultradiferenciables tipo DL2,(ω), o el efecto que produce un cambio de variable
en un operador ultradiferencial. Sobre ellos planeamos volver en un futuro próximo.





Caṕıtulo 0

Preliminares

En este caṕıtulo se introducen las clases de funciones y algunos lemas previos.

0.1. Notaciones, definiciones y resultados previos

Dados dos vectores x = (x1, . . . , xp) y ξ = (ξ1, . . . , ξp) en Rp, el producto escalar x1ξ1 +
· · ·+ xpξp entre x y ξ se denota por < x, ξ >, o abreviadamente xξ.

Usaremos la notación estándar para los multi-́ındices. Sea N0 = N∪ {0} el conjunto de
los enteros no-negativos. Entonces Np

0 es el conjunto de todas las p-tuplas α = (α1, . . . , αp)
con αj ∈ N0 para cada j = 1, . . . , p.

La longitud de α ∈ Np
0 es |α| = α1 + · · · + αp; β ≤ α significa que βj ≤ αj para cada

j = 1, . . . , p. Como es habitual, α! = α1! · · ·αp! y, si β ≤ α :(α

β

)
=

(α1

β1

)
· · ·

(αp

βp

)
= α!

(α−β)!β!
.

Escribimos

∂α = (∂/∂x1)
α1 · · · (∂/∂xp)

αp

y, usando la notación Dxj
= −i ∂/∂xj, siendo i la unidad imaginaria, también escribiremos

Dα = Dα1
x1
· · ·Dαp

xp
.

Igualmente, para x ∈ Rp pondremos

xα = xα1
1 · · ·xαp

p .

Las siguientes identidades y desigualdades se utilizarán con frecuencia en el estudio de los
operadores pseudodiferenciales. Las recordaremos cuando haga falta.

Lema 0.1.1 Sean α, β ∈ Np
0 y N ∈ N. Se cumple:

1. pN =
∑

|α|=N
N !
α!

y, en particular,
∑

|α|=N 1 ≤ pN

5



6 Preliminares

2. α! ≤ |α|! ≤ p|α|α!

3.
∑

β≤α

(α

β

)
= 2|α|

4.
(α

β

)
≤ 2|α|

5. NN ≤ eNN !

6.
(α

β

)
≤

(|α|
|β|

)
7.
|α|!
α!
≤ |β|!

β!
si α ≤ β.

Introducimos a continuación la noción de función peso. Las definiciones aśı como los
resultados que se enuncian a continuación sin demostración y sin referencia expĺıcita pueden
consultarse en [9].

Definición 0.1.2 Una función peso es una función creciente continua ω : [0,∞[→ [0,∞[
con las siguientes propiedades:

(α) existe L ≥ 0 con ω(2t) ≤ L(ω(t) + 1) para cada t ≥ 0,

(β)
∫∞

1
ω(t)
t2
dt <∞,

(γ) log(t) = o(ω(t)) cuando t tiende a ∞,

(δ) ϕω : t→ ω(et) es convexa.

Cuando no haya ambigüedad escribiremos ϕ en lugar de ϕω.
La propiedad (β) es una condición suficiente para que ω(t) = o(t) cuando t → +∞,

debido a la desigualdad

0 ≤ ω(t)

t
=

∫ +∞

t

ω(t)

s2
ds ≤

∫ +∞

t

ω(s)

s2
ds.

Si ω una función peso y además satisface la condición adicional
(ε) Existe una constante C ≥ 1 tal que para cada y > 0 se cumple∫ +∞

1

ω(yt)

t2
dt ≤ Cω(y) + C

diremos que ω es un peso fuerte o que verifica la condición fuerte de no-casianaliticidad.
Si ω es un peso fuerte entonces se cumple que ω(t) = o(td) cuando t → +∞, para cierta
constante 0 < d < 1 ([34]).

Para z ∈ Cp, z = (z1, . . . , zp), consideraremos la extensión de ω dada por ω(z) := ω(|z|)
siendo |z| := sup |zk|. Llamamos polidisco de centro z y poliradio r = (r1, . . . , rp), siendo
rk > 0, k = 1, 2, . . . , p, al subconjunto de Cp dado por

P (z, r) := {w = (w1, . . . , wp) ∈ Cp : |wk − zk| < rk , para todo k = 1, . . . , p}.
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Diremos que dos funciones peso ω1 y ω2 son equivalentes si existe una constante C > 0
de modo que

1

C
ω1(x) ≤ ω2(x) ≤ Cω1(x),

para x ∈ Rp suficientemente grande.

Definición 0.1.3 La conjugada de Young ϕ∗ : [0,∞[→ R de ϕ viene dada por

ϕ∗(s) := sup{st− ϕ(t), t ≥ 0}.

Nota 0.1.4 (a) Para cada función peso ω existe una función peso σ tal que σ(t) = ω(t)
para t > 0 suficientemente grande y σ(t) = 0 si t ∈ [0, 1]. Por lo tanto, en lo sucesivo
supondremos que ω|[0,1] ≡ 0. Aśı ϕ∗ toma solamente valores no negativos y cumple (ϕ∗)∗ =
ϕ.
(b) La función ϕ∗ es convexa, ϕ∗(t)/t es creciente, ϕ∗(0) = 0 y ĺımt→+∞

t
ϕ∗(t)

= 0.

(c) Supongamos que σ y ω son dos funciones peso tales que σ ≤ ω, entonces se cumple
que ϕ∗ω ≤ ϕ∗σ. En efecto, basta observar que para t > 0,

ϕ∗ω(t) = sup
s>0
{st− ϕω(s)} = sup

s>0
{st− ω(es)} ≤

≤ sup
s>0
{st− σ(es)} = ϕ∗σ(t).

A lo largo de esta memoria usaremos las siguientes propiedades de ϕ∗ cuya demostración
puede verse en [16].

Proposición 0.1.5 (1) Para cada λ > 0 existe una constante positiva Dλ tal que

exp(2λϕ∗(
y + 1

2λ
)) ≤ Dλ exp(λϕ∗(

y

λ
))

para todo y > 0.

(2) Sea L > 0 tal que ω(et) ≤ L(1 + ω(t)) para todo t ≥ 0. Entonces:

a) Lnϕ∗( y
Ln ) + ny ≤ ϕ∗(y) +

∑n
j=1 L

j para todo y ≥ 0, n ∈ N.
b) λLϕ∗( y

λL
) + y ≤ λϕ∗( y

λ
) + λL para todo y ≥ 0, λ > 0.

c) λLnϕ∗( y
λLn ) + n y

λ
≤ λϕ∗( y

λ
) + λ

∑n
j=1 L

j para todo y ≥ 0, λ > 0 y n ∈ N.

(3) Para cualesquiera s, t, λ > 0 se cumple

2λϕ∗(
s+ t

2λ
) ≤ λϕ∗(

s

λ
) + λϕ∗(

t

λ
) ≤ λϕ∗(

s+ t

λ
)

(4) Dados B > 0 y λ > 0 existe una constante C > 0 tal que

Bnn! ≤ Ceλϕ∗(n
λ

)

para cada n ∈ N0.
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Como consecuencia de la definición de ϕ∗ obtenemos:

Lema 0.1.6 Para cada n, k ∈ N y t ≥ 1 se tiene

1. tk ≤ enϕ∗( k
n

)enω(t),

2. ı́nfj∈N0 t
−jekϕ∗( j

k
) ≤ e−kω(t)+log t.

Demostración. (1) Dado que (ϕ∗)∗ = ϕ se tiene

ω(t) = ϕ(log t) = sup
s≥0
{s log t− ϕ∗(s)} y,

y en particular
k

n
log t− ϕ∗(k

n
) ≤ ω(t)

y aśı k log t− nϕ∗( k
n
) ≤ nω(t).

(2) Dados s ≥ 0 y k ∈ N existe j ∈ N0 tal que j
k
≤ s < j

k
+ 1

k
, con lo cual

ω(t) ≤ sup
j∈N0

((
j

k
+

1

k
) log t− ϕ∗( j

k
)) =

1

k
log t+ sup

j∈N0

(
j

k
log t− ϕ∗( j

k
)),

es decir, ı́nfj∈N0 t
−jekϕ∗( j

k
) ≤ e−kω(t)+log t. �

El siguiente resultado nos permite descomponer R+ en intervalos en los cuales el ı́nfimo
en 0.1.6 se alcanza en un conjunto finito.

Lema 0.1.7 Si k
N
ϕ∗(N

k
) ≤ log t < k

N+1
ϕ∗(N+1

k
), entonces

1. mı́n0≤j≤N t
−jekϕ∗( j

k
) ≤ e−kω(t)+log t,

2. t−Ne2kϕ∗( N
2k

) ≤ e−kω(t)+log t.

Demostración. (1) Como ϕ∗(t)
t

es una función creciente, se tiene que log t < k
j
ϕ∗( j

k
) (y,

consecuentemente, t−jekϕ∗( j
k
) > 1 = t−0ekϕ∗( 0

k
)) para cada j ≥ N + 1. Ahora la conclusión

se sigue del lema 0.1.6.
(2) Ya sabemos que t−(N−l)ekϕ∗(N−l

k
) ≤ e−kω(t)+log t para algún l ∈ {0, 1, . . . , N}. Entonces,

usando que k
l
ϕ∗( l

k
) ≤ log t (y, por lo tanto, t−lekϕ∗( l

k
) ≤ 1) obtenemos, aplicando la proposi-

ción 0.1.5, apartado (3),

t−Ne2kϕ∗( N
2k

) ≤ t−(N−l)t−lekϕ∗(N−l
k

)ekϕ∗( l
k
)

≤ e−kω(t)+log t.

�

Definición 0.1.8 Sea ω una función peso. Para cada abierto Ω ⊂ Rp definimos los siguien-
tes espacios de funciones:
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(1) para cada compacto K ⊂ Ω y λ > 0 sea

Eω(K,λ) := {f ∈ C∞(Ω) : |f |K,λ <∞}

donde

|f |K,λ := sup
x∈K

sup
α∈Np

0

|f (α)(x)|exp(−λϕ∗( |α|
λ

)). (1.1)

(2) el espacio de las funciones ultradiferenciables de tipo Beurling sobre Ω es el conjunto
de todas las funciones f ∈ C∞(Ω) tales que |f |K,m < ∞ para cada K ⊂⊂ Ω y cada
m ∈ N, es decir,

E(ω)(Ω) := proj
←−

K⊂⊂Ω

proj
←−
m∈N

Eω(K,m)

considerando la topoloǵıa del ĺımite proyectivo, es decir, la topoloǵıa localmente con-
vexa y metrizable dada por las seminormas |f |Kn,n, n ∈ N. Siendo {Kn} una sucesión
fundamental de compactos de Ω.

(3) el espacio de las funciones ultradiferenciables de tipo Roumieu es el conjunto de todas
las funciones f ∈ C∞(Ω) tales que para cada compacto K ⊂⊂ Ω existe m ∈ N con
|f |K, 1

m
<∞, es decir,

E{ω}(Ω) := proj
←−

K⊂⊂Ω

ind−→
m∈N

Eω(K,
1

m
)

considerando la topoloǵıa, primero, del ĺımite inductivo sobre m ∈ N para cada com-
pacto Kn y luego tomando el ĺımite proyectivo sobre éstos. Como antes, {Kn} es una
sucesión fundamental de compactos del abierto Ω.

En lo que sigue ∗ denotará indistintamente (ω) o {ω}.

Definición 0.1.9 Sea ω una función peso y K un compacto de Ω. Se define D∗(K) como el
subespacio topológico de E∗(Ω) formado por aquellas funciones que tienen soporte contenido
en K.

Definimos el espacio de funciones test de tipo Beurling como

D(ω)(Ω) := ind−→
K⊂⊂Ω

D(ω)(K),

y el espacio de funciones test de tipo Roumieu por

D{ω}(Ω) := ind−→
K⊂⊂Ω

D{ω}(K).

La propiedad (β) de la función peso ω garantiza que D∗(K) no es trivial, con lo que las
clases de funciones ultradiferenciables definidas antes son no-casianaĺıticas.
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Lema 0.1.10 Para cada B > 0, el sistema de seminormas

qK,λ(f) := sup
x∈K

sup
α∈Np

0

B−|α||f (α)(x)| exp
(
− λϕ∗

( |α|
λ

))
,

donde K es un compacto en Ω y λ > 0, define la topoloǵıa de E(ω)(Ω).

Demostración. Sea L ∈ N tal que ω(et) ≤ L(1+ω(t)), como en la proposición 0.1.5.
Supongamos primero que B ≥ 1. Tomamos s ∈ N tal que B ≤ es. Del apartado 2 c) de

esta proposición, si definimos A := λ(Ls + Ls−1 + · · ·+ L), se tiene

Lsλϕ∗( |α|
Lsλ

) + s|α| ≤ λϕ∗( |α|
λ

) + A.

Entonces, fijado λ > 0,

B|α|eLsλϕ∗( |α|
Lsλ

) ≤ eAeλϕ∗( |α|
λ

) ≤ B|α|eAeλϕ∗( |α|
λ

),

es decir,

B−|α|e−λϕ∗( |α|
λ

) ≤ e−λϕ∗( |α|
λ

) ≤ eAB−|α|e−Lsλϕ∗( |α|
Lsλ

).

Aśı, fijado un compacto K en Ω y λ > 0, existe λ̃ := Lsλ de manera que

qK,λ(f) ≤ |f |K,λ ≤ eAqK,λ̃(f),

para cada f ∈ E∗(Ω), siendo |f |K,λ la seminorma introducida en la ecuación (1.1).
Si B < 1, consideramos 1/B > 1 y dado λ > 0 encontramos µ > 0 y C > 0 tales que

B|α|e−λϕ∗( |α|
λ

) ≤ e−λϕ∗( |α|
λ

) ≤ CB|α|e−µϕ∗( |α|
µ

).

de donde se deduce que, fijado un compacto K ⊂ Ω y λ > 0 existe µ > 0, de modo que

|f |K,λ ≤ qK,λ(f) ≤ C|f |K,µ

para cada f ∈ E∗(Ω).
Lo que prueba que el sistema de seminormas {qK,λ} es equivalente al introducido en la

definición 0.1.8. �

Los elementos de D′(ω)(Ω) se llaman ultradistribuciones de tipo Beurling en Ω de clase

ω. El espacio dual de D{ω}(Ω), D′{ω}(Ω), es el formado por las ultradistribuciones de tipo

Roumieu en Ω. Como D(ω)(Ω) ⊂ D{ω}(Ω) con inclusión continua y densa, D′{ω}(Ω) se puede

considerar como subespacio de D′(ω)(Ω).

Sea ∗ = (ω) ó {ω} y T ∈ D′∗(Ω). Se define el soporte de T como

supp∗ T :=
{
x ∈ Ω | para cada entorno U de x

existe ϕ ∈ D∗(U) tal que < T, ϕ >6= 0
}
.
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Si T ∈ D′{ω}(Ω) entonces supp(ω) T = supp{ω} T.

También, si ω = o(σ), entonces D{σ}(Ω) ⊂ D(ω)(Ω) con inclusión continua y de rango
denso ([9, 3.9]), y por tanto, D′(ω)(Ω) ⊂ D′{σ}(Ω). Si T ∈ D′{ω}(Ω), se tiene

supp(ω) T = supp{ω} T = supp{σ} T.

Una ultradistribución µ ∈ D′∗(Ω) tiene extensión continua a E∗(Ω) si, y sólo si, tiene
soporte compacto en Ω. El espacio de ultradistribuciones de soporte compacto de tipo
Beurling se denota por E ′(ω)(Ω) y el de tipo Roumieu por E ′{ω}(Ω).

Introducimos a continuación la convolución de ultradistribuciones:

Definición 0.1.11 Sean µ ∈ E ′∗(Rp) y µ 6= 0. Definimos :

Sµ : D′∗(Rp) −→ D′∗(Rp), Sµ(E) := µ ∗ E,

donde < µ ∗ E,ϕ >=< E, µ̌ ∗ ϕ > y µ̌ ∗ ϕ : x → µ(ϕ(x + ·)), x ∈ Rp. Entonces Sµ es un
operador lineal y continuo.

Denotamos por Tµ : E∗(Rp) −→ E∗(Rp) la restricción de Sµ a E∗(Rp).

Definición 0.1.12 Sea f ∈ D′∗(Ω). Llamamos soporte singular de f respecto de ∗, deno-
tado sing∗supp f , al complementario del mayor abierto A en Ω tal que f ∈ E∗(A).

La transformada de Fourier-Laplace establece un isomorfismo entre los espacios de
funciones test y ultradistribuciones de soporte compacto y ciertos espacios ponderados de
funciones holomorfas.

Definición 0.1.13 Sea ϕ ∈ D(ω)(Rp). Llamamos transformada de Fourier-Laplace de ϕ a
la función ϕ̂ : Cp → C definida como

ϕ̂(z) :=

∫
Rp

e−ix·zϕ(x)dx, z ∈ Cp.

La transformada de Fourier-Laplace de ϕ es la única función holomorfa en Cp cuya
restricción a Rp coincide con la transformada de Fourier de ϕ.

Sea K ⊂ Rp un conjunto compacto y convexo. Entonces

HK(x) := sup
y∈K

< x, y >, x ∈ Rp,

se llama función soporte de K.

Teorema 0.1.14 (Paley-Wiener) Sea K ⊂ Rp un compacto convexo. Una función h ∈
H(Cp) es la transformada de Fourier-Laplace de alguna función ϕ ∈ D(ω)(Rp) con suppϕ ⊂
K si y sólo si para cada n ∈ N existe una constante positiva Cn de modo que∣∣h(z)∣∣ ≤ Cn exp

(
HK(|Imz|)− nω(z)

)
, z ∈ Cp.
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Se deduce del teorema de Paley-Wiener que la topoloǵıa del espacio D(ω)(K) introducido
en la definición 0.1.9 viene dada por el sistema fundamental de seminormas

‖f‖m :=

∫
|f̂(ξ)|em ω(ξ)dξ, m ∈ N.

Definición 0.1.15 (1) Para z ∈ Cp escribimos

vz(x) = exp(−ix · z), x ∈ Rp

(2) Se define la transformada de Fourier-Laplace µ̂ de µ ∈ E ′(ω)(Rp) como

µ̂(z) =< µ, vz > .

El siguiente teorema constituye lo que se conoce como teorema de Paley-Wiener para
ultradistribuciones con soporte compacto.

Teorema 0.1.16 (Paley-Wiener-Schwartz) Sea K ⊂ Rp un compacto convexo. Para
cada función entera f y cada función peso ω son equivalentes:

(1) Existe una ultradistribución µ ∈ E ′(ω)(Rp) con suppµ ⊂ K tal que µ̂ = f .

(2) Existe una constante λ > 0 tal que para cada ε > 0 existe una constante C > 0
cumpliendo:

|f(z)| ≤ C exp(HK(Imz) + ε|Imz|+ λω(Rez)), z ∈ Cp.

(3) Existe una constante λ > 0 tal que para cada ε > 0 existe una constante C > 0
cumpliendo: ∫

Rp

|f(x+ iy)|e−λω(x)dx ≤ CeHK(y)+ε|y|, y ∈ Rp.

Ejemplo 0.1.17 Los siguientes son ejemplos de funciones peso (después de cierto cambio
en [0, A] para algún A > 0):

(1) ω(t) = tα, 0 < α < 1. Sea Ω un abierto en Rp. Nótese que para estos pesos las clases
E(ω)(Ω) (resp. E{ω}(Ω)) coinciden con las clases de Gevrey Γ(d)(Ω) (resp. Γ{d}(Ω)), siendo
d = 1/α. Recordamos que

Γ{d}(Ω) = {f ∈ C∞(Ω) : ∀K ⊂⊂ Ω ∃m ∈ N :

sup
x∈K

sup
α∈Np

0

|f (α)(x)|
m|α|(|α|!)d

< +∞}.

(2) ω(t) = (log(1 + t))β, β > 1.



0.1 Notaciones, definiciones y resultados previos 13

(3) ω(t) = t(log(1 + t))−β, β > 1. Este peso no satisface la propiedad (ε).

(4) Sea {Mp}p∈N0 una sucesión de números positivos con las siguientes propiedades:

(M1) M2
j ≤Mj−1Mj+1 para todo j ∈ N,

(M2) Existen A,H > 1 con Mn ≤ AHn mı́n0≤j≤nMjMn−j para todo n ∈ N,
(M3) Existe A > 0 con

∑∞
q=j+1Mq−1/Mq ≤ AjMj/Mj+1.

Si definimos ωM : R→ [0,∞[ por

ωM(t) =

{
supj∈N0

log |t|jM0

Mj
si |t| > 0

0 si t = 0

entonces ωM es una función par y continua y por [34, 3.11] existe una función peso fuerte
κ con ωM(t) ≤ κ(t) ≤ CωM(t) + C para algún C > 0 y todo t > 0. Además se cumple:

E(Mj)(R
p) := {f ∈ C∞(Rp) : sup

α∈Np
0

sup
x∈K

|f (α)(x)|
h|α|M|α|

<∞

para cadah > 0 y cada K ⊂ Rp compacto} = E(κ)(Rp).

Para los espacios de Roumieu tenemos la identidad análoga. Nótese que por [9, 8.9] estas
identidades se tienen bajo hipótesis más débiles sobre {Mp}p∈N0 .

Los espacios introducidos a continuación son espacios intermedios entre los de fun-
ciones test y los formados por funciones ultradiferenciables. Consecuentemente, los espacios
obtenidos por dualidad constituyen espacios de ultradistribuciones estrictamente menores
que D′(ω)(Rp) que contienen a las funciones acotadas. Dichos espacios han sido estudiados

en [16].

Definición 0.1.18 Para una función peso ω y λ > 0 denotamos

DL1,ω,λ(Rp) := {f ∈ C∞(Rp) : ‖ f ‖1,λ< +∞}

siendo ‖ f ‖1,λ:= supα∈Np
0
‖ f (α)(x) ‖L1 exp(−λϕ∗( |α|

λ
)). Se define entonces

DL1,(ω)(Rp) := projn∈NDL1,ω,n(Rp)

= {f ∈ C∞(Rp) : ‖ f ‖1,n< +∞ ∀ n ∈ N}.

Se cumple que DL1,(ω)(Rp) es un espacio de Fréchet. Estas propiedades y las que enuncia-
remos a continuación están demostradas en [16].

Teorema 0.1.19 (1) D(ω)(Rp) ⊂ DL1,(ω)(Rp) ⊂ E(ω)(Rp) con inclusiones continuas y
densas.

(2) Para cada f ∈ DL1,(ω)(Rp) y m ∈ N se tiene

sup
x∈Rp

|f̂(x)| exp(mω(x)) < +∞.
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0.2. Operadores ultradiferenciales

A continuación introduciremos los operadores ultradiferenciales (con coeficientes cons-
tantes), que pueden ser considerados como operadores diferenciales de orden infinito, y
que juegan un papel muy importante en la teoŕıa estructural de las ultradistribuciones.
Remitimos a [8] y [26].

Proposición 0.2.1 Sea G(z) una función entera en Cp. Supongamos que log |G| = O(ω).
Entonces existe una constante k > 0 tal que

|G(α)(0)| ≤ α!eke−kϕ∗( |α|
k

).

Definición 0.2.2 Sea G(z) una función entera tal que log |G| = O(ω). Entonces para
ϕ ∈ E(ω)(Rp),

TG(ϕ) :=
∑
α∈Np

0

(−i)|α|G
(α)(0)

α!
ϕ(α)(0),

define una ultradistribución TG ∈ E ′(ω)(Rp) cuyo soporte se reduce al conjunto {0}. El
operador de convolución

G(D) : D′(ω)(Rp) −→ D′(ω)(Rp)

µ 7→ TG ∗ µ

se llama operador ultradiferencial de clase (ω).

Si f ∈ E(ω)(Rp) se cumple que G(D)f ∈ E(ω)(Rp) y además

G(D)f(x) =
∑
α∈Np

0

i|α|
G(α)(0)

α!
f (α)(x).

Observemos que la transformada de Fourier-Laplace de TG es

T̂G(z) = TG(e−iz·)

=
∑
α∈Np

0

(−i)|α|G
(α)(0)

α!
(−iz)α

=
∑
α∈Np

0

G(α)(0)

α!
(−z)α

= G(−z).

Proposición 0.2.3 Sea G(D) un operador ultradiferencial de clase (ω). Se tiene:

(a) G(D) : DL1,(ω)(Rp)→ DL1,(ω)(Rp) es lineal y continuo.

(b) G(D) : D′L1,(ω)(Rp)→ D′L1,(ω)(Rp) es lineal y continuo.



Caṕıtulo 1

Operadores pseudodiferenciales

Como ya hemos dicho, la teoŕıa de los operadores pseudodiferenciales se desarrolló a
partir de 1965 con los trabajos de Kohn, Nirenberg y Hörmander. Consideraban operadores

f →
∫

Rp

p(x, ξ)f̂(ξ)eix·ξdξ,

siendo p ∈ C∞(Ω× Rp), que cumple, para cada compacto K ⊂ Ω, estimaciones del tipo

|Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤ cαβ(1 + |ξ|)m−|β|.

La necesidad de incorporar soluciones fundamentales de operadores hipoeĺıpticos motivó la
introducción por parte de Hörmander de los śımbolos de tipo (ρ, δ), esto es, śımbolos que
satisfacen las siguientes estimaciones

|Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤ cαβ(1 + |ξ|)m−ρ|β|+δ|α|.

Claramente la integral anterior puede escribirse como una integral iterada∫
Rp

p(x, ξ)

∫
Ω

f(y)ei(x−y)·ξdydξ,

lo que sugiere la posibilidad de reemplazar los śımbolos p(x, ξ), por funciones a(x, y, ξ),
a ∈ C∞(Ω×Ω×Rp) si éstas satisfacen estimaciones análogas a las exigidas para p(x, ξ) y
sus derivadas. Estas funciones reciben el nombre de amplitudes.

El objetivo de este primer caṕıtulo es definir los operadores pseudodiferenciales sobre
clases no casi anaĺıticas de funciones ultradiferenciables de tipo Beurling, analizar entre
qué espacios de funciones ultradiferenciables actúan, aśı como estudiar extensiones de los
mismos a otros espacios de funciones y de ultradistribuciones, y comprobar que son pseu-
dolocales.

Las definiciones de śımbolo y de amplitud se basan en las de [20], [18] y [45]. De hecho
comprobamos que en el caso ĺımite ω(t) = log(1 + t) recuperamos la definición de [18],
mientras que para los pesos de Gevrey ω(t) = td, 0 < d < 1, nuestra definición es la que
cabe esperar en el contexto Beurling a la vista de las definiciones de [45].
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Contrariamente a lo que podŕıa pensarse el interés de trabajar con amplitudes no reside
en una mayor generalidad, sino en una mayor simplicidad. Aśı por ejemplo, trabajar con
amplitudes permite estudiar fácilmente el adjunto de un operador pseudodiferencial y usar
dualidad para demostrar de manera sencilla que todo operador pseudodiferencial se puede
extender a una aplicación definida en el espacio de las (ultra-)distribuciones de soporte
compacto y que toma valores en el espacio de todas las (ultra-)distribuciones. Definire-
mos los operadores pseudodiferenciales como ĺımites de operadores integrales con núcleo
en E(ω)(Ω × Ω), lo que conseguiremos aproximando la amplitud por una sucesión de am-
plitudes con soporte compacto en la variable ξ. Veremos que la relación entre amplitudes
y operadores no es uno a uno, pero que śımbolos diferentes definen operadores diferentes.

Los ejemplos que damos en la sección 3 muestran que muchos operadores son pseu-
dodiferenciales, según nuestra definición. Además no se trata de operadores exóticos, cons-
truidos ex-profeso para justificar la teoŕıa, ya que, además de los operadores lineales en
derivadas parciales con coeficientes en una clase adecuada de funciones ultradiferenciables,
son pseudodiferenciales los operadores integrales con núcleo en E(ω)(Ω×Ω), los operadores
ultradiferenciales con coeficientes constantes o variables, o el operador de convolución
definido por una solución fundamental de un operador ultradiferencial eĺıptico. Además,
módulo un operador (ω)-regularizante, todo operador pseudodiferencial es la composición
de un operador ultradiferencial con coeficientes constantes y un operador de orden finito.

1.1. Śımbolos y amplitudes

Empezamos definiendo lo que entenderemos por amplitud en el contexto de las clases
no casianaĺıticas de funciones ultradiferenciables de tipo Beurling.

Definición 1.1.1 Sea Ω un abierto en Rp, 0 ≤ δ < ρ ≤ 1, d := ρ − δ y supongamos
que ω(t) = o(td) cuando t → ∞. Una amplitud en Sm,ω

ρ,δ (Ω) es una función a(x, y, ξ) en
C∞(Ω × Ω × Rp) tal que para cada compacto Q ⊂ Ω × Ω existe R ≥ 1 y una sucesión
Cn > 0, n ∈ N, con la propiedad

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)nϕ∗( |α+β+γ|
n

)emω(ξ)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ (1.1)

para cada n ∈ N, (x, y) ∈ Q, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

).

En caso de que |β| = 0 las estimaciones se tienen para cada ξ ∈ Rp.
Si a(x, y, ξ) = p(x, ξ), la función p(x, ξ) se llama śımbolo.

Nota 1.1.2 La condición ω(t) = o(td) en la definición de amplitud merece algunos comen-
tarios. Si ρ = 1 y δ = 0, esto no implica ninguna restricción sobre la función peso ω (como
se dijo después de la definición 0.1.2). Para otros valores de ρ y/o de δ, esta suposición

significa que E(ω)(Ω) contiene, con inclusión continua y densa, la clase de Gevrey Γ{
1
d
}(Ω)

y asegura que, para cada n ∈ N, j! = O(e(ρ−δ)nϕ∗( j
n

)) cuando j tiende a infinito (véase la
proposición 1.2.12).
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El siguiente resultado proporciona varias formulaciones equivalentes de la noción de
amplitud.

Lema 1.1.3 Supongamos que a(x, y, ξ) ∈ C∞(Ω× Ω× Rp). Entonces son equivalentes:

1. La función a(x, y, ξ) ∈ Sm,ω
ρ,δ (Ω),

2. Para cada compacto Q ⊂ Ω × Ω existe R ≥ 1 y una sucesión Cn > 0, n ∈ N
cumpliendo, para cada (x, y) ∈ Q:

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( |β|
n

)|ξ|δ|α+γ|−ρ|β|emω(ξ)

(1.2)

siempre que |ξ| ≥ 1 y |β| = 0, ó log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

). Y también

|Dα
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

)emω(ξ) (1.3)

siempre que |ξ| ≤ 1.

3. Para cada compacto Q ⊂ Ω × Ω existen constantes A ≥ 1 y R ≥ 1 y una sucesión
Cn > 0, n ∈ N, con la propiedad

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ CnA

|α+γ+β|e(ρ−δ)nϕ∗( |α+β+γ|
n

)emω(ξ)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ

para cada n ∈ N, (x, y) ∈ Q, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

).

4. Para cada compacto Q ⊂ Ω × Ω existen constantes A ≥ 1, B ≥ 1, C ≥ 1, R ≥ 1 y
una sucesión Cn > 0 (n ∈ N) de modo que para cada (x, y) ∈ Q:

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ Cn

A|α|e(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)C |γ|e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

)B|β|e(ρ−δ)nϕ∗( |β|
n

)

|ξ|−δ|α+γ|+ρ|β| emω(ξ)

siempre que |ξ| ≥ 1 y |β| = 0, ó log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

). Y también

|Dα
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ CnA

|α|e(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)C |γ|e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

)emω(ξ)

siempre que |ξ| ≤ 1.

Demostración. (1) ⇒ (2) : Supongamos que a(x, y, ξ) ∈ Sm,ω
ρ,δ (Ω). Probaremos las

desigualdades (1.2) y (1.3). Por coherencia con la definición 1.1.1, cuando |β| = 0, se

entiende que (1.1) se cumple para todo |ξ| ≥ 1. Llamamos B := (2δ)
1

ρ−δ y tomamos s ∈ N
de manera que B ≤ es. Sea L ∈ N de modo que ω(et) ≤ L(1 + ω(t)) para todo t ≥ 0 y Cn

la constante de la definición de amplitud 1.1.1 asociada al número natural 4nLs. Al ser

n

|β|
ϕ∗(
|β|
n

) ≥ 4nLs

|β|
ϕ∗(
|β|

4nLs
),
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se tiene

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)4nLsϕ∗( |α+γ+β|
4nLs )(1 + |ξ|)δ|α+γ|−ρ|β|emω(ξ)

para cada (x, y) ∈ Q, n ∈ N y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

). En el caso |ξ| ≥ 1 se tiene que

1 + |ξ| ≤ 2|ξ|. Y en particular,

(1 + |ξ|)δ|α+γ|−ρ|β| ≤ (2|ξ|)δ|α+γ|(1 + |ξ|)−ρ|β| ≤
≤ 2δ|α+γ||ξ|δ|α+γ|−ρ|β|.

Además, de la convexidad de ϕ∗ se sigue

4nLsϕ∗( |α+γ+β|
4nLs ) ≤ 2nLsϕ∗( |α+γ|

2nLs ) + 2nLsϕ∗( |β|
2nLs ) ≤

≤ 2nLsϕ∗( |α+γ|
2nLs ) + nϕ∗( |β|

n
).

Por otro lado,

2δ|α+γ|e(ρ−δ)2nLsϕ∗( |α+γ|
2nLs ) = B(ρ−δ)|α+γ|e(ρ−δ)2nLsϕ∗( |α+γ|

2nLs ) ≤
≤ es(ρ−δ)|α+γ|e(ρ−δ)2nLsϕ∗( |α+γ|

2nLs ).

Aplicando ahora 0.1.5(2c), tomando A := 2n(Ls + Ls−1 + · · ·+ L), se tiene

s|α+ γ|+ 2nLsϕ∗(
|α+ γ|
2nLs

) ≤ A+ 2nϕ∗(
|α+ γ|

2n
).

Entonces, poniendo Dn := Cne
A(ρ−δ), conseguimos

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)2nLsϕ∗( |α+γ|
2nLs )+(ρ−δ)nϕ∗( |β|

n
)(2|ξ|)δ|α+γ||ξ|−ρ|β|emω(ξ)

≤ Dne
(ρ−δ)2nϕ∗( |α+γ|

2n
)+(ρ−δ)nϕ∗( |β|

n
)|ξ|δ|α+γ|−ρ|β|emω(ξ).

Otra vez de la convexidad de ϕ∗ (véase 0.1.5) se tiene 2nϕ∗( |α+γ|
2n

) ≤ nϕ∗( |α|
n

) + nϕ∗( |γ|
n

),
de donde

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ Dne

(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( |β|
n

)|ξ|δ|α+γ|−ρ|β|emω(ξ),

y se cumple (1.2).
Probemos ahora (1.3). Por el modo en que se ha seleccionado la sucesión (Cn) se tiene

|Dα
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)2nLsϕ∗( |α+γ|
2nLs )(1 + |ξ|)δ|α+γ|emω(ξ)

siempre que ξ ∈ Rp. Si |ξ| ≤ 1, razonando como antes y usando 1 + |ξ| ≤ 2,

Cne
(ρ−δ)2nLsϕ∗( |α+γ|

2nLs )2δ|α+γ| ≤ Dne
(ρ−δ)2nϕ∗( |α+γ|

2n
)
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y se obtiene

|Dα
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Dne

(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)+(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

)emω(ξ)

como queŕıamos.
(2) ⇒ (1) : Probaremos primero la desigualdad en la definición de amplitud cuando

|ξ| ≥ 1. Después veremos que se llega a la misma desigualdad cuando |ξ| ≤ 1. Llamamos

A := (2ρ)
1

ρ−δ y tomamos s ∈ N de manera que A ≤ es. De la desigualdad (1.2), tomando
de nuevo L ∈ N como en la proposición 0.1.5, y Cn asociada al número natural nLs, se
tiene

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

)e(ρ−δ)nLsϕ∗( |β|
nLs )|ξ|δ|α+γ|−ρ|β|emω(ξ)

siempre que (x, y) ∈ Q, |ξ| ≥ 1 y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

). Como |ξ| ≥ 1, 1 + |ξ| ≤ 2|ξ|, de

donde |ξ|−ρ|β| = 2ρ|β|(2|ξ|)−ρ|β| ≤ 2ρ|β|(1+ |ξ|)−ρ|β|. Ahora se razona como en la implicación
anterior:

2ρ|β|e(ρ−δ)nLsϕ∗( |β|
nLs ) = A(ρ−δ)|β|e(ρ−δ)nLsϕ∗( |β|

nLs ) ≤
≤ es(ρ−δ)|β|e(ρ−δ)nLsϕ∗( |β|

nLs ).

Aplicando 0.1.5(2c), si Ã := n(Ls + Ls−1 + · · ·+ L),

es|β|enLsϕ∗( |β|
nLs ) ≤ eÃenϕ∗( |β|

n
)

con lo que si En := Cne
Ã(ρ−δ) se obtiene

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤

≤ Cne
(ρ−δ)nϕ∗( |α|

n
)e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|

n
)2ρ|β|e(ρ−δ)nLsϕ∗( |β|

nLs )(1 + |ξ|)δ|α+γ|−ρ|β|emω(ξ) ≤

≤ Ene
(ρ−δ)nϕ∗( |α|

n
)e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|

n
)e(ρ−δ)nϕ∗( |β|

n
)(1 + |ξ|)δ|α+γ|−ρ|β|emω(ξ).

Ahora, como ϕ∗ es convexa,

nϕ∗( |α|
n

) + nϕ∗( |γ|
n

) + nϕ∗( |β|
n

) ≤ nϕ∗( |α+γ+β|
n

)

lo que concluye la prueba para al caso |ξ| ≥ 1.
Si |ξ| ≤ 1 y β 6= 0, no se cumple

log(
|ξ|
R

) ≥ n

|β|
ϕ∗(
|β|
n

).

Por tanto, sólo queda comprobar las estimaciones en la definición de amplitud cuando
|ξ| ≤ 1 y β = 0. En este caso, de (1.3) deducimos

|Dα
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

)emω(ξ) ≤

≤ Cne
(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|

n
)(1 + |ξ|)δ|α+γ|emω(ξ),



20 Operadores pseudodiferenciales

lo que finaliza la demostración.
(1)⇒ (3) : Es trivial.

(3) ⇒ (1) : Sea B := A
1

ρ−δ y s ∈ N de manera que B ≤ es. Sea L ∈ N como en la
proposición 0.1.5. Por hipótesis, si Cn es la constante asociada al natural nLs y usando que

log(
|ξ|
R

) ≥ n

|β|
ϕ∗(
|β|
n

) ≥ nLs

|β|
ϕ∗(
|β|
nLs

)

se obtiene

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ CnA

|α+β+γ|e(ρ−δ)nLsϕ∗( |α+γ+β|
nLs )(1 + |ξ|)δ|α+γ|−ρ|β|emω(ξ)

para cada (x, y) ∈ Q, n ∈ N y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

). Aplicando otra vez la proposición

0.1.5(2c), tomando Ã := n(Ls + · · ·+ L),

A|α+β+γ|e(ρ−δ)nLsϕ∗( |α+β+γ|
nLs ) = B(ρ−δ)|α+β+γ|e(ρ−δ)nLsϕ∗( |α+β+γ|

nLs ) ≤
≤ e(ρ−δ)Ãe(ρ−δ)nϕ∗( |α+β+γ|

n
).

Si ponemos Dn := Cne
(ρ−δ)Ã, se tiene

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ Dne

(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ+β|
n

)(1 + |ξ|)δ|α+γ|−ρ|β|emω(ξ)

como queŕıamos.
(1)⇔ (4) : Esta demostración es una combinación de (1)⇔ (2) y (1)⇔ (3). �

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.4 Si a(x, y, ξ) es una amplitud en Sm,ω
ρ,δ (Ω), para cada compacto Q ⊂ Ω×Ω

existe una sucesión Cn > 0, n ∈ N con la propiedad

|Dα
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

)|ξ|δ|α+γ|emω(ξ)

siempre que (x, y) ∈ Q y |ξ| ≥ 1.

Las acotaciones que proporcionan los siguientes resultados nos permitirán definir los
operadores pseudodiferenciales y representarlos como integrales iteradas.

Proposición 1.1.5 Sea a(x, y, ξ) una amplitud en Sm,ω
ρ,δ (Ω) y f ∈ D(ω)(Ω) una función

test. Para cada compacto K ⊂ Ω y n, λ ∈ N existe una constante C > 0 tal que

|
∫
Dα

xa(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy| ≤ Ce−λω(ξ)enϕ∗( |α|
n

)

para cada x ∈ K, ξ ∈ Rp y α ∈ Np
0.
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Demostración. La estimación es cierta si |ξ| ≤ 21/(ρ−δ). En efecto, de la definición de
śımbolo, tomando L ∈ N como en la proposición 0.1.5, para cada n ∈ N podemos encontrar
una constante C > 0 cumpliendo

|Dα
xa(x, y, ξ)| ≤ Ce(ρ−δ)nLϕ∗( |α|

nL
)(1 + |ξ|)δ|α|emω(ξ)

siempre que x ∈ K, y ∈ supp f y |ξ| ≤ 21/(ρ−δ). Ahora, ρ − δ ≤ 1, y 1 + |ξ| ≤ B, para
cierta constante B > 0. Además, la expresión eω(ξ) está acotada. Sea s ∈ N de modo que
B ≤ es. Aplicando la proposición 0.1.5(2c), si llamamos A := n(Ls + · · ·+ L), después de
modificar la constante C si es necesario, se cumple

|Dα
xa(x, y, ξ)| ≤ CenLsϕ∗( |α|

nLs )B|α|e−λω(ξ) ≤ CeAenϕ∗( |α|
n

)e−λω(ξ),

lo que implica que

|
∫
Dα

xa(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy| ≤
∫
|Dα

xa(x, y, ξ)f(y)|dy ≤

≤ CeA
( ∫
|f(y)|dy

)
enϕ∗( |α|

n
)e−λω(ξ),

que prueba la desigualdad buscada para |ξ| ≤ 21/(ρ−δ).
Podemos suponer ahora que |ξ| ≥ 21/(ρ−δ)(≥ 1), y aplicamos el corolario 1.1.4 al com-

pacto Q := K × supp f para obtener, para cada s, n ∈ N, una constante C > 0 tal que

|Dα
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Ce(ρ−δ)snϕ∗( |α|

sn
)e(ρ−δ)snϕ∗( |γ|

sn
)|ξ|δ|α+γ|emω(ξ)

siempre que x ∈ K, y ∈ supp f y |ξ| ≥ 21/(ρ−δ).

Como ϕ∗(x)
x

es creciente, snϕ∗( |α|
sn

) ≤ nϕ∗( |α|
n

). Por el lema 0.1.6, al ser |ξ| ≥ 1, se cumple

|ξ|δ|α|e−δnϕ∗( |α|
n

) ≤ enδω(ξ). De donde se deduce la siguiente estimación

|Dα
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Ceρnϕ∗( |α|

n
)e(ρ−δ)snϕ∗( |γ|

sn
)|ξ|δ|γ|e(m+nδ)ω(ξ).

Fijamos ahora ξ ∈ Rp, |ξ| ≥ 21/(ρ−δ), y tomamos 1 ≤ k ≤ p con |ξ| = |ξk|. Para cada
j ∈ N se tiene, después de integrar por partes,

∫
Dα

xa(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy =
1

ξj
k

∫
Dj

yk
(Dα

xa(x, y, ξ)f(y))e−iyξdy

=
1

ξj
k

j∑
l=0

(j

l

) ∫
e−iyξDl

yk
Dα

xa(x, y, ξ)D
j−l
yk
f(y)dy

Dado que

|Dα
xD

l
yk
a(x, y, ξ)| ≤ Ceρnϕ∗( |α|

n
) e

(ρ−δ)snϕ∗( l
sn

)

|ξ|−δl
e(m+nδ)ω(ξ),
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y supy∈Rp |Dj−l
yk
f(y)| ≤ |f |snesnϕ∗( j−l

sn
), para cada j, s ∈ N, existe cierta constante C que

sólo depende de n, s y de la medida de Lebesgue del soporte de f de modo que

|
∫
Dα

xa(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy| ≤

≤ 1

|ξ|j
j∑

l=0

(j

l

) ∫
|Dl

yk
Dα

xa(x, y, ξ)| · |Dj−l
yk
f(y)|dy ≤

≤ C|f |sneρnϕ∗( |α|
n

)e(m+nδ)ω(ξ) 1

|ξ|j
j∑

l=0

(j

l

)e(ρ−δ)snϕ∗( l
sn

)

|ξ|−δl
esnϕ∗( j−l

sn
) ≤

≤ C|f |sneρnϕ∗( |α|
n

)e(m+nδ)ω(ξ)

j∑
l=0

(j

l

)e(ρ−δ)snϕ∗( l
sn

)

|ξ|l−δl

esnϕ∗( j−l
sn

)

|ξ|j−l
.

Como |ξ| ≥ 21/(ρ−δ), se tiene log( |ξ|
21/(ρ−δ) ) ≥ 0. Por lo que existe un número natural N tal

que
sn

N
ϕ∗(

N

sn
) ≤ log(

|ξ|
21/(ρ−δ)

) <
sn

N + 1
ϕ∗(

N + 1

sn
).

Si l < j ≤ N , tenemos que e
sn
j−l

ϕ∗( j−l
sn

) ≤ e
sn
N

ϕ∗( N
sn

) ≤ |ξ|, y por tanto esnϕ∗(
j−l
sn )

|ξ|j−l ≤ 1 y

e(ρ−δ)snϕ∗( l
sn

)

|ξ|(ρ−δ)l

esnϕ∗( j−l
sn

)

|ξ|j−l
≤ e(ρ−δ)snϕ∗( l

sn
)

|ξ|(ρ−δ)l

(esnϕ∗( j−l
sn

)

|ξ|j−l

)(ρ−δ) ≤
(esnϕ∗( j

sn
)

|ξ|j
)(ρ−δ)

.

Como
∑j

l=0

(j

l

)
= 2j, finalmente deducimos que (proposición 0.1.5(3))

|
∫
Dα

xa(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy| ≤ C|f |sne(δn+m)ω(ξ)enϕ∗( |α|
n

)
(esnϕ∗( j

sn
)

|ξ|j
)(ρ−δ)

j∑
l=0

(j

l

)
≤ C|f |sne(δn+m)ω(ξ)enϕ∗( |α|

n
)
( esnϕ∗( j

sn
)

( |ξ|
21/(ρ−δ) )j

)(ρ−δ)

para cada j ≤ N. Como sn
N
ϕ∗( N

sn
) ≤ log( |ξ|

21/(ρ−δ) ) <
sn

N+1
ϕ∗(N+1

sn
), se sigue del lema 0.1.7(1)

que

mı́n
0≤j≤N

( esnϕ∗( j
sn

)

( |ξ|
21/(ρ−δ) )j

)(ρ−δ) ≤ e
−sn(ρ−δ)ω(

|ξ|
21/(ρ−δ)

)+(ρ−δ) log(
|ξ|

21/(ρ−δ)
)

≤ e
−sn(ρ−δ)ω(

|ξ|
21/(ρ−δ)

)+log(
|ξ|

21/(ρ−δ)
)
,

y aśı se tiene

|
∫
Dα

xa(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy| ≤ C|f |sne(δn+m)ω(ξ)enϕ∗( |α|
n

)e
−sn(ρ−δ)ω(

|ξ|
21/(ρ−δ)

)+log(
|ξ|

21/(ρ−δ)
)
.

Ahora es suficiente elegir s lo bastante grande para concluir, puesto que log(t) = o(ω(t)),
cuando t→∞. �
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Proposición 1.1.6 Sean a(x, y, ξ) y f como los descritos en la proposición 1.1.5. Se
cumple una estimación similar a la enunciada alĺı si sustituimos el śımbolo a(x, y, ξ) por
la función b(x, y, ξ) := a(x, y, ξ)eixξ.

Demostración. Veamos primero que la estimación es cierta para valores de |ξ| ≤
21/(ρ−δ). Por la fórmula de Leibniz,

Dα
x b(x, y, ξ) = eixξ

∑
µ≤α

(α

µ

)
ξα−µDµ

xa(x, y, ξ).

Sea B := 21/(ρ−δ). Tomamos s ∈ N de modo que 4B2 ≤ es. Usando la definición 1.1.1, para
cada n ∈ N y L ∈ N como en la proposición 0.1.5 obtenemos una constante C > 0 de modo
que

|Dµ
xa(x, y, ξ)| ≤ Ce(ρ−δ)nLsϕ∗( |µ|

nLs )(1 + |ξ|)δ|µ|emω(ξ)

siempre que x ∈ K, y ∈ supp f y |ξ| ≤ 21/(ρ−δ) = B. De donde, |ξα−µ| ≤ |ξ||α−µ| ≤ B|α|, y
aśı

|Dα
x b(x, y, ξ)| ≤

∑
µ≤α

(α

µ

)
|ξα−µ| · |Dµ

xa(x, y, ξ)|

≤ Cemω(ξ)B|α|
∑
µ≤α

(α

µ

)
e(ρ−δ)nLsϕ∗( |µ|

nLs )(1 + |ξ|)δ|µ|.

Además, 1 + |ξ| ≤ 2B, ρ − δ ≤ 1 y δ ≤ 1. Del crecimiento de ϕ∗(x) se deduce que

nLsϕ∗( |µ|
nLs ) ≤ nLsϕ∗( |α|

nLs ). Y, por otro lado,
∑

µ≤α

(α

µ

)
= 2|α|, de donde

|Dα
x b(x, y, ξ)| ≤ Cemω(ξ)B|α|

∑
µ≤α

(α

µ

)
enLsϕ∗( |µ|

nLs )(2B)δ|µ|

≤ Cemω(ξ)B|α|enLsϕ∗( |α|
nLs )(2B)δ|α|

∑
µ≤α

(α

µ

)
≤ Cemω(ξ)enLsϕ∗( |α|

nLs )(4B2)|α|.

Finalmente, de la proposición 0.1.5(2c), para A := n(Ls + · · ·+ L), se deduce que

(4B2)|α|enLsϕ∗( |α|
nLs ) ≤ es|α|enLsϕ∗( |α|

nLs ) ≤ eAenϕ∗( |α|
n

),

y podemos concluir, modificando la constante C si es necesario, que

|Dα
x b(x, y, ξ)| ≤ CeAemω(ξ)enϕ∗( |α|

n
)

≤ Ce−λω(ξ)enϕ∗( |α|
n

),

puesto que la expresión eω(ξ) está acotada si |ξ| ≤ 21/(ρ−δ).
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Supongamos ahora que |ξ| ≥ 21/(ρ−δ). Se deduce del corolario 1.1.4 que, para cada
s, n ∈ N y L ∈ N como en la proposición 0.1.5, existe C > 0 con la propiedad

|Dµ
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Ce(ρ−δ)snLϕ∗( |µ|

snL
)e(ρ−δ)snLϕ∗( |γ|

snL
)|ξ|δ|µ+γ|emω(ξ),

siempre que x ∈ K, y ∈ supp f y |ξ| ≥ 21/(ρ−δ). Como ϕ∗(x)
x

es creciente, snLϕ∗( |γ|
snL

) ≤
snϕ∗( |γ|

sn
), y aśı,

|Dµ
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Ce(ρ−δ)snLϕ∗( |µ|

snL
)e(ρ−δ)snϕ∗( |γ|

sn
)|ξ|δ|µ+γ|emω(ξ).

También se cumple que snLϕ∗( |µ|
snL

) ≤ nLϕ∗( |µ|
nL

) (ϕ∗(x)
x

es creciente). Además, del lema

0.1.6, |ξ|δ|µ|e−δnLϕ∗( |µ|
nL

) ≤ enLδω(ξ) y aśı se obtiene la estimación

|Dµ
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Ce(ρ−δ)nLϕ∗( |µ|

nL
)e(ρ−δ)snϕ∗( |γ|

sn
)|ξ|δ|µ+γ|emω(ξ)

= Ce(ρ−δ)snϕ∗( |γ|
sn

)|ξ|δ|γ||ξ|δ|µ|e−δnLϕ∗( |µ|
nL

)eρnLϕ∗( |µ|
nL

)emω(ξ)

≤ Ce(ρ−δ)snϕ∗( |γ|
sn

)|ξ|δ|γ|eρnLϕ∗( |µ|
nL

)e(m+nLδ)ω(ξ).

Hay que tener en cuenta que ahora

Dα
xD

γ
yb(x, y, ξ) = eixξ

∑
µ≤α

(α

µ

)
ξα−µDµ

xD
γ
ya(x, y, ξ).

Como |ξα−µ| ≤ |ξ||α−µ|, de lo anterior se deduce que

|Dα
xD

γ
yb(x, y, ξ)| ≤

∑
µ≤α

(α

µ

)
|ξ||α−µ||Dµ

xD
γ
ya(x, y, ξ)|

≤ Ce(ρ−δ)snϕ∗( |γ|
sn

)|ξ|δ|γ|e(m+nLδ)ω(ξ)
∑
µ≤α

(α

µ

)
|ξ||α−µ|eρnLϕ∗( |µ|

nL
)

para cada x ∈ K, y ∈ supp f y |ξ| ≥ 21/(ρ−δ). Aplicando integración por partes y eligiendo
1 ≤ k ≤ p de modo que |ξ| = |ξk| se tiene que, para cada j ∈ N,∫

Dα
x b(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy =

1

ξj
k

∑
µ≤α

(α

µ

) ∫
ξα−µDj

yk
(Dµ

xa(x, y, ξ)f(y))e−iyξdy

=
1

ξj
k

∑
µ≤α

(α

µ

) j∑
l=0

(j

l

) ∫
ξα−µe−iyξDl

yk
Dµ

xa(x, y, ξ)D
j−l
yk
f(y)dy

Hemos probado antes que

|Dµ
xD

l
yk
a(x, y, ξ)| ≤ CeρnLϕ∗( |µ|

nL
) e

(ρ−δ)snϕ∗( l
sn

)

|ξ|−δl
e(m+nLδ)ω(ξ).
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Al ser supy∈Rp |Dj−l
yk
f(y)| ≤ |f |snesnϕ∗( j−l

sn
), para cada j, s ∈ N, existe cierta constante C > 0

que sólo depende de n, s y de la medida de Lebesgue del soporte de f de modo que

|
∫
Dα

x b(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy| ≤

≤ 1

|ξ|j
∑
µ≤α

(α

µ

) j∑
l=0

(j

l

) ∫
|ξ||α−µ||Dl

yk
Dµ

xa(x, y, ξ)| · |Dj−l
yk
f(y)|dy ≤

≤ C|f |sne(m+nLδ)ω(ξ)

j∑
l=0

(j

l

)e(ρ−δ)snϕ∗( l
sn

)

|ξ|l−δl

esnϕ∗( j−l
sn

)

|ξ|j−l
· s(α, ξ),

siendo s(α, ξ) :=
∑

µ≤α

(α

µ

)
enLϕ∗( |µ|

nL
)|ξ||α−µ|. Pero, de la convexidad de ϕ∗, enLϕ∗( |µ|

nL
) ≤

enLϕ∗( |α|
nL

)−nLϕ∗( |α−µ|
nL

). Además, del lema 0.1.6, |ξ||α−µ|e−nLϕ∗( |α−µ|
nL

) ≤ enLω(ξ). Por último,

se cumple
∑

µ≤α

(α

µ

)
= 2|α|, por lo que s(α, ξ) ≤ 2|α|enLω(ξ)enLϕ∗( |α|

nL
). Aplicando 0.1.5 de

nuevo,

s(α, ξ) ≤ enL(1+ω(ξ))enϕ∗( |α|
n

).

Consideremos, como en la proposición 1.1.5, un número natural N tal que

sn

N
ϕ∗(

N

sn
) ≤ log(

|ξ|
21/(ρ−δ)

) <
sn

N + 1
ϕ∗(

N + 1

sn
).

Si l < j ≤ N , tenemos que e
sn
j−l

ϕ∗( j−l
sn

) ≤ e
sn
N

ϕ∗( N
sn

) ≤ |ξ|, y por tanto esnϕ∗(
j−l
sn )

|ξ|j−l ≤ 1 y

e(ρ−δ)snϕ∗( l
sn

)

|ξ|(ρ−δ)l

esnϕ∗( j−l
sn

)

|ξ|j−l
≤ e(ρ−δ)snϕ∗( l

sn
)

|ξ|(ρ−δ)l

(esnϕ∗( j−l
sn

)

|ξ|j−l

)(ρ−δ) ≤
(esnϕ∗( j

sn
)

|ξ|j
)(ρ−δ)

.

Como
∑j

l=0

(j

l

)
= 2j, deducimos que (proposición 0.1.5(3))

|
∫
Dα

x b(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy| ≤ CenL|f |sne((1+δ)nL+m)ω(ξ)enϕ∗( |α|
n

)
(esnϕ∗( j

sn
)

|ξ|j
)(ρ−δ)

j∑
l=0

(j

l

)
≤ CenL|f |sne((1+δ)nL+m)ω(ξ)enϕ∗( |α|

n
)
( esnϕ∗( j

sn
)

( |ξ|
21/(ρ−δ) )j

)(ρ−δ)

para cada j ≤ N. Como sn
N
ϕ∗( N

sn
) ≤ log( |ξ|

21/(ρ−δ) ) <
sn

N+1
ϕ∗(N+1

sn
), se sigue del lema 0.1.7(1)

que

mı́n
0≤j≤N

( esnϕ∗( j
sn

)

( |ξ|
21/(ρ−δ) )j

)(ρ−δ) ≤ e
−sn(ρ−δ)ω(

|ξ|
21/(ρ−δ)

)+(ρ−δ) log(
|ξ|

21/(ρ−δ)
)

≤ e
−sn(ρ−δ)ω(

|ξ|
21/(ρ−δ)

)+log(
|ξ|

21/(ρ−δ)
)
,
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y en consecuencia

|
∫
Dα

x b(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy| ≤

≤ CenL|f |sne(L(1+δ)n+m)ω(ξ)enϕ∗( |α|
n

)e
−sn(ρ−δ)ω(

|ξ|
21/(ρ−δ)

)+log(
|ξ|

21/(ρ−δ)
)
,

lo que concluye la prueba, pues como en la proposición 1.1.5 basta elegir s suficientemente
grande. �

Nota 1.1.7 Observemos que con la misma demostración tenemos un poco más en las
proposiciones 1.1.5 y 1.1.6. De hecho, la estimación es uniforme si f va variando en un
conjunto acotado B de D(ω)(Ω), puesto que entonces existe una constante Csn que sólo
depende de la seminorma | · |sn cumpliendo

|f |sn ≤ Csn,

para cada f ∈ B.

1.2. Operadores pseudodiferenciales

El objetivo de esta sección es introducir los operadores pseudodiferenciales sobre clases
no-casianaĺıticas de tipo Beurling. Los resultados de la sección anterior, más concretamente
1.1.5 y 1.1.6, nos permiten considerar la integral iterada∫ ( ∫

a(x, y, ξ)ei(x−y)ξf(y)dy
)
dξ,

siendo a(x, y, ξ) una amplitud y f una función test. Sin embargo, esta integral iterada
no siempre es una integral de Lebesgue doble, lo que crea dificultades, por ejemplo para
intercambiar el orden de integración o en los procesos de paso al ĺımite. Para evitar estos
inconvenientes, siguiendo a [10], los operadores pseudodiferenciales en D(ω)(Ω) se obtienen
como ĺımites de operadores cuyo núcleo es una función en E(ω)(Ω×Ω), lo que conseguiremos
aproximando la amplitud mediante amplitudes con soporte compacto en la variable ξ.

Lema 1.2.1 Sea a(x, y, ξ) una amplitud en Sm,ω
ρ,δ (Ω) y Ψ ∈ D(ω)(Rp). Entonces

1. K(x, y) :=
∫
a(x, y, ξ)ei(x−y)ξΨ(ξ)dξ pertenece a E(ω)(Ω× Ω),

2. A : D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω), A(f)(x) :=
∫
K(x, y)f(y)dy, es un operador lineal y conti-

nuo.

Demostración. (1) Fijado un conjunto compacto Q ⊂ Ω×Ω y aplicando el corolario
1.1.4, deducimos que para cada n ∈ N existe una constante C > 0 tal que

|Dµ
xD

ν
ya(x, y, ξ)| ≤ Ce(ρ−δ)nϕ∗( |µ+ν|

n
)|ξ|δ|µ+ν|emω(ξ)
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siempre que (x, y) ∈ Q y |ξ| ≥ 1. Por otro lado, del lema 0.1.6 se obtienen las estimaciones

|ξ|δ|µ+ν| ≤ eδnϕ∗( |µ+ν|
n

)eδnω(ξ) y |ξ||α+γ−µ−ν| ≤ enϕ∗( |α+γ−µ−ν|
n

)enω(ξ),

siempre que |ξ| ≥ 1. Al ser ϕ∗ convexa, nϕ∗( |α+γ−µ−ν|
n

)+nϕ∗( |µ+ν|
n

) ≤ nϕ∗( |α+γ|
n

). Además,∑
µ≤α

(α

µ

)
= 2|α| y

∑
ν≤γ

(γ

ν

)
= 2|γ|, por lo que∑

µ≤α

∑
ν≤γ

(α

µ

)(γ

ν

)
|Dµ

xD
ν
ya(x, y, ξ)||ξ||α−µ||ξ||γ−ν| ≤

Ce((1+δ)n+m)ω(ξ)
∑
µ≤α

∑
ν≤γ

(α

µ

)(γ

ν

)
enϕ∗( |α+γ−µ−ν|

n
)eρnϕ∗( |µ+ν|

n
) ≤

C2|α+γ|enϕ∗( |α+γ|
n

)e((1+δ)n+m)ω(ξ).

Si |ξ| ≤ 1, razonando como en la demostración de la proposición 1.1.5, para cada n ∈ N
existe C > 0 tal que

|Dµ
xD

ν
ya(x, y, ξ)| ≤ Ce(ρ−δ)nϕ∗( |µ+ν|

n
)emω(ξ)

siempre que (x, y) ∈ Q. Y se deduce trivialmente que∑
µ≤α

∑
ν≤γ

(α

µ

)(γ

ν

)
|Dµ

xD
ν
ya(x, y, ξ)||ξ||α−µ||ξ||γ−ν| ≤ C2|α+γ|enϕ∗( |α+γ|

n
)emω(ξ).

Si derivamos paramétricamente la función K(x, y) queda

Dα
xD

γ
yK(x, y) =

∑
µ≤α

∑
ν≤γ

(α

µ

)(γ

ν

) ∫
Dµ

xD
ν
ya(x, y, ξ)ξ

α−µ(−ξ)γ−νΨ(ξ)ei(x−y)ξdξ.

Se obtiene finalmente la estimación

|Dα
xD

γ
yK(x, y)| ≤ Ce|α+γ|enϕ∗( |α+γ|

n
)

∫
e((1+δ)n+m)ω(ξ)|Ψ(ξ)|dξ.

Lo que implica que qQ,n(K) < ∞ para cada n ∈ N, siendo qQ,n la seminorma definida en
el lema 0.1.10. Esto prueba (1).

(2) Sea f ∈ D(ω)(Ω). Fijado un compacto K de Ω tomamos Q := K× supp f , compacto
en Ω× Ω. De las estimaciones obtenidas en (1) queda, para cada x ∈ K, n ∈ N,

|Dα
x (Af)(x)| ≤

∫
|Dα

xK(x, y)||f(y)|dy

≤ Ce|α|enϕ∗( |α|
n

)
( ∫

e((1+δ)n+m)ω(ξ)|Ψ(ξ)|dξ
)( ∫

|f(y)|dy
)
.
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De donde se deduce que

qK,n(Af) ≤ C
( ∫

e((1+δ)n+m)ω(ξ)|Ψ(ξ)|dξ
)( ∫

|f(y)|dy
)
.

Utilizando la fórmula de inversión de Fourier, f(y) = 1
(2π)p

∫
f̂(ξ)eiyξdξ, se concluye que el

último factor de la expresión anterior está acotado por

D

∫
|f̂(ξ)|dξ ≤ D

∫
|f̂(ξ)|eλω(ξ)dξ,

siendo D > 0 una constante que depende de la medida de Lebesgue del soporte de f y λ
cualquier constante positiva. Lo que prueba que el operador A es continuo. �

Sea Ψ ∈ D(ω)(Rp) una función test par tal que Ψ(ξ) = 1 para |ξ| ≤ 1 y Ψ(ξ) = 0 para
|ξ| ≥ 2. Ponemos

(Aδf)(x) :=

∫∫
a(x, y, ξ)ei(x−y)ξf(y)Ψ(δξ)dydξ.

Teorema 1.2.2 Sea a(x, y, ξ) una amplitud en Sm,ω
ρ,δ (Ω). Entonces

1. Para cada f ∈ D(ω)(Ω) existe A(f) := E(ω)(Ω)− ĺımδ→0+Aδ(f) y

A : D(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω)

es un operador lineal y continuo,

2. (Af)(x) =
∫ ( ∫

a(x, y, ξ)ei(x−y)ξf(y)dy
)
dξ.

Demostración. (1) Fijamos un conjunto compacto K ⊂ Ω y n ∈ N. Ponemos

I(x, ξ) :=

∫
a(x, y, ξ)f(y)ei(x−y)ξdy =

∫
b(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy,

donde b(x, y, ξ) := a(x, y, ξ)eixξ. Y aplicamos la proposición 1.1.6 para conseguir, mediante
derivación paramétrica, una constante C > 0 tal que

|Dα
xI(x, ξ)|e−nϕ∗( |α|

n
) ≤ Ce−ω(ξ)

para cada x ∈ K, α ∈ Np
0 y ξ ∈ Rp.

Dados 0 < δ2 < δ1 < 1 y x ∈ K, tenemos

(Aδ1f − Aδ2f)(x) =

∫
I(x, ξ)(Ψ(δ1ξ)−Ψ(δ2ξ))dξ.
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De donde

|Dα(Aδ1f − Aδ2f)(x)|e−nϕ∗( |α|
n

) ≤ C

∫
e−ω(ξ)|Ψ(δ1ξ)−Ψ(δ2ξ)|dξ.

Considerando ahora la seminorma | · |K,n definida en 0.1.8 obtenemos la siguiente esti-
mación

|Aδ1f − Aδ2f |K,n ≤ C

∫
e−ω(ξ)|Ψ(δ1ξ)−Ψ(δ2ξ)|dξ.

Como Ψ(δ1ξ) = Ψ(δ2ξ) si |ξ| ≥ 2
δ2

o si |ξ| ≤ 1
δ1

se tiene finalmente que

|Aδ1f − Aδ2f |K,n ≤ C
∫
|ξ|≥ 1

δ1

e−ω(ξ)|Ψ(δ1ξ)−Ψ(δ2ξ)|dξ

por lo que existe el ĺımite A(f) := E(ω)(Ω)− ĺımδ→0+Aδ(f). Una aplicación del principio de
acotación uniforme da la continuidad de A : D(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω) (proposición [35, 23.27]).
(2) Obsérvese que

(Af)(x) = ĺım
n→∞

∫ ( ∫
a(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy

)
eixξΨ(

ξ

n
)dξ.

Dado que para todo k ∈ N existe C > 0 tal que |
∫
a(x, y, ξ)f(y)e−iyξdy| ≤ Ce−kω(ξ) para

cada ξ ∈ Rp, podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada para concluir que
(Af)(x) =

∫ ( ∫
a(x, y, ξ)ei(x−y)ξf(y)dy

)
dξ. �

Definición 1.2.3 El operador A : D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) introducido en el teorema 1.2.2 se
llama operador pseudodiferencial asociado a la amplitud a(x, y, ξ).

En caso de que a(x, y, ξ) = p(x, ξ) el operador pseudodiferencialA se denota por P (x,D)
y se tiene que

P (x,D)f =

∫
p(x, ξ)eixξf̂(ξ)dξ (2.4)

para cada f ∈ D(ω)(Ω). Es obvio que la expresión anterior tiene sentido para f ∈ D(ω)(Rp),
e incluso para un clase de funciones mayor.

Proposición 1.2.4 El operador P (x,D) asociado al śımbolo p(x, ξ) en Sm,ω
ρ,δ (Ω) se puede

extender a DL1,(ω)(Rp). La extensión es lineal y continua y toma valores en E(ω)(Ω).

Demostración. Dada f ∈ DL1,(ω)(Rp) y k ∈ N, su transformada de Fourier satisface

sup
ξ∈Rp

|f̂(ξ)|ekω(ξ) ≤ C ‖ f ‖1,k+1

para cierta constante C que solo depende del peso ω (véase [16, 1.1.23]). Por lo tanto, la
integral (2.4) es convergente también para f ∈ DL1,(ω)(Rp). Aśı P (x,D) se puede extender
a DL1,(ω)(Rp), y la extensión es lineal.
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Si derivamos paramétricamente la integral que define el operador P (x,D) queda

Dα
x (P (x,D)f) =

∑
β≤α

(α

β

) ∫
Dα−β

x p(x, ξ)ξβ f̂(ξ)eixξdξ,

siendo α, β ∈ Np
0.

Dado que la transformada de Fourier de Dβf(ξ) cumple ξβ f̂(ξ) = D̂βf(ξ), se tiene que

|Dα
x (P (x,D)f)| ≤

∑
β≤α

(α

β

) ∫
|D̂βf(ξ)||Dα−β

x p(x, ξ)|dξ.

Fijamos ahora un compacto K ⊂ Ω. Razonando como en la proposición 1.1.5, existe
una sucesión de números positivos (Cn) tal que

|Dγ
xp(x, ξ)| ≤ Cne

nϕ∗( |γ|
n

)e(m+nδ)ω(ξ)

para cada multi-́ındice γ, cada x ∈ K y ξ ∈ Rp. La función Dβf(ξ) también pertenece a
DL1,(ω)(Rp) y, aplicando ahora, como antes, [16, 1.1.23] obtenemos

sup
ξ∈Rp

|D̂βf(ξ)|e(n+m)ω(ξ) ≤ C ‖ Dβf ‖1,n+m+1 .

Por las propiedades de ϕ∗ (proposición 0.1.5(3)) se tiene que

e(2n+2m+2)ϕ∗( |α|+|β|
2n+2m+2

) ≤ e(n+m+1)ϕ∗( |α|
n+m+1

)+(n+m+1)ϕ∗( |β|
n+m+1

)

≤ e(n+m+1)ϕ∗( |α|
n+m+1

)+nϕ∗( |β|
n

),

siendo α un multi-́ındice. Entonces

‖ Dβf ‖1,n+m+1 = sup
α∈Np

0

‖ (Dβf)(α) ‖L1 e
−(n+m+1)ϕ∗( |α|

n+m+1
)

≤ enϕ∗( |β|
n

) sup
α∈Np

0

‖ (Dβf)(α) ‖L1 e
−(2n+2m+2)ϕ∗( |α+β|

2n+2m+2
)

≤ enϕ∗( |β|
n

) sup
α∈Np

0

‖ f (α) ‖L1 e
−(2n+2m+2)ϕ∗( |α|

2n+2m+2
)

= ‖ f ‖1,2m+2n+2 e
nϕ∗( |β|

n
).

Lo que implica

sup
ξ∈Rp

|D̂βf(ξ)|e(n+m)ω(ξ) ≤ C ‖ Dβf ‖1,n+m+1≤ C ‖ f ‖1,2n+2m+2 e
nϕ∗( |β|

n
).
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De lo anterior tenemos

|Dα
x (P (x,D)f)| ≤

∑
β≤α

(α

β

) ∫
|D̂βf(ξ)||Dα−β

x p(x, ξ)|dξ

≤ Cn

∑
β≤α

(α

β

)
enϕ∗( |α−β|

n
)

∫
|D̂βf(ξ)|e(n+m)ω(ξ)en(δ−1)ω(ξ)dξ

≤ CCn ‖ f ‖1,2n+2m+2

∑
β≤α

(α

β

)
enϕ∗( |α−β|

n
)enϕ∗( |β|

n
)

∫
en(δ−1)ω(ξ)dξ

≤ CCn ‖ f ‖1,2n+2m+2 e
nϕ∗( |α|

n
)
∑
β≤α

(α

β

) ∫
en(δ−1)ω(ξ)dξ.

Como
∑

β≤α

(α

β

)
= 2|α| ≤ e|α|, finalmente conseguimos

qK,n(P (x,D)f) ≤ CCn ‖ f ‖1,2n+2m+2

∫
e−ω(ξ)dξ,

para n bastante grande, lo que concluye la prueba. �

Teorema 1.2.5 El operador pseudodiferencial A asociado a la amplitud a(x, y, ξ) en Sm,ω
ρ,δ (Ω)

admite una extensión lineal y continua E ′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω).

Demostración. Consideremos b(x, y, ξ) := a(y, x,−ξ), que es una amplitud en la clase
Sm,ω

ρ,δ (Ω), y denotemos por B : D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) el operador pseudodiferencial asociado.
Entonces el operador traspuesto de B, Bt : E ′(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω), es lineal y continuo. Para

concluir sólo tenemos que probar que Bt es la extensión de A buscada. Para ver esto,
ponemos (Bδf)(x) :=

∫ ∫
b(x, y, ξ)ei(x−y)ξf(y)Ψ(δξ)dydξ, siendo δ > 0. Si comprobamos

que, dadas ϕ, φ ∈ D(ω)(Ω),

∫
ϕ(Bδφ) =

∫
(Aδϕ)φ,

razonando como en 1.2.2(2) (con el teorema de la Convergencia Dominada) se tendrá que∫
ϕ(Bφ) =

∫
(Aϕ)φ, lo que demuestra que Bt|D(ω)(Ω) = A.
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La comprobación de la igualdad que completa la prueba es sencilla:∫
ϕ(x)(Bδφ)(x)dx =

∫
ϕ(x)

( ∫
a(y, x,−ξ)φ(y)ei(x−y)ξΨ(δξ)dydξ

)
dx

=

∫
a(y, x,−ξ)ϕ(x)φ(y)ei(x−y)ξΨ(δξ)dxdydξ

=

∫
a(x, y,−ξ)ϕ(y)φ(x)ei(y−x)ξΨ(δξ)dydxdξ

=

∫
a(x, y, ξ)ϕ(y)φ(x)ei(x−y)ξΨ(−δξ)dydxdξ

=

∫
φ(x)

( ∫
a(x, y, ξ)ϕ(y)ei(x−y)ξΨ(δξ)dydξ

)
dx

=

∫
(Aδϕ)(x)φ(x)dx,

lo que concluye la demostración. �

Corolario 1.2.6 Sea A : D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) un operador pseudodiferencial con amplitud
a(x, y, ξ). Entonces At|D(ω)(Ω) : D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) es un operador pseudodiferencial con
amplitud a(y, x,−ξ).

En el caso de que el operador venga definido por un śımbolo la extensión se puede dar
expĺıcitamente.

Teorema 1.2.7 La extensión P (x,D) : E ′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω) del operador pseudodiferencial

P (x,D) viene dada por

< P (x,D)µ, ψ >=

∫
µ̂(ξ)

( ∫
eixξp(x, ξ)ψ(x)dx

)
dξ.

Demostración. De la definición de śımbolo para p(x, ξ) existen C > 0 y m ∈ N tales que

|p(x, ξ)| ≤ Cemω(ξ),

para cada x ∈ suppψ y ξ ∈ Rp. Lo que prueba que la integral∫ ( ∫
eixξp(x, ξ)ϕ̂(ξ)dξ

)
ψ(x)dx

es absolutamente convergente.
Por lo tanto

< P (x,D)ϕ, ψ > =

∫ ( ∫
eixξp(x, ξ)ϕ̂(ξ)dξ

)
ψ(x)dx

Fubini
=

∫
ϕ̂(ξ)

( ∫
eixξp(x, ξ)ψ(x)dx

)
dξ
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para cada ϕ, ψ ∈ D(ω)(Ω). Aśı, sólo tenemos que probar que P (x,D) : E ′(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω)
es un operador bien definido, lineal y continuo. Para hacer esto, sea F un conjunto acotado
en E ′(ω)(Ω) y µ ∈ F . Por el teorema de Paley-Wiener-Schwartz 0.1.16 existen constantes

A > 0 y D > 0 tales que |µ̂(ξ)| ≤ DeAω(ξ) para cada ξ ∈ Rp y µ ∈ F .
Sea B un conjunto acotado en D(ω)(Ω) y ψ ∈ B. Fijada k := A + 1, se deduce de la

proposición 1.1.5 que existe cierta constante C > 0 tal que

|
∫
eixξp(x, ξ)ψ(x)dx| ≤ Ce−kω(ξ),

siempre que ξ ∈ Rp. En virtud de la nota 1.1.7, la estimación obtenida es uniforme para
cada ψ ∈ B. Entonces tenemos

|µ̂(ξ)
( ∫

eixξp(x, ξ)ψ(x)dx
)
| ≤ CDe−ω(ξ) (ψ ∈ B),

de donde se sigue que P (x,D)µ : D(ω)(Ω) → C está acotado sobre conjuntos acotados
y, consecuentemente, P (x,D)µ ∈ D′(ω)(Ω). Más aun, las estimaciones obtenidas también

prueban que P (x,D) : E ′(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω) transforma conjuntos acotados de E ′(ω)(Ω) en

conjuntos débilmente acotados de D′(ω)(Ω), por lo que concluimos que P (x,D) es continuo.
�

La correspondencia entre amplitudes y operadores no es uno a uno, esto es, dos ampli-
tudes distintas pueden definir el mismo operador como se verá más adelante (proposición
1.3.2). La situación es mucho mejor para śımbolos.

Corolario 1.2.8 Sean p(x, ξ) y q(x, ξ) dos śımbolos en Sm,ω
ρ,δ (Rp) que definen el mismo

operador pseudodiferencial. Entonces p(x, ξ) = q(x, ξ).

Demostración. Ponemos r(x, ξ) := p(x, ξ)−q(x, ξ). Pretendemos demostrar que r(x, ξ) =
0. Por hipótesis R(x,D) es el operador nulo y consecuentemente < R(x,D)δy, ψ >= 0 para
cada y ∈ Rp y ψ ∈ D(ω)(Rp). Se deduce ahora del teorema 1.2.7 que∫

e−iyξ
( ∫

eixξr(x, ξ)ψ(x)dx
)
dξ = 0 para todo y ∈ Rp, ψ ∈ D(ω)(Rp).

Fijada ψ ∈ D(ω)(Rp) tomamos I(ξ) :=
∫
eixξr(x, ξ)ψ(x)dx, que es una función continua

en L1 ∩ L2. Hemos probado que la transformada de Fourier Î(y) de la función I(ξ) se
anula en todo en punto y ∈ Rp, de donde se sigue que

∫
eixξr(x, ξ)ψ(x)dx = 0 para cada

ψ ∈ D(ω)(Rp) y ξ ∈ Rp. Aśı, r(x, ξ) = 0 en todo punto. �

En algunos casos se puede recuperar el śımbolo a partir del operador pseudodiferencial
que define. La proposición 1.5.5 mejorará el corolario anterior y el resultado que damos a
continuación.
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Proposición 1.2.9 Sea p(x, ξ) un śımbolo en Sm,ω
ρ,δ (Rp) y supongamos que P (x,D) admite

una extensión lineal y continua A : E(ω)(Rp)→ E(ω)(Rp). Entonces

p(x, ξ) =
1

(2π)p
e−ixξA(ei(.)ξ)(x).

Demostración. Como At :E ′(ω)(Rp)→E ′(ω)(Rp), se deduce del corolario 1.2.6 que

At|D(ω)(Rp) : D(ω)(Rp)→ D(ω)(Rp)

es un operador pseudodiferencial con amplitud b(x, y, ξ) := p(y,−ξ). Entonces, para cada
ϕ ∈ D(ω)(Rp) obtenemos (como en el teorema 1.2.2(2)),

(Atϕ)(x) =

∫
eixξ

( ∫
p(y,−ξ)ϕ(y)e−iyξdy

)
dξ.

Definimos I(ξ) :=
∫
p(y,−ξ)ϕ(y)e−iyξdy. Se tiene que I ∈ L1 y además Î(−x) = (Atϕ)(x)

lo cual implica, en particular, que Î ∈ D(ω)(Rp). Aśı

< A(ei(.)ξ), ϕ > =

∫
eixξ Î(−x)dx

= (2π)pI(−ξ) = (2π)p

∫
p(x, ξ)ϕ(x)eixξdx, ϕ ∈ D(ω)(Rp)

de donde

A(ei(·)ξ)(x) = (2π)pp(x, ξ)eixξ, para cada x, ξ ∈ Rp,

lo que concluye la prueba. �

En muchos de los resultados que obtendremos en adelante se necesitan condiciones más
fuertes en la definición de amplitud.

Definición 1.2.10 Sea Ω un conjunto abierto en Rp, 0 ≤ δ < ρ ≤ 1, d := ρ − δ y
supongamos que ω(t) = o(td) cuando t → ∞. Una amplitud en ASm,ω

ρ,δ (Ω) es una función
a(x, y, ξ) en C∞(Ω × Ω × Rp) tal que para cada conjunto compacto Q ⊂ Ω × Ω existen
R ≥ 1, B ≥ 1 y una sucesión Cn > 0, n ∈ N con la propiedad

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|
n

)emω(ξ)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ (2.5)

para cada n ∈ N, (x, y) ∈ Q, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

).

Una amplitud en ASm,ω
ρ,δ (Ω) se dice de orden finito si satisface las desigualdades ante-

riores con (1 + |ξ|)m en lugar de emω(ξ).
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Nota 1.2.11 Se puede establecer un resultado análogo al lema 1.1.3 para esta nueva defini-
ción de amplitud. Es decir, podemos considerar la estimación

A|α+γ|e(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|
n

),

siendoA ≥ 1 una constante que depende del compactoQ, que es equivalente a e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|
n

)

en la expresión (2.5). O sustituir (1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ por |ξ|δ|α+γ|−ρ|β|.

Proposición 1.2.12 Sea ω una función peso de manera que ω(t) = o(td), d := ρ− δ. Se
verifica:

ASm,ω
ρ,δ (Ω) ⊂ Sm,ω

ρ,δ (Ω).

Demostración. Por 1.1.3 bastará comprobar que para cada n ∈ N existe una cons-
tante Dn > 0 que cumple

|α|! ≤ Dne
(ρ−δ)nϕ∗( |α|

n
), α ∈ Np

0.

Aplicando la fórmula de Stirling, bastará comprobar la desigualdad

|α||α|
√

2π|α|
e|α|

≤ Dne
(ρ−δ)nϕ∗( |α|

n
).

Como (ϕ∗)∗ = ϕ,

e|α| log |α|−(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

) = e(ρ−δ)n
[
|α|
n

log(|α|
1

ρ−δ )−ϕ∗( |α|
n

)
]

≤ e(ρ−δ)nω(|α|
1

ρ−δ )

Además, la condición que se le exige a la función peso es equivalente a que ω(t1/(ρ−δ)) = o(t)
cuando t→∞. Aśı, dado n ∈ N existe An > 0 tal que

ω(t1/(ρ−δ)) ≤ An +
1

n+ 1
t,

para cada t > 0. Como log t = o(ω(t)), existe B > 0 tal que

1

2
log(2πt) ≤ B + (ρ− δ)ω(t1/(ρ−δ)),

para todo t > 0. En particular

(ρ− δ)nω(t1/(ρ−δ)) ≤ (ρ− δ)(n+ 1)ω(t1/(ρ−δ))− (ρ− δ)ω(t1/(ρ−δ)) ≤

≤ An(n+ 1)(ρ− δ) +B + t− 1

2
log(2πt).

Por lo tanto, para cada n ∈ N existe Dn > 0 tal que e(ρ−δ)nω(|α|
1

ρ−δ ) ≤ Dn
e|α|√
2π|α|

, para todo

multi-́ındice α. Usando la proposición 0.1.5 se obtiene la desigualdad buscada. �
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Proposición 1.2.13 Sean ω y σ dos funciones peso tales que σ = O(ω). Si a(x, y, ξ)
es una amplitud de orden finito respecto de ω, también es una amplitud de orden finito
respecto de σ.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que σ ≤ ω (basta sustituir
σ por un peso equivalente). Por otra parte, por la nota 0.1.4(c) se tiene que ϕ∗ω ≤ ϕ∗σ, de
donde, aprovechando la notación de la definición anterior 1.2.10,

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗ω(
|α+γ|

n
)(1 + |ξ|)m(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ

≤ CnB
|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗σ(

|α+γ|
n

)(1 + |ξ|)m+|α+γ|δ−|β|ρ.

�

Corolario 1.2.14 Sean ω y σ dos funciones peso tales que σ = O(ω), y a(x, y, ξ) la am-
plitud de orden finito respecto de ω que define el operador pseudodiferencial A : D(ω)(Ω)→
E(ω)(Ω). Entonces, A admite extensión lineal y continua

A : D(σ)(Ω)→ E(σ)(Ω).

Proposición 1.2.15 Sea ai(x, y, ξ) una amplitud en Smi,ω
ρ,δ (Ω) (resp. en ASmi,ω

ρ,δ (Ω)), i =

1, 2. Entonces la función a1(x, y, ξ)a2(x, y, ξ) es una amplitud en Sm1+m2,ω
ρ,δ (Ω) (resp. en

ASm1+m2,ω
ρ,δ (Ω)).

Demostración. Veremos sólo el caso ai ∈ ASmi,ω
ρ,δ (Ω), i = 1, 2. Todos los argumentos

usados en el otro caso aparecen en el caso anaĺıtico. Fijado un compacto Q ⊂ Ω×Ω, existen
una sucesión (Cn) y una constante R ≥ 1 tales que

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ ai(x, y, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|
n

)emiω(ξ)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ

para cada n ∈ N, (x, y) ∈ Q, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

), i = 1, 2.
De la fórmula de Leibniz:∣∣Dα

xD
γ
yD

β
ξ (a1(x, y, ξ)a2(x, y, ξ))

∣∣ ≤
≤

∑
µ≤α

∑
ν≤γ

∑
θ≤β

(α

µ

)(γ

ν

)(β

θ

)
|Dµ

xD
ν
yD

θ
ξa1(x, y, ξ)| · |Dα−µ

x Dγ−ν
y Dβ−θ

ξ a2(x, y, ξ)| ≤

≤ Cn
2e(m1+m2)ω(ξ)

∑
µ≤α

∑
ν≤γ

∑
θ≤β

(α

µ

)(γ

ν

)(β

θ

)
θ!(β − θ)!B|θ|+|β−θ| ·

· e(ρ−δ)nϕ∗( |µ+ν|
n

)

(1 + |ξ|)ρ|θ|−δ|µ+ν| ·
e(ρ−δ)nϕ∗( |α−µ+γ−ν|

n
)

(1 + |ξ|)ρ|β−θ|−δ|α−µ+γ−ν| .

De la convexidad de ϕ∗ y de la propiedad∑
µ≤α

∑
ν≤γ

(α

µ

)(γ

ν

)
= 2|α+γ|
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se deduce entonces que∣∣Dα
xD

γ
yD

β
ξ (a1(x, y, ξ)a2(x, y, ξ))

∣∣ ≤
≤ Cn

2e(m1+m2)ω(ξ)B|β|β!2|α+γ+β|e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|
n

)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ,

para cada n ∈ N, (x, y) ∈ Q, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

). Lo que finaliza la prueba. �

1.3. Ejemplos

Examinamos varios ejemplos para demostrar que la clase de los operadores pseudodiferen-
ciales contiene suficientes elementos. En lo que sigue, supondremos que Ω es un abierto de
Rp.

1.3.1. El caso C∞

Supongamos que ω(t) := log(1 + t). Este es un caso ĺımite que no estamos con-
siderando, ya que ω no satisface la propiedad γ en la definición 0.1.2. Se cumple que
ϕ∗(t) = sups≥0{st− ω(es)} = sups≥0{st− log(1 + es)} = +∞ para cada t > 1. Se cumple
además que E(ω)(Ω) = C∞(Ω). En efecto, si f ∈ C∞(Ω), fijados un compacto K ⊂ Ω y
n ∈ N queremos probar que existe cierta constante Cn > 0 que cumple

|f (α)(x)| ≤ Cn exp(nϕ∗(
|α|
n

)),

para cada x ∈ K y cada multi-́ındice α. Pero ϕ∗( |α|
n

) = +∞ cuando |α| > n, con lo cual la
estimación anterior es obvia.

El mismo argumento permite comprobar que a(x, y, ξ) es una amplitud en la clase
Sm,ω

ρ,δ (Ω) cuando ω(t) = log(1 + t) si, y sólo si, para cada compacto Q ⊂ Ω × Ω y cada
α, β, γ ∈ Np

0 existe una constante C > 0 tal que

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)m+δ(|α+γ|)−ρ|β|,

siempre que (x, y) ∈ Q y ξ ∈ Rp. Luego Sm,ω
ρ,δ (Ω) es la clase de śımbolos definida por Grigis

y Sjöstrand [18].

1.3.2. El caso Gevrey

Tomamos ahora ω(t) := td, 0 < d < 1. Entonces E(ω)(Ω) es una clase de Gevrey de
tipo Beurling (ver 0.1.17). En este caso nϕ∗( t

n
) = n sups≥0{s t

n
− esd} = t

d
log( t

nd
) − t

d
(se

comprueba que la función gt(s) = st − esd tiene un punto cŕıtico en s = 1
d
log( t

d
), que

es máximo). Veamos que, de la fórmula de Stirling, para cada n ∈ N existen constantes
positivas An y Bn tales que

An(α!)
1
d (

1

nd
)
|α|
d ≤ enϕ∗( |α|

n
) ≤ Bn(α!)

1
d (

2p

nd
)
|α|
d .
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Observemos primero que enϕ∗( |α|
n

) =
(
( |α|

nd
)|α|e−|α|

) 1
d , y además de la fórmula de Stirling

|α||α|e−|α| ∼ |α|!
√

2π|α|, por lo que para cada n ∈ N existen constantes positivas An y Bn

de manera que

An(|α|!
√

2π|α|)
1
d

( 1

nd

) |α|
d ≤ enϕ∗( |α|

n
) ≤ Bn(|α|!

√
2π|α|)

1
d

( 1

nd

) |α|
d .

Ahora, si α ∈ Np
0, se sigue del lema 0.1.1 que α! ≤ |α|! ≤ p|α|α!, de donde

An(α!)
1
d

( 1

nd

) |α|
d ≤ An(|α|!

√
2π|α|)

1
d

( 1

nd

) |α|
d

≤ enϕ∗( |α|
n

)

≤ Bn(|α|!
√

2π|α|)
1
d

( 1

nd

) |α|
d

≤ Bn(α!)
1
d (p|α|

√
2π|α|)

1
d

( 1

nd

) |α|
d

≤ Cn(α!)
1
d

( 2p

nd

) |α|
d ,

como queŕıamos.
Entonces, a(x, y, ξ) es una amplitud en ASm,ω

1,0 (Ω) si, y sólo si, para cada conjunto
compacto K ⊂ Ω existen R ≥ 1, B ≥ 1 tales que para cada λ > 0 encontramos una
constante C > 0 cumpliendo

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ CB|β|β!(α!)

1
d (γ!)

1
dλ|α|+|γ|(1 + |ξ|)−|β| exp[|ξ|d]

para cada (x, y) ∈ K y |ξ| ≥ R|β| 1dλ.
Esto se puede comparar con la definición de amplitud en las clases de Gevrey (de tipo
Roumieu) que se encuentra por ejemplo en Rodino [38, p. 117, 130].

1.3.3. Operadores diferenciales de orden finito

Los operadores diferenciales lineales en derivadas parciales con coeficientes en E(ω)(Ω)
son ejemplos de operadores pseudodiferenciales definidos por śımbolos de orden finito.
Consideremos el operador diferencial con coeficientes variables en E(ω)(Ω),

P (x,D) =
∑
|γ|≤m

aγ(x)D
γ.

Veamos que la función p(x, ξ) = 1
(2π)p

∑
|γ|≤m aγ(x)ξ

γ es un śımbolo en ASm,ω
1,0 (Ω) (de or-

den finito) para este operador. Observemos primero que la derivada Dα
xD

β
ξ (aγ(x)ξ

γ) =

Dα(aγ(x))
γ!

(γ−β)!
ξγ−β siempre que β ≤ γ, y se anula en otro caso. Además, fijados un com-

pacto K ⊂ Ω y n ∈ N existe una constante Cn > 0 tal que |Dα
x (aγ(x))| ≤ Cne

nϕ∗( |α|
n

) para
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cada |γ| ≤ m y x ∈ K, por lo que, para cada ξ ∈ Rp,

|Dα
xD

β
ξ (aγ(x)ξ

γ)| ≤ |Dα
xaγ(x)|

γ!

(γ − β)!
(1 + |ξ|)|γ−β|

≤ Cne
nϕ∗( |α|

n
)
(γ

β

)
β!(1 + |ξ|)|γ|−|β| (3.6)

≤ Cne
nϕ∗( |α|

n
)
(γ

β

)
β!(1 + |ξ|)m−|β|

siempre que β ≤ γ y |γ| ≤ m. De propiedades de multi-́ındices (lema 0.1.1) se cumple que(γ

β

)
≤ 2|γ| ≤ 2m, de donde

|Dα
xD

β
ξ (p(x, ξ))| ≤ Cn

(2π)p
β!enϕ∗( |α|

n
)(1 + |ξ|)m−|β|

∑
|γ|≤m

(γ

β

)
(3.7)

≤ Cn

(2π)p
β!enϕ∗( |α|

n
)2m(1 + |ξ|)m−|β|( ∑

|γ|≤m

1
)
,

luego p(x, ξ) es un śımbolo, puesto que el último factor de la expresión anterior sólo depende
de m. Además,

P (x,D)ϕ =

∫
p(x, ξ)eixξϕ̂(ξ)dξ,

para cada ϕ ∈ D(ω)(Ω).

1.3.4. Operadores regularizantes.

Los resultados siguientes caracterizan los operadores regularizantes como aquellos cuyo
núcleo es una función ultradiferenciable y muestran que son ejemplos de operadores pseu-
dodiferenciales.

Proposición 1.3.1 Supongamos que b(x, y, ξ) ∈ E(ω)(Ω× Ω× Rp) y existe B > 0 tal que

b(x, y, ξ) = 0 si |ξ| ≥ B. Entonces b(x, y, ξ) es una amplitud en AS0,ω
1,0 (Ω).

En particular, si ϕ(ξ) es una función test (en D(ω)(Rp)) que sólo depende de la tercera

variable, entonces ϕ ∈ AS0,ω
ρ,δ (Ω), para cada 0 ≤ δ < ρ ≤ 1.

Demostración. Dado n ∈ N, supongamos que log |ξ| ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

).

Al ser ĺımt→∞
ϕ∗(t)

t
= +∞, existe Ln ∈ N tal que si |β| > Ln, entonces |ξ| ≥ B y, en ese

caso, Dβ
ξ b(x, y, ξ) = 0.

Fijados un compacto Q de Ω × Ω, α, γ ∈ Np
0 y β ∈ Np

0 con |β| ≤ Ln, como b(x, y, ξ) ∈
E(ω)(Ω× Ω× Rp), existe Cn > 0 tal que

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ b(x, y, ξ)| ≤ Cne

nϕ∗( |α+γ|
n

)+nϕ∗( |β|
n

),
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siempre que (x, y) ∈ Q y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

). Podemos suponer que |ξ| ≤ B (en caso

contrario b(x, y, ξ) = 0), y aśı

nϕ∗(
|β|
n

) ≤ |β| log(1 + |ξ|) ≤ log(1 +B)|β|

y (1 + |ξ|)|β| ≤ (1 +B)Ln

con lo cual, si llamamos Dn := Cn(1 +B)Ln ,

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ b(x, y, ξ)| ≤ Dne

nϕ∗( |α+γ|
n

)(1 +B)|β|(1 + |ξ|)−|β|,

para todo (x, y) ∈ Q y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

).

Si b(x, y, ξ) = ϕ(ξ) es una función test (en D(ω)(Rp)) basta tener en cuenta que

(1 + |ξ|)−|β| ≤ (1 + |ξ|)−|β|ρ,

para cada 0 < ρ ≤ 1. �

Proposición 1.3.2 Sea K(x, y) ∈ E(ω)(Ω × Ω), χ ∈ D(ω)(Rp) tal que
∫
χ = 1. Entonces

se cumple:

1. La función a(x, y, ξ) := K(x, y)e−i(x−y)ξχ(ξ) es una amplitud en AS0,ω
1,0 (Ω).

2. El operador pseudodiferencial asociado a la amplitud a(x, y, ξ) es A : D(ω)(Ω) →
E(ω)(Ω), (Aϕ)(x) =

∫
K(x, y)ϕ(y)dy.

Demostración. (1) Es consecuencia inmediata de la proposición 1.3.1.
(2) Ya sabemos que (véase el teorema 1.2.2)

(Aϕ)(x) =

∫ ( ∫
a(x, y, ξ)ei(x−y)ξϕ(y)dy

)
dξ

=

∫ ( ∫
K(x, y)ϕ(y)dy

)
χ(ξ)dξ

=

∫
K(x, y)ϕ(y)dy.

�

El siguiente resultado clarifica el papel que juegan los los operadores integrales definidos
por núcleos en E(ω)(Ω×Ω). Aunque la demostración es estándar, hemos decidido incluirla
para que la memoria sea lo más completa posible.

Proposición 1.3.3 Sea T : D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) un operador lineal y continuo. Son equi-
valentes:

1. T admite una extensión lineal y continua T̃ : E ′(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω).
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2. Existe K(x, y) ∈ E(ω)(Ω× Ω) tal que

(Tϕ)(x) =

∫
K(x, y)ϕ(y)dy, ϕ ∈ D(ω)(Ω).

Demostración. (1) ⇒ (2): Definimos K(x, y) := T̃ (δy)(x). Vamos a comprobar que
K ∈ E(ω)(Ω× Ω). En primer lugar observamos que si 1 ≤ i ≤ p, y0 ∈ Ω, se tiene

−∂yi
δy0 = E ′(ω)(Ω)− ĺım

t→0

δy0+tei
− δy0

t
,

en la topoloǵıa débil. En efecto, si f ∈ E(ω)(Ω) entonces < f,
δy0+tei−δy0

t
>= f(y0+tei)−f(y0)

t
,

que converge cuando t→ 0 a ∂yi
f(y0) =< f,−∂yi

δy0 > . Por ser T̃ débilmente continua, se
sigue que, para cada µ ∈ E ′(ω)(Ω),

< µ, T̃
(δy0+tei

− δy0

t

)
>

t→0−→< µ, T̃ (−∂yi
δy0) >

y en particular, dado x0 ∈ Ω tomamos µ = δx0 y queda

K(x0, y0 + tei)−K(x0, y0)

t

t→0−→ T̃ (−∂yi
δy0)(x0).

Por inducción, dado α ∈ Np
0 se tiene

∂α
yK(x0, y0) = T̃ ((−1)|α|∂α

y δy0)(x0).

Además T̃ ((−1)|α|∂α
y δy0)(·) ∈ E(ω)(Ω) y por lo tanto existe ∂β

x∂
α
yK(x, y) (y es continua en

Ω× Ω), lo que prueba que K(x, y) es de clase C∞.
Dados k ∈ N y un compacto D ⊂ Ω, el conjunto

{(−1)|α|∂α
y δy0e

−kϕ∗( |α|
k

) : α ∈ Np
0, y0 ∈ D}

es acotado en E ′(ω)(Ω), ya que si f ∈ E(ω)(Ω) entonces | < f, (−1)|α|∂α
y δy0e

−kϕ∗( |α|
k

) > | =
|f (α)(y0)|e−kϕ∗( |α|

k
). En consecuencia

{T̃ ((−1)|α|∂α
y δy0)e

−kϕ∗( |α|
k

) : α ∈ Np
0, y0 ∈ D}

es acotado en E(ω)(Ω), de donde se sigue que para cada compacto K ⊂ Ω,

sup
(x,y)∈K×D

sup
α,β
|∂β

x∂
α
yK(x, y)|e−kϕ∗( |α+β|

k
) ≤

≤ sup
(x,y)∈K×D

sup
α,β
|∂β

x T̃ ((−1)|α|∂α
y δy)(x)|e−kϕ∗( |α|

k
)e−kϕ∗( |β|

k
) < +∞,
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y K ∈ E(ω)(Ω× Ω).

Por último, fijado ϕ ∈ D(ω)(Ω), veamos que

(Tϕ)(x) =

∫
K(x, y)ϕ(y)dy.

Para ello, definimos µ :=
∫
ϕ(y)δydy ∈ E ′(ω)(Ω). Si f ∈ E(ω)(Ω) entonces < µ, f >=∫

ϕ(y)f(y)dy, lo que prueba que µ = ϕ. Por ser T̃ lineal y continuo queda

T (ϕ) = T̃ (

∫
ϕ(y)δydy) =

∫
ϕ(y)T̃ (δy)dy,

que es una integral vectorial en E(ω)(Ω). Luego

T (ϕ)(x) = < δx,

∫
ϕ(y)T̃ (δy)dy >

=

∫
ϕ(y)T̃ (δy)(x)dy

=

∫
ϕ(y)K(x, y)dy.

(2)⇒ (1): Como T es un operador pseudodiferencial, admite extensión lineal y continua

T̃ : E ′(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω). Cada µ ∈ E ′(ω)(Ω) es ĺımite de una sucesión {un} ⊆ D(ω)(Ω).

Comprobaremos que {T̃ (un)} es de Cauchy en E(ω)(Ω), de donde T̃ µ ∈ E(ω)(Ω). Entonces,

por el teorema de la gráfica cerrada, T̃ : E ′(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω) es continuo.

Dado un compacto Q ⊂ Ω y k ∈ N, el conjunto

B := {∂α
xK(x, ·)e−kϕ∗( |α|

k
) : x ∈ Q, α ∈ Np

0}

es acotado en E(ω)(Ω). En efecto, de la convexidad de la función ϕ∗, se tiene 2kϕ∗( |α+β|
2k

) ≤
kϕ∗( |α|

k
) + kϕ∗( |β|

k
), siendo α, β dos multi-́ındices. De donde, fijado un compacto D ⊂ Ω,

sup
(x,y)∈Q×D

sup
α, β

∣∣∂β
y ∂

α
xK(x, y)

∣∣ e−kϕ∗( |α|
k

)−kϕ∗( |β|
k

) ≤

≤ sup
(x,y)∈Q×D

sup
α, β

∣∣∂β
y ∂

α
xK(x, y)

∣∣ e−2kϕ∗( |α+β|
2k

) < +∞,

pues K ∈ E(ω)(Ω× Ω).

Por ser {un} una sucesión de Cauchy en E ′(ω)(Ω), dados ε > 0, Q compacto en Ω y
k ∈ N, existe n0 ∈ N tal que, si n, ` ≥ n0, entonces un − u` ∈ εB◦ y, en consecuencia,

|< un − u`, ∂
α
xK(x, ·) >| e−kϕ∗( |α|

k
) ≤ ε.
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De donde

sup
x∈Q

sup
α∈Np

0

|(Tun − Tu`)
(α)(x)|e−kϕ∗( |α|

k
) ≤

≤ sup
x∈Q

sup
α∈Np

0

|
∫

(un − u`)(y)∂
α
xK(x, y)dy|e−kϕ∗( |α|

k
) ≤ ε

lo que concluye la prueba. �

Los operadores T : D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) que admiten una extensión lineal y continua

T̃ : E ′(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) se llaman (ω)-regularizantes. Hemos visto que son exactamente los

operadores integrales definidos por núcleos en E(ω)(Ω× Ω).

1.3.5. Operadores ultradiferenciales.

En [27, p. 42] Komatsu considera una clase operadores diferenciales de orden infinito.
Vamos a ver que dichos operadores son también operadores pseudodiferenciales.

Definición 1.3.4 Un operador ultradiferencial de clase (ω) en el sentido de Komatsu es
un operador G(x,D) :=

∑
α∈Np

0
aα(x)Dα tal que aα ∈ E(ω)(Ω) y que satisface la siguiente

condición: existe m ∈ N tal que para cada conjunto compacto K ⊂ Ω y cada n ∈ N existe
una constante Cn > 0 con

sup
x∈K
|Dβaα(x)| ≤ Cne

nϕ∗( |β|
n

)e−mϕ∗( |α|
m

)

para cada α, β ∈ Np
0.

Ejemplos de operadores ultradiferenciales en el sentido de Komatsu son los operadores
en derivadas parciales con coeficientes en la clase E(ω)(Ω), aśı como los operadores ultradife-
renciales con coeficientes constantes (véase la sección 0.2). En este casoG(z) :=

∑
α∈Np

0
aαz

α

es una función entera que satisface log |G(z)| = O(ω(z)).

Vamos a ver que la función p(x, ξ) := 1
(2π)p

∑
α∈Np

0
aα(x)ξα es un śımbolo en ASk,ω

1,0 (Ω),
para cierta constante k ∈ N. Tomando un compacto K ⊂ Ω y x ∈ K, se tiene

(2π)p|p(x, ξ)| ≤
∑
α∈Np

0

|aα(x)ξα|

≤ C1

∑
α∈Np

0

e−mϕ∗( |α|
m

)|ξ||α|

= C1

+∞∑
k=0

e−mϕ∗( k
m

)|ξ|k
( ∑
|α|=k

1
)
.
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Ahora, si α ∈ Np
0 se cumple pk =

∑
|α|=k

k!
α!

(lema 0.1.1), de donde
∑

|α|=k 1 ≤ pk y, en
consecuencia,

(2π)p|p(x, ξ)| ≤ C1

+∞∑
k=0

e−mϕ∗( k
m

)(p(1 + |ξ|))k.

Una aplicación del lema 0.1.6 proporciona (2p)k(1 + |ξ|)ke−mω(2p+2p|ξ|) ≤ emϕ∗( k
m

), con lo
que

(2π)p|p(x, ξ)| ≤ C1e
mω(2p+2p|ξ|)

+∞∑
k=0

1

2k
,

lo que prueba que la serie que define p(x, ξ) converge uniformemente en los compactos.
Supongamos que |α| = k, del lema 0.1.6 se sigue ahora que (4p)k(1+|ξ|)ke−mω(4p+4p|ξ|) ≤

emϕ∗( k
m

), luego, si β ≤ α tenemos

|Dγ
xD

β
ξ (aα(x)ξα)| ≤ |Dγ

xaα(x)| α!
(α−β)!

(1 + |ξ|)|α−β|

≤ Cne
nϕ∗( |γ|

n
)
(α

β

)
β!(1 + |ξ|)|α|−|β|e−mϕ∗( |α|

m
)

≤ 1

(1 + |ξ|)|β|
β!Cne

nϕ∗( |γ|
n

)2|α|(1 + |ξ|)|α|e−mϕ∗( |α|
m

)

|α|=k

≤ 1

(1 + |ξ|)|β|
β!Cne

nϕ∗( |γ|
n

)2k(1 + |ξ|)ke−mϕ∗( k
m

)

≤ 1

(1 + |ξ|)|β|
β!Cne

nϕ∗( |γ|
n

)(
1

2p
)kemω(4p+4p|ξ|).

Se deduce entonces que p(x, ξ) ∈ C∞(Ω × Rp). Observemos ahora que #{α : |α| = k} =∑
|α|=k 1 ≤ pk. Razonando como antes,

(2π)p|Dγ
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤

∑
α≥β

|Dγ
xD

β
ξ (aα(x)ξα)|

≤ 1

(1 + |ξ|)|β|
β!Cne

nϕ∗( |γ|
n

)
∑
α≥β

2|α|(1 + |ξ|)|α|e−mϕ∗( |α|
m

)

≤ 1

(1 + |ξ|)|β|
β!Cne

nϕ∗( |γ|
n

)

+∞∑
k=|β|

2kpk(1 + |ξ|)ke−mϕ∗( k
m

)

≤ Cnβ!enϕ∗( |γ|
n

)
( +∞∑

k=|β|

(
1

2
)k

)
(1 + |ξ|)−|β|emω(4p+4p|ξ|),

de donde se sigue que p(x, ξ) es un śımbolo. Además, si ϕ ∈ D(ω)(Ω),

G(x,D)ϕ =
∑
α∈Np

0

aα(x)Dαϕ(x) =
1

(2π)p

∑
α∈Np

0

aα(x)

∫
eixξξαϕ̂(ξ)dξ.
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Y la serie

∑
α∈Np

0

|aα(x)|
∫
|ϕ̂(ξ)| · |ξ||α|dξ ≤ C1

+∞∑
k=0

pke−mϕ∗( k
m

)

∫
|ϕ̂(ξ)| · (1 + |ξ|)kdξ

≤ C1

+∞∑
k=0

(
1

2
)k

∫
|ϕ̂(ξ)|emω(2p+2p|ξ|)dξ < +∞.

Entonces, del Teorema de la Convergencia Dominada,

G(x,D)ϕ =

∫
eixξp(x, ξ)ϕ̂(ξ)dξ = P (x,D)ϕ.

Si los coeficientes del operador ultradiferencial son constantes podemos dar un resultado
mejor.

Proposición 1.3.5 Sea G(z) una función entera tal que log |G(z)| = O(ω(z)) cuando
|z| → ∞. La función G restringida a Rp es un śımbolo en ASm,ω

ρ,δ (Ω) para algún m ∈ N y
todo 0 ≤ δ < ρ ≤ 1.

Demostración. En efecto, de las desigualdades de Cauchy en el polidisco P (ξ, r), siendo

r el poliradio r = (1+ |ξ|, p). . ., 1+ |ξ|), para cada multi-́ındice β y cierta constante ` se tiene

|DβG(ξ)| ≤ β!
sup|z−ξ|≤1+|ξ| |G(z)|

(1 + |ξ|)|β|
≤ β!

e`ω(1+2|ξ|)

(1 + |ξ|)|β|
≤ β!

e`ω(1+2|ξ|)

(1 + |ξ|)ρ|β| ,

pues si |z − ξ| ≤ 1 + |ξ|, se tiene en particular |z| ≤ 1 + 2|ξ|. De la propiedad (α) de la
función peso ω, `ω(1 + 2|ξ|) ≤ mω(ξ) para cierta constante m ∈ N y todo ξ ∈ Rp. �

1.3.6. Multiplicación por una función

Si f ∈ E(ω)(Ω) entonces la función p(x, ξ) := (2π)−pf(x) ∈ AS0,ω
1,0 (Ω). Luego el operador

ϕ→ fϕ es un operador pseudodiferencial:

P (x,D)ϕ =
1

(2π)p

∫
eixξf(x)ϕ̂(ξ)dξ =

f(x)

(2π)p

∫
eixξϕ̂(ξ)dξ = f(x)ϕ(x).

1.3.7. Convolución con una función test

Sea ϕ ∈ D(ω)(Rp). El operador f 7→ ϕ ∗ f es pseudodiferencial, definido por una

amplitud en AS0,ω
1,0 (Rp) porque es un operador integral con núcleo K(x, y) = ϕ(x − y).

Vamos a comprobar que, además, (2π)−pϕ̂(ξ) es un śımbolo en la clase S0,ω
1,0 (Rp) para dicho

operador.
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En efecto, de las propiedades de la transformada de Fourier se tiene que la derivada
parcial ϕ̂(β)(ξ) = (−i)|β|(xβϕ)∧(ξ), siendo β ∈ Np

0. Entonces, integrando por partes se
obtiene,

ϕ̂(β)(ξ)
Fourier

=

∫
Rp

(−ix)βϕ(x)e−iξxdx

partes
=

(−1)β

(−iξ)β

∫
Rp

e−iξx
(
ϕ(x)(−ix)β

)(β)
dx.

Sea ahora A > 1 de modo que suppϕ ⊂ [−A,A]p =: D. Existe una sucesión {Cn} tal que

sup
t∈Rp

|ϕ(α)(t)| ≤ Cne
nϕ∗( |α|

n
) [∗]

para cada multi-́ındice α. Por lo tanto

|ϕ̂(β)(ξ)| ≤ (2A)p

|ξ||β|
∑
α≤β

(β

α

)
β!

(β−α)!
supt∈D |tβ−αϕ(β−α)(t)|

≤ (2A)pCn

|ξ||β|
∑
α≤β

(β

α

)2
α!A|β−α|enϕ∗( |β−α|

n
)

Aplicamos ahora la proposición 0.1.5(4) para obtener una constante Dn > 0, n ∈ N tal

que A−|α||α|! ≤ |α|! ≤ Dne
nϕ∗( |α|

n
). Por otra parte, ha de ser |ξ| ≥ 1 (podemos asumir que

log |ξ| ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

)). De donde, teniendo en cuenta que
∑

α≤β

(β

α

)2 ≤
( ∑

α≤β

(β

α

))2
= 4|β|,

|ϕ̂(β)(ξ)| ≤ (2A)pCnDn

|ξ||β|
A|β|

∑
α≤β

(β

α

)2
enϕ∗( |α|

n
)enϕ∗( |β−α|

n
)

≤ (4A)|β|

|ξ||β|
C̃ne

nϕ∗( |β|
n

).

Una aplicación del lema 1.1.3 permite concluir que ϕ̂(ξ) es un śımbolo.
El operador pseudodiferencial asociado al śımbolo p(x, ξ) := 1

(2π)p ϕ̂(ξ) es

P (x,D)f =
1

(2π)p

∫
Rp

eixξϕ̂(ξ)f̂(ξ)dξ =

= (ϕ ∗ f)(x) =

∫
Rp

ϕ(x− y)f(y)dy.

1.3.8. Convolución con una ultradistribución con soporte singu-
lar el {0}

Sea f ∈ D(ω)(R) una función test con suppf = [−1, 1] y f(0) 6= 0. Ponemos ϕ :=
fχ[0,+∞[ que es una ultradistribución con soporte compacto y sing(ω)suppϕ = {0}. Entonces
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ϕ̂(ξ) es un śımbolo y el operador pseudodiferencial asociado es el operador ψ → 2π(ϕ ∗ ψ)
(véase el comentario posterior al teorema 1.5.7).

Vamos a ver primero que para cada N ∈ N se tiene

ϕ̂(ξ) =
N∑

k=0

f (k)(0)

(iξ)k+1
+

1

(iξ)N+1

∫ 1

0

f (N+1)(t)e−itξdt. (3.8)

Haremos la demostración por inducción sobre N . La igualdad se cumple para N = 1,
pues

ϕ̂(ξ) =

∫ 1

0

f(t)e−iξtdt

= − 1

iξ
f(t)eiξt

]1

0
+

1

iξ

∫ 1

0

f ′(t)e−iξtdt

=
f(0)

iξ
+

1

iξ

∫ 1

0

f ′(t)e−iξtdt

=
f(0)

iξ
+

1

iξ

{f ′(ξ)
−iξ

e−iξt
]1

0
+

1

iξ

∫ 1

0

f ′′(t)e−iξtdt
}

=
f(0)

iξ
+
f ′(0)

(iξ)2
+

1

(iξ)2

∫ 1

0

f ′′(t)e−iξtdt.

Ahora, suponiendo la expresión (3.8) cierta para N y observando que∫ 1

0

f (N+1)(t)e−iξtdt = − 1

iξ
f (N+1)(t)e−iξt

]1

0
+

1

iξ

∫ 1

0

f (N+2)(t)e−iξtdt

=
f (N+1)(0)

iξ
+

1

iξ

∫ 1

0

f (N+2)(t)e−iξtdt,

se concluye que

ϕ̂(ξ) =
N+1∑
k=0

f (k)(0)

(iξ)k+1
+

1

(iξ)N+2

∫ 1

0

f (N+2)(t)e−iξtdt,

con lo que (3.8) se cumple para cualquier valor de N .

Derivando N veces la expresión (3.8)

ϕ̂(N)(ξ) =
N∑

k=0

(−1)N f
(k)(0)

(iξ)k+1
N !

(N+k

k

) 1

ξN

+
1

ξN iN+1

N∑
k=0

(N

k

)(N + k)!

N !
(−1)k 1

ξk+1

∫ 1

0

(−it)N−kf (N+1)(t)e−itξdt.
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Para cada n ∈ N escribimos Cn := |f |n, y supongamos que log |ξ| ≥ n
N
ϕ∗(N

n
). Se cumple

que |ξ|k ≥ e
nk
N

ϕ∗(N
n

) y si k ≤ N , como n
N
ϕ∗(N

n
) ≥ n

k
ϕ∗( k

n
),

|f (k)(0)|
|ξ|k

≤ Cne
nϕ∗( k

n
)

e
nk
N

ϕ∗(N
n

)
≤ Cn,

con lo cual, teniendo en cuenta que
(k+N

k

)
≤

(2N

k

)
≤ 22N = 4N para todo k ≤ N , y que,

de la proposición 0.1.5(4), existe Dn > 0 tal que j! ≤ Dne
nϕ∗( j

n
) para cada j ∈ N (y en

particular para j = N), obtenemos

|
N∑

k=0

(−1)N f
(k)(0)

(iξ)k+1
N !

( N + k
k

) 1

ξN
| ≤ Cn4NN !

|ξ|N+1
≤ CnDn4Nenϕ∗(N

n
)

|ξ|N+1
.

Por otro lado, supt∈R |f (N+1)(t)| ≤ Cne
nϕ∗(N+1

n
). Además, dado k ≤ N , e

n(k+1)
N

ϕ∗(N
n

) ≥
e

n(k+1)
k

ϕ∗( k
n

) ≥ enϕ∗( k
n

). Usando que
(N

k

)
≤ 2N y que

N∑
k=0

(N+k

k

)
≤

N∑
k=0

(2N

k

)
≤

2N∑
k=0

(2N

k

)
= 22N ,

obtenemos

|
N∑

k=0

(N

k

)(N + k)!

N !
(−1)k 1

ξk+1

∫ 1

0

(−it)N−kf (N+1)(t)e−itξ| ≤

≤
N∑

k=0

(N

k

)(N + k)!

N !k!

k!

|ξ|k+1
Cne

nϕ∗(N+1
n

)

≤ CnDne
nϕ∗(N+1

n
)2N

N∑
k=0

(N+k

k

) enϕ∗( k
n

)

e
n(k+1)

N
ϕ∗(N

n
)

≤ CnDn8Nenϕ∗(N+1
n

).

Concluimos que

|ϕ̂(N)(ξ)| ≤ AnB
N |ξ|−Nenϕ∗(N+1

n
)

para ciertas constantes An > 0 , B > 0 y para cada log |ξ| ≥ n
N
ϕ∗(N

n
). Esto demuestra que

ϕ̂(ξ) es un śımbolo en la clase S0,ω
1,0 (R), puesto que para cada n ∈ N existe una constante

positiva Bn tal que (proposición 0.1.5(1))

e2nϕ∗(N+1
2n

) ≤ Bne
nϕ∗(N

n
), N ∈ N,

y aśı,

|ϕ̂(N)(ξ)| ≤ A2nBnB
N |ξ|−Nenϕ∗(N

n
)

siempre que log |ξ| ≥ n
N
ϕ∗(N

n
) ≥ 2n

N
ϕ∗( N

2n
). Lo que finaliza la prueba.
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1.3.9. Un operador pseudodiferencial que es una inversa a la
derecha

Mostramos a continuación que la clase de operadores que estamos considerando con-
tiene, no sólo los operadores ultradiferenciales, sino también parametrix bajo ciertas res-
tricciones. Pone de manifiesto la necesidad de trabajar con śımbolos de tipo (ρ, δ).

Sea Ω un abierto de Rp. Recordemos que una función f ∈ C∞(Ω) es real anaĺıtica en
el abierto Ω, y se denota f ∈ A(Ω), cuando pertenece a la clase de Gevrey Γ{d}(Ω), con
d = 1.

Definición 1.3.6 Una ultradistribución µ ∈ E ′∗(Rp) se dice ∗-eĺıptica si cada solución
ν ∈ D′∗(Rp) de la ecuación µ ∗ ν = g es una función real anaĺıtica cuando g es una función
real anaĺıtica, siendo ∗ = (ω) ó {ω}.

El operador ultradiferencial G(D) de clase ∗ es ∗-eĺıptico, cuando la ultradistribución
TG asociada es ∗-eĺıptica.

Definición 1.3.7 Una ultradistribución µ ∈ E ′∗(Rp) se dice ∗-hipoeĺıptica si cada solución
ν ∈ D′∗(Rp) de la ecuación µ ∗ ν = g es una función en E∗(Rp) cuando g es una función en
E∗(Rp), siendo ∗ = (ω) ó {ω}.

El operador ultradiferencial G(D) de clase ∗ es ∗-hipoeĺıptico, cuando la ultradistribu-
ción TG asociada es ∗-hipoeĺıptica.

Enunciamos a continuación la siguiente modificación debida a Chou, del teorema del
Módulo-Mı́nimo.

Teorema 1.3.8 [12, II.2.1] Sea g una función holomorfa en el disco |z| ≤ 3eR y supon-
gamos que g no se anula |z| ≤ 3r

2
. Entonces para todo |z0| = R se tiene que

|g(0)| ≥ |g(z0)|3(H+1)(
sup|ζ|≤3eR |g(ζ)|

)3H(
sup|ζ|≤ 3r

2
|g(ζ)|

)2

para R, r y η cumpliendo 16ηR < r y H = 2 + log
(

3e
2η

)
.

Proposición 1.3.9 Sea ω una función peso, ω(t) = o(td), d < 1, y sea G(D) un operador
ultradiferencial de clase (ω) con coeficientes constantes tal que G(ξ) no se anula en Rp.
Supongamos que se satisface una de las condiciones siguientes:

1. G(D) es eĺıptico,
o

2. G(D) : E(ω)(Rp)→ E(ω)(Rp) es suprayectivo y {td}-hipoeĺıptico,

entonces, existe un operador pseudodiferencial P : D(ω)(Rp) → E(ω)(Rp) tal que G(D) ◦ P
es la identidad sobre D(ω)(Rp).
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Demostración. Supongamos primero que se cumple (2): Sabemos de [5, 2.6, 3.3] que
existen constantes A > 0 y C > 0 tales que la función entera G no se anula en la región
{z ∈ Cp : |Imz| ≤ C|Rez|d} y

|G(ξ)| ≥ 1

A
e−Aω(ξ), ξ ∈ Rp.

Podemos suponer que la constante C ≤ 1. Sea z ∈ Cp, z = x + iy, de manera que
|x| = |Re z| ≥ 1 y |Imz| ≤ C

2
|Rez|d. Ponemos g(λ) := G(x+ i(1− λ)y), λ ∈ C. Claramente

g ∈ H(C). Veamos que si |λ| < 1
2
,

|Im(x+ i(1− λ)y)| ≤ C|Re(x+ i(1− λ)y)|d , (3.9)

lo que probará que g no se anula en |λ| ≤ 1
2
.

Para ello escribimos λ = λ1 + iλ2. Entonces

x+ i(1− λ)y = x+ λ2y + i(1− λ1)y,

y la desigualdad (3.9) se transforma en

|(1− λ1)y| ≤ C|x+ λ2y|d. (3.10)

Observemos primero que |λ2y| ≤ 1
2
|y| ≤ C

4
|x|d ≤ C

4
|x| ≤ 1

4
|x|, pues |x| = |Rez| ≥ 1 y

C ≤ 1. De donde se deduce,

C|x+ λ2y|d ≥ C
(
|x| − |λ2y|

)d ≥ C
(
|x| − 1

4
|x|

)d ≥ C
(3

4

)d|x|d ≥ 3C

4
|x|d. (3.11)

Por otro lado,

|(1− λ1)y| ≤
3

2
|y| ≤ 3C

4
|x|d. (3.12)

De las desigualdades (3.11) y (3.12) se obtiene la desigualdad buscada (3.10).
Aplicando el teorema del módulo mı́nimo de Chou 1.3.8 como en [5, 2.6, 2.8] a g para

r = 1
3
, R = 1, 0 < η < 1

48
y H = 2 + log( 3e

2η
) obtenemos

|g(0)| ≥ |g(1)|3(H+1)

(sup|λ|≤1/2 |g(λ)|)2(sup|λ|≤3e |g(λ)|3H)
. (∗)

Ahora, g(0) = G(z), g(1) = G(x), aśı que

|g(1)| = |G(x)| ≥ 1

A
e−Aω(x).

Además |g(λ)| = |G(x + i(1 − λ)y)| ≤ BeBω(|x|+|1−λ||y|) por ser G(D) un operador ultra-
diferencial de clase (ω). Y como 0 < d < 1, existe una constante D > 0 de modo que
|y| ≤ C

2
|x|d ≤ C|x| + D para cada x ∈ Rp. Luego podemos hallar una nueva constante

K > 0 tal que ω(|x|+ |1−λ||y|) ≤ K+Kω(|x|) siempre que |λ| ≤ 3e (y en particular para
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cada |λ| ≤ 1
2
). Por lo tanto |g(λ)| ≤ BeBK+BKω(|x|). Entonces, deducimos de la desigualdad

(∗) que

|G(z)| ≥ e−A(3H+3)ω(|x|)

B3H+2e(3H+2)KB+(3H+2)KBω(|x|) .

Concluimos pues que existe Ã > 0 de modo que

|G(z)| ≥ 1

Ã
e−Ãω(|Rez|).

Ahora consideramos la función

q(ξ) =
1

G(ξ)

y fijamos ξ ∈ Rp, |ξ| ≥ R, siendo R > 0 una constante que determinaremos a continuación.

Aplicamos las desigualdades de Cauchy en el polidisco P (ξ, r) donde r = (C
4
|ξ|d, p). . ., C

4
|ξ|d),

y queda

|q(β)(ξ)| ≤ β!(
C

4
)−|β|

1

|ξ|d|β|
sup

|z−ξ|≤C
4
|ξ|d
|q(z)|.

Se tiene que |Imz| ≤ |z − ξ| ≤ C
4
|ξ|d. Tomamos R > 0, de modo que si |ξ| > R, se tenga

C
4
|ξ|d ≤ 1

2
|ξ|. Entonces, |Rez − ξ| ≤ |z − ξ| ≤ 1

2
|ξ|, lo que implica que

|Rez| ≥ 1

2
|ξ| ≥ 1

4
|Rez|.

Con lo cual, |Imz| ≤ C
4
|ξ|d ≤ 2d

4
C|Rez|d ≤ C

2
|Rez|d y, en particular, si se toma R ≥ 21/d,

|Rez| ≥ 1
21/d |ξ| ≥ 1. Entonces q(z) ≤ ÃeÃω(|Rez|) ≤ ÃeÃω(2|ξ|) ≤ ÃeB̃ω(|ξ|), para cierta

constante B̃ > 0. Por lo que finalmente, para cada |ξ| ≥ R se tiene

|q(β)(ξ)| ≤ β!(
C

4
)−|β|

Ã

|ξ|d|β|
eB̃ω(|ξ|),

lo que demuestra que q(ξ) es un śımbolo en ASm,ω
d,0 (Rp) para algún m ∈ N.

El operador pseudodiferencial P := P (x,D) definido por el śımbolo

p(x, ξ) := ((2π)pG(−ξ))−1

es el operador de convolución definido por una solución fundamental de G(D). Para ver
esto, consideremos el funcional E ∈ D′(ω)(Rp) definido por

E(ϕ) :=
1

(2π)p

∫
ϕ̂(ξ)

G(ξ)
dξ,

para cada ϕ ∈ D(ω)(Rp). Veamos que G(D)E = δ: si ϕ ∈ D(ω)(Rp), usando la notación
Ǧ(ξ) = G(−ξ) se tiene (véase la definición 0.2.2)

< G(D)E,ϕ > = < E,G(−D)ϕ > = < E, TǦ ∗ ϕ >

=
1

(2π)p

∫
T̂Ǧ ∗ ϕ(ξ)

G(ξ)
dξ =

1

(2π)p

∫
ϕ̂(ξ)dξ = ϕ(0) = < δ, ϕ > .
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Además, fijado x ∈ Rp, y usando la notación Txϕ(y) = ϕ(y − x) y que T̂xϕ̌(ξ) =
e−ixξ ̂̌ϕ(ξ) = e−ixξϕ̂(−ξ) para ϕ ∈ D(ω)(Rp), obtenemos

(E ∗ ϕ)(x) = < E,ϕ(x− ·) > = < E, Txϕ̌ >

=
1

(2π)p

∫
T̂xϕ̌(ξ)

G(ξ)
dξ =

1

(2π)p

∫
e−ixξϕ̂(−ξ)

G(ξ)
dξ

=
1

(2π)p

∫
eixξϕ̂(ξ)

G(−ξ)
dξ = P (x,D)ϕ.

Por lo tanto, se satisface que G(D) ◦ Pϕ = ϕ, para cada ϕ ∈ D(ω)(Rp), pues

G(D)(Pϕ) = G(D)(E ∗ ϕ) = G(D)E ∗ ϕ = δ ∗ ϕ = ϕ.

Si se cumple (1), podemos proceder como antes teniendo en cuenta que ahora, de [5,
2.1] y [13, Tmas 3,4], existe una constante A > 0 tal que G(z) 6= 0 cuando |Imz| ≤ A|Rez|
(es decir, d = 1) y además

|G(ξ)| ≥ Ae−
1
A

ω(ξ), ξ ∈ Rp.

En este caso el śımbolo q(ξ) ∈ ASm,ω
1,0 (Rp). �

1.4. Operadores con soporte propio

Consideremos un subconjunto cerrado C ⊂ Ω×Ω y un subconjunto compacto K ⊂ Ω.
Sean πi : C → Ω, i = 1, 2, las proyecciones. Definimos los conjuntos

C(K) := {x ∈ Ω | existe y ∈ K : (x, y) ∈ C} = π1(π
−1
2 (K)),

C−1(K) := {y ∈ Ω | existe x ∈ K : (x, y) ∈ C} = π2(π
−1
1 (K)).

Ambos son conjuntos cerrados en Ω. En efecto, sea (xn) una sucesión en C(K) convergente
a un punto x0 de Ω. Veamos que x0 ∈ C(K). Por definición de C(K), para cada n ∈ N
existe yn ∈ K tal que (xn, yn) ∈ C. Por ser K un conjunto compacto, la sucesión (yn) posee
una subsucesión (ynk

) convergente a un punto y0 ∈ K. Pero entonces, la sucesión (xnk
, ynk

)
de C converge a (x0, y0) en Ω× Ω. Al ser C cerrado, el punto (x0, y0) ∈ C, lo que implica
que x0 ∈ C(K), pues, como ya sabemos, y0 ∈ K. Análogamente se comprueba que C−1(K)
es cerrado.

Definición 1.4.1 Decimos que un subconjunto cerrado C ⊂ Ω×Ω es propio si las proyec-
ciones πi : C → Ω, i = 1, 2, cumplen que la imagen inversa de cada subconjunto compacto
es compacto, es decir, si para cada conjunto compacto K ⊂ Ω, los conjuntos C(K) y
C−1(K), definidos anteriormente, son compactos en Ω.
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Nota 1.4.2 Si D ⊂ Ω× Ω es propio y A es un subconjunto cerrado de D, entonces A es
propio. Basta observar que si L es un subconjunto compacto de Ω,

(πi|A)−1(L) = A ∩ (πi|D)−1(L), i = 1, 2.

El teorema de los núcleos, que enunciamos a continuación, es válido también para clases
no casianaĺıticas (véase [9, 8.1]):

Teorema 1.4.3 Sean Ω1 y Ω2 abiertos en Rp. Se tiene el isomorfismo canónico

D′∗(Ω1 × Ω2)b
∼= D′∗(Ω1)b⊗̂πD′∗(Ω2)b

∼= Lb(D∗(Ω2); D′∗(Ω1)),

siendo ∗ = (ω) ó {ω}.

En particular, si Ω = Ω1 = Ω2, a cada operador T : D(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω) le corresponde

una ultradistribución núcleo KT ∈ D′(ω)(Ω× Ω), de manera que si u, v ∈ D(ω)(Ω),

< Tu, v >=< KT , v ⊗ u >,

siendo
(
v ⊗ u

)
(x, y) := v(x)u(y) una función en D(ω)(Ω× Ω).

Definición 1.4.4 Un operador lineal y continuo T : D(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω) se dice que tiene
soporte propio si el soporte de la ultradistribución núcleo de T es un subconjunto propio de
Ω× Ω.

Lema 1.4.5 Si el operador T : D(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω) tiene soporte propio, entonces también

T t : D(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω) tiene soporte propio.

Demostración. Observemos que si u, v ∈ D(ω)(Ω),

< KT , v ⊗ u >=< Tu, v >=< v, T tu >=< KT t , u⊗ v > .

Entonces,
suppKT t = {(y, x) ∈ Ω× Ω | (x, y) ∈ suppKT},

pues KT se anula en un entorno de (x0, y0) ∈ Ω×Ω si, y sólo si, KT t se anula en un entorno
de (y0, x0).

Sean C := suppKT y C̃ := suppKT t . Veamos que C̃ es un subconjunto propio de Ω×Ω.
Fijado un compacto K ⊂ Ω, de las observaciones anteriores, se tiene

C̃(K) = C−1(K) y C̃−1(K) = C(K),

que son conjuntos compactos, por ser C = suppKT un conjunto propio. �

Proposición 1.4.6 Sea T : D(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω) un operador lineal y continuo con soporte
propio. Sea C = suppKT , entonces
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i) supp(Tu) ⊂ C(suppu), para cada u ∈ D(ω)(Ω). En particular T (D(ω)(Ω)) ⊂ E ′(ω)(Ω).

ii) T admite una extensión lineal y continua T̃ : E(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω).

Demostración. i) Si x0 /∈ C(suppu), entonces ({x0}× suppu)∩C = ∅. Luego existe
un entorno V de x0 en Ω tal que (V × suppu) ∩ C = ∅ y, en consecuencia, para cada
v ∈ D(ω)(V ),

< Tu, v >=< KT , v ⊗ u >= 0

pues supp(v ⊗ u) ⊂ V × suppu, aśı que Tu se anula en un entorno de x0. Por lo tanto,
x0 /∈ suppTu, luego T (D(ω)(Ω)) ⊂ E ′(ω)(Ω). Del teorema de la gráfica cerrada deducimos

que T : D(ω)(Ω)→ E ′(ω)(Ω) es lineal y continuo.

ii) Consideremos el operador traspuesto de T . Del apartado anterior se deduce que
T t : E(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω) es lineal y continuo. Por el lema 1.4.5 el operador T t también tiene

soporte propio, por lo tanto, según hemos demostrado, T t : D(ω)(Ω) → E ′(ω)(Ω) es lineal y
continuo. Entonces

(T t)t : E(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω)

es la extensión buscada. �

Como consecuencia del siguiente teorema podremos componer operadores pseudodife-
renciales siempre que al menos uno de ellos tenga soporte propio.

Teorema 1.4.7 Sea T : D(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω) un operador lineal y continuo que tiene soporte

propio y que admite extensión lineal y continua T̃ : E ′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω). Entonces T es un
operador bien definido, lineal y continuo, entre los siguientes espacios

D(ω)(Ω)→ D(ω)(Ω), E ′(ω)(Ω)→ E ′(ω)(Ω)

E(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω), D′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω)

Demostración. Como T tiene soporte propio y T (D(ω)(Ω)) ⊂ E(ω)(Ω), se sigue de la
proposición anterior que T (D(ω)(Ω)) ⊂ D(ω)(Ω).

Fijamos ahora u ∈ E ′(ω)(Ω). Existe una sucesión {uj} ⊂ D(ω)(Ω) que converge a u en

E ′(ω)(Ω). En particular, existe un conjunto compacto L ⊂ Ω tal que suppuj ⊂ L para cada

j ∈ N. Si C denota el soporte de KT (la distribución núcleo de T ), por la proposición
anterior

supp(Tuj) ⊂ C(suppuj) ⊂ C(L) =: Q,

que es un compacto de Ω. Al ser T̃ (u) el D′(ω)(Ω)−ĺımite de {Tuj}, resulta que supp T̃ u ⊂ Q

y, por lo tanto, T : D(ω)(Ω)→ D(ω)(Ω), T̃ : E ′(ω)(Ω)→ E ′(ω)(Ω). Por el teorema de la gráfica
cerrada son continuos.

La restricción a D(ω)(Ω) de T t coincide con T̃ t, con lo cual, T t : D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω).
Puesto que también T t tiene soporte propio, concluimos que T t es un operador lineal y
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continuo T t : D(ω)(Ω) → D(ω)(Ω) y también T t : E ′(ω)(Ω) → E ′(ω)(Ω); de donde, tomando

traspuestos obtenemos que los operadores T : D′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω) y T : E(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω)
están bien definidos, y son lineales y continuos. �

También se da el rećıproco:

Teorema 1.4.8 Si T : D(ω)(Ω)→ D(ω)(Ω) es un operador lineal y continuo, con extensión
lineal y continua T : D′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω), entonces T tiene soporte propio.

Demostración. Sea KT la distribución núcleo de T y C := suppKT . Dado un com-
pacto K ⊂ Ω, sea W un abierto relativamente compacto que contiene a K y cuya clausura
está contenida en Ω. Por el teorema de factorización de Grothendieck existe un subconjunto
compacto Q ⊂ Ω tal que T (D(ω)(W )) ⊂ D(ω)(Q). Veamos que C(K) ⊂ Q, lo que implica
que C(K) es compacto.

Sea V := Ω \Q y sean u ∈ D(ω)(W ) y v ∈ D(ω)(V ), entonces

< KT , v ⊗ u >=< Tu, v >= 0.

Como D(ω)(V ) ⊗ D(ω)(W ) es denso en D(ω)(V ×W ), KT se anula en V ×W , luego C ∩
(V ×W ) = ∅. Lo que implica que C(K) ∩ V = ∅, pues si x ∈ C(K) ∩ V existe y ∈ K tal
que (x, y) ∈ C, de donde (x, y) ∈ (V ×W ) ∩ C 6= ∅.

Por otra parte, T t : D(ω)(Ω) → D(ω)(Ω). Si L ⊂ Ω es un conjunto compacto y W es
un entorno abierto relativamente compacto de L con clausura contenida en Ω, como antes
existe Q compacto en Ω tal que T t(D(ω)(W )) ⊂ D(ω)(Q). Por lo tanto, si C̃ := suppKT t

resulta que C̃(L) ⊂ Q, pero C̃(L) = C−1(L), lo que termina la prueba. �

Podemos concluir pues que

Corolario 1.4.9 Sea T un operador pseudodiferencial. T tiene soporte propio si, y sólo
si, es un operador lineal y continuo entre los espacios

D(ω)(Ω)→ D(ω)(Ω) y D′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω).

En tal caso, T también es lineal y continuo entre los espacios

E(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω) y E ′(ω)(Ω)→ E ′(ω)(Ω).

Ejemplo 1.4.10 Cada operador ultradiferencial G(x,D) =
∑

α∈Np
0
aα(x)Dα en el sentido

de Komatsu es un operador con soporte propio (véase la definición 1.3.4 y [27]). G(x,D)t

es también un operador ultradiferencial, como demuestra Komatsu en [27, 2.5].

Ejemplo 1.4.11 Presentamos ahora un ejemplo de un operador pseudodiferencial que no
tiene soporte propio. Sea G(D) un operador ultradiferencial como el descrito en la proposi-
ción 1.3.9. Según se probó en dicha proposición, existe un operador pseudodiferencial P
tal que G(D) ◦ P es la identidad sobre D(ω)(Ω). Este operador no tiene soporte propio ya
que, según [6, Prop. 8], P no admite una extensión lineal y continua E(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω).
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1.5. Algunas consecuencias. La propiedad pseudolocal

El objetivo de esta sección es demostrar que los operadores pseudodiferenciales son
pseudolocales. Además, de los resultados de las secciones anteriores, extraeremos algunas
consecuencias acerca de la estructura de los operadores pseudodiferenciales (1.5.1, 1.5.4).

Ya sabemos que los operadores en derivadas parciales con coeficientes en E(ω)(Ω) y los
operadores ultradiferenciales son ejemplos de operadores pseudodiferenciales. Ahora vere-
mos que en muchos casos los operadores pseudodiferenciales se pueden expresar como la
composición de un operador ultradiferencial de clase (ω) y un operador pseudodiferencial
de orden finito.

Proposición 1.5.1 Sea P (x,D) el operador pseudodiferencial asociado al śımbolo p(x, ξ) ∈
ASm,ω

ρ,δ (Ω). Entonces podemos encontrar un operador ultradiferencial G(D) de clase (ω) y
un śımbolo q(x, ξ) ∈ ASm,ω

ρ,δ (Ω) de orden finito tal que si Q(x,D) es el correspondiente
operador pseudodiferencial, se tiene que P (x,D) = Q(x,D) ◦G(D).

Demostración. Tomamos D > 1 tal que Dω( ξ
2
) > mω(ξ). Sea G una función entera

par que satisface log |G(z)| = O(ω(z)) cuando |z| tiende a infinito y |G(z)| ≥ eDω(z)

siempre que |Imz| ≤ |Rez|/D ([30, 1.3]). Entonces, 1/G es un śımbolo según la definición
1.2.10. De hecho, es obvio que |1/G(z)| ≤ e−Dω(z) en {z ∈ Cp : |Imz| < |Rez|/D} y
además es holomorfa en este conjunto. Como en la demostración de la proposición 1.3.9,
sea ξ ∈ Rp, ξ 6= 0, y consideremos el polidisco P (ξ, r) siendo r = ( 1

2D
|ξ|, p). . ., 1

2D
|ξ|),

que está contenido en {z ∈ Cp : |Imz| < |Rez|
D
}. En efecto, si z ∈ P (ξ, r) se cumple

|Imz| ≤ |z − ξ| ≤ 1
2D
|ξ| ≤ 1

2
|ξ|. Y también, |Rez − ξ| ≤ |z − ξ| ≤ 1

2
|ξ|, lo que implica que

1
4
|Rez| ≤ 1

2
|ξ| ≤ |Rez| y aśı

|Imz| ≤ 1

2D
|ξ| ≤ 1

D
|Rez|.

Por lo tanto podemos aplicar las desigualdades de Cauchy en P (ξ, r) y queda

|( 1

G(ξ)
)(β)| ≤ (2D)|β|β!

1

|ξ||β|
sup

|z−ξ|≤ 1
2D

|ξ|

1

|G(z)|
.

Ahora, si |z − ξ| ≤ 1
2D
|ξ|, ω(|z|) ≥ ω(|Rez|) ≥ ω(ξ/2), pues 1

2
|ξ| ≤ |Rez| y ω es creciente.

En consecuencia, |G(z)|−1 ≤ e−Dω(z) ≤ e−Dω(ξ/2) ≤ e−mω(ξ), de donde se obtiene finalmente,
para cierta constante C > 0,

|( 1

G(ξ)
)(β)| ≤ C |β|β!

e−Dω(ξ/2)

|ξ||β|
≤ C |β|β!

e−mω(ξ)

|ξ|ρ|β|
.

Definimos q(x, ξ) = p(x,ξ)
G(ξ)

. Es fácil ver que q es un śımbolo de orden finito: fijados un
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compacto K ⊂ Rp y n ∈ N, para cada x ∈ K se tiene

|Dα
xD

β
ξ q(x, ξ)| ≤

∑
µ≤β

(β

µ

)
|( 1

G(ξ)
)(µ)||Dα

xD
β−µ
ξ p(x, ξ)|

≤ CnC
|β|e(ρ−δ)nϕ∗( |α|

n
)
∑
µ≤β

(β

µ

)
(β − µ)!µ!

(1 + |ξ|)δ|α|

|ξ|ρ|β|

≤ Cn(4C)|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)(1 + |ξ|)δ|α|−ρ|β|,

siempre que log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

), para cierta R.

Más aun, para cada ϕ ∈ D(ω)(Ω) se tiene

(Q(x,D) ◦G(D))(ϕ) =

∫
q(x, ξ)eixξ ̂G(D)(ϕ)(ξ)dξ

=

∫
q(x, ξ)eixξG(ξ)ϕ̂(ξ)dξ = P (x,D)(ϕ).

�

A continuación analizamos el comportamiento del operador pseudodiferencial cuando
está definido por una amplitud que no depende de la variable x. Una combinación del próxi-
mo resultado y la proposición 1.2.4 será útil en el estudio de la composición de operadores
pseudodiferenciales.

Proposición 1.5.2 Sea b(y, ξ) una amplitud en Sm,ω
ρ,δ (Ω) que no depende de la variable x.

Para cada f ∈ D(ω)(Ω) y cada x ∈ Rp, sea Bf(x) =
∫ ( ∫

b(y, ξ)ei(x−y)ξf(y)dy
)
dξ, entonces

Bf ∈ L1(Rp).

Demostración. Ponemos I(ξ) :=
∫
b(y, ξ)f(y)e−iyξdy. En virtud de la proposición

1.1.5, fijada f ∈ D(ω)(Ω), tenemos que para cada λ > 0 existe una constante C > 0 tal que
|I(ξ)| ≤ Ce−λω(ξ), con lo que I ∈ L1(Rp), luego para cada x ∈ Rp podemos definir

(Bf)(x) =

∫ ( ∫
b(y, ξ)ei(x−y)ξf(y)dy

)
dξ.

Para cada α ∈ Np
0,

Dα
ξ I(ξ) =

∫
f(y)Dα

ξ (b(y, ξ)e−iyξ)dy.

Usando la fórmula de Leibniz se tiene

Dα
ξ (b(y, ξ)e−iyξ) =

∑
β≤α

(α

β

)
(−y)βDα−β

ξ b(y, ξ)e−iyξ.

Luego

|Dα
ξ I(ξ)| ≤

∑
β≤α

(α

β

)
|
∫
yβf(y)Dα−β

ξ b(y, ξ)e−iyξdy|.
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Si y ∈ suppf , como b es una amplitud, existen R ≥ 1 y Cn > 0, n ∈ N tales que si
log(|ξ|/R) ≥ n

|α|ϕ
∗( |α|

n
),

|Dγ
y (Dα−β

ξ b(y, ξ))| ≤ Cne
(ρ−δ)nϕ∗( |γ|

n
)+(ρ−δ)nϕ∗( |α−β|

n
)|ξ|δ|γ|−ρ|α−β|emω(ξ).

Como log(|ξ|/R) ≥ n
|α|ϕ

∗( |α|
n

) ≥ n
|α−β|ϕ

∗( |α−β|
n

), se deduce

|ξ|−ρ|α−β| ≤ e−ρnϕ∗( |α−β|
n

).

Del lema 0.1.6, |ξ|δ|γ|e−δnϕ∗( |γ|
n

) ≤ eδnω(ξ), y concluimos que

|Dγ
y (Dα−β

ξ b(y, ξ))| ≤ Cne
ρnϕ∗( |γ|

n
)e(m+nδ)ω(ξ).

Por lo que si log(|ξ|/R) ≥ 1
|α|ϕ

∗(|α|) ≥ n
|α|ϕ

∗( |α|
n

) procediendo como en la demostración

de la proposición 1.1.5 con la función yβf(y) y Dα−β
ξ b(y, ξ), encontramos para cada k > 0

una constante Dβ,k tal que si log(|ξ|/R) ≥ 1
|α|ϕ

∗(|α|),

|Dα
ξ I(ξ)| ≤

∑
β≤α

(α

β

)
|
∫
yβf(y)Dα−β

ξ b(y, ξ)e−iyξdy| ≤ e−kω(ξ)
∑
β≤α

(α

β

)
Dβ,k.

Por lo tanto, podemos encontrar una constante Cα,k con

|Dα
ξ I(ξ)| ≤ Cα,ke

−kω(ξ)

para |ξ| grande. En consecuencia Dα
ξ I(·) ∈ L1 y ĺım

|ξ|→+∞
Dα

ξ I(ξ) = 0. Integrando por partes,

xα(Bf)(x) =

∫
I(ξ)Dα

ξ (eixξ)dξ = (−1)|α|
∫
Dα

ξ I(ξ)e
ixξdξ.

Lo que implica que xα(Bf) está acotado para cada α, y aśı Bf es integrable. �

Proposición 1.5.3 Sea G(D) un operador ultradiferencial de clase (ω), b(y, ξ) una am-
plitud en la clase Sm,ω

ρ,δ (Ω) y B como en 1.5.2. Entonces, G(D) ◦B es el operador dado por

x→
∫
eixξ

∫
G(ξ)b(y, ξ)f(y)e−iyξdydξ, x ∈ Rp.

Demostración. Sea f ∈ D(ω)(Ω). Usaremos la notación para I(ξ) de la prueba de
1.5.2. Procederemos por etapas:

(i) La función (Bf)(x) =
∫
I(ξ)eixξdξ se puede derivar bajo el signo integral. Razonan-

do como en la demostración de la proposición 1.5.2, existe ahora una constante C0,k tal
que |I(ξ)| ≤ C0,ke

−kω(ξ) para todo k > 0, de donde Dα
x (eixξI(ξ)) = ξαI(ξ)eixξ ∈ L1. Luego,

Dα
x (Bf)(x) =

∫
ξαI(ξ)eixξdξ.
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(ii) Sea G(D) =
∑

α aαD
α un operador ultradiferencial de clase (ω). Existen m ∈ N y

C > 0 tales que |aα| ≤ Ce−mϕ∗( |α|
m

). Por el apartado (i) ya sabemos que

G(D)(Bf)(x) =
∑
α∈Np

0

aα

∫
ξαI(ξ)eixξdξ.

Veamos que
∑

α∈Np
0
|aα|

∫
|ξ||α||I(ξ)|dξ < ∞. Como en otras ocasiones,

∑
|α|=k 1 ≤ pk, de

donde, teniendo en cuenta (2p)k|ξ|ke−mω(2pξ) ≤ emϕ∗( k
m

) se obtiene

∑
α∈Np

0

|aα|
∫
|ξ||α||I(ξ)|dξ ≤

∞∑
k=0

∑
|α|=k

|aα|
∫
|ξ|k|I(ξ)|dξ

≤ C
∞∑

k=0

( ∑
|α|=k

1
)
e−mϕ∗( k

m
)

∫
|ξ|k|I(ξ)|dξ

≤ C
∑
k=0

(
1

2
)k

∫
|I(ξ)|emω(2pξ)dξ <∞.

En consecuencia

G(D)(Bf)(x) =

∫ ∑
α∈Np

0

aαξ
αI(ξ)eixξdξ

=

∫
G(ξ)I(ξ)eixξdξ

=

∫ ( ∫
b(y, ξ)G(ξ)ei(x−y)ξf(y)dy

)
dξ.

Como G(z) es una función entera y log |G(z)| = O(ω(z)), de la proposición 1.3.5 y la
proposición 1.2.15 se deduce que b(y, ξ)G(ξ) es una amplitud en algún Sk,ω

ρ,δ (Ω). Esto prueba
que G(D) ◦B es un operador pseudodiferencial con amplitud b(y, ξ)G(ξ). �

Proposición 1.5.4 Sea b(y, ξ) una amplitud en Sm,ω
ρ,δ (Ω), y B es como en 1.5.2. Entonces

Bf ∈ DL1,(ω)(Rp) para cada f ∈ D(ω)(Ω) y B : D(ω)(Ω)→ DL1,(ω)(Rp) es continuo.

Demostración. Para probar que Bf ∈ DL1,(ω)(Rp) es suficiente ver que Bf ∈ L1 y
que G(D)(Bf) pertenece a L1 para cada operador ultradiferencial de clase (ω) ([2, 2.11]).

De la proposición 1.5.2 se tiene que Bf ∈ L1(Rp). Por las proposiciones 1.5.2 y 1.5.3 el
operador G(D) ◦B toma valores en L1(Rp). La continuidad de B : D(ω)(Ω)→ DL1,(ω)(Rp)
se sigue del teorema de la gráfica cerrada. �

Como consecuencia de la proposición 1.5.4, se tiene la siguiente mejora de la proposición
1.2.9.
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Proposición 1.5.5 Sea p(x, ξ) un śımbolo en Sm
ρ,δ(Ω) y B : D(ω)(Ω) → DL1,(ω)(Rp) el

operador dado por la proposición 1.5.4 para b(y, ξ) := p(y,−ξ). Entonces se cumple que
Bt(ei(·)ξ) es una función, y

p(x, ξ) =
1

(2π)p
Bt(ei(·)ξ)(x)e−ixξ.

Demostración. Sea ϕ ∈ D(ω)(Ω). Usando la notación de la proposición 1.2.9,

(Bϕ)(x) =

∫
eixξ

( ∫
p(y,−ξ)ϕ(y)e−iyξdy

)
dξ.

Como alĺı, ponemos I(ξ) :=
∫
p(y,−ξ)ϕ(y)e−iyξdy, entonces I ∈ L1 y además Î(−x) =

(Bϕ)(x). Lo que implica

< Bt(ei(·)ξ), ϕ > =

∫
Rp

eixξ(Bϕ)(x)dx =

=

∫
Rp

eixξ Î(−x)dx = (2π)p

∫
Ω

p(x, ξ)ϕ(x)eixξdx.

Por lo tanto, para cada x ∈ Ω y ξ ∈ Rp,

Bt(ei(·)ξ)(x) = (2π)pp(x, ξ)eixξ,

como queŕıamos probar. �

En el caso Ω = Rp se concluye que dos śımbolos distintos dan lugar a operadores
pseudodiferenciales distintos (corolario 1.2.8). Sin embargo, esto no es cierto en general.
Por ejemplo, sea f ∈ D(ω)(−2,−1) y sea A : D(ω)(1, 2) → E(ω)(1, 2) el operador pseu-

dodiferencial con śımbolo p(x, ξ) := 1
2π
f̂(ξ). Entonces ϕ 7→ A(ϕ) es la restricción a (1, 2)

de f ∗ ϕ y, en consecuencia, A es el operador nulo. Obsérvese en cambio, que el operador
B : D(ω)(1, 2)→ DL1,(ω)(R) con śımbolo 1

2π
f̂(−ξ) śı permite recuperar el śımbolo, en virtud

de la proposición anterior.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que los operadores pseudodiferenciales son pseu-
dolocales, es decir, que la actuación de un operador pseudodiferencial sobre una ultradis-
tribución de soporte compacto no aumenta su soporte singular. Para ello comprobaremos
que salvo en la diagonal, la distribución núcleo del operador pseudodiferencial es una fun-
ción en la clase de funciones ultradiferenciables correspondiente.

Sea a(x, y, ξ) una amplitud en la clase Sm,ω
ρ,δ (Ω) con operador pseudodiferencial asociado

A : D(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω) y seaK ∈ D′(ω)(Ω×Ω) el núcleo de A. Consideremos una función test

Ψ ∈ D(ω)(Rp) tal que Ψ(ξ) = 1 para |ξ| ≤ 1 y Ψ(ξ) = 0 para |ξ| ≥ 2, entonces escribimos

Kn(x, y) :=
∫
a(x, y, ξ)ei(x−y)ξΨ( ξ

2n )dξ. Se sigue del lema 1.2.1 que Kn ∈ E(ω)(Ω × Ω).
Además, se cumple que

< K,ϕ⊗ χ >= ĺım
n→∞

∫
R2p

Kn(x, y)ϕ(x)χ(y)dxdy, ϕ, χ ∈ D(ω)(Rp).
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De hecho, del teorema 1.2.2,

< K,ϕ⊗ χ > = < Aχ,ϕ >= ĺım
n→∞

< Anχ, ϕ >=

= ĺım
n→∞

∫
R2p

Kn(x, y)ϕ(x)χ(y)dxdy.

En particular, del teorema de los núcleos, K = D′(ω)(Ω× Ω)− ĺımn→∞Kn.

Teorema 1.5.6 El soporte singular respecto de (ω) del núcleo K de un operador pseudo-
diferencial A está contenido en ∆ := {(x, y) ∈ Ω× Ω;x = y}.

Demostración. Dado (x0, y0) ∈ (Ω× Ω) \∆ tomamos un entorno abierto relativamente
compacto Q de (x0, y0), disjunto con ∆. Probaremos que (Kn) es una sucesión de Cauchy
en E(ω)(Q). Sin pérdida de generalidad podemos tomar 1 ≤ l ≤ p y c0 > 0 tales que
|xl − yl| ≥ c0 para cada (x, y) ∈ Q. Sea R ≥ 3

c0
y sea (Ck) una sucesión de constantes

positivas de modo que

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ Cke

(ρ−δ)kϕ∗( |α+γ|
k

)+(ρ−δ)kϕ∗( |β|
k

)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρemω(ξ)

para cada k ∈ N, (x, y) ∈ Q y log( |ξ|
R

) ≥ k
|β|ϕ

∗( |β|
k

).
Ahora calculamos

Dα
xD

γ
y

[
Kn(x, y)−Kn+1(x, y)

]
=

=
∑
β≤α

∑
µ≤γ

(α

β

)(γ

µ

) ∫
ei(x−y)ξξβ+µ(−1)|µ|Dα−β

x Dγ−µ
y a(x, y, ξ)

(
Ψ( ξ

2n )−Ψ( ξ
2n+1 )

)
dξ.

Fijamos k ∈ N y tomamos k > k que determinaremos más tarde. Para cada N ∈ N se
tiene, después de integrar por partes N veces,

Dα
xD

γ
y

(
Kn(x, y)−Kn+1(x, y)

)
=

∑
β≤α

∑
µ≤γ

(α

β

)(γ

µ

) (−1)N+|µ|

(xl − yl)N

∫
ei(x−y)ξλN,α,β,γ,µdξ

donde

λN,α,β,γ,µ = DN
ξl
{ξµ+βDα−β

x Dγ−µ
y a(x, y, ξ)

(
Ψ( ξ

2n )−Ψ( ξ
2n+1 )

)
}

=
∑

N !
N1!N2!N3!

(µl+βl)!
(µl+βl−N1)!N1!

N1!ξ
µ+β−N1elDN2

ξl

(
Ψ( ξ

2n )−Ψ( ξ
2n+1 )

)
DN3

ξl
Dα−β

x Dγ−µ
y a(x, y, ξ),

y la última suma se extiende sobre todos los N1, N2, N3 tales que N1 + N2 + N3 = N y
N1 ≤ µl + βl. Aqúı el es el multi-́ındice con 1 en la l-ésima posición y 0 en otro lugar.
La función Ψ( ξ

2n ) − Ψ( ξ
2n+1 ) se anula si |ξ| ≤ 2n ó |ξ| ≥ 2n+2. Por lo tanto el soporte

de Ψ( ξ
2n ) − Ψ( ξ

2n+1 ) está contenido en 2n ≤ |ξ| ≤ 2n+2 y esta desigualdad implica que

|ξµ+β−N1el| ≤ (2n+2)|µ+β|

(2n)N1
. También se cumple

|DN2
ξl

(
Ψ( ξ

2n )−Ψ( ξ
2n+1 )

)
| ≤ 2|Ψ|kekϕ∗(

N2
k

) 1
(2n)N2

.
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Las estimaciones que siguen se dan en el soporte de Ψ( ξ
2n ) − Ψ( ξ

2n+1 ). Sea N ∈ N tal

que k
N
ϕ∗(N

k
) ≤ log( 2n

R1/(ρ−δ) ). Entonces log( |ξ|
R

) ≥ k
N3
ϕ∗(N3

k
). Usando que ϕ∗(t)

t
es creciente,

kϕ∗( |α−β+γ−µ|
k

) ≤ kϕ∗( |α−β+γ−µ|
k

). Además, (1 + |ξ|)−ρN3 ≤ |ξ|−ρN3 ≤ (2n)−ρN3 . Del lema
0.1.6(1), tenemos

(1 + |ξ|)|α−β+γ−µ|e−kϕ∗( |α−β+γ−µ|
k

) ≤ ekω(1+|ξ|) ≤ ekω(2n+3).

En consecuencia,

|Dα−β
x Dγ−µ

y DN3
ξl
a(x, y, ξ)| ≤ Cke

(ρ−δ)kϕ∗( |α−β+γ−µ|
k

)+(ρ−δ)kϕ∗(
N3
k

)(1 + |ξ|)|α−β+γ−µ|δ−N3ρemω(ξ)

≤ Cke
kϕ∗( |α−β+γ−µ|

k
)
(ekϕ∗(

N3
k

)

(2n)N3

)ρ−δ
e(m+k)ω(2n+3).

Usando el apartado (4) de la proposición 0.1.5, se tiene N1! ≤ Eke
kϕ∗(

N1
k

), y deducimos

|λN,α,β,γ,µ| ≤
∑

N !
N1!N2!N3!

(µl+βl)!
(µl+βl−N1)!N1!

×

2CkEk|Ψ|k ekϕ∗(
N1
k

)

(2n)N1

ekϕ∗(
N2
k

)

(2n)N2

(
ekϕ∗(

N3
k

)

(2n)N3

)(ρ−δ)×

ekϕ∗( |α−β+γ−µ|
k

)(2n+2)|µ+β|e(m+k)ω(2n+3).

Como log(2n

R
) ≥ k

N
ϕ∗(N

k
) ≥ k

Ni
ϕ∗(Ni

k
) (i = 1, 2) se tiene ekϕ∗(

Ni
k

)

(2n)Ni
≤ 1. Por otro lado

ϕ∗(N1

k
) + ϕ∗(N2

k
) + ϕ∗(N3

k
) ≤ ϕ∗(N

k
),∑

N1+N2+N3=N
N !

N1!N2!N3!
= 3N ,

∑
N1≤µl+βl

(µl+βl)!
(µl+βl−N1)!N1!

≤ 2|µ+β|

y del lema 0.1.6, (2n+3)|µ+β| ≤ ekω(2n+3)+kϕ∗( |µ+β|
k

). Por lo tanto

|λN,α,β,γ,µ| ≤ 2CkEk|Ψ|k3N
(

ekϕ∗( N
k

)

(2n)N

)(ρ−δ)
ekϕ∗( |α+γ|

k
)e(m+2k)ω(2n+3)

:= IN,α,γ.

Como el soporte de λN,α,β,γ,µ(x, y, ·) está contenido en el conjunto {ξ ∈ Rp : 2n ≤ |ξ| ≤
2n+2}, cuya medida de Lebesgue es (2n+1)p(4p − 1), finalmente obtenemos

|Dα
xD

γ
y

(
Kn(x, y)−Kn+1(x, y)

)
| ≤ 2|α+γ|(2n+1)p(4p − 1)

1

cN0
IN,α,γ.

Consideremos el sistema de seminormas en E(ω)(Ω) (véase lema 0.1.10)

qD,m(f) := sup
x∈D

sup
α∈Np

0

e−|α||f (α)(x)| exp
(
−mϕ∗

( |α|
m

))
,
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siendo D un compacto de Ω y m ∈ N.
Ponemos R∗ := R1/(ρ−δ). Entonces, usando que 3

c0
≤ R, deducimos

qQ,k(Kn −Kn+1) ≤ 2EkCk|Ψ|k(2n+1)p(4p − 1)
( (R∗)Nekϕ∗( N

k
)

(2n)N

)(ρ−δ)
e(m+2k)ω(2n+3)

siempre que log( 2n

R∗ ) ≥ k
N
ϕ∗(N

k
). Observemos que las estimaciones obtenidas también se

verifican si reemplazamos N por j ≤ N . Tomando ahora N tal que k
N
ϕ∗(N

k
) ≤ log( 2n

R∗ ) <
k

N+1
ϕ∗(N+1

k
) una aplicación del lema 0.1.7 da

mı́n
0≤j≤N

(R∗)jekϕ∗( j
k
)

(2n)j
≤ e−kω( 2n

R∗ )+log( 2n

R∗ )

y si k es bastante grande podemos concluir

qQ,k(Kn −Kn+1) ≤ 2CkEk|Ψ|k(2n+1)p(4p − 1)e−ω(2n)

de donde se sigue que (Kn) es una sucesión de Cauchy en E(ω)(Q). Y consecuentemente
(x0, y0) no pertenece al soporte singular respecto de (ω) de la distribución núcleo K. �

Ahora estamos en condiciones de demostrar que los operadores pseudodiferenciales son
pseudolocales.

Teorema 1.5.7 Sea A : E ′(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω) un operador pseudodiferencial asociado a la

amplitud a(x, y, ξ) en Sm,ω
ρ,δ (Ω). Entonces

sing(ω) supp(Aµ) ⊂ sing(ω) supp(µ)

para cada µ ∈ E ′(ω)(Ω).

Demostración. Sea K ∈ D(ω)(Ω × Ω) la distribución núcleo del operador pseudodife-
rencial A : E ′(ω)(Ω)→ D′(ω)(Ω).

Supongamos que x0 /∈ sing(ω) suppµ, siendo µ ∈ E ′(ω)(Ω) y tomamos V un entorno de

x0, W un entorno de sing(ω) suppµ tal que V ∩W = ∅. Sean ϕ ∈ D(ω)(V ), ψ ∈ D(ω)(W ),
ϕ = 1 en un entorno de x0, y ψ = 1 en un entorno de sing(ω) suppµ. Entonces

Aµ = A(ψµ) + A((1− ψ)µ).

Se tiene que (1− ψ)µ tiene soporte compacto y, por la elección de ψ, (1− ψ)µ ∈ E(ω)(Ω).
Por lo tanto (1− ψ)µ ∈ D(ω)(Ω) y en consecuencia A((1− ψ)u) ∈ E(ω)(Ω).

Para concluir que x0 /∈ sing(ω) suppAµ, es suficiente probar que A(ψµ) ∈ E(ω)(Ω), siendo
Ω un entorno de x0. Para ello consideramos el operador B : D(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω) dado por

Bw := ϕA(ψw). Calculamos su núcleo: Para cada ω, v ∈ D(ω)(Ω) se tiene

< Bw, v > = < A(ψw), ϕv > = < K,ϕv ⊗ ψw >

= < (ϕ⊗ ψ)K, v ⊗ w > .
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Luego el núcleo de B es KB = (ϕ⊗ψ)K. Como sing(ω) suppK ⊂ ∆ y suppϕ∩ suppψ = ∅,
se tiene que KB ∈ E(ω)(Ω×Ω) y por lo tanto B se extiende a un operador lineal y continuo
B : E ′(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω).

Por último, sea (uj) ∈ D(ω)(Ω) tal que uj → u en E ′(ω)(Ω). Para cada v ∈ D(ω)(Ω) se
cumple

< ϕA(ψu), v > = ĺım
j
< ϕA(ψuj), v > = ĺım

j
< B(uj), v >=

= < B(u), v >,

siendo B(u) ∈ E(ω)(Ω). Si Ω es un entorno de x0 de modo que ϕ = 1 en Ω, entonces
A(ψu)|Ω ∈ E(ω)(Ω), lo que prueba que x0 /∈ sing(ω) suppAu. �

Ya hemos visto que algunos operadores de convolución son operadores pseudodiferen-
ciales. Es natural preguntarse si todo operador de convolución es un operador pseudo-
diferencial. La respuesta, tal como se deduce del teorema anterior, es negativa. En efecto,
si un operador de convolución ψ → ψ ∗ S, ψ ∈ D(ω)(Rp), S ∈ D′(ω)(Rp), es un operador

pseudodiferencial, el (ω)-soporte singular de S se reduce a {0}, pues si consideramos la
convolución con S como operador de E ′(ω)(Rp) a D′(ω)(Rp), en virtud del teorema 1.5.7,

sing(ω) supp(S) = sing(ω) supp(δ ∗ S) ⊂ sing(ω) supp(δ) = {0}.

Por lo tanto, no todo operador de convolución es un operador pseudodiferencial.
Un argumento conocido permite deducir del teorema 1.5.6 que, dado un operador pseu-

dodiferencial A, podemos encontrar un operador pseudodiferencial con soporte propio B
tal que A−B es (ω)-regularizante (véase, por ejemplo, [18]).

Lema 1.5.8 Sean ω y σ dos funciones peso tales que ω(t1/r) = o(σ(t)) cuando t → ∞
para cierto 0 < r ≤ 1. Entonces, dados λ, µ > 0 existe Cλ,µ > 0 de modo que, para todo
j ∈ N0 se tiene

λϕ∗σ(
j

λ
) ≤ Cλ,µ + rµϕ∗ω(

j

µ
).

Demostración. Como ω(t1/r) = o(σ(t)) (t→∞), dados λ, µ > 0 existe C := Cλ,µ > 0
tal que µω(et/r) ≤ C + λσ(et) para cada t > 0. Por lo tanto

λϕ∗σ(
j

λ
) = sup

t>0

{
jt− λσ(et)

}
≤

≤ C + µr sup
t>0

{ j
µ

t

r
− ϕω(

t

r
)
}

= C + µrϕ∗ω(
j

µ
),

para cada j ∈ N0. �

Lema 1.5.9 Sean ω y σ dos funciones peso tales que ω(t1/d) = o(σ(t)) cuando t → ∞
siendo d = ρ− δ. Si a(x, y, ξ) es una amplitud en Sm,ω

ρ,δ (Ω) (respectivamente en ASm,ω
ρ,δ (Ω))

y χ(x, y) ∈ E(σ)(Ω×Ω), la función a(x, y, ξ)χ(x, y) es una amplitud en Sm,ω
ρ,δ (Ω) (respectiva-

mente en ASm,ω
ρ,δ (Ω)).
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Demostración. Veamos el caso en que a ∈ Sm,ω
ρ,δ (Ω). Para el caso en que a ∈ ASm,ω

ρ,δ (Ω)
los mismos argumentos son válidos. Observemos también que si ρ = 1 y δ = 0 la condición
sobre los pesos no supone ninguna restricción.

La función χ ∈ AS0,ω
ρ,δ (Ω)(⊂ S0,ω

ρ,δ (Ω)). En efecto, fijado un compacto Q ⊂ Ω × Ω, para
cada n ∈ N existe Cn > 0 tal que

|Dα
xD

γ
yχ(x, y)| ≤ Cne

nϕ∗σ(
|α+γ|

n
),

siempre que (x, y) ∈ Q, α, γ ∈ Np
0 y n ∈ N. Por el lema 1.5.8, existe una constante Dn tal

que

enϕ∗σ(
|α+γ|

n
) ≤ Dne

(ρ−δ)nϕ∗ω(
|α+γ|

n
),

de donde
|Dα

xD
γ
yχ(x, y)| ≤ Ene

(ρ−δ)nϕ∗ω(
|α+γ|

n
),

para una nueva constante En > 0, siempre que (x, y) ∈ Q, α, γ ∈ Np
0 y n ∈ N. De donde se

deduce que χ ∈ AS0,ω
ρ,δ (Ω).

Aplicando ahora la proposición 1.2.15 se concluye. �

Teorema 1.5.10 Sean ω y σ dos funciones peso tales que ω(t1/d) = o(σ(t)) cuando t→∞
siendo d = ρ− δ. Todo operador pseudodiferencial T en la clase Sm,ω

ρ,δ (Ω) (respectivamente
en la clase ASm,ω

ρ,δ (Ω)) se puede descomponer como T = T1 + T2, siendo T1 ∈ Sm,ω
ρ,δ (Ω)

(respectivamente T1 ∈ ASm,ω
ρ,δ (Ω)) un operador pseudodiferencial de soporte propio y T2 un

operador (ω)-regularizante.

Demostración. Sea (ϕj)
∞
j=1 una partición localmente finita de la unidad con ϕj ∈

D(σ)(Ω), j = 1, 2, . . ..
Definimos χ(x, y) =

∑
(j,k)∈I ϕj(x)ϕk(y), siendo I = {(j, k) | suppϕj ∩ suppϕk 6= ∅}.

Entonces χ está bien definida y χ ∈ E(σ)(Ω × Ω) ⊂ E(ω)(Ω × Ω), puesto que la suma es
localmente finita y ω(t) = o(σ(t)), cuando t→∞.

Veamos que 1− χ se anula en un entorno de la diagonal ∆(Ω× Ω) = {(x, x) | x ∈ Ω}.
Dado x0 ∈ Ω y V ⊂ Ω un entorno relativamente compacto de x0, existe N tal que ϕj|V = 0
si j > N. Además, si (j, k) /∈ I, (x0, x0) /∈ suppϕj × suppϕk, luego existe W ⊂ V entorno
de x0 tal que (W ×W ) ∩ (suppϕj × suppϕk) = ∅, para cada (j, k) /∈ I. En consecuencia

1− χ(x, y) =
∑
j,k

ϕj(x)ϕk(y)−
∑

(j,k)∈I

ϕj(x)ϕk(y) =
∑

(j,k)/∈I

ϕj(x)ϕk(y) = 0,

para todo (x, y) ∈ W ×W . Por lo tanto 1−χ se anula en un entorno de (x0, x0), para cada
x0 ∈ Ω, es decir, 1− χ se anula en un entorno de la diagonal.

Además, suppχ ⊂ ∪(j,k)∈I suppϕj × suppϕk, luego si K es un compacto de Ω y C :=
suppχ,

C(K) = {x ∈ Ω | existe y ∈ K con (x, y) ∈ suppχ}.
Pero {k : suppϕk ∩K 6= ∅} es finito y si k vaŕıa en dicho conjunto {j | existe k : (j, k) ∈
I, suppϕk ∩K 6= ∅} =: IK es finito.
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Veamos que C(K) ⊂ ∪j∈IK
suppϕj. Para ello, sea x ∈ C(K). De la definición de

C(K) existe y ∈ K de modo que (x, y) ∈ suppχ ⊂ ∪(j,k)∈I suppϕj × suppϕk. Por lo que
existe (j, k) ∈ I tal que (x, y) ∈ suppϕj × suppϕk. Aśı, y ∈ K ∩ suppϕk 6= ∅ y, además,
x ∈ suppϕj, siendo j tal que (j, k) ∈ I. Entonces j ∈ IK , de donde la conclusión.

Como el conjunto IK es finito, se deduce entonces que C(K) es compacto. Análoga-
mente, C−1(L) es compacto, por lo que concluimos que suppχ es propio.

Sea ahora a(x, y, ξ) una amplitud en la clase Sm,ω
ρ,δ (Ω) que define el operador T (la

demostración para el caso anaĺıtico es idéntica). Entonces

b1(x, y, ξ) := χ(x, y)a(x, y, ξ),

b2(x, y, ξ) := (1− χ(x, y))a(x, y, ξ)

son amplitudes en Sm,ω
ρ,δ (Ω). Supongamos por un momento que esto es cierto. Entonces,

a = b1 + b2, luego T se puede descomponer como T = T1 + T2 siendo Ti el operador
pseudodiferencial asociado a bi, i = 1, 2.

Como χ(x, y) es una suma localmente finita de funciones ϕjϕk resulta que el núcleo
KT1 del operador T1 coincide con la distribución χ(x, y)KT , con lo cual suppKT1 ⊂ suppχ.
Por lo tanto T1 tiene soporte propio. Por el lema 1.5.9, T2 ∈ Sm,ω

ρ,δ (Ω).
Además, como sing(ω) suppKT ⊂ ∆(Rp × Rp) (teorema 1.5.6) y KT2 = (1 − χ)KT ,

deducimos que KT2 ∈ E(ω)(Rp × Rp), por 1.3.3 el operador T2 es regularizante. �



Caṕıtulo 2

Cálculo simbólico

Uno de los objetivos de la teoŕıa de operadores pseudodiferenciales es reemplazar tanto
como sea posible el cálculo de los núcleos de los operadores por el cálculo de śımbolos de
modo que la teoŕıa de los operadores se pueda convertir en una teoŕıa algebraica para los
correspondientes śımbolos. Esto justifica la necesidad de desarrollar el cálculo simbólico en
el contexto de las clases no casi anaĺıticas.

La definición que presentamos de suma formal (de amplitudes) y de sumas formales
equivalentes se basa en las definiciones que aparecen en Rodino [38] y Zanghirati [45]
(para operadores en clases de Gevrey de tipo Roumieu) en el siguiente sentido: si tomamos
ω(t) = td, 0 < d < 1, entonces nuestras definiciones son las ‘reformulaciones’ naturales de
las definiciones de [38, 45] si pretendemos desarrollar una teoŕıa para operadores pseudodi-
ferenciales en clases de Gevrey de tipo Beurling.

Después de las primeras definiciones probamos que si una amplitud es equivalente a 0
entonces el operador pseudodiferencial que define es regularizante.

Los espacios de funciones D(ω)(Ω) son ĺımites inductivos de espacios de Fréchet y por
tanto, topológicamente más complejos que los espacios de funciones test de tipo Gevrey
(Roumieu) que son ĺımite inductivo de una sucesión de espacios de Banach. Esta diferencia
tiene su importancia cuando pretendemos construir una amplitud a partir de una suma
formal y ‘explica’ la construcción por bloques que se lleva a cabo en la demostración del
teorema 2.1.8. Por último, en relación con este problema queremos mencionar que la teoŕıa
de Matsumoto [33] no permite construir un śımbolo a partir de una suma formal en el caso
en que la clase sea lo suficientemente grande para contener todas las clases de Gevrey.

El trabajo con amplitudes, y no sólo con śımbolos, permite estudiar fácilmente el ad-
junto de un operador y usar dualidad para probar de manera sencilla que todo operador
pseudodiferencial se puede extender a una aplicación definida en el espacio de las (ul-
tra)distribuciones de soporte compacto y que toma valores en el espacio de todas las (ul-
tra)distribuciones. Pero también presenta algunos inconvenientes, siendo uno de ellos que
un operador pseudodiferencial puede tener muchas representaciones distintas en térmi-
nos de amplitudes. Además, no se puede esperar que la amplitud de una composición
de operadores sea ‘esencialmente’ el producto de las dos amplitudes. El teorema 2.1.14
prueba que todo operador pseudodiferencial A se puede escribir, localmente y módulo un

67
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operador regularizante, como un operador P (x,D) asociado a un śımbolo p(x, ξ) con desar-
rollo asintótico conocido y expresado en términos de la amplitud que define el operador A.
Para obtener este resultado necesitamos trabajar con clases de funciones lo suficientemente
grandes como para contener alguna clase de Gevrey. Esta condición se verifica si ω es un
peso fuerte ([34]) y garantiza que un análogo al clásico teorema de Borel es cierto para la
clase E(ω)(Rp). No obstante, la posibilidad de resolver el problema de Borel no se utiliza
expĺıcitamente en la demostración que presentamos.

Después de introducir la traspuesta y la composición de sumas formales, probamos
que nuestra clase de operadores pseudodiferenciales es cerrada al componer operadores y
al tomar traspuestas y verificamos que, como era deseable, estas operaciones se reducen
a operaciones formales entre los correspondientes śımbolos de los operadores. Aśı, por
ejemplo, bajo las condiciones apropiadas la composición P (x,D)◦Q(x,D) se puede expre-
sar, módulo un operador regularizante, como un operador pseudodiferencial con śımbolo
(2π)pp(x, ξ)q(x, ξ) + r(x, ξ) donde r(x, ξ) admite un desarrollo asintótico

r(x, ξ) ∼ (2π)p
∑
j 6=0

∑
|α|=j

1

α!
∂α

ξ p(x, ξ)D
α
xq(x, ξ)

(teorema 2.3.3).

2.1. Cálculo simbólico

Uno de los problemas que se plantean es cómo determinar la clase de amplitudes de
modo que la teoŕıa de los operadores se pueda convertir en una teoŕıa algebraica para
las correspondientes amplitudes. Más aun, la clase de operadores debe ser cerrada para el
producto y al tomar adjuntos de operadores. Esto justifica la necesidad de desarrollar en
este contexto el cálculo simbólico clásico.

Definición 2.1.1 Denotamos por FASm,ω
ρ,δ (Ω) el conjunto de todas las sumas formales∑

j∈N0
aj(x, y, ξ), tales que aj(x, y, ξ) ∈ C∞(Ω × Ω × Rp) y para cada conjunto compacto

Q ⊂ Ω× Ω existen R ≥ 1, B ≥ 1 y una sucesión Cn > 0, n ∈ N con la propiedad

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ aj(x, y, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|+j
n

)emω(ξ)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ−(ρ−δ)j (1.1)

para cada j ∈ N0, (x, y) ∈ Q y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+j

ϕ∗( |β|+j
n

).

Observemos que, para cada j ∈ N, aj(x, y, ξ) es una amplitud en ASm,ω
ρ,δ (Ω) (y, por lo

tanto, cualquier suma finita de aj’s): en efecto, con la notación anterior, fijado j ∈ N, se
tiene

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ aj(x, y, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|
n

)e(ρ−δ)nϕ∗( j
n

)emω(ξ)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ−(ρ−δ)j.

Como log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+j

ϕ∗( |β|+j
n

) ≥ n
j
ϕ∗( j

n
), se tiene |ξ|j(ρ−δ) ≥ e(ρ−δ)nϕ∗( j

n
), y aśı

(1 + |ξ|)−j(ρ−δ) ≤ e−(ρ−δ)nϕ∗( j
n

).



2.1 Cálculo simbólico 69

De donde se deduce

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ aj(x, y, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|
n

)emω(ξ)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ,

lo que concluye la prueba.

Podemos establecer un resultado similar al lema 1.1.3. La prueba del mismo es análoga
a la de dicho lema:

Lema 2.1.2 La suma formal
∑

j∈N0
aj(x, y, ξ) pertenece al espacio FASm,ω

ρ,δ (Ω) si, y sólo
si, para cada conjunto compacto Q ⊂ Ω× Ω existen R ≥ 1, B ≥ 1, A ≥ 1 y una sucesión
Cn > 0, n ∈ N cumpliendo una de las siguientes propiedades:

(1) Para cada (x, y) ∈ Q:

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ aj(x, y, ξ)| ≤ Cnβ!BβA

|α+γ|+je(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|+j
n

)

|ξ|−δ|α+γ|+ρ|β|+(ρ−δ)j
emω(ξ) (1.2)

siempre que |ξ| ≥ 1 y β = 0, j = 0 ó log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+j

ϕ∗( |β|+j
n

). Y también

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ aj(x, y, ξ)| ≤ Cnβ!BβA|α+γ|+je(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|+j

n
)emω(ξ) (1.3)

para cada |ξ| ≤ 1.

(2) Para cada (x, y) ∈ Q:

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ aj(x, y, ξ)| ≤ Cnβ!Bβ A

|α+γ|+je(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|+j
n

)

(1 + |ξ|)−δ|α+γ|+ρ|β|+(ρ−δ)j
emω(ξ) (1.4)

siempre que j ∈ N0 y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+j

ϕ∗( |β|+j
n

).

Sea a ∈ ASm,ω
ρ,δ (Ω) y pongamos a0 := a, aj := 0 para j 6= 0. Entonces podemos

identificar a con la suma formal
∑
aj.

Ejemplo 2.1.3 Sea a(x, y, ξ) ∈ ASm,ω
ρ,δ (Ω) y pj(x, ξ) :=

∑
|α|=j

1
α!
Dα

ξ ∂
α
y a(x, y, ξ)|y=x. En-

tonces la serie
∑∞

j=0 pj(x, ξ) es una suma formal en FASm,ω
ρ,δ (Ω).

En efecto, por la regla de la cadena

Dγ
xD

β
ξ

[
Dα

ξ ∂
α
y a(x, y, ξ)|y=x

]
=

∑
ν≤γ

(γ

ν

)
Dν

xD
γ−ν
y

[
Dα+β

ξ ∂α
y a(x, y, ξ)|y=x

]
.

Supongamos que |α| = j. Fijado un compacto K ⊂ Ω, dado que a(x, y, ξ) ∈ ASm,ω
ρ,δ (Ω),
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existen una sucesión (Cn) de números positivos y constantes R ≥ 1 y B ≥ 1 tales que∣∣Dγ
xD

β
ξ

[
Dα

ξ ∂
α
y a(x, y, ξ)|y=x

]∣∣ ≤
≤

∑
ν≤γ

(γ

ν

)
|Dν

xD
γ−ν
y

[
Dα+β

ξ ∂α
y a(x, y, ξ)|y=x

]
| ≤

≤ CnB
|β|+|α|(β + α)!

∑
ν≤γ

(γ

ν

) e(ρ−δ)nϕ∗( |ν+γ−ν+α|
n

)

(1 + |ξ|)|ν+γ−ν+α|δ−ρ|α+β| e
mω(ξ) ≤

≤ CnB
|β|+j(β + α)!2|γ|

e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|+j
n

)

(1 + |ξ|)|γ|δ−ρ|β|−(ρ−δ)j
emω(ξ).

siempre que x ∈ K y log( |ξ|
R

) ≥ |α+β|
n
ϕ∗( |α+β|

n
) = |β|+j

n
ϕ∗( |β|+j

n
).

Por lo tanto, de la definición de pj(x, ξ):

|Dγ
xD

β
ξ pj(x, ξ)| ≤

≤ CnB
|β|+j2|γ|

e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|+j
n

)

(1 + |ξ|)|γ|δ−ρ|β|−(ρ−δ)j
emω(ξ)

∑
|α|=j

(β + α)!

α!
.

Como
(β+α

α

)
≤ 2|β+α| se tiene∑
|α|=j

(β + α)!

α!
= β!

∑
|α|=j

(β + α)!

β!α!
≤ β!2|β|+j

∑
|α|=j

1 ≤ β!2|β|+jpj.

Una aplicación del lema 2.1.2 concluye la prueba.

Definición 2.1.4 Dos sumas formales
∑
aj y

∑
bj en FASm,ω

ρ,δ (Ω) se dice que son equiva-
lentes si para cada conjunto compacto Q ⊂ Ω× Ω existen R ≥ 1, B ≥ 1 y dos sucesiones,
(Cn) de números positivos, y (Nn) de números naturales, con la propiedad

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ

∑
j<N

(aj − bj)| ≤ CnB
|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|+N

n
)emω(ξ)(1 + |ξ|)|α+γ|δ−|β|ρ−(ρ−δ)N

para cada (x, y) ∈ Q, N ≥ Nn, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

).

Nota 2.1.5 Si a(x, y, ξ) = 0 para cada x, y ∈ Ω y |ξ| ≥M entonces a ∼ 0. En particular,
todo operador (ω)-regularizante está asociado a una amplitud equivalente a cero (véase la
proposición 1.3.2).

Puede darse un resultado similar al lema 2.1.2 para la definición 2.1.4. De hecho, que
a ∼ 0 significa que: Fijado un conjunto compacto Q ⊂ Ω× Ω, existen dos sucesiones (Cn)
(de números positivos) y (Nn) (de números naturales) y constantes B ≥ 1 y R ≥ 1 tales
que

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ a(x, y, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|+N
n

)emω(ξ)|ξ|δ|α+γ|−ρ|β|−(ρ−δ)N

para cada (x, y) ∈ Q, N ≥ Nn, y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

) (podemos suponer que N ≥ 1

siempre).
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Proposición 2.1.6 Sea A un operador pseudodiferencial definido por una amplitud a ∈
ASm,ω

ρ,δ (Ω) que es equivalente a cero. Entonces A es un operador (ω)-regularizante.

Demostración. Veremos que K(x, y) :=
∫
ei(x−y)ξa(x, y, ξ)dξ pertenece a E(ω)(Ω × Ω) y

que (Au)(x) =
∫
K(x, y)u(y)dy para cada u ∈ D(ω)(Ω). Fijamos un conjunto compacto

Q ⊂ Ω× Ω, entonces (nota 2.1.5)

|Dα
xD

γ
ya(x, y, ξ)| ≤ Cne

(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|+N
n

)emω(ξ)|ξ|δ|α+γ|−(ρ−δ)N

para cada (x, y) ∈ Q, N ≥ Nn, y log( |ξ|
R

) ≥ n
N
ϕ∗(N

n
).

Ahora fijamos n0 ∈ N y tomamos 0 < ε < 1 y n ∈ N con ω( t
R
) ≥ εω(t) − 1

ε
y

ε(ρ − δ)n > 2n0. Entonces, para cada N ≥ N8n y (8n
N
ϕ∗( N

8n
) ≤)2n

N
ϕ∗( N

2n
) ≤ log( |ξ|

R
) ≤

2n
N+1

ϕ∗(N+1
2n

), teniendo en cuenta que

8nϕ∗( |α−β+γ−µ|+N
8n

) ≤ 4nϕ∗( |α−β+γ−µ|
4n

) + 4nϕ∗( N
4n

) ≤ n0ϕ
∗( |α−β+γ−µ|

n0
) + 4nϕ∗( N

4n
),

tenemos que |Dα
xD

γ
y

(
ei(x−y)ξa(x, y, ξ)

)
| no es mayor que

C8n

∑
β≤α

∑
µ≤γ

(α

β

)(γ

µ

)
e(ρ−δ)8nϕ∗( |α−β+γ−µ|+N

8n
)|ξ||β+µ|+δ|α−β+γ−µ|−(ρ−δ)Nemω(ξ) ≤

≤ C8n

∑
β≤α

∑
µ≤γ

(α

β

)(γ

µ

)
e
(ρ−δ)n0ϕ∗( |α−β+γ−µ|

n0
)|ξ||β+µ|+δ|α−β+γ−µ|−(ρ−δ)Nemω(ξ)e(ρ−δ)4nϕ∗( N

4n
).

Una aplicación del lema 0.1.6 proporciona

|ξ|δ|α−β+γ−µ|e
−δn0ϕ∗( |α−β+γ−µ|

n0
) ≤ en0ω(ξ)

y también

|ξ||β+µ| ≤ e
n0ϕ∗( |β+µ|

n0
)
en0ω(ξ).

De la convexidad de ϕ∗,

ρn0ϕ
∗( |α−β+γ−µ|

n0
) + n0ϕ

∗( |β+µ|
n0

) ≤ n0ϕ
∗( |α+γ|

n0
),

y, teniendo en cuenta
∑

β≤α

∑
µ≤γ

(α

β

)(γ

µ

)
≤ 2|α+γ|, concluimos que

|Dα
xD

γ
y

(
ei(x−y)ξa(x, y, ξ)

)
| ≤ C8n2|α+γ|e

n0ϕ∗( |α+γ|
n0

)
e(m+2n0)ω(ξ)e(ρ−δ)4nϕ∗( N

4n
)|ξ|−(ρ−δ)N .

Del lema 0.1.7(2), y usando que log(|ξ|/R) ≤ `ω(ξ) para cierta constante ` ∈ N,

|ξ|−Ne4nϕ∗( N
4n

) ≤ R−N
( |ξ|

R

)−N
e4nϕ∗( N

4n
) ≤ e−2nω(ξ/R)+log(|ξ|/R) ≤

≤ e−2nω(ξ/R)+`ω(ξ) ≤ e−2εnω(ξ)+ 2n
ε

+`ω(ξ)



72 Cálculo simbólico

y aśı (
|ξ|−Ne4nϕ∗( N

4n
)
)(ρ−δ) ≤ e−(ρ−δ)2εnω(ξ)+(ρ−δ) 2n

ε
+(ρ−δ)`ω(ξ) ≤ Dn0e

(−4n0+`)ω(ξ),

donde Dn0 := e(ρ−δ) 2n
ε . Lo que implica finalmente

|Dα
xD

γ
y

(
ei(x−y)ξa(x, y, ξ)

)
| ≤ Dn02

|α+γ|e
n0ϕ∗( |α+γ|

n0
)
e(m+`−2n0)ω(ξ).

Tomando n0 lo bastante grande obtenemos que la integral que defineK(x, y) es convergente.
Luego K es derivable bajo el signo integral y, si En0 := Dn0

∫
e(m+`−2n0)ω(ξ)dξ,

|Dα
xD

γ
yK(x, y)| ≤ Dn02

|α+γ|e
n0ϕ∗( |α+γ|

n0
)

∫
e(m+`−2n0)ω(ξ)dξ ≤

≤ En0e
|α+γ|e

n0ϕ∗( |α+γ|
n0

)
,

siempre que (x, y) ∈ Q. Aśı

sup
(x,y)∈Q

sup
α,γ
|Dα

xD
γ
yK(x, y)|e−|α+γ|e−kϕ∗( |α+γ|

k
) ≤ Ek,

para todo k ≥ n0. Como Q es un compacto de Ω × Ω arbitrario, esto que prueba que
K ∈ E(ω)(Ω× Ω).

Para terminar, veamos que A coincide con el operador con núcleo K. Dada u ∈ D(ω)(Ω),
para cada x ∈ Ω se tiene

Au(x) =

∫ ( ∫
a(x, y, ξ)ei(x−y)ξu(y)dy

)
dξ.

Fijado ahora un compacto K ⊂ Ω, aplicando las estimaciones anteriores en el compacto
Q = K × suppu con α = γ = 0, obtenemos que para cada x ∈ K, la función (y, ξ) 7→
u(y)a(x, y, ξ)ei(x−y)ξ pertenece a L1(R2p) e intercambiando el orden de integración en la
fórmula para Au(x) queda ∫

u(y)
( ∫

a(x, y, ξ)ei(x−y)ξdξ
)
dy,

es decir, (Au)(x) =
∫
K(x, y)u(y)dy, como queŕıamos probar. �

Lema 2.1.7 ([44, p. 241]) Existe una sucesión (Φ`)`≥1 y constantes C,D > 0 tales que
Φ` ∈ D(ω)(Rp), |Φ`(ξ)| ≤ 1, Φ`(ξ) = 1 para |ξ| ≤ 2, Φ`(ξ) = 0 para |ξ| ≥ 3 y con la
propiedad

|Φα
` (ξ)| ≤ C(

D

3
)|α|`|α|+1

siempre que |α| ≤ 2`.
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Para construir una amplitud a partir de una suma formal, la idea es la siguiente: Para un
n fijo, como en [45] podemos encontrar una función C∞, an, que satisface las estimaciones
en 1.2.10 solo para este n fijo. Como cada an es una serie de las funciones aj’s, podemos
tomar, para cada n, un bloque finito de la serie, de modo que al juntar los bloques se
obtenga una amplitud que es equivalente a la suma formal.

Sea (jn) una sucesión creciente de números naturales tal que jn/n→∞ cuando n crece.
Para cada jn ≤ j < jn+1, escribimos

Ψj,n(ξ) := 1− Φj

( ξ

Re
n
j
ϕ∗( j

n
)

)
, (1.5)

donde R ≥ 1 es la constante de la definición 2.1.1. Del lema 2.1.7 se deduce inmediatamente
que si ξ está en el soporte de Ψj,n(ξ), entonces

|ξ| ≥ 2Re
n
j
ϕ∗( j

n
).

Además, |Ψj,n(ξ)| ≤ 2.
Derivando esta función se obtiene

Di
ξΨj,n(ξ) = −

Di
ξΦj(ξ)

(Re
n
j
ϕ∗( j

n
))|i|

(1.6)

para cada multi-́ındice i. Una aplicación del lema 2.1.7 proporciona

|Di
ξΨj,n(ξ)| ≤ C(

D

3Re
n
j
ϕ∗( j

n
)
)|i|j|i|+1

para cada multi-́ındice i con |i| ≤ 2j.
Si i 6= 0 y Di

ξΦj(ξ) 6= 0, se tiene

2Re
n
j
ϕ∗( j

n
) ≤ |ξ| ≤ 3Re

n
j
ϕ∗( j

n
). (1.7)

De donde se obtiene finalmente la desigualdad

|Di
ξΨj,n(ξ)| ≤ C(

D

|ξ|
)|i|j|i|+1. (1.8)

Teorema 2.1.8 Sea
∑
aj ∈ FASm,ω

ρ,δ (U) y Ω un subconjunto abierto relativamente com-
pacto de U . Entonces existe una amplitud a ∈ ASm,ω

ρ,δ (Ω) tal que a ∼
∑
aj sobre Ω.

Demostración. Consideremos las funciones Ψj,n(ξ) definidas anteriormente.
Ya sabemos que

|Di
ξΨj,n(ξ)| ≤ C(

D

|ξ|
)|i|j|i|+1,

para cada |i| ≤ 2j.
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Asociado a R pongamos R1 := (2R)ρ−δ. Como ya hemos dicho, Ψj,n(ξ) 6= 0 implica

|ξ| ≥ 2Re
n
j
ϕ∗( j

n
) y aśı e(ρ−δ)nϕ∗( j

n
) ≤ |ξ|j(ρ−δ)( 1

R1
)j. Mientras que si ξ está en el soporte de

alguna derivada también se cumple que |ξ| ≤ 3Re
n
j
ϕ∗( j

n
) y por lo tanto ( |ξ|

3
)j(ρ−δ)( 1

R1
)j ≤

e(ρ−δ)nϕ∗( j
n

).

De la convexidad de ϕ∗ se deduce que

2nϕ∗( |α+γ|+j
2n

) ≤ nϕ∗( |α+γ|
n

) + nϕ∗( j
n
),

para cada par de multi-́ındices α, γ y cada natural j. Aśı, de acuerdo con la definición 2.1.1
podemos elegir R lo bastante grande para que (por ejemplo, de modo que 2eDp

R1
< 1)

∞∑
j=1

jeDjp

Rj
1

<∞, (1.9)

y, para cierta sucesión (Cn),

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ aj(x, y, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)2nϕ∗( |α+γ|+j
2n

)emω(ξ)|ξ||α+γ|δ−|β|ρ|ξ|−(ρ−δ)j

≤ CnB
|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|

n
)emω(ξ)|ξ||α+γ|δ−|β|ρe(ρ−δ)nϕ∗( j

n
)|ξ|−(ρ−δ)j

siempre que (x, y) ∈ Ω, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+j

ϕ∗( |β|+j
n

)(≥ 2n
|β|+j

ϕ∗( |β|+j
2n

)).

Primero suponemos que (x, y) ∈ Ω, n ∈ N, log( |ξ|
3R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

) y Ψj,n(ξ) 6= 0. En-

tonces log( |ξ|
R

) ≥ máx
(

n
|β|ϕ

∗( |β|
n

), n
j
ϕ∗( j

n
)
)
≥ 2n

|β|+j
ϕ∗( |β|+j

2n
). Más aún, Di

ξΨj,n(ξ) 6= 0 im-

plica log( |ξ|
3R

) ≤ n
j
ϕ∗( j

n
), y consecuentemente, |β| ≤ j por ser ϕ∗(t)/t creciente. Entonces

podemos usar el lema anterior y estimar

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ

(
aj(x, y, ξ)Ψj,n(ξ)

)
|e−mω(ξ) ≤

∑
i≤β

(β

i

)
|Di

ξΨj,n(ξ)Dα
xD

γ
yD

β−i
ξ aj(x, y, ξ)|e−mω(ξ)

que es menor que

CCne
(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|

n
)|ξ||α+γ|δe(ρ−δ)nϕ∗( j

n
)|ξ|−(ρ−δ)j · (1.10)

·
∑
i≤β

β!

(β − i)!i!
D|i|j|i|+1(β − i)!B|β−i|

|ξ||i||ξ|ρ|β−i| ≤

≤ CCnB
|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|

n
)|ξ||α+γ|δ−|β|ρe(ρ−δ)nϕ∗( j

n
)|ξ|−(ρ−δ)j ·

·
∑
i≤β

D|i|j|i|+1

i!
≤

≤ CCnB
|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|

n
)|ξ||α+γ|δ−|β|ρ(

1

R1

)j
∑
i≤β

D|i|j|i|+1

i!
,
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donde en la última desigualdad se usa que e(ρ−δ)nϕ∗( j
n

) ≤ |ξ|j(ρ−δ)( 1
R1

)j. Además,∑
i≤β

D|i|j|i|+1

i!
≤

∞∑
|i|=0

D|i|j|i|+1

|i|!
|i|!
i!

=
∞∑

k=0

j(pDj)k

k!
= jepDj,

puesto que
∑

|i|=k
k!
i!

= pk (lema 0.1.1).

Sea (jn) la sucesión definida después del lema 2.1.7. Por inducción, podemos elegir los
términos de la sucesión (jn) de modo que j1 := 1, jn < jn+1, ĺımn→∞

jn

n
=∞ y

Cn+1

∞∑
j=jn+1

jepDj

Rj
1

≤ Cn

2

jn+1∑
j=jn

jepDj

Rj
1

.

Entonces

Dn := Cn

jn+1−1∑
j=jn

jepDj

Rj
1

satisface Dn+1 ≤ Dn

2
. En efecto:

Dn+1 = Cn+1

jn+2−1∑
j=jn+1

jepDj

Rj
1

≤ Cn

2

jn+1∑
j=jn

jepDj

Rj
1

≤ 1

2
Cn

jn+1−1∑
j=jn

jepDj

Rj
1

=
Dn

2
.

Ahora probaremos que

a(x, y, ξ) := a0(x, y, ξ) +
∞∑

n=1

jn+1−1∑
j=jn

Ψj,n(ξ)aj(x, y, ξ) (1.11)

es una amplitud.
Veamos primero que la suma que define a es localmente finita: en efecto, dado que

jn

n
→∞, fijado ξ ∈ Rp, existe n tal que si j ≥ jn se cumple

|ξ| < 2Re
n
j
ϕ∗( j

n
).

Lo que implica que Ψj,n(ξ) = 0. Por lo tanto, la suma es localmente finita. Aśı, a es una
función bien definida y C∞.

Supongamos que log( |ξ|
3R

) ≥ n
|β|ϕ

∗( |β|
n

). Entonces, para cada n ∈ N,

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ (

∞∑
k=n

jk+1−1∑
j=jk

Ψj,k(ξ)aj(x, y, ξ))| ≤

≤ CB|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|
n

)|ξ||α+γ|δ−|β|ρemω(ξ)

∞∑
k=n

Ck

jk+1−1∑
j=jk

jepDj

Rj
1

=

= CB|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|
n

)|ξ||α+γ|δ−|β|ρemω(ξ)

∞∑
k=n

Dk.
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Además, por la acotación (1.10), a0+
∑n−1

k=1

∑jk+1−1
j=jk

Ψj,kaj es una suma finita de amplitudes,
y concluimos que a(x, y, ξ) ∈ ASm,ω

ρ,δ (Ω).

Para terminar hay que probar que a ∼
∑
aj sobre Ω. Para ello, supongamos que

(x, y) ∈ Ω y log( |ξ|
3R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

). Estimamos las derivadas de

a−
∑
j<N

aj =
∞∑

k=1

jk+1−1∑
j=jk

Ψj,kaj −
N−1∑
j=1

aj.

Sólo consideraremos el caso N > njn (esto es coherente con la definición 2.1.4 de sumas
formales equivalentes). Para cada j ∈ N existe k ∈ N con jk ≤ j < jk+1. Entonces

k < n implica j ≤ jn(< N) y log( |ξ|
3R

) ≥ n
N
ϕ∗(N

n
) ≥ 1

jn
ϕ∗(jn) ≥ k

j
ϕ∗( j

k
), y resulta que la

correspondiente función Ψj,k es idénticamente 1, luego Ψj,k − 1 ≡ 0. Por otro lado, k ≥ n

y N > j también implican log( |ξ|
3R

) ≥ n
N
ϕ∗(N

n
) ≥ k

j
ϕ∗( j

k
) y Ψj,n(ξ) = 1.

En consecuencia, a −
∑

j<N aj se puede expresar como una suma de funciones Ψj,kaj

con j ≥ N y k ≥ n.
Se trata por lo tanto de dar una cota de la expresión

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ

(
aj(x, y, ξ)Ψj,k(ξ)

)
|e−mω(ξ) (1.12)

cuando j ≥ N y k ≥ n. Hemos supuesto que log( |ξ|
3R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

). Dado que k ≥ n,

en particular se tiene log( |ξ|
R

) ≥ k
|β|ϕ

∗( |β|
k

). Podemos asumir también que log( |ξ|
2R

) ≥ k
j
ϕ∗( j

k
),

pues en caso contrario Ψj,k(ξ) = 0, entonces

log( |ξ|
R

) ≥ máx
(

k
j
ϕ∗( j

k
), k

|β|ϕ
∗( |β|

k
)
)
≥ 2k

|β|+j
ϕ∗( |β|+j

2k
).

Usamos ahora que 2kϕ∗( |α+γ|+j
2k

) ≤ kϕ∗( |α+γ|+N
k

) + kϕ∗( j−N
k

) y la acotación (1.10) con
n = 2k. Aśı, la expresión (1.12) es menor que

CC2kB
|β|e(ρ−δ)2kϕ∗( |α+γ|+j

2k
)|ξ||α+γ|δ|ξ|−(ρ−δ)j ·

·
∑
i≤β

β!

(β − i)!i!
D|i|j|i|+1(β − i)!
|ξ||i||ξ|ρ|β−i| ≤

≤ CC2kB
|β|β!e(ρ−δ)kϕ∗( |α+γ|+N

k
)|ξ||α+γ|δ−|β|ρ−(ρ−δ)N ·

·e(ρ−δ)kϕ∗( j−N
k

)|ξ|−(ρ−δ)(j−N)jepDj ≤

≤ CC2kB
|β|β!e(ρ−δ)kϕ∗( |α+γ|+N

k
)|ξ||α+γ|δ−|β|ρ−(ρ−δ)N ·

·( 1

R1

)j−NjepDj =

= CC2kB
|β|RN

1 β!e(ρ−δ)kϕ∗( |α+γ|+N
k

)|ξ||α+γ|δ−|β|ρ−(ρ−δ)N je
pDj

Rj
1

,



2.1 Cálculo simbólico 77

donde la última desigualdad se sigue del hecho que Ψj,k(ξ) 6= 0 implica que log( |ξ|
2R

) ≥
k
j
ϕ∗( j

k
) ≥ k

j−N
ϕ∗( j−N

k
).

Finalmente obtenemos

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ

(
a−

∑
j<N

aj

)
| ≤

∑
j≥N

|Dα
xD

γ
yD

β
ξ (Ψj,kaj)|

donde en el último sumatorio se entiende que k ≥ n. Al ser kϕ∗( |α+γ|+N
k

) ≤ nϕ∗( |α+γ|+N
n

),
esta última expresión está dominada por

CB|β|β!RN
1 e

(ρ−δ)nϕ∗( |α+γ|+N
n

)|ξ||α+γ|δ−|β|ρ−(ρ−δ)Nemω(ξ)
∑
k≥n

Dk.

Lo que concluye la demostración, en virtud de la nota 2.1.5. �

Observemos que cualquier otra elección de la sucesión (jn) y la constante R que satis-
faga las estimaciones en la prueba del resultado anterior dará otra amplitud que define el
mismo operador pseudodiferencial, módulo un operador (ω)-regularizante. Por tanto, en lo
sucesivo asumiremos sin pérdida de generalidad que tanto los términos de la sucesión (jn)
como la constante R sean tan grandes como sea necesario.

Nuestro próximo propósito es dar la fórmula de expansión asintótica. En adelante,
supondremos que E(ω)(Ω) contiene la clase de Gevrey Γ{s}(Ω) para algún s > 1. Entonces,
para σ(t) := t1/s, se tiene que E(σ)(Ω) está contenido (y es denso) en E(ω)(Ω) (véase [9]).

Supondremos que n
j
ϕ∗( j

n
) ≥ n para cada j ≥ jn. Ponemos ϕj := Ψj,n si jn ≤ j < jn+1,

ϕ0(ξ) = 1.

Sea Ω un conjunto abierto relativamente compacto. En L(D(ω)(Ω),D′(ω)(Ω)) conside-

ramos la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre los acotados de D(ω)(Ω).
Observemos además que, por la definición de ϕj, se tiene que ϕj −ϕj+1 es la diferencia

de dos funciones test (véase el lema 2.1.7 y la definición de Ψj,n en la ecuación (1.5)), luego
ϕj − ϕj+1 ∈ D(ω)(Rp). De la proposición 1.3.1, ϕj − ϕj+1 ∈ AS0,ω

ρ,δ (Ω).
Como en la prueba de 1.2.2 tenemos lo siguiente

Lema 2.1.9 Sea a ∈ Sm,ω
ρ,δ (Ω) y A el operador pseudodiferencial definido por a. Entonces,

para cada u ∈ D(ω)(Ω),

A(u) =
∞∑

j=0

Aj(u)

siendo Aj el operador pseudodiferencial definido por la amplitud (ϕj − ϕj+1)(ξ)a(x, y, ξ).

Demostración. La función (ϕj − ϕj+1)(ξ)a(x, y, ξ) es una amplitud en ASm,ω
ρ,δ (Ω) en

virtud de la proposición 1.2.15.
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Procediendo como en el teorema 1.2.2 se tiene

A(u)(x) = E(ω)(Ω)− ĺım
j→+∞

∫ ( ∫
(1− ϕj+1)(ξ)e

i(x−y)ξa(x, y, ξ)u(y)dy
)
dξ,

y como 1− ϕj+1 = (1− ϕ0) + · · ·+ (ϕj − ϕj+1), se concluye. �

Sea U un abierto de Rp y Ω un subconjunto abierto de U relativamente compacto.
Consideremos una suma formal

∑∞
j=0 pj(x, ξ) en FASm,ω

ρ,δ (U). De la definición 2.1.1 se

deduce que, dado el compacto Ω, existe una sucesión (Cn) y constantes R ≥ 1 y B ≥ 1 de
modo que

|Dα
xD

β
ξ pj(x, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α|+j
n

)(1 + |ξ|)δ|α|−ρ|β|−(ρ−δ)j (1.13)

para cada x ∈ Ω y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+j

ϕ∗( |β|+j
n

).

Lema 2.1.10 Sean U , Ω,
∑∞

j=0 pj(x, ξ) y (Cn) como antes. Sea (jn) como en la prueba de

2.1.8 que satisfaga además n
j
ϕ∗( j

n
) ≥ max(n, logCn) para j ≥ jn. Ponemos

p(x, ξ) :=
∞∑

j=0

ϕj(ξ)pj(x, ξ),

que es un śımbolo en ASm,ω
ρ,δ (Ω). Entonces, el correspondiente operador pseudodiferencial

P (x,D) es el ĺımite en L(D(ω)(Ω),D′(ω)(Ω)) de la sucesión de operadores

SN : D(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω),

donde cada SN es un operador pseudodiferencial con śımbolo

N∑
j=0

(ϕj − ϕj+1)(ξ)(

j∑
l=0

pl(x, ξ)).

Demostración. La función p(x, ξ) es un śımbolo, como se comprobó en la demostración
del teorema 2.1.8 (véase la ecuación (1.11)). Para cada j ∈ N0, la función

(ϕj − ϕj+1)(ξ)(

j∑
l=0

pl(x, ξ))

es también un śımbolo en ASm,ω
ρ,δ (Ω).

En efecto, ϕj−ϕj+1 ∈ AS0,ω
ρ,δ (Ω) por ser una función test. Ya sabemos que

∑j
l=0 pl(x, ξ) ∈

ASm,ω
ρ,δ (Ω). Por lo tanto, basta aplicar la proposición 1.2.15 para concluir.
Observemos ahora que

N∑
j=0

(ϕj − ϕj+1)(ξ)(

j∑
l=0

pl(x, ξ)) =
N∑

j=0

ϕj(ξ)pj(x, ξ)− ϕN+1(ξ)
N∑

j=0

pj(x, ξ).
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Sea B un conjunto acotado en D(ω)(Ω) y sea K un conjunto compacto en Ω. Vamos a ver
que

(a)
∫

(
∑N

j=0 ϕj(ξ)pj(x, ξ))e
ixξû(ξ)dξ →

∫
(
∑∞

j=0 ϕj(ξ)pj(x, ξ))e
ixξû(ξ)dξ

y
(b)

∫
ϕN+1(ξ)(

∑N
j=0 pj(x, ξ))e

ixξû(ξ)dξ → 0
cuando N tiende a infinito, uniformemente sobre x ∈ K y u ∈ B.
Como B es acotado en D(ω)(Ω), por el teorema de Paley-Wiener existe D > 0 con

|û(ξ)| ≤ De−(m+3)ω(ξ)

para cada u ∈ B. Se sigue de la elección de las constantes (Cn) que

|pj(x, ξ)| ≤ Cn
e(ρ−δ)nϕ∗( j

n
)

(1 + |ξ|)(ρ−δ)j
emω(ξ)

siempre que x ∈ Ω y log( |ξ|
R

) ≥ n
j
ϕ∗( j

n
). Como ϕj(ξ) 6= 0 y jn ≤ j < jn+1 implican

log( |ξ|
2R

) ≥ n
j
ϕ∗( j

n
), se tiene

|ϕj(ξ)pj(x, ξ)û(ξ)| ≤
Cn

(2R)j(ρ−δ)
De−3ω(ξ).

Como log(t) = o(ω(t)) cuando t → ∞, podemos suponer que e−ω(ξ) ≤ 1
|ξ| ≤

1

e
n
j ϕ∗(

j
n )

para

ξ ∈ suppϕj. Entonces, para jl ≤ N < jl+1 se tiene, usando que n
j
ϕ∗( j

n
) ≥ logCn para cada

n ∈ N y jn ≤ j < jn+1,

∞∑
j=N+1

∫
|ϕj(ξ)pj(x, ξ)û(ξ)|dξ ≤ D

∞∑
n=l

jn+1∑
j=jn+1

Cn

(2R)j(ρ−δ)

1

e
n
j
ϕ∗( j

n
)

∫
e−2ω(ξ)dξ ≤

≤ D
∞∑

n=l

jn+1∑
j=jn+1

1

(2R)j(ρ−δ)

∫
e−2ω(ξ)dξ ≤

≤ D̃

∞∑
n=l

jn+1∑
j=jn+1

1

(2R)j(ρ−δ)
,

lo que demuestra (a).
Para probar (b), dadoN tomamos n con jn ≤ N+1 < jn+1 y observemos que ϕN+1(ξ) 6=

0 implica que log( |ξ|
2R

) ≥ n
N+1

ϕ∗(N+1
n

). Luego, dado que |ϕN(ξ)| ≤ 2 para cada N ∈ N,

|ϕN+1(ξ)(
N∑

j=0

pj(x, ξ))| ≤ 2Cn

N∑
j=0

en(ρ−δ)ϕ∗( j
n

)

|ξ|j(ρ−δ)
emω(ξ)

≤ 2Cn

∞∑
j=0

( 1

2R

)(ρ−δ)j
emω(ξ).
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Como antes, por Paley-Wiener, y de la desigualdad e−ω(ξ) ≤ 1
|ξ| ≤

1

2Re
n

N+1
ϕ∗( N+1

n )
,

|ϕN+1(ξ)(
N∑

j=0

pj(x, ξ))û(ξ)| ≤ 2DCn

∞∑
j=0

( 1

2R

)(ρ−δ)j
e−2ω(ξ)e−

n
N+1

ϕ∗(N+1
n

)

≤ Ce−ω(ξ)e−
n

N+1
ϕ∗(N+1

n
),

siendo C := 2DCn

∑∞
j=0

(
1

2R

)(ρ−δ)j
. De donde se sigue (b), puesto que jn ≤ N + 1 < jn+1

implica n
N+1

ϕ∗(N+1
n

) ≥ n. �

Lema 2.1.11 Para cada n ∈ N se tiene

ĺım
N→∞

N

e
n
N

ϕ∗(N
n

)
= 0.

Demostración. En caso contrario existe 0 < ε < 1 y una sucesión no acotada (Nk) de
números naturales tal que

ε−Nk(Nk)
Nk ≥ enϕ∗(

Nk
n

).

De la fórmula de Stirling se sigue que existe A > 0 tal que

NNk
k ≤ A

eNkNk!√
2πNk

,

que contradice la proposición 0.1.5, apartado (4). �

Lema 2.1.12 Sean m ≥ n y 1
e
e

m
j

ϕ∗( j
m

) ≤ t ≤ e
n
j
ϕ∗( j

n
). Entonces

|t|j+1 ≥ enω(t)e2mϕ∗( j
2m

)e−j.

En particular

enϕ∗( j
n

) ≥ e(n−1)ω(t)e2nϕ∗( j
2n

)

si j es lo bastante grande.

Demostración. Como en la demostración del apartado (2) del lema 0.1.6 se tiene

nω(t) ≤ log(t) + sup
k∈N0

{k log(t)− nϕ∗(k
n

)}.

Dado que 0 < t ≤ e
n
j
ϕ∗( j

n
) y ϕ∗(t)

t
es una función creciente, se deduce que k log t− nϕ∗( k

n
)

siempre que k ≥ j y, por tanto, nω(t) ≤ log(t) + l log(t) − nϕ∗( l
n
) para cierto 0 ≤ l ≤ j
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(véase el lema 0.1.7(1)). De donde

tj = tle−nϕ∗( l
n

)tj−lenϕ∗( l
n

)

≥ enω(t)−log(t)(
e

m
j

ϕ∗( j
m

)

e
)j−lemϕ∗( l

m
)

≥ enω(t)−log(t)(
e

m
j−l

ϕ∗( j−l
m

)

e
)j−lemϕ∗( l

m
)

= enω(t)−log(t)emϕ∗( j−l
m

)e−(j−l)emϕ∗( l
m

)

≥ enω(t)−log(t)e−je2mϕ∗( j
2m

).

En particular, si s = e
n
j
ϕ∗( j

n
), obtenemos

enϕ∗( j
n

) = sle−nϕ∗( l
n

)sj−lenϕ∗( l
n

)

≥ enω(s)−log(s)e(j−l)n
j
ϕ∗( j

n
)enϕ∗( l

n
)

≥ enω(s)−log(s)e2nϕ∗( j
2n

).

Ahora, log(s) = o(ω(s)), cuando s → ∞, luego nω(s) − log(s) ≥ (n − 1)ω(s), si s es

bastante grande. De donde, si t ≤ e
n
j
ϕ∗( j

n
) = s, entonces

enϕ∗( j
n

) ≥ e(n−1)ω(s)e2nϕ∗( j
2n

) ≥ e(n−1)ω(t)e2nϕ∗( j
2n

),

lo que finaliza la prueba. �

Lema 2.1.13 Sea σ(t) = td, 0 < d < 1, y ω una función peso tal que ω(t) = o(σ(t)).
Entonces existe λ > 0 y una sucesión (jn) de números naturales tal que

λσ(e
n
j
ϕ∗ω( j

n
)) ≥ j

para cada j ≥ jn.

Demostración. Para cada n ∈ N existe An > 0 con ω(t) ≤ An + 1
n
σ(t) para todo t ≥ 0.

Por lo tanto

ϕ∗ω(t) = sup
s≥0
{st− ω(es)} ≥ sup

s≥0
{st− An −

1

n
σ(es)} =

= −An +
1

n
sup
s≥0
{nts− σ(es)} = −An +

1

n
ϕ∗σ(nt).

En particular, si t = j/n,

n

j
ϕ∗ω(

j

n
) =

ϕ∗ω(t)

t
≥ −nAn

j
+

1

j
ϕ∗σ(j).
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Como An solo depende de la relación entre σ y ω, tomamos jn tal que Ann
jn
≤ 1. Entonces,

si j ≥ jn, al ser 1
j
ϕ∗σ(j) = 1

d
log( j

ed
),

n

j
ϕ∗ω(

j

n
) ≥ −1 +

1

d
log(

j

ed
),

es decir, σ
(
e

n
j
ϕ∗ω( j

n
)
)
≥ (1

e
)d j

ed
, luego basta tomar λ ≥ ded+1. �

Teorema 2.1.14 Sea ω una función peso tal que ω(t) = o(td), d ≤ ρ − δ, d < 1. Sea
a ∈ ASm,ω

ρ,δ (U) con operador pseudodiferencial asociado A y Ω un subconjunto abierto
relativamente compacto de U. Entonces existen un operador pseudodiferencial P (x,D) :
D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) y un operador (ω)-regularizante R : E ′(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) tales que Aϕ =

P (x,D)ϕ+Rϕ para cada ϕ ∈ D(ω)(Ω). Más aun

p(x, ξ) ∼
∞∑

j=0

pj(x, ξ)

donde pj(x, ξ) =
∑

|α|=j
1
α!
Dα

ξ ∂
α
y a(x, y, ξ)|y=x.

Demostración. Sean (C̃n) y R̃ ≥ 1 la sucesión y la constante, respectivamente, asociadas
a la definición de amplitud 1.2.10 para la función a(x, y, ξ).

Observemos que la sucesión (pj(x, ξ)) define una suma formal en FASm,ω
ρ,δ (U) en virtud

del ejemplo 2.1.3. Sean (Cn) y R ≥ 1 asociadas al compacto Ω en la definición de suma
formal 2.1.1 para

∑∞
j=0 pj(x, ξ) como en la fórmula (1.13). Supondremos, por comodidad,

que Cn ≥ C̃n, para cada n ∈ N, y que R ≥ R̃.
Sea (jn) como en el lema 2.1.13, que además cumpla las hipótesis del lema 2.1.10 para la

suma formal
∑∞

j=0 pj(x, ξ). Los términos de la sucesión (jn) y la constante R se modificarán
más adelante para que se cumplan ciertas condiciones (ya se sabe que se pueden tomar tan
grandes como sea necesario).

Tomamos p(x, ξ) como en el lema 2.1.10 y P := P (x,D). De acuerdo con el lema
2.1.9, el operador A coincide con

∑∞
N=0AN , siendo AN el operador pseudodiferencial con

amplitud a(x, y, ξ)(ϕN − ϕN+1)(ξ). Del lema 2.1.10 el operador P = ĺımN→∞ SN , donde
SN es el operador pseudodiferencial con śımbolo

∑N
j=0(ϕj −ϕj+1)(ξ)(

∑j
l=0 pl(x, ξ)). Por lo

tanto, A − P : D(ω)(Ω) → E(ω)(Ω) se puede representar como A − P :=
∑∞

N=0 PN , donde
PN(u)(x) :=

∫
KN(x, y)u(y)dy y la serie es convergente en L(D(ω)(Ω),D′(ω)(Ω)), y además

KN(x, y) =

∫
(ϕN − ϕN+1)(ξ)(a(x, y, ξ)−

N∑
j=0

pj(x, ξ))e
i(x−y)ξdξ

es una función en E(ω)(Ω×Ω), como se deduce del hecho que ϕN −ϕN+1 ∈ D(ω)(Rp) (basta

aplicar el lema 1.2.1(1), pues ya sabemos que la función
∑N

j=0 pj(x, ξ) es un śımbolo).
Aśı, cada operador PN es (ω)-regularizante, y nuestro propósito es demostrar que tam-

bién
∑∞

N=0 PN es (ω)-regularizante. Para hacer esto necesitamos obtener una representación
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diferente de las series. No hay pérdida de generalidad en suponer que Ω es convexo (en
otro caso, podemos recubrir el abierto Ω con una unión numerable de bolas, Ω =

⋃
n∈NBn,

que son conjuntos convexos y, en vista del teorema 1.5.6, sólo tenemos que probar que la
distribución núcleo de A − P es una función ultradiferenciable de clase (ω) en Bn × Bn,
para cada n ∈ N).

Procediendo como en [45, 2.25] consideremos, para N ≥ 1, el desarrollo de Taylor de
orden N de la función a(x, y, ξ) respecto de la variable y, en y = x,

a(x, y, ξ) =
N∑

|α|=0

1

α!
∂α

y a(x, x, ξ)(y − x)α +
∑

|α|=N+1

1

α!
ωα(x, y, ξ)(y − x)α,

siendo

ωα(x, y, ξ) := (N + 1)

∫ 1

0

∂α
y a(x, x+ t(y − x), ξ)(1− t)Ndt.

Entonces, para N ≥ 1 tenemos

∫
(ϕN − ϕN+1)(ξ)a(x, y, ξ)e

i(x−y)ξdξ =

=

∫
(ϕN − ϕN+1)(ξ)

( N∑
|α|=0

1

α!
∂α

y a(x, x, ξ)(y − x)α
)
ei(x−y)ξdξ +

+

∫
(ϕN − ϕN+1)(ξ)

( ∑
|α|=N+1

1

α!
ωα(x, y, ξ)(y − x)α

)
ei(x−y)ξdξ

Partes
=

∫
(ϕN − ϕN+1)(ξ)a(x, x, ξ)e

i(x−y)ξdξ +

+
N∑

|α|=1

∑
β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξσN,α,β(x, ξ)dξ +

+
∑

|α|=N+1

∑
β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξτN,α,β(x, y, ξ)dξ,

donde

σN,α,β(x, ξ) := Dβ
ξ (ϕN(ξ)− ϕN+1(ξ))D

α−β
ξ ∂α

y a(x, x, ξ)

y

τN,α,β(x, y, ξ) := Dβ
ξ (ϕN(ξ)− ϕN+1(ξ))D

α−β
ξ ωα(x, y, ξ).
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Por lo tanto

KN(x, y) =

∫
(ϕN − ϕN+1)(ξ)(a(x, y, ξ)−

N∑
j=0

pj(x, ξ))e
i(x−y)ξdξ =

=

∫
(ϕN − ϕN+1)(ξ)(a(x, x, ξ)− p0(x, ξ))e

i(x−y)ξdξ +

+
N∑

j=1

( ∑
|α|=j

∑
β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξσN,α,β(x, ξ)dξ −

−
∫
ei(x−y)ξ(ϕN − ϕN+1)(ξ)pj(x, ξ)dξ

)
+

+
∑

|α|=N+1

∑
β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξτN,α,β(x, y, ξ)dξ.

Ahora, cuando β = 0,

σN,α,0(x, ξ) = (ϕN − ϕN+1)(ξ)D
α
ξ ∂

α
y a(x, x, ξ),

por lo tanto, de la definición de pj(x, ξ),

∑
|α|=j

1

α!

∫
ei(x−y)ξσN,α,0(x, ξ)dξ =

=
∑
|α|=j

1

α!

∫
ei(x−y)ξ(ϕN − ϕN+1)(ξ)D

α
ξ ∂

α
y a(x, x, ξ)dξ =

=

∫
ei(x−y)ξ(ϕN − ϕN+1)(ξ)pj(x, ξ)dξ.

Además, p0(x, ξ) = a(x, x, ξ). Aśı que KN =
∑N

|α|=1A
N
α +RN , siendo

AN
α (x, y) :=

∑
0 6=β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξσN,α,β(x, ξ)dξ

y

RN(x, y) :=
∑

|α|=N+1

∑
β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξτN,α,β(x, y, ξ)dξ.
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Por otro lado, usando
N∑

r=1

N∑
|α|=1

=
N∑

|α|=1

N∑
r=|α|

queda

N∑
r=1

r∑
|α|=1

Ar
α(x, y) =

=
N∑

|α|=1

N∑
r=|α|

∑
0 6=β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξDβ

ξ (ϕr(ξ)− ϕr+1(ξ))D
α−β
ξ ∂α

y a(x, x, ξ)dξ

=
N∑

|α|=1

∑
0 6=β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξDβ

ξ (ϕ|α|(ξ)− ϕN+1(ξ))D
α−β
ξ ∂α

y a(x, x, ξ)dξ

Es decir,
∑N

r=1

∑r
|α|=1A

r
α =

∑N
j=1 Ij −WN , con

Ij(x, y) :=
∑
|α|=j

∑
0 6=β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξDβ

ξϕj(ξ)D
α−β
ξ ∂α

y a(x, x, ξ)dξ

y

WN(x, y) :=
N∑

|α|=1

∑
0 6=β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξDβ

ξϕN+1(ξ)D
α−β
ξ ∂α

y a(x, x, ξ)dξ.

En consecuencia
∑N

j=1Kj =
∑N

j=1 Ij +
∑N

j=1Rj − WN . Para terminar la demostración
vamos a ver que

∑∞
j=1Rj(x, y) y

∑∞
j=1 Ij(x, y) convergen en E(ω)(Ω×Ω) y que la sucesión

de operadores definida por los núcleos (WN) converge a cero cuando N tiende a infinito.

(a) Sea jn ≤ j < jn+1. Entonces

Dµ
xD

ν
yIj(x, y) =

=
∑
|α|=j

∑
0 6=β≤α

∑
γ≤µ

(µ

γ

) 1

β!(α− β)!

∫
ξγ(−ξ)νDβ

ξϕj(ξ)D
µ−γ
x (Dα−β

ξ ∂α
y a(x, x, ξ))e

i(x−y)ξdξ

De donde se deduce que |Dµ
xD

ν
yIj(x, y)| no es mayor que∑

|α|=j

∑
0 6=β≤α

∑
γ≤µ

(µ

γ

) 1

β!(α− β)!

∫
|ξ||γ+ν||Dβ

ξϕj(ξ)||Dµ−γ
x (Dα−β

ξ ∂α
y a(x, x, ξ))|dξ.

Fijamos k ∈ N y tomamos n ≥ k y ` := 2n. Recordemos ahora la fórmula (1.7): si β 6= 0 y
Dβ

ξϕj(ξ) 6= 0 entonces

2Re
n
j
ϕ∗( j

n
) ≤ |ξ| ≤ 3Re

n
j
ϕ∗( j

n
) (1.14)

y tenemos que |Dµ−γ
x Dα−β

ξ ∂α
y a(x, x, ξ)| es menor o igual que (nota 1.2.11)

C`(α− β)!B|α−β|e(ρ−δ)`ϕ∗( |µ−γ|
`

)+(ρ−δ)`ϕ∗( |α|
`

)emω(ξ)|ξ|δ(|µ−γ|+|α|)−ρ(|α|−|β|).
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Ahora usamos que `ϕ∗( |µ−γ|
`

) + `ϕ∗( j
`
) ≤ kϕ∗( |µ−γ|

k
) + `ϕ∗( j

`
). Como |α| = j, se tiene

δ|α| − ρ|α− β| = ρ|β| − (ρ− δ)j y aśı, |Dµ−γ
x Dα−β

ξ ∂α
y a(x, x, ξ)| está acotado por

C`(α− β)!B|α−β|e(ρ−δ)(kϕ∗( |µ−γ|
k

)+`ϕ∗( j
`
))emω(ξ)|ξ|δ|µ−γ|+ρ|β|−(ρ−δ)j.

Tengamos en cuenta también que, al ser |β| ≤ j, |Dβ
ξϕj(ξ)| ≤ C( D

|ξ|)
|β|j|β|+1 (véase la fórmu-

la (1.8)) y |ξ|δ|µ−γ|e−δkϕ∗( |µ−γ|
k

) ≤ eδkω(ξ) (del lema 0.1.6). También |ξ||ν+γ| ≤ ekϕ∗( |ν+γ|
k

)+kω(ξ)

y, por de la fórmula (1.14),

1

e
e

n
j
ϕ∗( j

n
) ≤ 2

3
e

n
j
ϕ∗( j

n
) ≤ |ξ|

3R
≤ e

n
j
ϕ∗( j

n
).

Podemos aplicar entonces el lema 2.1.12 para obtener la estimación

e2nϕ∗( j
2n

) ≤ e−(n−1)ω( ξ
3R

)enϕ∗( j
n

).

Luego |Dµ
xD

ν
yIj(x, y)| está mayorado por

C`

∑
|α|=j

∑
0 6=β≤α

∑
γ≤µ

(µ

γ

) 1

β!
CD|β|j|β|+1ekϕ∗( |ν+γ|

k
)Bjeρkϕ∗( |µ−γ|

k
)e(ρ−δ)nϕ∗( j

n
) ·

·
∫
ekω(ξ)|ξ|−|β|e−(ρ−δ)(n−1)ω( ξ

3R
)emω(ξ)ekδω(ξ)|ξ|ρ|β||ξ|−(ρ−δ)jdξ

Como

i) ekω(ξ)+δkω(ξ)+mω(ξ) ≤ e(2k+m)ω(ξ),

ii) |ξ|−|β||ξ|ρ|β| ≤ 1,

iii) |ξ|−(ρ−δ)j ≤ 1

(2R)(ρ−δ)j
e−(ρ−δ)nϕ∗( j

n
) (por la desigualdad (1.14)) y

iv) ekϕ∗( |ν+γ|
k

)eρkϕ∗( |µ−γ|
k

) ≤ ekϕ∗( |µ+ν|
k

)

queda finalmente

|Dµ
xD

ν
yIj(x, y)| ≤

≤
∑
|α|=j

C2nB
jekϕ∗( |µ+ν|

k
) 1

(2R)(ρ−δ)j

∑
0 6=β≤α

∑
γ≤µ

(µ

γ

) 1

β!
CD|β|j|β|+1 · Ak,n,R,

siendo

Ak,n,R =

∫
e(2k+m)ω(ξ)−(n−1)(ρ−δ)ω( ξ

3R
)dξ.
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Dado k podemos elegir n suficientemente grande para asegurar que la integral Ak,n,R es

menor o igual que 1. Por otro lado,
∑

|β|=j 1 ≤ pj y, al ser |β|!
β!
≤ p|β|, para cada β ∈ Np

0,∑
0 6=β≤α

1

β!
D|β|j|β|+1 ≤

∑
0 6=β≤α

1

|β|!
p|β|D|β|j|β|+1

≤
∞∑

k=0

( ∑
|β|=k

1

k!
(pDj)kj

)
≤ j

∞∑
k=0

(p2Dj)k

k!
= ep2Djj

También
∑

γ≤µ

(µ

γ

)
≤ 2|µ| ≤ e|µ|. Entonces, para jn ≤ j < jn+1, obtenemos

|Dµ
xD

ν
yIj(x, y)| ≤ CC2njp

jBj eDjp2

(2R)(ρ−δ)j
e|µ|+kϕ∗( |µ+ν|

k
).

Procediendo como en la prueba de 2.1.8 podemos elegir una sucesión (jn) y una cons-
tante R ≥ 1 de modo que la serie

∑
Ij(x, y) sea convergente en E(ω)(Ω×Ω) : en efecto, sea

R de modo que
2pBeDp2

(2R)(ρ−δ)
< 1.

Esto asegura que la serie
∑∞

j=1 jp
jBj eDjp2

(2R)(ρ−δ)j converge.

Elegimos entonces (jn) para que la sucesión (Dn), definida por

Dn := C2n

jn+1−1∑
j=jn

jpjBj eDjp2

(2R)(ρ−δ)j
,

cumpla Dn+1 ≤ Dn

2
.

De donde, usando que
∑

j≥jn
=

∑∞
s=n

∑js+1−1
j=js

queda

|Dµ
xD

ν
y

( ∑
j≥jn

Ij(x, y)
)
| ≤ Ce|µ|+kϕ∗( |µ+ν|

k
)

∞∑
s=n

C2s

js+1−1∑
j=js

jpjBj eDjp2

(2R)(ρ−δ)j
=

= Ce|µ|+kϕ∗( |µ+ν|
k

)

∞∑
s=n

Ds,

lo que concluye, pues la suma
∑∞

s=nDs es un número finito que depende de n, es decir, de
k.

(b) Con un argumento similar podemos probar que
∑∞

j=1Rj(x, y) converge en E(ω)(Ω×
Ω) para una elección adecuada de (jn) y R ≥ 1. De hecho, recordemos que

Rj(x, y) =
∑

|α|=j+1

∑
β≤α

1

β!(α− β)!

∫
ei(x−y)ξτj,α,β(x, y, ξ)dξ.
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Luego

|Dµ
xD

ν
yRj(x, y)| ≤

≤
∑

|α|=j+1

∑
β≤α

∑
γ≤µ

∑
r≤ν

(µ

γ

)(ν

r

) 1

β!(α− β)!

∫
|ξ||γ+r||Dµ−γ

x Dν−r
y τj,α,β(x, y, ξ)|dξ.

Ahora, fijamos k ∈ N y tomamos n ≥ k y ` = 2n + 2. Sea jn ≤ j < jn+1. De la definición
de τj,α,β(x, y, ξ),

|Dµ−γ
x Dν−r

y τj,α,β(x, y, ξ)| ≤ |Dβ
ξ (ϕj − ϕj+1)(ξ)|(j + 1) ·

·
∑

s≤µ−γ

(µ−γ

s

) ∫ 1

0

t|ν−r|(1− t)j+|µ−γ−s||Dα+ν−r
y Ds

xD
µ−γ−s
y Dα−β

ξ a(x, x+ t(y − x), ξ)|dt.

donde |α| = j + 1. Ahora,

|Dα+ν−r
y Ds

xD
µ−γ−s
y Dα−β

ξ a(x, x+ t(y − x), ξ)| ≤

≤ C`B
|α−β|(α− β)!

e(ρ−δ)`ϕ∗( |µ+ν−r−γ|
`

)e(ρ−δ)`ϕ∗( j+1
`

)emω(ξ)

|ξ|ρ|α−β|−δ|µ+ν+α−r−γ|

Usamos entonces

(1) |ξ|δ|µ+ν−r−γ|e−δkϕ∗( |µ+ν−r−γ|
k

) ≤ eδkω(ξ)

(2) |ξ||γ+r| ≤ ekϕ∗( |γ+r|
k

)ekω(ξ)

(3) ekϕ∗( |γ+r|
k

)eρkϕ∗( |µ+ν−r−γ|
k

) ≤ ekϕ∗( |µ+ν|
k

) y que

(4)
∑

s≤µ−γ

(µ−γ

s

)
≤ 2|µ−γ|,

para obtener que
|ξ||γ+r||Dµ−γ

x Dν−r
y τj,α,β(x, y, ξ)|

está acotado por

|Dβ
ξ (ϕj − ϕj+1)(ξ)|

e(k+m+δk)ω(ξ)

|ξ|ρ(j+1−|β|)−δ(j+1)
·

·2|µ−γ|Bj+1−|β|C`(α− β)!(j + 1)ekϕ∗( |µ+ν|
k

)e(ρ−δ)`ϕ∗( j+1
`

).

Para terminar, distinguiremos casos:

Supongamos primero que β = 0, entonces (ϕj − ϕj+1) 6= 0 implica(
2Re

n+1
j+1

ϕ∗( j+1
n+1

) ≤
)
2Re

n
j
ϕ∗( j

n
) ≤ |ξ| ≤ 3Re

n
j+1

ϕ∗( j+1
n

)
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y, en particular,
1

e
e

n+1
j+1

ϕ∗( j+1
n+1

) ≤ |ξ|
3R
≤ e

n
j+1

ϕ∗( j+1
n

).

Ahora, una aplicación del lema 2.1.12 da

|ξ|j+2 ≥ (3R)j+2enω(
|ξ|
3R

)e`ϕ∗( j+1
`

)e−(j+1),

y, en consecuencia, |ξ|−(ρ−δ)(j+1) ≤ e(ρ−δ) log |ξ|R−(ρ−δ)(j+1)e−(ρ−δ)nω(
|ξ|
3R

)e−(ρ−δ)`ϕ∗( j+1
`

)ej+1. Pode-
mos pues elegir n de manera que

|(ϕj − ϕj+1)(ξ)|
e(k+m+δk)ω(ξ)

|ξ|(ρ−δ)(j+1)
2|µ−γ|Bj+1C` α! (j + 1)ekϕ∗( |µ+ν|

k
)e(ρ−δ)`ϕ∗( j+1

`
)

esté mayorado por

2
e−ω(ξ)

R(ρ−δ)(j+1)
2|µ−γ|(eB)j+1C` α! (j + 1)ekϕ∗( |µ+ν|

k
).

Supongamos ahora que β 6= 0. Usaremos que |Dβ
ξ (ϕj − ϕj+1)(ξ)| ≤ |Dβ

ξϕj(ξ)| +
|Dβ

ξϕj+1(ξ)|. Como jn ≤ j < jn+1,

(i) Dβ
ξϕj(ξ) 6= 0⇒ 2Re

n
j
ϕ∗( j

n
) ≤ |ξ| ≤ 3Re

n
j
ϕ∗( j

n
)

(ii) Dβ
ξϕj+1(ξ) 6= 0⇒


2Re

n
j+1

ϕ∗( j+1
n

) ≤ |ξ| ≤ 3Re
n

j+1
ϕ∗( j+1

n
) si j + 1 < jn+1

2Re
n+1
j+1

ϕ∗( j+1
n+1

) ≤ |ξ| ≤ 3Re
n+1
j+1

ϕ∗( j+1
n+1

) si j + 1 = jn+1

Para acotar en el caso (i) tengamos en cuenta que, al ser |β| ≤ j + 1 ≤ 2j, |Dβϕj(ξ)| ≤
C( D

|ξ|)
|β|j|β|+1 (véase el lema 2.1.7), además el lema 2.1.12 da

|ξ|j+2 ≥ (3R)j+2enω(
|ξ|
3R

)e2nϕ∗( j+1
2n

)e−(j+1),

y, por lo tanto, |ξ|−(ρ−δ)(j+1) ≤ e(ρ−δ) log |ξ|R−(ρ−δ)(j+1)e−(ρ−δ)nω(
|ξ|
3R

)e−(ρ−δ)2nϕ∗( j+1
2n

)ej+1. En el
caso (ii), en cambio, |Dβϕj+1(ξ)| ≤ C( D

|ξ|)
|β|(j + 1)|β|+1. Y el lema 2.1.12 asegura, tanto

si j + 1 < jn+1 como si j + 1 = jn+1, que

|ξ|j+2 ≥ (3R)j+2enω(
|ξ|
3R

)e`ϕ∗( j+1
`

)e−(j+1),

y aśı, |ξ|−(ρ−δ)(j+1) ≤ e(ρ−δ) log |ξ|R−(ρ−δ)(j+1)e−(ρ−δ)nω(
|ξ|
3R

)e−(ρ−δ)2nϕ∗( j+1
2n

)ej+1. Entonces pode-
mos elegir n tal que

{
|Dβϕj(ξ)|+|Dβϕj+1(ξ)|

}e(k+m+δk)ω(ξ)2|µ−γ|Bj+1−|β|

|ξ|ρ(j+1−|β|)−δ(j+1)
C`(α−β)!(j+1)ekϕ∗( |µ+ν|

k
)e(ρ−δ)`ϕ∗( j+1

`
)
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está acotado por

2CD|β|(j + 1)|β|C`
e−ω(ξ)

R(ρ−δ)(j+1)
2|µ−γ|Bj+1−|β|(α− β)!ej+1(j + 1)2ekϕ∗( |µ+ν|

k
).

De donde se obtiene finalmente

|Dµ
xD

ν
yRj(x, y)| ≤

≤
∑

|α|=j+1

∑
β≤α

∑
γ≤µ

∑
r≤ν

(µ

γ

)(ν

r

) 1

β!(α− β)!

∫
|ξ||γ+r||Dµ−γ

x Dν−r
y τj,α,β(x, y, ξ)|dξ

≤ 2CC`
ej+1(j + 1)2Bj+1

R(ρ−δ)(j+1)
2|µ+ν|ekϕ∗( |µ+ν|

k
)

∫
e−ω(ξ)dξ ·

·
∑

|α|=j+1

∑
β≤α

∑
γ≤µ

∑
r≤ν

(µ

γ

)(ν

r

)(
D(j + 1)

)|β|
β!

≤ 2CC`
ej+1(j + 1)2Bj+1

R(ρ−δ)(j+1)
22|µ+ν|ekϕ∗( |µ+ν|

k
)

∫
e−ω(ξ)dξ ·

·
∑

|α|=j+1

∑
β≤α

|β|!
β!

(
D(j + 1)

)|β|
|β|!

Ahora |β|!
β
≤ p|β| ≤ p|α| = pj+1, y además,

∑
|α|=j+1 1 ≤ pj+1. Por otro lado

∑
β≤α

(
D(j + 1)

)|β|
|β|!

≤
∞∑

k=0

∑
|β|=k

(
D(j + 1)

)k

k!
≤

∞∑
k=0

(
pD(j + 1)

)k

k!
=

(
epD

)j+1

Entonces

|Dµ
xD

ν
yRj(x, y)| ≤ C̃n

(epD+1Bp2

Rρ−δ
)j+1(j + 1)222|µ+ν|ekϕ∗( |µ+ν|

k
),

para cierta constante C̃n > 0 que depende de n.
Procediendo como en el apartado (a) elegimos R de manera que

2epD+1Bp2

Rρ−δ
< 1,

y (jn) de modo que la sucesión (D̃n) dada por

D̃n := C̃n

jn+1−1∑
j=jn

(epD+1Bp2

Rρ−δ
)j+1(j + 1)2

cumpla D̃n+1 ≤ D̃n

2
.
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Obtenemos en este caso

|Dµ
xD

ν
y

( ∑
s=n

js+1−1∑
j=js

Rj(x, y)
)
| ≤

≤ 4|µ+ν|ekϕ∗( |µ+ν|
k

)
∑
s=n

C̃s

js+1−1∑
j=js

(epD+1Bp2

Rρ−δ
)j+1(j + 1)2 =

= 4|µ+ν|ekϕ∗( |µ+ν|
k

)
∑
s=n

D̃s,

lo que demuestra que
∑∞

j=1Rj(x, y) ∈ E(ω)(Ω× Ω).

(c) Sea TN : D(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω) el operador con núcleo WN . Como
∑∞

N=0 PN con-

verge en L(D(ω)(Ω),D′(ω)(Ω)), se deduce de (a) y (b) que (TN) converge a un operador

T : D(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω) en L(D(ω)(Ω),D′(ω)(Ω)): En efecto, ya sabemos que
∑N

j=1Kj =∑N
j=1 Ij +

∑N
j=1Rj −WN , por lo tanto, el operador

∑N
j=0 Pj tiene núcleo

N∑
j=0

Kj = K0 +
N∑

j=1

Ij +
N∑

j=1

Rj −WN . (1.15)

Dado que
∑N

j=1 Ij +
∑N

j=1Rj converge en E(ω)(Ω × Ω) cuando N → +∞, en particular,

converge en D′(ω)(Ω × Ω). Por el teorema de los núcleos 1.4.3,
∑N

j=1 Ij +
∑N

j=1Rj es el

núcleo de un operador que converge en L(D(ω)(Ω),D′(ω)(Ω)) cuando N → +∞. Aśı, (TN)

también converge en L(D(ω)(Ω),D′(ω)(Ω)).

Para probar que T = 0 es suficiente ver que T se anula en el conjunto denso D(σ)(Ω),

σ(t) := td. Para ver esto, fijamosN ∈ N, jn ≤ N+1 < jn+1, y ponemos aN := Re
n

N+1
ϕ∗(N+1

n
).

Entonces DβϕN+1(ξ) 6= 0 implica que 2aN ≤ |ξ| ≤ 3aN . Dado que

a) |ξ|ρ|β||ξ|−|β| ≤ 1,

b) |ξ|(ρ−δ)|α| ≥ (2R)(ρ−δ)|α|e(ρ−δ)|α| n
N+1

ϕ∗(N+1
n

) ≥ (2R)(ρ−δ)|α|e(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

), si 1 ≤ |α| ≤ N ,

para u ∈ D(σ)(Ω) se tiene, usando de nuevo |Dβ
ξϕN+1(ξ)| ≤ C

(
D
|ξ|

)|β|
(N + 1)|β|+1,

|TN(u)(x)| ≤

≤
N∑

|α|=1

∑
0 6=β≤α

1

β!(α− β)!

∫ ∣∣∣Dβ
ξϕN+1(ξ)D

α−β
ξ ∂α

y a(x, x, ξ)û(ξ)
∣∣∣dξ ≤

≤
N∑

|α|=1

∑
0 6=β≤α

CD|β|(N + 1)|β|+1

β!|ξ||β|
B|α−β|Cne

(ρ−δ)nϕ∗( |α|
n

)

|ξ|(ρ−δ)|α|−ρ|β|

∫
|ξ|≥2aN

emω(ξ)|û(ξ)|dξ ≤

≤
N∑

|α|=1

∑
0 6=β≤α

CD|β|(N + 1)|β|+1

β!

B|α−β|Cn

(2R)(ρ−δ)|α|

∫
|ξ|≥2aN

emω(ξ)|û(ξ)|dξ.
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Sea λ como en el lema 2.1.13. Entonces λσ(aN) ≥ N + 1. Para cada u ∈ D(σ)(Ω) se tiene

|û(ξ)| ≤ e−(m+λp2+1)σ(ξ) para |ξ| bastante grande (Paley-Wiener). Como log(t) ≤ 1
3
σ(t)

cuando t→∞ obtenemos∫
|ξ|≥2aN

emω(ξ)|û(ξ)|dξ ≤
∫
|ξ|≥2aN

e−(λp2+1)σ(ξ)dξ

≤
∫
|ξ|≥2aN

e−λp2σ(ξ)−σ(ξ)dξ ≤ e−λp2σ(2aN )

∫
|ξ|≥2aN

e−σ(ξ)dξ

≤ e−λp2σ(2aN )

(2aN)2
<

1

(2aN)2ep2(N+1)

para N bastante grande.
Por el lema 2.1.11 podemos asumir que j

e
n
j ϕ∗(

j
n )
≤ 1

2n para cada j ≥ jn. En consecuencia,

como
∑

β≤α
(N+1)|β|

β!
≤ ep2(N+1), obtenemos

|TN(u)(x)| ≤
N∑

|α|=1

C(DB)|α|Cn

(2R)(ρ−δ)|α|

∑
0 6=β≤α

(N + 1)|β|+1

β!

∫
|ξ|≥2aN

emω(ξ)|û(ξ)|dξ

≤ C
N∑

|α|=1

( BD

2Rρ−δ

)|α|N + 1

aN

Cn

2aN

≤ C

2n

N∑
j=1

(pDB
Rρ−δ

)j

pues Cn ≤ aN (ver enunciado del lema 2.1.10). Se deduce entonces que TN(u)(x) converge
a 0 uniformemente en x ∈ Ω cuando N tiende a infinito.

Finalmente, de (a), (b), (c) y de la fórmula (1.15) se obtiene que la distribución núcleo
del operador A− P es la función de E(ω)(Ω× Ω) dada por

K(x, y) := K0(x, y) +
∞∑

j=1

Ij(x, y) +
∞∑

j=1

Rj(x, y).

Por lo tanto, A− P es (ω)-regularizante. �

2.2. Propiedades de sumas formales

Cálculos conocidos ([45]) y las propiedades de ϕ∗ permiten probar:

Proposición 2.2.1 Sea
∑
pj ∈ FASm,ω

ρ,δ (Ω) una suma formal. La sucesión (qj) dada por

qj(x, ξ) :=
∑

|α|+h=j
1
α!
∂α

ξ D
α
x

(
ph(x,−ξ)

)
, para cada j, es una suma formal.

Demostración. Sabemos que para cada compacto K en Ω existen constantes B ≥ 1
y R ≥ 1 y una sucesión (Cn) con la propiedad

|Dα
xD

β
ξ pj(x, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α|+j
n

)emω(ξ)(1 + |ξ|)δ|α|−ρ|β|−(ρ−δ)j
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siempre x ∈ K y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+j

ϕ∗( |β|+j
n

).
Ahora

Dβ
xD

γ
ξ qj(x, ξ) =

∑
|α|+h=j

1

α!
Dβ

xD
γ
ξ ∂

α
ξ D

α
x

(
ph(x,−ξ)

)
.

Supongamos que log( |ξ|
R

) ≥ n
|α+γ|+j

ϕ∗( |α+γ|+j
n

). Entonces

|Dβ
xD

γ
ξ qj(x, ξ)| ≤

∑
|α|+h=j

1

α!
|Dα+β

x Dα+γ
ξ ph(x,−ξ)| ≤

≤ Cne
mω(ξ)

∑
|α|+h=j

B|α+γ| (α+ γ)!

α!
· e(ρ−δ)nϕ∗( |α+β|+h

n
)

(1 + |ξ|)ρ|α+γ|+(ρ−δ)h−δ|α+β| =

= Cne
mω(ξ) e(ρ−δ)nϕ∗( |β|+j

n
)

(1 + |ξ|)ρ|γ|+(ρ−δ)j−δ|β|

∑
|α|+h=j

B|α+γ| (α+ γ)!

α!

Además,

∑
|α|+h=j

B|α+γ| (α+ γ)!

α!
= Bγγ!

j∑
|α|=0

(α+γ

α

)
B|α| ≤ Bγγ!

j∑
|α|=0

(|α+γ|
|α|

)
B|α| ≤

≤ Bγγ!

j∑
k=0

(j+|γ|
k

)
(pB)k ≤

≤ Bγγ!(1 + pB)j+|γ|,

de donde se obtiene la conclusión, en virtud del lema 2.1.2. �

Definición 2.2.2 Para
∑
pj ∈ FASm,ω

ρ,δ (Ω) definimos (
∑
pj)

t como la suma formal
∑

j qj,
siendo

qj(x, ξ) :=
∑

|α|+h=j

1

α!
∂α

ξ D
α
x

(
ph(x,−ξ)

)
.

En particular, si p(x, ξ) es un śımbolo, pt(x, ξ) denota la suma formal
∑

j qj dada por

qj(x, ξ) :=
∑
|α|=j

1

α!
∂α

ξ D
α
x

(
p(x,−ξ)

)
.

Ejemplo 2.2.3 Supongamos que P (x,D) =
∑

|α|≤m aα(x)Dα es un operador lineal en

derivadas parciales con coeficientes en E(ω)(Ω). Sabemos que (véase el ejemplo 1.3.3) tiene
śımbolo

p(x, ξ) =
1

(2π)p

∑
|α|≤m

aα(x)ξα.
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Comprobaremos a continuación que la suma formal pt(x, ξ) coincide con el śımbolo del
operador traspuesto P (x,D)t.

El operador traspuesto viene dado por

P t(x,D)f =
∑
|α|≤m

(−1)|α|Dα(aα(x)f(x)) =

=
∑
|α|≤m

(−1)|α|
∑
β≤α

(α

β

)
Dβaα(x)Dα−βf(x). (2.16)

siendo f ∈ D(ω)(Ω). Luego tiene śımbolo

p̃(x, ξ) :=
1

(2π)p

∑
|α|≤m

(−1)|α|
∑
β≤α

(α

β

)
Dβaα(x)ξα−β. (2.17)

Por otra parte, pt(x, ξ) =
∑∞

j=0 pj(x, ξ), donde pj(x, ξ) =
∑

|γ|=j
1
γ!
∂γ

ξD
γ
x

(
p(x,−ξ)

)
.

Observemos que si j > m, entonces pj(x, ξ) = 0, pues p(x, ξ) es un polinomio de grado m
en la variable ξ. Si j ≤ m se tiene

pj(x, ξ) =
∑
|γ|=j

1

γ!

∑
|α|≤m
γ≤α

Dγ
xaα(x)

α!

(α− γ)!
(−ξ)α−γ(−1)|γ| =

=
∑
|γ|=j

1

γ!

∑
|α|≤m
γ≤α

Dγ
xaα(x)

α!

(α− γ)!
ξα−γ(−1)|α|,

por lo tanto

m∑
j=0

pj(x, ξ) =
∑
|α|≤m

∑
γ≤α

(α

γ

)
(−1)|α|Dγ

xaα(x)ξα−γ = pt(x, ξ).

En [45] o [38, 3.2.19], se puede encontrar el siguiente resultado.

Proposición 2.2.4 ((
∑
pj)

t)t =
∑
pj.

Lema 2.2.5 Sean α, α1, α2, β1, y β2 multi-́ındices. Entonces:

Sα,β :=
1

α!

∑
β1≤α1

∑
β2≤α2

(α1

β1

)(α2

β2

)
(β2 + α)!(α2 − β2)! ≤ 2|α2|+jα2!2

|α1+α2|. (2.18)
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Demostración. Basta observar que

1

α!
(β2 + α)!(α2 − β2)! =

(β2+α

α

)
β2!(α2 − β2)! ≤

≤
(β2+α

α

)
α2! ≤ 2|α2|+jα2!

y que
∑

β1≤α1

∑
β2≤α2

(α1

β1

)(α2

β2

)
≤ 2|α1+α2|. �

Proposición 2.2.6 Sean
∑
pj ∈ FASm1,ω

ρ,δ (Ω) y
∑
qj ∈ FASm2,ω

ρ,δ (Ω) dos sumas formales.

La sucesión (rj), definida por rj(x, ξ) =
∑

|α|+k+h=j
1
α!
∂α

ξ ph(x, ξ)D
α
xqk(x, ξ), es una suma

formal en FASm1+m2,ω
ρ,δ (Ω).

Demostración. Denotamos p1
j = pj y p2

j = qj para cada j. Fijado un compacto K de
Ω existen constantes B ≥ 1, R ≥ 1 y una sucesión (Cn) tales que

|Dα
xD

β
ξ p

i
j(x, ξ)| ≤ CnB

|β|β!e(ρ−δ)nϕ∗( |α|+j
n

)emiω(ξ)(1 + |ξ|)δ|α|−ρ|β|−(ρ−δ)j (2.19)

siempre que x ∈ K, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+j

ϕ∗( |β|+j
n

), i = 1, 2.

El papel de los multi-́ındices α y β en la expresión (2.19), lo jugarán α1, α2, β1 y β2 en
los cálculos que siguen, y α se usará para la definición de rj.

Como

Dα1
x Dα2

ξ rj(x, ξ) =

=
∑

|α|+k+h=j

1

α!

∑
β1≤α1

∑
β2≤α2

(α1

β1

)(α2

β2

)
Dβ2

ξ D
β1
x ∂

α
ξ ph(x, ξ) ·Dα1−β1

x Dα
xD

α2−β2

ξ qk(x, ξ),

teniendo en cuenta que

n
|α2|+j

ϕ∗( |α2|+j
n

) ≥ máx
(

n
|α+β2|+h

ϕ∗( |α+β2|+h
n

), n
|α2−β2|+k

ϕ∗( |α2−β2|+k
n

)
)

resulta, para cada x ∈ K, log( |ξ|
R

) ≥ n
|α2|+j

ϕ∗( |α2|+j
n

) :

|Dβ1
x D

β2

ξ ∂
α
ξ ph(x, ξ)| · |Dα1−β1

x Dα
xD

α2−β2

ξ qk(x, ξ)| ≤

≤ C2
nB

|α+α2|(β2 + α)!(α2 − β2)!
e(ρ−δ)nϕ∗(

|α+α1|+h+k
n

)e(m1+m2)ω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|α+α2|+(ρ−δ)(h+k)−δ|α+α1|
=

= Pn,α,β,j

siendo m := m1 +m2 y

Pn,α,β,j := C2
nB

|α+α2|(β2 + α)!(α2 − β2)!
e(ρ−δ)nϕ∗(

|α1|+j
n

)emω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|α2|+(ρ−δ)j−δ|α1|
, (2.20)

pues |α|+ h+ k = j.
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Por lo tanto,

|Dα1
x Dα2

ξ rj(x, ξ)|e−mω(ξ)B−(|α2|+j)C−2
n

(1 + |ξ|)ρ|α2|+(ρ−δ)j−δ|α1|

e(ρ−δ)nϕ∗(
|α1|+j

n
)

≤

≤
∑

|α|+h+k=j

1

α!

∑
β1≤α1

∑
β2≤α2

(α1

β1

)(α2

β2

)
(β2 + α)!(α2 − β2)! =

∑
|α|+h+k=j

Sα,β,

siendo Sα,β la expresión definida en la fórmula (2.18).
Del lema 2.2.5 y de la propiedad

∑
|α|=s 1 ≤ ps se deduce que el sumatorio anterior

está acotado por
j∑

|α|=0

2|α2|+jα2!2
|α1+α2| ≤ jpj4|α2|2|α1|α2!

Una aplicación del lema 2.1.2 permite concluir. �

Definición 2.2.7 Para
∑
pj ∈ FASm1,ω

ρ,δ (Ω),
∑
qj ∈ FASm2,ω

ρ,δ (Ω) definimos (
∑
pj) ◦

(
∑
qj) =

∑
rj, donde

rj(x, ξ) =
∑

|α|+k+h=j

1

α!
∂α

ξ ph(x, ξ)D
α
xqk(x, ξ).

Para demostrar el siguiente resultado necesitamos un lema.

Proposición 2.2.8 Si
∑
pj ∼

∑
p′j y

∑
qj ∼

∑
q′j, entonces (

∑
pj) ◦ (

∑
qj) ∼ (

∑
p′j) ◦

(
∑
q′j).

Lema 2.2.9 Si
∑
pj ∼ 0 ó

∑
qj ∼ 0, entonces (

∑
pj) ◦ (

∑
qj) ∼ 0.

Demostración del lema 2.2.9. Por comodidad supondremos que Nn = 1 para todo
n ∈ N en la definición 2.1.4.

Supongamos primero que
∑
qj ∼ 0. Dado un conjunto compacto K de Ω sean B ≥ 1,

R ≥ 1 y Cn > 0 (n ∈ N) tales que

|Dα
xD

β
ξ

( ∑
j<N

qj
)
(x, ξ)| ≤ Cnβ!B|β|e(ρ−δ)nϕ∗( |α|+N

n
)em2ω(ξ)(1 + |ξ|)δ|α|−ρ|β|−(ρ−δ)N

siempre que x ∈ K, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

), N ∈ N.
Como

Dα1
x Dα2

ξ

( ∑
j<N

rj

)
=

=
∑

|α|+h<N

N−|α|−h−1∑
k=0

1

α!

∑
β1≤α1

∑
β2≤α2

(α1

β1

)(α2

β2

)(
Dβ2

ξ D
β1
x ∂

α
ξ ph

)(
Dα1−β1

x Dα
xD

α2−β2

ξ qk
)

=

=
∑

|α|+h<k

1

α!

∑
β1≤α1

∑
β2≤α2

(α1

β1

)(α2

β2

)(
Dβ2

ξ D
β1
x ∂

α
ξ ph

) N−|α|−h−1∑
k=0

Dα1−β1
x Dα

xD
α2−β2

ξ qk.
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si suponemos a partir de ahora que x ∈ K, y

log( |ξ|
R

) ≥ n
|α2|+N

ϕ∗( |α2|+N
n

)
(
≥ n

|α2−β2|+N
ϕ∗( |α2−β2|+N

n
)
)
.

se cumple

|Dα1−β1+α
x Dα2−β2

ξ

( N−|α|−h−1∑
k=0

qk
)
(x, ξ)| ≤

≤ Cn(α2 − β2)!B
|α2−β2| e(ρ−δ)nϕ∗(

|α1−β1|+N−h
n

)em2ω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|α2−β2|+(ρ−δ)(N−|α|−h)−δ|α1−β1+α| .

Ponemos m := m1 +m2 y, como en la demostración de la proposición 2.2.6,

|Dβ1
x D

β2

ξ ∂
α
ξ ph(x, ξ)| · |Dα1−β1+α

x Dα2−β2

ξ

( N−|α|−h−1∑
k=0

qk
)
(x, ξ)| ≤ Pn,α,β,N

siendo Pn,α,β,N la expresión definida en la fórmula (2.20) para j = N.
Finalmente queda

|Dα1
x Dα2

ξ

( ∑
j<N

rj

)
| ≤

( ∑
α,h

|α|+h<N

Sα,β

)
· C2

nB
|α2| e(ρ−δ)nϕ∗(

|α1|+N
n

)emω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|α1|+(ρ−δ)N−δ|α1|
,

siendo Sα,β la expresión definida en la fórmula (2.18).
Aplicando el lema 2.2.5:( ∑

α,h
|α|+h<N

Sα,β

)
≤

≤
N−1∑
j=0

j∑
|α|=0

2|α2|+jα2!2
|α1+α2| ≤ 4|α2|2|α1|α2!

N−1∑
j=0

(2p)j ≤ N(2p)N4|α2|2|α1|α2!

Supongamos ahora que
∑
pj ∼ 0. Usando la notación de la demostración del caso

anterior, suponemos además

|Dα
xD

β
ξ

( ∑
j<N

pj

)
(x, ξ)| ≤ Cnβ!Bβe(ρ−δ)nϕ∗( |α|+N

n
)em1ω(ξ)(1 + |ξ|)ρ|β|+(ρ−δ)N−δ|α|

siempre que x ∈ K, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

).
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Ahora se tiene

Dα1
x Dα2

ξ

( ∑
j<N

rj

)
=

=
∑

|α|+k<N

N−|α|−k−1∑
h=0

1

α!

∑
β1≤α1

∑
β2≤α2

(α1

β1

)(α2

β2

)(
Dβ2

ξ D
β1
x ∂

α
ξ ph

)(
Dα1−β1

x Dα
xD

α2−β2

ξ qk
)
.

Si x ∈ K y log( |ξ|
R

) ≥ n
|α2|+N

ϕ∗( |α2|+N
n

)
(
≥ n

|β2+α|+N−|α|−k
ϕ∗( |β2+α|+N−|α|−k

n
)
)

se tiene

|Dβ2

ξ D
β1
x ∂

α
ξ

( ∑
h<N−|α|−k

ph

)
(x, ξ)| ≤

≤ CnB
|α+β2|(β2 + α)!

e(ρ−δ)nϕ∗(
|β1|+N−|α|−k

n
)em1ω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|α+β2|+(ρ−δ)(N−|α|−k)−δ|β1|
.

El resto de cálculos es análogo al caso anterior. �

Demostración de la proposición 2.2.8. La aplicación FASm1
ρ,δ (Ω)×FASm2

ρ,δ (Ω)→
FASm

ρ,δ(Ω) tal que (
∑
pj,

∑
qj) 7→ (

∑
pj) ◦ (

∑
qj) es bilineal. Entonces

(
∑

pj) ◦ (
∑

qj)− (
∑

p′j) ◦ (
∑

q′j) =

= (
∑

pj) ◦ (
∑

(qj − q′j)) + (
∑

(pj − p′j)) ◦ (
∑

q′j),

que es equivalente a cero por el lema 2.2.9. �

2.3. La composición y el operador traspuesto

Finalizamos este caṕıtulo comprobando que nuestra clase de operadores pseudodiferen-
ciales es cerrada al componer operadores y al tomar traspuestos de operadores.

Proposición 2.3.1 Sea P (x,D) el operador asociado a p(x, ξ) ∈ ASm,ω
ρ,δ (U) y sea Ω

un abierto relativamente compacto de U . Entonces el operador traspuesto (restringido a
D(ω)(Ω)) se puede descomponer como P (x,D)t = Q(x,D) + R, siendo R un operador
(ω)-regularizante y Q(x,D) el operador definido por q(x, ξ) ∼ pt(x, ξ).

Demostración. Ya sabemos que P (x,D)t es el operador asociado a p(y,−ξ) (véase
el corolario 1.2.6). Entonces, es suficiente aplicar el teorema 2.1.14. �

Necesitamos ahora un resultado técnico relativo a sumas formales.

Lema 2.3.2 Sea Ω ⊂ Rp un abierto, y sean p(x, ξ), q(x, ξ) ∈ ASm,ω
ρ,δ (Ω). Supongamos que

b(x, ξ) ∈ ASm,ω
ρ,δ (Ω) satisface b(x, ξ) ∼ qt(x,−ξ) y que r(x, ξ) ∈ AS2m,ω

ρ,δ (Ω) es equivalente a∑
j

∑
|α|=j

1
α!
∂α

ξ D
α
y (p(x, ξ)b(y, ξ))|y=x. Entonces, r(x, ξ) ∼ p(x, ξ) ◦ q(x, ξ).
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Demostración. Observemos primero que
∑

j

∑
|α|=j

1
α!
∂α

ξ D
α
y (p(x, ξ)b(y, ξ))|y=x es una

suma formal: De la proposición 1.2.15 la función p(x, ξ)b(y, ξ) es una amplitud. Ahora,
basta aplicar el ejemplo 2.1.3.

Por comodidad supondremos que Nn = 1 para todo n ∈ N en la definición 2.1.4.

Recordemos que

qt(x,−ξ) =
∑

j

∑
|α|=j

(−1)|α|

α!
∂α

ξ D
α
xq(x, ξ)

y que

p(x, ξ) ◦ q(x, ξ) =
∑

j

∑
|α|=j

1

α!
∂α

ξ p(x, ξ)D
α
xq(x, ξ).

Tenemos que estudiar las derivadas de∑
j<N

∑
|α|=j

{ 1

α!
∂α

ξ

(
p(x, ξ)Dα

x b(x, ξ)
)
− 1

α!
∂α

ξ p(x, ξ)D
α
xq(x, ξ)

}
.

Sumando y restando la expresión
∑

|s|<N
(−1)|s|

s!
∂s

ξD
s
xq(x, ξ) queda

∑
|α|<N

1

α!
∂α

ξ

(
p(x, ξ)Dα

x

[
b(x, ξ)−

∑
|s|<N

(−1)|s|

s!
∂s

ξD
s
xq(x, ξ)

])
+

∑
|α|<N

{ 1

α!
∂α

ξ

(
p(x, ξ)Dα

x

( ∑
|s|<N

(−1)|s|

s!
∂s

ξD
s
xq(x, ξ)

))
− 1

α!
∂α

ξ p(x, ξ)D
α
xq(x, ξ)

}
.

Acotaremos ahora las derivadas del primer sumando, que coincide con

I1(x, ξ) =
∑
|α|<N

1

α!

∑
r≤α

(α

r

)
∂r

ξp(x, ξ) · ∂α−r
ξ Dα

x

[
b(x, ξ)−

∑
|s|<N

(−1)|s|

s!
∂s

ξD
s
xq(x, ξ)

]
Se tiene

Dγ
xD

β
ξ I1(x, ξ) =

∑
|α|<N

1

α!

∑
γ1≤γ

∑
β1≤β

∑
r≤α

(γ

γ1

)(β

β1

)(α

r

)
Dγ1

x D
β1

ξ ∂
r
ξp(x, ξ) ·

·Dγ−γ1
x Dβ−β1

ξ ∂α−r
ξ Dα

x

[
b(x, ξ)−

∑
|s|<N

(−1)|s|

s!
∂s

ξD
s
xq(x, ξ)

]
.

Fijado un compacto K ⊂ Ω existen una sucesión (Cn) y constantes R ≥ 1 y B ≥ 1 tales
que para cada x ∈ K y

log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

)
(
≥ 2n

|β−β1+α−r|+N
ϕ∗( |β−β1+α−r|+N

2n
)
)
,
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como b(x, ξ) es equivalente a la suma formal qt(x,−ξ), se cumple

∣∣Dγ−γ1
x Dβ−β1

ξ ∂α−r
ξ Dα

x

[
b(x, ξ)−

∑
|s|<N

(−1)|s|

s!
∂s

ξD
s
xq(x, ξ)

]∣∣ ≤
≤ C2n(β − β1 + α− r)!B|β−β1+α−r| e(ρ−δ)2nϕ∗(

|γ−γ1+α|+N
2n

)emω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|β−β1+α−r|+(ρ−δ)N−δ|γ−γ1+α| .

Luego, usando que (β1 + r)!(β − β1 + α− r)! ≤ (β + α)!,

∣∣Dγ
xD

β
ξ I1(x, ξ)

∣∣ ≤ ∑
|α|<N

1

α!

∑
γ1≤γ

∑
β1≤β

∑
r≤α

(γ

γ1

)(β

β1

)(α

r

)
·

·C2
2n(β + α)!Bβ+α e(ρ−δ)2nϕ∗( |γ+α|+N

2n
)e2mω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|β+α|+(ρ−δ)N−δ|γ+α|

≤ C2
2n

∑
|α|<N

1

α!
2|γ+β+α|B|β+α|(β + α)!

e(ρ−δ)2nϕ∗( |γ+α|+N
2n

)e2mω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|β+α|+(ρ−δ)N−δ|γ+α| .

Pero log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

) ≥ n
N
ϕ∗(N

n
) ≥ n

|α|ϕ
∗( |α|

n
), y en particular

(1 + |ξ|)|α| ≥ enϕ∗( |α|
n

).

Aśı

e(ρ−δ)2nϕ∗( |γ+α|+N
2n

)

(1 + |ξ|)ρ|α| ≤ e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|+N
n

)eρnϕ∗( |α|
n

)

(1 + |ξ|)ρ|α| ≤ e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|+N
n

).

Como (β+α)!
α!

=
(β+α

β

)
β! ≤ 2|β|+Nβ!, se deduce

∣∣Dγ
xD

β
ξ I1(x, ξ)

∣∣ ≤ C2
2n

∑
|α|<N

1

α!
2|γ+β+α|B|β+α|(β + α)!

e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|+N
n

)e2mω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|β|+(ρ−δ)N−δ|γ| ≤

≤ C2
2n2|γ|pN(4B)|β|+Nβ!N

e(ρ−δ)nϕ∗( |γ|+N
n

)e2mω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|β|+(ρ−δ)N−δ|γ| .

Vamos a acotar ahora las derivadas de

I2(x, ξ) =
∑
|α|<N

{ ∑
|s|<N

(−1)|s|

α!s!
∂α

ξ

(
p(x, ξ)∂s

ξD
α+s
x q(x, ξ)

)
− 1

α!
∂α

ξ p(x, ξ)D
α
xq(x, ξ)

}
=

=
∑
|α|<N

{( ∑
|s|<N

(−1)|s|

α!s!

∑
r≤α

(α

r

)
∂r

ξp(x, ξ)∂
s+α−r
ξ Dα+s

x q(x, ξ)
)
− 1

α!
∂α

ξ p(x, ξ)D
α
xq(x, ξ)

}
.
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La primera suma es∑
|α|<N

∑
|s|<N

(−1)|s|

α!s!

∑
r≤α

(α

r

)
∂r

ξp(x, ξ)∂
s+α−r
ξ Dα+s

x q(x, ξ) =

=
∑
|r|<N

∑
|s|<N

∑
r≤α
|α|<N

(−1)|s|

α!s!

(α

r

)
∂r

ξp(x, ξ)∂
s+α−r
ξ Dα+s

x q(x, ξ) =

=
∑
|r|<N

∑
t≥r

|t|≤2N−2

∑
s+α=t

(−1)|s|

α!s!

(α

r

)
∂r

ξp(x, ξ)∂
t−r
ξ Dt

xq(x, ξ),

donde el último sumatorio se extiende solo sobre los multi-́ındices s, α tales que r ≤ α y
|r| < N , |s| < N. Lo denotaremos como

∑
∗ para abreviar. De aqúı queda:

I2(x, ξ) =

=
∑
|r|<N

{ ∑
t≥r

|t|≤2N−2

∑
∗

(−1)|s|

α!s!

(α

r

)
∂r

ξp(x, ξ)∂
t−r
ξ Dt

xq(x, ξ)−
1

α!
∂r

ξp(x, ξ)D
r
xq(x, ξ)

}

Para cada multi-́ındice r (de la primera suma) estudiamos el caso t = r. Aqúı s+α =
t = r y como α ≥ r se tiene necesariamente que α = r, s = 0, y toda la expresión se
reduce a

1

r!
∂r

ξp(x, ξ)D
r
xq(x, ξ)−

1

r!
∂r

ξp(x, ξ)D
r
xq(x, ξ) = 0.

Para cada multi-́ındice r estudiamos ahora cuando r ≤ t, r 6= t, |t| < N con t fijo
(un multi-́ındice). La suma

∑
∗

(−1)|s|

α!s!

(α

r

)
∂r

ξp(x, ξ)∂
t−r
ξ Dt

xq(x, ξ) =

=
1

r!
∂r

ξp(x, ξ)∂
t−r
ξ Dt

xq(x, ξ)
∑

∗

(−1)|s|

s!(α− r)!

Como en [19],

∑
∗

(−1)|s|

s!(α− r)!
=

∑
r≤α≤t

(−1)|t−α|

(t− α)!(α− r)!
k=α−r

= (−1)|t−r|
∑

k≤t−r

(−1)|k|

(t− r − k)!k!
=

= 0

Entonces I2(x, ξ) se reduce al sumatorio

∑
|r|<N

{ 2N−2∑
|t|=N
t>r

∑
∗

(−1)|s|

s!α!

(α

r

)
∂r

ξp(x, ξ)∂
t−r
ξ Dt

xq(x, ξ)
}
.
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Por lo tanto

Dγ
xD

β
ξ I2(x, ξ) =

=
∑
|r|<N

2N−2∑
|t|=N

∑
∗

(−1)|s|

s!α!

(α

r

) ∑
γ1≤γ

∑
β1≤β

(γ

γ1

)(β

β1

)
Dγ1

x D
β1

ξ ∂
r
ξp(x, ξ)·Dγ−γ1

x Dβ−β1

ξ ∂t−r
ξ Dt

xq(x, ξ).

Luego si x ∈ K y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

)
(
≥ 2n

|β|+2N
ϕ∗( |β|+2N

n
)
)
, dado que

(α

r

)
≤ 2N y(γ

γ1

)(β

β1

)
≤ 2|γ+β|, obtenemos∣∣Dγ

xD
β
ξ I2(x, ξ)

∣∣ ≤
≤

∑
|r|<N

2N−2∑
|t|=N

∑
∗

1

s!α!
2N+|γ+β|C2nB

|β+t|(β + t)!
e(ρ−δ)2nϕ∗( |γ+t|

2n
)e2mω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|β+t|−δ|γ+t| .

Ahora bien, si |t| > N entonces |t| = N + `, siendo ` ≥ 1 y

e2nϕ∗( |α+t|
2n

) = e2nϕ∗( |α|+N+`
2n

) ≤ enϕ∗( |α|+N
n

)enϕ∗( `
n

).

Además, log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|+N

ϕ∗( |β|+N
n

) ≥ n
`
ϕ∗( `

n
) implica

enϕ∗( `
n

)(1 + |ξ|)−` ≤ 1,

usando que (t− s)! = α!, se obtiene∣∣Dγ
xD

β
ξ I2(x, ξ)

∣∣ ≤
≤

( ∑
|r|<N

2N−2∑
|t|=N

∑
∗

(t

s

)(β+t

t

)
B|β+t|

)
· C2nβ! 2N+|γ+β| e

(ρ−δ)nϕ∗( |γ|+N
n

)e2mω(ξ)

(1 + |ξ|)ρ|β|+(ρ−δ)N−δ|γ| ,

lo que concluye la demostración del lema, pues el primer factor de la expresión anterior
está acotado por∑

|r|<N

2N−2∑
|t|=N

N−1∑
|s|=|t|−N+1

(t

s

)(β+t

t

)
B|β+t| ≤

∑
|r|<N

2N−2∑
|t|=N

N−1∑
|s|=|t|−N+1

2|t|2|β+t|B|β+t| ≤

≤ 4N2|β|4NB|β|+2N
∑
|r|<N

2N−2∑
|t|=N

N−1∑
|s|=|t|−N+1

1 ≤

≤ N3(2B)|β|(4B)2Np4N .

�

El objetivo del próximo teorema es componer dos operadores pseudodiferenciales P (x,D)
y Q(x,D), módulo un operador regularizante, de modo que el śımbolo de la composición
admita un desarrollo asintótico equivalente a (2π)p(p(x, ξ) ◦ q(x, ξ)). Necesitaremos que al
menos uno de los operadores tenga soporte propio.
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Teorema 2.3.3 Sean p(x, ξ), q(x, ξ) ∈ ASm,ω
ρ,δ (U) y W un conjunto abierto relativamente

compacto en U . Denotemos por P y Q los correspondientes operadores pseudodiferenciales
asociados y supongamos que P ó Q tiene soporte propio en W . Entonces, módulo un
operador regularizante, se puede definir la composición P ◦Q : D(ω)(Ω)→ E(ω)(Ω), Ω ⊂ W ,
de modo que coincide con el operador pseudodiferencial asociado a (2π)p(p(x, ξ) ◦ q(x, ξ)).

Demostración. Supondremos que el operador P tiene soporte propio enW y tomamos
Ω1, relativamente compacto y abierto y que contenga a W .

Sabemos que Q = (Qt)t y que Qt viene dado por q(y,−ξ). En consecuencia, sobre
Ω1, Q

t = Q′ + T ′, siendo T ′ (ω)-regularizante y Q′ definido por un śımbolo q′ sobre Ω1,
que es equivalente a qt (véase la proposición 2.3.1). Como la clase de los operadores (ω)-
regularizantes es cerrada al tomar traspuestos, sobre Ω1, Q coincide, módulo un operador
(ω)-regularizante, con el operador Q1 asociado a b(y, ξ) := q′(y,−ξ) ∼ qt(y,−ξ). Es decir,
Q = Q1 +T1, siendo T1 (ω)-regularizante. Entonces P ◦T1 es el operador (ω)-regularizante
obtenido al componer T1 : E ′(ω)(W )→ E(ω)(W ) y P : E(ω)(W )→ E(ω)(W ).

Por otra parte, podemos considerar Q1 : D(ω)(W ) → DL1,(ω)(Rp) y P : DL1,(ω)(Rp) →
E(ω)(W ), con lo cual la composición P ◦ Q1 define un operador D(ω)(W ) → E(ω)(W ) y se
tiene

P (Q1f)(x) =

∫
p(x, ξ)Q̂1f(ξ)eixξdξ.

Pero, de la demostración de la proposición 1.5.3, apartado (i), Q1f(x) = Î(−x), siendo

I(ξ) :=
∫
b(y, ξ)f(y)e−iyξdy, lo que implica que Q̂1f(ξ) = (2π)pI(ξ). Esto es, P ◦ Q1 es el

operador pseudodiferencial asociado a a(x, y, ξ) = (2π)pp(x, ξ)b(y, ξ).
Una aplicación del teorema 2.1.14 permite descomponer, en Ω,

P ◦Q1 = S + T,

siendo T un operador (ω)-regularizante y S el operador pseudodiferencial asociado a
r(x, ξ) ∈ AS2m,ω

ρ,δ (Ω), śımbolo equivalente a la suma formal

(2π)p
∑

j

∑
|α|=j

1

α!
∂α

ξ D
α
y (p(x, ξ)b(y, ξ))|y=x.

Dado que b(x, ξ) ∼ qt(x,−ξ), se deduce del lema 2.3.2, que r(x, ξ) ∼ (2π)pp(x, ξ) ◦ q(x, ξ),
lo que concluye la prueba. �





Caṕıtulo 3

Operadores hipoeĺıpticos

Un operador pseudodiferencial de clase (ω), P : E ′(ω)(Ω) → D′(ω)(Ω), se dice que es

(ω)-hipoeĺıptico si cumple que sing(ω) suppPu = sing(ω) suppu para cada u ∈ E ′(ω)(Ω).
La hipoelipticidad del operador proporciona información acerca de la regularidad de las
soluciones de la ecuación Pf = g. Estamos interesados especialmente en el caso en que
P = P (x,D) es un operador en derivadas parciales con coeficientes variables. Restringimos
nuestra atención a los operadores lineales en derivadas parciales de fuerza constante, que
pueden considerarse como perturbaciones acotadas en un cierto sentido de operadores con
coeficientes constantes, por lo que cabe esperar que tengan un comportamiento respecto a
la regularidad de las soluciones similar al de los operadores con coeficientes constantes.

Este caṕıtulo consta de dos partes bien diferenciadas. Los resultados obtenidos en la
primera no dependen de la teoŕıa desarrollada en los caṕıtulos anteriores. En la segunda
parte estudiamos la hipoelipticidad con el método de la paramétrix y es entonces cuando
los operadores pseudodiferenciales juegan un papel esencial.

Es bien conocido que si P es un operador en derivadas parciales con coeficientes cons-
tantes entonces P es (ω)-hipoeĺıptico si, y solo si, P es homogéneo (ω)-hipoeĺıptico, en el
sentido de que si Ω′ es un abierto en Ω y u ∈ D′∗(Ω′) satisface Pu = 0 en Ω′ entonces
u ∈ E∗(Ω′). En consecuencia, siempre que σ sea una función peso tal que σ = O(ω),
tendremos que si P tiene coeficientes constantes y es (ω)-hipoeĺıptico entonces P también
es (σ)-hipoeĺıptico y un resultado análogo se cumple también cuando trabajamos con clases
no casianaĺıticas de tipo Roumieu (en particular en las clases de Gevrey).

Los resultados anteriores no se mantienen si consideramos operadores con coeficientes
variables. De hecho, varios autores (Rodino [39], Baouendi y Trèves [1], Okaji [36], Cat-
tabriga, Rodino, Zanghirati [11], Gramchev [17]) han dado ejemplos de operadores cuyos
coeficientes son funciones real anaĺıticas, que son homogéneo hipoeĺıpticos y no hipoeĺıpti-
cos. Aśı como operadores que son {td}-hipoeĺıpticos (0 < d < 1) y no son C∞-hipoeĺıpticos.

Demostramos que si un operador P (x,D) de fuerza constante y coeficientes en E(ω)(Ω)
es homogéneo (ω)-hipoeĺıptico entonces P (x,D) es (σ)-hipoeĺıptico para cada σ = O(ω)
(3.1.14). El hecho de que una clase de funciones ultradiferenciables de tipo Roumieu sea la
intersección de todas las clases de Beurling que la contienen permite deducir un resultado
análogo para las clases de Roumieu.

105
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M. Taylor [43] probó que si P (x,D) es un operador en derivadas parciales con coe-
ficientes variables definidos en Ω, hipoeĺıptico y de fuerza constante en Ω, entonces el
operador con coeficientes constantes P (x0, D) es hipoeĺıptico para cada x0 ∈ Ω. Nosotros
obtenemos una versión del teorema de Taylor para clases no casianaĺıticas lo suficientemente
grandes como para contener cualquier clase de Gevrey, como por ejemplo para ω(t) =
(log(1 + t))s, s > 1.

Para obtener los resultados anteriores necesitamos una discusión previa relativa a es-
pacios locales de Hörmander, en la versión más general proporcionada por Björk [4].

En la segunda parte del caṕıtulo presentamos una condición suficiente para que un
operador pseudodiferencial de clase (ω) admita una paramétrix, esto es, una inversa a la
izquierda módulo un operador regularizante. Esta condición fue obtenida por Hörmander
para śımbolos clásicos en C∞. Una versión para operadores en clases de Gevrey se puede
encontrar en [45].

Buscando condiciones para garantizar la hipoelipticidad de operadores en derivadas
parciales con coeficientes variables en C∞, Hörmander [23], e independientemente Mal-
grange [32], demostraron que si P (x,D) tiene coeficientes C∞ y fuerza constante en Ω y si
P (x0, D) es hipoeĺıptico para cada x0 ∈ Ω, entonces P (x,D) es hipoeĺıptico.

El resultado de Malgrange/Hörmander ha sido generalizado a operadores de fuerza
constante que actúan sobre clases de Gevrey (de tipo Roumieu) cuyos coeficientes son
funciones real anaĺıticas, o pertenecen a alguna otra clase de Gevrey. Véase Iftimie [25] y
Shafii-Zielezny [41]. Algunos resultados parciales para operadores que actúan sobre clases
de funciones ultradiferenciables de tipo Roumieu E{Mp}(Rp), bajo ciertas condiciones sobre
la sucesión {Mp}, pueden verse en Pascu [37].

Como consecuencia del resultado previamente obtenido acerca de la existencia de para-
métrix, obtenemos algunas condiciones en los pesos (ω, σ) para poder concluir la (ω)-
hipoelipticidad del operador de fuerza constante P (x,D) a partir de la (σ)-hipoelipticidad
de P (x0, D), y en el caso en que los coeficientes del operador sean funciones real anaĺıticas
o pertenezcan a alguna clase no casianaĺıtica.

También damos un ejemplo de un operador (ω)-hipoeĺıptico que no es de fuerza cons-
tante, que se obtiene combinando y modificando sendos ejemplos de Kumano-go [28] y
Liess-Rodino [31].

3.1. Operadores (ω)-hipoeĺıpticos y homogéneo (ω)-hipo-

eĺıpticos

Según la definición de Schwartz [40], un operador lineal en derivadas parciales P con
coeficientes en C∞(Ω), siendo Ω un abierto de Rp, es hipoeĺıptico en Ω si Pu ∈ C∞(Ω′)
implica que u ∈ C∞(Ω′), para cada abierto Ω′ ⊂ Ω y para cada u ∈ D′(Ω′). O lo que es lo
mismo, se da la igualdad

sing suppPu = sing suppu

para toda u ∈ D′(Ω) (véase [22, 13.4.4]).
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Los operadores lineales en derivadas parciales con coeficientes constantes fueron car-
acterizados por Hörmander, quien dió varias condiciones equivalentes. Aśı, por ejemplo,
P (D) es hipoeĺıptico si, y sólo si, existen constantes positivas c y C tales que

|P (α)(ξ)|/|P (ξ)| ≤ C|ξ|−|α|c

si ξ ∈ Rp y |ξ| es bastante grande. En particular, podemos seleccionar α con longitud
|α| = m = gradoP de modo que P (α) es una constante no nula, y se deduce que si
P (D) es hipoeĺıptico entonces existen c, C > 0 de modo que |P (ξ)−1| ≤ C|ξ|−mc si |ξ| es
suficientemente grande.

La definición de Schwartz motiva la siguiente

Definición 3.1.1 Si P es un operador lineal en derivadas parciales con coeficientes en
E∗(Ω), se dice que P es ∗-hipoeĺıptico en Ω si

sing∗ suppPu = sing∗ suppu

para cada u ∈ D′∗(Ω), donde ∗ = (ω) ó {ω}.

Definición 3.1.2 Sea P como en la definición 3.1.1. Se dice que P es homogéneo ∗-
hipoeĺıptico en Ω si para cada abierto Ω′ de Ω y cada u ∈ D′∗(Ω′) con Pu = 0, se cumple
u ∈ E∗(Ω′).

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que la ultradistribución u en las defini-
ciones anteriores tiene soporte compacto.

Nuestro objetivo es demostrar que los operadores (ω)-hipoeĺıpticos de fuerza constante
coinciden con los operadores homogéneo (ω)-hipoeĺıpticos. Como consecuencia, todo ope-
rador (ω)-hipoeĺıptico de fuerza constante será (σ)-hipoeĺıptico para cada función peso
σ = O(ω). Para ello, extenderemos un resultado debido a Hörmander (véase [22, 13.3.3])
acerca de la existencia de un cierto operador de soluciones, lo que nos obliga a considerar
versiones de los espacios Bp,k y Bloc

p,k (considerados por Hörmander en el caṕıtulo 10 de [22])
para clases de funciones ultradiferenciables. Esta generalización, debida a Björk [4, 2.1], se
obtiene tomando funciones peso k con un crecimiento más rápido que las definidas en [22].

Las definiciones que damos a continuación, aśı como los resultados que enunciamos sin
demostración, se deben a Björk [4]. Véase también Fieker [15] para una versión para pesos
no subaditivos.

En lo que sigue, la dimensión del espacio eucĺıdeo será N y no p (es decir, trabajaremos
sobre RN), para evitar confusiones al introducir los espacios Bp,k.

Definición 3.1.3 Sea ω una función peso. Denotamos por Sω el conjunto de todas las
funciones ϕ ∈ L1(RN) tales que ϕ y ϕ̂ ∈ C∞ y para cada multi-́ındice α y todo número no
negativo λ se tiene

pα,λ(ϕ) = sup
x∈RN

eλω(x)|Dαϕ(x)| <∞,

πα,λ(ϕ) = sup
ξ∈RN

eλω(ξ)|Dαϕ̂(ξ)| <∞.
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La topoloǵıa de Sω está definida por las seminormas pα,λ y πα,λ.

El espacio Sω es un espacio de Fréchet y la transformada de Fourier es un automorfismo
de Sω. Se tienen las inclusiones continuas

D(ω)(RN) ⊂ Sω ⊂ E(ω)(RN). (1.1)

Además, D(ω)(RN) es denso en Sω, lo que nos permite identificar S ′ω con un subespacio de
D′(ω)(RN). De las inclusiones (1.1) obtenemos E ′(ω)(RN) ⊂ S ′ω.

La función ω(ξ) = log(1 + |ξ|) no es una función peso (pues no cumple la condición
(γ)). Pero es interesante observar que en este caso Sω = S, el espacio de las funciones
rápidamente decrecientes introducido por Schwartz. Para un peso ω cualquiera, se cumple
Sω ⊂ S. Una forma lineal y continua sobre Sω se llama ultradistribución ω-temperada. El
espacio de todas las ultradistribuciones ω-temperadas se denota por S ′ω. Para cada u ∈ S ′ω
se define la transformada de Fourier û ∈ S ′ω por

û(ϕ) = u(ϕ̂), ϕ ∈ Sω.

La transformada de Fourier es un automorfismo continuo en Sω y en S ′ω.

Definición 3.1.4 Sea ω una función peso. Se define Kω como el espacio de las funciones
k : RN → [0,+∞[ tales que, existe λ > 0 de modo que

k(ξ + η) ≤ eλω(|ξ|)k(η), η, ξ ∈ RN .

Definimos también

Mk(ξ) := sup
η∈RN

k(ξ + η)

k(η)
.

Si k, k1 y k2 pertenecen a Kω y s ∈ R, se cumple k1 +k2, k1 ·k2, máx(k1, k2), mı́n(k1, k2)
y ks pertenecen a Kω. Si P es un polinomio en C[z] no nulo, se tiene

P̃ ∈ Kω,

siendo

P̃ (ξ) :=

[ ∑
α

|DαP (ξ)|2
]1/2

.

Siguiendo a Björk [4], generalizaremos a continuación los espacios Bp,k introducidos por
Hörmander para el caso en que k ∈ Kω.

Definición 3.1.5 Sea ω una función peso, k ∈ Kω y sea 1 ≤ p ≤ ∞. Denotamos por Bω
p,k

el conjunto de los u ∈ S ′ω tales que û es una función medible y

‖u‖p,k =

(
(2π)−N

∫
|k(ξ)û(ξ)|pdξ

)1/p

<∞, (1.2)

donde ‖u‖∞,k denota supess k(ξ)|û(ξ)|.
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El espacio Bω
p,k es un espacio de Banach con la norma ‖ · ‖p,k. Se tienen las inclusiones

continuas Sω ⊂ Bω
p,k ⊂ S ′ω. Además D(ω)(RN) es denso en Bω

p,k si p <∞.
La definición de Bω

p,k no depende de la función peso ω mientras k ∈ Kω, en el siguiente
sentido: Si ω1 y ω2 son dos funciones peso y ω2 = O(ω1) entonces la restricción a Bω2

p,k de

la inclusión continua i : D′(ω2)(RN)→ D′(ω1)(RN) es una isometŕıa de Bω2
p,k en Bω1

p,k.
Por lo tanto, podemos identificar todos los espacios Bω

p,k para cada función peso ω
mientras k ∈ Kω. Denotaremos el resultado de esta identificación por Bp,k.

Si k ∈ Kω, u ∈ Bp,k y φ ∈ Sω entonces se sigue que φu ∈ Bp,k y

‖ φu ‖p,k≤‖ φ ‖1,Mk
‖ u ‖p,k .

Es útil conocer que las funciones en Kω pueden ser reemplazadas por otras equivalentes
que vaŕıan mucho más lentamente:

Lema 3.1.6 Si k ∈ Kω, podemos encontrar, para cada δ > 0, una función kδ ∈ Kω y una
constante Cδ > 0 tales que

1 ≤ kδ(ξ)/k(ξ) ≤ Cδ

Mkδ
(ξ) ≤ eλω(|ξ|),

donde λ > 0 no depende de δ, y Mkδ
→ 1 uniformemente en los compactos cuando δ → 0.

Observemos que si k ∈ Kω y kδ es como en el lema 3.1.6, se cumple Bp,k = Bp,kδ
.

Además:

Proposición 3.1.7 Sea k ∈ Kω y kδ definida como en el lema 3.1.6. Para cada φ ∈ Sω

existe δ0 > 0 tal que
‖ φu ‖p,kδ

≤ 2 ‖ φ ‖1,1‖ u ‖p,kδ

siempre que 0 < δ < δ0 y u ∈ Bp,k.

Demostración. Solo hay que probar que existe δ0 > 0 :

‖ φ ‖1,Mkδ
≤ 2 ‖ φ ‖1,1

siempre que δ < δ0. Pero, del lema 3.1.6, sabemos que

Mkδ
(ξ) ≤ eλω(|ξ|), para cada δ > 0.

Además, al ser φ ∈ Sω, ∫
|φ̂(ξ)|eλω(|ξ|)dξ < +∞.

Y se tiene que

‖ φ ‖1,Mkδ
= (2π)−N

∫
|φ̂(ξ)|Mkδ

(ξ)dξ

≤ (2π)−N

∫
|φ̂(ξ)|eλω(|ξ|)dξ,
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para cada δ > 0. Por otra parte, del lema 3.1.6, Mkδ
−→ 1 uniformemente en compactos.

Aśı, se deduce del TCD, que∫
|φ̂(ξ)|Mkδ

(ξ)dξ −→
∫
|φ̂(ξ)|dξ,

es decir, ‖ φ ‖1,Mkδ
−→‖ φ ‖1,1, cuando δ → 0. En particular, existe δ0 > 0 de modo que

para todo 0 < δ < δ0, ‖ φ ‖1,Mkδ
≤ 2 ‖ φ ‖1,1. �

Se puede definir para cada conjunto abierto Ω ⊂ RN un subespacio de D′(ω)(Ω) cuyos
elementos se comportan localmente como los elementos de Bp,k.

Definición 3.1.8 Sea ω una función peso. Sea k ∈ Kω y 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos

Bω,loc
p,k (Ω) = {u ∈ D′(ω)(Ω) : ∀ ϕ ∈ D(ω)(Ω), uϕ ∈ Bω

p,k}.

La topoloǵıa viene dada por el sistema de seminormas u 7→ ‖ϕu‖p,k (ϕ ∈ D(ω)(Ω)).

Bω,loc
p,k (Ω) es un espacio de Fréchet y

E(ω)(Ω) ⊂ Bω,loc
p,k (Ω) ⊂ D′(ω)(Ω),

con inclusiones continuas.
Tal como sucede con los espacios Bω

p,k, podemos afirmar que los espacios locales Bω,loc
p,k (Ω)

no dependen de ω. Sea ω una función peso y k ∈ Kω. Identificamos todos los espacios
Bω,loc

p,k (Ω) para los cuales k ∈ Kω y llamamos al resultado de la identificación Bloc
p,k(Ω).

Teorema 3.1.9 Sea ω una función peso y k1, k2 en Kω. Si u1 ∈ Bp,k1 ∩ E ′(ω)(Ω) y u2 ∈
B∞,k2, se tiene u1 ∗ u2 ∈ Bp,k1k2 y además

‖ u1 ∗ u2 ‖p,k1k2≤‖ u1 ‖p,k1‖ u2 ‖∞,k2 .

Dado un polinomio P (ξ), escribimos

P̃ (ξ) =

[ ∑
α

|DαP (ξ)|2
]1/2

.

Decimos que el polinomio Q(ξ) es más débil que P (ξ), o que P (ξ) es más fuerte que Q(ξ)
si, para cierta constante C > 0

Q̃(ξ) ≤ CP̃ (ξ), ξ ∈ RN .

Si Q es más débil que P y P es más débil que Q diremos que P y Q son igualmente
fuertes.
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Definición 3.1.10 Un operador en derivadas parciales lineal P = P (x,D) con coeficientes
en C∞(Ω) se dice que tiene fuerza constante si, dados x0, y0 ∈ Ω los polinomios p(x0, ξ) y
p(y0, ξ) son igualmente fuertes como funciones de ξ, es decir:

C−1p̃(y0, ξ) ≤ p̃(x0, ξ) ≤ Cp̃(y0, ξ), ξ ∈ RN ,

para una constante C > 0 adecuada que depende de x0, y0.

Si P = P (x,D) tiene fuerza constante, para un x0 ∈ Ω fijo, se escribe P0(D) = P (x0, D).
Sea P0(ξ), . . . , Pr(ξ) una base del espacio vectorial de dimensión finita de los polinomios
más débiles que P0(ξ); entonces podemos escribir

P (x,D) = P0(D) +
r∑

j=0

cj(x)Pj(D),

donde los coeficientes cj(x) ∈ C∞(Ω) están uńıvocamente determinados, y cj(x0) = 0 si
j = 0, 1, . . . , r. Si los coeficientes de P (x,D) están en E(ω)(Ω) entonces cada función cj(x)
está también en E(ω)(Ω).

Estamos en condiciones de demostrar una extensión del teorema [22, 13.3.3].

Teorema 3.1.11 Sea P (x,D) un operador en derivadas parciales con coeficientes en E(ω)(U0)
y fuerza constante en U0, entorno de x0 ∈ RN . Si X es un entorno bastante pequeño de
x0, existe una aplicación lineal E : E ′(ω)(RN)→ E ′(ω)(RN) con las siguientes propiedades:

(1) P (x,D)Ef = f en X si f ∈ E ′(ω)(RN),

(2) E P (x,D)u = u en X si u ∈ E ′(ω)(X),

(3) ‖ Ef ‖p,P̃0k≤ Ck ‖ f ‖p,k

si f ∈ E ′(ω)(RN) ∩ Bp,k y k ∈ Kω (Ck es independiente de f).

Demostración. Escribiendo, para cada ε > 0,

Xε := {x ∈ RN | |x− x0| < ε},

elegimos ε0 > 0 de manera que se tenga Xε0 ⊂ U0. Sea χ ∈ D(ω)(RN) tal que χ = 1 en un
entorno de la bola {x | |x| ≤ 2ε0} y sea F0 = χE0, donde E0 ∈ Bloc

∞,P̃0
(RN) es una solución

fundamental de P0(D) (véase [22, 10.2.1]). Si supp f ⊂ Xε0 , tenemos F0 ∗ f = E0 ∗ f en
Xε0 , y por lo tanto

P0(D)(F0 ∗ f) = F0 ∗ (P0(D)f) = E0 ∗ (P0(D)f) = f (1.3)

en Xε0 si f ∈ E ′(ω)(Xε0). Notar también que F0 ∈ B∞,P̃0
.

Tomemos ahora ψ ∈ D(ω)(RN) tal que ψ(x) = 1 cuando |x| ≤ 1 y suppψ ⊂ {x | |x| ≤ 2}.
Denotando

ψε(x) := ψ
(x− x0

ε

)
,
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vamos a probar que la ecuación

g +
r∑

j=0

ψεcjPj(D)(F0 ∗ g) = ψεf (1.4)

tiene solución única g ∈ E ′(ω)(RN) para cada f ∈ E ′(ω)(RN) y 0 < ε < ε1 <
ε0

2
. Supongamos

que esto es cierto por un momento. Ponemos

Ef = F0 ∗ g.

De la ecuación (1.4) se tiene que supp g ⊂ suppψε. Como suppψε ⊂ Xε0 , se tiene g ∈
E ′(ω)(Xε0).

Se sigue ahora de las fórmulas (1.3) y (1.4),

P (D)Ef = P (x,D)(F0 ∗ g) = P0(D)(F0 ∗ g) +
r∑

j=0

cjPj(D)(F0 ∗ g) =

= g +
r∑

j=0

ψεcjPj(D)(F0 ∗ g) = ψεf = f,

en Xε. Lo que prueba que
P (x,D)Ef = f

en Xε, para cada f ∈ E ′(ω)(RN).

Sea ahora u ∈ E ′(ω)(Xε), definimos f = P (x,D)u. Veamos que g = P0(D)u es una

solución de la ecuación (1.4) para esta f . En efecto, dado que X2ε ⊂ Xε0 , se cumple (1.3),
es decir

F0 ∗ g = F0 ∗ P0(D)u = u

en X2ε. Como ambas partes de la ecuación (1.4) tienen sus soportes en X2ε, podemos
aplicar esto último (teniendo en cuenta que ψε(x) = 1 si x ∈ Xε y que supp g ⊂ Xε, se
tiene ψεg = g):

g +
r∑

j=0

ψεcjPj(D)(F0 ∗ g) = ψεg +
r∑

j=0

ψεcjPj(D)u =

= ψε(P0(D)u+
r∑

j=0

cjPj(D)u) = ψεP (x,D)u = ψεf.

Lo que implica que
E P (x,D)u = F0 ∗ (P0(D)u) = u en Xε.

Para probar la existencia y unicidad de soluciones en la ecuación (1.4) definimos

Aε : D′(ω)(RN) −→ D′(ω)(RN)

g  
∑r

j=0 ψεcjPj(D)(F0 ∗ g)



3.1 Operadores (ω)-hipoeĺıpticos y homogéneo (ω)-hipoeĺıpticos 113

Estimaremos la norma de Aε g en Bp,kδ
siendo k ∈ Kω y kδ como en el lema 3.1.6. Como

F0 ∈ B∞,P̃0
y los polinomios Pj(ξ) son más débiles que P0(ξ), existe una constante C > 0 tal

que ‖Pj(D)F0‖∞,1 = supξ∈RN |Pj(ξ)F̂0(ξ)| ≤ C para cada j = 0, . . . , r. Dado que ψεcj ∈ Sω,
de la proposición 3.1.7 y el teorema 3.1.9 se deduce:

‖ Aεg ‖p,kδ
≤ 2

r∑
j=0

‖ ψεcj ‖1,1‖ Pj(D)F0 ∗ g ‖p,kδ

≤ 2C
r∑

j=0

‖ ψεcj ‖1,1‖ g ‖p,kδ
(1.5)

siempre que g ∈ Bp,kδ
. Por tanto, Aε : Bp,kδ

→ Bp,kδ
es un operador lineal y continuo con

norma N(Aε) ≤ 2C
∑r

j=0 ‖ ψεcj ‖1,1. Por el lema [22, 13.3.2] podemos elegir ε1 > 0 tal
que 0 < ε1 < ε0/2 y

r∑
j=0

‖ ψεcj ‖1,1<
1

4C
,

siempre que 0 < ε < ε1. Notar que la elección de ε1 es independiente de la función k. De
1.5 se sigue entonces

‖ Aεg ‖p,kδ
≤ 1

2
‖ g ‖p,kδ

, (1.6)

siempre que g ∈ Bp,kδ
. De donde se deduce que la norma del operador Aε, N(Aε), es menor

o igual que 1/2. Luego el operador

I + Aε : Bp,kδ
−→ Bp,kδ

tiene inversa. Como Bp,kδ
= Bp,k, obtenemos que la ecuación (1.4), que se puede escribir

como

(I + Aε)g = ψεf,

tiene una única solución g ∈ Bp,k, cuando f ∈ Bp,k. Además g ∈ E ′(ω)(RN), puesto que ψε

tiene soporte compacto y

g = ψεf − Aεg = ψε

(
f −

r∑
0

cjPj(D)(F0 ∗ g)
)
.

Dado que cada conjunto finito de ultradistribuciones en E ′(ω)(RN) está contenido en algún

Bp,k, concluimos que la ecuación (1.4) tiene solución única g ∈ E ′(ω)(RN) para cada f ∈
E ′(ω)(RN). De (1.6),

1

2
‖ g ‖p,kδ

= ‖ g ‖p,kδ
−1

2
‖ g ‖p,kδ

≤‖ g ‖p,kδ
− ‖ Aεg ‖p,kδ

≤ ‖ g + Aεg ‖p,kδ
=‖ ψεf ‖p,kδ

,
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aplicando el teorema 3.1.9,

‖ E f ‖p,P̃0kδ
≤‖ F0 ‖∞,P̃0

‖ g ‖p,kδ

y de la proposición 3.1.7,

‖ F0 ‖∞,P̃0
‖ g ‖p,kδ

≤ 4 ‖ F0 ‖∞,P̃0
‖ f ‖p,kδ

‖ ψε ‖1,1,

lo que concluye la demostración, pues ‖ · ‖p,kδ
y ‖ · ‖p,k son equivalentes. �

Es obvio ahora que:

Corolario 3.1.12 Si P (x,D) y X son como en el teorema 3.1.11, para cada u ∈ E ′(ω)(X)

con P (x,D)u ∈ Bp,k, se cumple
u ∈ Bp,P̃0k.

Demostración. Sea E : E ′(ω)(RN)→ E ′(ω)(RN) la aplicación lineal del teorema 3.1.11.

Escribimos f = P (x,D)u ∈ Bp,k ∩ E ′(ω)(RN) (obsérvese que E ′(ω)(X) ⊂ E ′(ω)(RN)). Por (2)

del teorema 3.1.11, Ef = E P (x,D)u = u en X. Puesto que u ∈ E ′(ω)(X) podemos tomar

ϕ ∈ D(ω)(X) de modo que u = ϕE(f). Aśı, aplicando (3),

‖ u ‖p,P̃0k=‖ ϕEf ‖p,P̃0k<∞.

�

En el siguiente corolario es esencial que podamos elegir el mismo X para cada k en el
teorema 3.1.11:

Corolario 3.1.13 Si P (x,D) y X son como en el teorema 3.1.11, para cada f ∈ E(ω)(RN)
existe u ∈ E(ω)(RN) tal que

P (x,D)u = f en X.

Demostración. Sea χ ∈ D(ω)(RN) tal que χ = 1 en un entorno de X. Entonces
χf ∈ D(ω)(RN) ⊂ B1,k para todo k ∈ Kω. Por el teorema 3.1.11(3) existe una solución
u ∈ E ′(ω)(RN) de P (x,D)u = χf tal que u ∈ B1,P̃0k para todo k ∈ Kω (en particular

u ∈ B1,k para todo k ∈ Kω).
Veamos que u ∈ E(ω)(RN). Para verlo, comprobaremos que ϕu ∈ D(ω)(RN) para cada

ϕ ∈ D(ω)(RN): sabemos que ϕu ∈ B1,k para cada k ∈ Kω. Lo que implica en particular que

ϕ̂u ∈ L1. Entonces ϕu = (2π)−N ̂̌̂
ϕu como distribuciones (por las propiedades de la transfor-

mada de Fourier en S ′ω). Como
̂̌̂
ϕu tiene un representante continuo (por ser ϕ̂u integrable),

se sigue que ϕu es continua y de soporte compacto. Dado que
∫
|ϕ̂u(x)|eλω(x)dx <∞ para

cada λ > 0, por ser ϕu ∈ B1,k para todo k ∈ Kω, deducimos que ϕu ∈ D(ω)(RN). Además,

P (x,D)u = χf = f en X.

�
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Teorema 3.1.14 Sea P (x,D) de fuerza constante en Ω con coeficientes en E(ω)(Ω). Si
P (x,D) es homogéneo (ω)-hipoeĺıptico en Ω, entonces es (σ)-hipoeĺıptico en Ω para cada
σ ≤ ω. En particular, si P (x,D) es homogéneo (ω)-hipoeĺıptico y de fuerza constante en
Ω, entonces es C∞-hipoeĺıptico en Ω.

Demostración. Fijamos un peso σ ≤ ω. Sea f ∈ D′(σ)(Ω) ⊂ D′(ω)(Ω) tal que h :=

P (x,D)f ∈ E(σ)(Ω) y sea x0 ∈ Ω. Sea X un entorno abierto de x0 como en el teore-
ma 3.1.11 con σ en lugar de ω y χ ∈ D(σ)(Ω) tal que χ = 1 en X. Entonces χh ∈
D(σ)(Ω) ⊂ D(σ)(RN) ⊂ E(σ)(RN). Podemos aplicar ahora el corolario 3.1.13 para obtener
u ∈ E(σ)(RN) ⊂ E(σ)(X) de modo que P (x,D)u = χh = h = P (x,D)f en X. Al ser
P (x,D) homogéneo (ω)-hipoeĺıptico, u − f ∈ D′(ω)(Ω) y P (x,D)(u − f) = 0 en X de-

ducimos u − f ∈ E(ω)(X) ⊂ E(σ)(X). En particular, f ∈ E(σ)(X). Como x0 es arbitrario,
concluimos que f ∈ E(σ)(Ω).

El mismo razonamiento prueba que para cada abierto Ω′ ⊂ Ω y f ∈ D′(σ)(Ω
′) con

P (x,D)f ∈ E(σ)(Ω
′) se cumple f ∈ E(σ)(Ω

′), lo que prueba que P (x,D) es (σ)-hipoeĺıptico.
�

Recordamos que si σ = o(ω) entonces E{ω}(Ω) ⊂ E(σ)(Ω) ([9, 4.7]).

Corolario 3.1.15 Sea Ω ⊂ RN un abierto y P (x,D) un operador con coeficientes en
E{ω}(Ω) y fuerza constante en Ω. Entonces P (x,D) es {ω}-hipoeĺıptico en Ω si, y solo si,
es homogéneo {ω}-hipoeĺıptico en Ω. Además, en este caso, P (x,D) es {σ}-hipoeĺıptico en
Ω para cada σ = o(ω).

Demostración. Supongamos que P (x,D) es homogéneo {ω}-hipoeĺıptico en Ω. Ob-
servemos primero que si σ = o(ω) entonces P (x,D) es homogéneo (σ)-hipoeĺıptico en Ω.
En efecto, supongamos Ω′ es un abierto de Ω y u ∈ D′(σ)(Ω

′) cumple P (x,D)u = 0. Como

u ∈ D′{ω}(Ω′), resulta que u ∈ E{ω}(Ω′) y, por lo tanto u ∈ E(σ)(Ω
′). El mismo razonamiento

prueba que P (x,D) es homogéneo {σ}-hipoeĺıptico.
Veamos ahora que P (x,D) es {ω}-hipoeĺıptico. Sea Ω′ como antes y u ∈ D′{ω}(Ω′) con

P (x,D)u ∈ E{ω}(Ω′). Por el teorema 7.6 de [9] existe ω0 = o(ω) tal que u ∈ D′(ω0)(Ω
′).

Una aplicación de la proposición 3.5 de [5] proporciona

E{ω}(Ω′) =
⋂ {
E(σ)(Ω

′) : ω0 ≤ σ, σ = o(ω)
}
.

Entonces, para concluir que u ∈ E{ω}(Ω′) bastará probar que u ∈ E(σ)(Ω
′) para cada ω0 ≤ σ,

σ = o(ω). Pero P (x,D) es (σ)-hipoeĺıptico (teorema 3.1.14) y P (x,D)u ∈ E{ω}(Ω′) ⊂
E(σ)(Ω

′) para cada ω0 ≤ σ = o(ω), lo que concluye la prueba. �

El siguiente corolario se aplica en particular a los pesos ω(t) := (log(1 + t))s, s ≥ 1. En
el caso s = 1 se tiene E(ω)(Ω) = C∞(Ω) y recuperamos el teorema de M. Taylor [43]. El
resultado es consecuencia del hecho bien conocido de que todo operador hipoeĺıptico con
coeficientes constantes es hipoeĺıptico en alguna clase de Gevrey.
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Corolario 3.1.16 Sea ω(t) = o(ta) para cada 0 < a < 1 y Ω ⊂ RN un abierto. Sea
P (x,D) un operador con coeficientes en E(ω)(Ω) y fuerza constante en Ω. Si P (x,D) es
(ω)-hipoeĺıptico, entonces P (x0, D) es (ω)-hipoeĺıptico para cada x0 ∈ Ω.

Demostración. Si P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico, entonces es hipoeĺıptico por el teorema
3.1.14 (y con coeficientes C∞). Por el resultado de Taylor [43], el operador con coeficientes
constantes P (x0, D) es hipoeĺıptico para cada x0 ∈ Ω. Entonces existe 0 < a < 1 tal que
P (x0, D) es {ta}-hipoeĺıptico (véase [21]). Luego P (x0, D) es (ω)-hipoeĺıptico. �

3.2. Una condición suficiente de hipoelipticidad

Consideremos un operador pseudodiferencial P (x,D) definido por el śımbolo p(x, ξ).
Estableceremos una condición suficiente para que el operador sea (ω)-hipoeĺıptico, usando
para ello el método de la paramétrix.

Definición 3.2.1 Se dice que un operador pseudodiferencial P = P (x,D) definido por un
śımbolo p(x, ξ) ∈ ASm,ω

ρ,δ (Ω) es (ω)-hipoeĺıptico si se cumple

sing(ω) suppPu = sing(ω) suppu,

para cada u ∈ E ′(ω)(Ω).

Definición 3.2.2 Sea P = P (x,D) un operador pseudodiferencial con soporte propio
definido por un śımbolo p(x, ξ) ∈ ASm,ω

ρ,δ (Ω). Decimos que el operador pseudodiferencial
Q = Q(x,D) es una paramétrix por la izquierda (resp. por la derecha) de P si QP = I+R
(resp. P Q = I +R), siendo R un operador (ω)-regularizante.

Si el operador P tiene una parametrix por la izquierda Q, entonces es (ω)-hipoeĺıptico:
fijada u ∈ E ′(ω)(Ω),

sing(ω) suppu = sing(ω) supp(QPu−Ru) =

= sing(ω) suppQPu ⊆ sing(ω) suppPu,

pues R es (ω)-regularizante y Q es pseudolocal (véase el teorema 1.5.7).
Pretendemos ahora dar condiciones suficientes para la (ω)-hipoelipticidad de operadores

pseudodiferenciales y obtener, aśı, criterios de hipoelipticidad fundamentalmente para ope-
radores en derivadas parciales con coeficientes variables.

Lema 3.2.3 Sea ω una función peso subaditiva. Fijamos λ > 0 y tomamos

aj :=
eλϕ∗( j

λ
)

j!
.

Entonces para cada j, k ∈ N, se cumple

aj · ak ≤ aj+k. (2.7)
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Demostración. Se tiene

eλϕ∗( j
λ
)

j!
· e

λϕ∗( k
λ
)

k!
= sup

s≥0

ejs−λϕ(s)

j!
· sup

t≥0

ekt−λϕ(t)

k!

= sup
u,v≥1

ej log u+k log v−λ(ω(u)+ω(v))

j!k!
≤

≤ sup
u,v≥1

ujvk

j!k!
e−λω(u+v) ≤ 1

(j + k)!
sup
u,v≥1

(u+ v)j+ke−λω(u+v)

≤ 1

(j + k)!
sup
s≥0

e(j+k)s−λϕ(s) =
1

(j + k)!
eλϕ∗( j+k

λ
) .

�

Con una prueba análoga a la de la proposición 1.2.15 se tiene el siguiente resultado:

Lema 3.2.4 Sean
∑∞

j=0 aj(x, y, ξ) ∈ FASm1,ω
ρ,δ (Ω) y b(x, y, ξ) ∈ ASm2,ω

ρ,δ (Ω). Entonces∑
j aj(x, y, ξ)b(x, y, ξ) ∈ FASm,ω

ρ,δ (Ω), siendo m = m1 +m2.

Lema 3.2.5 Si ω1 y ω2 son funciones peso equivalentes, se cumple⋃
m>0

ASm,ω1

ρ,δ (Ω) =
⋃
m>0

ASm,ω2

ρ,δ (Ω).

Demostración. Basta probar que si p(x, ξ) ∈ ASm,ω1

ρ,δ (Ω) para cierto m > 0, entonces

p(x, ξ) ∈ ASm̃,ω2

ρ,δ (Ω) para otra constante m̃ > 0.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que existe una constante C > 0 tal que

1
C
ω1(s) ≤ ω2(s) ≤ Cω1(s) para cada s ≥ 0. Denotamos ϕωi

(x) = ωi(e
x), i = 1, 2. Entonces

ϕ∗ω1
(x) = sup

s≥0
{xs− ϕω1(s)} ≤ sup

s≥0
{xs− 1

C
ϕω2(s)}

=
1

C
sup
s≥0
{(Cx)s− ϕω2(s)} =

1

C
ϕ∗ω2

(Cx). (2.8)

Tomamos ahora k ∈ N de manera que k > C. Sea K un subconjunto compacto en Ω.
Como p(x, ξ) ∈ ASm,ω1

ρ,δ (Ω), existen R ≥ 1 y B ≥ 1 tales que, para cada n ∈ N existe una
constante Cnk > 0 cumpliendo

|Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤ Cnkβ!B|β|e(ρ−δ)nkϕ∗ω1

(
|α|
nk

)(1 + |ξ|)δ|α|−ρ|β|emω1(ξ)

siempre que α, β ∈ NN
0 , x ∈ K y log( |ξ|

R
) ≥ nk

|β|ϕ
∗
ω1

( |β|
nk

).

De la fórmula (2.8) obtenemos

nkϕ∗ω1
(
|α|
nk

) ≤ nk

C
ϕ∗ω2

(
|α|
nk/C

) ≤ nϕ∗ω2
(
|α|
n

),
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y además
n

|β|
ϕ∗ω2

(
|β|
n

) ≥ nk

|β|
ϕ∗ω1

(
|β|
nk

).

Por otra parte ω1(ξ) ≤ Cω2(ξ), entonces, llamando m̃ := C · m y Dn := Cnk, se tiene
finalmente

|Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤ Dnβ!B|β|e(ρ−δ)nϕ∗ω2

(
|α|
n

)(1 + |ξ|)δ|α|−ρ|β|em̃ω2(ξ)

siempre que x ∈ K y log( |ξ|
R

) ≥ n
|β|ϕ

∗
ω2

( |β|
n

), lo que concluye la demostración. �

El método de demostración del siguiente resultado es estándar (Kumano-go [28], Zanghi-
rati [45]) y viene motivado por la expresión de una composición de operadores en términos
de sumas formales. No obstante, hay que ser muy cuidadoso a la hora de obtener las
estimaciones adecuadas para las derivadas.

Teorema 3.2.6 Sea Ω ⊂ RN un subconjunto abierto y relativamente compacto, 0 ≤ δ <
ρ ≤ 1, ω una función peso, σ un peso fuerte de modo que ω(t1/(ρ−δ)) = o(σ(t)) cuando
t→∞. Sea p(x, ξ) ∈ ASm,ω

ρ,δ (Ω) tal que:

i) Existe A > 0 de modo que |p(x, ξ)| ≥ 1
A
e−mω(ξ) si |ξ| > A,

ii) Existe n ∈ N y C > 0 cumpliendo

|Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤ C |α|+|β|β!e

1
n

ϕ∗σ(|α|n)|p(x, ξ)|(1 + |ξ|)−ρ|β|+δ|α|

siempre que x ∈ Ω y |ξ| > A.

Entonces existe q(x, ξ) ∈ ASm,ω
ρ,δ (Ω) tal que q ◦ p ∼ 1 en FASm,ω

ρ,δ (Ω).

Demostración. Al ser σ un peso fuerte, σ es equivalente a un peso subaditivo [34].
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que σ es subaditivo. Ponemos q0(x, ξ) = 1

p(x,ξ)

para x ∈ Ω, |ξ| > A. Probaremos por inducción que existe C1 > 0:

|Dα
xD

β
ξ q0(x, ξ)| ≤ C

|α|+|β|
1 β!e

1
n

ϕ∗σ(n|α|)|q0(x, ξ)|(1 + |ξ|)−ρ|β|+δ|α| (2.9)

siempre que x ∈ Ω y |ξ| > A.

Esta desigualdad se cumple para α = β = 0. Ahora, p(x, ξ)q0(x, ξ) = 1 proporciona

p(x, ξ)Dα
xD

β
ξ q0(x, ξ) = −

∑
µ+ν=α
γ+θ=β

(ν,θ)<(α,β)

α!β!

µ!ν!γ!θ!
Dµ

xD
γ
ξ p(x, ξ)D

ν
xD

θ
ξq0(x, ξ)



3.2 Una condición suficiente de hipoelipticidad 119

Por lo tanto, si suponemos que la desigualdad se cumple para (ν, θ) < (α, β), obtenemos

|p(x, ξ)Dα
xD

β
ξ q0(x, ξ)| ≤

∑
µ+ν=α
γ+θ=β

(ν,θ)<(α,β)

α!β!

µ!ν!γ!θ!
|Dµ

xD
γ
ξ p(x, ξ)||D

ν
xD

θ
ξq0(x, ξ)| ≤

≤
∑

µ+ν=α
γ+θ=β

(ν,θ)<(α,β)

α!β!

µ!ν!γ!θ!
C |µ+γ|γ!e

1
n

ϕ∗σ(n|µ|)|p(x, ξ)|(1 + |ξ|)−ρ|γ|+δ|µ| ·

·C |ν+θ|
1 θ!e

1
n

ϕ∗σ(n|ν|)|q0(x, ξ)|(1 + |ξ|)−ρ|θ|+δ|ν|

≤
∑

µ+ν=α
γ+θ=β

(ν,θ)<(α,β)

α!β!

µ!ν!
C |µ+γ|C

|ν+θ|
1

e
1
n

ϕ∗σ(n|µ|)+ 1
n

ϕ∗σ(n|ν|)

(1 + |ξ|)ρ|β|−δ|α| |p(x, ξ)||q0(x, ξ)|

Usamos ahora que C ≤ C1 y que α!
µ!ν!
≤ |α|!

|µ|!|ν|! . Del lema 3.2.3 se deduce

|p(x, ξ)Dα
xD

β
ξ q0(x, ξ)| ≤

≤ C
|α+β|
1 β!e

1
n

ϕ∗σ(n|α|)|p(x, ξ)||q0(x, ξ)|(1 + |ξ|)−ρ|β|+δ|α|
∑

µ+ν=α
γ+θ=β

(ν,θ)<(α,β)

( C
C1

)|µ+γ|
.

Ahora, de la desigualdad
∑

|η|=k 1 ≤ Nk siendo η un multi-́ındice, se obtiene

∑
µ+ν=α
γ+θ=β

(ν,θ)<(α,β)

( C
C1

)|µ+γ| ≤
|α+β|∑
k=1

∑
|η|=k

( C
C1

)k ≤
|α+β|∑
k=1

(NC
C1

)k
.

por lo que basta elegir C1 lo bastante grande de modo que

∞∑
k=1

(NC
C1

)k
< 1.

Para j ∈ N, definimos por inducción

qj(x, ξ) = −q0(x, ξ)
∑

0<|µ|≤j

1

µ!
∂µ

ξ qj−|µ|(x, ξ)D
µ
xp(x, ξ).

Vamos a comprobar que existen constantes positivas C2 y C3 tales que C1 < C2 < C3 y
para cada x ∈ Ω y |ξ| > A se cumple

|Dα
xD

β
ξ qj(x, ξ)| ≤ (2.10)

≤ AC
|α+β|
2 Cj

3e
1
n

ϕ∗σ(n|α|+j) (|β|+ j)!

j!
emω(ξ)(1 + |ξ|)−ρ|β|+δ|α|−(ρ−δ)j.
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La prueba es de nuevo por inducción. Para j = 0 ya lo hemos probado, es la fómula (2.9).
Supongamos que la estimación es cierta para 0 ≤ ` < j y que C3 > C2 > C1 (siendo C3 y
C2 bastante grandes). Entonces

|Dα
xD

β
ξ qj(x, ξ)| ≤

≤
∑

α1+α2+α3=α
β1+β2+β3=β

α!β!

α1!α2!α3!β1!β2!β3!
· |Dα1

x Dβ1

ξ q0(x, ξ)| ·

·
∑

0<|µ|≤j

1

µ!
|Dα2

x Dβ2+µ
ξ qj−|µ|(x, ξ)||Dα3+µ

x Dβ3

ξ p(x, ξ)|

≤
∑

α1+α2+α3=α
β1+β2+β3=β

α!β!

α1!α2!α3!β1!β2!β3!
C
|α1+β1|
1 β1!e

1
n

ϕ∗σ(n|α1|)|q0(x, ξ)|(1 + |ξ|)−ρ|β1|+δ|α1| ·

·
∑

0<|µ|≤j

1

µ!
AC

|α2+β2+µ|
2 C

j−|µ|
3

(|β2|+ j)!

(j − |µ|)!
emω(ξ)e

1
n

ϕ∗σ(n(|α2|+j−|µ|))+ 1
n

ϕ∗σ(n(|α3|+|µ|)) ·

·C |α3+β3+µ|(1 + |ξ|)−ρ|β2+β3+µ|+δ|α2+α3+µ|(1 + |ξ|)−(ρ−δ)(j−|µ|)|p(x, ξ)|β3!

Usando que |γ|!
γ!

aumenta con |γ| (y por lo tanto (|β2|+j)!
β2!

≤ (|β|+j)!
β!

) obtenemos, multiplicando

y dividiendo por (α2 + α3)! y j!,

|Dα
xD

β
ξ qj(x, ξ)| ≤

≤ (1 + |ξ|)−ρ|β|+δ|α|−(ρ−δ)j (|β|+ j)!

j!
Aemω(ξ)

∑
α1+α2+α3=α
β1+β2+β3=β

α!e
1
n

ϕ∗σ(n|α1|)C
|α1+β1|
1

(α2 + α3)!α1!
·

·
∑

0<|µ|≤j

C
|α2+β2+µ|
2 C

j−|µ|
3 C |α3+β3+µ|(α2+α3

α2

)( j

|µ|

) |µ|!
µ!
e

1
n

ϕ∗σ(n(|α2|+j−|µ|))+ 1
n

ϕ∗σ(n|α3+µ|)

Como σ es subaditivo,

(|α2+α3|+j

|α2|+j−|µ|

)
e

1
n

ϕ∗σ(n(|α2|+j−|µ|))+ 1
n

ϕ∗σ(n|α3+µ|) ≤ e
1
n

ϕ∗σ(n(|α2+α3|+j)).

Además (|α2+α3|
|α2|

)
·
( j

|µ|

)
(|α2+α3|+j

|α2|+j−|µ|

) =
|α2 + α3|!j!

(|α2 + α3|+ j)!
· (|α2|+ j − |µ|)!|α3 + µ|!
|α2|!|α3|!|µ|!(j − |µ|)!

≤

≤

(|α2|+j−|µ|
j−|µ|

)
2|α3+µ|(|α2+α3|+j

j

) ≤ 2|α3+µ|,
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puesto que
(|α2|+j−|µ|

j−|µ|

)
≤

(|α2+α3|+j−|µ|
j−|µ|

)
≤

(|α2+α3|+j

j

)
. De donde se deduce

(α2+α3

α2

)( j

|µ|

)
e

1
n

ϕ∗σ(n(|α2|+j−|µ|))+ 1
n

ϕ∗σ(n|α3+µ|) ≤

≤
(|α2+α3|

|α2|

)( j

|µ|

)
e

1
n

ϕ∗σ(n(|α2|+j−|µ|))+ 1
n

ϕ∗σ(n|α3+µ|) ≤

≤ e
1
n

ϕ∗σ(n(|α2+α3|+j))2|α3+µ|.

Por lo tanto

|Dα
xD

β
ξ qj(x, ξ)| ≤

≤ Aemω(ξ)(1 + |ξ|)−ρ|β|+δ|α|−(ρ−δ)j (|β|+ j)!

j!
Cj

3C
|α|+|β|
2 ·

·
∑

α1+α2+α3=α
β1+β2+β3=β

(2C1C

C2

)|α1+β1|+|α3+β3|(α

α1

)
e

1
n

ϕ∗σ(n|α1|)+ 1
n

ϕ∗σ(n(j+|α2|+|α3|)
∑

0<|µ|≤j

|µ|!
µ!

(2C2C

C3

)|µ|
.

Como
(α

α1

)
≤

(|α|
|α1|

)
≤

(|α|+j

|α1|

)
y σ es subaditivo se tiene(α

α1

)
e

1
n

ϕ∗σ(n|α1|)+ 1
n

ϕ∗σ(n(j+|α2|+|α3|)) ≤ e
1
n

ϕ∗σ(n(|α|+j)).

Por otro lado |µ|! ≤ N |µ|µ! y
∑

|µ|=k 1 ≤ Nk, luego

|Dα
xD

β
ξ qj(x, ξ)| ≤ (2.11)

≤ Aemω(ξ)(1 + |ξ|)−ρ|β|+δ|α|−(ρ−δ)jCj
3C

|α+β|
2 e

1
n

ϕ∗σ(n(|α|+j)) (|β|+ j)!

j!
·

·
∑

α1+α2+α3=α
β1+β2+β3=β

(2C1C

C2

)|α1+β1|+|α3+β3|
∑

0<k≤j

(2N2C2C

C3

)k
.

Ahora

∑
α1+α2+α3=α
β1+β2+β3=β

(2C1C

C2

)|α1+β1|+|α3+β3| ≤
|α+β|∑
k=0

∑
|η|=k

(2C1C

C2

)k ≤
∞∑

k=0

(2NC1C

C2

)k ≤ 2, (2.12)

si C2(> C1) es lo bastante grande. También

∑
0<k≤j

(2N2C2C

C3

)k ≤
∞∑

k=1

(2N2C2C

C3

)k
<

1

4
, (2.13)

para una elección adecuada de C3(> C2). De las fórmulas (2.11), (2.12) y (2.13) se deduce
(2.10).
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Del lema 1.5.8 concluimos que para cada ` ∈ N existe una constante D` > 0 de modo
que, para cada j,

|Dα
xD

β
ξ qj(x, ξ)| ≤ (2.14)

≤ D`Ae
mω(ξ)(1 + |ξ|)−ρ|β|+δ|α|−(ρ−δ)jCj

3C
|α+β|
2 e(ρ−δ)`ϕ∗ω(

|α|+j
`

) (|β|+ j)!

j!
,

siempre que x ∈ Ω y |ξ| ≥ A.
Además, se cumple

(|β|+ j)!

j!
≤ 2|β|+j|β|! ≤ 2|β|+jN |β|β!, (2.15)

por lo que la sucesión qj satisface las estimaciones de la definición 2.1.1 para x ∈ Ω y
|ξ| ≥ A (véase el lema 2.1.2).

Extenderemos ahora la función qj para todo ξ ∈ RN y todo j = 0, 1, 2, . . .. Sea ϕ ∈
D(ω)(RN) de modo que suppϕ ⊂ {ξ ∈ RN : |ξ| ≤ 2A} y ϕ = 1 para |ξ| ≤ A. La función
q̃j(x, ξ) := qj(x, ξ)(1− ϕ)(ξ) es una extensión de qj para |ξ| > 2A, pues qj(x, ξ) = q̃j(x, ξ)
para |ξ| > 2A. Además, se entiende que q̃j(x, ξ) = 0 para |ξ| ≤ A. De la proposición
1.3.1 se tiene que 1−ϕ(ξ) ∈ AS0,ω

ρ,δ (Ω). Una aplicación del lema 3.2.4 permite concluir que
q̃j ∈ FASm,ω

ρ,δ (Ω). Por comodidad identificaremos qj con q̃j.
Veamos ahora que

∑
qj ◦ p ∼ 1, como se deduce de la propia definición de los qj ’s. En

efecto,

qj(x, ξ)p(x, ξ) = −
∑

0<|µ|≤j

1
µ!
∂µ

ξ qj−|µ|(x, ξ)D
µ
xp(x, ξ)

= −rj(x, ξ) + qj(x, ξ)p(x, ξ),

para j > 0, siendo
∑
rj =

∑
qj ◦ p. Entonces rj(x, ξ) = 0 para todo j > 0 y además

r0(x, ξ) = p(x, ξ)q0(x, ξ) = 1, para cada x ∈ Ω y |ξ| ≥ 2A (esto prueba que
∑
qj ◦ p ∼ 1,

pues en la definición 2.1.1 podemos tomar la sucesión (Nn) y la constante R ≥ 1 de modo
que las estimaciones (1.1) se cumplan sólo cuando |ξ| ≥ 2A). De los teoremas 2.1.8 y 2.2.8,
existe un śımbolo q ∈ ASm,ω

ρ,δ (Ω) tal que q ◦ p ∼ 1. �

Corolario 3.2.7 Sean Ω, ω, σ y p(x, ξ) como en el teorema 3.2.6. Supongamos además
que P (x,D) es un operador pseudodiferencial con soporte propio. Entonces P = P (x,D)
es (ω)-hipoeĺıptico.

Demostración. Sea Q = Q(x,D) el operador asociado al śımbolo q(x, ξ) que propor-
ciona el teorema 3.2.6. Aplicando el teorema 2.3.3 se tiene que

(
1

(2π)NQ
)
◦P = I+R siendo

R un operador pseudodiferencial (ω)-regularizante. Es decir, el operador Q′ = 1
(2π)NQ es

una parametrix por la izquierda de P . Lo que implica que P es (ω)-hipoeĺıptico. �

Como aplicación, mostraremos a continuación un ejemplo de un operador (ω)-hipoeĺıpti-
co que no es de fuerza constante. Este ejemplo se inspira en [28] y [31, 4.3.6].
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Ejemplo 3.2.8 Sea q(ξ) ≥ 0 un polinomio hipoeĺıptico, m,m′ ∈ N0, m > m′. Definimos

p(x, ξ) = |x|2hq(ξ)m + q(ξ)m′
.

Vamos a encontrar ρ y δ de modo que 0 ≤ δ < ρ ≤ 1 y si ω es una función peso tal que
ω(t) = o(ta) siendo d := ρ− δ < 1 y a < d, entonces P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico.

Para ello, trataremos de aplicar el corolario 3.2.7. Observemos primero que si σ(t) := tr

siendo r := a/d, entonces σ es un peso fuerte y además, ω(t1/(ρ−δ)) = o(σ(t)).
Por otra parte, como q, y por lo tanto cualquier potencia de q es hipoeĺıptico, existen

C > 0, 0 < ρ ≤ 1 tales que (véase [22, Teorema 11.1.3, II b)])∣∣∣∣∂β(qm(ξ))

qm(ξ)

∣∣∣∣ ≤ C|ξ|−ρ|β| y

∣∣∣∣∂β(qm′
(ξ))

qm′(ξ)

∣∣∣∣ ≤ C|ξ|−ρ|β|.

Al ser q(ξ) ≥ 0, se tiene |p(x, ξ)| ≥ |q(ξ)|m′ ≥ 1
C
|ξ|ρλ para algún λ > 0. En particular,

|p(x, ξ)| ≥ 1
C
e−ω(ξ) para cualquier peso ω si |ξ| es suficientemente grande, luego se cumple

la condición (i) de 3.2.6. Además∣∣∣∣∣∂
β
ξ p(x, ξ)

p(x, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ |x|2h|∂βqm(ξ)|
|x|2hqm(ξ)

+
|∂βqm′

(ξ)|
qm′(ξ)

≤

≤ 2C|ξ|−ρ|β|.

Por otra parte

|Dα(|x|2h)| ≤ K|x|2h|x|−|α| = K(|x|2h)1− |α|
2h

para cierta constante K. Observemos que 1 − |α|
2h
≥ 0, ya que en otro caso Dα(|x|2h) = 0.

Si α ∈ NN
0 y α 6= 0 queda∣∣∣∣∣Dα

xD
β
ξ p(x, ξ)

p(x, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ mı́n

{
Dα

x (|x|2h)|∂β
ξ q

m(ξ)|
|x|2hqm(ξ)

,
Dα

x (|x|2h)|∂β
ξ q

m(ξ)|
qm′(ξ)

}
. (2.16)

Sea s = grado(q) y supongamos que h > m−m′ tal que si τ = 1
2h
, δ = τ(m−m′)s < ρ.

Distinguimos dos casos:

Caso 1:
(
|x|2h

)−1 ≤
(
q(ξ)

)m−m′
, entonces(

|x|2h
)−τ |α| ≤

(
q(ξ)

)τ |α|(m−m′) ≤ A|α||ξ|τ(m−m′)|α|s

si |ξ| ≥ 1 y A es grande. Por lo tanto∣∣∣∣∣Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)

p(x, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ |Dα
x (|x|2h)|
|x|2h

· C|ξ|−ρ|β| ≤

≤ K
(
|x|2h

)−τ |α||ξ|−ρ|β| ≤ A|α||ξ|δ|α|−ρ|β|.
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Caso 2: Si
(
|x|2h

)−1 ≥
(
q(ξ)

)m−m′
, entonces(

|x|2h
)1−τ |α|(

q(ξ)
)m−m′

≤
(
q(ξ)

)(1−τ |α|)(m′−m)+m−m′
=

=
(
q(ξ)

)τ |α|(m−m′) ≤ A|α||ξ|τ(m−m′)|α|s

si |ξ| ≥ 1. Luego

|Dα
x (|x|2h)||∂β

ξ q
m(ξ)|

qm′(ξ)
≤ K

(
|x|2h

)1− |α|
2h

∣∣∣∣∣∂
β
ξ q

m(ξ)

qm(ξ)

∣∣∣∣∣ · qm−m′
(ξ) ≤

≤ KA|α||ξ|τ(m−m′)s|α|−ρ|β| ≤ KA|α||ξ|δ|α|−ρ|β|.

Entonces, de la desigualdad (2.16), se tiene que, para cierta constante B > 0, se cumple∣∣∣∣∣Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)

p(x, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ KB|α+β|(1 + |ξ|)δ|α|−ρ|β|,

si |ξ| ≥ B. Lo que implica∣∣∣Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)

∣∣∣ ≤ KB|α+β|(1 + |ξ|)δ|α|−ρ|β||p(x, ξ)|,

para |ξ| ≥ B. Por lo tanto, el operador P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico.

El operador no es de fuerza constante, puesto que si tomamos x0 = (0, N). . ., 0) y x1 =

(1, N). . ., 1), el polinomio p(x1, ξ) tiene grado estrictamente mayor que el grado del polinomio
p(x0, ξ). �

Para el caso en que q(ξ) es el śımbolo del laplaciano, véase Kumano-go [28].

Veamos algunas de las aplicaciones del teorema 3.2.6 para operadores en derivadas
parciales con coeficientes variables. Empezamos con unos lemas previos.

Lema 3.2.9 Sea p(x, ξ) = 1
(2π)N

∑
|γ|≤m aγ(x)ξ

γ, 0 < r ≤ 1, ω(t1/r) = o(σ(t)) cuando

t→∞. Si aγ ∈ E{σ}(Ω), entonces p(x, ξ) es un śımbolo de clase (ω) y tipo (r, 0).

Demostración. Fijado n ∈ N se cumple que para cada k ∈ N existe Dk > 0 de modo
que

1

n
ϕ∗σ(n|α|) ≤ Dk + rkϕ∗ω(

|α|
k

)

siempre que α ∈ NN
0 (lema 1.5.8). Usando que aγ ∈ E{σ}(Ω), fijado un compacto K ⊂ Ω

existe n ∈ N tal que
|Dαaγ(x)| ≤ Cne

1
n

ϕ∗σ(n|α|)

siempre que |γ| ≤ m, x ∈ K y α ∈ NN
0 . Por lo tanto, para cada k ∈ N existe Ek > 0 tal

que

|Dαaγ(x)| ≤ Eke
r kϕ∗ω(

|α|
k

)
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siempre que |γ| ≤ m, x ∈ K y α ∈ NN
0 .

De la fórmula (3.6) se obtiene ahora, para β ≤ γ,

|Dα
xD

β
ξ (aγ(x)ξ

γ)| ≤ Eke
r kϕ∗ω(

|α|
k

)
(γ

β

)
β!(1 + |ξ|)m−|β|

siempre que |γ| ≤ m, x ∈ K, α ∈ NN
0 y ξ ∈ RN .

Y finalmente

|Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤

Ek

(2π)N
β!er kϕ∗ω(

|α|
k

)2m(1 + |ξ|)m−r|β| ·
( ∑
|γ|≤m

1
)

siempre que x ∈ K, α y β ∈ NN
0 y ξ ∈ RN . �

Lema 3.2.10 Sea P (D) =
∑

|α|≤m aαD
α un operador con coeficientes constantes (ω)-

hipoeĺıptico. Denotamos

d(ξ) := ı́nf{|ξ − z| : z ∈ CN , P (z) = 0}, ξ ∈ RN .

Entonces

ĺım
|ξ|→+∞

d(ξ)

ω(ξ)
= +∞.

Demostración. Sabemos que ĺım
|z|→+∞
P (z)=0

|Imz|
ω(z)

= +∞ (teorema [5, 2.1]).

Supongamos ahora que existen A > 0, (ξn) ⊂ RN , 2n < |ξn| < 2|ξn+1| de modo que
d(ξn) < Aω(ξn).

Para cada n ∈ N existe zn ∈ CN de modo que P (zn) = 0, |zn − ξn| < Aω(ξn) < |ξn|/2
si n es suficientemente grande. Ahora, |zn| ≥ |ξn| − Aω(ξn) ≥ |ξn|/2. Además,

|Rezn| = |Rezn − ξn + ξn| ≥ |ξn| − |zn − ξn| ≥ |ξn|/2.

Mientras que
|Imzn| ≤ |zn − ξn| < Aω(ξn),

de donde |Imzn| < Aω(2|Rezn|), lo que no puede ocurrir si P (D) es (ω)-hipoeĺıptico. �

Lema 3.2.11 Sea ω un peso fuerte y P (D) =
∑

|α|≤m aαD
α operador (ω)-hipoeĺıptico con

coeficientes constantes. Entonces existe 0 < a < 1 tal que ω(t) = o(ta) y P (D) es {ta}-
hipoeĺıptico.

Demostración. Sea d(ξ) := ı́nf{|ξ − z| : z ∈ CN , P (z) = 0}, ξ ∈ RN . Denotamos
entonces

M(R) := ı́nf
|ξ|=R

d(ξ).

Por [22, Teorema 11.1.3, Corolario A.2.6] existen A > 0, b ∈ Q tales que

M(R) = ARb(1 + o(1)), si R→ +∞. (2.17)
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Si b ≥ 1, de la fórmula (2.17) se tiene d(ξ) ≥M(|ξ|) ≥ B|ξ| para cierta constante B > 0
si |ξ| es bastante grande, luego P (D) es eĺıptico (véase, por ejemplo, Hörmander [21]). En
particular, P (D) es {ta}-hipoeĺıptico para todo 0 < a < 1. Además, como ω es un peso
fuerte, ω(t) = o(td) para cierta constante 0 < d < 1, lo que concluye la prueba en este caso.

Si 0 < b < 1 tomamos a := b. Sabemos que ĺım|ξ|→+∞
d(ξ)
ω(ξ)

= +∞ (lema 3.2.10), es
decir,

ĺım
R→+∞

M(R)

ω(R)
= +∞. (2.18)

De las fórmulas (2.17) y (2.18) se obtiene

ĺım
t→+∞

ta

ω(t)
= +∞,

es decir, ω(t) = o(ta). Además, usando la fórmula (2.17) de nuevo,

d(ξ) ≥M(|ξ|) ≥ A|ξ|a(1 + o(1)) ≥ B|ξ|a

para cierta constante B > 0, siempre que |ξ| sea lo bastante grande, lo que prueba que
P (D) es {ta}-hipoeĺıptico (Rodino [39, 2.4]). �

A partir de ahora P (x,D) =
∑

|α|≤m aα(x)Dα es un operador en derivadas parciales
con coeficientes en cierta clase de funciones ultradiferenciables y de fuerza constante en Ω,
y x0 ∈ Ω. En el próximo teorema, los coeficientes están en una clase de tipo Roumieu.

Teorema 3.2.12 Sean σ y ω pesos tales que σ es un peso fuerte y ω(t1/r) = o(σ(t)) si
t → ∞ y 0 < r ≤ 1. Si aα ∈ E{σ}(Ω) y P (x0, D) es {tr}-hipoeĺıptico, entonces P (x,D) es
(ω)-hipoeĺıptico.

Demostración. Sea P0(ξ), P1(ξ), . . . , Pk(ξ) una base del espacio vectorial de los poli-
nomios más débiles que P0(ξ) := p(x0, ξ). Pongamos

P (x,D) =
k∑

j=0

cj(x)Pj(D)

donde cj(x) ∈ E{σ}(Ω), c0(x0) = 1 y cj(x0) = 0 si j 6= 0. Como en [38, p. 150] (nótese que
hay una errata en [38]: donde pone (1+ |ξ|)−rm debeŕıa ser (1+ |ξ|)rm), para cada compacto
K ⊂ Ω existen C > 0 y m ∈ N tales que

(i) |p(x, ξ)| ≥ 1
C
(1 + |ξ|)rm,

(ii) |Dβ
ξ p(x, ξ)| ≤ C|p(x, ξ)|(1 + |ξ|)−r|β|

siempre que |ξ| ≥ C y x ∈ K. Como cj(x) ∈ E{σ}(Ω) existen n ∈ N y C̃ > 0 de modo que

máx
0≤j≤k

sup
x∈K
|Dαcj(x)| ≤ C̃e

1
n

ϕ∗σ(n|α|)
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y obtenemos, para cierta C > 0,

|Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤ Ce

1
n

ϕ∗σ(n|α|)
k∑

j=0

|DβPj(ξ)|

para cada x ∈ K. Por otro lado, por ser P0(ξ) = p(x0, ξ) un operador C∞-hipoeĺıptico, se
sigue del lema [38, 3.3.14],

|Pj(ξ)| ≤ P̃j(ξ) ≤ C1P̃0(ξ) ≤ C2|P0(ξ)|,

siempre que |ξ| sea bastante grande.

Aplicando ahora el lema [38, 3.3.17] existe C > 0:

|DβPj(ξ)| ≤ C|P0(ξ)|(1 + |ξ|)−r|β|,

siempre que |ξ| ≥ C. Por lo tanto, existe C > 0 y n ∈ N cumpliendo

|Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤ Ce

1
n

ϕ∗σ(n|α|)|P0(ξ)|(1 + |ξ|)−r|β|

si |ξ| ≥ C.

El lema 3.3.14 y la proposición 3.3.16 de Rodino [38] permiten concluir

|P0(ξ)| ≤ p̃(x0, ξ) ≤ C1p̃(x, ξ) ≤ C2|p(x, ξ)|

y las constantes C1 y C2 están acotadas uniformemente siempre que x ∈ K. Con lo que
existe C > 0 y n ∈ N :

|Dα
xD

β
ξ p(x, ξ)| ≤ C |α|+|β|e

1
n

ϕ∗σ(n|α|)|p(x, ξ)|(1 + |ξ|)−r|β|

si x ∈ K, |ξ| ≥ C y (α, β) 6= (0, 0).

Además, p(x, ξ) es un śımbolo de clase (ω) y tipo (r, 0) y podemos aplicar el corolario
3.2.7 para concluir. �

Veamos algunas consecuencias de lo anterior. Sean σ y ω funciones peso.

Corolario 3.2.13 Supongamos que σ es un peso fuerte y que

r := ĺım sup
t→+∞

log(σ(t))

log t
> 0, (2.19)

y supongamos que ω(t1/r) = o(σ(t)) cuando t → ∞. Si aα ∈ E{σ}(Ω) y P (x0, D) es (σ)-
hipoeĺıptico, entonces P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico.



128 Operadores hipoeĺıpticos

Demostración. Por el lema 3.2.11 existe 0 < a < 1 tal que σ(t) = o(ta) y P (x0, D) es
{ta}-hipoeĺıptico. La condición σ(t) = o(ta) implica r ≤ a. En efecto, de la fórmula (2.19)
existe una sucesión (tn) que tiende a infinito tal que

r = ĺım
n→∞

log(σ(tn))

log tn
.

Supongamos que r > a. Entonces existe n0 tal que

log(σ(tn))

log tn
≥ a

para cada n ≥ n0. Lo que implica log(σ(tn)) ≥ log(tn
a) (n ≥ n0), y por lo tanto

σ(tn) ≥ tn
a

siempre que n ≥ n0, que contradice la condición σ(t) = o(ta). Aśı, r ≤ a, luego P (x0, D)
es {tr}-hipoeĺıptico. Por el teorema 3.2.12, P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico. �

Compárese el siguiente resultado con el teorema 3.3 y el ejemplo 1 de [25] y con el
teorema 3 de [41].

Corolario 3.2.14 Sea ω(t) = o(td), 0 < d ≤ 1, aα ∈ E{td′}(Ω) y P (x0, D) un operador

{tr}-hipoeĺıptico. Si r ≤ d′ y d′ ≥ d
r

entonces P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico.

Demostración. Si tomamos σ(t) = td
′
, aα ∈ E{σ}(Ω) y la condición d′ ≥ d

r
implica

ω(t1/r) = o(σ(t)). Podemos aplicar de nuevo el teorema 3.2.12 para concluir. �

Corolario 3.2.15 Sea aα ∈ E{ta}(Ω), 0 < a ≤ 1, y supongamos que P (x0, D) {ta}-
hipoeĺıptico y ω(t) = o(ta

2
). Entonces P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico.

Demostración. Tomamos σ(t) = ta y r := a. Entonces ω(t1/r) = o(σ(t)). Se concluye
por el teorema 3.2.12. �

Corolario 3.2.16 Si los coeficientes aα son real-anaĺıticos y P (x0, D) es (ω)-hipoeĺıptico,
entonces P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico.

Demostración. Existe 0 < a < 1 tal que P (x0, D) es {ta}-hipoeĺıptico y ω(t) = o(ta)
cuando t → ∞ (lema 3.2.11). Además, aα ∈ E{td′}(Ω) con d′ = 1 y tomando d = r = a se

tiene r ≤ d′ y 1 = d′ ≥ d
r

= a
a
. Aplicamos el corolario 3.2.14 para concluir. �

Ahora abordamos el caso que no queda cubierto por el corolario 3.2.13.

Corolario 3.2.17 Sea aα ∈ E{ta}(Ω), 0 < a < 1 y supongamos que P (x0, D) es (ω)-
hipoeĺıptico. Si ω(t) = o(td) para cada 0 < d < 1, entonces P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico.
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Demostración. Existe d > 0 tal que P (x0, D) es {td}-hipoeĺıptico. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que d < a, con lo cual, como aα ∈ E{td}(Ω) y ω(t) = o(td

2
),

aplicando el corolario 3.2.15 se concluye. �

Corolario 3.2.18 Supongamos que σ es un peso fuerte y aα ∈ E{σ}(Ω). Si P (x0, D) es
eĺıptico y ω = o(σ), P (x,D) es (ω)-hipoeĺıptico.

Demostración. Basta aplicar el teorema 3.2.12 con r = 1. �

Corolario 3.2.19 Supongamos que σ(t) =
(
log(1+t)

)s
, s > 1. Si aα ∈ E{σ}(Ω) y P (x0, D)

es (σ)-hipoeĺıptico, entonces es (ω)-hipoeĺıptico siempre que ω = o(σ).

Demostración. Sabemos que existe 0 < r < 1 tal que P (x0, D) es {tr}-hipoeĺıptico.
Además,

ω(t1/r)

σ(t)
=
ω(t1/r)

σ(t1/r)
· σ(t1/r)

σ(t)
−→ 0,

cuando t→ +∞. Es decir, ω(t1/r) = o(σ(t)). Para concluir basta aplicar el teorema 3.2.12.
�
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[43] M. Taylor, Gelfand theory of pseudo differential operators and hypoelliptic operators,
Trans. Amer. Math. Soc. 153 (1971), 495-510.
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D′(ω)(Ω), véase ultradistribuciones de tipo

Beurling
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real anaĺıtica, 49
test

tipo Beurling, 9
tipo Roumieu, 9

ultradiferenciable
de tipo Beurling, 9
de tipo Roumieu, 9

Gevrey, 2, 37
clases de, 12
peso de, 15

operador
con soporte propio, 53
diferencial, 38
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de los núcleos, 53
de Paley-Wiener, 11, 12
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