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Universidad Politécnica de Valencia

Departamento de Matemática Aplicada
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Mi agradecimiento de forma especial a Alfredo Peris Manguillot por su
inestimable ayuda, su paciencia, su apoyo en todo momento, su amistad y,
en definitiva, por su excelente dirección de este trabajo, sin la cual no podŕıa
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0.5 Polinomios homogéneos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

0.6 Espacios (DF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

0.7 Holomorf́ıa infinita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1 Operadores “shift” en espacios de Köthe 35
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Introducción

El propósito general de esta memoria es el estudio de la hiperciclicidad

y el caos de operadores en espacios de sucesiones. También estudiamos la

incidencia de los productos tensoriales en la universalidad.

En un espacio vectorial topológico, diremos que un vector del espacio

es hiperćıclico para un operador si la órbita del vector respecto de dicho

operador, definida como el conjunto de sus iteraciones, es densa en el espacio.

Un operador es hiperćıclico si tiene un vector hiperćıclico. La hiperciclicidad

es un caso particular de una noción más amplia llamada universalidad. Una

familia de operadores {Ti}i∈I se dice que es universal si existe un vector x

de manera que {Tix}i∈I es denso en el espacio. Como puede observarse la

hiperciclicidad de un operador T consiste pues en estudiar la universalidad

de la sucesión {Tn := T n}n≥1 de operadores formada por sus iteraciones.

Un vector se dice que es ćıclico para un operador si la envoltura lineal de

su órbita es densa en el espacio. Además la clausura de la envoltura lineal de

la órbita de un vector es el menor subespacio cerrado invariante que contiene

al vector. Por tanto un operador no tiene subespacios cerrados invariantes

no triviales si y sólo si todo vector no nulo es ćıclico. Un vector se dice que

es superćıclico para un operador si los múltiplos escalares de los elementos

de su órbita son densos en el espacio. Finalmente, un operador no tiene

subconjuntos cerrados invariantes no triviales si y sólo si cada vector no nulo

es hiperćıclico. Obviamente un vector hiperćıclico es superćıclico y a su vez

un vector superćıclico es ćıclico. Al igual que se observó anteriormente, los

conceptos de ciclicidad y superciclicidad de un operador T también pueden

estudiarse como un caso particular de universalidad, basta para ello con

tomar las familias de operadores {
∑n

k=0 akT
k}n∈N0,a0,...,an∈K y {λT n}λ∈K,n∈N0

respectivamente.



2 Introducción

Los vectores y operadores hiperćıclicos aparecen por primera vez en los

trabajos de Birkhoff, MacLane y Rolewicz. En 1929 G.D. Birkhoff [17] esta-

bleció un interesante resultado sobre las órbitas de funciones por operadores

traslación en el espacio de las funciones enteras. Concretamente, si consi-

deramos el espacio de Fréchet H(C) dotado de la topoloǵıa de convergencia

uniforme sobre los conjuntos compactos del plano complejo, y el operador

traslación Ta : H(C)→ H(C) definido como

Taf(z) = f(z + a) (f ∈ H(C), z ∈ C, a ∈ C),

Birkhoff demuestra que si a 6= 0, entonces existe una función f ∈ H(C) cuya

órbita {T na f}∞n=0 es densa en H(C). Es decir, existe una función “universal”

tal que, en cada conjunto compacto, sus traslaciones se aproximan a cualquier

función entera tanto como se desee.

En 1952 G. R. MacLane [50] demuestra que el operador derivada D :

H(C)→ H(C) también es hiperćıclico.

El estudio de los operadores hiperćıclicos en espacios de Hilbert apareció

por primera vez en 1969 de la mano de S. Rolewicz [60], quien prueba que

si B es el operador “backward shift” en l2 definido como B(a1, a2, a3, . . . ) :=

(a2, a3, . . . ), entonces λB es hiperćıclico para todo número complejo λ de

módulo mayor que la unidad.

Referimos al excelente survey sobre universalidad e hiperciclicidad de

K.G. Grosse-Erdmann [39] para más detalles y ejemplos.

Por otro lado, recientemente, el estudio de los operadores hiperćıclicos

ha aparecido en el análisis de los sistemas dinámicos discretos. Una de las

definiciones más comúnmente aceptadas de aplicación caótica es la propues-

ta por R.L. Devaney [30]; una aplicación continua en un espacio métrico es

caótica si es transitiva, el conjunto de puntos periódicos es denso en el espacio

y tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales (véase 0.2.14). En

1992 Banks et al. [5] demuestran que en espacios métricos, una aplicación

continua que es transitiva y posee un conjunto denso de puntos periódicos

tiene necesariamente dependencia sensible de las condiciones iniciales. Para

aplicaciones continuas en espacios métricos completos separables, transiti-

vidad es equivalente a hiperciclicidad y el estudio de la transitividad es el

principal escalón para establecer que una aplicación es caótica. Por tanto en
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nuestro contexto de trabajo (espacios de Fréchet) tenemos que una aplicación

continua es caótica si y sólo si es hiperćıclica y posee un conjunto denso de

puntos periódicos.

Pasamos a continuación a describir brevemente el contenido de los cinco

caṕıtulos de los que consta esta memoria. En el caṕıtulo 0 establecemos algu-

nas notaciones y preliminares que se usarán en la memoria. Es de resaltar la

sección 0.2.4, en la que probamos un lema que será repetidamente utilizado

en posteriores caṕıtulos. Este lema puede ser considerado como una genera-

lización del Principio de Comparación de Hiperciclicidad de Shapiro [65, p.

111].

En el caṕıtulo 1 caracterizamos la hiperciclicidad y el caos de operadores

backward shift ponderados en espacios escalonados de Köthe. De esta mane-

ra extendemos el estudio que hizo Salas [62] de la hiperciclicidad de este tipo

de operadores en el espacio l2. Nuestras caracterizaciones pueden aplicarse

a operadores clásicos definidos en espacios de funciones al representar éstos

como espacios de Köthe (véase [19, 28, 35, 48]); y a ejemplos que provienen

de la F́ısica (véase [36, 41, 59]). Probamos que perturbaciones de la identi-

dad por operadores backward shift ponderados son hiperćıclicas en espacios

de Köthe, generalizando de esta manera otro resultado de Salas [62] en l2,

que a su vez respond́ıa a una pregunta de Chan y Shapiro [28]. Además

caracterizamos cuándo este tipo de operadores son caóticos. Finalmente, en

la sección 1.4, estudiamos backward shift generalizados (en el sentido de Go-

defroy y Shapiro [36]) en espacios de Fréchet, contestando además de forma

afirmativa a una pregunta en [36].

En el caṕıtulo 2 demostraremos que ninguna perturbación de la identidad

por un operador compacto en un espacio de Fréchet es caótica. Este resulta-

do contrasta con la solución a la pregunta de Rolewicz [60] en 1969 sobre la

existencia de operadores hiperćıclicos en todo espacio de Banach separable

de dimensión infinita. En 1997 Ansari [2] y Bernal [8] contestan indepen-

dientemente de forma afirmativa. Posteriormente Bonet y Peris [22] genera-

lizan el resultado a espacios de Fréchet separables de dimensión infinita. En

todos los casos los operadores hiperćıclicos construidos son perturbaciones

de la identidad por operadores compactos y por tanto no caóticos. Damos

una respuesta negativa a la pregunta natural de si todo espacio de Fréchet
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separable de dimensión infinita admite operador caótico. Concretamente el

contraejemplo es un espacio de Banach sobre el que no se pueden definir ope-

radores caóticos. Éste está basado en resultados de Gowers y Maurey [37]

concernientes a espacios de Banach hereditariamente indescomponibles.

El caṕıtulo 3 está dedicado al estudio de la incidencia de los productos

tensoriales en la universalidad, la hiperciclicidad y el caos. Este estudio nos

permitirá obtener resultados sobre universalidad, hiperciclicidad y caos de

operadores definidos en espacios de varias variables a partir de la corres-

pondiente propiedad en espacios de funciones de una variable. Obtendremos

también consecuencias para operadores de composición definidos en el álgebra

L(E).

En el caṕıtulo 4 vamos a estudiar la hiperciclicidad y el caos de polino-

mios. Bernardes [11] probó que para d > 1 no existen polinomios continuos

d-homogéneos hiperćıclicos en ningún espacio de Banach. Peris [58] presenta

ejemplos de polinomios continuos d-homogéneos y caóticos (por tanto hi-

perćıclicos) en espacios de Fréchet. Por otra parte, sin exigir homogeneidad,

también prueba que existen polinomios caóticos en lp en [57]. Nosotros dare-

mos condiciones para que ciertos polinomios sean hiperćıclicos y/o caóticos

en espacios de Köthe.



Caṕıtulo 0

Notaciones y preliminares

En este primer caṕıtulo incluimos algunas definiciones y resultados, de

carácter preliminar, que serán útiles en el desarrollo de la memoria. Estable-

cemos también las notaciones a utilizar.

0.1 Notaciones en espacios localmente conve-

xos

Sea E espacio localmente convexo (e.l.c.), denotaremos por U0(E) el sis-

tema de todos los 0-entornos (0-ent.) absolutamente convexos (abx.) en E.

Por B(E) entenderemos el sistema de todos los acotados abx. en E, y sc(E)

representará el conjunto de todas las seminormas continuas en E. Si X es

un espacio normado, BX denotará la bola unidad cerrada.

Si A es un subconjunto abx. de E, denotaremos por pA el funcional de

Minkowski asociado a A, y E(A) := linA/ ker pA será espacio normado con la

norma inducida por pA.

Sea 〈E,F 〉 un par dual. Denotaremos por σ (E,F ) y β (E,F ) las topo-

loǵıas en E de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos finitos de F

y los σ (F,E)-acotados respectivamente.

Si E es e.l.c., E ′ y E∗ serán los respectivos duales topológico y algebraico.

Ẽ representará la completación de E. Si C ⊂ E, por Γ (C) entenderemos la

envoltura absolutamente convexa de C.

Otras notaciones como en [43, 46, 47, 55, 71, 52].
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0.2 Universalidad, hiperciclicidad y caos

En esta sección vamos a definir tres conceptos básicos a lo largo de esta

memoria. Nos referimos a universalidad, hiperciclicidad y caos. También

veremos algunas relaciones existentes entre ellos en nuestro contexto de tra-

bajo.

0.2.1 Universalidad

Definición 0.2.1 Una sucesión de operadores {Tn : n ∈ N} en un e.l.c. E

se dice que es universal si existe un vector x ∈ E tal que

{Tnx : n ∈ N} = E.

A un tal vector x se le llama universal para la sucesión de operadores {Tn :

n ∈ N}.

A continuación damos una condición suficiente para establecer la univer-

salidad de una sucesión de operadores que resulta ser útil. Está inspirada

en el Criterio de Hiperciclicidad que dio J. Bès [12] (véase también [14]).

Sobre este criterio hablaremos más extensamente en la sección 0.2.2 cuando

consideremos el caso particular de las iteraciones de un único operador.

Teorema 0.2.2 (Criterio de Universalidad) Sea {Tn : n ∈ N} una su-

cesión de operadores en un espacio de Fréchet separable E. Si existen sub-

conjuntos densos X e Y de E, una sucesión creciente de naturales {mk}∞k=1 y

aplicaciones Smk : Y −→ E, k ∈ N (posiblemente discontinuas o no lineales)

tales que

(i) Tmk
k→∞−→ 0 puntualmente en X,

(ii) Smk
k→∞−→ 0 puntualmente en Y ,

(iii) Tmk ◦ Smk
k→∞−→ IdY puntualmente en Y ,

entonces la sucesión {Tn : n ∈ N} es universal.
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Basta tener en cuenta que, si {Vn : n ∈ N} es una base de la topoloǵıa

de E, entonces para cada n,m ∈ N fijamos x ∈ X ∩ Vm, y ∈ Y ∩ Vn. Por (i),

(ii) y (iii) existe k ∈ N tal que tomando

z := x+ Smky ∈ Vm,

se tiene

Tmkz = Tmkx+ Tmk (Smky) ∈ Vn.

Es decir, z ∈ Vm ∩ T−1
mk

(Vn), luego

Gn :=
∞⋃
m=1

T−1
m Vn

es un abierto denso en E. El resultado se sigue al aplicar el teorema de Baire

a

G :=
∞⋂
n=1

∞⋃
m=1

T−1
m Vn,

ya que cada elemento de G es universal. A la vista de lo anterior podemos

incluso afirmar que el conjunto de vectores universales es denso en E.

Para el desarrollo de caṕıtulos posteriores resultará útil establecer la si-

guiente

Definición 0.2.3 Diremos que una sucesión de operadores {Tn : n ∈ N} en

un e.l.c. E satisface el Criterio de Universalidad (CU) respecto de {mk}∞k=1,

si {Tn : n ∈ N} satisface las hipótesis del teorema 0.2.2.

Observación 0.2.4 Claramente si {Tn : n ∈ N} satisface el Criterio de Uni-

versalidad respecto de {mk}∞k=1, y {mks}∞s=1 es una subsucesión de {mk}∞k=1,

entonces {Tn : n ∈ N} cumple el Criterio de Universalidad respecto de

{mks}∞s=1.

Observación 0.2.5 Sea {Tn : (E, τi) → (E, τi) : n ∈ N} una sucesión

de operadores en (E, τi), i = 1, 2. Si la topoloǵıa τ1 es más fina que la

topoloǵıa τ2 y {Tn : n ∈ N} satisface el Criterio de Universalidad para la

topoloǵıa τ1, entonces también cumple el Criterio de Universalidad para τ2.

Esta afirmación se demuestra sin dificultad y jugará un papel importante en

el caṕıtulo 3.
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Según la definición 0.2.3 los subconjuntos densos X e Y no son en general

subespacios de E, tampoco las aplicaciones Smk : Y −→ E son necesariamen-

te lineales. A continuación vamos a probar que sin pérdida de generalidad

podemos suponer que X e Y son subespacios densos de E y que las aplica-

ciones Smk son lineales.

Lema 0.2.6 Sea {Tn : n ∈ N} una sucesión de operadores en un espacio

localmente convexo E. Si {Tn : n ∈ N} satisface el Criterio de Universalidad

respecto de la sucesión {mk}∞k=1, entonces existen subespacios densos X ′ e Y ′

de E y aplicaciones lineales S ′mk : Y ′ −→ E, k ∈ N, tales que

(i) Tmk
k→∞−→ 0 puntualmente en X ′,

(ii) S ′mk
k→∞−→ 0 puntualmente en Y ′,

(iii) Tmk ◦ S ′mk
k→∞−→ IdY ′ puntualmente en Y ′.

Demostración. Por hipótesis sabemos que existen subconjuntos densos

X e Y de E, una sucesión creciente de naturales {mk}∞k=1, y aplicaciones

Smk : Y −→ E, k ∈ N, (posiblemente no lineales, posiblemente discontinuas)

tales que

(a) Tmkx
k→∞−→ 0 para todo x ∈ X,

(b) Smky
k→∞−→ 0 para todo y ∈ Y ,

(c) (Tmk ◦ Smk)y
k→∞−→ y para todo y ∈ Y .

Tomamos X ′ := lin(X) e Y ′ := lin(Y ). Obviamente X ′ e Y ′ son subes-

pacios densos de E. Sea B una base algebraica de Y ′ tal que B ⊂ Y . Para

cada y ∈ B y k ∈ N definimos S ′mk(y) := Smk(y) y extendemos S ′mk a todo

Y ′ por linealidad. Se tiene (i), (ii) y (iii) de manera trivial a partir de (a),

(b) y (c). �

Observación 0.2.7 En virtud del lema anterior y cuando sea necesario (es-

pecialmente en el caṕıtulo 3) supondremos que si una sucesión de operadores

{Tn : n ∈ N} satisface el Criterio de Universalidad respecto de {mk}∞k=1,

entonces los subconjuntos densos X e Y de E son subespacios densos de E,

y también que las aplicaciones Smk son lineales para todo k ∈ N.



0.2 Universalidad, hiperciclicidad y caos 9

0.2.2 Hiperciclicidad

Como se mencionó en la introducción, de los tres conceptos ćıclicos que

existen, nos centraremos fundamentalmente en la hiperciclicidad. Es un caso

particular e importante de universalidad, el cual consiste en estudiar la uni-

versalidad de la sucesión formada por las iteraciones de un mismo operador.

Definición 0.2.8 Un operador T en un e.l.c. E se dice que es hiperćıclico

si la sucesión {T n : n ∈ N} es universal, es decir, si existe un vector x ∈ E
tal que la órbita de x por T definida como

Orb(T, x) := {x, Tx, T 2x, . . . }

es densa en E. A un tal vector x se le llama vector hiperćıclico para T .

Como es de esperar existe una condición suficiente, similar al teore-

ma 0.2.2, para establecer la hiperciclicidad de un operador. Es conocido

como Criterio de Hiperciclicidad. La primera versión de este criterio la probó

C. Kitai [44] en su tesis doctoral en 1982. Éste no fue publicado y poste-

riormente R.M. Gethner y J.H. Shapiro [35] redescubrieron el criterio en una

forma un poco más general en 1987.

Teorema 0.2.9 (Criterio de Hiperciclicidad (Kitai, Gethner-Shapiro))

Sea T un operador en un espacio de Fréchet separable E. Si existen subcon-

juntos densos X e Y de E, una sucesión creciente de naturales {mk}∞k=1 y

una aplicación S : Y −→ Y (posiblemente discontinua y no lineal) tales que

(i) Tmk
k→∞−→ 0 puntualmente en X,

(ii) Smk
k→∞−→ 0 puntualmente en Y ,

(iii) T ◦ S = IdY ,

entonces el operador T es hiperćıclico.

Posteriormente Godefroy y Shapiro [36] generalizan el criterio observando

que en lugar de iterar una única función S : Y → Y es suficiente tener una

sucesión de aplicaciones {Smk} que sean inversas por la derecha de {Tmk}
y que también converjan puntualmente a cero en Y . Es decir, establecen la

siguiente versión más general.
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Teorema 0.2.10 (Criterio de Hiperciclicidad (Godefroy-Shapiro))

Sea T un operador en un espacio de Fréchet separable E. Si existen subcon-

juntos densos X e Y de E, una sucesión creciente de naturales {mk}∞k=1 y

aplicaciones Smk : Y −→ E, k ∈ N (posiblemente discontinuas y no lineales)

tales que

(i) Tmk
k→∞−→ 0 puntualmente en X,

(ii) Smk
k→∞−→ 0 puntualmente en Y ,

(iii) Tmk ◦ Smk = IdY , k ∈ N,

entonces el operador T es hiperćıclico.

J. Bès [12] (véase también [14]) todav́ıa demuestra una versión más débil

relajando la condición (iii). Su prueba es consecuencia de 0.2.2.

Teorema 0.2.11 (Criterio de Hiperciclicidad (Bès)) Sea T un opera-

dor en un espacio de Fréchet separable E. Si existen subconjuntos densos

X e Y de E, una sucesión creciente de naturales {mk}∞k=1 y aplicaciones

Smk : Y −→ E, k ∈ N (posiblemente discontinuas y no lineales) tales que

(i) Tmk
k→∞−→ 0 puntualmente en X,

(ii) Smk
k→∞−→ 0 puntualmente en Y ,

(iii) Tmk ◦ Smk
k→∞−→ IdY puntualmente en Y ,

entonces el operador T es hiperćıclico.

Análogamente a como hicimos para universalidad resultará útil establecer

la siguiente

Definición 0.2.12 Diremos que un operador T en un e.l.c. E satisface el

Criterio de Hiperciclicidad (respecto de {mk}∞k=1) en el sentido de Godefroy-

Shapiro (resp. Bès), si T satisface las hipótesis del teorema 0.2.10 (resp.

teorema 0.2.11).

También puede obtenerse una propiedad análoga a la observación 0.2.4,

es decir,
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Observación 0.2.13 Si T satisface el Criterio de Hiperciclicidad respecto

de {mk}∞k=1, y {mks}∞s=1 es una subsucesión de {mk}∞k=1, entonces T satisface

el Criterio de Hiperciclicidad respecto de {mks}∞s=1.

0.2.3 Caos

Recientemente la hiperciclicidad se ha visto relanzada al tener relación

con el caos de sistemas dinámicos discretos. Concretamente la transitividad

de una aplicación continua y la existencia de un punto con órbita densa

(respecto de la misma aplicación) son equivalentes en nuestro contexto de

trabajo. A continuación vamos a definir de forma precisa estos conceptos y

pondremos de manifiesto su relación.

Para sistemas dinámicos discretos, una de las definiciones de aplicación

caótica más comúnmente aceptadas es la de R.L. Devaney [30].

Definición 0.2.14 (Devaney) Sea X un espacio métrico y f : X → X

una aplicación continua. Se dice que f es caótica si

1. f es topológicamente transitiva, es decir, para todos U y V abiertos no

vaćıos de X, existe n ∈ N tal que

fn(U) ∩ V 6= ∅.

2. El conjunto

P := {x ∈ X : ∃n ∈ N con fnx = x}

de los puntos periódicos de f es denso en X.

3. f tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales, es decir, existe

ε > 0 tal que para todo x ∈ X y todo U entorno de x, existen y ∈ U y

n ∈ N con

d(fn(x), fn(y)) > ε.

A pesar de que la propiedad (3) es la más intuitiva y conocida del caos,

Banks et alt. [5] prueban en 1992 que (3) se deduce de (1) y (2), y por tanto

esta propiedad es redundante.
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La relación existente entre la transitividad y la existencia de puntos con

órbita densa a la que haćıamos referencia en la introducción de esta sección

se debe a la siguiente

Proposición 0.2.15 Sean X un espacio métrico de Baire separable y per-

fecto (i.e., sin puntos aislados) y f : X → X aplicación continua. Entonces

existe x ∈ X cuya órbita respecto de f es densa en X si y sólo si f es

topológicamente transitiva.

Demostración. Por hipótesis sea z ∈ X tal que {fnz : n ∈ N0} es

denso en X. Sean U y V abiertos no vaćıos de X. Existe k ∈ N tal que

fkz ∈ U . Como X no tiene puntos aislados {fmz : m > k} también es

denso en X, luego existe n ∈ N tal que

fk+nz = fn
(
fkz
)
∈ V.

Basta tomar y := fkz ∈ U , tenemos entonces que fny ∈ V y por tanto

fn (U) ∩ V 6= ∅.

Rećıprocamente, como X es espacio métrico separable satisface el 2o
¯ axio-

ma de numerabilidad. Elegimos por tanto {Vn}n∈N base de abiertos para la

topoloǵıa de X. Para cada n ∈ N definimos

Gn := {x ∈ X : ∃ m ∈ N con fmx ∈ Vn} ,

o equivalentemente

Gn =
∞⋃
m=1

(fm)−1 (Vn) .

Obviamente, para todo n ∈ N, Gn es abierto en X. Veamos que cada Gn es

denso en X. Sean n ∈ N y un abierto U de X fijos. Como f es transitiva

existe m ∈ N tal que

fm(U) ∩ Vn 6= ∅,

esto es, existe x ∈ U tal que fmx ∈ Vn, de donde x ∈ U ∩Gn.
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Por ser X espacio de Baire tenemos que

G :=
⋂
n∈N

Gn

es denso en X.

Veamos que cada punto z de G tiene órbita, respecto de f , densa en X.

Sea z ∈ G y U abierto cualquiera de X. Por la elección de {Vn}n∈N existe

n0 ∈ N tal que Vn0 ⊂ U . Por otro lado, como z ∈ G ⊂ Gn0 tenemos que

existe m ∈ N tal que

fmz ∈ Vn0 ⊂ U,

por tanto Orb(f, z) es densa en X. �

Una consecuencia inmediata en el contexto de trabajo en el que nosotros

tenemos es

Corolario 0.2.16 Sea E un espacio de Fréchet separable. Un operador en

E es hiperćıclico si y sólo si es topológicamente transitivo.

Observación 0.2.17 La transitividad es el principal escalón para establecer

el caos de una aplicación continua. En espacios de Fréchet y según acabamos

de probar, para operadores hiperćıclicos sólo nos resta probar la existencia de

un conjunto denso de puntos periódicos para establecer el caos del operador.

Observación 0.2.18 Aunque el concepto de hiperciclicidad se definió ini-

cialmente para operadores (aplicaciones lineales y continuas), por extensión,

aplicaciones continuas para las que existe un punto con órbita densa tam-

bién es usual denominarlas hiperćıclicas. De esta manera, en el caṕıtulo 4

estudiaremos la hiperciclicidad y caos de polinomios en espacios de Fréchet,

entendiendo por polinomios hiperćıclicos aquellos que tienen un punto con

órbita densa.

0.2.4 Un lema útil

J.H. Shapiro [65, p. 111] probó una condición muy útil, conocida como el

Principio de Comparación de Hiperciclicidad, que dice: Si un operador T :
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(E, τ)→ (E, τ) es tal que existe un subespacio denso F ↪→ E y una topoloǵıa

más fina τ ′ en F de manera que T |F : (F, τ ′) → (F, τ ′) es hiperćıclico,

entonces T es hiperćıclico. Nosotros generalizamos esta condición, incluyendo

a su vez otros aspectos como la universalidad y el caos.

Lema 0.2.19 Sea {Ti,n : Ei → Ei : n ∈ N} sucesión de operadores definidos

en un espacio de Fréchet separable Ei, i = 1, 2 y sea φ : E1 → E2 una

aplicación continua con rango denso tal que T2,n ◦ φ = φ ◦ T1,n, para todo

n ∈ N. Es decir, el diagrama

E1
T1,n−−−→ E1

φ

y φ

y
E2

T2,n−−−→ E2

es conmutativo para todo n ∈ N. Si {T1,n : n ∈ N} es universal (satisface

CU), entonces {T2,n : n ∈ N} es universal (satisface CU). En particular, si

consideramos la sucesión formada por las iteraciones Ti,n := T ni de un mismo

operador (i = 1, 2), se tiene:

(1) Si T1 es hiperćıclico, entonces T2 es también hiperćıclico.

(2) Si T1 es caótico, entonces T2 es también caótico.

(3) Si T1 satisface el Criterio de Hiperciclicidad (en cualquiera de los sen-

tidos de Godefroy-Shapiro o Bès mencionados en 0.2.12), entonces T2

también satisface el Criterio de Hiperciclicidad (en el mismo sentido

de Godefroy-Shapiro o Bès, respectivamente).

Demostración. Sea x ∈ E1 un vector universal para {T1,n}n≥1, es decir,

{T1,nx}n≥1 es denso en E1. Entonces {T2,n ◦ φx}n≥1 = {φ ◦ T1,nx}n≥1 es

denso en E2 ya que φ es una aplicación continua con rango denso. De aqúı

deducimos que φx es un vector universal para {T2,n}n≥1.

Supongamos ahora que {T1,n : E1 → E1}n≥1 satisface CU. Entonces exis-

ten subconjuntos densos X,Y ⊂ E1, una sucesión creciente de naturales

{nk}k≥1 y aplicaciones Snk : Y → E1 tales que T1,nk ◦ Snk
k→∞−→ IdY puntual-

mente en Y y {T1,nk}k≥1 y {Snk}k≥1 convergen puntualmente a 0 en X e Y

respectivamente. Definimos X̄ := φ(X) y Ȳ := φ(Y ), que son densos en E2
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ya que φ tiene rango denso en E2. Sin pérdida de generalidad supondremos

que φ(0) = 0, si no fuera aśı tomaŕıamos φ̃(x) := φ(x) − φ(0). Observamos

en primer lugar que T2,nk ◦ φx = φ ◦ T1,nkx
k→∞−→ 0 para todo x ∈ X.

Para cada ȳ ∈ Ȳ , tomamos y ∈ Y tal que φ(y) = ȳ. Definimos

S̄nk : Ȳ → E2, como S̄nk(ȳ) = φ(Snk(y)), ȳ ∈ Ȳ .

Teniendo en cuenta la continuidad de φ y que {Snky}k≥1 converge a 0 para

todo y ∈ Y , se tiene que

S̄nk(ȳ) = φ(Snky)
k→∞−→ 0,

para todo ȳ ∈ Ȳ . Finalmente

T2,nk ◦ S̄nk ȳ = T2,nk ◦ φ ◦ Snky = φ ◦ T1,nk ◦ Snky
k→∞−→ φ(y) = ȳ,

para todo ȳ ∈ Ȳ .

Cuando tenemos la sucesión formada por las iteraciones Ti,n := T ni de

un mismo operador (i = 1, 2), por lo visto anteriormente, (1) y (3) están

probados. Para probar (2) sólo nos queda ver que si T1 tiene un conjunto

denso de puntos periódicos, entonces T2 también lo tiene. Si

P1 := {x ∈ E1 / x es un punto periódico para T1},

entonces

φ(P1) ⊂ P2 := {y ∈ E2 / y es un punto periódico para T2}.

Por tanto si P1 es denso en E1 tenemos que P2 es denso en E2. �

Observación 0.2.20 (1) El Principio de Comparación de Shapiro se dedu-

ce fácilmente del lema anterior si exigimos que φ sea una aplicación lineal

e inyectiva. Si φ es continua y sobreyectiva, entonces el sistema dinámico

(T1, E1) se dice que es una extensión del sistema dinámico (T2, E2), y (T2, E2)

es también conocido como un factor de (T1, E1). Si φ : E1 → E2 es un homeo-

morfismo entre espacios métricos, entonces los sistemas dinámicos (E1, T1) y

(E2, T2) se dice que son topológicamente conjugados. Herrero observó en [42]
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la invariabilidad por similaridades de la clase de operadores hiperćıclicos en

un espacio de Hilbert H.

(2) Si φ es inyectiva observamos que si T1 satisface el Criterio de Hiper-

ciclicidad original de Kitai y Gethner-Shapiro, en este caso podemos definir

S̄ : Ȳ → Ȳ como S̄ȳ := φ ◦ S ◦ φ−1ȳ, ȳ ∈ Ȳ . Entonces T2 satisface también

el Criterio de Hiperciclicidad de Kitai y Gethner-Shapiro.

0.3 Espacios de sucesiones de Köthe

En esta sección consideraremos espacios de sucesiones escalonados de

Köthe. Recordaremos la definición y también veremos la representación co-

mo espacios de Köthe de algunos espacios de funciones que aparecen con

frecuencia en hiperciclicidad.

Definición 0.3.1 Una matriz infinita A = (aj,k)j,k∈N se dice que es una

matriz de Köthe si para cada j ∈ N existe un k ∈ N con aj,k > 0 y 0 ≤
aj,k ≤ aj,k+1 para todo j, k ∈ N. Para 1 ≤ p <∞, consideramos los espacios

escalonados de Köthe

λp(A) :=

x ∈ KN : ‖x‖k :=

(
∞∑
j=1

|xj aj,k|p
)1/p

<∞, ∀ k ∈ N

 ,

para p =∞ y p = 0

λ∞(A) :=

{
x ∈ KN : ‖x‖k := sup

j∈N
|xj| aj,k <∞, ∀ k ∈ N

}
,

λ0(A) :=

{
x ∈ λ∞(A) : lim

j→∞
xjaj,k = 0, ∀ k ∈ N

}
,

y son espacios de Fréchet al dotarlos con las seminormas {‖.‖k, k ∈ N}
definidas.

Un caso particular de espacios escalonados de Köthe son los espacios

de series de potencias. Son muy importantes porque muchos espacios de

funciones del análisis clásico son isomorfos a espacios de series de potencias

a través de representaciones en series.
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Definición 0.3.2 Sea α = (αj)j∈N una sucesión creciente en [0,∞[ con

limj→∞ αj =∞ y r ∈ R ∪ {+∞}. Consideramos los espacios

Λr(α) :=

{
x ∈ KN : |x|2t :=

∑
j∈N

|xj|2 e2tαj <∞ para todo t < r

}
,

llamados espacios de series de potencias de tipo finito si r < ∞ y de tipo

infinito si r =∞. La sucesión α es llamada sucesión exponente.

Observación 0.3.3 Los espacios Λr(α) son espacios de Fréchet ya que para

toda sucesión estrictamente creciente (tk)k∈N con limk→∞ tk = r y A :=

(etkαj)j,k∈N tenemos que Λr(α) = λ2(A).

Observación 0.3.4 Cuando consideremos espacios de series de potencias

podemos restringir nuestro estudio a los espacios Λ0(α) y Λ∞(α), ya que la

transformación diagonal

D : Λr(α) −→ Λ0(α) : Dx := (erαjxj)j∈N ,

es un isomorfismo para todo r ∈ R.

Los espacios de Köthe son una generalización de los clásicos espacios

lp. La matriz de Köthe A describe muchas de las propiedades del espacio,

por ejemplo una que utilizaremos en esta memoria es la caracterización de

espacios de Köthe nucleares.

Proposición 0.3.5 Sea A = (aj,k)j,k∈N una matriz de Köthe. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) λp(A) es nuclear para algún p ∈ [1,∞].

(ii) λp(A) es nuclear para todo p ∈ [1,∞].

(iii) λp(A) = λq(A) = λ0(A) para todo p, q con 1 ≤ p, q ≤ ∞.

(iv) Para cada k ∈ N existe un m ∈ N, m ≥ k tal que

∞∑
j=1

aj,k
aj,m

<∞.
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Referimos al lector a [52] o a [71] para la demostración de la proposición

anterior. Para otros resultados resultados sobre espacios de Köthe referimos

a los citados textos y también a [15].

En relación con los espacios de sucesiones, unas clases de operadores muy

importantes definidos en ellos son los llamados backward shift y backward

shift ponderados.

Definición 0.3.6 Se define la aplicación backward shift (unilateral) B ac-

tuando sobre una sucesión (x1, x2, . . . ) como

B(x1, x2, . . . ) := (x2, x3, . . . ).

Dada una sucesión de pesos w = (w2, w3, . . . ), se define la aplicación back-

ward shift ponderada (unilateral) Bw, asociada w como

Bw(x1, x2, . . . ) := (w2x2, w3x3, . . . ).

Es decir

Bwej+1 = wj+1ej, j ∈ N.

Obviamente los backward shifts son aplicaciones lineales. Necesitamos

que en el espacio de sucesiones en el que estemos trabajando estén bien

definidos y sean continuos. Ése es el caso para B : lp → lp y para Bw : lp → lp

si y sólo si w ∈ l∞. Los operadores backward shifts han sido ampliamente

estudiados en los espacios lp. Nuestro objetivo es estudiarlos en espacios de

Köthe en relación a la hiperciclicidad y el caos. La siguiente proposición

caracteriza cuándo están bien definidos y son continuos.

Proposición 0.3.7 Sean A = (aj,k)j,k∈N una matriz de Köthe y w = {wj}j≥2

una sucesión de pesos.

(i) B : λp(A) → λp(A) está bien definido y es continuo si y sólo si la

matriz A satisface

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈N

aj,n
aj+1,m

<∞, (1)

donde si aj+1,m = 0, tenemos que aj,n = 0 y consideramos 0/0 como 1.
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(ii) Bw : λp(A)→ λp(A) está bien definido y es continuo si y sólo si A y w

cumplen

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈N
|wj+1|

aj,n
aj+1,m

<∞. (2)

Demostración. Basta probar (ii). Si Bw es continuo, entonces

∀n ∈ N, ∃ m > n, ∃ M > 0 : ‖Bwx‖n ≤M‖x‖m, ∀x ∈ λp(A).

Si tomamos en particular x = ej+1, con j = 1, 2, . . . obtenemos

|wj+1| ‖ej‖n ≤M‖ej+1‖m, j = 1, 2, . . .

luego

|wj+1| aj,n ≤M aj+1,m, j = 1, 2, . . .

de donde

sup
j∈N
|wj+1|

aj,n
aj+1,m

<∞ .

Rećıprocamente, si la matriz de Köthe A satisface (2) entonces

∀n ∈ N, ∃ m > n, ∃ M > 0 : |wj+1| aj,n ≤M aj+1,m, j = 1, 2, . . .

Dada una seminorma ‖.‖n y dado x ∈ λp(A), existe m > n tal que si 1 ≤
p <∞

‖Bwx‖n =

(
∞∑
j=1

|wj+1 xj+1 aj,n|p
)1/p

≤ M

(
∞∑
j=1

|xj+1 aj+1,m|p
)1/p

≤M‖x‖m <∞

(respectivamente, para p = 0 tenemos

‖Bwx‖n = sup
j∈N
|wj+1 xj+1| aj,n

≤ M sup
j∈N
|xj+1| aj+1,m ≤M‖x‖m <∞ )

y entonces Bw : λp(A) −→ λp(A) es continuo y está bien definido. �
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Observación 0.3.8 Nótese que en este caso Bw : λp(A) → λp(A) está bien

definido si y sólo si es continuo.

En los caṕıtulos 1 y 4 vamos a obtener caracterizaciones en espacios de

Köthe para el caos de operadores backward shift y de polinomios homogéneos

respectivamente. En estas caracterizaciones jugará un papel importante la

inclusión canónica l∞ ⊂ λp(A), inclusión que pasamos a caracterizar a con-

tinuación.

Proposición 0.3.9 Sea A = (aj,n)j,n∈N matriz de Köthe. Entonces l∞ ⊂
λp(A) de forma canónica si y sólo si la matriz A satisface que {aj,n}j∈N ∈ lp
(l0 := c0 si p = 0), para todo n ∈ N.

Demostración. Si la matriz A satisface la condición de que {aj,n}j∈N ∈
lp para todo n ∈ N y {xj}j∈N ∈ l∞, entonces∑

j∈N

|xjaj,n|p ≤Mp
∑
j∈N

apj,n <∞, ∀ n ∈ N,

donde M := supj∈N |xj| (para p = 0 basta observar que el producto de una

sucesión acotada y una convergente a cero es una sucesión convergente a

cero).

Rećıprocamente, si existe n0 ∈ N tal que {aj,n0}j∈N /∈ lp, entonces x :=

{1}j∈N ∈ l∞ pero x /∈ λp(A). �

Los operadores backward shift también pueden definirse si tomamos espa-

cios de Köthe de sucesiones en Z. En este caso caso, estos espacios generalizan

los lp(Z).

Definición 0.3.10 Una matriz infinita A = (aj,k)j∈Z,k∈N se dice que es una

matriz de Köthe si para cada j ∈ Z existe un k ∈ N con aj,k > 0 y 0 ≤ aj,k ≤
aj,k+1 para todo j ∈ Z, k ∈ N. Para 1 ≤ p < ∞, consideramos los espacios

escalonados de Köthe

λp(A) :=

x ∈ KZ : ‖x‖k :=

(∑
j∈Z

|xj aj,k|p
)1/p

<∞, ∀ k ∈ N

 ,

para p =∞ y p = 0

λ∞(A) :=

{
x ∈ KZ : ‖x‖k := sup

j∈Z
|xj| aj,k <∞, ∀ k ∈ N

}
,



0.3 Espacios de sucesiones de Köthe 21

λ0(A) :=

{
x ∈ λ∞(A) : lim

|j|→∞
xjaj,k = 0, ∀ k ∈ N

}
.

Para sucesiones en Z, los operadores backward shift continuos y bien

definidos también pueden caracterizarse.

Definición 0.3.11 Se define la aplicación backward shift bilateral B actuan-

do sobre una sucesión (. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . ) como

B(. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . ) := (. . . , x−1, x0, x1, x2, x3, . . . ),

es decir,

Bei := ei−1, i ∈ Z.

Dada una sucesión de pesos w = (. . . , w−2, w−1, w0, w1, w2, . . . ), se define la

aplicación backward shift ponderada bilateral Bw, asociada a w como

Bw(. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . ) := (. . . , w−1x−1, w0x0, w1x1, w2x2, w3x3, . . . ),

es decir,

Bwei := wiei−1, i ∈ Z.

Proposición 0.3.12 Sean A = (aj,k)j∈Z,k∈N una matriz de Köthe y una su-

cesión w = {wj}j∈Z.

(i) B : λp(A) → λp(A) está bien definido y es continuo si y sólo si la

matriz A satisface

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈Z

aj,n
aj+1,m

<∞, (3)

donde si aj+1,m = 0, tenemos que aj,n = 0 y consideramos 0/0 como 1.

(ii) Bw : λp(A)→ λp(A) está bien definido y es continuo si y sólo si A y w

cumplen

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈Z
|wj+1|

aj,n
aj+1,m

<∞. (4)
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Demostración. La demostración es completamente análoga a la del caso

unilateral en la proposición 0.3.7. �

Observación 0.3.13 Al igual que para sucesiones en N (proposición 0.3.9)

podemos obtener la siguiente caracterización. Sea A = (aj,n)j∈Z,n∈N matriz

de Köthe. Entonces l∞(Z) ⊂ λp(A) de forma canónica si y sólo si la matriz

A satisface que {aj,n}j∈Z ∈ lp(Z) (l0(Z) := c0(Z) si p = 0), para todo n ∈ N.

El estudio de operadores backward shift en espacios de Köthe será nuestro

principal objetivo en el caṕıtulo 1. Estos espacios pueden utilizarse como re-

presentación alternativa de espacios clásicos e importantes de funciones como

por ejemplo espacios de funciones holomorfas. Además, algunos operadores

en espacios de funciones son operadores backward shift (ponderados) al uti-

lizar la representación mencionada anteriormente. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 0.3.14 Consideremos el espacio de las funciones enteras H(C),

dotado de la topoloǵıa de convergencia uniforme en los conjuntos compactos

de C. Si f ∈ H(C), podemos considerar su desarrollo en serie de Taylor

f(z) =
∞∑
j=0

f (j)(0)

j!
zj, ∀z ∈ C.

Para cada k ∈ N se tiene que la serie

∞∑
j=0

f (j)(0)ejk

j!

es absolutamente convergente. Por tanto{
f (j)(0)

j!

}∞
j=0

∈ λ1(A),

tomando la matriz de Köthe

A = (aj,k)j∈N0,k∈N =
(
ejk
)
j∈N0,k∈N

.

Tenemos entonces una aplicación lineal y biyectiva Φ

Φ : H(C) −→ λ1(A) : f 7−→
{
f (j)(0)

j!

}∞
j=0

.
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Una sucesión fundamental de compactos de C está dada por

Kk = {z ∈ C : |z| ≤ ek}, k ∈ N.

Para cada f ∈ H(C) y cada k ∈ N se tiene

‖f‖k = sup
z∈Kk
|f(z)|

= sup
z∈Kk

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

f (j)(0)

j!
zj

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
j=0

∣∣∣∣f (j)(0)

j!

∣∣∣∣ ejk =

∥∥∥∥∥
{
f (j)(0)

j!

}∞
j=0

∥∥∥∥∥
k

.

Φ es entonces una aplicación lineal, abierta y biyectiva entre espacios de

Fréchet, por tanto un isomorfismo. Puede observarse que la matriz A cumple

que para cada n ∈ N existe m > n, tal que

∞∑
j=0

aj,n
aj,m

=
∞∑
j=0

ej(n−m) <∞.

Como se citó en 0.3.5 esto implica que para 1 ≤ p <∞, λp(A) es un espacio

nuclear y por tanto λp(A) = λ0(A) para 1 ≤ p ≤ ∞ (véase [52, teorema 28.16]

o también [71]). En consecuencia H(C) es isomorfo al espacio de series de

potencias Λ∞(α) para {αj}j≥0 := {j}j≥0.

Otra posible elección es tomar la matriz de Köthe

A = (aj,k)j∈N0,k∈N =

(
ejk

j!

)
j∈N0,k∈N

,

y el isomorfismo

Ψ : H(C) −→ λ1(A) : f 7−→
{
f (j)(0)

}∞
j=0

.

Consideremos ahora el operador derivada

D : H(C) −→ H(C) : f 7−→ f ′.

Si tomamos el isomorfismo entre H(C) y λ1(A), tenemos que el diagrama

H(C)
D−−−→ H(C)

Ψ

y Ψ

y
λ1(A)

B−−−→ λ1(A)
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es conmutativo y el operador derivada queda representado como el operador

backward shift.

Si tomamos el isomorfismo entre H(C) y λ1(A), tenemos que el diagrama

H(C)
D−−−→ H(C)

Φ

y Φ

y
λ1(A)

Bw−−−→ λ1(A)

,

es conmutativo tomando la sucesión w = {1, 2, . . . }. En este caso el operador

derivada queda representado como un operador backward shift ponderado.

Ejemplo 0.3.15 Consideremos el espacio de las funciones holomorfas en el

disco H(D), dotado de la topoloǵıa de convergencia uniforme en los conjun-

tos compactos de D. Considerando la misma identificación que tomamos

en 0.3.14, es decir, a cada función le hacemos corresponder la sucesión for-

mada por los coeficientes de su desarrollo en serie de Taylor. De manera

similar puede probarse que H(D) es isomorfo a λ1(A) (véase [43, proposición

2.10.10]), donde

A = (aj,k) :=
(
e−(j/k)

)
j∈N0,k∈N

.

Se comprueba sin dificultad que λ1(A) es nuclear y entonces λ1(A) = λp(A)

para todo p ∈ [1,∞] ∪ {0}. De esta manera, tomando αn = n, se tiene que

λ2(A) = Λ0(α) =

{
x ∈ CN :

∑
n∈N

|xn|2 r2n <∞ para todo r < 1

}
es isomorfo a H(D).

Ejemplo 0.3.16 Consideremos ahora el producto de ĺıneas, es decir, ω =

K
N, con la topoloǵıa producto. Este espacio también puede representarse

como un espacio escalonado de Köthe. Concretamente si la matriz de Köthe

A = (aj,k)j,k∈N satisface que

∀k ∈ N, ∃j(k) : aj,k = 0,∀j ≥ j(k),

entonces ω = λ1(A).

Obsérvese que teniendo en cuenta la caracterización obtenida en la pro-

posición 0.3.7, todo backward shift es continuo y está bien definido en ω.
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Ejemplo 0.3.17 Para αj := log j, consideramos el espacio s := Λ∞(α), es

decir,

s =

{
x ∈ KN : |x|2k :=

∑
j∈N

|xj|2 j2k <∞ para todo k ∈ N

}
= λ2(A),

donde A =
(
jk
)
j,k∈N. Como λ2(A) es nuclear tenemos que s = λp(A) para

todo p ∈ [1,∞] ∪ {0} y por lo tanto

s =

{
x ∈ KN : lim

j→∞
|xj| jk = 0 para todo k ∈ N

}
.

Este espacio s es llamado espacio de las sucesiones rápidamente decrecien-

tes y es muy importante ya que muchos espacios de Fréchet de funciones

diferenciables son isomorfos a s.

Ejemplo 0.3.18 Consideremos el espacio

M1 := {f : R→ K, f infinitamente diferenciable, par y 2π periódica} ,

con la topoloǵıa generada por la familia de seminormas

‖f‖k :=
∑

0≤p≤k

sup
{∣∣f (p)(x)

∣∣ : 0 ≤ x ≤ π
}
.

Se tiene que M1 es isomorfo a s. El isomorfismo viene dado por

f 7→ (
b0

2
, b1, b2, . . . ),

donde b0
2

+
∑∞

m=1 bm cosmx es el desarrollo en serie de Fourier de f(x) (para

los detalles puede consultarse [71]).

Para ver más ejemplos, algunos de los cuáles se utilizarán en el caṕıtulo 4,

pueden consultarse [52, 45, 71].

0.4 Productos tensoriales

Para las notaciones de esta sección referimos a [29, 43].
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Definición 0.4.1 Sean E,F e.l.c. Se define la topoloǵıa tensorial proyectiva

π en E ⊗ F como la topoloǵıa (localmente convexa) dada por la familia de

seminormas

Qπ := {p⊗π q : p ∈ sc(E), q ∈ sc(F )} ,

donde si z ∈ E ⊗ F

p⊗π q(z) := inf

{
n∑
j=1

p(xj)q(yj) : z =
n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
.

Un sistema de 0-entornos absolutamente convexos para esta topoloǵıa vie-

ne dado por

{Γ (U ⊗ V ) : U ∈ U0(E), V ∈ V0(F )} .

Se denotará este espacio por E ⊗π F y a su completación por E⊗̃πF .

Definición 0.4.2 Sean E,F e.l.c. Se define la topoloǵıa tensorial inyectiva

ε en E ⊗ F como la topoloǵıa (localmente convexa) dada por la familia de

seminormas

Qε := {p⊗ε q : p ∈ sc(E), q ∈ sc(F )} ,

donde si z ∈ E ⊗ F , z =
∑n

j=1 xj ⊗ yj, xj ∈ E, yj ∈ F , j = 1, . . . , n

p⊗ε q(z) := sup

{∣∣∣∣∣
n∑
j=1

〈xj, x′〉 〈yj, y′〉

∣∣∣∣∣ : x′ ∈ U◦p , y′ ∈ V ◦q

}
,

siendo U◦p el polar de

Up := {x ∈ E : p(x) < 1},

y análogamente en F para V ◦q . Se denotará este espacio por E ⊗ε F y a su

completación por E⊗̃εF .

Observación 0.4.3 (1) Se tiene que p⊗ε q ≤ p⊗π q y por tanto la topoloǵıa

tensorial proyectiva es más fina que la inyectiva.
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(2) Si E y F son espacios normados, entonces tenemos las normas tenso-

riales proyectiva π(.;E,F ) e inyectiva ε(.;E,F ) en E ⊗ F definidas como

π(z;E,F ) := inf

{
n∑
j=1

‖xj‖‖yj‖ : z =
n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
,

ε(z;E,F ) := sup {|〈x′ ⊗ y′, z〉| : x′ ∈ BE′ , y
′ ∈ BF ′} ,

respectivamente.

Definiciones 0.4.4 Sean E y F espacios normados. Dada a(·;E,F ) una

norma en E ⊗ F , se dice razonable si ε(·;E,F ) ≤ a(·;E,F ) ≤ π(·;E,F ).

a(·;E,F ) es norma tensorial en E ⊗ F si es razonable y se cumple que,

dados Ei, Fi espacios normados, Ti ∈ L(Ei, Fi), i = 1, 2, entonces

‖ T1 ⊗ T2 ‖≤‖ T1 ‖ · ‖ T2 ‖.
Sea E (resp., F ) e.l.c., U (resp., V) una base de 0-ent. abx. y pU (resp.,

pV ) el funcional de Minkowski asociado a U ∈ U (resp., V ∈ V). Si a es

una norma tensorial, definimos (pU⊗apV )(z) := a((QU⊗QV )(z);E(U), F(V )),

donde QU : E −→ E(U), QV : F −→ F(V ) son las correspondientes aplica-

ciones canónicas. Claramente, pU ⊗a pV es una seminorma en E ⊗ F para

cada U ∈ U y V ∈ V. Es más, por ser a norma tensorial, el sistema de

seminormas {pU ⊗a pV : U ∈ U , V ∈ V} define una topoloǵıa localmente

convexa, llamada a-topoloǵıa, en E ⊗ F . Escribiremos E ⊗a F para denotar

el espacio E ⊗ F dotado de la a-topoloǵıa.

Si A y B son subconjuntos abx. de E y F , respectivamente, llamaremos

a(A,B) := {x ∈ E ⊗a F / (pA ⊗a pB)(x) ≤ 1} = {x ∈ [A] ⊗ [B] / a((QA ⊗
QB)(x);E(A), E(B)) ≤ 1}.

El siguiente lema [56] será útil en caṕıtulos posteriores.

Lema 0.4.5 Si Ei, Fi son espacios localmente convexos, Ti ∈ L(Ei, Fi),

i = 1, 2; entonces

(T1 ⊗ T2)(a(A,B)) ⊂ a(T1(A), T2(B))

para todo par de subconjuntos absolutamente convexos A ⊂ E1, B ⊂ E2.
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Demostración. Para simplificar la notación, aqúı [C] denotará la envol-

tura lineal de C, para cualquier subconjunto C de un e.l.c. Los operadores

Ti, i = 1, 2 inducen, de forma canónica

T̃1 : E1(A) −→ F1(T1A)

T̃2 : E2(B) −→ F2(T2B)

y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

[A]⊗ [B]
T1⊗T2−−−→ [T1A]⊗ [T2B]

QA⊗QB

y yQT1A
⊗QT2B

E1(A) ⊗ E2(B)
T̃1⊗T̃2−−−→ F1(T1A) ⊗ F2(T2B)

Sea z ∈ a(A,B); por definición tenemos que

a((QA ⊗QB)(z);E1(A), E2(B)) ≤ 1,

de donde concluimos, teniendo en cuenta 0.4.4, que

a([(T̃1 ⊗ T̃2) ◦ (QA ⊗QB)](z);F1(T1A) ⊗ F2(T2B)) ≤ 1,

es decir, por la conmutatividad del diagrama anterior,

(T1 ⊗ T2)(z) ∈ a(T1A, T2B).

�

0.5 Polinomios homogéneos

Nuestro objetivo en el caṕıtulo 4 es el estudio de la hiperciclicidad y caos

de polinomios en espacios de sucesiones Köthe. Para la notación y teoŕıa en

general de polinomios en espacios localmente convexos referimos al caṕıtulo

1 del libro de S. Dineen [31]. Recordaremos aqúı algunas definiciones y

resultados.
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Definiciones 0.5.1 Sean E y F espacios vectoriales sobre C y N ∈ N.

Denotemos por ⊗NE el producto tensorial E ⊗ N· · · ⊗ E, definimos

iN : EN → ⊗NE, (x1, x2, . . . , xn) 7→ x1 ⊗ x2 · · · ⊗ xn
∆N : E → EN , x 7→ (x, x, . . . , x)

δN : E → ⊗NE, x 7→ (x⊗ x⊗ · · · ⊗ x).

Denotaremos por La(NE,F ) el espacio de las aplicaciones N-lineales de

E en F . Para cada L ∈ La(NE,F ) existe una única i∗N(L) ∈ La(⊗NE,F ) tal

que L = i∗N(L) ◦ iN . Además, i∗N es un isomorfismo algebraico de La(NE,F )

en La(⊗NE,F ).

Un polinomio N-homogéneo de E en F es una aplicación P : E → F

tal que existe L ∈ La(NE,F ) con P = L ◦ ∆N o equivalentemente, exis-

te T ∈ La(⊗NE,F ) con P = T ◦ δN (véase [31, caṕıtulo 1, proposición

1.3]). Denotaremos por Pa(NE,F ) al espacio vectorial de los polinomios

N-homogéneos de E en F .

En los espacios La(NE,F ) y Pa(NE,F ), el sub́ındice a hace referencia

a “algebraico” ya que no hemos asumido en ningún momento continuidad.

Si E y F son espacios localmente convexos y dotamos a EN de la topoloǵıa

producto, denotaremos por L(NE,F ) y P(NE,F ) el espacio de las aplica-

ciones N-lineales y continuas de E en F y el espacio de los polinomios N-

homogéneos continuos de E en F respectivamente.

Uno de los polinomios que se va a estudiar en el caṕıtulo 4 es la potencia

d-ésima del backward shift, definida en un espacio de sucesiones de Köthe.

Caractericemos aqúı cuándo este polinomio está bien definido y es continuo.

Proposición 0.5.2 Sea A matriz de Köthe. El polinomio d-homogéneo

P : λp(A) −→ λp(A) : {zi}i≥1 7−→
{
zdi+1

}
i≥1

,

está bien definido y es continuo si y sólo si la matriz A satisface la condición

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈N

aj,n
adj+1,m

<∞, (5)

donde si aj+1,m = 0, tenemos que aj,n = 0 y consideramos 0/0 como 1.
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Demostración. Si P es continuo, entonces

∀n ∈ N, ∃ m > n, ∃ M > 0 : ‖Px‖n ≤M‖x‖dm, ∀x ∈ λp(A).

Si tomamos en particular x = ej+1, con j = 1, 2, . . . obtenemos

‖ej‖n ≤M‖ej+1‖dm, j = 1, 2, . . .

luego

aj,n ≤M adj+1,m, j = 1, 2, . . .

de donde

sup
j∈N

aj,n
adj+1,m

<∞ .

Rećıprocamente, si la matriz de Köthe A satisface (4.1) entonces

∀n ∈ N, ∃ m > n, ∃ M > 0 : aj,n ≤M adj+1,m, j = 1, 2, . . .

Dada una seminorma ‖.‖n y dado x ∈ λp(A), existe m > n tal que si 1 ≤
p <∞

‖Px‖n =

(
∞∑
j=1

∣∣xdj+1 aj,n
∣∣p)1/p

≤ M

(
∞∑
j=1

∣∣xdj+1 a
d
j+1,m

∣∣p)1/p

≤ M

(
∞∑
j=1

|xj+1 aj+1,m|p
)d/p

≤M‖x‖dm <∞

(respectivamente, para p = 0 tenemos

‖Px‖n = sup
j∈N

∣∣xdj+1

∣∣ aj,n
≤ M sup

j∈N

∣∣xdj+1

∣∣ adj+1,m ≤M‖x‖dm <∞ )

y entonces P : λp(A) −→ λp(A) es continuo y está bien definido. �
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0.6 Espacios (DF)

Definición 0.6.1 Un espacio localmente convexo E es un espacio (DF) si

posee las propiedades:

(1) E tiene una sucesión fundamental de conjuntos acotados {Bn, n ∈ N},
es decir, todo conjunto acotado está contenido en algún Bn.

(2) Toda intersección numerable ∩n∈NUn de 0-entornos en E que absorbe

conjuntos acotados (borńıvoro) es necesariamente un 0-entorno.

Observación 0.6.2 La clase de espacios (DF) incluye los duales fuertes de

espacios de Fréchet y también los ĺımites inductivos numerables de espacios

de Banach (en particular los espacios de Banach). Se cumple además que el

dual fuerte de un espacio (DF) es un espacio de Fréchet. Referimos a [52]

para las demostraciones de éstas y otras propiedades de espacios (DF).

Definiciones 0.6.3 Sea B un conjunto acotado abx. en un espacio local-

mente convexo E.

(1) Se dice que B es total si su envoltura lineal es densa en E.

(2) Se dice que B es un disco de Banach si su envoltura lineal es un espacio

de Banach con el funcional de Minkowski ‖.‖B.

Observación 0.6.4 Se cumple que E tiene un conjunto acotado total si y

sólo si E ′b tiene norma continua. Además si E es completo y B es cerrado,

entonces B es un disco de Banach.

0.7 Holomorf́ıa infinita

Definición 0.7.1 Dado un espacio localmente convexo E, se define el espa-

cio de funciones enteras en E como

H(E) := {f : E → C : f es continua y f|F es

holomorfa para cada F ↪→ E finito dimensional}.
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Consideraremos en H(E) la topoloǵıa τo de convergencia uniforme en los

conjuntos compactos de E.

Se define el espacio de las funciones enteras y acotadas en E como

Hb(E) := {f ∈ H(E) : f(B) es acotado

para todo B ⊂ E conjunto acotado}.

Este espacio es usualmente dotado con la topoloǵıa τb de convergencia uni-

forme en los conjuntos acotados de E.

Observación 0.7.2 (1) Si E es un espacio (DF), entonces (Hb(E), τb) es un

espacio de Fréchet (véase [34]).

(2) Si f ∈ H(E) (respectivamente f ∈ Hb(E)), entonces f admite desa-

rrollo en serie de la forma

f(z) =
∞∑
n=0

d̂nf(0)

n!
(z), z ∈ E,

donde la serie converge respecto de la topoloǵıa τo (τb) y

d̂nf(0)

n!
(z) =

1

2πi

∫
|λ|=1

f(λz)

λn+1
dλ.

Además, la aplicación

d̂nf(0) : E −→ C : z 7→ d̂nf(0)(z)

es un polinomio continuo n-homogéneo.

Definición 0.7.3 Dado un espacio localmente convexo E, se define el espa-

cio de los n-tensores simétricos en E como

⊗
n,s

E =

{∑
i∈F

zi ⊗ n. . .⊗ zi : F es finito, zi ∈ E

}
↪→ E ⊗ n. . .⊗ E.

Denotaremos por
⊗

n,s,εE el espacio de los n-tensores simétricos dotado con

la topoloǵıa tensorial inductiva ε.
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Observación 0.7.4 Se cumple que
⊗

n,s,εE
′
b es un subespacio topológico del

espacio (P(nE), τb) de los polinomios n-homogéneos en E con la topoloǵıa de

convergencia uniforme en los conjuntos acotados de E. Para verlo tan solo

tenemos que identificar⊗
n,sE

′ −→ P(nE)

z′ ⊗ · · · ⊗ z′ 7→ P : E → C

z 7→ 〈z, z′〉n





Caṕıtulo 1

Hiperciclicidad y caos de
operadores “backward shift” en
espacios escalonados de Köthe

El objetivo de este caṕıtulo es el estudio de la hiperciclicidad y el caos de

operadores backward shift ponderados en espacios escalonados de Köthe.

H. N. Salas [62] extendió el estudio de Rolewicz de la hiperciclicidad de

los operadores backward shift en el espacio l2 a operadores backward shift

ponderados. La representación de ciertos operadores en espacios de funcio-

nes como operadores backward shift ponderados en espacios escalonados de

Köthe motiva el estudio de la hiperciclicidad y el caos de estos operadores

en espacios de Köthe.

El ejemplo clásico del operador derivada en el espacio de las funciones

enteras puede ser representado fácilmente como un operador backward shift

en un espacio de Köthe tal y como se vio en 0.3.14. Para ver más ejem-

plos de representaciones de operadores en espacios de Hilbert de funciones

enteras como operadores backward shift ponderados en espacios de Köthe,

véase [28] y [48], y puede consultarse [19] para espacios localmente convexos

de funciones enteras más generales.

También pueden representarse como operadores backward shift pondera-

dos los backward shift de Bergman [35], el operador aniquilación del oscilador

cuántico armónico no forzado [41] y otros que provienen de la F́ısica [36, 59].

Se obtendrán caracterizaciones para la hiperciclicidad y el caos de opera-

dores backward shift ponderados unilaterales y bilaterales en espacios esca-
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lonados de Köthe en las secciones 1.1 y 1.2 respectivamente. Estas caracte-

rizaciones han sido independientemente obtenidas por Grosse-Erdmann [38]

para operadores y espacios de sucesiones más generales.

Salas mostró en [62] que la perturbación de la identidad por un backward

shift ponderado en l2 es siempre hiperćıclico, contestando de esta manera a

una pregunta de Chan y Shapiro [28]. Este tipo de operadores son esenciales

en la construcción de operadores hiperćıclicos en espacios de Banach [2, 8]

y de Fréchet separables [22]. En la sección 1.3 generalizamos el mencionado

resultado de Salas a espacios escalonados de Köthe, y también caracteriza-

mos cuándo este tipo de operadores es caótico. Finalmente, en la sección 1.4,

estudiamos backward shift generalizados (en el sentido de Godefroy y Sha-

piro [36]) en espacios de Fréchet, contestando además de forma afirmativa a

una pregunta en [36].

1.1 Operadores backward shift ponderados uni-

laterales

S. Rolewicz [60] probó en 1969 que el operador λB : lp → lp es hiperćıclico

si |λ| > 1 (de hecho es caótico [36]).

Comenzaremos esta sección obteniendo caracterizaciones de hiperciclici-

dad y caos para el operador backward shift B en espacios escalonados de

Köthe λp(A). Exigiremos que B esté bien definido y sea continuo en λp(A).

Según se vio en la proposición 0.3.7, es suficiente y necesario que la matriz

A satisfaga la condición

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈N

aj,n
aj+1,m

<∞, (1.1)

donde si aj+1,m = 0, tenemos que aj,n = 0 y consideramos 0/0 como 1.

Para la hiperciclicidad tenemos la siguiente caracterización, donde en (ii) nos

referimos al Criterio de Hiperciclicidad en el sentido de Godefroy y Shapiro

(definición 0.2.12).

Proposición 1.1.1 Sea A una matriz de Köthe que satisface la condición

(1.1) y 1 ≤ p <∞ o p = 0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) Para cada k ∈ N, lim infj∈N aj,k = 0.

(ii) B : λp(A) −→ λp(A) satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

(iii) B : λp(A) −→ λp(A) es hiperćıclico.

Demostración. (i) → (ii). Sin pérdida de generalidad, teniendo en

cuenta (1.1), podemos suponer que para cada n ∈ N

sup
j∈N

aj,n
aj+1,n+1

<∞. (1.2)

Definimos

M1 := sup
j∈N

aj,1
aj+1,2

<∞

y aplicando reiteradamente (1.2) tomamos

Mk := sup
j∈N

i=1,... ,k

aj,k
aj+i,2k

<∞ (1.3)

para cada k > 1.

Por hipótesis, sea {nk}k≥1 una sucesión estrictamente creciente de enteros

positivos tal que

ank+k+1,2k <
1

kMk

, ∀ k ∈ N. (1.4)

Tomamos ahora X := lin{ei : i ∈ N} y S : X → X aplicaciones lineales tales

que S(ei) := ei+1, i ∈ N. Obviamente se cumple que B ◦ S = IdX . Veamos

que {Bnk}k≥1 y {Snk}k≥1 convergen puntualmente a 0 en X. Se tiene que

{Bnkei}k≥1 es finalmente cero para cada i ∈ N. Por otro lado, dado k ∈ N e

i ≤ k, tenemos que

‖Snkei‖k = ‖enk+i‖k = ank+i,k

(1.3)
≤ Mkank+k+1,2k

(1.4)
<

1

k
,

de donde se deduce que {Snkx}k≥1 converge a 0 para cada x ∈ X.

(ii)→ (iii) se sigue de aplicar el Criterio de Hiperciclicidad (teorema 0.2.11).

(iii) → (i). Sea x ∈ λp(A) un vector hiperćıclico para B. Entonces

{xk}k∈N es necesariamente una sucesión no acotada en K, ya que en caso
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contrario tendŕıamos, observando la primera coordenada, que {Bkx}k≥1 no

es denso en λp(A). Tomamos {nk}k≥1 una sucesión estrictamente creciente

de naturales tales que |xnk | > 1 para todo k ∈ N. Dado n ∈ N, la sucesión

{|xk| ak,n}k≥1 pertenece a lp (o c0). En particular la sucesión {|xnk | ank,n}k≥1

converge a 0 y por tanto deducimos que

lim
k→∞

ank,n = 0,

con lo que la demostración queda completa. �

Observación 1.1.2 Nótese que en el caso clásico del espacio de Hilbert l2,

el operador B : l2 → l2 tiene norma 1, por tanto no puede ser hiperćıclico y

necesitamos ponderarB con un escalar λ de módulo mayor que 1 para obtener

la hiperciclicidad de λB. Según la proposición anterior, cuando consideramos

espacios escalonados de Köthe es posible tener operadores backward shift

hiperćıclicos sin necesidad de ponderar con un escalar.

Para el caos de B en espacios de Köthe obtenemos la siguiente caracteri-

zación:

Teorema 1.1.3 Sea A una matriz de Köthe que satisface la condición (1.1)

y 1 ≤ p <∞ (resp. p = 0). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) B tiene un punto periódico no nulo.

(ii) Para cada k ∈ N, {ai,k}i≥1 ∈ lp (resp. {ai,k}i≥1 ∈ c0).

(iii) l∞ ⊂ λp(A) canónicamente.

(iv) B es caótico.

Demostración. (i)→ (ii). Supongamos que B tienen un punto periódico

no nulo, es decir, existen x ∈ λp(A), N > 0 y n0 ∈ N tales que BNx =

x y xn0 6= 0. Tenemos entonces que x es periódico de peŕıodo N y que

{xn0+jN}j≥0 es una sucesión constante no nula.
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Si 1 ≤ p <∞, para cada k ∈ N tenemos

|xn0|
p
∞∑
j=0

|an0+jN,k|p =
∞∑
j=0

|xn0+jN an0+jN,k|p

≤
∞∑
i=0

|xiai,k|p <∞,

de donde, teniendo en cuenta que xn0 6= 0, deducimos que

∞∑
j=0

|an0+jN,k|p <∞.

Para 1 ≤ r < n0 y n0 < r ≤ N aplicamos el mismo razonamiento que

antes a Brx en lugar de a x, deduciendo que

∞∑
j=0

|an0−r+jN,k|
p <∞, r = 1, . . . , n0 − 1,

∞∑
j=1

|an0−r+jN,k|
p <∞, r = n0 + 1, . . . , N

de donde obtenemos que (ai,k)
∞
i=1 ∈ lp.

Si p = 0, utilizando un razonamiento similar tendŕıamos para cada k ∈ N
que

lim
j→∞

an0−r+jN,k = 0, 1 ≤ r ≤ N,

de donde (ai,k)
∞
i=1 ∈ c0.

Notemos que (ii) y (iii) son equivalentes por la proposición 0.3.9 de la

página 20.

(ii) ((iii))→ (iv). Por hipótesis, para cada k ∈ N, (ai,k)
∞
i=1 ∈ lp (resp. c0).

Esto implica que limi→∞ ai,k = 0 para todo k ∈ N. Por la proposición 1.1.1

se tiene que B es hiperćıclico.

Veamos que B posee un conjunto denso de puntos periódicos. En primer

lugar observamos que si una sucesión es periódica, entonces es obviamente

un punto periódico para B. Por otro lado, como (ai,k)
∞
i=1 ∈ lp (resp. c0) para

todo k ∈ N, toda sucesión periódica pertenece a λp(A). Afirmamos que

H := {{xi}i≥1 ∈ KN : {xi}i≥1 es una sucesión periódica }
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es denso en λp(A).

Sea ei, i ∈ N fijo. Para cada k ∈ N, como (aj,k)
∞
j=1 ∈ lp (resp. c0)

∃ nk ≥ i :

(
∞∑

j=nk+1

|aj,k|p
)1/p

<
1

k
.

(resp. sup
j≥nk+1

|aj,k| <
1

k
)

Definimos z ∈ H como

zj :=

{
1 si j ≡ i (mod nk)
0 en otro caso

Se tiene que

‖z − ei‖k =

(
∞∑
j=1

|ai+jnk,k|
p

)1/p

≤

(
∞∑

j=nk+1

|aj,k|p
)1/p

<
1

k

(resp. = sup
j≥1
|ai+jnk,k| ≤ sup

j≥nk+1
|aj,k| <

1

k
),

y por tanto ei ∈ H, para todo i ∈ N. La afirmación hecha queda demostrada

sin más que tener en cuenta que H es un espacio vectorial y que lin{ei : i ∈ N}
es densa en λp(A).

(iv) → (i) es trivial, luego la prueba está completa. �

Nuestro próximo objetivo es el estudio de los operadores backward shift

ponderados en espacios escalonados de Köthe. En este estudio jugará un

papel importante el lema 0.2.19 probado en la sección 0.2.4. De esta ma-

nera será posible obtener caracterizaciones para la hiperciclicidad y el caos

de operadores backward shift ponderados a partir de las caracterizaciones

anteriores para el operador backward shift.

Supongamos que tenemos una sucesión de escalares {wi}i≥2. Recordamos

que la aplicación backward shift ponderadoBw, asociado a la sucesión w viene

dada por

Bw(x1, x2, x3, . . . ) := (w2x2, w3x3, w4x4, . . . ).
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En primer lugar observamos que si wi0 = 0 para algún i0 ∈ N, entonces

Bn
w(x1, x2, . . . ) =

(
(i0−1)

0, . . . , 0,

i0+n∏
j=i0+1

wjxi0+n,

i0+n+1∏
j=i0+2

wjxi0+n+1, . . . ), ∀ n ≥ i0 − 1.

Por lo tanto, en este caso {Bn
wx}n≥1 no puede ser denso en λp(A) para cual-

quier x ∈ λp(A). Por esta razón nos limitaremos al caso en que la sucesión

w tiene todos sus elementos no nulos, es decir,

wi 6= 0, ∀ i ≥ 2.

Definimos

v1 := 1, vi :=
1

w2 · · ·wi
, i > 1, (1.5)

y ahora tomamos, dada A = (aj,k)j,k∈N matriz de Köthe,

Ā := (āj,k)j,k∈N : āj,k := |vj| aj,k, ∀ j, k ∈ N, (1.6)

y la transformación diagonal φv : λp(Ā) −→ λp(A) tal que

φv(x1, x2, x3, . . . ) := (v1x1, v2x2, v3x3, . . . ).

Podemos construir el diagrama

λp(Ā)
B−−−→ λp(Ā)

φv

y φv

y
λp(A)

Bw−−−→ λp(A)

(1.7)

y establecer las siguientes

Propiedades:

1. El diagrama 1.7 es conmutativo.

2. φv es un isomorfismo.
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3. Bw es continua en λp(A) si y sólo si A y w satisfacen la condición

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈N
|wj+1|

aj,n
aj+1,m

<∞. (1.8)

4. B y Bw son topológicamente conjugados. Por tanto tenemos que B es

hiperćıclico (satisface el Criterio de Hiperciclicidad, caótico) si y sólo

si Bw es hiperćıclico (satisface el Criterio de Hiperciclicidad, caótico)

Demostración. (1) Sea x = {xi}i≥1 ∈ λp(Ā), se tiene

φv ◦Bx = φv(x2, x3, x4, . . . )

= (v1x2, v2x3, v3x4, . . . )

= (x2,
1

w2

x3,
1

w2w3

x4, . . . ).

Por otro lado tenemos

Bw ◦ φvx = Bw(v1x1, v2x2, v3x3, . . . )

= (w2v2x2, w3v3x3, w4v4x4, . . . )

= (x2,
1

w2

x3,
1

w2w3

x4, . . . ).

(2) Para todo x ∈ λp(Ā) y todo n ∈ N se tiene que

‖φvx‖n =

(
∞∑
i=1

|vixiai,n|p
)1/p

=

(
∞∑
i=1

|xiāi,n|p
)1/p

= ‖x‖n,

por tanto φv es continua. φv es inyectiva ya que vi 6= 0 para todo i ∈ N.

Dado x ∈ λp(A), tomamos y = {yi}i≥1 := {xi
vi
}i≥1. Obviamente se tiene que

φvy = x y además y ∈ λp(Ā) ya que ‖y‖n = ‖x‖n para todo n ∈ N. Al

ser φv una biyección continua entre espacios de Fréchet tenemos que es un

isomorfismo.

(3) Véase 0.3.7.

(4) Una vez probados (1) y (2), es la aplicación del lema 0.2.19. �

Utilizando de forma conjunta estas propiedades y las caracterizaciones

obtenidas para B en la proposición 1.1.1 y el teorema 1.1.3 obtenemos los

siguientes corolarios.
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Corolario 1.1.4 Sean A una matriz de Köthe y w una sucesión satisfacien-

do la condición (1.8), y 1 ≤ p <∞ o p = 0. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(i) Para cada k ∈ N, lim infi∈N
ai,k

|w2···wi| = 0.

(ii) Bw : λp(A) −→ λp(A) satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

(iii) Bw : λp(A) −→ λp(A) es hiperćıclico.

Demostración. Es inmediata por la proposición 1.1.1, tomando Ā dada

por (1.6) y (1.5) y observando que

āj,k = |vj| aj,k =
aj,k

w2 . . . wj
.

�

Corolario 1.1.5 Sean A una matriz de Köthe y w una sucesión satisfa-

ciendo la condición (1.8), y 1 ≤ p < ∞ (resp. p = 0). Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) Bw tiene un punto periódico no nulo.

(ii) Para cada k ∈ N, { ai,k
w2···wi}i≥2 ∈ lp (resp. { ai,k

w2···wi}i≥2 ∈ c0).

(iii) Bw es caótico.

Demostración. Tomemos Ā la matriz dada por (1.6) y (1.5). Ahora

aplicamos el teorema 1.1.3 y observamos que x ∈ λp(Ā) es una sucesión

periódica no nula para B si y sólo si φvx ∈ λp(A) es una sucesión periódica

no nula para Bw. �

Ejemplos 1.1.6 (1) Supongamos A = (1)j,k∈N y w = {wi}i≥2 ∈ l∞. Para

1 ≤ p <∞ (resp. p = 0), aplicando las caracterizaciones anteriores tenemos

que:

(i) ([62]) Bw : lp → lp es hiperćıclico si y sólo si

sup
j∈N

j∏
i=2

|wi| =∞. (1.9)
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(ii) Bw : lp → lp es caótico si y sólo si∑
j∈N

1∏j
i=2 |w

p
i |
<∞

(resp. lim
j→∞

1∏j
i=2 wi

= 0 para p = 0).

(2) Si A = (1)j,k∈N y w = {λ}i≥2, con λ ∈ K, entonces Bw = λB : lp → lp

es hiperćıclico si y sólo si es caótico si y sólo si |λ| > 1.

1.2 Operadores backward shift ponderados bi-

laterales

H.N. Salas obtiene caracterizaciones en [62] para la hiperciclicidad de

operadores backward shift bilaterales ponderados definidos en l2(Z). En esta

sección pretendemos extender este estudio a espacios de Köthe y además

obtener caracterizaciones para el caos.

Consideraremos sucesiones en Z y tendremos que

B(. . . , x−2, x−1,
O
x0, x1, x2, . . . ) := (. . . , x−1, x0,

O
x1, x2, x3, . . . ),

donde el pequeño triángulo marca la coordenada “central”.

Antes de entrar en materia vamos a hacer algunos comentarios sobre

la aplicación “inversa” del backward shift, llamada forward shift. Puede

plantearse tanto en el caso unilateral como en el bilateral. En primer lugar

observaremos que el forward shift unilateral, es decir,

F (x1, x2, x3, . . . ) := (0, x1, x2, . . . ),

no puede ser hiperćıclico (por ejemplo en lp). Basta observar que para todo

x ∈ lp, la órbita de x por F es

Orb{F, x} = {x, Fx, F 2x, . . . }
= {(x1, x2, x3, . . . ), (0, x1, x2, . . . ), (0, 0, x1, . . . ), . . . },

y al tomar cualquier proyección pi en la coordenada i-ésima se tiene que

pi(Orb{F, x}) es un conjunto finito, por tanto las órbitas no pueden ser densas

y consecuentemente F no puede ser hiperćıclico.
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La situación es bien distinta si tenemos sucesiones en Z. En este caso

el backward y el forward shift tienen un tratamiento similar, pudiendo ser

cualquiera de ambos hiperćıclicos y/o caóticos. Vamos a continuación a es-

tudiar la hiperciclicidad y el caos de operadores backward shift (ponderados)

bilaterales en espacios escalonados de Köthe. El estudio del caso forward

shift se haŕıa de manera análoga.

Sea por tanto una matriz de Köthe A = (aj,k)j∈Z,k∈N (en Z) y considere-

mos los espacios de Köthe λp(A). Exigiremos que B, dado por

Bei := ei−1, i ∈ Z,

esté bien definido y sea continuo en λp(A). Según se vio en 0.3.12, es suficiente

y necesario que la matriz A satisfaga la condición

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈Z

aj,n
aj+1,m

<∞, (1.10)

donde si aj+1,m = 0, tenemos que aj,n = 0 y consideramos 0/0 como 1. Para

la hiperciclicidad tenemos la siguiente caracterización:

Proposición 1.2.1 Sea A una matriz de Köthe que satisface la condición (1.10)

y 1 ≤ p <∞ o p = 0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Para cada k ∈ N, dado ε > 0 e i ∈ N, existe un natural n tal que

max
|j|≤i
{aj+n,k, aj−n,k} < ε.

(ii) B : λp(A) −→ λp(A) satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

(iii) B : λp(A) −→ λp(A) es hiperćıclico.

Demostración. (i) → (ii). Tomamos una sucesión creciente {nk}k≥1 de

naturales tales que para cada k ∈ N se cumpla que

max
|i|≤k
{ai+nk,k, ai−nk,k} <

1

k
.

Ahora ponemos X := lin{ei : i ∈ Z} y definimos aplicaciones lineales S :

X → X tales que S(ei) := ei+1, i ∈ Z. Obviamente se cumple que B ◦ S =
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IdX . Veamos que {Bnk}k≥1 y {Snk}k≥1 convergen puntualmente a 0 en X.

Dado k ∈ N and |i| ≤ k, tenemos que

‖Bnkei‖k = ‖ei−nk‖k = ai−nk,k <
1

k
,

‖Snkei‖k = ‖ei+nk‖k = ai+nk,k <
1

k
,

de donde se deducen las convergencias deseadas.

(ii)→ (iii) se sigue de aplicar el Criterio de Hiperciclicidad (teorema 0.2.11).

(iii) → (i). Supongamos por reducción al absurdo que la propiedad (i)

no se cumple. En este caso existen k ∈ N, ε0 > 0, q ∈ N, y n0 ∈ N tales que

para todo n ≥ n0 tenemos

max
|j|≤q
{aj−n,k, aj+n,k} ≥ ε0. (1.11)

Definimos ahora el elemento y = {yj}j∈Z como

yj :=

{
2/aj,k si |j| ≤ q
0 en cualquier otro caso

Si x es un vector hiperćıclico para B, al ser la órbita de x densa en el espacio,

tomamos m ∈ N tal que z := Bmx satisface que

‖y − z‖k < 1.

En particular se tiene que

aj,k |yj − zj| < 1⇒ aj,k
2

aj,k
− aj,k |zj| < 1⇒ |zj| >

1

aj,k
si |j| ≤ q.

Definimos ahora M := max|j|≤q{aj,k}. Como z ∈ λp(A), existe n1 > n0 tal

que aj+n,k |zj+n| < ε0/2M para todo n ≥ n1. Fijamos un natural n > n1 tal

que ∥∥∥∥Bnz − 1

3
y

∥∥∥∥
k

< min{1

2
,
ε0

M
}.

Obtenemos en primer lugar que

aj−n,k |zj| <
ε0

M
⇒ aj−n,k <

ε0

M |zj|
<
ε0aj,k
2M

< ε0 si |j| ≤ q.
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Por otro lado se tiene que

aj,k

∣∣∣∣12yj − zj+n
∣∣∣∣ < 1

2
⇒ |zj+n| >

1

2aj,k
si |j| ≤ q.

De esto se deduce que

aj+n,k <
ε0

2M |zj+n|
< ε0

aj,k
M
≤ ε0 si |j| ≤ q

lo cual es una contradicción con (1.11). �

A continuación vamos a obtener caracterizaciones para el caos del ope-

rador backward shift bilateral en espacios de Köthe. Los métodos utilizados

en la demostración son similares a los del teorema 1.1.3.

Teorema 1.2.2 Sea A una matriz de Köthe que satisface la condición (1.10)

y 1 ≤ p <∞ (resp. p = 0). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) B tiene un punto periódico no nulo.

(ii) Para cada k ∈ N, {ai,k}i∈Z ∈ lp(Z) (resp. {ai,k}i∈Z ∈ c0(Z)).

(iii) l∞(Z) ⊂ λp(A) canónicamente.

(iv) B es caótico.

Demostración. (i)→ (ii). Supongamos que B tiene un punto periódico

no nulo, es decir, existen x ∈ λp(A), N > 0 y n0 ∈ N tales que BNx =

x y xn0 6= 0. Tenemos entonces que x es periódico de peŕıodo N y que

{xn0+jN}j∈Z es una sucesión constante no nula.

Si 1 ≤ p <∞, para cada k ∈ N tenemos

|xn0|
p
∞∑

j=−∞

|an0+jN,k|p =
∞∑

j=−∞

|xn0+jN an0+jN,k|p

≤
∞∑

i=−∞

|xiai,k|p <∞,

de donde, teniendo en cuenta que xn0 6= 0, deducimos que

∞∑
j=−∞

|an0+jN,k|p <∞.
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Para n0 < r < n0 + N aplicamos el mismo razonamiento que antes a

Br−n0x en lugar de a x, deduciendo que

∞∑
j=−∞

|an0−r+jN,k|
p <∞, r = 1, . . . , N − 1,

de donde obtenemos que (ai,k)
∞
i=−∞ ∈ lp(Z).

Si p = 0, utilizando un razonamiento similar tendŕıamos para cada k ∈ N
que

lim
|j|→∞

an0−r+jN,k = 0, 1 ≤ r ≤ N,

de donde (ai,k)
∞
i=∞ ∈ c0(Z)

Notemos que (ii) y (iii) son equivalentes por la observación 0.3.13 de la

página 22.

(ii) ((iii)) → (iv). Por hipótesis, para cada k ∈ N, (ai,k)
∞
i=−∞ ∈ lp(Z)

(resp. c0(Z)). Esto implica que se cumple (i) de la proposición 1.2.1, luego

B es hiperćıclico.

Veamos que B posee un conjunto denso de puntos periódicos. En primer

lugar observamos que si una sucesión en Z es periódica, entonces es obvia-

mente un punto periódico para B. Por otro lado, como (ai,k)
∞
i=−∞ ∈ lp(Z)

(resp. c0(Z)) para todo k ∈ N, toda sucesión periódica pertenece a λp(A).

Afirmamos que

H := {{xi}i∈Z ∈ KZ : {xi}i∈Z es una sucesión periódica }

es denso en λp(A).

Sea ei, i ∈ Z fijo. Para cada k ∈ N, como (aj,k)
∞
j=−∞ ∈ lp(Z) (resp. c0(Z))

∃ nk > |i| :

 ∑
|j|≥nk+1

|aj,k|p
1/p

<
1

k
.

(resp. sup
|j|≥nk+1

|aj,k| <
1

k
)

Definimos z ∈ H como

zj :=

{
1 si j ≡ i (mod 2nk)
0 en otro caso



1.2 Operadores backward shift ponderados bilaterales 49

Se tiene que

‖z − ei‖k =

 ∞∑
j=−∞
j 6=0

|ai+2jnk,k|
p


1/p

≤

 ∑
|j|≥nk+1

|aj,k|p
1/p

<
1

k

(resp. = sup
j∈Z\{0}

|ai+2jnk,k| ≤ sup
|j|≥nk+1

|aj,k| <
1

k
),

y por tanto ei ∈ H, para todo i ∈ Z. La afirmación hecha queda demostrada

sin más que tener en cuenta que H es un espacio vectorial y que lin{ei : i ∈ Z}
es densa en λp(A).

(iv) → (i) es trivial, luego la prueba está completa. �

Para acabar esta sección vamos a obtener las correspondientes caracteri-

zaciones (similares a los corolarios 1.1.4 y 1.1.5) para el caso ponderado del

backward shift bilateral. Las técnicas utilizadas serán las mismas que alĺı,

haciendo también uso de un diagrama conmutativo.

Supongamos que tenemos una sucesión de escalares w = {wi}i∈Z. Recor-

damos que la aplicación backward shift ponderado bilateral Bw, asociado a

la sucesión w viene dada por

Bwei := wiei−1, i ∈ Z.

Supongamos también dada una matriz de Köthe A = (aj,k)j∈Z,k∈N. Como

ocurŕıa en el caso unilateral, también es cierto que si la sucesión w tiene

alguna coordenada nula, entonces no puede ser hiperćıclico. Supondremos

por tanto que

wi 6= 0, ∀i ∈ Z.

Definimos

v0 := 1, vi :=
1

|w1 · · ·wi|
, v−i := |w0w−1 · · ·w−i+1| , i > 0, (1.12)

tomamos

Ā := (āj,k)j∈Z,k∈N : āj,k := vjaj,k, ∀ j ∈ Z, ∀ k ∈ N, (1.13)
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y la transformación diagonal φv : λp(Ā) −→ λp(A) tal que

φv(. . . , x−1,
O
x0, x1, . . . ) := (. . . , v−1x−1,

O
v0x0, v1x1, . . . ).

Podemos construir el diagrama

λp(Ā)
B−−−→ λp(Ā)

φv

y φv

y
λp(A)

Bw−−−→ λp(A)

(1.14)

y establecer las siguientes

Propiedades:

1. El diagrama 1.14 es conmutativo.

2. φv es un isomorfismo.

3. Bw es continua en λp(A) si y sólo si A y w satisfacen la condición

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈Z
|wj+1|

aj,n
aj+1,m

<∞. (1.15)

4. B y Bw son topológicamente conjugados. Por tanto tenemos que B es

hiperćıclico (satisface el Criterio de Hiperciclicidad, caótico) si y sólo

si Bw es hiperćıclico (satisface el Criterio de Hiperciclicidad, caótico)

Demostración. Las pruebas son análogas a las que se hicieron para el

diagrama 1.7 en la página 41 y siguientes. �

Aplicando estas propiedades y las caracterizaciones obtenidas para B en

la proposición 1.2.1 y el teorema 1.2.2 obtenemos los siguientes

Corolario 1.2.3 Sean A una matriz de Köthe y w una sucesión satisfacien-

do la condición (1.15), y 1 ≤ p < ∞ o p = 0. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) Para cada k ∈ N, dado ε > 0 e i ∈ N, existe un natural n tal que

max
|j|≤i
{vj+naj+n,k, vj−naj−n,k} < ε,

donde {vj}j∈Z están definidos por (1.12).
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(ii) Bw : λp(A) −→ λp(A) satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

(iii) Bw : λp(A) −→ λp(A) es hiperćıclico.

Demostración. La demostración es inmediata por la proposición 1.2.1,

tomando Ā dada por (1.13). �

Corolario 1.2.4 Sea A una matriz de Köthe y w una sucesión satisfaciendo

la condición (1.15), y 1 ≤ p <∞ (resp. p = 0). Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) Bw tiene un punto periódico no nulo.

(ii) Para cada k ∈ N, {viai,k}i∈Z ∈ lp(Z) (resp. {viai,k}i∈Z ∈ c0(Z)), donde

(vj)j∈Z están definidas por (1.12).

(iii) Bw es caótico.

Demostración. Tomemos Ā dada por (1.13) y (1.12). Ahora aplicamos

el teorema 1.2.2 y observamos que x ∈ λp(Ā) es una sucesión periódica no

nula para B si y sólo si φvx ∈ λp(A) es una sucesión periódica no nula para

Bw. �

Ejemplos 1.2.5 Supongamos A = (1)j∈Z,k∈N y w = {wi}i∈Z ∈ l∞(Z). Para

1 ≤ p <∞ (resp. p = 0), tenemos que

(i) Bw : lp(Z) → lp(Z) es hiperćıclico si y sólo si dado ε > 0 e i ∈ N,

existe un natural n tal que

max
|j|≤i
{ 1∏j+n

k=1 |wk|
,

j−n+1∏
k=0

|wk|} < ε.

Salas obtuvo en [62] una caracterización similar para el forward shift ponde-

rado bilateral.

(ii) Bw : lp(Z)→ lp(Z) es caótico si y sólo si∑
j∈N

(
1∏j

i=1 |w
p
i |

+

−j+1∏
i=0

|wpi |

)
<∞

(resp. lim
j→∞

1∏j
i=1 wi

= lim
j→∞

−j+1∏
i=0

wi = 0, para p = 0).
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1.3 Perturbaciones de la identidad por back-

ward shift

Como se mencionó en la introducción del caṕıtulo, varios autores se han

interesado por la hiperciclicidad de perturbaciones de la identidad por ope-

radores shift (forward o backward). Salas probó que la identidad más un

operador backward shift ponderado es hiperćıclico en lp (véase [62, teore-

ma 3.3]). En esta sección generalizamos este resultado a espacios escalonados

de Köthe λp(A) y también estudiamos cuando son caóticos perturbaciones

de la identidad por operadores backward shift ponderados.

Teorema 1.3.1 Sea Bw un operador (continuo) backward shift ponderado

(wj 6= 0 para todo j ∈ N) en λp(A), 1 ≤ p <∞ o p = 0. Entonces I +Bw es

hiperćıclico y satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

Demostración. Comenzaremos por el caso I + B. B es el operador

backward shift continuo definido en λp(A). Según se probó en 0.3.7 tenemos

que la matriz A satisface la condición (1) de la página 18. Sin pérdida de

generalidad podemos suponer que

Mk+1 := sup
j∈N

aj,k
aj+1,k+1

<∞ (1.16)

para todo k ∈ N. Definimos

w̄i :=
ai−1,i−1

ai,i(1 +Mi)
, i ≥ 2, (w̄i := 1 si ai,i = 0 o si ai−1,i−1 = 0),

y tomamos el operador backward shift ponderado Bw̄ : lp −→ lp dado por

Bw̄(x1, x2, . . . ) := (w̄2x2, w̄3x3, . . . ).

Por 1.16, tenemos que w̄ es una sucesión acotada y por tanto Bw̄ está bien

definido y es continuo en lp. Consideraremos ahora una transformación dia-

gonal φv̄ : lp −→ λp(A) definida de la siguiente manera: si aj,j = 0 para todo

j ∈ N tomamos v̄j := 1. En otro caso

v̄j =


1

aj,j(
∏j
i=1(1+Mi))

si aj,j 6= 0,

1

ak,k(
∏k
i=1(1+Mi))

si aj,j = 0,
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donde k := min{j : aj,j 6= 0}, M1 := 1. Obsérvese que por (1.16), se tiene

que si aj,j 6= 0 entonces aj+1,j+1 6= 0. Veamos que φv̄ está bien definida y

es continua. Para ello fijamos x ∈ lp y k ∈ N. Si ‖.‖k denota la k-ésima

seminorma en λp(A), tenemos que

‖φv̄x‖pk ≤
k−1∑
j=1

apj,kv̄
p
j |xj|

p +
∞∑
j=k
aj,j 6=0

(
aj,k
aj,j

)p
|xj|p +

∞∑
j=k
aj,j=0

apj,kv̄
p
j |xj|

p

≤
k−1∑
j=1

apj,kv̄
p
j |xj|

p +
∞∑
j=k

|xj|p +
∞∑
j=k
aj,j=0

apj,kv̄
p
j |xj|

p

≤ Nk‖x‖p,

donde Nk depende únicamente de k. Por tanto φv̄ está bien definida y es

continua.

Veamos a continuación que el diagrama

lp
Bw̄−−−→ lp

φv̄

y φv̄

y
λp(A)

B−−−→ λp(A)

(1.17)

es conmutativo. Observemos primero que para i ≥ 1 con ai,i 6= 0 (luego

ai+1,i+1 6= 0) se tiene

v̄iw̄i+1 =
1

ai,i(
∏i

j=1(1 +Mj))

ai,i
ai+1,i+1(1 +Mi+1)

=
1

(
∏i

j=1(1 +Mj))ai+1,i+1(1 +Mi+1)
= v̄i+1.

Para i ≥ 1 con ai+1,i+1 = 0 (luego ai,i = 0) se tiene

v̄iw̄i+1 =
1

ak,k(
∏k

j=1(1 +Mj))
1 = v̄i+1.

Para i ≥ 1 con ai,i = 0 y ai+1,i+1 6= 0 se tiene

v̄iw̄i+1 =
1

ak,k(
∏k

j=1(1 +Mj))
1 =

1

ai+1,i+1(
∏i+1

j=1(1 +Mj))
= v̄i+1,
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ya que k = min{j : aj,j 6= 0} = i+ 1. Sea x ∈ lp, se tiene

B ◦ φv̄(xi)i≥1 = B(v̄ixi)i≥1 = (v̄i+1xi+1)i≥1,

φv̄ ◦Bw̄(xi)i≥1 = φv̄(w̄i+1xi+1)i≥1 = (v̄iw̄i+1xi+1)i≥1 = (v̄i+1xi+1)i≥1.

Es trivial comprobar que si sumamos la identidad a B y a Bw̄ el diagrama

lp
I+Bw̄−−−→ lp

φv̄

y φv̄

y
λp(A)

I+B−−−→ λp(A)

(1.18)

sigue siendo conmutativo. Aplicando ahora un resultado de Salas [62, teo-

rema 3.3] se obtiene que I + Bw̄ es hiperćıclico. Teniendo ahora en cuenta

que φv̄ tiene rango denso ya que φv̄(lin{ej, j ∈ N}) = lin{ej, j ∈ N}, ob-

tenemos que I + B es hiperćıclico en λp(A) a partir del lema 0.2.19. León

y Montes [48] prueban que I + Bw̄ satisface el Criterio de Hiperciclicidad y

entonces, aplicando el mismo lema, obtenemos que I+B satisface el Criterio

de Hiperciclicidad en λp(A).

Para la situación general cuando tenemos I + Bw en λp(A), es suficiente

observar que se puede reducir al caso que hemos visto utilizando un diagrama

conmutativo al igual que hicimos en las dos secciones anteriores, es decir,

podemos considerar

lp
I+Bw̄−−−→ lp

φv̄

y φv̄

y
λp(Ā)

I+B−−−→ λp(Ā)

φv

y φv

y
λp(A)

I+Bw−−−→ λp(A)

donde Ā y vi se definen como en 1.5 y 1.6. �

Teorema 1.3.2 Sea Bw un operador (continuo) backward shift ponderado

(wj 6= 0 para todo j ∈ N) en λp(A), 1 ≤ p < ∞ o p = 0. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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(i) I +Bw es caótico.

(ii)

sup
k∈N

lim sup
j∈N

a
1/j
j,k∣∣∣∏j

i=2 wi

∣∣∣1/j
 <∞.

(iii) I +Bw tiene un punto periódico no fijo.

Demostración. Probaremos en primer lugar las equivalencias para el

caso Bw = B y λp(A) complejo.

(i) → (iii) Observemos en primer lugar que si x = {xi}i≥1 ∈ λp(A) es un

punto fijo de I +B, entonces

(x1 + x2, x2 + x3, . . . ) = (x1, x2, . . . ),

de donde se deduce que x ∈ lin{e1}. Como por hipótesis el conjunto de

los puntos periódicos es denso en λp(A), tenemos que necesariamente deben

existir puntos periódicos no fijos.

(iii) → (ii) Si T := I + B tiene un punto periódico no fijo de peŕıodo

n > 1, entonces ker(T − I) ( ker(T n − I), es decir, existe z ∈ λp(A) tal que

(T n − I)z = 0 pero (T − I)z 6= 0. Tomando las ráıces n-ésimas de la unidad

en C y descomponiendo el polinomio T n − I tendŕıamos que

(T − λ1I)(T − λ2I) . . . (T − λn−1I)(T − I)z = 0,

de donde existe una ráız n-ésima de la unidad λ ∈ C (λ 6= 1) tal que ker(T −
λI) 6= {0}. Sea x ∈ λp(A) un vector propio de T de valor propio λ. Se tiene

entonces que x+ Bx = λx, de donde xi + xi+1 = λxi, i ∈ N, lo cual implica

que

x = x1(1, (λ− 1), (λ− 1)2, . . . ) ∈ lin{(1, δ, δ2, . . . )},

con δ = λ− 1 6= 0. Entonces∑
j∈N

|δ|jp apj,k <∞, ∀ k ∈ N,
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de donde tenemos que

lim sup
j∈N

(
δa

1/j
j,k

)p
≤ 1, ∀k ∈ N,

lo cual es equivalente a que

M := sup
k∈N

(
lim sup
j∈N

a
1/j
j,k

)
<∞.

(ii) → (i) La condición supuesta implica que existe m > 0 tal que

X := {(z, z2, z3, . . . ) : |z| ≤ m, |1 + z| = 1, y
arg(1 + z)

π
∈ Q}

está contenido en λp(A). Si y = (yj) ∈ λp(A)′ entonces

〈x, y〉 =
∑
j∈N

zjyj = 0, ∀ x ∈ X ⇒ y = 0,

lo que implica que lin(X) = λp(A). Para obtener (i) finalmente observar que

los elementos de X son todos periódicos para I +B y que el conjunto de los

puntos periódicos de una aplicación lineal es un subespacio vectorial.

Para el caso general en el que tenemos T = I + Bw, consideremos el

diagrama conmutativo

λp(Ā)
I+B−−−→ λp(Ā)

φv

y φv

y
λp(A)

I+Bw−−−→ λp(A)

(1.19)

donde Ā y vi vienen dadas por 1.5 y 1.6.

Teniendo en cuenta las propiedades que se probaron para este diagrama

en la página 41, se tiene que el operador I+Bw en λp(A) es topológicamente

conjugado con el operador I+B en λp(Ā), por tanto (i) y/o (iii) se satisfacen

para I +Bw si y sólo si se satisfacen para I +B. Por otro lado, teniendo en

cuenta las definiciones de Ā y vi según 1.5 and 1.6, se tiene la condición (ii)

para I +B en λp(Ā) si y sólo si

sup
k∈N

lim sup
j∈N

a
1/j
j,k∣∣∣∏j

i=2 wi

∣∣∣1/j
 <∞.
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Para terminar tan solo nos falta por considerar el caso en que λp(A) es real.

Tomamos en este caso su complexificación λ̃p(A) := λp(A) + iλp(A) junto

con la complexificación T̃ de T = I +Bw definida como

T̃ (x+ iy) := Tx+ iTy = (I + B̃w)(x+ iy), x, y ∈ λp(A).

Se tiene que T satisface (ii) si y sólo si T̃ satisface (ii). Las equivalencias

entre (i) y/o (iii) para T y T̃ son inmediatas. �

Ejemplos 1.3.3 (1) Para el caso particular de λp(A) = lp (A = (1)j,k∈N), la

caracterización anterior puede escribirse como

inf
j∈N

j∏
k=2

|wk|1/j > 0.

(2) Si λp(A) = ω (el producto de ĺıneas), I + Bw es caótico para todo

backward shift ponderado ya que el supremo en (ii) es 0.

1.4 Backward shift generalizados

En esta última sección del caṕıtulo vamos a aplicar algunos de los re-

sultados obtenidos en las secciones anteriores a operadores backward shift

generalizados en espacios de Fréchet. Estos operadores son introducidos por

Godefroy y Shapiro [36], generalizando los operadores backward shift a otros

espacios no necesariamente de sucesiones.

Definición 1.4.1 Un operador continuo S en un espacio de Fréchet E es

un backward shift generalizado si satisface las siguientes condiciones:

(GBS1) El núcleo de S tiene dimensión 1.

(GBS2) ∪{kerSn : n = 0, 1, 2, . . . } es densa en E.

Operadores backward shift ponderados en lp o en λp(A) son backward

shift generalizados. El operador derivada enH(C) por ejemplo también es un

ejemplo t́ıpico. En [36] Godefroy y Shapiro muestran ejemplos de backward

shift generalizados que son adjuntos de operadores de multiplicación en el

espacio de Bergman A2(Ω).
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Los operadores backward shift generalizados también han aparecido re-

cientemente en la solución del problema de Rolewicz sobre la existencia de

operadores hiperćıclicos en espacios de Banach separables (véase [2, 8]) y en

espacios de Fréchet separables [22]. En ambos casos se usan perturbaciones

de la identidad por operadores backward shift generalizados compactos.

Respecto a la estructura algebraica de los operadores backward shift gene-

ralizados se tiene que S es un operador backward shift generalizado si y sólo si

existe una sucesión {xn}n≥1 en E tal que Sxn = xn−1, n > 1, kerS = lin{x1}
y lin{xn : n ∈ N} es denso en E (véase [36, proposición 3.3]).

Como consecuencia del teorema 1.3.1 tenemos

Teorema 1.4.2 Si S es un backward shift generalizado en un espacio de

Fréchet E, entonces I + S es hiperćıclico y satisface el Criterio de Hiperci-

clicidad.

Demostración. Sea {ej}j≥1 una sucesión de elementos no nulos de E tal

que Se1 = 0, Sej+1 = ej, j ∈ N, y lin{ej : j ∈ N} es densa en E. Fijemos una

sucesión creciente fundamental de seminormas {‖.‖k}k≥1 en E. Si definimos

aj,k := ‖ej‖k, j, k ∈ N, entonces la matriz A := (aj,k)j,k∈N es una matriz de

Köthe. Construimos

ψ : λ1(A) −→ E ; ψ(x1, x2, . . . ) :=
∑
j∈N

xjej.

Se tiene que ψ está bien definido y es continuo ya que E es completo y se

satisface

‖ψx‖k =

∥∥∥∥∥∑
j∈N

xjej

∥∥∥∥∥
k

≤
∑
j∈N

|xj| aj,k =: |x|k ,

donde |.|k denota la k-ésima seminorma en λ1(A).

Si consideramos el operador backward shift B en λ1(A), veamos que está

bien definido y es continuo. Concretamente vamos a probar que la matriz A

satisface la condición 1.1. Por la continuidad de S tenemos que para todo

n ∈ N existe un natural m > n tal que

‖Sx‖n ≤ ‖x‖m, ∀ x ∈ E.
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En particular ‖ej‖n ≤ ‖ej+1‖m para todo j ∈ N y de aqúı se deduce que

aj,n
aj+1,m

≤ 1, ∀ j ∈ N,

donde 0/0 se define como 1.

Veamos a continuación que el diagrama

λ1(A)
I+B−−−→ λ1(A)

ψ

y ψ

y
E

I+S−−−→ E

(1.20)

es conmutativo. Si x = (x1, x2, . . . ) ∈ λ1(A) tenemos que

(I + S) ◦ ψ(x1, x2, . . . ) = (I + S)
∑
j∈N

xjej

=
∑
j∈N

xjej +
∑
j∈N

xj+1ej =
∑
j∈N

(xj + xj+1)ej,

φ ◦ (I +B)(x1, x2, . . . ) = φ(x1 + x2, x2 + x3, . . . )

=
∑
j∈N

(xj + xj+1)ej.

Además ψ tiene rango denso ya que lin{ej : j ∈ N} ⊂ Imψ. Por el teo-

rema 1.3.1 obtenemos que I + B es hiperćıclico y satisface el Criterio de

Hiperciclicidad en λ1(A). Aplicando el lema 0.2.19, se obtiene la hipercicli-

cidad de I + S y también que satisface el Criterio de Hiperciclicidad. �

Observación 1.4.3 Godefroy y Shapiro preguntan en [36, 4.10(c)] sobre la

hiperciclicidad de perturbaciones de la identidad por backward shift genera-

lizados casinilpotentes. Salas, motivado por una cuestión de Chan y Shapi-

ro [28, p. 1447], demuestra en [62] que I+T es hiperćıclico en lp (1 ≤ p <∞)

para todo backward shift unilateral ponderado. El teorema 1.4.2 generaliza

el resultado de Salas y da respuesta positiva a la pregunta de Godefroy y

Shapiro.

Una consecuencia interesante del teorema anterior es el siguiente
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Corolario 1.4.4 Si E es un espacio de Fréchet (real o complejo) de funcio-

nes de clase C∞ tales que el operador derivada D : E → E está bien definido

y es continuo, y los polinomios son densos E, entonces I +D es hiperćıclico

en E.

Para la hiperciclicidad y caos de operadores backward shift generalizados

en espacios de Fréchet, y también para el caos de perturbaciones de la iden-

tidad por operadores backward shift generalizados, tenemos las siguientes

caracterizaciones:

Teorema 1.4.5 Sea S : E → E un operador backward shift generalizado en

un espacio de Fréchet E, y sea {ej}j≥1 una sucesión de elementos no nulos

de E tales que Se1 = 0, Sej+1 = ej, j ∈ N, y lin{ej : j ∈ N} es denso en E.

Si {‖.‖k}k≥1 es una sucesión cualquiera fundamental de seminormas en E,

entonces

(a) (1) lim infj∈N ‖ej‖k = 0, para todo k ∈ N implica que S es hiperćıclico.

(2)
∑

j∈N ‖ej‖k <∞, para todo k ∈ N implica que S es caótico.

(3) supk∈N

(
lim supj∈N ‖ej‖

1/j
k

)
<∞ implica que I + S es caótico.

(b) Si {ej}j≥1 es una base topológica en E, entonces los rećıprocos de (1)

y (3) también son ciertos.

Demostración. (a) Aplicaremos el mismo argumento que en el teore-

ma 1.4.2 para obtener los diagramas conmutativos

λ1(A)
B−−−→ λ1(A)

ψ

y ψ

y
E

S−−−→ E

λ1(A)
I+B−−−→ λ1(A)

ψ

y ψ

y
E

I+S−−−→ E

Por lema 0.2.19 obtenemos (1), (2) y (3) aplicando 1.1.1, 1.1.3 y 1.3.2

respectivamente.

(b) Si {ej}j≥1 es una base topológica en E, entonces para todo x ∈ E

existe una sucesión (única) de escalares {xj}j≥1 tal que la serie
∑∞

j=1 xjej es

convergente y x =
∑∞

j=1 xjej. Esto implica que, tomando la matriz de Köthe
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A = (‖ej‖k)j,k∈N, el operador

ϕ : E → λ0(A), ϕ(x) = ϕ(
∞∑
j=1

xjej) := (xj)j∈N

está bien definido y tiene rango denso ya que este rango contiene la base

canónica, la cual es densa en λ0(A).

Por otro lado, toda base topológica en un espacio de Fréchet es equiconti-

nua (véase por ejemplo [43, 14.2 y 14.3]), por tanto para todo k ∈ N existe un

natural k′ ≥ k y una constante C > 0 tal que para todo x =
∑∞

j=1 xjej ∈ E,

se tiene que ∥∥∥∥∥
m∑
j=n

xjej

∥∥∥∥∥
k

≤ C‖x‖k′ , ∀ n,m ∈ N, m ≥ n,

de donde obtenemos

‖ϕ(x)‖k = sup
j∈N
|xj| ‖ej‖k ≤ C‖x‖k′ ,

y por tanto ϕ es continua.

Ahora consideramos los diagramas conmutativos

E
S−−−→ E

ϕ

y ϕ

y
λ0(A)

B−−−→ λ0(A)

E
I+S−−−→ E

ϕ

y ϕ

y
λ0(A)

I+B−−−→ λ0(A)

y aplicamos 1.1.1 y 1.3.2, para obtener los rećıprocos de (1) y (3). �

Observación 1.4.6 (1) Los rećıprocos de (1) y (3) en el teorema anterior

no son necesariamente ciertos si {ej}j≥1 no es una base topológica. Consi-

deremos por ejemplo S = 2B en l1. S e I + S son caóticos en l1 por 1.1.5

y 1.3.2. Si denotamos por {fj}j≥1 la base canónica en l1 y tomamos

en :=
1

2n

(
n∑
j=1

(n− j)n−jfj

)
, n ∈ N,

entonces {ej}j≥1 y S satisfacen las hipótesis del teorema 1.4.5. Pero ‖en‖ >
(n−1)n−1

2n
, para todo n ∈ N, y entonces lim ‖en‖ =∞ y lim ‖en‖1/n =∞.
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(2) El rećıproco de (2) en el teorema 1.4.5 no es cierto en general, incluso

si {ej}j≥1 es una base topológica en E. No obstante, una adaptación de

la demostración del teorema 1.1.3 demuestra que, si {ej}j≥1 es una base

absoluta en E, entonces S es caótico si y sólo si la serie
∑

j∈N ‖ej‖k converge

para todo k ∈ N (véase también [38, teorema 7]).



Caṕıtulo 2

Existencia de operadores
caóticos en espacios de Fréchet

Volviendo a los comienzos de la hiperciclicidad, Rolewicz [60] estudió el

primer operador hiperćıclico en espacios de Hilbert. Concretamente probó

que λB : l2 → l2 es hiperćıclico si y sólo si |λ| > 1. En este mismo art́ıculo Ro-

lewicz demuestra que los espacios de Banach de dimensión finita no admiten

operadores hiperćıclicos, preguntando si todo espacio de Banach separable de

dimensión infinita admite operador hiperćıclico. Recientemente Ansari [2] y

Bernal [8] contestan independientemente de forma afirmativa a esta cues-

tión. Más tarde, Bonet y Peris [22] generalizan el resultado a espacios de

Fréchet separables de dimensión infinita. En todos los casos la demostración

está basada en un resultado de Salas [62] concerniente a la hiperciclicidad

de perturbaciones de la identidad por operadores backward shift ponderados

en l1, con la particularidad de que los operadores backward shift ponderados

que se utilizan en [2, 8, 22] son operadores compactos (la imagen de algún

0-entorno es un conjunto relativamente compacto). Si inspirados por estas

construcciones nos preguntamos por el caos de perturbaciones de la identidad

por operadores compactos en espacios de Fréchet, tenemos la siguiente

Proposición 2.1 Ninguna perturbación de la identidad por un operador com-

pacto en un espacio de Fréchet E es caótica.

Demostración. Supongamos en primer lugar que E es un espacio de

Banach complejo. Si T : E → E es compacto y I + T es hiperćıclico,
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utilizaremos el mismo argumento que Chan y Shapiro [28, proposición 4.3]

para probar que el espectro de I + T es {1}.
El adjunto (I + T )∗ = I + T ∗ de I + T no tiene valores propios (véase

Kitai [44, corolario 2.4]). Como I + T ∗ también es una perturbación de la

identidad por un operador compacto, se tiene que su espectro se reduce al

único punto {1}, ya que en caso contrario I + T ∗ tendŕıa valores propios

(véase [61, teorema 4.25(b)]). Por tanto σ(I + T ) = σ(I + T ∗) = {1}.
Si I + T es caótico, entonces I + T tiene un punto periódico no fijo.

Utilizando el mismo argumento que se usó en el teorema 1.3.2 (apartado (iii)

→ (ii)) obtendŕıamos que existe una ráız n-ésima λ de la unidad (λ 6= 1) tal

que λ es un valor propio de I + T . Esto es una contradicción.

Para E un espacio de Banach real, consideramos primero las complexifica-

ciones Ẽ = E+iE de E, y I+T̃ de I+T ((I+T̃ )(e+if) := (I+T )e+i(I+T )f).

Si I+T es caótico, entonces I+ T̃ es también caótico (véase [14]) y entonces

T̃ no puede ser compacto, lo cual implica que T no es compacto y esto es

una contradicción.

Si E es un espacio de Fréchet y T : E → E es un operador compacto,

entonces existe un 0-entorno U en E absolutamente convexo tal que T (U) es

un conjunto compacto. Entonces T induce un operador compacto T̄ : ÊU →
ÊU en el espacio de Banach ÊU asociado a U . La aplicación (“canonical

linking map”) φ : E → ÊU es continua, tiene rango denso y (I + T̄ ) ◦ φ =

φ ◦ (I + T ). Como I + T̄ no es caótico obtenemos que I + T tampoco es

caótico por el lema 0.2.19. �

Teniendo en cuenta la proposición anterior y los comentarios hechos al

principio del caṕıtulo, observamos que la construcción general de operadores

hiperćıclicos en espacios de Fréchet separables infinito dimensionales siempre

conduce a perturbaciones de la identidad por operadores compactos, y por

tanto no pueden ser caóticos. De esta manera surge una pregunta natural:

¿Todo espacio de Fréchet separable infinito dimensional admite operador

caótico?

A continuación vamos a contestar de forma negativa a la pregunta an-

terior. Concretamente probaremos que el dual de espacios de Banach com-
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plejos, separables, reflexivos y hereditariamente indescomponibles de Gowers

y Maurey no admiten operadores caóticos. Nos basaremos en resultados de

Gowers y Maurey [37, Sección 4] sobre operadores definidos en espacios de

Banach complejos hereditariamente indescomponibles. La existencia de es-

pacios de Banach de este tipo también se demuestra en el mismo art́ıculo [37].

Teorema 2.2 Si X es un espacio de Banach complejo y separable, con

dual X ′ hereditariamente indescomponible, entonces X no admite operador

caótico.

Demostración. En primer lugar observaremos que la existencia de espa-

cios de Banach hereditariamente indescomponibles con predual es una con-

secuencia del hecho de que los ejemplos de los espacios hereditariamente

indescomponibles de Gowers y Maurey son reflexivos (véase [37, páginas 853

y 869]).

Por [37, teorema de la sección 4], todo operador A de X ′ en X ′ puede

escribirse como A = λI + S, con λ ∈ C y S estrictamente singular. Además,

el espectro σ(A) de A es finito, o consta de λ y una sucesión (λn)n≥1 de

valores propios con multiplicidad finita que converge a λ.

Supongamos que el operador T : X → X es caótico. Como T es hi-

perćıclico, su adjunto T ∗ : X ′ → X ′ no puede tener valores propios (véase

Kitai [44, corolario 2.4]). Por el resultado de Gowers y Maurey que acabamos

de mencionar el espectro σ(T ) = σ(T ∗) es finito. Como T es caótico, T tiene

un punto periódico p 6= 0 en X, es decir, (T n − I)p = 0 para algún n ∈ N.

Descomponiendo el polinomio

λn − 1 = (λ− λ1) . . . (λ− λn)

y observando que

(T n − I)p = (T − λ1I) . . . (T − λnI)p = 0,

concluimos que el espectro puntual σp(T ) es no vaćıo y necesariamente finito,

ya que σp(T ) ⊂ σ(T ). Definimos

A(T ) := {µ ∈ σp(T ) ; µn = 1 para algún n ∈ N},
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y

P (T ) :=
∏

µ∈A(T )

(T − µI) .

Veamos que el conjunto de los puntos periódicos de T está contenido en

ker(P (T )). Si x 6= 0 es un punto periódico de T , entonces existe n ∈ N tal

que (T n − I)x = 0. Descomponemos λn − 1 = R(λ)Q(λ), donde R(λ) es el

producto de todos los factores de la forma (λ− λi) y λi es una ráız n-ésima

de la unidad que pertenece al espectro puntual σp(T ) de T , y obviamente

Q(λ) = (λn−1)/R(λ). Si R(T )x 6= 0, entonces Q(T )R(T )x = (T n−I)x = 0,

de donde se deduce que R(T )x ∈ ker(Q(T )). Consecuentemente, una de las

ráıces de Q(λ) pertenece a σp(T ) y por tanto también pertenece a A(T ),

lo cual es imposible. De aqúı obtenemos que necesariamente R(T )x = 0 y

entonces P (T )x = 0.

Como el conjunto de puntos periódicos de T es denso en X obtenemos

que P (T ) = 0. Teniendo en cuenta que un sencillo cálculo muestra que

〈P (T )x, x′〉 = 〈x, P (T ∗)x′〉 , ∀ x ∈ X, ∀ x′ ∈ X ′,

se obtiene que P (T ∗) = 0 y de aqúı T ∗ tiene valores propios, lo cual es una

contradicción con la hiperciclicidad de T . �

Una consecuencia que podemos obtener observando detenidamente la de-

mostración del teorema anterior es la siguiente

Proposición 2.3 Si T es un operador hiperćıclico en un espacio de Banach

X complejo y separable, con dual X ′ hereditariamente indescomponible, en-

tonces existe N ∈ N tal que TNx = x para todo punto periódico x ∈ X de

T .

Demostración. Si T no tiene puntos periódicos no nulos, entonces po-

demos tomar como N cualquier número natural fijo. Si T tiene algún punto

periódico no nulo, utilizando la misma notación que en la demostración an-

terior, se tiene que el conjunto A(T ) de todas las ráıces de la unidad que

pertenecen al espectro puntual de T es finito. Definido el polinomio P (λ)

como antes, es decir,

P (λ) :=
∏

µ∈A(T )

(λ− µ) ,
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podemos encontrar N ∈ N tal que P (λ) divida al polinomio λN − 1. En

la demostración anterior se probó que todo punto periódico x ∈ X satisface

P (T )x = 0. Por tanto (TN − I)(x) = 0. �





Caṕıtulo 3

Productos tensoriales y
universalidad

En este caṕıtulo vamos a estudiar la incidencia de los productos tenso-

riales en la hiperciclicidad. El objetivo fundamental es establecer una herra-

mienta bastante general que permita, e.g., obtener resultados de hipercicli-

cidad, caos o universalidad de operadores definidos en espacios de funciones

de varias variables, a partir del conocimiento de la respectiva propiedad en

espacios de funciones de una variable. La razón de ello estriba en que muchos

operadores en espacios de funciones de varias variables se representan como

productos tensoriales de operadores en espacios de funciones de una variable.

Obtendremos también consecuencias para la universalidad de operadores de

composición definidos en el álgebra L(E) de los operadores T : E → E en

un espacio de Fréchet E, dotada con la “strong operator topology” (SOT), o

topoloǵıa de la convergencia puntual. Aunque las consecuencias y ejemplos

que presentaremos se centran en la hiperciclicidad y el caos, las herramientas

y resultados generales son aplicables a otros tipos de universalidad como,

e.g., la superciclicidad.

En la primera sección estableceremos los preliminares y resultados básicos

sobre universalidad de productos tensoriales de operadores. Posteriormente

aplicaremos la teoŕıa establecida a diversos ejemplos, obteniendo como con-

secuencia resultados nuevos, otros que generalizan resultados conocidos y, en

especial ofreciendo una v́ıa alternativa y unificadora para estudiar operado-

res en espacios de naturaleza muy diversa que, aunque a priori no parezcan
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ser susceptibles de ser tratados v́ıa los productos tensoriales, sin embargo es

aplicable la teoŕıa previa.

3.1 Universalidad de productos tensoriales de

operadores

Recordamos que si la sucesión de operadores {Tn : n ∈ N}, definidos

en un espacio localmente convexo E satisface el Criterio de Universalidad,

entonces existen subespacios densos X e Y de E, una sucesión creciente de

naturales {mk}∞k=1 y aplicaciones lineales Smk : Y −→ E, k ∈ N tales que

(i) Tmk
k→∞−→ 0 puntualmente en X,

(ii) Smk
k→∞−→ 0 puntualmente en Y ,

(iii) Tmk ◦ Smk
k→∞−→ IdY puntualmente en Y .

En esta sección daremos condiciones que garanticen la universalidad de

productos tensoriales de sucesiones de operadores. Estableceremos también

nexos de conexión entre el problemas de la hiperciclicidad de sumas directas

de operadores (en particular el problema de D. Herrero [42, p. 97]) y la hiper-

ciclicidad de productos tensoriales. Por último, otra propiedad importante a

estudiar en el contexto de este caṕıtulo es el caos.

Podŕıa decirse que el operador identidad está “lejos” de ser hiperćıclico.

Esto contrasta con el hecho que observaremos de que el producto tensorial

del operador identidad con un operador que cumpla el Criterio de Hipercicli-

cidad es hiperćıclico. Concretamente, tensorizar con la identidad es un caso

particular, será suficiente tensorizar con un operador que satisfaga ciertas

condiciones (la identidad las satisface). En este sentido damos la siguiente

Definición 3.1.1 Diremos que una sucesión de operadores {Tn : n ∈ N} en

un espacio localmente convexo E cumple el Criterio de Tensor-Universalidad

(CTU) respecto de la sucesión creciente de naturales {mk}∞k=1 si existen sub-

conjuntos densos X e Y de E y aplicaciones Smk : Y −→ E, k ∈ N (posible-

mente no lineales, posiblemente discontinuas) tales que

(i) {Tmkx}∞k=1 es acotado para cada x ∈ X,
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(ii) {Smky}∞k=1 es acotado para cada y ∈ Y ,

(iii) Tmk ◦ Smk
k→∞−→ IdY puntualmente en Y .

De manera similar, un operador T en E se dice que satisface el Criterio de

Tensor-Hiperciclicidad (CTH) si la sucesión de sus iteraciones {T n : n ∈ N}
cumple el Criterio de Tensor-Universalidad.

Observación 3.1.2 Al igual que ocurŕıa en 0.2.4, se prueba sin dificultad

que si {Tn : n ∈ N} cumple el Criterio de Tensor-Universalidad respecto de

{mk}∞k=1, y {mks}∞s=1 es una subsucesión de {mk}∞k=1, entonces {Tn : n ∈ N}
satisface el Criterio de Tensor-Universalidad respecto de {mks}∞s=1.

Observación 3.1.3 Una demostración similar a la del lema 0.2.6 muestra

que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer en la definición anterior

que los subconjuntos densos X e Y son subespacios densos de E y que las

aplicaciones Smk son lineales para todo k ∈ N.

Ejemplos 3.1.4 (1) Evidentemente, aquellas sucesiones de operadores que

cumplan el Criterio de Universalidad también satisfacen el Criterio de Tensor-

Universalidad.

(2) Es fácil observar que toda isometŕıa en un espacio de Banach cumple

el Criterio de Tensor-Universalidad.

(3) Si R es un operador en un espacio localmente convexo F que tiene

un conjunto denso de puntos periódicos, entonces R cumple el Criterio de

Tensor-Universalidad. Efectivamente, sea X el conjunto de puntos periódicos

de R. Obviamente {Rkx}∞k=1 es acotado para cada x ∈ X ya que la órbita

de x es finita. Por otro lado R|X : X → X es biyectiva. Definamos por tanto

Sk := Sk, k ∈ N, con S := (R|X )−1 para concluir que R satisface el Criterio

de Tensor-Universalidad respecto de {k}k∈N.

En particular, si Rn = I para algún número natural n, entonces R sa-

tisface el Criterio de Tensor-Universalidad ya que cada x ∈ F es un punto

periódico de R.

Teorema 3.1.5 Sean E y F espacios localmente convexos. Si la sucesión de

operadores {T 1
n : E −→ E : n ∈ N} satisface el Criterio de Universalidad y la



72 Productos tensoriales y universalidad

sucesión {T 2
n : F −→ F : n ∈ N} cumple el Criterio de Tensor-Universalidad,

ambas respecto de la sucesión creciente de naturales {mk}∞k=1, entonces{
T 1
n ⊗ T 2

n : E ⊗a F −→ E ⊗a F ; n ∈ N
}

satisface el Criterio de Universalidad respecto de {mk}∞k=1, para cualquier

norma tensorial a.

En particular, si E y F son espacios de Fréchet separables, entonces la

sucesión {
T 1
n⊗̃T 2

n : E⊗̃aF −→ E⊗̃aF ; n ∈ N
}

es universal.

Demostración. Por la observación 0.2.5, es suficiente probar el resultado

para la topoloǵıa tensorial π. Por hipótesis existen X1, Y 1 subespacios densos

de E, X2, Y 2 subespacios densos de F y aplicaciones lineales S1
mk

: Y 1 −→ E,

S2
mk

: Y 2 −→ F , k ∈ N, tales que

(a) T 1
mk
x1

k→∞−→ 0 para cada x1 ∈ X1, {T 2
mk
x2}∞k=1 está acotado para cada

x2 ∈ X2;

(b) S1
mk
y1

k→∞−→ 0 para cada y1 ∈ Y 1, {S2
mk
y2}∞k=1 está acotado para cada

y2 ∈ Y 2;

(c) (T imk ◦ S
i
mk

)yi
k→∞−→ yi para cada yi ∈ Y i, i = 1, 2.

Consideramos los subespacios densos X1⊗X2 e Y 1⊗Y 2 de E⊗π F y las

aplicaciones lineales S1
mk
⊗ S2

mk
: Y 1 ⊗ Y 2 −→ E ⊗π F , k ∈ N. Veamos que

se satisface

(1) T 1
mk
⊗ T 2

mk
u
k→∞−→ 0 para cada u ∈ X1 ⊗X2,

(2) S1
mk
⊗ S2

mk
v
k→∞−→ 0 para cada v ∈ Y 1 ⊗ Y 2,

(3) (T 1
mk
⊗ T 2

mk
) ◦ (S1

mk
⊗ S2

mk
)v

k→∞−→ v para cada v ∈ Y 1 ⊗ Y 2.

En primer lugar observamos que es suficiente probar las convergencias

(1), (2) y (3) para tensores simples ya que cada z ∈ X1 ⊗X2 se representa
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como z =
∑n

i=1 xi ⊗ yi, con xi ∈ X1, yi ∈ X2, i = 1, . . . , n, y análogamente

para Y 1 ⊗ Y 2. Sean U1 y U2 bases de 0-entornos absolutamente convexos de

los espacios E y F respectivamente.

(1) Sea x1 ⊗ x2 ∈ X1 ⊗ X2, Ui ∈ Ui, i = 1, 2. Por (a) el conjunto

B := {T 2
mk
x2 : k ∈ N} es acotado, luego existe existe V1 ∈ U1, V1 ⊂ U1 tal

que

Γ(V1 ⊗B) ⊂ Γ(U1 ⊗ U2),

y también existe k0 ∈ N tal que T 1
mk
x1 ∈ V1, ∀ k ≥ k0. Entonces(

T 1
mk
⊗ T 2

mk

)
x1 ⊗ x2 = T 1

mk
x1 ⊗ T 2

mk
x2 ∈ V1 ⊗B ⊂ Γ(U1 ⊗ U2), k ≥ k0.

(2) es análogo a (1) utilizando (b).

(3) Sea x1 ⊗ x2 ∈ Y 1 ⊗ Y 2, Ui ∈ Ui, i = 1, 2. Tomamos Vi ⊂ Ui, i = 1, 2,

0-entornos tales que

Γ(V1 ⊗ {x2}) ⊂
1

3
Γ(U1 ⊗ U2),

Γ({x1} ⊗ V2) ⊂ 1

3
Γ(U1 ⊗ U2),

Γ(V1 ⊗ V2) ⊂ 1

3
Γ(U1 ⊗ U2).

Por (c) existe k0 ∈ N tal que

T imkS
i
mk
xi − xi ∈ Vi, ∀ k ≥ k0, i = 1, 2.

Por tanto tenemos que

(T 1
mk
⊗ T 2

mk
) ◦ (S1

mk
⊗ S2

mk
)x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x2 =(

T 1
mk
S1
mk
⊗ T 2

mk
S2
mk

)
x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x2 =

T 1
mk
S1
mk
x1 ⊗ T 2

mk
S2
mk
x2 − x1 ⊗ x2 =

(T 1
mk
S1
mk
x1 − x1)⊗ (T 2

mk
S2
mk
x2 − x2) +

(T 1
mk
S1
mk
x1 − x1)⊗ x2 + x1 ⊗ (T 2

mk
S2
mk
x2 − x2) ∈

V1 ⊗ V2 + V1 ⊗ {x2}+ {x1} ⊗ V2 ⊂
1

3
Γ(U1 ⊗ U2) +

1

3
Γ(U1 ⊗ U2) +

1

3
Γ(U1 ⊗ U2) = Γ(U1 ⊗ U2).
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Si E y F son espacios de Fréchet separables, teniendo en cuenta que las

extensiones
{
T 1
n⊗̃T 2

n : E⊗̃aF −→ E⊗̃aF : n ∈ N
}

de {T 1
n ⊗ T 2

n : n ∈ N}
cumplen el Criterio de Universalidad en el espacio de Fréchet separable

E⊗̃aF , obtenemos el resultado aplicando el Criterio de Universalidad (teo-

rema 0.2.2). �

Por supuesto el resultado anterior tiene su correspondiente versión para

hiperciclicidad sin más que tomar la sucesión de las iteraciones. La combi-

nación de estas versiones y de 3.1.4.(3) nos proporcionan el siguiente

Corolario 3.1.6 Sean E, F espacios localmente convexos y T : E → E

operador que satisface el Criterio de Hiperciclicidad. Si el operador R : F →
F tiene un conjunto denso de puntos periódicos, entonces

T ⊗R : E ⊗a F −→ E ⊗a F

satisface el criterio de Hiperciclicidad para cualquier norma tensorial a. En

particular, si los espacios E y F son metrizables y separables, entonces T ⊗̃R
es hiperćıclico en E⊗̃aF .

Esto da también una consecuencia importante respecto al producto ten-

sorial de operadores caóticos.

Corolario 3.1.7 Si T1 : E → E es caótico en el espacio de Fréchet separable

E y T2 : F → F es un operador que tiene un conjunto denso de puntos

periódicos en el espacio metrizable y separable F , entonces

T1⊗̃T2 : E⊗̃aF −→ E⊗̃aF

es caótico para toda norma tensorial a. En particular T1⊗̃T2 es caótico si T1

y T2 lo son.

Demostración. Por [14, proposición 2.13], T1 satisface el Criterio de

Hiperciclicidad respecto de una sucesión {mk}∞k=1. Aplicando 3.1.6 se tiene

que T1⊗̃T2 es hiperćıclico en E⊗̃aF .

Sean P(T1) ⊂ E y P(T2) ⊂ F los conjuntos de puntos periódicos de T1

y T2 respectivamente. Observemos en primer lugar que P(T1) y P(T2) son

espacios vectoriales densos, luego P(T1) ⊗ P(T2) es un subespacio denso de
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E⊗̃aF . Además, cada punto de P(T1) ⊗ P(T2) es un punto periódico de

T1⊗T2. En efecto, si z ∈ P(T1)⊗P(T2) tenemos que z =
∑n

i=1 λixi⊗ yi con

xi ∈ P(T1) e yi ∈ P(T2). Entonces z es un punto periódico de T1 ⊗ T2, con

peŕıodo menor o igual que el mı́nimo común múltiplo de los peŕıodos de xi e

yi para i = 1, . . . , n. �

Como observamos en la introducción de esta sección y según se deduce

de 3.1.6 T ⊗̃I es hiperćıclico si T cumple el Criterio de Hiperciclicidad. A

continuación probaremos el rećıproco y también la relación existente con la

hiperciclicidad de T ⊕ T . Esto nos da una equivalencia, en este caso en el

contexto de los productos tensoriales, con el problema clásico de Herrero.

Proposición 3.1.8 Sea E un espacio de Fréchet separable, un operador T :

E → E y F Fréchet separable tal que dim(F ) ≥ 2. Entonces equivalen

(1) T cumple el Criterio de Hiperciclicidad,

(2) T ⊗̃I : E⊗̃aF → E⊗̃aF es hiperćıclico para toda (alguna) norma ten-

sorial a.

(3) T ⊕ T : E ⊕ E → E ⊕ E es hiperćıclico.

Demostración. (1) → (2) Basta aplicar 3.1.6 con R = I.

(3) → (1) Es el resultado de Bès [12, teorema 1.16] (ver también [14]).

(2) → (3) Como dim(F ) ≥ 2, existen f ∗1 , f
∗
2 ∈ F ′ linealmente indepen-

dientes. Definimos entonces φ : E⊗̃aF → E ⊕ E,

φ
(∑

ei ⊗ fi
)

:=
(∑

ei 〈fi, f∗1 〉 ,
∑

ei 〈fi, f∗2 〉
)
.

El operador φ es sobreyectivo (dados e1, e2 ∈ E, tomamos f1, f2 ∈ F tales

que
〈
fi, f

∗
j

〉
= δij y entonces φ (e1 ⊗ f1 + e2 ⊗ f2) = (e1, e2)). Además

(T ⊕ T )
(
φ
(∑

ei ⊗ fi
))

=
(∑

Tei 〈fi, f∗1 〉 ,
∑

Tei 〈fi, f∗2 〉
)

= φ
((
T ⊗̃I

) (∑
ei ⊗ fi

))
,

es decir, el diagrama

E⊗̃aF
T ⊗̃I−−−→ E⊗̃aF

φ

y φ

y
E ⊕ E T⊕T−−−→ E ⊕ E
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es conmutativo y concluimos aplicando el lema 0.2.19. �

3.2 Ejemplos y aplicaciones

En esta última sección vamos a obtener algunas consecuencias como apli-

cación de técnicas basadas en productos tensoriales y de los resultados obte-

nidos en la sección anterior.

Ejemplo 3.2.1 En 1929 Birkhoff [17] probó la universalidad de operadores

traslación en H(C) dotado de la topoloǵıa de convergencia uniforme en los

conjuntos compactos. Una generalización a H(Cn) de esta clase de universa-

lidad se debe a Abe y Zappa [1, sección 2]. Este resultado puede obtenerse

también como aplicación de las técnicas de productos tensoriales.

Dado z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, denotaremos la norma usual de z por ‖z‖ :=(∑n
i=1 |zi|

2)1/2
, H(Cn) es el espacio de funciones holomorfas en Cn dotado

de la topoloǵıa de convergencia uniforme en los conjuntos compactos. Para

a ∈ Cn, Ta denota el operador traslación

Ta : H(Cn)→ H(Cn) : Taf(z) := f(z + a).

Sea {a(j)}j≥1 una sucesión en Cn con supj
∥∥a(j)

∥∥ = ∞. Veamos que la

sucesión de operadores {Ta(j)}j≥1 es universal. En primer lugar observamos

que H(Cn) puede ser representado como el producto tensorial
⊗̃

n,πH(C)

(basta considerar la extensión del operador natural f1(z1) ⊗ · · · ⊗ fn(zn) 7→
f(z1, . . . , zn) := f1(z1) · · · fn(zn)) y el operador Ta en H(Cn) coincide con
n⊗̃
i=1

πTai en
⊗̃

n,πH(C). Como supj
∥∥a(j)

∥∥ = ∞ tenemos que existe un ı́ndice

1 ≤ i0 ≤ n tal que supj

∣∣∣a(j)
i0

∣∣∣ =∞. Sin pérdida de generalidad supondremos

que i0 = 1, limj→∞

∣∣∣a(j)
1

∣∣∣ =∞ y que existe α := limj→∞
a

(j)
1∣∣∣a(j)
1

∣∣∣ (sino pasaŕıamos

a una subsucesión).

Veamos que en esta situación se tiene que la sucesión {T
a

(j)
1
}j≥1 satisface

el Criterio de Universalidad. Tomamos

X := lin
{
eλz :

∣∣eαλ∣∣ < 1
}
, Y := lin

{
eλz :

∣∣eαλ∣∣ > 1
}
.
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Un argumento de tipo Hahn-Banach demuestra que X e Y son densos en

H(C) (véase por ejemplo [36, sección 5]). Sea ahora K un conjunto compacto

de C, tomamos R > 0 tal que |z| ≤ R para todo z ∈ K. Para cada función

eλz de X y para todo z de K tenemos que

e|λ|R
∣∣∣eλa(j)

1

∣∣∣ = e|λ|R

∣∣∣∣∣∣e
λ
a
(j)
1

|a(j)
1 |
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣a(j)

1

∣∣∣
j→∞−→ 0.

Definimos Sj := T−a(j)
1

, j ∈ N. Obviamente T
a

(j)
1
◦ Sj = IdY . Para cada

función eλz de Y y para todo z de K tenemos que

e|λ|R
∣∣∣e−λa(j)

1

∣∣∣ = e|λ|R

∣∣∣∣∣∣e
λ
a
(j)
1

|a(j)
1 |
∣∣∣∣∣∣
−
∣∣∣a(j)

1

∣∣∣
j→∞−→ 0.

Para coordenadas i 6= 1, si
{∣∣∣a(j)

i

∣∣∣}
j≥1

es acotada, entonces {T
a

(j)
i
}j≥1 satisfa-

ce el Criterio de Tensor-Universalidad respecto de {j}j≥1. En caso contrario

se tiene supj

∣∣∣a(j)
i

∣∣∣ = ∞, lo cual implica la existencia de una subsucesión

{jk}k≥1 tal que {T
a

(j)
i
}j≥1 satisface el Criterio de Universalidad respecto de

{jk}k≥1. Por la observación 0.2.4 tenemos que {T
a

(j)
1
}j≥1 también satisface

el Criterio de Universalidad respecto de {jk}k≥1 y entonces en cualquier ca-

so tenemos productos tensoriales de sucesiones que satisfacen el Criterio de

Universalidad o que satisfacen el Criterio de Tensor-Universalidad respecto

de la misma sucesión. Por 3.1.5 obtenemos que Ta es universal en H(Cn).

En el caṕıtulo 1 estudiamos operadores backward shift ponderados en

espacios escalonados de sucesiones de Köthe. Veamos cómo se comportan

bajo productos tensoriales.

Proposición 3.2.2 Sean 1 ≤ p, q < ∞. Supongamos que Bv : lp → lp y

Bw : lq → lq son dos operadores (continuos) backward shift ponderados y que

a(., lp, lq) es una norma tensorial en lp ⊗ lq. Entonces

Bv⊗̃Bw : lp⊗̃alq −→ lp⊗̃alq

es hiperćıclico si y sólo si

sup
n∈N

n∏
j=1

|vjwj| =∞.
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Demostración. Observemos en primer lugar que para (x0, x1, . . . ) ∈ lp
y (y0, y1, . . . ) ∈ lq

|x0y0| ≤ ‖x‖p‖y‖q,

luego

f : lp×lq −→ K : f(x, y) := x0y0

es una aplicación bilineal y continua que induce un funcional f ∈ (lp⊗alq)′

que puede ser extendido a f ∈
(
lp⊗̃alq

)′
. A continuación, por lema 0.4.5

de la página 27 se tiene que
{
Bn⊗̃Bn

}∞
n=1

es un conjunto equicontinuo en

L
(
lp⊗̃alq, lp⊗̃alq

)
. Por otro lado, dado n ∈ N y un tensor simple x ⊗ y con

x ∈ lp e y ∈ lq se tiene que

f ◦
(
Bn
v ⊗̃Bn

w

)
(x⊗ y) = f

(
Bn
v x⊗̃Bn

wy
)

= f

{( j=i∏
j=i−n+1

vj

)
xi

}∞
i=n

⊗

{(
j=i∏

j=i−n+1

wj

)
yi

}∞
i=n


=

(
n∏
j=1

vjwj

)
xnyn,

y (
n∏
j=1

vjwj

)
f ◦
(
Bn⊗̃Bn

)
(x⊗ y) =

(
n∏
j=1

vjwj

)
f ({xi}∞i=n ⊗ {yi}

∞
i=n)

=

(
n∏
j=1

vjwj

)
xnyn,

y entonces por linealidad tenemos

f ◦
(
Bn
v ⊗̃Bn

w

)
=

(
n∏
j=1

vjwj

)
f ◦
(
Bn⊗̃Bn

)
(3.1)

en lp⊗̃alq para todo n ∈ N.

Si supn∈N
∏n

j=1 |vjwj| < ∞, por (3.1) y por ser
{
Bn⊗̃Bn

}∞
n=1

equiconti-

nuo se tiene que
{
f ◦
(
Bn
v ⊗̃Bn

w

)}
n∈N es un conjunto equicontinuo en

(
lp⊗̃alq

)′
.



3.2 Ejemplos y aplicaciones 79

Por tanto, para cada z ∈ lp⊗̃alq, el conjunto
{
f ◦
(
Bn
v ⊗̃Bn

w

)
(z)
}
n∈N es aco-

tado en K y entonces z no puede ser hiperćıclico para Bv⊗̃Bw.

Rećıprocamente, si supn∈N
∏n

j=1 |vjwj| =∞, tomamos

X = Y :=

{
n∑

i,j=0

λi,jei ⊗ ej : λi,j ∈ K, n ∈ N

}
,

y para i, j ∈ N definimos

S(ei−1 ⊗ ej−1) :=
1

viwj
ei ⊗ ej,

(obsérvese que supn∈N
∏n

j=1 |vjwj| =∞ implica vi 6= 0 6= wi para todo i ∈ N).

Extendemos S a todo Y por linealidad y tomamos Sm := Sm. Veamos que

Bv ⊗Bw satisface el Criterio de Hiperciclicidad. Se tiene:

(i) Bm
v ⊗ Bm

w (ei ⊗ ej) es finalmente 0, luego Bm
v ⊗ Bm

w x
m→∞−→ 0, para la

a-topoloǵıa en lp ⊗a lq, para cada x ∈ X.

(ii) Sean

C1 := 1 + sup
i∈N
|vi| , C2 := 1 + sup

i∈N
|wi| .

Por hipótesis

∃ m1 (> 1) :

m1∏
i=1

|viwi| > C1 C2

∃ m2 (> m1 + 2) :

m2∏
i=1

|viwi| > 2 C2
1 C

2
2

...

∃ mk (> mk−1 + k) :

mk∏
i=1

|viwi| > k Ck
1 C

k
2

...

Definimos nk := mk − k, k ∈ N. Dados i, j ∈ N, llamamos

Di,j :=
∏
r≤i
s≤j

|vrws| ,
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y tomamos k > max{i, j}. Entonces

π (Snk (ei ⊗ ej)) =
1∏nk

r=1 |vi+rwj+r|
π (ei+nk ⊗ ej+nk)

= Di,j
1∏i+nk

r=1 |vr|
∏j+nk

s=1 |ws|

< Di,j
Ck

1 C
k
2∏mk

r=1 |vr|
∏mk

s=1 |ws|

<
Di,j

k

k→∞−→ 0.

Luego Snky
k→∞−→ 0, para la topoloǵıa tensorial proyectiva π y por tanto

también para la a-topoloǵıa, para cada y ∈ Y .

(iii) Como

(Bm
v ⊗Bm

w ) (Sm (ei ⊗ ej)) = (Bm
v ⊗Bm

w )

(
1∏m

r=1 vi+rwj+r
ei+m ⊗ ej+m

)
= ei ⊗ ej,

se tiene que (Bm
v ⊗Bm

w ) ◦ Sm = IdY . Por tanto Bv⊗̃Bw satisface el Criterio

de Hiperciclicidad en lp⊗̃alq, respecto de la sucesión {nk}k≥1 construida en

(ii) y es entonces hiperćıclico. �

Ejemplo 3.2.3 El producto tensorial de dos operadores hiperćıclicos no es

en general hiperćıclico. Para 1 ≤ p, q < ∞, tomar los operadores backward

shift ponderados Bv y Bw respectivamente, donde

vj :=

{
1
2

si n(n−1)
2

< j ≤ n(n+1)
2

para n par

2 si n(n−1)
2

< j ≤ n(n+1)
2

para n impar
j = 1, 2, . . . ,

y

wj :=

{
1
2

si n(n−1)
2

< j ≤ n(n+1)
2

para n impar

2 if n(n−1)
2

< j ≤ n(n+1)
2

para n par
j = 1, 2, . . . ,

es decir, {vj}∞j=1 = {2, 1
2
, 1

2
, 2, 2, 2, . . . } and {wj}∞j=1 = {1

2
, 2, 2, 1

2
, 1

2
, 1

2
, . . . }.

Si n = m(m+1)
2

para m ≥ 1 impar, entonces
∏n

j=1 vj = 2
m+1

2 y se tiene que

supn∈N
∏n

j=1 vj =∞. Si n = m(m+1)
2

para m ≥ 2 par, entonces
∏n

j=1 wj = 2
m
2
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y se tiene que supn∈N
∏n

j=1 wj = ∞. Por 1.9 en la página 43, Bv y Bw son

hiperćıclicos en lp y lq respectivamente. Es trivial que
∏n

j=1 vjwj = 1 para

todo n ∈ N y entonces por la proposición 3.2.2 obtenemos que, para cualquier

norma tensorial a, Bv⊗̃Bw no es hiperćıclico en lp⊗̃alq.

K. Chan estudió en [27] la hiperciclicidad del operador LT (S) := T ◦S en

el álgebra L(H) (H espacio de Hilbert) dotado con la topoloǵıa SOT (“strong

operator topology”) o topoloǵıa de convergencia puntual. Su prueba era di-

recta asumiendo que el operador T cumpĺıa el Criterio de Hiperciclicidad.

El hecho sorprendente es que no se puede utilizar un argumento de Baire ya

que L(H) con esta topoloǵıa no es un espacio de Fréchet. Por otra parte

no podemos tomar la topoloǵıa fuerte en L(H) porque entonces se pierde

la separabilidad, esencial en hiperciclicidad. Este nuevo punto de vista de

Chan también le permitió deducir de una manera elegante un resultado de

Montes sobre la existencia de subespacios cerrados de dimensión infinita de

vectores hiperćıclicos de operadores T en espacios de Hilbert. Nosotros pre-

sentamos otra prueba, usando productos tensoriales, del resultado principal

de Chan en álgebras más generales L(E). También estudiamos operadores

de composición por la derecha RT (S) := S ◦ T .

Recordamos la inclusión natural de E ′ ⊗ E en L(E), dada por f(e) :=∑
< e′i, e > ei si f =

∑
e′i ⊗ ei ∈ E ′ ⊗ E. Esta inclusión es densa si con-

sideramos la SOT en L(E). Efectivamente, si S ∈ L(E) y x1, . . . , xn ∈ E,

fijamos la proyección P : E → lin{x1, . . . , xn} y entonces S ◦ P ∈ E ′ ⊗ E,

S ◦Pxi = Sxi, i = 1, . . . , n. Además, la restricción de LT a E ′⊗E coincide

con I ⊗ T .

Teorema 3.2.4 Sea una sucesión de operadores {Tn : E → E, n ∈ N}, don-

de E es un espacio de Fréchet separable con norma continua y los operadores

Tn tienen rango denso y conmutan entre śı. Sea

LTn : L(E) −→ L(E) : S 7−→ Tn ◦ S, n ∈ N,

considerando en L(E) la SOT. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) {Tn}∞n=1 satisface el Criterio de Universalidad,

(ii) {LTn}∞n=1 es universal.
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En particular, si T : E → E es operador, equivalen

(i) T satisface el Criterio de Hiperciclicidad (respectivamente, es caótico),

(ii) LT es hiperćıclico (caótico).

Demostración. (i) → (ii) Observemos primero que E y (E ′, σ(E ′, E))

son separables. Además, como E tiene norma continua, veamos que podemos

tomar {fi, i ∈ N} ⊂ E ′ conjunto equicontinuo tal que lin{fi, i ∈ N}
σ(E′,E)

=

E ′. Si U es un 0-entorno en E tenemos que U◦ (siendo σ(E ′, E)-compacto y

σ(E ′, E)-metrizable) es σ(E ′, E)-separable. Fijamos ‖.‖ norma continua en

E, definimos U := {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} y tomamos {fi : i ∈ N} ⊂ U◦

subconjunto numerable y σ(E ′, E)-denso de U◦. La igualdad

E ′ =
⋃
λ∈K

λU◦
σ(E′,E)

se satisface por la forma en que hemos tomado U y entonces {fi : i ∈ N} es

un subconjunto equicontinuo de E ′ cuya envoltura lineal es σ(E ′, E)-densa en

E ′. Definimos Y = lin{fi, i ∈ N}
‖.‖∗

, donde ‖.‖∗ es el funcional de Minkowski

de U◦. Entonces F := (Y, ‖.‖∗)⊗̃εE es un espacio de Fréchet separable. La

extensión F → E ′b⊗̃εE de la inclusión canónica, nos proporciona un operador

φ : F → L(E) con rango denso ya que lin{fi ⊗ x, i ∈ N, x ∈ E} es denso en

L(E). Por el teorema 3.1.5 {I⊗̃Tn}∞n=1 es universal en F . La implicación se

sigue al aplicar el lema 0.2.19 al diagrama conmutativo

F
I⊗̃Tn−−−→ F

φ

y φ

y
L(E)

LTn−−−→ L(E)

. (3.2)

(ii) → (i) Si {LTn}∞n=1 es universal en L(E), tomamos x, y ∈ E tales que

{x, y} es linealmente independiente, y consideramos el diagrama conmutativo

L(E)
LTn−−−→ L(E)

Ψ

y Ψ

y
E ⊕ E Tn⊕Tn−−−−→ E ⊕ E
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donde Ψ(R) := (Rx,Ry), R ∈ L(E), y Ψ es sobreyectiva. Aplicando el

lema 0.2.19 {Tn⊕Tn}∞n=1 es universal y entonces {Tn}∞n=1 satisface el Criterio

de Universalidad por la observación que sigue a [14, teorema 2.3].

El caso caótico se obtiene observando que T es caótico si T ⊕T lo es. �

A continuación vamos a considerar el operador de composición por la

derecha en L(E), definido por RT (S) = S ◦ T . Su restricción a E ′ ⊗ E es

RT (
∑

e′i ⊗ ei) =
∑

T ′e′i ⊗ ei = (T ′ ⊗ I)(
∑

e′i ⊗ ei),

donde T ′ : E ′ → E ′ es el operador traspuesto o adjunto de T . Para establecer

el siguiente teorema utilizaremos algunos resultados que se citaron en la

sección 0.6.

Teorema 3.2.5 Sea una sucesión de operadores {Tn : E → E, n ∈ N},
donde E es un espacio (DF) que tiene disco total de Banach, E ′b es separable

y los operadores Tn tienen rango denso y conmutan entre śı. Sea

RTn : L(E)→ L(E) : S 7→ S ◦ Tn, n ∈ N,

considerando en L(E) la SOT. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) {T ′n : E ′b → E ′b}∞n=1 satisface el Criterio de Universalidad.

(ii) {RTn}∞n=1 es universal.

En particular, si T : E → E es operador, equivalen

(i) T ′ : E ′b → E ′b satisface el Criterio de Hiperciclicidad (respectivamente

es caótico).

(ii) RT es hiperćıclico (caótico).

Demostración. (i) → (ii) Sea B un disco total de Banach en E. Co-

mo E ′b es separable, B ⊂ B◦◦ es σ(E,E ′)-separable. Consideramos entonces

{xi, i ∈ N} ⊂ B un subconjunto numerable σ(E,E ′)-denso. Tenemos en-

tonces que X := lin{xi, i ∈ N} es denso en E y las extensiones

F := E ′b⊗̃ε(X, ‖.‖B)→ E ′b⊗̃ε(lin(B), ‖.‖B)→ L(E)
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de las aplicaciones canónicas proporcionan un operador φ : F → L(E) con

rango denso. Por el teorema 3.1.5 {T ′n⊗̃I}∞n=1 es universal en F . La implica-

ción se sigue al aplicar el lema 0.2.19 al diagrama conmutativo

F
T ′n⊗̃I−−−→ F

φ

y φ

y
L(E)

RTn−−−→ L(E)

.

(ii) → (i) Un argumento análogo al utilizado en (ii) → (i) en el teorema

anterior nos proporciona la conclusión, tomando {f1, f2} ⊂ E ′ linealmente

independientes y definiendo Ψ : L(E)→ E ′ ⊕ E ′, Ψ(R) := (R′f1, R
′f2). �

Observación 3.2.6 (1) Para espacios que admiten predual, algunas veces

es más fácil encontrar operadores hiperćıclicos en el predual que en el dual

(el dual puede no ser separable). Podemos por tanto dar otro resultado

alternativo al teorema 3.2.5: Si la sucesión {Tn : E → E, n ∈ N} satisface el

Criterio de Universalidad en un espacio de Fréchet E y E ′b tiene disco total

de Banach separable, siendo Tn operadores con rango denso que conmutan

entre śı, entonces {RT ′n : L(E ′b)→ L(E ′b), n ∈ N} es universal.

(2) Los teoremas 3.2.4 y 3.2.5 siguen siendo válidos si sustituimos la to-

poloǵıa operador fuerte por la topoloǵıa de convergencia uniforme en los

conjuntos compactos de E y suponemos que E tiene la propiedad de apro-

ximación. Basta observar que en este caso, por definición de propiedad de

aproximación, E ′ ⊗ E es también denso en L(E) con esta topoloǵıa más

fuerte.

(3) Los operadores LT y RT están bien definidos en cualquier ideal de

L(E). Una pregunta natural es en qué ideales de L(E), con sus correspon-

dientes topoloǵıas, se cumplen resultados análogos a 3.2.4 y 3.2.5. A través

de productos tensoriales es relativamente sencillo dar resultados como los

anteriores para ideales de operadores clásicos. Por ejemplo, sea A(E) el ideal

de operadores aproximables. Es decir, en el espacio L(E) tomamos β la to-

poloǵıa de convergencia uniforme en los conjuntos acotados de E. Entonces

A(E) es la β-clausura en L(E) del subespacio de operadores con rango finito.

Podemos por tanto poner (A(E), β) en los teoremas 3.2.4 y 3.2.5 en lugar
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de L(E), ya que el espacio F definido alĺı es también denso y está incluido

de forma continua en (A(E), β). Recordamos aqúı que A(E) = M(E), el

ideal de operadores Montel (es decir, aquéllos en los que la imagen de todo

conjunto acotado es relativamente compacto) si el espacio E tiene la propie-

dad de aproximación. En particular, A(E) = K(E), el ideal de operadores

compactos, si E es un espacio de Banach con la propiedad de aproximación.

Otro ideal importante es el espacio de los operadores nucleares N(E)

cuando E es un espacio de Banach. Recordamos que T ∈ N(E) si existen

ei ∈ E y e∗i ∈ E∗, i ∈ N, tales que∑
i∈N

‖ei‖‖e∗i ‖
∗ <∞ y Tx =

∑
i∈N

〈e∗i , x〉 ei para todo x ∈ E.

N(E) es un espacio de Banach cuando consideramos en él la norma nuclear

natural definida como

‖T‖N := inf

{∑
i∈N

‖ei‖‖e∗i ‖
∗ : Tx =

∑
i∈N

〈e∗i , x〉 ei, ∀x ∈ E

}
,

para T ∈ N(E) (véase [29] para más detalles). Los resultados anteriores

siguen siendo ciertos para (N(E), ‖.‖N). Para su demostración basta tomar

la topoloǵıa tensorial π en lugar de la ε.

Otros ejemplos de ideales de L(E) (E Banach) en los cuales los resulta-

dos siguen siendo ciertos pueden obtenerse considerando diferentes normas

tensoriales o usando la densidad de N(E) junto con Criterio de Comparación

de Hiperciclicidad.

El estudio de la existencia de subespacios cerrados de vectores universa-

les fue iniciado en [10] (ver también [48], [53]). En [53] se dan condiciones

generales bajo las cuales un operador en un espacio de Banach separable ad-

mite un subespacio cerrado de vectores hiperćıclicos. En [27] K. Chan da una

prueba del resultado anterior para espacios de Hilbert de forma muy elegante

utilizando la hiperciclicidad del operador LT en el álgebra L(H). Reciente-

mente A. Montes y C. Romero [54] adaptan la prueba de Chan para espacios

de Banach separables y obtienen el resultado también para superciclicidad.

Aqúı presentamos una adaptación del argumento de Chan para espacios de

Fréchet separables que admiten norma continua y para sucesiones universales

de operadores.
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Teorema 3.2.7 Sea {Tn : E → E, n ∈ N} una sucesión de operadores con

rango denso en un espacio de Fréchet separable E con norma continua, que

satisface el Criterio de Universalidad respecto de {mk}∞k=1, y que conmutan

entre śı. Si existe un subespacio cerrado infinito dimensional X0 ↪→ E tal que

limk→∞ Tmkx = 0, para todo x ∈ X0, entonces existe un subespacio cerrado

infinito dimensional Y0 ↪→ E tal que

{Tmky : k ∈ N} = E, ∀ y ∈ Y0 \ {0}.

Demostración. Según el teorema 3.2.4 existe K ∈ L(E) universal para{
LTmk

}∞
k=1

. Además, K lo podemos suponer compacto. Efectivamente, hay

que tener en cuenta primeramente que φ(R) es universal para
{
LTmk

}∞
k=1

si

R ∈ Y ⊗̃εE es universal para
{
I⊗̃Tmk

}∞
k=1

en el diagrama 3.2. En segundo

lugar, como Y es subespacio cerrado de (E ′U◦ , ‖.‖
∗), entonces todo elemento

R ∈ Y ⊗̃εE es tal que el operador inducido K := φ(R) cumple que K(U) es

compacto en E. Utilizando ahora un resultado clásico de Grothendieck [40,

caṕıtulo 5, parte 2, sección 2, teorema 1] el operador I + K tiene rango

cerrado (luego es abierto sobre la imagen) y núcleo finito-dimensional. Por

tanto Y0 := (I +K)(X0) es un subespacio cerrado infinito-dimensional de E.

Si y0 ∈ Y0 \ {0}, existe x0 ∈ X0 (x0 6= 0) tal que y0 = x0 +K(x0). Entonces

{Tmky0, k ∈ N} = E

ya que limk→∞ Tmkx0 = 0 y {Tmk(Kx0)}∞k=1 es denso en E por ser K universal

para
{
LTmk

}∞
k=1

. �

Finalmente, como consecuencia de técnicas basadas en productos tenso-

riales, vamos a dar algún ejemplo de operador de composición hiperćıclico

y caótico en holomorf́ıa infinita. Concretamente estudiaremos la hiperci-

clicidad y el caos del operador de composición por la derecha con un ope-

rador lineal T : E → E en el espacio de las funciones enteras H(E) con

una topoloǵıa adecuada. En el siguiente teorema utilizaremos definiciones

y observaciones que se hicieron en la sección 0.7. También observamos que

para T lineal, f(T (0)) = f(0). Esto nos obliga a restringirnos al espacio

H0(E) := {f ∈ H(E) : f(0) = 0}.
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Teorema 3.2.8 Sea E un espacio (DF) con la propiedad de aproximación

y T : E → E un operador tal que T ′ : E ′b → E ′b satisface el Criterio de

Hiperciclicidad (es caótico). Entonces el operador de composición

RT : (H0(E), τo) −→ (H0(E), τo) : f 7→ f ◦ T,

es hiperćıclico (caótico).

Si RT es hiperćıclico (caótico), entonces T ′ : E ′b → E ′b es hiperćıclico

(caótico).

Demostración. Consideremos en primer lugar

G :=

{
f ∈ Hb(E) : f(0) = 0, Pn(f) ∈

⊗
n,s

E ′, ∀ n ∈ N

}
↪→ (Hb(E), τb).

En el espacio de Fréchet F := G
τb

tenemos que RT (F ) ⊂ F . En efecto, si

f ∈ G, entonces

Pn(RT (f)) = Pn(f) ◦ T = (T ′ ⊗ · · · ⊗ T ′)(Pn(f)) ∈
⊗
n,s

E ′

para todo n ∈ N. Tenemos entonces probado que RT (G) ⊂ G y de aqúı se

obtiene la inclusión deseada.

La extensión
⊗̃

n,s,εT
′ =: T ′n de T ′ ⊗ · · · ⊗ T ′ a

⊗̃
n,s,εE

′
b =

⊗
n,sE

′τb

satisface el Criterio de Hiperciclicidad (es caótico) respecto de una sucesión

{mk}∞k=1 (independiente de n), por un argumento similar al utilizado en el

teorema 3.1.5.

Por lo tanto existen Xn ⊂
⊗̃

n,s,εE
′
b denso y Sn,mk : Xn →

⊗̃
n,s,εE

′
b,

k ∈ N, tales que T ′n, Xn y {Sn,mk}∞k=1 satisfacen (i), (ii) y (iii) de la defini-

ción 0.2.12.

Definimos ahora X :=
⋃
n∈N (

⊕n
k=1 Xk) ⊂ F denso, Smk : X → F ,

Smk :=
⊕

n∈N Sn,mk , k ∈ N. Se sigue fácilmente que RT : F → F , X y

{Smk}∞k=1 satisfacen las condiciones del criterio de Hiperciclicidad, entonces

RT es hiperćıclico (caótico) en F . La conclusión se sigue del Criterio de

Comparación de Hiperciclicidad ya que F ↪→ H0(E) es denso (véase, e.g.,

[31, Ej. 2.79]). �





Caṕıtulo 4

Hiperciclicidad y caos de
polinomios

El comportamiento dinámico de los polinomios, en lo que respecta a hi-

perciclicidad y caos, resulta ser bastante diferente del comportamiento de los

operadores lineales. N.C. Bernardes [11] probó que para d > 1 no existen

polinomios continuos d-homogéneos que admitan un vector con órbita densa

(hiperćıclicos) en ningún espacio de Banach. Este hecho no es cierto para

espacios de Fréchet, A. Peris [58] presenta ejemplos de polinomios continuos

d-homogéneos y caóticos (por tanto hiperćıclicos) en espacios de Fréchet, pa-

ra cualquier grado d > 1. Por otra parte, sin exigir homogeneidad, también

prueba que existen polinomios caóticos en lp en [57].

En este caṕıtulo vamos a estudiar la hiperciclicidad y el caos de algunos

polinomios definidos en espacios de sucesiones, concretamente en espacios

escalonados de Köthe. Comenzaremos por polinomios d-homogéneos y pos-

teriormente pasaremos a no homogéneos.

4.1 El polinomio {zi}i≥1 7−→
{
zdi+1

}
i≥1

En esta sección estudiaremos el polinomio d-homogéneo

P
(
{zi}i≥1

)
:=
{
zdi+1

}
i≥1

,

definido en espacios de sucesiones de Köthe. Este polinomio se prueba que

es caótico en el espacio w := CN en [58].
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Sea A = (aj,k)j,k∈N una matriz de Köthe y 1 ≤ p < ∞ o p = 0. Nos res-

tringiremos al caso K = C. Necesitamos que el polinomio P esté bien definido

y sea continuo en λp(A), según vimos en el caṕıtulo 0 (proposición 0.5.2) es

suficiente y necesario que la matriz A satisfaga la condición

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈N

aj,n
adj+1,m

<∞. (4.1)

Para estudiar el caos del polinomio P en λp(A) pretendemos utilizar las

caracterizaciones para el caos de operadores backward shift ponderados en

espacios de Köthe que se obtuvieron en el caṕıtulo 1. Con esta idea idea

vamos a “linealizar” el polinomio P por medio de una aplicación {zi}i≥1
φ7→

{ezi}i≥1. Es decir, construiremos un diagrama conmutativo del tipo

lp
T−−−→ lp

φ

y φ

y
λp(A)

P−−−→ λp(A)

siendo T backward shift ponderado caótico, y φ aplicación continua con rango

denso. En esta sección tendrá una relevancia especial la inclusión l∞ ⊂ λp(A)

(que, según 0.3.9, es equivalente a {aj,k}j≥1 ∈ lp, k = 1, 2, . . . ). Basta

observar que φ(0) = {1}j≥1. El siguiente lema garantiza las condiciones

necesarias que debe cumplir la aplicación φ.

Lema 4.1.1 Sea A = (aj,k)j,k∈N una matriz de Köthe con {aj,k}j≥1 ∈ lp,

para cada k ∈ N y 1 ≤ p <∞ o p = 0. Consideremos la aplicación

φ : lp −→ λp(A) : {zi}i≥1 7−→ {e
zi}i≥1 .

Se tiene que φ está bien definida, es continua y además tiene rango denso.

Demostración. Dado z = {zi}i≥1 ∈ lp, obviamente z es una sucesión

acotada y también lo es {ezi}i≥1. Por tanto φ(z) ∈ l∞ ⊂ λp(A).

Para ver que φ es continua probaremos que es localmente Lipschitz. Ob-

servamos en primer lugar que∣∣∣ez − ez′∣∣∣ ≤ |z − z′| e|z|+|z′|, ∀ z, z′ ∈ C.
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Dada una seminorma ‖.‖n, n ∈ N, como {aj,n}j≥1 ∈ lp sea Mn := supj∈N aj,n.

Si x, y ∈ lp, entonces

‖φ(x)− φ(y)‖pn =
∞∑
j=1

apj,n |exj − eyj |
p

≤Mp
n

∞∑
j=1

ep(|xj |+|yj |) |xj − yj|p

≤Mp
ne

p(‖x‖+‖y‖)
∞∑
j=1

|xj − yj|p

= Mp
ne

p(‖x‖+‖y‖)‖x− y‖p.

Por tanto φ es localmente Lipschitz. Para el caso p = 0 seŕıa

‖φ(x)− φ(y)‖n = sup
j∈N
{aj,n |exj − eyj |} ≤Mne

‖x‖+‖y‖‖x− y‖.

Veamos finalmente que φ tiene rango denso. Sean y ∈ λp(A), ε > 0 y una

seminorma ‖.‖n. Como
∑

j∈N |yjaj,n|
p < ∞ y {aj,n}j∈N ∈ lp, sea un natural

jn tal que

∑
j>jn

|yjaj,n|p <
ε

2p3
,

∑
j>jn

apj,n <
ε

2p3
.

Como la función exponencial compleja exp(z) := ez tiene rango denso en C,

para j = 1, 2, . . . , jn, sea xj ∈ C tal que

|exj − yj|p <
ε

Mp
njn3

, j = 1, 2, . . . jn,

donde Mn := supj∈N aj,n. Consideramos la sucesión

x := {x1, x2, . . . , xjn , 0, 0, . . . }.
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Obviamente x ∈ lp, además

‖φ(x)− y‖pn =
∞∑
j=1

|exj − yj|p apj,n

=

jn∑
j=1

|exj − yj|p apj,n +
∑
j>jn

|1− yj|p apj,n

≤Mp
n

jn∑
j=1

|exj − yj|p +
∑
j>jn

2papj,n +
∑
j>jn

2p |yj|p apj,n

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

donde hemos utilizado la desigualdad

|1− z|p ≤ 2p + 2p |z|p , p ≥ 1, z ∈ C.

Para p = 0 se razonaŕıa de manera análoga con la norma supremo. �

Tenemos ahora todos los ingredientes necesarios para poder caracterizar

el caos respecto del polinomio P .

Teorema 4.1.2 Sean un natural d > 1, una matriz de Köthe A que satisface

la condición (4.1) y 1 ≤ p <∞ o p = 0. Consideremos el polinomio

P : λp(A)→ λp(A) : {zi}i≥1 7→
{
zdi+1

}
i≥1

.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) P tiene un punto periódico no nulo.

(ii) Para cada k ∈ N, {ai,k}i≥1 ∈ lp.

(iii) l∞ ⊂ λp(A) de forma canónica.

(iv) P es caótico.

Demostración. (i)→ (ii). Supongamos que P tiene un punto periódico

no nulo, es decir, existen x ∈ λp(A), N > 0 y n0 ∈ N tales que PNx = x y

xn0 6= 0. Centremos nuestra atención de momento en la sucesión

{xn0+jN}j≥0 =
{

(xn0)
1

d
jN

}
j≥0

.
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Obviamente limj→∞ (xn0)
1

d
jN = 1, por tanto tomamos j0 natural tal que

1

2
< |xn0|

1

d
jN = |xn0+jN | , ∀ j ≥ j0.

Si 1 ≤ p <∞, para cada k ∈ N tenemos

1

2p

∑
j≥j0

|an0+jN,k|p ≤
∑
j≥j0

|xn0+jN an0+jN,k|p

≤
∞∑
i=0

|xiai,k|p <∞,

luego

∞∑
j=0

|an0+jN,k|p <∞.

Para 1 ≤ r < n0 y n0 < r ≤ N aplicamos el mismo razonamiento que

antes a P rx en lugar de a x, deduciendo que

∞∑
j=0

|an0−r+jN,k|
p <∞, r = 1, . . . , n0 − 1,

∞∑
j=1

|an0−r+jN,k|
p <∞, r = n0 + 1, . . . , N

de donde obtenemos que (ai,k)
∞
i=1 ∈ lp.

Si p = 0, utilizando un razonamiento similar tendŕıamos para cada k ∈ N
que

lim
j→∞

an0−r+jN,k = 0, 1 ≤ r ≤ N,

de donde (ai,k)
∞
i=1 ∈ c0.

Notemos que (ii) y (iii) son equivalentes por la proposición 0.3.9 de la

página 20.

(ii) ((iii)) → (iv). En primer lugar vamos a considerar el operador back-

ward shift ponderado dB : lp → lp. Sabemos que dB es caótico en lp

(véase 1.1.6). Por otro lado, por el lema 4.1.1, la aplicación

φ : lp −→ λp(A) : {zi}i≥1 7−→ {e
zi}i≥1 ,
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está bien definida, es continua y tiene rango denso. Veamos que el diagrama

lp
dB−−−→ lp

φ

y φ

y
λp(A)

P−−−→ λp(A)

es conmutativo. Si {zi}i≥1 ∈ lp se tiene

φ ◦ dB({zi}i≥1) = φ({dzi+1}i≥1) = {edzi+1}i≥1,

P ◦ φ({zi}i≥1) = P ({ezi}i≥1) = {edzi+1}i≥1.

(iv) se obtiene aplicando el lema 0.2.19.

(iv) → (i) es trivial, luego la prueba está completa. �

Observación 4.1.3 Puede parecer que este resultado entre en contradicción

con el de Bernardes [11], el cual afirma que para d ≥ 2 no existen polinomios

continuos d-homogéneos hiperćıclicos en ningún espacio de Banach. Veamos

que las condiciones de la proposición anterior excluyen el caso Banach. Dada

A una matriz de Köthe que satisface la condición (4.1), según acabamos de

probar {aj,k}j∈N ∈ lp para todo k ∈ N si y sólo si P es caótico en λp(A). Si

λp(A) fuera espacio de Banach entonces

∃n0 ∈ N : ∀n > n0, ∃M > 0 con aj,n ≤Maj,n0 , ∀j ∈ N.

En primer lugar tomamos j0 ∈ N tal que

aj,n0 ≥ aj+1,n0 , j ≥ j0.

Consideramos n > n0, por la condición (4.1) existe m > n tal que

sup
j∈N

aj,n
adj+1,m

<∞. (4.2)

Por otro lado existe M > 0 tal que

aj,m ≤Maj,n0 , ∀j ∈ N.

Para j ≥ j0 se tiene

aj,n
adj+1,m

≥ 1

Md

aj,n
adj+1,n0

≥ 1

Md

aj,n0

adj+1,n0

≥ 1

Md

aj+1,n0

adj+1,n0

=
1

Md

1

ad−1
j+1,n0

j→∞−→ ∞,

lo cual es una contradicción con (4.2).
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Observación 4.1.4 Resulta también sorprendente que algunos polinomios

hiperćıclicos hereden propiedades que tienen los operadores (lineales) hi-

perćıclicos. Por ejemplo, Ansari [2] prueba que cualquier potencia de un

operador hiperćıclico en un espacio localmente convexo es hiperćıclico. En

nuestro caso P n es también hiperćıclico en λp(A) si P lo es. En realidad

podemos decir esta afirmación de todo polinomio P : F → F que hayamos

sido capaces de “linealizar”, construyendo un diagrama conmutativo del tipo

E
T−−−→ E

φ

y φ

y
F

P−−−→ F

,

siendo T : E → E operador hiperćıclico y φ una aplicación continua con

rango denso.

Ejemplos 4.1.5 (1) Si consideramos el producto de ĺıneas ω = C
N, con la

topoloǵıa producto, se tiene que el polinomio P es caótico en dicho espacio

como consecuencia del teorema 4.1.2 (referimos a [58] para una prueba direc-

ta). Esto es sencillo de ver si representamos ω como espacio de Köthe λ1(A).

En este caso la matriz A debe satisfacer la condición

∀ k ∈ N, ∃j(k) : aj,k = 0,∀j ≥ j(k),

y obtenemos que P es caótico en ω.

(2) El polinomio P también es caótico en el espacio H(D) de las funciones

holomorfas en el disco, dotado de la topoloǵıa de convergencia uniforme en

los compactos de D. Este espacio es isomorfo al espacio de Köthe λ1(A),

siendo

A = (aj,k)j,k∈N =
(
e−

j
k

)
j,k∈N

,

como se observó en 0.3.15. Veamos que P es caótico en λp(A) para todo

p > 1. Para cada k ∈ N fijo, obviamente {e−j/k}j∈N ∈ lp. Para ver que se

satisface la condición (4.1), sea n ∈ N fijo. Tomamos m = nd y se tiene

aj,n
adj+1,m

= e
1
n <∞, ∀ j ∈ N.
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Otra situación en la que también podemos aplicar los resultados anterio-

res la tenemos en los espacios de series de potencias Λr(α). Como se men-

cionó en 0.3.4 es suficiente considerar los espacios Λ0(α) y Λ∞(α), además la

condición l∞ ⊂ Λr(α) excluye el caso r =∞.

Proposición 4.1.6 Sea α = {αj}j∈N una sucesión monótona creciente en

[0,∞[ con limj→∞ αj =∞. Si

(a)
∑

j∈N r
αj <∞, para todo r < 1, y

(b) supj∈N
αj+1

αj
<∞,

entonces el polinomio

P : Λ0(α)→ Λ0(α) : {zi}i≥1 7→
{
zdi+1

}
i≥1

,

es caótico para todo grado d > 1.

Demostración. Fijemos en primer lugar una sucesión estrictamente

creciente de números {tk}k∈N con limk→∞ tk = 0, y tomemos la matriz de

Köthe

A :=
(
etkαj

)
j,k∈N .

Se tiene que Λ0(α) = λ2(A), basta por tanto ver que A satisface la condi-

ción (4.1) y (ii) del teorema 4.1.2.

Por (b), tomamos K ≥ 1 tal que

d
αj+1

αj
< K, ∀ j ∈ N.

Sea n ∈ N fijo, como {tk}k∈N es estrictamente creciente y tiene ĺımite cero

elegimos m > n tal que

tn
K

< tm < 0.

De aqúı se deduce

tn
1

d

αj
αj+1

< tm, ∀ j ∈ N,
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lo que implica

tnαj − tmdαj+1 < 0, ∀ j ∈ N,

y entonces se tiene

aj,n
adj+1,m

=
eαjtn

edαj+1tm
= eαjtn−dαj+1tm < 1, ∀ j ∈ N.

Finalmente observemos que para cada natural k fijo, por (a)

{aj,k}j∈N =

{(
1

e−tk

)αj}
j∈N
∈ lp, 1 ≤ p <∞,

lo que finaliza la demostración. �

Ejemplo 4.1.7 Como ya observamos anteriormente P es caótico en H(D),

una generalización puede obtenerse si tomamos DN := D× N· · · ×D y conside-

ramosH(DN). Puede probarse queH(DN) = Λ0(α) con {αj}j≥1 := {j1/n}j≥1

(véase [45]). Sin dificultad se demuestra que {αj}j≥1 satisface las condiciones

de la proposición 4.1.6, por tanto P es caótico en H(DN).

4.2 El polinomio {zi}i≥1 7−→
{

(zi+1 + 1)d − 1
}
i≥1

En esta sección pretendemos estudiar el polinomio Q, definido en el es-

pacio de Köthe λp(A) (1 ≤ p <∞ o p = 0), y dado por

Q
(
{zi}i≥1

)
:=
{

(zi+1 + 1)d − 1
}
i≥1

,

donde el grado d > 1. Supondremos que K = C.

Motivado por una cuestión de R. Aron [3], que expĺıcitamente preguntaba

si podŕıan existir polinomios (no homogéneos según el resultado de Bernar-

des) o bien aplicaciones holomorfas f : X → X que fueran hiperćıclicos o

caóticos en cierto espacio de Banach X, A. Peris [57] definió el polinomio Q

anterior y probó que era caótico en lp, 1 ≤ p < ∞ y en c0 para cualquier

grado d > 1. Esto motiva nuestro interés por el estudio del comportamiento

de Q en espacios de Köthe λp(A).
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Necesitamos que el polinomio Q esté bien definido y sea continuo en

λp(A). Para ello en primer lugar observamos que

Q
(
{zi}i≥1

)
=
{

(zi+1 + 1)d − 1
}
i≥1

=

{
d∑

k=0

(
d

k

)
zki+1 − 1

}
i≥1

=

{
d∑

k=1

(
d

k

)
zki+1

}
i≥1

=
d∑

k=1

(
d

k

)
Pk
(
{zi}i≥1

)
,

donde Pk es el polinomio k-homogéneo

Pk
(
{zi}i≥1

)
:=
{
zki+1

}
i≥1

,

estudiado en la sección 4.1. Por tanto si exigimos que la matriz A satisfaga

la condición

∀ n ∈ N, ∃ m > n : sup
j∈N

aj,n
akj+1,m

<∞, k = 1, 2, . . . , d, (4.3)

tenemos que

Q : λp(A) −→ λp(A) : {zi}i≥1 7−→
{

(zi+1 + 1)d − 1
}
i≥1

,

está bien definido y es continuo.

De nuevo, para estudiar la hiperciclicidad y el caos del polinomio Q en

λp(A) pretendemos utilizar las caracterizaciones para la hiperciclicidad y el

caos de operadores backward shift ponderados en espacios de Köthe que

se obtuvieron en el caṕıtulo 1. Como hicimos en la sección 4.1 vamos a

“linealizar” el polinomio Q, en este caso por medio de la aplicación {zi}i≥1
φ7→

{ezi − 1}i≥1, y de forma que la “linealización” será un operador backward

shift ponderado. El siguiente lema garantiza las condiciones necesarias que

debe cumplir la aplicación φ.
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Lema 4.2.1 Sea A = (aj,k)j,k∈N una matriz de Köthe y 1 ≤ p < ∞ o p =

0. Consideremos Ā = (āj,k)j,j∈N la matriz (de Köthe) definida por āj,k :=

max{1, aj,k} y la aplicación

φ : λp(Ā) −→ λp(A) : {zi}i≥1 7−→ {e
zi − 1}i≥1 .

Se tiene que φ está bien definida, es continua y además tiene rango denso.

Demostración. Como āj,k ≥ 1 para todo j, k ∈ N, se cumple que

λp(Ā) ⊂ c0 de forma canónica. Dado z = {zi}i≥1 ∈ λp(Ā), sea M :=

supi∈N |zi|, tenemos que

|ezi − 1| ≤ eM |zi| , i = 1, 2, . . .

Dada una seminorma ‖.‖n, n ∈ N,

‖φ(z)‖pn =
∞∑
j=1

apj,n |ezi − 1|p

≤
∞∑
j=1

āpj,ne
Mp |zi|p = eMp‖z‖pn,

(para p = 0 se tiene

‖φ(z)‖n = sup
j∈N
{aj,n |ezi − 1|} ≤ eM sup

j∈N
{āj,n |zi|} = eM‖z‖n ),

de donde la aplicación φ está bien definida en λp(Ā).

Para ver que φ es continua probaremos que es localmente Lipschitz. De

nuevo utilizaremos la desigualdad∣∣∣ez − ez′∣∣∣ ≤ |z − z′| e|z|+|z′|, ∀ z, z′ ∈ C.
Dada una seminorma ‖.‖n, n ∈ N, si x, y ∈ λp(Ā), entonces

‖φ(x)− φ(y)‖pn =
∞∑
j=1

apj,n |exj − eyj |
p

≤
∞∑
j=1

āpj,ne
p(|xj |+|yj |) |xj − yj|p

≤ ep(‖x‖n+‖y‖n)
∞∑
j=1

āpj,n |xj − yj|
p

= ep(‖x‖n+‖y‖n)‖x− y‖pn.
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Por tanto φ es localmente Lipschitz. Para el caso p = 0 seŕıa

‖φ(x)− φ(y)‖n = sup
j∈N
{aj,n |exj − eyj |} ≤ e‖x‖n+‖y‖n‖x− y‖n.

Finalmente, tener en cuenta que las sucesiones finitas están contenidas

en el rango de φ, por tanto φ tiene rango denso al ser éstas densas en λp(A).

�

Tenemos ahora todos los ingredientes necesarios para poder abordar la

hiperciclicidad y el caos del polinomio Q.

Proposición 4.2.2 Sean un natural d > 1 y A = (aj,k)j,k∈N una matriz de

Köthe que satisface la condición (4.3). Consideramos el polinomio

Q : λp(A) −→ λp(A) : {zi}i≥1 7−→
{

(zi+1 + 1)d − 1
}
i≥1

.

(i) Si para cada k ∈ N

lim inf
j∈N

aj,k
dj

= 0,

entonces Q es hiperćıclico.

(ii) Si para cada k ∈ N {aj,k
dj

}
∈ lp,

entonces Q es caótico.

Demostración. Definimos Ā = (āj,k)j,k∈N como āj,k := max{1, aj,k}.
Esto, junto con la condición (4.3) para k = 1 nos asegura que el backward

shift ponderado

dB : λp(Ā) −→ λp(Ā) : {zi}i≥1 7−→ {dzi+1}i≥1 ,

está bien definido y es continuo. Por otro lado, por el lema 4.2.1, la aplicación

φ : λp(Ā) −→ λp(A) : {zi}i≥1 7−→ {e
zi − 1}i≥1 .

está bien definida, es continua y tiene rango denso.
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Veamos que el diagrama

λp(Ā)
dB−−−→ λp(Ā)

φ

y φ

y
λp(A)

Q−−−→ λp(A)

es conmutativo. Si {zi}i≥1 ∈ λp(Ā) se tiene

φ ◦ dB({zi}i≥1) = φ({dzi+1}i≥1) = {edzi+1 − 1}i≥1,

Q ◦ φ({zi}i≥1) = Q({ezi − 1}i≥1) = {edzi+1 − 1}i≥1.

La conclusión se obtiene aplicando el lema 0.2.19 y las caracterizaciones

para hiperciclicidad y caos de operadores backward shift ponderados obteni-

das en los corolarios 1.1.4 y 1.1.5. �

Ejemplos 4.2.3 (1) Si A = (1)j,k∈N, entonces para todo natural d > 1 se

tiene que Q es hiperćıclico y caótico en lp (véase [57]).

(3) Como ya se observó en 0.3.17, un espacio de sucesiones muy importan-

te por ser isomorfo a muchos espacios de Fréchet de funciones diferenciables

es el de las sucesiones rápidamente decrecientes, denotado por s. Para su

representación como espacio de Köthe basta tomar la matriz A = (jk)j,k∈N,

como además s es nuclear tenemos que s = λp(A) para todo 1 ≤ p ≤ ∞. La

matriz A satisface

sup
j∈N

aj,n
akj+1,m

= sup
j∈N

(
j

j + 1

)n
1

(j + 1)mk−n
<∞, k = 1, 2, . . . , d,

para m > n y además {
jk

dj

}
j∈N
∈ lp, ∀ k ∈ N.

Por tanto Q es hiperćıclico y caótico en s.

Consideremos a continuación espacios de series de potencias de tipo infini-

to Λ∞(α). En lo que sigue α = {αj}j∈N es una sucesión monótona creciente en

[0,∞[ con limj→∞ αj =∞. Recordamos que si tomamos una sucesión {tk}k∈N
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estrictamente creciente con limk→∞ tk = ∞ y A := (etkαj)j,k∈N tenemos que

Λ∞(α) = λ2(A). Para fijar ideas tomaremos la sucesión {tk}k∈N := {k}k∈N.

En primer lugar observamos que para m > n se tiene

nαj ≤ nαj+1 < mαj+1 ≤ kmαj+1, j ∈ N, k = 1, 2, . . . , d,

luego

sup
j∈N

aj,n
akj+1,m

= enαj−kmαj+1 <∞, k = 1, 2, . . . , d.

Por tanto el polinomio Q está bien definido y es continuo en Λ∞(α) para

cualquier α.

Proposición 4.2.4 Sea α = {αj}j∈N una sucesión monótona creciente en

[0,∞[ con limj→∞ αj =∞. Si

lim sup
j→∞

(αj+1 − αj) = 0,

entonces el polinomio

Q : Λ∞(α)→ Λ∞(α) : {zi}i≥1 7−→
{

(zi+1 + 1)d − 1
}
i≥1

,

es caótico para todo grado d > 1.

Demostración. Por el teorema 4.2.2 basta comprobar que
{
ekαj

dj

}
j∈N
∈

lp para todo k ∈ N. Aplicando el criterio del cociente se tiene que

lim sup
j→∞

ekαj+1/dj+1

ekαj/dj
=

1

d

(
ek
)lim supj→∞(αj+1−αj)

=
1

d
< 1.

�

Ejemplos 4.2.5 (1) Si αj :=
∑j

n=1
1
nr

, con 0 < r ≤ 1 tenemos que Q es

caótico en Λ∞(α).

(2) Si {αj}j∈N := {log j}j∈N se tiene que Λ∞(α) = s, siendo s el espacio

de las sucesiones rápidamente decrecientes. Este ejemplo ya se citó en la

página 101 y en 0.3.17, volvemos a él para dar algunos ejemplos más de

espacios de funciones que son isomorfos a él y en los que el polinomio Q es

caótico. Algunos de estos espacios son los siguientes:
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(a) El espacio C∞2π(R) de las funciones infinitamente diferenciables en R

y 2π periódicas, dotado con la topoloǵıa generada por la sucesión de

seminormas

‖f‖k := sup
{∣∣f (p)(x)

∣∣ : x ∈ R, 1 ≤ p ≤ k
}
,

o equivalentemente por (véase [52])

‖f‖k :=
∑

0≤p≤k

∥∥f (p)
∥∥2

L2[−π,π]
.

(b) El espacio de las funciones rápidamente decrecientes S(R) definido co-

mo

S(R) := {f ∈ C∞(R) : ‖f‖k :=∑
α+β≤k

∫
|x|2α

∣∣f (β)(x)
∣∣2 dx <∞ for all k ∈ N},

o equivalentemente por la sucesión de seminormas (véase [52])

|‖f‖|k := sup
{∣∣xαf (β)(x)

∣∣ : x ∈ R, α + β ≤ k
}
,

seminormas de las que recibe el nombre de espacio de las funciones

rápidamente decrecientes ya que todas sus derivadas decrecen más

rápido que cualquier polinomio.

(c) Para a, b números reales con a < b, el espacio C∞[a, b] de las funciones

infinitamente diferenciables en [a, b] dotado con la topoloǵıa generada

por la familia de seminormas

‖f‖k := sup
{∣∣f (p)(x)

∣∣ : x ∈ [a, b], 1 ≤ p ≤ k
}
.

(d) El espacio D[a, b] de las funciones infinitamente diferenciables con so-

porte compacto contenido en [a, b], dotado con la topoloǵıa generada

por la misma sucesión de seminormas del ejemplo anterior.

Para los isomorfismos entre estos espacios y s puede consultarse [52, caṕıtulo

29].
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closed vector spaces of universal functions for composition operators. J.

Approx. Theory, 82(3):375–391, September 1995.



106 BIBLIOGRAFÍA
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[51] F. Mart́ınez-Giménez and A. Peris. Hypercyclic and chaotic backward
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[63] E.A. Sánchez-Pérez. On the structure of tensor norms related to (p, σ)-

absolutely continuous operators. Collect. Math., 47(1):35–46, 1996.
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