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Introduccion

El propésito general de esta memoria es el estudio de la hiperciclicidad
y el caos de operadores en espacios de sucesiones. También estudiamos la

incidencia de los productos tensoriales en la universalidad.

En un espacio vectorial topolégico, diremos que un vector del espacio
es hiperciclico para un operador si la érbita del vector respecto de dicho
operador, definida como el conjunto de sus iteraciones, es densa en el espacio.
Un operador es hiperciclico si tiene un vector hiperciclico. La hiperciclicidad
es un caso particular de una nocién mas amplia llamada universalidad. Una
familia de operadores {T;};c; se dice que es universal si existe un vector x
de manera que {T;x};c; es denso en el espacio. Como puede observarse la
hiperciclicidad de un operador T' consiste pues en estudiar la universalidad
de la sucesién {7, := T"},>1 de operadores formada por sus iteraciones.

Un vector se dice que es ciclico para un operador si la envoltura lineal de
su érbita es densa en el espacio. Ademas la clausura de la envoltura lineal de
la orbita de un vector es el menor subespacio cerrado invariante que contiene
al vector. Por tanto un operador no tiene subespacios cerrados invariantes
no triviales si y sélo si todo vector no nulo es ciclico. Un vector se dice que
es superciclico para un operador si los multiplos escalares de los elementos
de su orbita son densos en el espacio. Finalmente, un operador no tiene
subconjuntos cerrados invariantes no triviales si y sélo si cada vector no nulo
es hiperciclico. Obviamente un vector hiperciclico es superciclico y a su vez
un vector superciclico es ciclico. Al igual que se observé anteriormente, los
conceptos de ciclicidad y superciclicidad de un operador 7' también pueden
estudiarse como un caso particular de universalidad, basta para ello con
tomar las familias de operadores {> _, axT* }neno.ao...anek ¥ AT Fack nen,

respectivamente.



2 Introduccion

Los vectores y operadores hiperciclicos aparecen por primera vez en los
trabajos de Birkhoff, MacLane y Rolewicz. En 1929 G.D. Birkhoff [17] esta-
blecié un interesante resultado sobre las érbitas de funciones por operadores
traslacion en el espacio de las funciones enteras. Concretamente, si consi-
deramos el espacio de Fréchet H(C) dotado de la topologia de convergencia

uniforme sobre los conjuntos compactos del plano complejo, y el operador

traslacion T, : H(C) — H(C) definido como
T.f(:) = f(z+0) (f €H(C), €T, a€O),

Birkhoff demuestra que si a # 0, entonces existe una funcién f € H(C) cuya
6rbita {17 150, es densa en H(C). Es decir, existe una funciéon “universal”
tal que, en cada conjunto compacto, sus traslaciones se aproximan a cualquier
funcién entera tanto como se desee.

En 1952 G. R. MacLane [50] demuestra que el operador derivada D :
H(C) — H(C) también es hiperciclico.

El estudio de los operadores hiperciclicos en espacios de Hilbert aparecié
por primera vez en 1969 de la mano de S. Rolewicz [60], quien prueba que
si B es el operador “backward shift” en [y definido como B(ay, as, as, ...) :=
(ag,as,...), entonces AB es hiperciclico para todo nimero complejo A de
modulo mayor que la unidad.

Referimos al excelente survey sobre universalidad e hiperciclicidad de
K.G. Grosse-Erdmann [39] para més detalles y ejemplos.

Por otro lado, recientemente, el estudio de los operadores hiperciclicos
ha aparecido en el analisis de los sistemas dindmicos discretos. Una de las
definiciones mas cominmente aceptadas de aplicacién cadtica es la propues-
ta por R.L. Devaney [30]; una aplicacién continua en un espacio métrico es
caotica si es transitiva, el conjunto de puntos periddicos es denso en el espacio
y tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales (véase 0.2.14). En
1992 Banks et al. [5] demuestran que en espacios métricos, una aplicacién
continua que es transitiva y posee un conjunto denso de puntos periédicos
tiene necesariamente dependencia sensible de las condiciones iniciales. Para
aplicaciones continuas en espacios métricos completos separables, transiti-
vidad es equivalente a hiperciclicidad y el estudio de la transitividad es el

principal escalén para establecer que una aplicacion es cadtica. Por tanto en
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nuestro contexto de trabajo (espacios de Fréchet) tenemos que una aplicacién
continua es cadtica si y sélo si es hiperciclica y posee un conjunto denso de
puntos periddicos.

Pasamos a continuacién a describir brevemente el contenido de los cinco
capitulos de los que consta esta memoria. En el capitulo 0 establecemos algu-
nas notaciones y preliminares que se usaran en la memoria. Es de resaltar la
seccion 0.2.4, en la que probamos un lema que sera repetidamente utilizado
en posteriores capitulos. Este lema puede ser considerado como una genera-
lizacién del Principio de Comparacion de Hiperciclicidad de Shapiro [65, p.
111].

En el capitulo 1 caracterizamos la hiperciclicidad y el caos de operadores
backward shift ponderados en espacios escalonados de Kéthe. De esta mane-
ra extendemos el estudio que hizo Salas [62] de la hiperciclicidad de este tipo
de operadores en el espacio [,. Nuestras caracterizaciones pueden aplicarse
a operadores clasicos definidos en espacios de funciones al representar éstos
como espacios de Kothe (véase [19, 28, 35, 48]); y a ejemplos que provienen
de la Fisica (véase [36, 41, 59]). Probamos que perturbaciones de la identi-
dad por operadores backward shift ponderados son hiperciclicas en espacios
de Kothe, generalizando de esta manera otro resultado de Salas [62] en Iy,
que a su vez respondia a una pregunta de Chan y Shapiro [28]. Ademads
caracterizamos cuando este tipo de operadores son cadticos. Finalmente, en
la seccién 1.4, estudiamos backward shift generalizados (en el sentido de Go-
defroy y Shapiro [36]) en espacios de Fréchet, contestando ademas de forma
afirmativa a una pregunta en [36].

En el capitulo 2 demostraremos que ninguna perturbacién de la identidad
por un operador compacto en un espacio de Fréchet es cadtica. Este resulta-
do contrasta con la solucién a la pregunta de Rolewicz [60] en 1969 sobre la
existencia de operadores hiperciclicos en todo espacio de Banach separable
de dimensién infinita. En 1997 Ansari [2] y Bernal [8] contestan indepen-
dientemente de forma afirmativa. Posteriormente Bonet y Peris [22] genera-
lizan el resultado a espacios de Fréchet separables de dimension infinita. En
todos los casos los operadores hiperciclicos construidos son perturbaciones
de la identidad por operadores compactos y por tanto no cadticos. Damos

una respuesta negativa a la pregunta natural de si todo espacio de Fréchet
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separable de dimension infinita admite operador cadtico. Concretamente el
contraejemplo es un espacio de Banach sobre el que no se pueden definir ope-
radores cadticos. Este estd basado en resultados de Gowers y Maurey [37]
concernientes a espacios de Banach hereditariamente indescomponibles.

El capitulo 3 estd dedicado al estudio de la incidencia de los productos
tensoriales en la universalidad, la hiperciclicidad y el caos. Este estudio nos
permitird obtener resultados sobre universalidad, hiperciclicidad y caos de
operadores definidos en espacios de varias variables a partir de la corres-
pondiente propiedad en espacios de funciones de una variable. Obtendremos
también consecuencias para operadores de composicién definidos en el algebra
L(E).

En el capitulo 4 vamos a estudiar la hiperciclicidad y el caos de polino-
mios. Bernardes [11] prob6 que para d > 1 no existen polinomios continuos
d-homogéneos hiperciclicos en ningtin espacio de Banach. Peris [58] presenta
ejemplos de polinomios continuos d-homogéneos y cadticos (por tanto hi-
perciclicos) en espacios de Fréchet. Por otra parte, sin exigir homogeneidad,
también prueba que existen polinomios cadticos en [, en [57]. Nosotros dare-
mos condiciones para que ciertos polinomios sean hiperciclicos y/o cadticos

en espacios de Kothe.



Capitulo 0

Notaciones y preliminares

En este primer capitulo incluimos algunas definiciones y resultados, de
caracter preliminar, que seran utiles en el desarrollo de la memoria. Estable-

cemos también las notaciones a utilizar.

0.1 Notaciones en espacios localmente conve-
XO0S

Sea E espacio localmente convexo (e.l.c.), denotaremos por Uy(E) el sis-
tema de todos los 0-entornos (0-ent.) absolutamente convexos (abx.) en E.
Por B(E) entenderemos el sistema de todos los acotados abx. en E, y sc(E)
representara el conjunto de todas las seminormas continuas en F. Si X es
un espacio normado, Bx denotara la bola unidad cerrada.

Si A es un subconjunto abx. de E, denotaremos por p,4 el funcional de
Minkowski asociado a A, y E(4) := lin A/ ker p4 serd espacio normado con la
norma inducida por py4.

Sea (F, F) un par dual. Denotaremos por o (E, F) y ((FE, F) las topo-
logias en E de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos finitos de F
y los o (F, E)-acotados respectivamente.

Si F esel.c., E'y E* seran los respectivos duales topoldgico y algebraico.
E representard la completacién de E. Si C C E, por T (C) entenderemos la
envoltura absolutamente convexa de C.

Otras notaciones como en [43, 46, 47, 55, 71, 52].
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0.2 Universalidad, hiperciclicidad y caos

En esta seccién vamos a definir tres conceptos basicos a lo largo de esta
memoria. Nos referimos a universalidad, hiperciclicidad y caos. También
veremos algunas relaciones existentes entre ellos en nuestro contexto de tra-

bajo.

0.2.1 Universalidad

Definicién 0.2.1 Una sucesion de operadores {T,, : n € N} en un e.l.c. E

se dice que es universal si existe un vector x € E tal que
{Tx:neN}=E.

A un tal vector x se le llama universal para la sucesion de operadores {T,,
n € N}.

A continuacién damos una condicién suficiente para establecer la univer-
salidad de una sucesion de operadores que resulta ser util. Estd inspirada
en el Criterio de Hiperciclicidad que dio J. Bes [12] (véase también [14]).
Sobre este criterio hablaremos mas extensamente en la seccién 0.2.2 cuando

consideremos el caso particular de las iteraciones de un tnico operador.

Teorema 0.2.2 (Criterio de Universalidad) Sea {T,, : n € N} una su-
cesion de operadores en un espacio de Fréchet separable E. Si existen sub-
conjuntos densos X eY de E, una sucesion creciente de naturales {my};—, y
aplicaciones Sy, : Y — E, k € N (posiblemente discontinuas o no lineales)

tales que
(1) Thn, "=% 0 puntualmente en X,
(11) Spm, "% 0 puntualmente en Y,
k—oo

(111) Tpn, © S, — Idy puntualmente en Y,

entonces la sucesion {T,, : n € N} es universal.
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Basta tener en cuenta que, si {V,, : n € N} es una base de la topologia
de E, entonces para cada n,m € N fijamos x € X NV,,, y € Y NV,,. Por (i),
(ii) y (iii) existe k € N tal que tomando

2 =2+ 9,y € Vi,
se tiene
T2 = Tonpx + Ty, (S ) € Vi

Es decir, z € V;, N T,,,! (V,), luego
Gn= | T,'Va
m=1

es un abierto denso en F. El resultado se sigue al aplicar el teorema de Baire

a

G = ﬁ G T, Vo,

n=1m=1
ya que cada elemento de G es universal. A la vista de lo anterior podemos
incluso afirmar que el conjunto de vectores universales es denso en E.
Para el desarrollo de capitulos posteriores resultara util establecer la si-

guiente

Definicién 0.2.3 Diremos que una sucesion de operadores {T,, : n € N} en
un e.l.c. E satisface el Criterio de Universalidad (CU) respecto de {my}r-,,
si {T,, : n € N} satisface las hipdtesis del teorema 0.2.2.

Observacién 0.2.4 Claramente si {7, : n € N} satisface el Criterio de Uni-
versalidad respecto de {my},—;, ¥ {ms, }22; es una subsucesién de {my}2,,

entonces {7, : n € N} cumple el Criterio de Universalidad respecto de

Observacién 0.2.5 Sea {7}, : (F,7;) — (E,7;) : n € N} una sucesién
de operadores en (E,7;), i« = 1,2. Si la topologia 7 es més fina que la
topologia 7 y {7, : n € N} satisface el Criterio de Universalidad para la
topologia 71, entonces también cumple el Criterio de Universalidad para 7.
Esta afirmaciéon se demuestra sin dificultad y jugara un papel importante en

el capitulo 3.
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Segun la definicién 0.2.3 los subconjuntos densos X e Y no son en general
subespacios de E, tampoco las aplicaciones S,,, : Y — E son necesariamen-
te lineales. A continuacién vamos a probar que sin pérdida de generalidad
podemos suponer que X e Y son subespacios densos de F y que las aplica-

ciones S,,, son lineales.

Lema 0.2.6 Sea {71, : n € N} una sucesion de operadores en un espacio
localmente convezo E. Si {T, : n € N} satisface el Criterio de Universalidad
respecto de la sucesion {my}2 |, entonces existen subespacios densos X' e Y’

de E y aplicaciones lineales S), Y' — E, k €N, tales que
(1) Thn, "% 0 puntualmente en X',

(ii) S, "% 0 puntualmente en Y,

k—o0

(i4) T, © Sy, — Idyr puntualmente en Y.

Demostracién. Por hipotesis sabemos que existen subconjuntos densos
X e Y de E, una sucesién creciente de naturales {my},,, y aplicaciones
Sm, 1Y — E, k € N, (posiblemente no lineales, posiblemente discontinuas)

tales que
(a) T,z "% 0 para todo z € X,
(b) Sm,y "=% () para todo yey,
(€) (Tpn, © Sy )y == y para todo y € Y.

Tomamos X' := lin(X) e Y’ := lin(Y). Obviamente X' e Y’ son subes-
pacios densos de E. Sea B una base algebraica de Y’ tal que B C Y. Para
cada y € By k € N definimos S, (y) := S, (y) y extendemos S}, a todo

Y’ por linealidad. Se tiene (i), (ii) y (iii) de manera trivial a partir de (a),

(b)y (c). W

Observacién 0.2.7 En virtud del lema anterior y cuando sea necesario (es-
pecialmente en el capitulo 3) supondremos que si una sucesién de operadores
{T,, : n € N} satisface el Criterio de Universalidad respecto de {my}2,,
entonces los subconjuntos densos X e Y de F son subespacios densos de F,

y también que las aplicaciones S,,, son lineales para todo k£ € N.
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0.2.2 Hiperciclicidad

Como se mencioné en la introduccion, de los tres conceptos ciclicos que
existen, nos centraremos fundamentalmente en la hiperciclicidad. Es un caso
particular e importante de universalidad, el cual consiste en estudiar la uni-

versalidad de la sucesién formada por las iteraciones de un mismo operador.

Definicién 0.2.8 Un operador T en un e.l.c. E se dice que es hiperciclico
si la sucesion {T™ : n € N} es universal, es decir, si existe un vector v € E

tal que la orbita de x por T definida como
Orb(T, z) := {x, Tz, T?z,...}
es densa en E. A un tal vector x se le llama vector hiperciclico para T .

Como es de esperar existe una condicién suficiente, similar al teore-
ma 0.2.2, para establecer la hiperciclicidad de un operador. Es conocido
como Criterio de Hiperciclicidad. La primera versién de este criterio la probd
C. Kitai [44] en su tesis doctoral en 1982. Este no fue publicado y poste-
riormente R.M. Gethner y J.H. Shapiro [35] redescubrieron el criterio en una

forma un poco mas general en 1987.

Teorema 0.2.9 (Criterio de Hiperciclicidad (Kitai, Gethner-Shapiro))
Sea T un operador en un espacio de Fréchet separable E. Si existen subcon-
juntos densos X eY de E, una sucesion creciente de naturales {my}y—, y

una aplicacion S 1Y — 'Y (posiblemente discontinua y no lineal) tales que
(i) T™* "% 0 puntualmente en X,
(i1) S™* "% 0 puntualmente en Y,

(i1i)) T o S = Idy,

entonces el operador T es hiperciclico.

Posteriormente Godefroy y Shapiro [36] generalizan el criterio observando
que en lugar de iterar una tunica funcion S : Y — Y es suficiente tener una
sucesiéon de aplicaciones {S,,, } que sean inversas por la derecha de {T"*}
y que también converjan puntualmente a cero en Y. Es decir, establecen la

siguiente version mas general.
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Teorema 0.2.10 (Criterio de Hiperciclicidad (Godefroy-Shapiro))

Sea T un operador en un espacio de Fréchet separable E. Si existen subcon-
juntos densos X eY de E, una sucesion creciente de naturales {my},—, vy
aplicaciones Sy, : Y — E, k € N (posiblemente discontinuas y no lineales)

tales que
(i) T™* pmic ) puntualmente en X,
(11) Spm, "2 0 puntualmente en Y,
(11i) T o Sy, = Idy, k €N,
entonces el operador T es hiperciclico.

J. Bes [12] (véase también [14]) todavia demuestra una versién mas débil

relajando la condicién (iii). Su prueba es consecuencia de 0.2.2.

Teorema 0.2.11 (Criterio de Hiperciclicidad (Bés)) Sea T un opera-
dor en un espacio de Fréchet separable E. Si existen subconjuntos densos
X eY de E, una sucesion creciente de naturales {my},-, y aplicaciones

Smy Y — E, k € N (posiblemente discontinuas y no lineales) tales que
(1) T™* "% 0 puntualmente en X,

(11) Spm, "=% 0 puntualmente en Y,

(iii) T™ o Sy, "% Idy puntualmente enY,

entonces el operador T es hiperciclico.

Analogamente a como hicimos para universalidad resultara util establecer

la siguiente

Definicién 0.2.12 Diremos que un operador T' en un e.l.c. E satisface el
Criterio de Hiperciclicidad (respecto de {my},- ) en el sentido de Godefroy-
Shapiro (resp. Bés), si T satisface las hipdtesis del teorema 0.2.10 (resp.
teorema 0.2.11).

También puede obtenerse una propiedad analoga a la observacion 0.2.4,

es decir,
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Observacién 0.2.13 Si T satisface el Criterio de Hiperciclicidad respecto
de {my},o,, v {mu, }52, es una subsucesién de {my}72,, entonces T satisface

el Criterio de Hiperciclicidad respecto de {my, }32;.

0.2.3 Caos

Recientemente la hiperciclicidad se ha visto relanzada al tener relacion
con el caos de sistemas dinamicos discretos. Concretamente la transitividad
de una aplicacién continua y la existencia de un punto con o6rbita densa
(respecto de la misma aplicacién) son equivalentes en nuestro contexto de
trabajo. A continuacién vamos a definir de forma precisa estos conceptos y
pondremos de manifiesto su relacién.

Para sistemas dinamicos discretos, una de las definiciones de aplicacion

cadtica mas cominmente aceptadas es la de R.L. Devaney [30].

Definicién 0.2.14 (Devaney) Sea X un espacio métrico y f : X — X

una aplicacion continua. Se dice que f es cadtica si

1. f es topologicamente transitiva, es decir, para todos U y V' abiertos no

vacios de X, existe n € N tal que
M U)nv £0.

2. El conjunto
P:={zeX:aIneN con flz =z}
de los puntos periddicos de f es denso en X.

3. f tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales, es decir, existe
e > 0 tal que para todo x € X y todo U entorno de x, existen y € U y

n € N con
d(f"(z), ["(y)) > e.

A pesar de que la propiedad (3) es la mas intuitiva y conocida del caos,
Banks et alt. [5] prueban en 1992 que (3) se deduce de (1) y (2), y por tanto

esta propiedad es redundante.
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La relacion existente entre la transitividad y la existencia de puntos con
orbita densa a la que haciamos referencia en la introduccién de esta seccion

se debe a la siguiente

Proposicién 0.2.15 Sean X un espacio métrico de Baire separable y per-
fecto (i.e., sin puntos aislados) y f : X — X aplicacion continua. Entonces
eviste x € X cuya orbita respecto de f es densa en X si y solo si f es

topologicamente transitiva.

Demostracién. Por hipétesis sea z € X tal que {f"z : n € Ny} es
denso en X. Sean U y V abiertos no vacios de X. Existe £ € N tal que
%2 € U. Como X no tiene puntos aislados {f™z : m > k} también es

denso en X, luego existe n € N tal que
[z = fr(ff2) e V.
Basta tomar y := f¥z € U, tenemos entonces que f"y € V y por tanto
(U)NVv #£0.

Reciprocamente, como X es espacio métrico separable satisface el 29 axio-
ma de numerabilidad. Elegimos por tanto {V,}, .y base de abiertos para la

topologia de X. Para cada n € N definimos
Gpn:={re€eX : 3meNcon f"xeV,},

o equivalentemente

Gn = (fm)il (Vn) .

(@

m=1

Obviamente, para todo n € N, G,, es abierto en X. Veamos que cada G,, es
denso en X. Sean n € N y un abierto U de X fijos. Como f es transitiva

existe m € N tal que
frU)yNv, #0,

esto es, existe x € U tal que f™x €V, de donde x € U N G,,.
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Por ser X espacio de Baire tenemos que

G:=[)Gn
neN
es denso en X.
Veamos que cada punto z de G tiene Orbita, respecto de f, densa en X.
Sea z € Gy U abierto cualquiera de X. Por la eleccién de {V},}, existe
no € N tal que V,,, C U. Por otro lado, como z € G C G, tenemos que

existe m € N tal que
ffzeVv,, CU,

por tanto Orb(f, z) es densa en X. W

Una consecuencia inmediata en el contexto de trabajo en el que nosotros

tenemos es

Corolario 0.2.16 Sea E un espacio de Fréchet separable. Un operador en

E es hiperciclico si y solo si es topologicamente transitivo.

Observaciéon 0.2.17 La transitividad es el principal escalén para establecer
el caos de una aplicacién continua. En espacios de Fréchet y segtin acabamos
de probar, para operadores hiperciclicos sélo nos resta probar la existencia de

un conjunto denso de puntos periédicos para establecer el caos del operador.

Observacién 0.2.18 Aunque el concepto de hiperciclicidad se definié ini-
cialmente para operadores (aplicaciones lineales y continuas), por extension,
aplicaciones continuas para las que existe un punto con orbita densa tam-
bién es usual denominarlas hiperciclicas. De esta manera, en el capitulo 4
estudiaremos la hiperciclicidad y caos de polinomios en espacios de Fréchet,
entendiendo por polinomios hiperciclicos aquellos que tienen un punto con

orbita densa.

0.2.4 Un lema util

J.H. Shapiro [65, p. 111] prob6 una condicién muy 1til, conocida como el

Principio de Comparacion de Hiperciclicidad, que dice: Si un operador T :
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(E,7) — (E,T) es tal que existe un subespacio denso F' — E'y una topologia
més fina 7 en F de manera que T|p : (F,7") — (F,7') es hiperciclico,
entonces T es hiperciclico. Nosotros generalizamos esta condicién, incluyendo

a su vez otros aspectos como la universalidad y el caos.

Lema 0.2.19 Sea {T;, : E; — E; : n € N} sucesion de operadores definidos
en un espacio de Fréchet separable E;, 1 = 1,2 y sea ¢ : £y — E5 una
aplicacion continua con rango denso tal que Ty, o ¢ = ¢ o T ,, para todo

n € N. FEs decir, el diagrama

Ty,
E, —— E;

Ll

Ty,
Ey — F,

es conmutativo para todo n € N. Si {11, :n € N} es universal (satisface
CU), entonces {Ts,, : n € N} es universal (satisface CU). En particular, si
consideramos la sucesion formada por las iteraciones T;,, :==T" de un mismo

operador (i =1,2), se tiene:
(1) Si Ty es hiperciclico, entonces Ty es también hiperciclico.
(2) SiTy es cadtico, entonces Ty es también cadtico.

(3) Si Ty satisface el Criterio de Hiperciclicidad (en cualquiera de los sen-
tidos de Godefroy-Shapiro o Bes mencionados en 0.2.12), entonces Ty
también satisface el Criterio de Hiperciclicidad (en el mismo sentido

de Godefroy-Shapiro o Bés, respectivamente).

Demostracién. Sea x € E; un vector universal para {7} ,, },>1, es decir,
{T\ ,x}n>1 es denso en E;. Entonces {Ts, o ¢px},>1 = {¢ o T1,x}t,>1 €8
denso en Fsy ya que ¢ es una aplicacion continua con rango denso. De aqui
deducimos que ¢z es un vector universal para {15, },>1.

Supongamos ahora que {7}, : £y — E} },>1 satisface CU. Entonces exis-
ten subconjuntos densos X,Y C FEj, una sucesién creciente de naturales
{ni}x>1 y aplicaciones S, : Y — Ej tales que Ty ,, o Sy, hoop Idy puntual-
mente en Y y {T%,, }i>1 v {Sn, }k>1 convergen puntualmente a 0 en X e Y
respectivamente. Definimos X = ¢(X) y Y := ¢(Y), que son densos en
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ya que ¢ tiene rango denso en Fj5. Sin pérdida de generalidad supondremos
que ¢(0) = 0, si no fuera asi tomarfamos ¢(z) := ¢(z) — ¢(0). Observamos
en primer lugar que Th,, 0 ¢px = ¢po T, x e g} para todo z € X.

Para cada ¢ € Y, tomamos y € Y tal que ¢(y) = j. Definimos
Sy, Y — Ey, como S, () = ¢(Sn, (v), JEY.

Teniendo en cuenta la continuidad de ¢ y que {S,, y}r>1 converge a 0 para

todo y € Y, se tiene que
& _ k—o0
S () = ¢(Sny) — 0,

para todo § € Y. Finalmente

5 - k—o0 _
jﬁ2,n;C o Snky = T2,n;C o ¢ o Y = ¢ o Tl,nk o nyY — (b(y) =Y,
para todo § € Y.
Cuando tenemos la sucesion formada por las iteraciones T;,, := T de
un mismo operador (i = 1,2), por lo visto anteriormente, (1) y (3) estdan
probados. Para probar (2) sélo nos queda ver que si 77 tiene un conjunto

denso de puntos periddicos, entonces T también lo tiene. Si
Py :={x € Ey / x es un punto periddico para 17},
entonces
¢(P1) C Py :={y € E5 / y es un punto periédico para Ty }.

Por tanto si P; es denso en E; tenemos que P es denso en E,. W

Observacién 0.2.20 (1) El Principio de Comparacién de Shapiro se dedu-
ce facilmente del lema anterior si exigimos que ¢ sea una aplicacién lineal
e inyectiva. Si ¢ es continua y sobreyectiva, entonces el sistema dindmico
(T}, E4) se dice que es una extension del sistema dindmico (Ts, Es), y (T3, E»)
es también conocido como un factor de (11, Ey). Si ¢ : £y — Es es un homeo-
morfismo entre espacios métricos, entonces los sistemas dindmicos (E1,7T1) y

(B9, T3) se dice que son topoldgicamente conjugados. Herrero observo en [42]
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la invariabilidad por similaridades de la clase de operadores hiperciclicos en
un espacio de Hilbert H.

(2) Si ¢ es inyectiva observamos que si 7} satisface el Criterio de Hiper-
ciclicidad original de Kitai y Gethner-Shapiro, en este caso podemos definir
S:Y — Y como Sy :=¢oSo¢ty, y €Y. Entonces Ty satisface también
el Criterio de Hiperciclicidad de Kitai y Gethner-Shapiro.

0.3 Espacios de sucesiones de Kothe

En esta seccion consideraremos espacios de sucesiones escalonados de
Kothe. Recordaremos la definiciéon y también veremos la representacion co-
mo espacios de Kothe de algunos espacios de funciones que aparecen con

frecuencia en hiperciclicidad.

Definicién 0.3.1 Una matriz infinita A = (ajx)jren Se dice que es una
matriz de Kothe si para cada j € N existe un k € N con a;r, > 0y 0 <
ajr < ajr+1 para todo 3,k € N. Para 1 < p < oo, consideramos los espacios

escalonados de Kothe
0o 1/p
M(A) =Lz eKY . |z, = (Zm aj,k,v’> <oo, VEkEN, |
j=1

parap=o0 yp=>0

Aoo(A) = {:L‘ e K" ¢ ||z, :=sup|r;la;r < oo, Yk € N} :
jeN

J—00

Mo(A) = {:z: € Ao(A4) ¢ lim zja;, =0, V k€ N} :

y son espacios de Fréchet al dotarlos con las seminormas {||.|,, k € N}
definidas.

Un caso particular de espacios escalonados de Kothe son los espacios
de series de potencias. Son muy importantes porque muchos espacios de
funciones del andlisis clasico son isomorfos a espacios de series de potencias

a través de representaciones en series.
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Definicién 0.3.2 Sea o = (ay);oy una sucesion creciente en [0,00[ con

lim; 0 aj =00 yr € RU{+o00}. Consideramos los espacios

A (o) = {x cKY : |2f = Z |2;]% ¥ < oo para todo t < r} :
jEN
llamados espacios de series de potencias de tipo finito si r < oo y de tipo

nfinito st r = oo. La sucesion « es llamada sucesion exponente.

Observacién 0.3.3 Los espacios A,.(«) son espacios de Fréchet ya que para
toda sucesion estrictamente creciente (tg)reny con limg ooty = 7y A =

(€™99); ren tenemos que A, (a) = Ag(A).

Observacién 0.3.4 Cuando consideremos espacios de series de potencias
podemos restringir nuestro estudio a los espacios Ag(a) y Aso(@), ya que la
transformacién diagonal

D : A (a) — Ao(a) : Dz := (e"xy)

jeN>
es un isomorfismo para todo r € R.

Los espacios de Kothe son una generalizacion de los clasicos espacios
l,. La matriz de Kéthe A describe muchas de las propiedades del espacio,
por ejemplo una que utilizaremos en esta memoria es la caracterizacién de

espacios de Kothe nucleares.

Proposicién 0.3.5 Sea A = (a;); oy una matriz de Kithe. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(i) M\p(A) es nuclear para algin p € [1, 00].
(ii) A\p(A) es nuclear para todo p € [1,00].
(111) A\p(A) = A(A) = No(A) para todo p, ¢ con 1 <p,q < oco.

(tv) Para cada k € N eziste un m € N, m > k tal que

> a
ik
—% < o0,
j=1 ajvm
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Referimos al lector a [52] o a [71] para la demostracién de la proposicién
anterior. Para otros resultados resultados sobre espacios de Kothe referimos
a los citados textos y también a [15].

En relacion con los espacios de sucesiones, unas clases de operadores muy
importantes definidos en ellos son los llamados backward shift y backward
shift ponderados.

Definicién 0.3.6 Se define la aplicacion backward shift (unilateral) B ac-

tuando sobre una sucesion (x1, 2z, ...) como
B(Qll,xg, .. ) = (IQ,I‘g, c. )

Dada una sucesion de pesos w = (wa, ws,...), se define la aplicacion back-

ward shift ponderada (unilateral) By, asociada w como
By(x1, 29, ...) = (wexg, w3xs, ... ).
Es decir
Byeji1 = wjiiej, j €N

Obviamente los backward shifts son aplicaciones lineales. Necesitamos
que en el espacio de sucesiones en el que estemos trabajando estén bien
definidos y sean continuos. Ese es el caso para B : [, — I, y para By, : I, — [,
siy solo si w € ly. Los operadores backward shifts han sido ampliamente
estudiados en los espacios [,. Nuestro objetivo es estudiarlos en espacios de
Kothe en relacion a la hiperciclicidad y el caos. La siguiente proposicién

caracteriza cuando estan bien definidos y son continuos.

Proposicién 0.3.7 Sean A = (a;);ken una matriz de Kothe yw = {w;};>o

una sucesion de pesos.

(i) B : M\(A) — N, (A) estd bien definido y es continuo si y sélo si la

matriz A satisface

a/.
VneN, I3m>n : sup—2"— < oo, (1)
JEN Qjt1.m

donde si aji1,, =0, tenemos que a;, = 0 y consideramos 0/0 como 1.
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(it) By : \p(A) — N\(A) estd bien definido y es continuo si y solo st A y w

cumplen

a.
VneN, I3m>n : sup|wj| —2 < . (2)
jeN @j+1,m

Demostracién. Basta probar (ii). Si B, es continuo, entonces
VneN, Im>n, IM>0 : [|Byz|, <Mlz|,,, Vo e X, (A).
Si tomamos en particular x = ejyq, con j = 1,2,... obtenemos

wyaalllesll, < Mllegsall j=1.2....

luego
|U)j+1’ Qjn S M Qj41,m, j = 1,2, .
de donde
sup |wj41] Gin_ < .
JEN Aj1,m

Reciprocamente, si la matriz de Kéthe A satisface (2) entonces
VneN, I3m>n, 3M >0 : |wj]aj, <M ajim, j=1,2,...

Dada una seminorma ||.||, y dado x € A,(A), existe m > n tal que si 1 <

p < 00

o 1/p
|Buz|, = <Z|wg‘+1 Tt aj,n|p>
j=1

0 1/p
< M (Z |71 aj+1,m|p> < M|=[],, < oo

J=1

(respectivamente, para p = 0 tenemos

||wa||n = Sup|wj+1 93j+1|aj,n
jEN

< M sull\)I ]a:j+1! Ajt1,m < MHme <0 )
je

y entonces By, : A\,(A) — A, (A) es continuo y esta bien definido. W
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Observacién 0.3.8 Nétese que en este caso By, : \p(A) — A, (A) estd bien

definido si y sélo si es continuo.

En los capitulos 1 y 4 vamos a obtener caracterizaciones en espacios de
Kothe para el caos de operadores backward shift y de polinomios homogéneos
respectivamente. En estas caracterizaciones jugard un papel importante la
inclusion canodnica I, C A,(A), inclusiéon que pasamos a caracterizar a con-

tinuacion.

Proposicién 0.3.9 Sea A = (am)j nen Matriz de Kothe. Entonces lo, C
Mp(A) de forma candnica si y solo si la matriz A satisface que {a;jn}jen € Iy

(lo :==co sip=20), para todo n € N.

Demostracién. Sila matriz A satisface la condicién de que {a;,}jen €
l, para todon € Ny {z;},en € I, entonces
P P P

E |zja;,|" < M E aj, < oo, VneN,

jeN jeN
donde M := sup,cy |7;| (para p = 0 basta observar que el producto de una
sucesién acotada y una convergente a cero es una sucesién convergente a
Cero).

Reciprocamente, si existe ng € N tal que {a;jn,}jen ¢ ,, entonces z :=
{1}jen € loo pero z ¢ N(A). B

Los operadores backward shift también pueden definirse si tomamos espa-

cios de Kothe de sucesiones en Z. En este caso caso, estos espacios generalizan

los 1,(Z).

Definicién 0.3.10 Una matriz infinita A = (a; ;) jezren e dice que es una
matriz de Kothe si para cada j € 7 existe un k € N con ajp >0y 0 <a;, <
ajr+1 para todo j € Z, k € N. Para 1 < p < oo, consideramos los espacios

escalonados de Kothe

1/p
M(A) =Lz eK? @ |z, = (Zkv] aj,kp> <oo, VEeN, |

JEZ

parap=o0 yp=>0

Aoo(A) := {x e K% . ||z, == sup|z;|ajr < oo, V k€ N} ,
jez
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Mo(A) = {:13 €A(A) : lim zja;, =0, VEke€ N} .

|j|—o0

Para sucesiones en Z, los operadores backward shift continuos y bien

definidos también pueden caracterizarse.

Definicién 0.3.11 Se define la aplicacion backward shift bilateral B actuan-

do sobre una sucesion (... ,T_9,T_1,Tg,T1,T2,...) COMO
B( ey L9, _1,20,T1,T2,... ) = ( o, Xr_1,20,T1,T2,T3, ... ),
es decir,

Bei = €1, 1 € 7.

Dada una sucesion de pesos w = (... ,w_g, W_1,Wo, Wy, Wa,...), se define la

aplicacion backward shift ponderada bilateral B,,, asociada a w como
Bu(... 29,01, T0,%1,Tay...) = (... ,W_1T_1, WoTg, W1 T, WaTo, W3T3, - . - ),
es decir,

Bwei = W;€i_1, 1€ 7.

Proposicién 0.3.12 Sean A = (a;i) ez ken una matriz de Kithe y una su-

cesion w = {w; };ez.
(i) B : M\(A) — A, (A) estd bien definido y es continuo si y sélo si la

matriz A satisface

a<
VneN, Im>n : sup——— < oo, (3)
J€Z Aj4+1,m

donde si aji1m =0, tenemos que a;, = 0 y consideramos 0/0 como 1.

(11) By : M\py(A) — A\, (A) estd bien definido y es continuo si y solo si A y w

cumplen

Ajn

VneN, 3m>n : sup|wj|
JEZ aj+1,m

< 0. (4)



22 Notaciones y preliminares

Demostracion. La demostracién es completamente andloga a la del caso

unilateral en la proposicién 0.3.7. B

Observacién 0.3.13 Al igual que para sucesiones en N (proposicién 0.3.9)
podemos obtener la siguiente caracterizacion. Sea A = (@) ey oy Mmatriz
de Kéthe. Entonces [ (Z) C A\,(A) de forma canonica si y s6lo si la matriz
A satisface que {a;,}jez € 1,(Z) (I0(Z) = co(Z) si p = 0), para todo n € N.

El estudio de operadores backward shift en espacios de Kothe sera nuestro
principal objetivo en el capitulo 1. Estos espacios pueden utilizarse como re-
presentacion alternativa de espacios clasicos e importantes de funciones como
por ejemplo espacios de funciones holomorfas. Ademads, algunos operadores
en espacios de funciones son operadores backward shift (ponderados) al uti-

lizar la representacion mencionada anteriormente. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 0.3.14 Consideremos el espacio de las funciones enteras H(C),
dotado de la topologia de convergencia uniforme en los conjuntos compactos
de C. Si f € H(C), podemos considerar su desarrollo en serie de Taylor

*£)
f(z) = Z f(j‘(o)zj, Vz e C.
=0

Para cada k € N se tiene que la serie

4!

i fO(0)e*
j=0

es absolutamente convergente. Por tanto

e

7°

tomando la matriz de Kothe

ik
A= (aj,k)jeNo,keN = (ej )jeNO,keN'

Tenemos entonces una aplicacion lineal y biyectiva ®

) o
O :H(C) — A\ (A) : f|—>{f]'(0)}_ .
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Una sucesion fundamental de compactos de C esta dada por
Ky={2€C:|z| <€}, keN.
Para cada f € H(C) y cada k € N se tiene
[f1l;, = sup [f(2)]

z€K}

{57,

® es entonces una aplicacién lineal, abierta y biyectiva entre espacios de

k

Fréchet, por tanto un isomorfismo. Puede observarse que la matriz A cumple

que para cada n € N existe m > n, tal que

o a oo
j,n i(n—
L el < oo,

a .
j=0 "I =0

Como se cité en 0.3.5 esto implica que para 1 < p < 0o, A\,(A) es un espacio
nuclear y por tanto A\,(A) = A\g(A) para 1l < p < oo (véase [52, teorema 28.16]
o también [71]). En consecuencia H(C) es isomorfo al espacio de series de
potencias A (a) para {a;};>0 = {j};>o0-

Otra posible eleccion es tomar la matriz de Kothe

_ ok
A = (@) jeng pen = 7 ,
J* J jeNg,keN

v:H(C) — )\1(2) D fr— {f(j)(o)};io'

y el isomorfismo

Consideremos ahora el operador derivada
D:H(C)— H(C) : f+— [
Si tomamos el isomorfismo entre H(C) y A;(A), tenemos que el diagrama

H(C) —2— H(C)
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es conmutativo y el operador derivada queda representado como el operador
backward shift.
Si tomamos el isomorfismo entre H(C) y A;(A), tenemos que el diagrama

D

Yy
H(C) —— H(C)

o o
A(A) =2 M (A)

es conmutativo tomando la sucesién w = {1,2,...}. En este caso el operador

derivada queda representado como un operador backward shift ponderado.

Ejemplo 0.3.15 Consideremos el espacio de las funciones holomorfas en el
disco H(DD), dotado de la topologia de convergencia uniforme en los conjun-
tos compactos de . Considerando la misma identificacion que tomamos
en 0.3.14, es decir, a cada funcién le hacemos corresponder la sucesién for-
mada por los coeficientes de su desarrollo en serie de Taylor. De manera
similar puede probarse que H(D) es isomorfo a A (A) (véase [43, proposicion
2.10.10]), donde

A=(a;;) = (e_(j/k))

j€Ng,keN "~

Se comprueba sin dificultad que A;(A) es nuclear y entonces A(A) = A,(A)

para todo p € [1,00] U {0}. De esta manera, tomando «,, = n, se tiene que

A2(A) = Ao(a) = {x eCN : Z |2,,|? 72" < 00 para todo r < 1}

neN

es isomorfo a H(D).

Ejemplo 0.3.16 Consideremos ahora el producto de lineas, es decir, w =
KY, con la topologia producto. Este espacio también puede representarse
como un espacio escalonado de Kothe. Concretamente si la matriz de Kothe

A = (k) ey satisface que
Vk e N, 3j(k) : ajr=0,Y5 > j(k),

entonces w = A;(A).
Obsérvese que teniendo en cuenta la caracterizacién obtenida en la pro-

posicién 0.3.7, todo backward shift es continuo y esta bien definido en w.
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Ejemplo 0.3.17 Para a; := log j, consideramos el espacio s := Ay (), es

decir,
5= {x ceKY : |z|} = Z |z;]% 7% < oo para todo k € N} = A2 (A),
jeN

donde A = <jk)j,keN'
todo p € [1,00] U {0} y por lo tanto

Como Ay(A) es nuclear tenemos que s = \,(A) para

s:{xEKN : lim \xj|jk:OparatodokEN}.
j—o0

Este espacio s es llamado espacio de las sucesiones rapidamente decrecien-
tes y es muy importante ya que muchos espacios de Fréchet de funciones

diferenciables son isomorfos a s.

Ejemplo 0.3.18 Consideremos el espacio
M :={f: R — K, f infinitamente diferenciable, par y 27 periédica} ,

con la topologia generada por la familia de seminormas

£l = > sup {[fP(x)] : 0 <z <7}

0<p<k
Se tiene que M; es isomorfo a s. El isomorfismo viene dado por

b
f*—>(§0,b1,bg,...>,

donde % + 3% b,, cos mz es el desarrollo en serie de Fourier de f(z) (para

los detalles puede consultarse [71]).

Para ver més ejemplos, algunos de los cuales se utilizaran en el capitulo 4,

pueden consultarse [52, 45, 71].

0.4 Productos tensoriales

Para las notaciones de esta seccién referimos a [29, 43].
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Definicién 0.4.1 Sean E, F e.l.c. Se define la topologia tensorial proyectiva
men E® F como la topologia (localmente convera) dada por la familia de

SEMINOTMas

Qr ={p®xq : pEsc(E), qesc(F)},

donde si z € EQF

P ®r q(z) := inf {ZP(%‘)Q(%) D= Z:vj ®yj} .

Un sistema de 0-entornos absolutamente convexos para esta topologia vie-

ne dado por
{TURV) : UcelUy(E), VeV(F)}.
Se denotard este espacio por E ®; F y a su completacion por EQ,F.

Definicién 0.4.2 Sean E, F e.l.c. Se define la topologia tensorial inyectiva
e en E® F como la topologia (localmente convera) dada por la familia de

SEMINOTMAS

Q. ={p®.q : pesc(E), qesc(F)},

donde si z€ EQF, z=3"

T ®y ey e j=1,....n

n

> laga) (v, )

Jj=1

P ®e q(2) ::sup{ :x’eU;’, y’EVqC’},

siendo U] el polar de
Uy, ={re€FE : px) <1},

y andlogamente en F para V7. Se denotard este espacio por E ®. F' y a su

completacion por EQ.F.

Observacién 0.4.3 (1) Se tiene que pR. ¢ < p®, q y por tanto la topologia

tensorial proyectiva es mas fina que la inyectiva.
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(2) Si E'y F son espacios normados, entonces tenemos las normas tenso-

riales proyectiva 7(.; E, F') e inyectiva e(.; E, F') en E ® F definidas como
m(z B F) = iﬂf{z lz;llllysll = 2= = ®yj} :
j=1 j=1

e(z; E F) =sup{|(z'®y',2)| : 2’ € Bgr, ¥ € Bpi},
respectivamente.

Definiciones 0.4.4 Sean E y F espacios normados. Dada a(-; E, F') una
norma en E ® F, se dice razonable si e(-; E, F) <a(; E,F) <7( E,F).

a(-; B, F) es norma tensorial en E ® F' si es razonable y se cumple que,
dados E;, F; espacios normados, T; € L(FE;, F}), i = 1,2, entonces
T < Ty |- || T2 |-

Sea E (resp., F) el.c., U (resp., V) una base de 0-ent. abz. y py (resp.,
pv ) el funcional de Minkowski asociado a U € U (resp., V € V). Si a es
una norma tensorial, definimos (py ®.pv)(2) == a((QueQv)(2); Ewy, Fv)),
donde Qu : E — Ewy, Qv : F — Fy) son las correspondientes aplica-
ciones canonicas. Claramente, py ®, py es una seminorma en E ® F para
cada U € U yV € V. FEs mas, por ser a norma tensorial, el sistema de
seminormas {py Qo py : U € U, V € V} define una topologia localmente
convexa, llamada a-topologia, en E ® F. FEscribiremos E ®, F' para denotar
el espacio E ® F' dotado de la a-topologia.

St A y B son subconjuntos abx. de E y F', respectivamente, llamaremos
a(A,B) :={z € E®q F [ (pa®app)(x) <1} ={z € [A]®[B] / a((Q1 ®
Qp)(2); B, Em) < 1}

El siguiente lema [56] serd 1til en capitulos posteriores.

Lema 0.4.5 Si E;, F; son espacios localmente convexos, T; € L(FE;, Fy),

1 =1,2; entonces
(Ty ® T2)(a(A, B)) C a(T1(A), T2(B))

para todo par de subconjuntos absolutamente convexros A C Ey, B C Es.
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Demostracién. Para simplificar la notacién, aqui [C] denotara la envol-
tura lineal de C', para cualquier subconjunto C' de un e.l.c. Los operadores

T;, i = 1,2 inducen, de forma candnica

Ty : Eyay — Fima

Ty : Eypy — Fonyp)

y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

T1RTs
5

[A] ® [B] [T1A] @ [T, B]

QA@QBl J/QT1A®QTQB
Fuof
Eya) ® By ——> Fira ® Fym,n)

Sea z € a(A, B); por definicién tenemos que
a((Qa ® Qp)(2); Ev(a), Bam)) < 1,
de donde concluimos, teniendo en cuenta 0.4.4, que
a((Ty ® To) © (Q4 ® QB))(2); Funa) ® Faramy) < 1,
es decir, por la conmutatividad del diagrama anterior,

(Tl & TQ)(Z) € (I(TlA, TQB)

0.5 Polinomios homogéneos

Nuestro objetivo en el capitulo 4 es el estudio de la hiperciclicidad y caos
de polinomios en espacios de sucesiones Koéthe. Para la notacion y teoria en
general de polinomios en espacios localmente convexos referimos al capitulo
1 del libro de S. Dineen [31]. Recordaremos aqui algunas definiciones y

resultados.
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Definiciones 0.5.1 Sean E y F espacios vectoriales sobre C y N € N.
Denotemos por @y E el producto tensorial E ® o ® FE, definimos

ZNEN—>®NE, (I'I,I'Q,...,xn)I—>x1®x2...®xn
Ay: E — EY, T (z,2,...,7)

IN:E—-QyE, 11—~ (201xQ --Qu).

Denotaremos por L,(NE, F) el espacio de las aplicaciones N -lineales de
E enF. Para cada L € L,(NE, F) existe una tinica i (L) € L,(@nE, F) tal
que L = i% (L) oiy. Ademds, iy es un isomorfismo algebraico de L,(NE, F)
en Lo(QnE, F).

Un polinomio N-homogéneo de E en F es una aplicacion P : E — F
tal que existe L € L,(NE,F) con P = Lo Ay o equivalentemente, exis-
te T € L(ANE,F) con P = T oy (véase [31, capitulo 1, proposicion
1.3]).  Denotaremos por P,(NE,F) al espacio vectorial de los polinomios
N-homogéneos de E en F.

En los espacios Lo(NE,F) y Po(NE, F), el subindice a hace referencia
a “algebraico” ya que no hemos asumido en ningun momento continuidad.
Si E y F son espacios localmente convezos y dotamos a EN de la topologia
producto, denotaremos por LINE, F) y P(NE,F) el espacio de las aplica-
ctones N-lineales y continuas de E en F' y el espacio de los polinomios N -

homogéneos continuos de E en F' respectivamente.

Uno de los polinomios que se va a estudiar en el capitulo 4 es la potencia
d-ésima del backward shift, definida en un espacio de sucesiones de Kothe.

Caractericemos aqui cuando este polinomio esta bien definido y es continuo.
Proposicion 0.5.2 Sea A matriz de Kothe. El polinomio d-homogéneo
: ) d
P (A) — A(A) - {Zi}i21 U {Zi+1}i21;

estd bien definido y es continuo si y solo si la matriz A satisface la condicion

a.
VneN, dm>n : sup dj’n < 00, (5)
JeN Q541 m

donde si aji1,, =0, tenemos que a;,, = 0 y consideramos 0/0 como 1.
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Demostracién. Si P es continuo, entonces
YneN, Im>n, IM>0 : |Pxl|, < M|z|%, Yz € M\, (A).
Si tomamos en particular x = e;yq, con j = 1,2,... obtenemos

d .
lesll, < Mllejally,, 7=1,2,...

luego
ajngMame, j=12,...
de donde
sup < 00 .
JEN CLj—i—l,m

Reciprocamente, si la matriz de Kéthe A satisface (4.1) entonces
VneN, dm>n, 3M >0 : ajynSMa?H’m, 1=12...

Dada una seminorma |.||, y dado z € \,(A), existe m > n tal que si 1 <

p < 00

00 1/p
i, = (S )

ot (Sl ol N
}

a/p
d
|Zj41 aj+1,m’p> < M|z, < oo

IN

™Mz T

< M

Il
—

J

(respectivamente, para p = 0 tenemos
1Pzl = supl|af|an
jEN

d
= M je 51| a1 m < Mllally, < 00 )
J

y entonces P : A\,(A) — A, (A) es continuo y estd bien definido. W
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0.6 Espacios (DF)

Definicién 0.6.1 Un espacio localmente convero E es un espacio (DF) si

posee las propiedades:

(1) E tiene una sucesion fundamental de conjuntos acotados {B,, n € N},

es decir, todo conjunto acotado estd contenido en algun B,,.

(2) Toda interseccion numerable NyenU, de 0-entornos en E que absorbe

conguntos acotados (bornivoro) es necesariamente un 0-entorno.

Observacién 0.6.2 La clase de espacios (DF) incluye los duales fuertes de
espacios de Fréchet y también los limites inductivos numerables de espacios
de Banach (en particular los espacios de Banach). Se cumple ademés que el
dual fuerte de un espacio (DF) es un espacio de Fréchet. Referimos a [52]

para las demostraciones de éstas y otras propiedades de espacios (DF).

Definiciones 0.6.3 Sea B un conjunto acotado abx. en un espacio local-

mente convero E.
(1) Se dice que B es total si su envoltura lineal es densa en E.

(2) Se dice que B es un disco de Banach si su envoltura lineal es un espacio

de Banach con el funcional de Minkowski ||.|| .

Observacién 0.6.4 Se cumple que E tiene un conjunto acotado total si y
sélo si Ej tiene norma continua. Ademads si E es completo y B es cerrado,
entonces B es un disco de Banach.

0.7 Holomorfia infinita

Definicién 0.7.1 Dado un espacio localmente convexo E, se define el espa-

cio de funciones enteras en E como

H(E):={f:E—C : f escontinuay f, es

holomorfa para cada F — E finito dimensional}.
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Consideraremos en H(E) la topologia T, de convergencia uniforme en los
conjuntos compactos de E.

Se define el espacio de las funciones enteras y acotadas en E como

Ho(E) :={f € H(E) : f(B) es acotado
para todo B C E conjunto acotado}.

Este espacio es usualmente dotado con la topologia T, de convergencia uni-

forme en los conjuntos acotados de E.

Observacién 0.7.2 (1) Si E es un espacio (DF), entonces (Hy(E), 1) es un
espacio de Fréchet (véase [34]).
(2) Si f € H(E) (respectivamente f € H,(E)), entonces f admite desa-

rrollo en serie de la forma

1= ep

n=0

)

donde la serie converge respecto de la topologia 7, (1) y

dnf(0), . 1 f(Az)
p (2) = 307 Nt A d\.

Ademas, la aplicacién
drf(0): E— C : 2z df(0)(2)
es un polinomio continuo n-homogéneo.

Definicién 0.7.3 Dado un espacio localmente convexo E, se define el espa-

cio de los n-tensores simétricos en B como

®E:{Zzi®-r}-®2i . F es finito, zieE}<—>E®,7}_®E_
n,s 1€F

Denotaremos por Q). . _ E el espacio de los n-tensores simétricos dotado con

n,8,E

la topologia tensorial inductiva €.
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Observacién 0.7.4 Se cumple que X) E} es un subespacio topoldgico del

n,s,e

espacio (P("E), ) de los polinomios n-homogéneos en E con la topologia de
convergencia uniforme en los conjuntos acotados de E. Para verlo tan solo

tenemos que identificar

®n,sE, - PnE)
Z7®- Q7 - P:FE C
z

—
= (z,2)"






Capitulo 1

Hiperciclicidad y caos de
operadores “backward shift” en
espacios escalonados de Kothe

El objetivo de este capitulo es el estudio de la hiperciclicidad y el caos de
operadores backward shift ponderados en espacios escalonados de Kothe.

H. N. Salas [62] extendié el estudio de Rolewicz de la hiperciclicidad de
los operadores backward shift en el espacio ls a operadores backward shift
ponderados. La representacion de ciertos operadores en espacios de funcio-
nes como operadores backward shift ponderados en espacios escalonados de
Kothe motiva el estudio de la hiperciclicidad y el caos de estos operadores
en espacios de Kothe.

El ejemplo clasico del operador derivada en el espacio de las funciones
enteras puede ser representado facilmente como un operador backward shift
en un espacio de Kothe tal y como se vio en 0.3.14. Para ver mas ejem-
plos de representaciones de operadores en espacios de Hilbert de funciones
enteras como operadores backward shift ponderados en espacios de Kothe,
véase [28] y [48], y puede consultarse [19] para espacios localmente convexos
de funciones enteras mas generales.

También pueden representarse como operadores backward shift pondera-
dos los backward shift de Bergman [35], el operador aniquilacién del oscilador
cudntico arménico no forzado [41] y otros que provienen de la Fisica [36, 59].

Se obtendran caracterizaciones para la hiperciclicidad y el caos de opera-

dores backward shift ponderados unilaterales y bilaterales en espacios esca-
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lonados de Kothe en las secciones 1.1 y 1.2 respectivamente. Estas caracte-
rizaciones han sido independientemente obtenidas por Grosse-Erdmann [3§]
para operadores y espacios de sucesiones mas generales.

Salas mostro en [62] que la perturbacién de la identidad por un backward
shift ponderado en [ es siempre hiperciclico, contestando de esta manera a
una pregunta de Chan y Shapiro [28]. Este tipo de operadores son esenciales
en la construccién de operadores hiperciclicos en espacios de Banach [2, §]
y de Fréchet separables [22]. En la seccién 1.3 generalizamos el mencionado
resultado de Salas a espacios escalonados de Kothe, y también caracteriza-
mos cuando este tipo de operadores es cadtico. Finalmente, en la seccién 1.4,
estudiamos backward shift generalizados (en el sentido de Godefroy y Sha-
piro [36]) en espacios de Fréchet, contestando ademés de forma afirmativa a

una pregunta en [36].

1.1 Operadores backward shift ponderados uni-
laterales

S. Rolewicz [60] probé en 1969 que el operador AB : [, — [, es hiperciclico
si |A] > 1 (de hecho es cadtico [36]).

Comenzaremos esta seccion obteniendo caracterizaciones de hiperciclici-
dad y caos para el operador backward shift B en espacios escalonados de
Kothe A\, (A). Exigiremos que B esté bien definido y sea continuo en A,(A).
Segun se vio en la proposicion 0.3.7, es suficiente y necesario que la matriz

A satisfaga la condicion

a.
VneN, Im>n : sup—2"— < o0, (1.1)
JeN Aj+1,m

donde si ajt1,, = 0, tenemos que a;, = 0 y consideramos 0/0 como 1.
Para la hiperciclicidad tenemos la siguiente caracterizacién, donde en (ii) nos
referimos al Criterio de Hiperciclicidad en el sentido de Godefroy y Shapiro
(definicién 0.2.12).

Proposicién 1.1.1 Sea A una matriz de Kithe que satisface la condicion

(1.1) y 1 < p < oo op=0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) Para cada k € N, liminf;eyajy, = 0.
(it) B : N\, (A) — N, (A) satisface el Criterio de Hiperciclicidad.
(111) B : A\, (A) — A, (A) es hiperciclico.

Demostracién. (i) — (ii). Sin pérdida de generalidad, teniendo en

cuenta (1.1), podemos suponer que para cada n € N

Ajn
sup —2"— < 00. (1.2)
JEN Gj4+1n+1

Definimos

a1
M, :=sup —2— < o0
jeN @j4+1.2

y aplicando reiteradamente (1.2) tomamos

Qj k
M = sup —2— <0 (1.3)
JEN  Qj4i2k
i=1,... .k
para cada k > 1.
Por hip6tesis, sea {ny }r>1 una sucesién estrictamente creciente de enteros

positivos tal que

1
Ay +k+1,2k < ]{I—]\Ik’ vV keN. (14)

Tomamos ahora X :=lin{e; : i € N} y S : X — X aplicaciones lineales tales
que S(e;) := e;41, © € N. Obviamente se cumple que B oS = Idy. Veamos
que {B™ }i>1 y {S™ }r>1 convergen puntualmente a 0 en X. Se tiene que
{B™¢;}r>1 es finalmente cero para cada ¢ € N. Por otro lado, dado k € N e

1 < k, tenemos que

) (1.3) (1.4) 1
15" €illy = llenstilly = nprie < MiGpyirrioe < x

de donde se deduce que {S™x};>1 converge a 0 para cada x € X.
(ii) — (iii) se sigue de aplicar el Criterio de Hiperciclicidad (teorema 0.2.11).
(iii) — (i). Sea x € A,(A) un vector hiperciclico para B. Entonces

{Zk}ren €s necesariamente una sucesion no acotada en K, ya que en caso
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contrario tendriamos, observando la primera coordenada, que {B*z};>; no
es denso en \,(A). Tomamos {n},>1 una sucesion estrictamente creciente
de naturales tales que |z,,| > 1 para todo k € N. Dado n € N, la sucesién
{|xk| agntr>1 pertenece a l, (o ¢p). En particular la sucesion {|x,, | an, »}i>1

converge a ( y por tanto deducimos que

lim a,, , =0,
k—o0

con lo que la demostraciéon queda completa. W

Observaciéon 1.1.2 Noétese que en el caso clasico del espacio de Hilbert [,
el operador B : [, — [y tiene norma 1, por tanto no puede ser hiperciclico y
necesitamos ponderar B con un escalar A de médulo mayor que 1 para obtener
la hiperciclicidad de AB. Segun la proposicién anterior, cuando consideramos
espacios escalonados de Kothe es posible tener operadores backward shift

hiperciclicos sin necesidad de ponderar con un escalar.

Para el caos de B en espacios de Kothe obtenemos la siguiente caracteri-

zacion:

Teorema 1.1.3 Sea A una matriz de Kéthe que satisface la condicion (1.1)

y1<p<oo (resp. p=0). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) B tiene un punto periddico no nulo.
(i1) Para cada k € N, {a;}i>1 € 1, (resp. {aix}i>1 € o).
(1i1) loo C Ap(A) candnicamente.
(iv) B es cadtico.
Demostracién. (i) — (ii). Supongamos que B tienen un punto periédico
no nulo, es decir, existen z € \,(A), N > 0y ny € N tales que BNz =

Ty xn, 7 0. Tenemos entonces que = es periédico de periodo N y que

{Zny+jN}j>0 €s una sucesién constante no nula.
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Sil<p< oo, para cada k € N tenemos

[e.9]

o0
|2 " Z |ano+jN,k|p = Z | Trg 4N AngtjNk P
j=0 j=0
[e.9]

< Z |z, 17 < 00,
=0

de donde, teniendo en cuenta que z,, # 0, deducimos que

o0

D angsjval” < oo
=0

Para 1 < r < ngyng <r < N aplicamos el mismo razonamiento que

antes a B"x en lugar de a x, deduciendo que

o0

P _
g |@ng—rtjnil” <00, T=1,... ,n9—1,
j=0
o0

P _
E |ang—rtjnil” <00, T=mnog+1,... , N
i=1

de donde obtenemos que (a; ;)2 € I,.

Si p = 0, utilizando un razonamiento similar tendriamos para cada k € N

que
lim any—pyjne =0, 1 <r <N,
j—o0

de donde (a; )2, € c.

Notemos que (ii) y (iii) son equivalentes por la proposicién 0.3.9 de la
pagina 20.

(i) ((iii)) — (iv). Por hipétesis, para cada k € N, (a; )2, €, (resp. ).
Esto implica que lim; . a;; = 0 para todo £ € N. Por la proposicién 1.1.1
se tiene que B es hiperciclico.

Veamos que B posee un conjunto denso de puntos periédicos. En primer
lugar observamos que si una sucesion es periddica, entonces es obviamente
un punto periédico para B. Por otro lado, como (a; )2, € I, (resp. ¢g) para

todo k € N, toda sucesién periddica pertenece a A,(A). Afirmamos que

H:={{z;}i>1 € KY : {;};> es una sucesién periédica }



40 Operadores “shift” en espacios de Kothe

es denso en \,(A).

Sea e;, i € N fijo. Para cada k € N, como (a;1)32, € [, (vesp. )

00 1/p 1
In, >0 (Z |aj,k|p> <

Jj=ni+1

1
(resp. sup |ajx| < E>
Jj=ng+1

Definimos z € H como

I 1 sij=i (mod ng)
7771 0 en otro caso

Se tiene que

o 1/p 0o 1/p 1
Iz —eill, = (Z‘ai+jnk,k|p> < ( > !aj,klp) <7
j=1

Jj=ng+1

(resp. = suplasssnal € sup el < 7).

Jj=1 Jj2np+1
y por tanto e; € H, para todo i € N. La afirmacién hecha queda demostrada
sin més que tener en cuenta que H es un espacio vectorial y que lin{e; : i € N}
es densa en \,(A).

(iv) — (i) es trivial, luego la prueba estd completa. W

Nuestro proximo objetivo es el estudio de los operadores backward shift
ponderados en espacios escalonados de Kothe. En este estudio jugarda un
papel importante el lema 0.2.19 probado en la seccién 0.2.4. De esta ma-
nera serd posible obtener caracterizaciones para la hiperciclicidad y el caos
de operadores backward shift ponderados a partir de las caracterizaciones
anteriores para el operador backward shift.

Supongamos que tenemos una sucesioén de escalares {w; };>2. Recordamos
que la aplicaciéon backward shift ponderado B,,, asociado a la sucesion w viene

dada por

By(x1, 29, x3,. .. ) := (Wake, W3k, Wyly, . .. ).
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En primer lugar observamos que si w;, = 0 para algun ¢y € N, entonces

Bg)(ﬂfl,ﬂfz, .. ) =

(io—l) t0+n t0+n+1
(0,...,0, H W;Tig+n, H ’LUj.fEi0+n+1,...), anZo—l.
Jj=io+1 Jj=io+2

Por lo tanto, en este caso { B}z },>1 no puede ser denso en \,(A) para cual-
quier x € A\,(A). Por esta razon nos limitaremos al caso en que la sucesion

w tiene todos sus elementos no nulos, es decir,
Definimos

v =1, v = ———, 1> 1, (1.5)
wz.--wi

y ahora tomamos, dada A = (a;x);keny matriz de Kéthe,

A= (ajp)jken © ajr = |vj|lajr, V5, k€N, (1.6)
y la transformacién diagonal ¢, : \,(A) — A\, (A) tal que
Gu(T1, 0, T3, ... ) = (V1T1, Voo, V33, . . . ).
Podemos construir el diagrama

B

)‘p(A) - )‘p(A)
ml ml (1.7)

y establecer las siguientes

Propiedades:
1. El diagrama 1.7 es conmutativo.

2. ¢, es un isomorfismo.
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3. B, es continua en \,(A) siy sélo si A y w satisfacen la condicién

a]7n

VneN, 3m>n : sup|wj] < o0. (1.8)

jEN Ajr1,m

4. By B, son topologicamente conjugados. Por tanto tenemos que B es
hiperciclico (satisface el Criterio de Hiperciclicidad, caético) si y sélo

si B,, es hiperciclico (satisface el Criterio de Hiperciclicidad, caético)
Demostracién. (1) Sea x = {z;}i>1 € A\, (A), se tiene

¢y 0 Bx = ¢v($2,$3,l’4> .- )

= (Ull'g, V2Xs3,V3T4, ... )
1 1
= (ZL‘Q,—lL'g, ZE4,...).
Wa WoW3
Por otro lado tenemos
B, o ¢v$ = Bw(lela V99, V33, - - . )

= (wzvzi@, W3V3T3, WaVsly, . . . )
1 1

== (an — X3,
W2 WaW3

1’4,...).

(2) Para todo = € \,(A) y todo n € N se tiene que

00 1/p 00 1/p
[¢uzl], = (Z |Ui95z‘ai,n|p> = (lez‘ai,n|p> = ||z|,,,

=1 =1

por tanto ¢, es continua. ¢, es inyectiva ya que v; # 0 para todo i € N.
Dado z € A\,(A), tomamos y = {y;}i>1 := {{' }i>1. Obviamente se tiene que
¢y = x y ademdas y € A\,(A) ya que |ly||,, = ||z||, para todo n € N. Al
ser ¢, una biyeccion continua entre espacios de Fréchet tenemos que es un
isomorfismo.

(3) Véase 0.3.7.
(4) Una vez probados (1) y (2), es la aplicacién del lema 0.2.19. W

Utilizando de forma conjunta estas propiedades y las caracterizaciones
obtenidas para B en la proposiciéon 1.1.1 y el teorema 1.1.3 obtenemos los

siguientes corolarios.
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Corolario 1.1.4 Sean A una matriz de Kothe y w una sucesion satisfacien-
do la condicion (1.8), y1 < p < oo op = 0. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(i) Para cada k € N, lim inf;ey —2t— = 0.

[wa-ws|
(i1) By : M\p(A) — A\, (A) satisface el Criterio de Hiperciclicidad.
(111) By, : M\py(A) — A, (A) es hiperciclico.
Demostracién. Es inmediata por la proposicién 1.1.1, tomando A dada
por (1.6) y (1.5) y observando que
ajk

2...Wj

ajr = |vj| ajr =

Corolario 1.1.5 Sean A una matriz de Kothe y w una sucesion satisfa-
ciendo la condicion (1.8), y 1 < p < oo (resp. p = 0). Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) B, tiene un punto periddico no nulo.

A4,k

(i1) Para cada k € N, {wZ’“w biso €1, (resp. {20 bz € o).

(111) B, es cadtico.

Demostracién. Tomemos A la matriz dada por (1.6) y (1.5). Ahora
aplicamos el teorema 1.1.3 y observamos que x € ),(A4) es una sucesién
periédica no nula para B si y sélo si ¢,z € A\,(A) es una sucesién periddica

no nula para B,,. W

Ejemplos 1.1.6 (1) Supongamos A = (1)jken ¥y w = {w;};>2 € {*°. Para
1 <p < oo (resp. p=0), aplicando las caracterizaciones anteriores tenemos
que:

(i) ([62]) By : I, — 1, es hiperciclico si y sélo si

J
supH|wi| = 00. (1.9)

JEN 2o
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(ii) By : 1, — [, es cadtico si y sélo si

(2) St A= (1)jken y w = {A}i>2, con A € K, entonces B, = AB : [, — [,
es hiperciclico si y sélo si es cadtico siy sélo si [A| > 1.

1.2 Operadores backward shift ponderados bi-
laterales

H.N. Salas obtiene caracterizaciones en [62] para la hiperciclicidad de
operadores backward shift bilaterales ponderados definidos en [5(Z). En esta
seccion pretendemos extender este estudio a espacios de Kothe y ademas
obtener caracterizaciones para el caos.

Consideraremos sucesiones en Z y tendremos que
v v
B( o, L2, _1,To,L1,T9, .. ) = ( o, 1,29, T1,T2,T3, ... ),

donde el pequeno triangulo marca la coordenada “central”.

Antes de entrar en materia vamos a hacer algunos comentarios sobre
la aplicacion “inversa” del backward shift, llamada forward shift. Puede
plantearse tanto en el caso unilateral como en el bilateral. En primer lugar

observaremos que el forward shift unilateral, es decir,
F(z1,29,23,...) = (0,21, 22, ...),

no puede ser hiperciclico (por ejemplo en [,). Basta observar que para todo

x € lp, la 6rbita de x por I es
Orb{F,z} = {x, Fx, F?z,...}
= {(z1, 29, 23,...),(0,21,29,...),(0,0,21,...),...},
y al tomar cualquier proyecciéon p; en la coordenada i-ésima se tiene que

pi(Orb{ F, x}) es un conjunto finito, por tanto las érbitas no pueden ser densas

y consecuentemente F' no puede ser hiperciclico.
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La situacion es bien distinta si tenemos sucesiones en Z. FEn este caso
el backward y el forward shift tienen un tratamiento similar, pudiendo ser
cualquiera de ambos hiperciclicos y/o cadticos. Vamos a continuacién a es-
tudiar la hiperciclicidad y el caos de operadores backward shift (ponderados)
bilaterales en espacios escalonados de Kothe. El estudio del caso forward
shift se haria de manera analoga.

Sea por tanto una matriz de Kéthe A = (a;)jezken (en Z) y considere-

mos los espacios de Kothe \,(A). Exigiremos que B, dado por
B€Z' = €1, 1€ Z,

esté bien definido y sea continuo en A\,(A). Segun se vio en 0.3.12, es suficiente

y necesario que la matriz A satisfaga la condicién

a/«
VneN, Im>n : sup—2— < oo, (1.10)
JEZ Aj+1,m

donde si a1, = 0, tenemos que a;,, = 0 y consideramos 0/0 como 1. Para

la hiperciclicidad tenemos la siguiente caracterizacion:

Proposicién 1.2.1 Sea A una matriz de Kothe que satisface la condicion (1.10)

y1l<p<ooop=0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Para cada k € N, dado € > 0 e i € N, existe un natural n tal que

ﬁn‘fgx{am,k, Ak} <E.
] Y

(i) B : \(A) — A\, (A) satisface el Criterio de Hiperciclicidad.
(111) B : A\,(A) — A\, (A) es hiperciclico.

Demostracién. (i) — (ii). Tomamos una sucesién creciente {ny}r>1 de

naturales tales que para cada k € N se cumpla que

max{@;in, k, Gi—n .
jil<k U ok k
Ahora ponemos X := lin{e; : i € Z} y definimos aplicaciones lineales S :

X — X tales que S(e;) := e;11, i € Z. Obviamente se cumple que Bo S =
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Idx. Veamos que {B"™ };>1 y {S™ }r>1 convergen puntualmente a 0 en X.
Dado k € N and |i| < k, tenemos que

1
1B™ il = lleinclly = aimnen < 7,

1
15" el = llewrnelly = aivnen < 7,

de donde se deducen las convergencias deseadas.
(ii) — (iii) se sigue de aplicar el Criterio de Hiperciclicidad (teorema 0.2.11).
(iii) — (i). Supongamos por reduccién al absurdo que la propiedad (i)
no se cumple. En este caso existen £ € N, g9 > 0, ¢ € N, y ng € N tales que

para todo n > ng tenemos

max{a;_n i, Ajink} > €o. (1.11)
l71<q

Definimos ahora el elemento y = {y,} ez como

) 2/a st il <q
Yi - 0 en cualquier otro caso

Si x es un vector hiperciclico para B, al ser la 6rbita de x densa en el espacio,

tomamos m € N tal que z := B™x satisface que
ly — 2], < 1.

En particular se tiene que
2 r ...
ajry; — 2l < 1= ajn— —ajnlz] <1= |z > —si [j| <q.
;K Qs k

Definimos ahora M := max|j<¢{a;i}. Como z € \,(A), existe n; > ny tal

qUE Qjin i |Zjtn| < €0/2M para todo n > ny. Fijamos un natural n > n; tal

que
1 1 o
B"z — ~ < min{—, —1}.
Obtenemos en primer lugar que
o €0 €00j K .
ajnk 2] < 37 = @jnk < < <ego si|j] <q.

M Mlz| = 2M
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Por otro lado se tiene que

1 1 1
ik |=Y; — 24 < = = |Zjan| > si 7] <gq.
3.k 23/] j+n 9 | j+TL| 20,1 il < ¢
De esto se deduce que
€0 aj k c g
a; < ——— < gg— < g sl <
j+n,k 2M |Zj+n| 0 M = <0 |j‘ — q

lo cual es una contradiccién con (1.11). W

A continuacién vamos a obtener caracterizaciones para el caos del ope-
rador backward shift bilateral en espacios de Kothe. Los métodos utilizados

en la demostracion son similares a los del teorema 1.1.3.

Teorema 1.2.2 Sea A una matriz de Kothe que satisface la condicion (1.10)

y1<p<oo (resp. p=0). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) B tiene un punto periédico no nulo.
(it) Para cada k € N, {a;k}iez € L,(Z) (resp. {aik}icz € co(Z)).

(111) l(Z) C Ay(A) candnicamente.

(iv) B es cadtico.

Demostracién. (i) — (ii). Supongamos que B tiene un punto periédico
no nulo, es decir, existen z € \,(A), N > 0y nyg € N tales que BNz =
Ty Zn, # 0. Tenemos entonces que x es periédico de perfodo N y que
{Zno+jN }jez es una sucesién constante no nula.

Sil<p< oo, para cada k € N tenemos

o o0
[Tnol” Y Jangsinsl” = Y Tnorin ngrinal”
j=—00 j=—00
o
< Z |20, |" < o0,
I=—00

de donde, teniendo en cuenta que z,, # 0, deducimos que

oo
D langsinal’ < oo

j=—00
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Para ng < r < ng + N aplicamos el mismo razonamiento que antes a
B"™ ™% en lugar de a x, deduciendo que

oo

Z |ang—rjngl” <00, r=1,... ,N—1,
j=—00
de donde obtenemos que (a;x)°_ . € ,(Z).
Si p = 0, utilizando un razonamiento similar tendriamos para cada k € N
que

lim Ung—r4jne =0, 1 <7 <N,

|j|—o0

de donde (a; )2 € co(Z)

Notemos que (ii) y (iii) son equivalentes por la observacién 0.3.13 de la
péagina 22.

(ii) ((ili)) — (iv). Por hipétesis, para cada k € N, (a;1)2_o € [,(Z)
(resp. co(Z)). Esto implica que se cumple (i) de la proposicién 1.2.1, luego
B es hiperciclico.

Veamos que B posee un conjunto denso de puntos periédicos. En primer
lugar observamos que si una sucesién en 7Z es periddica, entonces es obvia-
mente un punto periédico para B. Por otro lado, como (a;x)2_. € ,(Z)
(resp. co(Z)) para todo k € N, toda sucesién periddica pertenece a A,(A).

Afirmamos que
H := {{z;}icz € K : {2;}iez es una sucesién periédica }

es denso en \,(A).
Sea e;, i € Z fijo. Para cada k € N, como (a; ;)2 _. € l,(Z) (resp. co(Z))

Jj=—00
1/p
: 1
I ng > |i| - Z |lajxl” <
|71>nk+1
1
(resp. sup |ajx| < %)
|71>ng+1

Definimos z € H como

- 1 sij=i (mod 2ny)
7771 0 en otro caso
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Se tiene que

1
/P 1p
o0 1
lz=eill = | 2 lassimsl” | < | D ") <7
Fart 21
J#0
1
(resp. = sup |ai+2jnk,k‘§ sup |aj,k|<_)v
jez\{o0} =gt k

y por tanto e; € H, para todo i € Z. La afirmacién hecha queda demostrada
sin méds que tener en cuenta que H es un espacio vectorial y que lin{e; : i € Z}
es densa en \,(A).

(iv) — (i) es trivial, luego la prueba estd completa. W

Para acabar esta seccién vamos a obtener las correspondientes caracteri-
zaciones (similares a los corolarios 1.1.4 y 1.1.5) para el caso ponderado del
backward shift bilateral. Las técnicas utilizadas seran las mismas que alli,
haciendo también uso de un diagrama conmutativo.

Supongamos que tenemos una sucesion de escalares w = {w; };ez. Recor-
damos que la aplicacién backward shift ponderado bilateral B,,, asociado a

la sucesion w viene dada por
Bwei = w;€;_1, 1€ 7.

Supongamos también dada una matriz de Kéthe A = (a;);ezren. Como
ocurria en el caso unilateral, también es cierto que si la sucesién w tiene
alguna coordenada nula, entonces no puede ser hiperciclico. Supondremos

por tanto que

Definimos
1 .
vo =1, v = ——— v = |wow_1 - w_i41], i >0, (1.12)
[wy - - ;]
tomamos

A= (dj,k)jGZ,kEN : Ezm = vjam, Y j c Z, vk c N, (113)
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y la transformacién diagonal ¢, : A\, (A) — \,(A) tal que

\Y \Y
Gl T 1,0, T1, ... ) = (oo V1T 1, VX0, V11, - - - ).

Podemos construir el diagrama

y establecer las siguientes
Propiedades:
1. El diagrama 1.14 es conmutativo.
2. ¢, es un isomorfismo.

3. B, es continua en \,(A) siy sélo si A y w satisfacen la condicién

a/]7n

VneN, 3m>n : sup|wj]
JEZL Aj1,m

< . (1.15)

4. By B, son topolégicamente conjugados. Por tanto tenemos que B es
hiperciclico (satisface el Criterio de Hiperciclicidad, cadtico) si y sélo

si B,, es hiperciclico (satisface el Criterio de Hiperciclicidad, caético)

Demostracion. Las pruebas son analogas a las que se hicieron para el
diagrama 1.7 en la pagina 41 y siguientes. W

Aplicando estas propiedades y las caracterizaciones obtenidas para B en

la proposicién 1.2.1 y el teorema 1.2.2 obtenemos los siguientes

Corolario 1.2.3 Sean A una matriz de Kothe y w una sucesion satisfacien-
do la condicion (1.15), y 1 < p < o0 o p = 0. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) Para cada k € N, dado € > 0 e i € N, existe un natural n tal que

ﬁnlix{vﬂnaj-&-n,k’ Vjnlj—nk} <&,
7S

donde {v;}jez estdn definidos por (1.12).
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(it) By : \p(A) — A\y(A) satisface el Criterio de Hiperciclicidad.
(111) By : A\p(A) — N\, (A) es hiperciclico.

Demostracion. La demostracion es inmediata por la proposicién 1.2.1,
tomando A dada por (1.13). W

Corolario 1.2.4 Sea A una matriz de Kothe y w una sucesion satisfaciendo
la condicion (1.15), y 1 < p < oo (resp. p=10). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) B, tiene un punto periddico no nulo.

(it) Para cada k € N, {v;a;}icz € L,(Z) (resp. {via; 1 }iez € co(Z)), donde
(vj)jez estdn definidas por (1.12).
(i1i) B, es cadtico.
Demostracién. Tomemos A dada por (1.13) y (1.12). Ahora aplicamos
el teorema 1.2.2 y observamos que x € \,(A) es una sucesién periédica no

nula para B si y solo si ¢,z € A\y(A) es una sucesion periédica no nula para
B, 1

Ejemplos 1.2.5 Supongamos A = (1);ezren ¥ W = {w; }icz € loo(Z). Para
1 <p < oo (resp. p=0), tenemos que
(i) By : 1,(Z) — 1,(Z) es hiperciclico si y sélo si dado € > 0 e i € N,

existe un natural n tal que

1 j—n+1
max - H Wl < €.
|j|§z'{ el g i}

Salas obtuvo en [62] una caracterizacién similar para el forward shift ponde-
rado bilateral.
(i) By : 1,(Z) — 1,(Z) es cadtico si y sélo si
—Jj+1
> ( + H |wp|> < 00
jEN | |
—j+1

1
resp. lim — = lim wz =0, para p =0).
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1.3 Perturbaciones de la identidad por back-
ward shift

Como se mencioné en la introduccién del capitulo, varios autores se han
interesado por la hiperciclicidad de perturbaciones de la identidad por ope-
radores shift (forward o backward). Salas probé que la identidad més un
operador backward shift ponderado es hiperciclico en [, (véase [62, teore-
ma 3.3]). En esta seccién generalizamos este resultado a espacios escalonados
de Kéthe A\,(A) y también estudiamos cuando son cadticos perturbaciones

de la identidad por operadores backward shift ponderados.

Teorema 1.3.1 Sea B, un operador (continuo) backward shift ponderado
(wj # 0 para todo j € N) en \,(A), 1 <p < oo op=0. Entonces [ + B, es

hiperciclico y satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

Demostracion. Comenzaremos por el caso I + B. B es el operador
backward shift continuo definido en A,(A). Segin se probé en 0.3.7 tenemos
que la matriz A satisface la condicién (1) de la pagina 18. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que

a .
Mjsq i=sup —2— < o0 (1.16)
JEN Gj41k+1

para todo k € N. Definimos

W; = ﬁ, 7 Z 2, (U_)z =1si a;; = 0 o si Qi—1:—1 = 0),
y tomamos el operador backward shift ponderado By : [, — [, dado por
B@(.’L‘l, To, ... ) = ('1,1_}2332,’11_]3.1337 . )

Por 1.16, tenemos que w es una sucesion acotada y por tanto By esta bien
definido y es continuo en [,. Consideraremos ahora una transformacién dia-
gonal ¢z : I, — A,(A) definida de la siguiente manera: si a;; = 0 para todo
J € N tomamos v; := 1. En otro caso
m si aj; #0,
v =

1 .
- = 8§ a::=0
ap k([T (1405)) Br
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donde k := min{j : a;; # 0}, M; := 1. Obsérvese que por (1.16), se tiene
que si a;; # 0 entonces a;y1 ;41 7 0. Veamos que ¢ estd bien definida y
es continua. Para ello fijamos x € [, y k € N. Si |.||, denota la k-ésima

seminorma en \,(A), tenemos que

k—1
p P P (. |P S ajr\" S P =P P
¢zl < Zaj,kvj |25 " + Z P |25 " + Z a; kYj |71
5d ,

=1 j=k j=k
a;,;70 a;,;=0
k—1 0o 00
< D Pl ) el Y al o )
=1 =k =k
llj’j:()
< Niflz]f?,

donde Nj depende unicamente de k. Por tanto ¢; estd bien definida y es
continua.

Veamos a continuacion que el diagrama

lp i) lp
% %l (1.17)
B

es conmutativo. Observemos primero que para ¢ > 1 con a;; # 0 (luego

ai+1i+1 7 0) se tiene

- 1 Qg5
ViWiy1 = 7
aii(ITj= (1 + Mj)) Aiy1,ip1(1+ Migr)
1 _
= i = Vj41-
(IT52 (T + Mj))aisrie1 (1 + Miga)
Para ¢ > 1 con a;11,41 = 0 (luego a;; = 0) se tiene
_ 1 1= 3
ViWi41 = T = Vjy1-
ak,k(Hj:1(1 + Mj))
Para¢>1con a;; =0y aj11,+1 # 0 se tiene
o 1 1 ~
ViWiy1 = 1= 1 = Vit+1,

a1 L+ M) apram (IG5 (1 + M)



54 Operadores “shift” en espacios de Kothe

ya que k =min{j : a;; # 0} =i+ 1. Sea = € [,, se tiene

Bo ¢yp(x;)i>1 = B(0:2)i>1 = (Vip1%it1)i>1,

¢5 0 By()i>1 = O(Wi1Ti41)i>1 = (0W0i41%541)i>1 = (Dip1Zig1)in1-

Es trivial comprobar que si sumamos la identidad a B y a By el diagrama

I+Bg
, e

%l %J (1.18)
M(4) =5 A, (A4)

p

sigue siendo conmutativo. Aplicando ahora un resultado de Salas [62, teo-
rema 3.3] se obtiene que I + By es hiperciclico. Teniendo ahora en cuenta
que ¢; tiene rango denso ya que ¢(lin{e;, j € N}) = lin{e;, j € N}, ob-
tenemos que I + B es hiperciclico en \,(A) a partir del lema 0.2.19. Ledn
y Montes [48] prueban que I + By satisface el Criterio de Hiperciclicidad y
entonces, aplicando el mismo lema, obtenemos que I + B satisface el Criterio
de Hiperciclicidad en A,(A).

Para la situacién general cuando tenemos I 4+ B, en \,(A), es suficiente
observar que se puede reducir al caso que hemos visto utilizando un diagrama
conmutativo al igual que hicimos en las dos secciones anteriores, es decir,

podemos considerar

donde A y v; se definen como en 1.5y 1.6. W

Teorema 1.3.2 Sea B, un operador (continuo) backward shift ponderado
(wj # 0 para todo j € N) en \,(A), 1 < p < oo op = 0. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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(i) I+ B, es cadtico.

(i)

1/j
} k.
sup | lim sup ’ 75 | < oo
keN jEN j
’Hizgwi

(i1i) I + B, tiene un punto periddico no fijo.

Demostracion. Probaremos en primer lugar las equivalencias para el
caso By, = B y A\,(A) complejo.
(i) — (iii) Observemos en primer lugar que si © = {z;};>1 € A\,(A) es un

punto fijo de I + B, entonces
(I1+I2,$2+I3,...) = (Z(Il,l'g,...),

de donde se deduce que = € lin{e;}. Como por hipétesis el conjunto de
los puntos periédicos es denso en \,(A), tenemos que necesariamente deben
existir puntos periddicos no fijos.

(i) — (ii) Si 7" := I + B tiene un punto periddico no fijo de periodo
n > 1, entonces ker(T'— I) C ker(T™ — I), es decir, existe z € A\,(A) tal que
(T™ — 1)z =0 pero (T — I)z # 0. Tomando las raices n-ésimas de la unidad

en C y descomponiendo el polinomio 7" — I tendriamos que
(T —MI)(T = XoI) .. (T =Ny 1 )(T—1)z=0,

de donde existe una raiz n-ésima de la unidad A € C (A # 1) tal que ker(7 —
M) # {0}. Sea x € A\,(A) un vector propio de T' de valor propio A. Se tiene
entonces que x + Bx = Az, de donde x; + x;41 = Ax;, ¢ € N| lo cual implica

que
r=x(1,(A=1),(A=1)2...) €lin{(1,6,6%...)},
con 0 = XA —1+#0. Entonces

D 1617k, < o0, V k€N,

JjeN
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de donde tenemos que
Nz
lim sup (5@%3) <1, Vk e N,
jEN '
lo cual es equivalente a que

M :=sup (limsup ajl./kj) < 00.
keN jeN ’

(ii) — (i) La condicién supuesta implica que existe m > 0 tal que

1
Xﬁ%@ﬂ{fwﬂi\ﬂéme+A:Ly§§Liﬁ
s

€ Q}

estd contenido en A\, (A). Siy = (y;) € \,(A)" entonces

<:B,y>:szyj:O, VeeX = y=0,
jEN
lo que implica que lin(X) = A\,(A). Para obtener (i) finalmente observar que
los elementos de X son todos periddicos para I + B y que el conjunto de los
puntos peridédicos de una aplicacién lineal es un subespacio vectorial.
Para el caso general en el que tenemos 7' = I + B,,, consideremos el

diagrama conmutativo

N

M(A) 5 A (A)
ml ml (1.19)

I+By
—

Ap(A) Ap(A)

donde A y v; vienen dadas por 1.5 y 1.6.
Teniendo en cuenta las propiedades que se probaron para este diagrama

en la pagina 41, se tiene que el operador [ + B,, en \,(A) es topolégicamente

conjugado con el operador I+ B en \,(A), por tanto (i) y/o (iii) se satisfacen
para I + B, si y sélo si se satisfacen para I + B. Por otro lado, teniendo en

cuenta las definiciones de A y v; segiin 1.5 and 1.6, se tiene la condicién (ii)

para I + B en \,(A) siy sélo si

1/j
) k.
sup | limsup 71/] < 00.
keN jEN J
T, w
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Para terminar tan solo nos falta por considerar el caso en que A,(A) es real.
Tomamos en este caso su complexificacién \,(A) := A, (A) + i\, (A) junto

con la complexificacién T de T = I + B,, definida como

T(x +iy) =Tz +iTy = (I + By)(x +1iy), x,y € N\(A).
Se tiene que T satisface (i) si y sélo si T' satisface (ii). Las equivalencias

entre (i) y/o (iii) para T y T son inmediatas. M

Ejemplos 1.3.3 (1) Para el caso particular de A\,(A) =1, (A = (1), 4en), la
caracterizacion anterior puede escribirse como
J Vi
]11611£]]}_12|wk| 7> 0.
(2) Si A\y(A) = w (el producto de lineas), I + B,, es cadtico para todo

backward shift ponderado ya que el supremo en (ii) es 0.

1.4 Backward shift generalizados

En esta tdltima seccién del capitulo vamos a aplicar algunos de los re-
sultados obtenidos en las secciones anteriores a operadores backward shift
generalizados en espacios de Fréchet. Estos operadores son introducidos por
Godefroy y Shapiro [36], generalizando los operadores backward shift a otros

espacios no necesariamente de sucesiones.

Definicién 1.4.1 Un operador continuo S en un espacio de Fréchet E es

un backward shift generalizado si satisface las siguientes condiciones:

(GBS1) El micleo de S tiene dimension 1.
(GBS2) U{kerS™ : n=0,1,2,...} es densa en E.

Operadores backward shift ponderados en [, o en A\,(A) son backward
shift generalizados. El operador derivada en H(C) por ejemplo también es un
ejemplo tipico. En [36] Godefroy y Shapiro muestran ejemplos de backward
shift generalizados que son adjuntos de operadores de multiplicacién en el

espacio de Bergman A?(Q).
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Los operadores backward shift generalizados también han aparecido re-
cientemente en la soluciéon del problema de Rolewicz sobre la existencia de
operadores hiperciclicos en espacios de Banach separables (véase [2, 8]) y en
espacios de Fréchet separables [22]. En ambos casos se usan perturbaciones
de la identidad por operadores backward shift generalizados compactos.

Respecto a la estructura algebraica de los operadores backward shift gene-
ralizados se tiene que S es un operador backward shift generalizado si y sélo si
existe una sucesion {x,},>1 en E tal que Sz, = x,_1,n > 1, ker § = lin{x; }
y lin{x, : n € N} es denso en E (véase [36, proposicién 3.3]).

Como consecuencia del teorema 1.3.1 tenemos

Teorema 1.4.2 Si S es un backward shift generalizado en un espacio de
Fréchet E, entonces I + S es hiperciclico y satisface el Criterio de Hiperci-

clicidad.

Demostracién. Sea {e;};>1 una sucesién de elementos no nulos de E tal
que Se; =0, Sej11 =¢€;, 5 € N, ylin{e; : j € N} es densa en E. Fijemos una
sucesion creciente fundamental de seminormas {||.||, }x>1 en E. Si definimos
ajr = |le;ll,, 7,k € N, entonces la matriz A := (a;);ren €s una matriz de

Kothe. Construimos
v:MA) — E; Y(x,z,...) = ijej.
jEN

Se tiene que v esta bien definido y es continuo ya que F es completo y se

satisface

E :xjej

jeN

<Yl age =l

k JEN

||¢$||1c =

donde |.|, denota la k-ésima seminorma en A (A).

Si consideramos el operador backward shift B en A;(A), veamos que estéd
bien definido y es continuo. Concretamente vamos a probar que la matriz A
satisface la condicién 1.1. Por la continuidad de S tenemos que para todo

n € N existe un natural m > n tal que

|Sall, < llzl,,, ¥z € E.
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En particular |le;|| < [lej41]],, para todo j € Ny de aqui se deduce que

a; .
_pn <1, VjeEN,
Aj4+1,m

donde 0/0 se define como 1.

Veamos a continuacién que el diagrama

M(A) 2 (4)

zbl % (1.20)
E

1+S
—

es conmutativo. Si = (z1,xs,...) € A\ (A) tenemos que

(I+S)oth(xr,2,...) = (I+5)) wje;

jeN
=Y wiej+ > wie; = (w+ain)e;,
JjEN jeN JjEN

¢o(l+ B)(xy,29,...) =¢(r1 + 22,29 + T3, .. .)

=) (@ +ai)e;.

jEN

Ademés 1 tiene rango denso ya que lin{e; : j € N} C Ime. Por el teo-
rema 1.3.1 obtenemos que I + B es hiperciclico y satisface el Criterio de
Hiperciclicidad en A;(A). Aplicando el lema 0.2.19, se obtiene la hipercicli-
cidad de I + S y también que satisface el Criterio de Hiperciclicidad. W

Observaciéon 1.4.3 Godefroy y Shapiro preguntan en [36, 4.10(c)] sobre la
hiperciclicidad de perturbaciones de la identidad por backward shift genera-
lizados casinilpotentes. Salas, motivado por una cuestiéon de Chan y Shapi-
ro [28, p. 1447], demuestra en [62] que I +7T es hiperciclico en [, (1 < p < 00)
para todo backward shift unilateral ponderado. El teorema 1.4.2 generaliza
el resultado de Salas y da respuesta positiva a la pregunta de Godefroy y

Shapiro.

Una consecuencia interesante del teorema anterior es el siguiente
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Corolario 1.4.4 Si E es un espacio de Fréchet (real o complejo) de funcio-
nes de clase C* tales que el operador derivada D : E — E estd bien definido

y es continuo, y los polinomios son densos E, entonces I + D es hiperciclico
en E.

Para la hiperciclicidad y caos de operadores backward shift generalizados
en espacios de Fréchet, y también para el caos de perturbaciones de la iden-
tidad por operadores backward shift generalizados, tenemos las siguientes

caracterizaciones:

Teorema 1.4.5 Sea S : E — E un operador backward shift generalizado en
un espacio de Fréchet E, y sea {e;}j>1 una sucesion de elementos no nulos
de E tales que Se; =0, Seji1 =e;, j €N, ylin{e; : j € N} es denso en E.
St {]]|| k=1 es una sucesion cualquiera fundamental de seminormas en E,

entonces

(a) (1) liminf;en |le;]], =0, para todo k € N implica que S es hiperciclico.
(2) > ien lejlly, < oo, para todo k € N implica que S es cadtico.

(3) supgen (lim SUPj ey ||ej\|,1€/j> < oo implica que I + S es cadtico.

(b) Si{ej}j>1 es una base topoldgica en E, entonces los reciprocos de (1)

y (3) también son ciertos.

Demostracién. (a) Aplicaremos el mismo argumento que en el teore-

ma 1.4.2 para obtener los diagramas conmutativos

M(A) —2— A(A) M(A) T A (A)
gl gl gl gl
E 2. E E 2 g

Por lema 0.2.19 obtenemos (1), (2) y (3) aplicando 1.1.1, 1.1.3 y 1.3.2
respectivamente.

(b) Si {e;};>1 es una base topoldgica en E, entonces para todo x € E
existe una sucesion (tinica) de escalares {z;};>1 tal que la serie Y ™| x;e; es

convergente y x = Z;’il xje;. Esto implica que, tomando la matriz de Kothe
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A = (|lejll,)jken, el operador
0: E— X(A), p(x) = @(Z zje;) == (z;)jen
j=1

estda bien definido y tiene rango denso ya que este rango contiene la base
canénica, la cual es densa en \g(A).

Por otro lado, toda base topoldgica en un espacio de Fréchet es equiconti-
nua (véase por ejemplo [43, 14.2 y 14.3]), por tanto para todo k € N existe un
natural & > k y una constante C' > 0 tal que para todo x = Zj’;l xje; € B,

se tiene que

<Clz|ly, Vn,meN, m>n,
k

m
E :ffjej
j=n

de donde obtenemos

le(@)ll), = sup |z lle;ll, < Cllall,,
JjeN

y por tanto ¢ es continua.

Ahora consideramos los diagramas conmutativos

E 2. E E 1 E
wl wl ® ®
Ao(A) —Z— M(A) Mo(A) 2 A (4)

y aplicamos 1.1.1 y 1.3.2, para obtener los reciprocos de (1) y (3). W

Observacién 1.4.6 (1) Los reciprocos de (1) y (3) en el teorema anterior
no son necesariamente ciertos si {e;};>1 no es una base topolégica. Consi-
deremos por ejemplo S = 2B en l;. S e I+ .S son cadticos en [; por 1.1.5

y 1.3.2. Si denotamos por {f;};>1 la base candnica en ; y tomamos
— 1 - \n—J N
en'_z_n Z(n_j) fj y neN,
j=1
entonces {e;};>1 v S satisfacen las hipétesis del teorema 1.4.5. Pero |le,|| >

(n—1)n—! 1/n
an

, para todo n € N, y entonces lim ||e,|| = oo y lim ||e,, || " = o0.



62 Operadores “shift” en espacios de Kothe

(2) El reciproco de (2) en el teorema 1.4.5 no es cierto en general, incluso
si {e;};>1 es una base topolégica en E. No obstante, una adaptacién de
la demostracién del teorema 1.1.3 demuestra que, si {e;};>1 es una base
absoluta en E, entonces S es cadtico si y solo si la serie )y |||, converge

para todo k € N (véase también [38, teorema 7).



Capitulo 2

Existencia de operadores
caodticos en espacios de Fréchet

Volviendo a los comienzos de la hiperciclicidad, Rolewicz [60] estudié el
primer operador hiperciclico en espacios de Hilbert. Concretamente probd
que AB : ly — Iy es hiperciclico si y s6lo si |A| > 1. En este mismo articulo Ro-
lewicz demuestra que los espacios de Banach de dimensién finita no admiten
operadores hiperciclicos, preguntando si todo espacio de Banach separable de
dimensién infinita admite operador hiperciclico. Recientemente Ansari [2] y
Bernal [8] contestan independientemente de forma afirmativa a esta cues-
tién. Maés tarde, Bonet y Peris [22] generalizan el resultado a espacios de
Fréchet separables de dimension infinita. En todos los casos la demostracién
estd basada en un resultado de Salas [62] concerniente a la hiperciclicidad
de perturbaciones de la identidad por operadores backward shift ponderados
en [y, con la particularidad de que los operadores backward shift ponderados
que se utilizan en [2, 8, 22] son operadores compactos (la imagen de algin
0-entorno es un conjunto relativamente compacto). Si inspirados por estas
construcciones nos preguntamos por el caos de perturbaciones de la identidad

por operadores compactos en espacios de Fréchet, tenemos la siguiente

Proposicién 2.1 Ninguna perturbacion de la identidad por un operador com-

pacto en un espacio de Fréchet E es cadtica.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que E es un espacio de

Banach complejo. Si T : EF — FE es compacto y I + T es hiperciclico,
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utilizaremos el mismo argumento que Chan y Shapiro [28, proposicién 4.3]
para probar que el espectro de I + T es {1}.

El adjunto (I +T7)* = I +T* de I + T no tiene valores propios (véase
Kitai [44, corolario 2.4]). Como I + T™* también es una perturbacién de la
identidad por un operador compacto, se tiene que su espectro se reduce al
tnico punto {1}, ya que en caso contrario I + T* tendria valores propios
(véase [61, teorema 4.25(b)]). Por tanto o(I + 1) = o (I +T7) = {1}.

Si I + T es cadtico, entonces I + T tiene un punto periédico no fijo.
Utilizando el mismo argumento que se uso en el teorema 1.3.2 (apartado (iii)
— (ii)) obtendriamos que existe una raiz n-ésima A de la unidad (A # 1) tal
que A es un valor propio de I + T'. Esto es una contradiccion.

Para F un espacio de Banach real, consideramos primero las complexifica-
ciones £ = E+iE de B,y I+T de I+T (I+T)(e+if) := (I+T)e+i(I+T)f).
Si I +T es cadtico, entonces I + 1" es también cadtico (véase [14]) y entonces
T no puede ser compacto, lo cual implica que T no es compacto y esto es
una contradiccion.

Si E es un espacio de Fréchet y T': E — E es un operador compacto,
entonces existe un O-entorno U en F absolutamente convexo tal que T(U) es
un conjunto compacto. Entonces T induce un operador compacto 7T : Ey —
Ey en el espacio de Banach Ey asociado a U. La aplicacién (“canonical
linking map”) ¢ : £ — Ey es continua, tiene rango denso y (I+T)o¢=
¢po (I +T). Como I+ T no es cadtico obtenemos que I + T tampoco es

caotico por el lema 0.2.19. W

Teniendo en cuenta la proposicién anterior y los comentarios hechos al
principio del capitulo, observamos que la construccién general de operadores
hiperciclicos en espacios de Fréchet separables infinito dimensionales siempre
conduce a perturbaciones de la identidad por operadores compactos, y por

tanto no pueden ser cadticos. De esta manera surge una pregunta natural:

. Todo espacio de Fréchet separable infinito dimensional admite operador

cadtico?

A continuacién vamos a contestar de forma negativa a la pregunta an-

terior. Concretamente probaremos que el dual de espacios de Banach com-
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plejos, separables, reflexivos y hereditariamente indescomponibles de Gowers
y Maurey no admiten operadores cadticos. Nos basaremos en resultados de
Gowers y Maurey [37, Seccién 4] sobre operadores definidos en espacios de
Banach complejos hereditariamente indescomponibles. La existencia de es-

pacios de Banach de este tipo también se demuestra en el mismo articulo [37].

Teorema 2.2 5i X es un espacio de Banach complejo y separable, con
dual X' hereditariamente indescomponible, entonces X no admite operador

cadtico.

Demostracién. En primer lugar observaremos que la existencia de espa-
cios de Banach hereditariamente indescomponibles con predual es una con-
secuencia del hecho de que los ejemplos de los espacios hereditariamente
indescomponibles de Gowers y Maurey son reflexivos (véase [37, paginas 853
y 869]).

Por [37, teorema de la seccién 4], todo operador A de X’ en X' puede
escribirse como A = A\l + 5, con A € C y S estrictamente singular. Ademas,
el espectro o(A) de A es finito, o consta de A y una sucesién (\,),>; de
valores propios con multiplicidad finita que converge a .

Supongamos que el operador T : X — X es cadtico. Como T es hi-
perciclico, su adjunto 7% : X’ — X’ no puede tener valores propios (véase
Kitai [44, corolario 2.4]). Por el resultado de Gowers y Maurey que acabamos
de mencionar el espectro o(T") = o(T™) es finito. Como T es cadtico, T' tiene
un punto periédico p # 0 en X, es decir, (1™ — I)p = 0 para algin n € N.

Descomponiendo el polinomio
At—=1=A=X)...(A=X\)
y observando que
(I —Dp=(T—MI)...(T— X\, 1)p=0,

concluimos que el espectro puntual o,(7") es no vacio y necesariamente finito,

ya que 0,(T") C o(T). Definimos

A(T) :={p € 0,(T); u* =1 para algin n € N},
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P(T):= [] (T—pI).

peA(T)

Veamos que el conjunto de los puntos periddicos de T estd contenido en
ker(P(T)). Si z # 0 es un punto periédico de T, entonces existe n € N tal
que (T™ — I)x = 0. Descomponemos A" — 1 = R(A\)Q(A), donde R(\) es el
producto de todos los factores de la forma (A — \;) y A; es una raiz n-ésima
de la unidad que pertenece al espectro puntual o,(7") de T', y obviamente
Q\) = (A"—=1)/R(\). Si R(T)x # 0, entonces Q(T)R(T)x = (T"— 1)z =0,
de donde se deduce que R(T)x € ker(Q(T)). Consecuentemente, una de las
raices de Q(X) pertenece a 0,(T") y por tanto también pertenece a A(T),
lo cual es imposible. De aqui obtenemos que necesariamente R(T)z = 0y
entonces P(T)z = 0.

Como el conjunto de puntos periédicos de T' es denso en X obtenemos

que P(T) = 0. Teniendo en cuenta que un sencillo cdlculo muestra que
(P(T)z, 2"y = (x, P(T*)2"y, Ve e X, V' € X/,

se obtiene que P(T*) = 0 y de aqui T* tiene valores propios, lo cual es una

contradiccion con la hiperciclicidad de 7. W

Una consecuencia que podemos obtener observando detenidamente la de-

mostracion del teorema anterior es la siguiente

Proposicién 2.3 Si T es un operador hiperciclico en un espacio de Banach
X complejo y separable, con dual X' hereditariamente indescomponible, en-
tonces existe N € N tal que TNz = = para todo punto periddico x € X de
T.

Demostracién. Si T no tiene puntos periédicos no nulos, entonces po-
demos tomar como N cualquier nimero natural fijo. Si 7" tiene algin punto
peridédico no nulo, utilizando la misma notacién que en la demostracién an-
terior, se tiene que el conjunto A(T") de todas las raices de la unidad que
pertenecen al espectro puntual de T es finito. Definido el polinomio P(\)
como antes, es decir,

PO =[] 0 -n.

pEA(T)
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podemos encontrar N € N tal que P(\) divida al polinomio AV — 1. En
la demostracién anterior se probd que todo punto periédico x € X satisface
P(T)x = 0. Por tanto (TN —I)(z) =0. A






Capitulo 3

Productos tensoriales y
universalidad

En este capitulo vamos a estudiar la incidencia de los productos tenso-
riales en la hiperciclicidad. El objetivo fundamental es establecer una herra-
mienta bastante general que permita, e.g., obtener resultados de hipercicli-
cidad, caos o universalidad de operadores definidos en espacios de funciones
de varias variables, a partir del conocimiento de la respectiva propiedad en
espacios de funciones de una variable. La razén de ello estriba en que muchos
operadores en espacios de funciones de varias variables se representan como
productos tensoriales de operadores en espacios de funciones de una variable.
Obtendremos también consecuencias para la universalidad de operadores de
composicién definidos en el dlgebra L(E) de los operadores T': E — E en
un espacio de Fréchet E, dotada con la “strong operator topology” (SOT), o
topologia de la convergencia puntual. Aunque las consecuencias y ejemplos
que presentaremos se centran en la hiperciclicidad y el caos, las herramientas
y resultados generales son aplicables a otros tipos de universalidad como,

e.g., la superciclicidad.

En la primera seccion estableceremos los preliminares y resultados bésicos
sobre universalidad de productos tensoriales de operadores. Posteriormente
aplicaremos la teoria establecida a diversos ejemplos, obteniendo como con-
secuencia resultados nuevos, otros que generalizan resultados conocidos y, en
especial ofreciendo una via alternativa y unificadora para estudiar operado-

res en espacios de naturaleza muy diversa que, aunque a priori no parezcan
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ser susceptibles de ser tratados via los productos tensoriales, sin embargo es

aplicable la teoria previa.

3.1 Universalidad de productos tensoriales de
operadores

Recordamos que si la sucesién de operadores {T,, : n € N}, definidos
en un espacio localmente convexo E satisface el Criterio de Universalidad,
entonces existen subespacios densos X e Y de E, una sucesién creciente de

naturales {my},-, y aplicaciones lineales S,,, : Y — E, k € N tales que
(i) T, "% 0 puntualmente en X,

(ii) S, "% 0 puntualmente en Y,

k—o0

(iii) Ton, © Sm, — Idy puntualmente en Y.

En esta seccion daremos condiciones que garanticen la universalidad de
productos tensoriales de sucesiones de operadores. Estableceremos también
nexos de conexién entre el problemas de la hiperciclicidad de sumas directas
de operadores (en particular el problema de D. Herrero [42, p. 97]) y la hiper-
ciclicidad de productos tensoriales. Por tltimo, otra propiedad importante a
estudiar en el contexto de este capitulo es el caos.

Podria decirse que el operador identidad esta “lejos” de ser hiperciclico.
Esto contrasta con el hecho que observaremos de que el producto tensorial
del operador identidad con un operador que cumpla el Criterio de Hipercicli-
cidad es hiperciclico. Concretamente, tensorizar con la identidad es un caso
particular, serd suficiente tensorizar con un operador que satisfaga ciertas

condiciones (la identidad las satisface). En este sentido damos la siguiente

Definicién 3.1.1 Diremos que una sucesion de operadores {T,, : n € N} en
un espacio localmente convexo E cumple el Criterio de Tensor-Universalidad
(CTU) respecto de la sucesion creciente de naturales {my}3>, si existen sub-
conjuntos densos X eY de E y aplicaciones Sy, : Y — E, k € N (posible-

mente no lineales, posiblemente discontinuas) tales que

(1) {Tm,x}52, es acotado para cada x € X,
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(11) {Sm, Yy}, es acotado para caday €Y,

(111) Tpn, © Spy hoop Idy puntualmente en'Y .
De manera similar, un operador T’ en E se dice que satisface el Criterio de
Tensor-Hiperciclicidad (CTH) si la sucesion de sus iteraciones {T™ : n € N}

cumple el Criterio de Tensor-Universalidad.

Observacién 3.1.2 Al igual que ocurria en 0.2.4, se prueba sin dificultad
que si {7}, : n € N} cumple el Criterio de Tensor-Universalidad respecto de
{mitre sy {me, }32, es una subsucesion de {my}7,, entonces {7, : n € N}

satisface el Criterio de Tensor-Universalidad respecto de {my, }°;.

Observacién 3.1.3 Una demostracion similar a la del lema 0.2.6 muestra
que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer en la definicién anterior
que los subconjuntos densos X e Y son subespacios densos de E y que las

aplicaciones .S,,, son lineales para todo k € N.

k

Ejemplos 3.1.4 (1) Evidentemente, aquellas sucesiones de operadores que
cumplan el Criterio de Universalidad también satisfacen el Criterio de Tensor-
Universalidad.

(2) Es facil observar que toda isometria en un espacio de Banach cumple
el Criterio de Tensor-Universalidad.

(3) Si R es un operador en un espacio localmente convexo F' que tiene
un conjunto denso de puntos periédicos, entonces R cumple el Criterio de
Tensor-Universalidad. Efectivamente, sea X el conjunto de puntos periédicos
de R. Obviamente {R*z}% | es acotado para cada x € X ya que la drbita
de x es finita. Por otro lado R, : X — X es biyectiva. Definamos por tanto
Sy :=S* k€N, con S := (Rj,) " para concluir que R satisface el Criterio
de Tensor-Universalidad respecto de {k}ren.

En particular, si R" = [ para algin ntimero natural n, entonces R sa-
tisface el Criterio de Tensor-Universalidad ya que cada x € F es un punto

periddico de R.

Teorema 3.1.5 Sean E y F' espacios localmente convexos. Si la sucesion de

operadores {T! : E — E : n € N} satisface el Criterio de Universalidad y la
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sucesion {T? : F — F : n € N} cumple el Criterio de Tensor-Universalidad,

ambas respecto de la sucesion creciente de naturales {my}2, entonces
{I'9T?:E®, F — E®,F; neN}

satisface el Criterio de Universalidad respecto de {my}32,, para cualquier
norma tensorial a.
En particular, si E y F' son espacios de Fréchet separables, entonces la

SUCESION
{Ti@T? : E®,F — E®,F; n € N}
es universal.

Demostracién. Por la observacion 0.2.5, es suficiente probar el resultado
para la topologia tensorial . Por hipétesis existen X, Y'! subespacios densos
de E, X2, Y2 subespacios densos de F' y aplicaciones lineales S}nk :Y! — E,
Sp,Y? — F, keN, tales que

(a) T, 21 "% 0 para cada z; € X7, {172, x2}72, esta acotado para cada
To € X2,

(b) Slky1 —> 0 para cada y; € Y, {S2 y2}72, estd acotado para cada
Yo € Y?2: ;

(c) (T OSZ )i;yl para cada y; € Y, i = 1,2.

Consideramos los subespacios densos X! @ X? e Y!@Y?2 de F®, F y las
aplicaciones lineales S}, ® S2, :Y'®Y? — E®, F, k € N. Veamos que

se satisface
(1) T, @ T2 u "% 0 para cada u € X ® X2,
(2) S, ®S2 v "% 0 para cada v € Y ® Y2,
(3) (T, ®T2 )o (S, ® Sz v "%y para cada v € Y1 ®@ Y2,

En primer lugar observamos que es suficiente probar las convergencias
(1), (2) y (3) para tensores simples ya que cada z € X' ® X? se representa
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como z =Y 0 ¥ ®y;, conx; € X'y € X% i=1,...,n, y andlogamente
para Y! ® Y2, Sean U, y U, bases de 0-entornos absolutamente convexos de
los espacios F y F' respectivamente.

(1) Sea 71 @ 19 € X' ® X2, U; € U;, i = 1,2. Por (a) el conjunto
B = {Tﬁ%xg : k € N} es acotado, luego existe existe V; € Uy, Vi C Uy tal

que
I'(Vi® B) CT'(U; @ Uy),
y también existe kg € N tal que Tnl%xl e Vi, V k> ky. Entonces
(Th, @T2 a1 @ao =T, 210712 22 € Vi@ BCT(Uy @ Us), k> k.

(2) es andlogo a (1) utilizando (b).
(3)Seary @xy, € Y @Y? U; €U, i =1,2. Tomamos V; C Uy, i = 1,2,

0-entornos tales que

[(Vi @ faa}) € ST (0 & Vo)
M({r} @ Va) € ST(U: © 1),
r(Vie)c %F(Ul A
Por (c) existe ky € N tal que
T, St —x €Vi, Vk>ky, i =1,2.

Por tanto tenemos que

(T, ® T,) © (S @ S )21 @ 2 — 21 @ 1 =
(Tl Sl ®T2 S2 )%1@1’2-1’1@%22

my P my, my P my
TrlnkS%kxl ® T,ikSTan:UQ — T QX =
(Tnl%S;%xl —1I) ® (T;ksikIQ — o) +
(T, Sy 21— 1) @z + 21 @ (T, Sp, 19 — a2) €

VioaV+ Vi@ {z}+{n}telkcC
1 1 1
gF(Ul ® Us) + gF(U1 ® Us) + gF(Ul ®@Uy) =T'(U1 ® Us).
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Si E y F son espacios de Fréchet separables, teniendo en cuenta que las
extensiones {T'QT? : E®,F — E®,F : n€ N} de {T! ® T? : n € N}
cumplen el Criterio de Universalidad en el espacio de Fréchet separable
E®,F, obtenemos el resultado aplicando el Criterio de Universalidad (teo-
rema 0.2.2). W

Por supuesto el resultado anterior tiene su correspondiente versiéon para
hiperciclicidad sin mas que tomar la sucesion de las iteraciones. La combi-

nacién de estas versiones y de 3.1.4.(3) nos proporcionan el siguiente

Corolario 3.1.6 Sean E, F espacios localmente converos y T : E — FE
operador que satisface el Criterio de Hiperciclicidad. S el operador R : F —

F tiene un conjunto denso de puntos periodicos, entonces
TOR:E®@, F — E®,F

satisface el criterio de Hiperciclicidad para cualquier norma tensorial a. FEn
particular, si los espacios E y F' son metrizables y separables, entonces TQR

es hiperciclico en EQ,F .

Esto da también una consecuencia importante respecto al producto ten-

sorial de operadores cadticos.

Corolario 3.1.7 SiT) : E — E es cadtico en el espacio de Fréchet separable
E yTy, : F — F es un operador que tiene un conjunto denso de puntos

periodicos en el espacio metrizable y separable F', entonces
Ti&Ty : EQ,F — E®,F

es caotico para toda norma tensorial a. En particular TY®T5 es cadtico si Ty

y Ty lo son.

Demostracién. Por [14, proposicién 2.13|, T} satisface el Criterio de
Hiperciclicidad respecto de una sucesion {mg}72,. Aplicando 3.1.6 se tiene
que Ty RT, es hiperciclico en E®,F.

Sean P(Ty) C E'y P(1z) C F los conjuntos de puntos periédicos de T}
y Ty respectivamente. Observemos en primer lugar que P(7}) y P(13) son

espacios vectoriales densos, luego P(11) ® P(13) es un subespacio denso de
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E®.F. Ademés, cada punto de P(T}) ® P(T3) es un punto periédico de
Ty @ Ty. En efecto, si z € P(T1) ® P(T3) tenemos que z = Y ., \jz; ®y; con
x; € P(T1) e y; € P(1T»). Entonces z es un punto periédico de T} ® Ts, con
periodo menor o igual que el minimo comuin multiplo de los periodos de x; e

yiparai=1,....n. A

Como observamos en la introduccién de esta seccién y segun se deduce
de 3.1.6 T®I es hiperciclico si T cumple el Criterio de Hiperciclicidad. A
continuacion probaremos el reciproco y también la relacién existente con la
hiperciclicidad de T @ T. Esto nos da una equivalencia, en este caso en el

contexto de los productos tensoriales, con el problema clasico de Herrero.
Proposicion 3.1.8 Sea E un espacio de Fréchet separable, un operador T :
E — E y F Fréchet separable tal que dim(F) > 2. Entonces equivalen
(1) T cumple el Criterio de Hiperciclicidad,
(2) TRI : EQ.F — E®,F es hiperciclico para toda (alguna) norma ten-
sorial a.
(3) TeT:E®FE — E®E es hiperciclico.

Demostracién. (1) — (2) Basta aplicar 3.1.6 con R = I.

(3) — (1) Es el resultado de Bes [12, teorema 1.16] (ver también [14]).

(2) — (3) Como dim(F) > 2, existen f, f5 € F’ linealmente indepen-
dientes. Definimos entonces ¢ : EQ,F — E @ F,

¢ (Zei ®fi> = <Z€i <fiafik>>zei <fi7f2*>) .

El operador ¢ es sobreyectivo (dados e1,e2 € E, tomamos fi, fo € F tales
que <fz',f}k> = 0;; y entonces ¢ (e1 @ f1+ e2 ® fo) = (e1,€2)). Ademds

ToT) (o (X ewh)) = (3 Te o fi), ST (fi 1))
=¢ ((T®I) (Z € @ fz)) ;

es decir, el diagrama

E&,F 2L, E®.F
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es conmutativo y concluimos aplicando el lema 0.2.19. W

3.2 Ejemplos y aplicaciones

En esta tltima seccién vamos a obtener algunas consecuencias como apli-
cacion de técnicas basadas en productos tensoriales y de los resultados obte-

nidos en la seccién anterior.

Ejemplo 3.2.1 En 1929 Birkhoff [17] probé la universalidad de operadores
traslacién en H(C) dotado de la topologia de convergencia uniforme en los
conjuntos compactos. Una generalizacion a H(C™) de esta clase de universa-
lidad se debe a Abe y Zappa [1, seccién 2|. Este resultado puede obtenerse
también como aplicacién de las técnicas de productos tensoriales.

Dado z = (z1,... , 2,) € C", denotaremos la norma usual de z por ||z| :=

n 2\ 1/2
(Zi:1 il )

de la topologia de convergencia uniforme en los conjuntos compactos. Para

, H(C™) es el espacio de funciones holomorfas en C" dotado

a € C", T, denota el operador traslacién
Ty : H(C") = H(C™) : Tof(2) := f(z +a).

Sea {a”};>; una sucesién en C" con sup, ||a¥| = co. Veamos que la
sucesion de operadores {71, };>1 es universal. En primer lugar observamos
que H(C") puede ser representado como el producto tensorial @an(C)
(basta considerar la extensién del operador natural fi(z1) ® -+ ® f.(z,) —
f(z1, oy 2n) == fi(z1) -+« fu(2n)) y el operador T, en H(C") coincide con

n
ngai en &), H(C). Como sup;, |a?]| = co tenemos que existe un ndice

%) = oo. Sin pérdida de generalidad supondremos
. . NO )
= 00y que existe « := lim;_, ’;—”‘ (sino pasarfamos
ay

1 <ip < n tal que sup;

ot

a

que ip = 1, lim;_,
a una subsucesién).

Veamos que en esta situacion se tiene que la sucesién {7 a(j)}j>1 satisface
W 5=

el Criterio de Universalidad. Tomamos

X :=lin{e™ : e <1}, YV :=lin{e™ : |e*]>1}.
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Un argumento de tipo Hahn-Banach demuestra que X e Y son densos en
H(C) (véase por ejemplo [36, seccién 5]). Sea ahora K un conjunto compacto
de C, tomamos R > 0 tal que |z| < R para todo z € K. Para cada funcién
e™ de X y para todo z de K tenemos que

o 1)

agj)| _]—>oo O

A
e |

()
PR [ Al | — IR

Definimos S; := T o, J € N. Obviamente T 4o S; = Idy. Para cada
1 1

funcién e’ de Y y para todo z de K tenemos que

@ =la?|

hY 1

— R[] =%,

)
6\)\|R‘e Aat

Para coordenadas i # 1, si {‘afj)

ce el Criterio de Tensor-Universalidad respecto de {j};>1. En caso contrario

gJ)’ = o0, lo cual implica la existencia de una subsucesion

} es acotada, entonces {Ta(j)}j>1 satisfa-
j>1 0s

se tiene sup; ’a
{Jr}r>1 tal que {T agj)}jzl satisface el Criterio de Universalidad respecto de
{Jk}r>1. Por la observacién 0.2.4 tenemos que {Tagj)}jzl también satisface
el Criterio de Universalidad respecto de {ji}r>1 y entonces en cualquier ca-
so tenemos productos tensoriales de sucesiones que satisfacen el Criterio de
Universalidad o que satisfacen el Criterio de Tensor-Universalidad respecto

de la misma sucesién. Por 3.1.5 obtenemos que T, es universal en H(C").

En el capitulo 1 estudiamos operadores backward shift ponderados en
espacios escalonados de sucesiones de Kothe. Veamos cémo se comportan

bajo productos tensoriales.

Proposicién 3.2.2 Sean 1 < p,q < oo. Supongamos que B, : 1, — 1, y
By, : ly — 1, son dos operadores (continuos) backward shift ponderados y que

a(.,l,,1l;) es una norma tensorial en l, ® l,. Entonces
B,®@By : 1@l — 1,4l

es hiperciclico si y sélo si

n
sup H lvjw,;| = o0.
neN j=1
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Demostracién. Observemos en primer lugar que para (zg,z1,...) € I,

v (Yo, y1,-..) €1,
[zoyo| < Nzl llyll,

luego

filxly, — K f(z,y) == zoyo

es una aplicacion bilineal y continua que induce un funcional f € (lp®alq)'
que puede ser extendido a f € (lpéalq)/. A continuacion, por lema 0.4.5
de la pagina 27 se tiene que {B”éB”}Zozl
L (lp®alq, lpéalq). Por otro lado, dado n € N y un tensor simple z ® y con

es un conjunto equicontinuo en

x € l, ey €l se tiene que

fo (Bi®By) (x@y) = [ (Bya®By)

ALY A
j=i—n+1 i—n J=i—n+1 i=n

= (H ijj) TnYn,

j=1

(H Uﬂ”j) fo(B"®@B") (z@y) = (H Uﬂ”j) [z, @ {yi}l,)

y entonces por linealidad tenemos
fo(Bl®@B]) = (H vjwj) fo(B"®B") (3.1)
j=1
en lpé)alq para todo n € N.

Si sup,,en [T, [vjw;] < oo, por (3.1) y por ser { B"®B"}
nuo se tiene que {f o (BS@BZ}}) }

[o.¢]
n=1 N ,
es un conjunto equicontinuo en (lp®alq) :

equiconti-

neN
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Por tanto, para cada z € [,®.l,, el conjunto { f o (Br@B) (z)}neN es aco-

tado en K y entonces z no puede ser hiperciclico para B,®B,,.

Reciprocamente, si su [T, |v;w;| = 0o, tomamos
p ) Pnen L 1j=1 |VjW; ;

X:Y::{Z)\i,jei@)e]’ . )\i,jGK, nEN},

i.j=0

y para 7,7 € N definimos

S(ei1 ®@ej_q) = e; ¥ ey,

iw]

(obsérvese que sup,,ey [ [}, [vjw;| = oo implica v; # 0 # w; para todo i € N).
Extendemos S a todo Y por linealidad y tomamos S,, := S™. Veamos que
B, ® B, satisface el Criterio de Hiperciclicidad. Se tiene:

(i) B™ ® B™(e; ® e;) es finalmente 0, luego B™ ® B™x ™= 0, para la
a-topologia en [, ®, [,, para cada x € X.

(i) Sean
Cy:=1+sup|v|, Cy:=1+sup|w].
ieN ieN

Por hipétesis

mi
4 my <> 1) : H |U1U}Z’ > Cl CQ
=1
ma

Imy (>my+2) H|ini’>2012 C3

i=1

mg
Imy (>mp_1 +k): H lvaws| > k CF C§

i=1

Definimos ny := my, — k, k € N. Dados 7,j € N, llamamos

Di7j = H |Ur’w5|,

r<i
s<j
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y tomamos k > max{i, j}. Entonces

1
7T (S, (e, Re;)) = (e R e
( nk( % ])) H:}i1 |Uz‘+rwj+r| ( +ng ]+nk)
1
=D.. . _
STLE o | TEEY Jws|
<D.. Ct C§
2,
’ H:ch UT|H22€1 |ws|
& "2? 0

Luego S,y pmicy 0, para la topologia tensorial proyectiva m y por tanto
también para la a-topologia, para cada y € Y.
(iii) Como
(B @ BE) (S (09 ) = (870 B) (o —eiom S50
HT:1 VitrWj+r
=¢ €j,

se tiene que (B™ ® B™) o S,, = Idy. Por tanto B,®B,, satisface el Criterio
de Hiperciclicidad en lpé)alq, respecto de la sucesién {ny}r>1 construida en

(ii) y es entonces hiperciclico. W

Ejemplo 3.2.3 El producto tensorial de dos operadores hiperciclicos no es
en general hiperciclico. Para 1 < p,q < oo, tomar los operadores backward

shift ponderados B, y B, respectivamente, donde

' % si %<]’§@ para n par )
Vj 1= . n(n—1) . n(n+1) . J = 1’ 27 R
2 st =5~ <j< =52 paranimpar
y
) % si @ <7< "("TH) para n impar .
’UJJ = . n(n—l) i n(n+1) = 17 2, cee gy
2 if =5~ <j< =5~ paranpar

' 1] 1 111
es decir, {vj};?; =12,5,5,2,2,2,...} and {wj};?‘;l ={}2,2,1 11 .}
_— 3 m+1
m(”;+1) para m > 1 impar, entonces H?:l v; = 2 ch

Sin =

n .
suppen [ [j=; vj = 00. Sin =

y se tiene que

% para m > 2 par, entonces H?:l w; = 2%
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y se tiene que sup,,cy H?:l w; = oo. Por 1.9 en la pagina 43, B, y B, son
hiperciclicos en [, y [, respectivamente. Es trivial que H?Zl vjw; = 1 para
todo n € Ny entonces por la proposicién 3.2.2 obtenemos que, para cualquier

norma tensorial a, B,®B,, no es hiperciclico en [,®gl,.

K. Chan estudié en [27] la hiperciclicidad del operador Ly (S) :=T oS en
el dlgebra L(H) (H espacio de Hilbert) dotado con la topologia SOT (“strong
operator topology”) o topologia de convergencia puntual. Su prueba era di-
recta asumiendo que el operador T' cumplia el Criterio de Hiperciclicidad.
El hecho sorprendente es que no se puede utilizar un argumento de Baire ya
que L(H) con esta topologia no es un espacio de Fréchet. Por otra parte
no podemos tomar la topologia fuerte en L(H) porque entonces se pierde
la separabilidad, esencial en hiperciclicidad. Este nuevo punto de vista de
Chan también le permitié6 deducir de una manera elegante un resultado de
Montes sobre la existencia de subespacios cerrados de dimension infinita de
vectores hiperciclicos de operadores 1" en espacios de Hilbert. Nosotros pre-
sentamos otra prueba, usando productos tensoriales, del resultado principal
de Chan en dlgebras mas generales L(F). También estudiamos operadores
de composicion por la derecha Rp(S) := SoT.

Recordamos la inclusién natural de £’ ® E en L(E), dada por f(e) :=
dYo<eie>esif =) € ®e € E'®E. Esta inclusién es densa si con-
sideramos la SOT en L(FE). Efectivamente, si S € L(E) y z1,... ,x, € F,
fijamos la proyecciéon P : E — lin{zy,... ,x,} y entonces So P € E' ® E,
SoPx;=Sx;, i =1,...,n. Ademas, la restriccién de Ly a E' ® E coincide
con I ®T.

Teorema 3.2.4 Sea una sucesion de operadores {T,, : E — E, n € N}, don-
de E es un espacio de Fréchet separable con norma continua y los operadores

T, tienen rango denso y conmutan entre si. Sea

Lr,

n

L(E) — L(E) : S+—T,08, neN,
considerando en L(FE) la SOT. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) {T,}5°, satisface el Criterio de Universalidad,

(1) {Lr,}°°, es universal.
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En particular, si T : E — E es operador, equivalen
(1) T satisface el Criterio de Hiperciclicidad (respectivamente, es cadtico),
(i1) Lt es hiperciclico (cadtico).

Demostracién. (i) — (ii) Observemos primero que E'y (E',0(E', E))

son separables. Ademas, como F tiene norma continua, veamos que podemos
o(E'E)

tomar {f;, i € N} C E’ conjunto equicontinuo tal que lin{ f;, i € N}
E’. Si U es un 0-entorno en E tenemos que U° (siendo o(E’, E)-compacto y
o(E', E)-metrizable) es o(E’, E)-separable. Fijamos ||.|| norma continua en
E, definimos U := {zx € E : |z|| < 1} y tomamos {f; : i € N} C U°
subconjunto numerable y o(E’, E')-denso de U°. La igualdad

se satisface por la forma en que hemos tomado U y entonces {f; : i € N} es
un subconjunto equicontinuo de E’ cuya envoltura lineal es o(E’, E')-densa en
E’. Definimos Y = lin{f;, i € N}H'H*
de U°. Entonces F := (Y,||.|")®.F es un espacio de Fréchet separable. La

extension F' — E;®.F de la inclusién canénica, nos proporciona un operador

, donde ||.||" es el funcional de Minkowski

¢: F — L(E) con rango denso ya que lin{f; ® x, i € N,z € E} es denso en
L(E). Por el teorema 3.1.5 {I®T,}2°, es universal en F. La implicacién se
sigue al aplicar el lema 0.2.19 al diagrama conmutativo

IRT,
E—

F F
¢l ¢l - (3.2)

L(E) ™ L(E)

(ii) — (i) Si{Lz,}>2, es universal en L(E), tomamos z,y € E tales que

{z,y} es linealmente independiente, y consideramos el diagrama conmutativo

L(E) L p(m)

d d

EaE 1 poFE
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donde V(R) := (Rz,Ry), R € L(E), y U es sobreyectiva. Aplicando el
lema 0.2.19 {T,, & T, }22; es universal y entonces {T,,}°° , satisface el Criterio
de Universalidad por la observacién que sigue a [14, teorema 2.3].

El caso cadtico se obtiene observando que 1" es cadticosi T’ T loes. W

A continuacion vamos a considerar el operador de composicién por la
derecha en L(FE), definido por Ry(S) = S oT. Su restriccién a E' ® E es

RT(Zeg ®e;) = ZT'@Q ®e =(T'® I)(Z e R e;),

donde T" : E' — E' es el operador traspuesto o adjunto de T'. Para establecer
el siguiente teorema utilizaremos algunos resultados que se citaron en la

seccion 0.6.

Teorema 3.2.5 Sea una sucesion de operadores {T,, : E — E, n € N},
donde E es un espacio (DF') que tiene disco total de Banach, E} es separable

y los operadores T,, tienen rango denso y conmutan entre si. Sea

Rr,

. L(E) - L(E) : S— SoT,, neN,

considerando en L(F) la SOT. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) {T) : E|, — E}}> | satisface el Criterio de Universalidad.
(i) {Rr,}5°, es universal.

En particular, si T': E — E es operador, equivalen

(i) T' : E|, — Ej satisface el Criterio de Hiperciclicidad (respectivamente
es cadtico).

(i) Ry es hiperciclico (cadtico).

Demostracién. (i) — (ii) Sea B un disco total de Banach en E. Co-
mo Ej es separable, B C B* es o(FE, E')-separable. Consideramos entonces
{z;, i € N} C B un subconjunto numerable o(E, E')-denso. Tenemos en-

tonces que X := lin{x;, i € N} es denso en E y las extensiones

F = E®(X, |.I5) = B®:(lin(B), ||| 5) — L(E)
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de las aplicaciones candnicas proporcionan un operador ¢ : F' — L(FE) con
rango denso. Por el teorema 3.1.5 {T/®I}%%, es universal en F. La implica-

cién se sigue al aplicar el lema 0.2.19 al diagrama conmutativo

T'®I
_—

F F
‘| ‘|
LE) 2, (B

(ii) — (i) Un argumento andlogo al utilizado en (ii) — (i) en el teorema
anterior nos proporciona la conclusién, tomando {fi, fo} C E’ linealmente
independientes y definiendo ¥ : L(F) — E' @ E', U(R) := (R f1,R' ;). N

Observacién 3.2.6 (1) Para espacios que admiten predual, algunas veces
es mas facil encontrar operadores hiperciclicos en el predual que en el dual
(el dual puede no ser separable). Podemos por tanto dar otro resultado
alternativo al teorema 3.2.5: Si la sucesién {7, : E — E, n € N} satisface el
Criterio de Universalidad en un espacio de Fréchet E y Ej tiene disco total
de Banach separable, siendo 7T}, operadores con rango denso que conmutan
entre si, entonces { Ry, : L(E;) — L(E}), n € N} es universal.

(2) Los teoremas 3.2.4 y 3.2.5 siguen siendo validos si sustituimos la to-
pologia operador fuerte por la topologia de convergencia uniforme en los
conjuntos compactos de F y suponemos que E tiene la propiedad de apro-
ximacion. Basta observar que en este caso, por definicion de propiedad de
aproximacién, ' ® E es también denso en L(E) con esta topologia mas
fuerte.

(3) Los operadores Ly y Ry estan bien definidos en cualquier ideal de
L(FE). Una pregunta natural es en qué ideales de L(E), con sus correspon-
dientes topologias, se cumplen resultados analogos a 3.2.4 y 3.2.5. A través
de productos tensoriales es relativamente sencillo dar resultados como los
anteriores para ideales de operadores clasicos. Por ejemplo, sea A(E) el ideal
de operadores aproximables. Es decir, en el espacio L(E) tomamos 3 la to-
pologia de convergencia uniforme en los conjuntos acotados de E. Entonces
A(FE) es la -clausura en L(F) del subespacio de operadores con rango finito.

Podemos por tanto poner (A(E),3) en los teoremas 3.2.4 y 3.2.5 en lugar
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de L(FE), ya que el espacio F' definido alli es también denso y esté incluido
de forma continua en (A(E), ). Recordamos aqui que A(F) = M(E), el
ideal de operadores Montel (es decir, aquéllos en los que la imagen de todo
conjunto acotado es relativamente compacto) si el espacio E tiene la propie-
dad de aproximacién. En particular, A(E) = K(FE), el ideal de operadores
compactos, si E es un espacio de Banach con la propiedad de aproximacion.

Otro ideal importante es el espacio de los operadores nucleares N(E)
cuando E es un espacio de Banach. Recordamos que T" € N(F) si existen
e, € Eyele E* ieN, tales que

Z leilllles]|” < ooy Tz = Z (ef,x) e; para todo x € E.
i€N ieN
N(E) es un espacio de Banach cuando consideramos en ¢l la norma nuclear

natural definida como

1Ty = inf{z lealllle;I" = Tw =) (¢, z)ei Va e E}

ieN ieN
para T' € N(E) (véase [29] para mds detalles). Los resultados anteriores
siguen siendo ciertos para (N(E),||.||y). Para su demostracién basta tomar
la topologia tensorial 7 en lugar de la ¢.

Otros ejemplos de ideales de L(E) (E Banach) en los cuales los resulta-
dos siguen siendo ciertos pueden obtenerse considerando diferentes normas
tensoriales o usando la densidad de N (E') junto con Criterio de Comparacién

de Hiperciclicidad.

El estudio de la existencia de subespacios cerrados de vectores universa-
les fue iniciado en [10] (ver también [48], [53]). En [53] se dan condiciones
generales bajo las cuales un operador en un espacio de Banach separable ad-
mite un subespacio cerrado de vectores hiperciclicos. En [27] K. Chan da una
prueba del resultado anterior para espacios de Hilbert de forma muy elegante
utilizando la hiperciclicidad del operador Ly en el dlgebra L(H). Reciente-
mente A. Montes y C. Romero [54] adaptan la prueba de Chan para espacios
de Banach separables y obtienen el resultado también para superciclicidad.
Aqui presentamos una adaptacién del argumento de Chan para espacios de
Fréchet separables que admiten norma continua y para sucesiones universales

de operadores.
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Teorema 3.2.7 Sea {T,,: E — E, n € N} una sucesion de operadores con
rango denso en un espacio de Fréchet separable E con norma continua, que
satisface el Criterio de Universalidad respecto de {my}32, y que conmutan
entre si. Si existe un subespacio cerrado infinito dimensional Xo — FE tal que
limy_,oo T,z = 0, para todo x € Xy, entonces existe un subespacio cerrado

nfinito dimensional Yo — E tal que

[Ty : KEN} = B, ¥y €Yo\ {0).

Demostracién. Segin el teorema 3.2.4 existe K € L(F) universal para
{Lka }ZO: X Ademas, K lo podemos suponer compacto. Efectivamente, hay

que tener en cuenta primeramente que ¢(R) es universal para { Ly, } 1 si

R € Y®_.E es universal para {I@ka}zozl en el diagrama 3.2. En segundo

lugar, como Y es subespacio cerrado de (Ej., ||.]|*), entonces todo elemento
R € Y®.E es tal que el operador inducido K := ¢(R) cumple que m es
compacto en E. Utilizando ahora un resultado cldsico de Grothendieck [40,
capitulo 5, parte 2, seccién 2, teorema 1| el operador I + K tiene rango
cerrado (luego es abierto sobre la imagen) y nicleo finito-dimensional. Por
tanto Yy := (I + K)(Xp) es un subespacio cerrado infinito-dimensional de E.
Siyo € Yo \ {0}, existe 29 € Xy (zg # 0) tal que yo = o + K(z9). Entonces

{kay07 l{? c N} = E

ya que limy_o T o = 0y {Ton, (K2o)},o, €s denso en E por ser K universal
para {Lka}zO:r ]

Finalmente, como consecuencia de técnicas basadas en productos tenso-
riales, vamos a dar algin ejemplo de operador de composicion hiperciclico
y caodtico en holomorfia infinita. Concretamente estudiaremos la hiperci-
clicidad y el caos del operador de composiciéon por la derecha con un ope-
rador lineal 7' : E — FE en el espacio de las funciones enteras H(FE) con
una topologia adecuada. En el siguiente teorema utilizaremos definiciones
y observaciones que se hicieron en la seccién 0.7. También observamos que
para T lineal, f(7'(0)) = f(0). Esto nos obliga a restringirnos al espacio

Ho(E) :={f € H(E) : f(0) =0}
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Teorema 3.2.8 Sea E un espacio (DF) con la propiedad de aproximacion
yT : E — E un operador tal que T' : E| — Ej satisface el Criterio de

Hiperciclicidad (es cadtico). Entonces el operador de composicion
Ry (HO(E)aTo) - (HO(E)7TO) : f = fOT,

es hiperciclico (cadtico).
Si Ry es hiperciclico (cadtico), entonces T' : E; — Ej es hiperciclico

(cadtico).

Demostracion. Consideremos en primer lugar
G = {f e Hy(E) : f(0)=0, P(f)eRE, Vne N} — (Hy(E), 7).

En el espacio de Fréchet F' := G tenemos que Ryp(F) C F. En efecto, si
f € G, entonces

Pu(Rr(f)) = Pu(f) o T = (T'® - @ T')(Pu(f)) € Q E'

para todo n € N. Tenemos entonces probado que Rp(G) C Gy de aqui se
obtiene la inclusién deseada.

La extensién @ T"=T deT' ®---®T1T a @ms’eE{) = WTb
satisface el Criterio de Hiperciclicidad (es cadtico) respecto de una sucesién

n,8,€

{mi}%2; (independiente de n), por un argumento similar al utilizado en el
teorema 3.1.5.

Por lo tanto existen X, C @n’s?sE{) denso y Spm, @ Xn — @n’s,sEg,
k € N, tales que T/, X,, v {Snm, }72, satisfacen (i), (ii) y (iii) de la defini-
cién 0.2.12.

Definimos ahora X = |J, oy (Dj_; Xi) C F denso, S, : X — F,
Smp = DBy Snmis B € N Se sigue facilmente que Ry : FF — F, Xy
{Sm, 132, satisfacen las condiciones del criterio de Hiperciclicidad, entonces
Ry es hiperciclico (cadtico) en F. La conclusién se sigue del Criterio de
Comparacién de Hiperciclicidad ya que F' — Hy(FE) es denso (véase, e.g.,
31, Bj. 2.79]).






Capitulo 4

Hiperciclicidad y caos de
polinomios

El comportamiento dindmico de los polinomios, en lo que respecta a hi-
perciclicidad y caos, resulta ser bastante diferente del comportamiento de los
operadores lineales. N.C. Bernardes [11] prob6 que para d > 1 no existen
polinomios continuos d-homogéneos que admitan un vector con orbita densa
(hiperciclicos) en ningin espacio de Banach. Este hecho no es cierto para
espacios de Fréchet, A. Peris [58] presenta ejemplos de polinomios continuos
d-homogéneos y cadticos (por tanto hiperciclicos) en espacios de Fréchet, pa-
ra cualquier grado d > 1. Por otra parte, sin exigir homogeneidad, también
prueba que existen polinomios caéticos en [, en [57].

En este capitulo vamos a estudiar la hiperciclicidad y el caos de algunos
polinomios definidos en espacios de sucesiones, concretamente en espacios
escalonados de Koéthe. Comenzaremos por polinomios d-homogéneos y pos-

teriormente pasaremos a no homogéneos.

4.1 El polinomio {z;};>; — {sz+1}¢>1

En esta seccion estudiaremos el polinomio d-homogéneo

P ({Zi}izl) = {zzd+1}i21’

definido en espacios de sucesiones de Kothe. Este polinomio se prueba que

es cadtico en el espacio w := CN en [58].
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Sea A = (a;x);keny una matriz de Kéthe y 1 < p < oo o p = 0. Nos res-
tringiremos al caso K = C. Necesitamos que el polinomio P esté bien definido
y sea continuo en \,(A), segin vimos en el capitulo 0 (proposicién 0.5.2) es
suficiente y necesario que la matriz A satisfaga la condicion

VneN, 3m>n : sup Z‘j’n < 00. (4.1)

JeN Qi1 m

Para estudiar el caos del polinomio P en \,(A) pretendemos utilizar las
caracterizaciones para el caos de operadores backward shift ponderados en
espacios de Kothe que se obtuvieron en el capitulo 1. Con esta idea idea
vamos a “linealizar” el polinomio P por medio de una aplicacién {z;}i>1 2,
{e*};>1. Es decir, construiremos un diagrama conmutativo del tipo

lp — lp

® cbl

Ap(A) —F— A (A)

siendo T backward shift ponderado cadtico, y ¢ aplicacion continua con rango
denso. En esta seccion tendra una relevancia especial la inclusion o C A,(A)
(que, segin 0.3.9, es equivalente a {a;x};>1 € l,, k = 1,2,...). Basta
observar que ¢(0) = {1};>1. El siguiente lema garantiza las condiciones

necesarias que debe cumplir la aplicacion ¢.

Lema 4.1.1 Sea A = (aj;)jkren una matriz de Kithe con {ajx}j>1 € 1,

para cada k € N y1 <p<oo op=0. Consideremos la aplicacion

¢l — N(A) {Zi}iZI — {ezi}izy
Se tiene que ¢ estd bien definida, es continua y ademds tiene rango denso.

Demostracién. Dado z = {z},.; € [,, obviamente z es una sucesiéon
acotada y también lo es {e*};>1. Por tanto ¢(2) € lo, C A\,(A).
Para ver que ¢ es continua probaremos que es localmente Lipschitz. Ob-

servamos en primer lugar que

! ’
e —e”| < |z—2|eFHF v 2, 2 e
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Dada una seminorma ||.|,,, » € N, como {a;};>1 € [, sea M,, := sup;cy -

Six,y € l,, entonces

le(x) = o)l = Zam €% — e

<M Z Pzl il |7 g 1P
j=1

< Mperlel I $7 gy
j=1
— pperU I | — 7.

Por tanto ¢ es localmente Lipschitz. Para el caso p = 0 seria

lo(x) — o(y)]l,, = S}ég{%n le% — e¥i|} < MneHmIIJrllyH lz -yl
J

Veamos finalmente que ¢ tiene rango denso. Sean y € A\,(A), € > 0y una
seminorma ||.||,,. Como > . |y;a;n|” < 00y {ajn}jen € lp, sea un natural

Jn tal que

Z |yjaj,n|p <

J>jn

Za% <%

J>Jn

Como la funcién exponencial compleja exp(z) := e* tiene rango denso en C,

para j =1,2,...,j,, sea z; € C tal que

|€xj_yj|p ]:1a27-'-jn7

<&
MEj,3’

donde M,, := SUpjen Qjon- Consideramos la sucesion

x = {x1,29,...,2;,0,0,... }.
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Obviamente x € [,,, ademas

lo() MV—EZWJZh a,

:Z|€xj_yj +Z‘1_yj ]n
j=1

]>_]n
S o X2 S
J>in 7>In
<€+ +€
— — — =
-3 3 3

donde hemos utilizado la desigualdad
1—zP <2+ 272", p>1, z€C.
Para p = 0 se razonaria de manera analoga con la norma supremo. H

Tenemos ahora todos los ingredientes necesarios para poder caracterizar

el caos respecto del polinomio P.

Teorema 4.1.2 Sean un natural d > 1, una matriz de Kothe A que satisface

la condicion (4.1) y1 <p < oo op=0. Consideremos el polinomio
P )‘p(A) - )‘p(A> : {Zi}izl = {ZidJrl}i21'
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) P tiene un punto periddico no nulo.
(i) Para cada k € N, {a;k}i>1 € 1p.
(111) s C A\p(A) de forma canonica.
(iv) P es cadtico.

Demostracién. (i) — (ii). Supongamos que P tiene un punto periédico
no nulo, es decir, existen z € \,(A), N > 0y ng € N tales que PNz =z y

Zn, # 0. Centremos nuestra atencién de momento en la sucesién

1
{Znotin}js0 = {@”O)dﬂv }j>o'
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L
Obviamente lim;_, (2,,)#" =1, por tanto tomamos jy natural tal que

2 < |Ino|dJN = |$no+jN’> V' 7 = Jo

Sil<p< oo, para cada k € N tenemos

1 p p
o D g inal” < Tngiin tngsjnl

J=Jo J=Jo
o0
<Y wiaig]’ < oo
= Wik 9
i=0
luego
oo
2 : p
|a/n0+.7N7k| < Q.
Jj=0

Para 1 < r < ngyng <r < N aplicamos el mismo razonamiento que

antes a P"x en lugar de a z, deduciendo que

o0

P _
E |ang—rtjngl” <00, T=1,... ,n9—1,
Jj=0
o

P _
E |ang—rtjnil” <00, T=ng+1,... N
j=1

de donde obtenemos que (a; )2, € I,.
Si p = 0, utilizando un razonamiento similar tendriamos para cada k € N

que
hm Qno—r+jN,k = 07 1<r< N,
j—oo

de donde (a; )2, € c.

Notemos que (ii) y (iii) son equivalentes por la proposicién 0.3.9 de la
pagina 20.

(ii) ((iii)) — (iv). En primer lugar vamos a considerar el operador back-
ward shift ponderado dB : I, — [,. Sabemos que dB es caético en [,

(véase 1.1.6). Por otro lado, por el lema 4.1.1, la aplicacion

¢l — A(A) {Zi}izl — {GZi}izl g
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esta bien definida, es continua y tiene rango denso. Veamos que el diagrama

B,

p p

@ @

|
Mp(A) —— M(A)

es conmutativo. Si {z;}i>1 € [, se tiene

¢ odB({zi}iz1) = d({dzit1 }is1) = {€¥ s,

Po¢({zitiz1) = P({e* }iz1) = {e®+ }in1.

(iv) se obtiene aplicando el lema 0.2.19.

(iv) — (i) es trivial, luego la prueba estd completa. W

Observaciéon 4.1.3 Puede parecer que este resultado entre en contradiccion
con el de Bernardes [11], el cual afirma que para d > 2 no existen polinomios
continuos d-homogéneos hiperciclicos en ningin espacio de Banach. Veamos
que las condiciones de la proposicién anterior excluyen el caso Banach. Dada
A una matriz de Kéthe que satisface la condicién (4.1), segin acabamos de
probar {a;}jen € [, para todo k € N si y sélo si P es cadtico en \,(A). Si

Ap(A) fuera espacio de Banach entonces
dng €N : Vn >ng, 3M > 0 con a;,, < Ma;j,, Vj € N.
En primer lugar tomamos j, € N tal que
Ujng = Ajtlng, J = Jo-
Consideramos n > ng, por la condicién (4.1) existe m > n tal que

Ajn

sup — < 0. (4.2)
JjEN i1 m

Por otro lado existe M > 0 tal que
Qjm S Mamo, VJ e N.

Para j > jg se tiene

Ao Vo ajn o 1 ajng e R R
d — d ,d — d d — d ,d - d d—1 ’
WGprm  MOG 0, — MaGy,,, — MOaG,,,  M%aji,

lo cual es una contradiccién con (4.2).
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Observacién 4.1.4 Resulta también sorprendente que algunos polinomios
hiperciclicos hereden propiedades que tienen los operadores (lineales) hi-
perciclicos. Por ejemplo, Ansari [2] prueba que cualquier potencia de un
operador hiperciclico en un espacio localmente convexo es hiperciclico. En
nuestro caso P" es también hiperciclico en A,(A) si P lo es. En realidad
podemos decir esta afirmacién de todo polinomio P : F' — F' que hayamos

sido capaces de “linealizar”, construyendo un diagrama conmutativo del tipo
T
EFE — F

¢l ¢l )
F-LoF
siendo T' : E — FE operador hiperciclico y ¢ una aplicacién continua con

rango denso.

Ejemplos 4.1.5 (1) Si consideramos el producto de lineas w = CV, con la
topologia producto, se tiene que el polinomio P es cadtico en dicho espacio
como consecuencia del teorema 4.1.2 (referimos a [58] para una prueba direc-
ta). Esto es sencillo de ver si representamos w como espacio de Kéthe A;(A).

En este caso la matriz A debe satisfacer la condicion
VkeN, Jjk) : ajr=0,Yj > j(k),

y obtenemos que P es cadtico en w.

(2) El polinomio P también es cadtico en el espacio H (D) de las funciones
holomorfas en el disco, dotado de la topologia de convergencia uniforme en
los compactos de D. Este espacio es isomorfo al espacio de Kéthe A;(A),

siendo

i
A= (k) pen = <€ k)j,keN’

como se observé en 0.3.15. Veamos que P es caético en \,(A) para todo
p > 1. Para cada k € N fijo, obviamente {¢™7/*¥},cy € I,. Para ver que se
satisface la condicién (4.1), sea n € N fijo. Tomamos m = nd y se tiene

Qjn

d
@jr1m

:e%<oo,VjEN.
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Otra situacion en la que también podemos aplicar los resultados anterio-
res la tenemos en los espacios de series de potencias A, (a). Como se men-
cioné en 0.3.4 es suficiente considerar los espacios Ag(a) y Ao (@), ademas la

condicién ly, C A, (a) excluye el caso r = 0.

Proposicién 4.1.6 Sea o = {o;}jen una sucesion mondtona creciente en

[0, 00[ con lim;_,o a; = 00. St

(a) Y ienr® <00, para todor <1,y

Q541
(b) SUPjen ;j < 00,
entonces el polinomio

P:Ag(a) = Ao(a) {Zi}7;21 = {ZidJrl}izl’

es cadtico para todo grado d > 1.

Demostracion. Fijemos en primer lugar una sucesion estrictamente

creciente de numeros {t;}reny con limy .ot = 0, y tomemos la matriz de
Kothe

A= (et’“aj)

j,keN "’

Se tiene que Ag(a) = A2(A), basta por tanto ver que A satisface la condi-
cién (4.1) y (ii) del teorema 4.1.2.
Por (b), tomamos K > 1 tal que

A9 KV jeN
Qj

Sea n € N fijo, como {t;}ren es estrictamente creciente y tiene limite cero

elegimos m > n tal que

t
= <t, <0.
K
De aqui se deduce
1 «a;
nm—2 <tm, Vj€EN,
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- i>1

lo que implica
tnOéj — tmdaj—l—l < 0, \V/j e N,

y entonces se tiene

E ettn th—dai 1t
2 e = Qitn—a%j+1tm )
o, — € <1l,VjeN

d
Aji1,m

Finalmente observemos que para cada natural k fijo, por (a)

1 \“
{aj,k}jeN = {(etk) } € lp7 I1<p<oo,
jeEN

lo que finaliza la demostracion. W

Ejemplo 4.1.7 Como ya observamos anteriormente P es cadtico en H (D),
una generalizacién puede obtenerse si tomamos DV := Dx XD y conside-
ramos H(DY). Puede probarse que H(DY) = Ag(a) con {a;}51 := {7/} i1
(véase [45]). Sin dificultad se demuestra que {«;};>1 satisface las condiciones

de la proposicién 4.1.6, por tanto P es cadtico en H (D).

. . d
4.2 El polinomio {z;};>1 — {(Z'H—l +1)" — 1}
o 1>1
En esta seccion pretendemos estudiar el polinomio (), definido en el es-
pacio de Kothe A,(A4) (1 <p < ooop=0),ydado por

Q ({zi}is1) = {(Zz‘+1 +1)7 - 1} ;

i>1

donde el grado d > 1. Supondremos que K = C.

Motivado por una cuestién de R. Aron [3], que explicitamente preguntaba
si podrian existir polinomios (no homogéneos segiin el resultado de Bernar-
des) o bien aplicaciones holomorfas f : X — X que fueran hiperciclicos o
cadticos en cierto espacio de Banach X, A. Peris [57] definié el polinomio @
anterior y prob6 que era cadtico en [,, 1 < p < 00 y en ¢y para cualquier
grado d > 1. Esto motiva nuestro interés por el estudio del comportamiento
de @ en espacios de Kothe A\,(A).
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Necesitamos que el polinomio () esté bien definido y sea continuo en

Ap(A). Para ello en primer lugar observamos que

Q ({zl}zzl) = {(Zi-i‘l + 1)d - 1}

i>1

Il
—N— ——
I~
o
YRy
ey
N——
N
T
|
—_
——
V
[an

4 /d -
- Z (k) B ({Zi}izl) ;
donde P es el polinomio k-homogéneo

Py ({22}221) = {Zﬁrl}iZl’

estudiado en la seccién 4.1. Por tanto si exigimos que la matriz A satisfaga

la condicién

VnEN,EIm>n:supgji<oo,k:1,2,...,d, (4.3)
jeNaj+1,m

tenemos que

Q: M(A) — M(A) ¢ by — {1}
esta bien definido y es continuo.

De nuevo, para estudiar la hiperciclicidad y el caos del polinomio () en
Ap(A) pretendemos utilizar las caracterizaciones para la hiperciclicidad y el
caos de operadores backward shift ponderados en espacios de Kothe que
se obtuvieron en el capitulo 1. Como hicimos en la seccién 4.1 vamos a
“linealizar” el polinomio @), en este caso por medio de la aplicacion {z;};>1 2,
{e* — 1};>1, y de forma que la “linealizacién” serd un operador backward
shift ponderado. El siguiente lema garantiza las condiciones necesarias que

debe cumplir la aplicacion ¢.
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Lema 4.2.1 Sea A = (a;x);ken una matriz de Kéthe y1 < p < oo op =
0. Consideremos A = (@jk); jen la matriz (de Kothe) definida por a;y :=
max{1l,a;x} v la aplicacion
o Ap(/_l) — Ap(A) {Zi}izl — {e” — 1}1'21 .

Se tiene que ¢ estd bien definida, es continua y ademds tiene rango denso.

Demostracién. Como a;; > 1 para todo j,k € N, se cumple que
Mp(A) C ¢o de forma canénica. Dado z = {z},5, € A\(A), sea M :=
SUp;ey |2i|, tenemos que

le” — 1| <eM|z|, i=1,2,...

Dada una seminorma ||.|,,, n € N,

o0
lo@E)2 =3 a2, e —1p"
j=1
o0
< @Mzl = Mz,
j=1

(para p = 0 se tiene
le(2)Il,, = sup {ajn le* —1[} < e sup {a, |z} = |2, ),
JEN jeN

de donde la aplicacién ¢ estd bien definida en \,(A).
Para ver que ¢ es continua probaremos que es localmente Lipschitz. De

nuevo utilizaremos la desigualdad

! /
e —e| < |z— 2| v e,

Dada una seminorma |||, n € N, si z,y € \,(A), entonces

[e.9]

lé(x) — W)L =D a?, |e — e|?

7j=1

Pl +ly50) |0 oy |P

< E I 2y — g
p(llzl,+lyll, )

S a]n |$J

P (Hzlln+l\yHn) HiU —y|”.
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Por tanto ¢ es localmente Lipschitz. Para el caso p = 0 seria

|o(z) — d(y)l], = S‘QNP{% % — e¥i|} < e\\ml|n+\\ylln|,x — ...
J

Finalmente, tener en cuenta que las sucesiones finitas estan contenidas
en el rango de ¢, por tanto ¢ tiene rango denso al ser éstas densas en \,(A).
|

Tenemos ahora todos los ingredientes necesarios para poder abordar la

hiperciclicidad y el caos del polinomio Q.

Proposicién 4.2.2 Sean un natural d > 1 y A = (a;;);ken una matriz de

Kdthe que satisface la condicion (4.3). Consideramos el polinomio

Q Ml(A) — AfA) + {zidmy — { G+ 1) =1}

i>1
(i) Si para cada k € N
a .
lim inf —2% = 0,
jEN J
entonces () es hiperciclico.
(i1) Si para cada k € N
aj,k
{Ttew
entonces () es cadtico.

Demostracién. Definimos A = (@jk)jken cOmo a@jp = max{l,a;}.
Esto, junto con la condicién (4.3) para k = 1 nos asegura que el backward

shift ponderado
dB : )\I,(A) — )\p(zzl) : {Zi}izl — {dzi+1}i21 ’

estd bien definido y es continuo. Por otro lado, por el lema 4.2.1, la aplicacion
¢ Ap(A) — My(A) - {zi}im —{e” =1}

esta bien definida, es continua y tiene rango denso.
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Veamos que el diagrama

es conmutativo. Si {z;}i>1 € A\,(A) se tiene

¢ odB({zi}i>1) = d({dziv1}iz1) = {edsi+r — 1}i1,

Qo d({zi}iz1) = QU{e™ — 1}iz1) = {e™ — 1}is1.

La conclusion se obtiene aplicando el lema 0.2.19 y las caracterizaciones
para hiperciclicidad y caos de operadores backward shift ponderados obteni-

das en los corolarios 1.1.4 y 1.1.5. A

Ejemplos 4.2.3 (1) Si A = (1); sen, entonces para todo natural d > 1 se
tiene que @ es hiperciclico y cadtico en [, (véase [57]).

(3) Como ya se observé en 0.3.17, un espacio de sucesiones muy importan-
te por ser isomorfo a muchos espacios de Fréchet de funciones diferenciables
es el de las sucesiones rapidamente decrecientes, denotado por s. Para su
representacién como espacio de Kéthe basta tomar la matriz A = (j*) jkeN,
como ademads s es nuclear tenemos que s = \,(A) para todo 1 < p < oco. La

matriz A satisface

ajn J "
sup ——— = sup | - , <oo, k=1,2,...,d,
jeN CL?HM jEN (J + 1) (j + 1)mk=n

para m > n 'y ademas

jk
{—.} €ly, VEeN.
a ) .

JeN

Por tanto @) es hiperciclico y cadtico en s.

Consideremos a continuacion espacios de series de potencias de tipo infini-
to Aso(@). Enlo que sigue oo = {a; }jen es una sucesion monétona creciente en

[0, 00 con lim;_, a; = 00. Recordamos que si tomamos una sucesion {t }ren
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estrictamente creciente con limy oty = 00 y A := (%), ren tenemos que
Aso(@) = A\o(A). Para fijar ideas tomaremos la sucesion {ty }ren := {k}ren-

En primer lugar observamos que para m > n se tiene

noy < naj < moje < kmajp, jEN, B=1,2,....d,
luego
a’jv" no; —kmaoyq
sup =e"Y it <oo, k=1,2,...,d.
JEN @51 m

Por tanto el polinomio @ estd bien definido y es continuo en A, («) para

cualquier a.

Proposicién 4.2.4 Sea o = {o;}jen una sucesion mondtona creciente en

0, 00] con lim;_,o oj = 00. Si

limsup (41 — o) =0,

J—00

entonces el polinomio

Q: Aw(0) = A() © {2}y — {(zi+1 1 1) 1} ,

i>1

es caotico para todo grado d > 1.

ka;
Demostracion. Por el teorema 4.2.2 basta comprobar que {e djj } €
jeN

l, para todo k£ € N. Aplicando el criterio del cociente se tiene que

€kaj+1 /dj+1 1 lim sup; (ajr1—ay) 1
li -/ k Pj—ool\Qj+1—C5 - - < 1.
msup — o = () d
[
Ejemplos 4.2.5 (1) Si a; := 2:1 #, con 0 < r < 1 tenemos que @ es

cadtico en Ay ().

(2) Si{aj}jen = {logj} en se tiene que Ay (a) = s, siendo s el espacio
de las sucesiones rapidamente decrecientes. Este ejemplo ya se citd en la
pagina 101 y en 0.3.17, volvemos a él para dar algunos ejemplos més de
espacios de funciones que son isomorfos a él y en los que el polinomio () es

caotico. Algunos de estos espacios son los siguientes:
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i>1

(a)

El espacio C2(R) de las funciones infinitamente diferenciables en R

y 27 periddicas, dotado con la topologia generada por la sucesion de

seminormas

£l = sup {|fP(2)] : 2 €R, 1<p <k},

o equivalentemente por (véase [52])

A S Vel .

0<p<k

El espacio de las funciones rapidamente decrecientes S(R) definido co-

mo

SR) :={f e C*R) : ||fll, =
Z /|a:\2a }f(m(x)‘?d:c < oo for all k € N},

a+pB<k

o equivalentemente por la sucesién de seminormas (véase [52])
ILfI = SUP{‘ﬁaf(B)(x)} crx€eER a+ < k:} ,

seminormas de las que recibe el nombre de espacio de las funciones
rapidamente decrecientes ya que todas sus derivadas decrecen mas

rapido que cualquier polinomio.

Para a, b ntimeros reales con a < b, el espacio C*[a, b] de las funciones
infinitamente diferenciables en [a, b] dotado con la topologia generada

por la familia de seminormas
1y, = Sup{‘f(p)(x)‘ s x€ab], 1<p< k}

El espacio Dla, b] de las funciones infinitamente diferenciables con so-
porte compacto contenido en [a,b], dotado con la topologia generada

por la misma sucesion de seminormas del ejemplo anterior.

Para los isomorfismos entre estos espacios y s puede consultarse [52, capitulo

29].
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