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Resumen

Esta Tesis esta dividida en dos partes, cada una de las cuales con su propio
capitulo de preliminares y con su propia bibliografia al final de cada parte.

La primera parte lleva por titulo “Operadores en Espacios de Fréchet y Es-
pacios Localmente Convexos” y esta formada por los capitulos del 1 al 4. Esta
dedicada al estudio de las clases de los monomorfismos, de los operadores casi
abiertos, de los operadores abiertos y de los operadores sobreyectivos entre espa-
cios de Fréchet y espacios localmente convexos. Estas clases han sido estudiadas
por Berberian, Harte, Abramovich Aliprantis y Polyrakis en el contexto de espa-
cios normados. Recopilamos estas definiciones y los preliminares correspondien-
tes en el Capitulo 1.

Es conocido que en espacios normados los conjuntos de estas clases de ope-
radores son abiertos. En el Capitulo 2 caracterizamos completamente este hecho
cuando trabajamos con espacios localmente convexos. La caracterizacion para los
monomorfismos depende Unicamente de la normabilidad del espacio de partida y
la de los operadores casi abiertos esta relacionada con el levantamiento de acota-
dos y con la casinormabilidad del espacio de partida. Otras propiedades y ejem-
plos son analizados.

El teorema clasico del rango cerrado para espacios de Banach dice que un
operadofT € L(E,F) tiene rango cerrado si, y s6lo si, su operador adjdite
L(F’,E’) tiene rango cerrado. Un operador inyectivo entre espacios de Banach tie-
ne rango cerrado si, y solo si, es un monomorfismo. En el Capitulo 3 presentamos
un analisis completo de las posibles extensiones de estos dos resultadostcuando
y F ambos son espacios de Fréchet o ambos son espacios (DF) completos. Ade-
mas afladimos algunos comentarios y contraejemplos.

En el Capitulo 4 estudiamos tres operadores que estan asociados candénicamen-
te con un operador dadoe L(E,F), usando los espacios de sucesiones acotadas
/»(E) y los espacios de las sucesiones convergentes acgdd. Investigamos
las relaciones existentes entre las propiedad&sylas propiedades de los ope-
radores asociados.

La segunda parte lleva por titulo “Semigrupos de Operadores Hiperciclicos y
Cadticos” y esta formada por los capitulos del 5 al 8. En esta parte estudiamos
la hiperciclicidad, la propiedad de ser mezclante y el caos para semigrupos de
operadores eh(X), siendoX un F-espacio. Un F-espacio localmente convexo
es un espacio de Fréchet. Nosotros trabajaremos con semigrupos cuyo semigrupo
indice sed%,]Rg 0 un sector del plano complejo.

En el Capitulo 5 introducimos las nociones basicas de hiperciclicidad, de la
propiedad de ser mezclante y de caos para operadores y damos las correspon-
dientes generalizaciones para semigrupos. También introducimos la notacién que
usaremos en esta parte de la memoria.



En el Capitulo 6 investigamos como se puede reducir el estudio de la hiper-
ciclicidad y de la propiedad de ser mezclante en semigrupos al estudio de estos
conceptos en discretizaciones concretas de dicho semigrupo. Generalizamos los
Criterios de Hiperciclicidad para operadores dados por Kitai y Bés a semigrupos.
También discutimos la existencia de discretizaciones autonomas hiperciclicas en
semigrupos hiperciclicos y mezclantes.

La hiperciclicidad y el caos para semigrupos de traslacién en espacios pon-
derados de funciones integrables y de funciones continuas han sido estudiados
durante los ultimos afios. En el Capitulo 7 extendemos estos resultados para se-
Migrupos cuyo semigrupo indice sea un sector del plano complejo y para limites
proyectivos de espacios ponderados de funciones integrables y de funciones con-
tinuas. En este contexto damos algunos contraejemplos para completar los resul-
tados del Capitulo 6.

Es conocido que en todo espacio de Fréchet existe un operador hiperciclico
y que en todo espacio de Banach existe un semigrupo uniformemente continuo
hiperciclico. En el Capitulo 8 probamos que en todo espacio de Fréchet distinto de
o existe un semigrupo analitico hiperciclico. También investigamos la existencia
de semigrupos transitivos eny en ¢.



Resum

Aquesta Tesis esta dividida en dues parts, cadascuna de les quals amb el seu
propi capitol de preliminars i amb la seua propia bibliografia al final de cada part.

La primera part es diu “Operadors en Espais de Fréchet y Espais Localment
Convexes” i esta formada pels capitols del 1 al 4. Esta dedicada a I'estudi de les
classes dels monomorfisms, dels operadors quasi oberts, dels operadors oberts i
dels operadors sobrejectius entre espais de Fréchet i espais localment convexes.
Estes classes han estat estudiades per Berberian, Harte, Abramovich Aliprantis
i Polyrakis en el context d’espais normats. Recopilem aquestes definicions i els
corresponents preliminars al Capitol 1.

Es conegut que als espais normats els conjunts d’aquestes classes d’operadors
sén oberts. Al Capitol 2, caracteritzem completament aquest fet quan treballem
amb espais localment convexes. La caracteritzacié per als monomorfisms depén
Gnicament de la normabilitat de I'espai de partida i la dels operadors quasi oberts
esta relacionada amb I'alcament d’afitats i amb la quasinormabilitat de I'espai de
partida. Altres propietats i exemples estan analitzats.

El teorema classic del rang tancat per a espais de Banach diu que un operador
T € L(E,F) té rang tancat si, i només si, el seu operador adjiinte L(F',E’)
té rang tancat. Un operador injectiu entre espais de Banach té rang tancat si, i
nomes si, és un monomorfism. Al Capitol 3 presentem una analisi completa de
les possibles extensions d’aquestos dos resultatsEju&nrambdds sén espais de
Fréchet 0 ambdds son espais (DF) complets. A més anyadim alguns comentaris i
contraexemples.

Al Capitol 4 estudiem tres operadors que estan associats canonicament amb un
operador donat € L(E,F), usant els espais de successions afitddés) i els
espais de les successions convergents cap a&gdd. Investiguem les relacions
existents entre les propietats @e les propietats dels operadors associats.

La segona part es diu “Semigrups d’'Operadors Hiperciclics i Caotics” i esta
formada pels capitols del 5 al 8. En aquesta part estudiem la hiperciclicitat, la
propietat de ser barrejant i el caos per a semigrups de operadb(X grestant
X un F-espai. Un F-espai localment convexe é€s un espai de Fréchet. Nosaltres
treballarem amb semigrups el semigrup index del qualI@j@%r 0 un sector del
pla complexe.

Al Capitol 5 introduim les nocions basiques d’hiperciclicitat, de la propietat de
ser barrejant i del caos per a operadors i donem les corresponents generalitzacions
per a semigrups. També introduim la notacié que gastarem en aquesta part de la
memoria.

Al Capitol 6 investiguem com es pot reduir I'estudi de la hiperciclicitat i de
la propietat de ser barrejant en semigrups a I'estudi d’aquestos conceptes en dis-
cretitzacions concretes del semigrup. Generalitzem els Criteris de Hiperciclicitat



per a operadors donats per Kitai i Bés a semigrups. També discutim I'existéncia
de discretitzacions autonomes hipercicliques dins de semigrups hiperciclics i ba-
rrejants.

La hiperciclicitat i el caos per als semigrups de traslacié en espais ponderats de
funcions integrables i de funcions continues han estat estudiats durant els darrers
anys. Al Capitol 7 extenem aquestos resultats per a semigrups el semigrup index
del qual és un sector del pla complexe i per a limits projectius d’espais ponderats
de funcions integrables i de funcions continues. En aquest context donem alguns
contraexemples per a completar els resultats del Capitol 6.

Es conegut que en tot espai de Fréchet existeix un operador hiperciclic i que
en tot espai de Banach existeix un semigrup uniformement continu hiperciclic. Al
Capitol 8 provem que en tot espai de Fréchet diferenb @xisteix un semigrup
analitic hiperciclic. També investiguem l'existencia de semigrups transitias en

i Q.



Summary

This Thesis is divided in two parts, each one with its own chapter of prelimi-
naries, and its own bibliography and the end of each part.

The first part is called “Operators in Fréchet Spaces and Locally Convex Spa-
ces”, and it consists of Chapters 1 to 4. It is devoted to the study of the classes of
the monomorphisms, almost open, open and surjective operators between Fréchet
and locally convex spaces. These classes have been studied by Berberian, Harte,
Abramovich Aliprantis and Polyrakis in the context of normed spaces. We collect
these definitions and the corresponding preliminaries in Chapter 1.

It is known that in normed spaces the sets of these classes of operators are
open. In Chapter 2, we characterize this fact completely when we deal with loca-
lly convex spaces. The characterization for monomorphisms only depends on the
normability of the domain space, and the one for almost open operators is related
to the lifting of bounded sets and to the quasinormability of the domain space.
Other properties and examples are analyzed.

The classical closed range theorem for Banach spaces states that an operator
T € L(E,F) has closed range if, and only if, its adjoint operakoe L(F’,E’) has
closed range. An injective operator between Banach spaces has closed range if,
and only if, it is a monomorphism. In Chapter 3 we present a complete analysis of
the possible extensions of these two results whamdF are both Fréchet spaces
or both complete (DF)-spaces, adding some remarks and counterexamples.

In Chapter 4 we study three operators which are canonically associated with
a given operatoll € L(E,F), using the spaces of bounded sequeri¢ék) and
the spaces of null sequenaggE). We investigate the relations between the pro-
perties ofT and the properties of the associated operators.

The second part is called “Hypercyclic and Chaotic Semigroups of Operators”,
and it consists of Chapters 5 to 8. In this part we study hypercyclicity, mixing
and chaos for semigroups of operatord (iX), whereX is an F-space. A locally
convex F-space is a Fréchet space. We will deal with semigroups whose index
semigroup iiR,Rg or a sector of the complex plane.

In Chapter 5 we introduce the basic notions of hypercyclicity, mixing and
chaos for operators and give corresponding generalizations to semigroups. We
also introduce the notation that will be used in this part of the memory.

In Chapter 6 we investigate how to reduce the study of hypercyclicity and
mixing in semigroups to the study of these concepts to concrete discretizations of
the semigroup. We generalize Hypercyclicity Criteria for operators given by Kitai
and Bes to semigroups. We also discuss the existence of hypercyclic autonomous
discretizations in hypercyclic and mixing semigroups.

Hypercyclicity and chaos of translation semigroups for weighted spaces of in-
tegrable and continuous functions has been studied during the last years. In Chap-



ter 7 we extend these results for semigroups with an index semigroup in a sector of
the complex plane and for projective limits of weighted spaces of integrable and
continuous functions. In this context, some counterexamples are given to complete
the results of Chapter 6.

It is known that every Fréchet space supports a hypercyclic operator, and that
every Banach space supports a hypercyclic uniformly continuous semigroup. In
Chapter 8 we show that there exist a hypercyclic analytic semigroup on every
Fréchet space different from. We also investigate the existence of transitive
semigroups om and .
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Capitulo 1

Notacion y preliminares

En este primer capitulo incluimos algunas definiciones y resultados, de caracter
preliminar, que seran utiles en la primera parte de la memoria.

1.1. Notaciéon

Nuestra notacion para espacios de Banach, teoria de operadores y espacios lo-
calmente convexos es estandar y se puede hallar en los siguientes libros [K6t69,
Rud73, Ber74, Jam74, K6t79, PCB87, Har88, MV97]. Recordamos la terminolo-
gia que sera usada reiteradamente.

Sino se indica lo contrarids y F denotaran espacios de Hausdorff localmente
convexos, en adelante e.l.c. En un eEcdenotaremos el conjunto de las semi-
normas continuas que definen la topologi&d®aediante s(E). Sip € sqE), la
bola unidad asociada a esta seminorma se denotara por

Up:={x€E : p(x) <1}.

La familia de todos los entornos cerrados y absolutamente convexos del origen
en E se denotard po¥4(E). Se define etalibrador de Minkowskasociado a
U € %(E) como
pu(X):=inf{t >0 : xetU},

teniendo quepy € sqE).
En el caso de quE sea un espacio nhormado con la noriirig su bola unidad
cerrada se denotara por

Ue:={xeE : x| <1}.

Si E no es un e.l.c. denotamos p@6(X) la familia de todos los entornos
equilibrados de O ek.
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Si E es so6lamente un espacio métritkf, denotara la bola cerrada de centro
cero y radioe > 0.

El conjunto de todos los subconjuntos acotados, cerrados y absolutamente
convexos de un e.l.& se denota poZ(E), que forma una base de acotados
para el espaci&. Si B € #(E), indicaremos mediantEg el espacio normado
dado por la envoltura lineal d8 y dotado de la norma definida por el calibra-
dor de Minkowskipg. El subconjuntdB € #(E) es undisco de Banaclsi Eg
es un espacio de Banach. El espd€ise dice que ekcalmente completsi ca-
daB € #(E) es un disco de Banach. Todo espacio sucesionalmente completo es
localmente completo.

1.2. Operadores entre espacios localmente convexos

El conjunto de todos los operadores lineales y continuos Enyrgé lo deno-
taremos mediante(E,F), L(E) si E = F, y medianteL,(E,F) nos referiremos
al espacio localmente convexo de todos los operadores (siempre lineales y conti-
nuos) entre dos e.l.Ey F, dotado de la topologia localmente convexa dada por la
convergencia uniforme sobre los conjuntos acotadds.d¢na base de entornos
de cero dd.,(E,F) viene dada por la familia de conjuntos

#(B,\V):={T €L(E,F) : T(B) CV},

dondeB varia en#(E) y V en%(F). Esta topologia se puede definir a partir de
la familia de seminormas

gs(T) :=sup{q(T(b)) : be B}, conBe A(E)yqesqF).

Si los espacio& y F son normados esta topologia coincide con la de la con-
vergencia en norma de los operadores SiF, escribiremos(E). En este caso
| seré el operador identidad.

Denotaremos pdE’ el dual topoldgico dé&, i.e. el espacit.(E, K), siendoK
el cuerpo de escalaré€so R. PorE] denotaremos el dual topolégico Hecon la
topologia de la convergencia uniforme sobre los acotadés de. L, (E,KK). Da-
do un operadof € L(E,F) denotaremos poF’ : F' — E’ a su operador adjunto.

1.3. Acerca de espacios localmente convexos
Comenzaremos dando algunos ejemplos de e.l.c. cuyas topologias vienen defi-
nidas por familias de seminormas y no son normados. Recordemos los siguientes:

1. s#(C), el espacio de las funciones holomorfas definida€ @on la topo-
logia compacta abierta.
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2. ¥(Q), el espacio de las funciones continuas definidas sobre un aQiel¢o
RN con la topologia compacta abierta.

3. 2'(Q), el espacio de las distribuciones definidas sobre un atfiedeRN.
4. o, el espacio de todas las sucesiones con valoréseanR.

Recordemos algunas clases de espacios mas generales que los espacios nor-
mados.

E es un espacio dEréchetsi es localmente convexo, métrico y completo.
Si E es un espacio de Fréchet, denotamos medigfjteel dualE’ de E dota-
do de la topologia bornolégica asociad&/a Grothendieck prob6 quE; 4 =
(E',B(E',E")), véase [K6t69, 29.4.2]. Se dice que un espacio de Frécliises
tinguido si se da la igualdaé] = Ef , topolégicamente. Referimos al lector a
[BD92, Kot69, MV97, PCB87] para detalles sobre espacios distinguidos.

1.3.1. Espacios semi-Montel y de Montel

Un e.l.c. se dice que es semi-Montel si todo conjunto acotadoeterelativa-
mente compacto. Un espacio casitonelado y semi-Montel se dice que es un espa-
cio de Montel. Para mas informacion sobre espacios semi-Montel, véase [HOr66,
Céap. 3 Sec .9]y en general, para espacios de Montel, [K6t69, MV9I7].

1.3.2. Espacios de Schwartz y espacios casinormables

Un e.l.c.E se dice que es un espacio 8ehwartzsi para cadd) € %(E)
existeV € 74 (E) tal que para cada > 0 existen una cantidad finita de elementos
X1,...,Xp €V tales que/ C U?:l(Xj +eU). Todo subespacio y todo cociente de
un espacio de Schwartz es un espacio de Schwartz. Todo espacio de Schwartz ca-
sitonelado y completo es un espacio de Montel. Para més informacion consultese
[MV97, pag. 284 y sig.].

Un e.l.c.E se dice que esasinormablesi para toddJ € %4(E) existeV €
2 (E) tal que para tode > 0 existeB acotado erkE conV C B+ €U. La clase
de los espacios casinormables fue introducida y estudiada por Grothendieck. Esta
clase de espacios generaliza a los espacios de Schwartz. Contiene a los espacios
normados y a los espacios nucleares, ademas de ser estable bajo la formacién de
cocientes. Todos los ejemplos vistos anteriormente en (i)-(iv) son casinormables.

1.3.3. Levantamiento de conjuntos acotados

Un operadoil € L(E,F) se dice quéevanta conjuntos acotados con clausura
si para todo conjuntB acotado elfr existe un conjunt@ acotado el tal queB C
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T(C) con la clausura tomada @h Denotaremos la clausura mediante una linea
horizontal por encima del conjunto en cuestion indicando el espacio donde ésta se
toma, que si no se dice lo contrario sera la del espacio de llegada considerado en
dicho contexto.

Si T levanta conjuntos acotados con clausura, entohdgne rango denso.
El operadorT se dice qudevanta conjuntos acotadas todo conjunto acotado
B enF esta contenido en la imagdnC) de un conjunto acotad® en E. Cla-
ramente siT levanta conjuntos acotados, entondegs sobreyectivo. Bonet y
Dierolf [BD93] probaron que un operador sobreyectivo entre espacios de Fréchet
gue levanta conjuntos acotados con clausura, realmente levanta conjuntos acota-
dos, véase también [MV97, Prop. 26.7]. Referimos al lector a [MV97, Cap. 26]
para resultados de Palamodov, Merzon, Bonet, Dierolf, Meise y Vogt sobre levan-
tamiento de acotados. En esta Ultima cita y en [PCB87, Sec. 8.3] se puede ver
la importancia de los espacios de Fréchet casinormables para el levantamiento de
acotados.

El siguiente resultado de Valdivia [ValO1] es un bonito complemento a estos
resultados.

Teorema 1.1 Un espacio de Fréchet E tiene la propiedad de que toda aplicacion
cociente g E — G definida en E levanta conjuntos acotados si, y sélo si, una de
las siguientes condiciones se cumple:

1. E es un espacio de Banach,

2. E es un espacio Schwartz, o

3. E es el producto de un espacio de Banach wde

1.3.4. Espacios (DF)

Un e.l.c.E es un espacio (DF) si verifica las siguientes propiedades:
1. E tiene un sistema fundamental numerable de conjuntos acotados.

2. Para cualquier subconjunto bornivéta@ E que sea la interseccion de una
sucesion de entornos absolutamente convexos de 0, se tieWiesqie(E).

El dual de un espacio (DF) es un espacio de Fréchet. Todo espacio normado
es un espacio (DF). Todo espacio (DF) es casinormable. Un espacio (DFM) es un
espacio (DF) que también es de Montel.
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1.3.5. Limites inductivos

SeaE un e.l.c. {En}n una sucesion creciente de subespacids ¥&,, : E, —
E las inclusiones canonicas respectivasli 1 : En — En1 son inclusiones ca-
ndnicas, supongamos que ca&tlgesta dotado de una topologia localmente conve-
xa y Haussdorft, tal que caddn ny1: (En,th) — (Ent1,tn+1) €S continua. En este
caso,& := {(En,tn) }n €S una sucesion inductiva con respecto a las aplicaciones
{In}n. Cada(En,t,) se dice que es un escalon &eUna sucesion inductivé es
estricta si cadd, n+1 €s un monomorfismo, véase la Seccion 1.4.1.

Sea& una sucesioén inductiva y séda topologia localmente convexa mas fi-
na enk tal que cada inclusiod, : (En,ty) — (E,t) es continua. Entoncd&, t)
se dice que es ulimite inductivo de la sucesiéh y escribimos(E,t) =indé =
indn(En,ty). Denotamos por (LB) y (LF) un limite inductivo de espacios de Ba-
nach y de Fréchet respectivamente. Un limite inductd) := ind,(En,tn) se
dice que esegular si para todo conjunto acotadden (E,t), existen € N tal
queB C E, y B es acotado eR,,. Para mas informacion sobre limites inductivos,
consultese [PCB87, Cap. 8] y [Bie88, MV97]

1.3.6. Espacios de sucesiones de Kdthe

En esta seccidn consideramos los espacios escalonados de Kothe de sucesio-
nes. Para mas informacion acerca de ellos, referimos al lector a [BMS82a] y a
[MV97, Cap. 27].

Definicion 1.2 Una matriz A= (a; k) x de nimeros no negativos se dice que es
una matriz de Kéthe si satisface las siguientes condiciones:

1. Paratodo jc N existe un ke N tal que g > O.
2. ajx < ajx+1 paratodo jke N.

Paral < p < « definimos los espacios escalonados de Kothe de sucesiones aso-
ciado a la matriz A como

© 1/p
X aj“k\p> < o para todo ke N
=1

Ap(A) = xe KN ¢ |x|| = (

y para p=coy p=0:

Ao (A) 1= {xe KN 2 ||x]], = Sung\aj,k < o0 para todo ke N} ,
j€
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Mo(A) = {xe Aw(A) @ limxja; x = 0 para todo ke N}.
J—

Todos ellos son espacios de Fréchet cuando se dotan de la topologia localmen-
te convexa generada por la sucesion creciente de semindfirfias.

Vamos a dar un ejemplo de estos espacios que nos sera muy util a la hora de
dar contraejemplos a ciertos resultados que apareceran a lo largo de la memoria.

Ejemplo 1.3 Sea la matrizA = (& j) i j)enz ke definida como

. J i)k paraj <k,i€eN,
KT W paraj>kieN.

El espacial;(A) es de Montel y tiene un cociente isomorfé;acomo puede
comprobarse en [K6t69, Sec. 31.5] o en [MV97, Ej. 27.21 y Prop. 27.22]).

1.4. Algunas clases de operadores

Para motivar las clases de operadores que aparecen en esta parte de la memo-
ria, comenzaremos por recordar algunas nociones sobre el espectro de un opera-
dor.

Es un hecho conocido que el conjunto de los elementos invertibles en un al-
gebra de Banach es un conjunto abierto [MV97, Prop. 17.3]. Estos resultados son
extensiones del hecho, véase e.g. [Jam74, Teor. 18.12]), de que el conjunto de los
isomorfismos de un espacio de Banackn un espacio de Banadhes un sub-
conjunto abierto del espaclg,(X,Y). Un caso particular aparece al considerar
el algebra de Banadh(X) con la norma de operadores asociada a IX deas
operaciones con las qu€X) se dota de esta estructura son la suma, la composi-
cion de operadores y el producto de un escalar por un operador. El resultado tiene
interés en relacion con las propiedades topoldgicas del espectro de un operador.
Recordemos cual es su definicion.

Definicion 1.4 Sea X un espacio de Banach complejo y seall(X). Se define
el conjunto resolvente de T como

p(T):={A€C : T—Al es invertiblg.

Llamaremos espectro de T al conjurt¢T) := C\p(T) y llamaremos espec-
tro puntual aproximado de Tgap(T), al conjunto de lost € C tales que para
cada uno de ellos existe una sucesion de elemgmfga C X con|/xy|| = 1 para
todo ne N tales qudimp_.« (T (Xn) —AXn) = 0en X. Claramentegap(T) C o(T).
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Se puede probar que el espectro de un operédot (X), conX un espacio
de Banach complejo, es compacto y no vacio [MV97, Prop. 17.6]. La prueba
consiste en ver que dicho conjunto esta acotadd|Pdry que es cerrado. Esto
altimo se demuestra de manera similar a como se demuestra que el conjunto de los
elementos invertibles en un algebra de Banach es un conjunto abierto, haciendo
uso del siguiente resultado sobre la serie de las potencias de un opesad(X ),
que da una representacion del inverso del operiaddr.

Teorema 1.5 (Desarrollo de Neumann, 18775ea X un espacio de Banach y
sea Te L(X). Si la serieyy_oT" converge puntualmente para cad&xX, en-

tonces T es invertible en (X) y ademagl —T) = $2_ T". Una condicion
suficiente para que se pueda aplicar este desarrollo eq|dye< 1.

Observacion 1.6 Bajo estas hipotesis, 3i € L(X) es invertible ySe L(X) tal

que cumple quéT — S| < HT—%lll entoncesStambién es invertible.

Este teorema proporciona un meétodo iterativo para calcular soluciones aproxi-
madas de ecuaciones de la forma Tx =y, dondeT es un operador lineal y
continuo,y es el dato del problemaxses la incognita. La aproximacion obtenida

a partir de la iteracion n-ésima &s = SL_,TKy. Mediante este método pode-
mos dar una estimacion del error cometido al aproxixpéa solucion exacta del
problema, mediante la iteracion n-ésimpa

[
-7

La teoria de perturbaciéon de Paley-Wiener contiene casos especiales del an-
terior teorema de Neumann. Referimos al lector al reciente articulo de Casazzay
de Kalton [CK99] para ver extensiones de dicha teoria. En concreto destacamos
el siguiente resultado:

X = Xa|| < 1yl-

Lema 1.7 [CK99, Lema 4] Sean X espacios de Banach y sea¥ S L(X,Y)
tales que verifican que

1I5(¢) =TI < A0 1SX)[[ + 2] T (),

para todo xc X, yA1, 4 € [0,1) fijos. Entonces, si S tiene rango cerrado (resp. es
inyectiva, tiene rango denso, es una aplicacion abierta, es una aplicacion cocien-
te, es unisomorfismo) se tiene que T tiene rango cerrado (resp. es inyectiva, tiene
rango denso, es una aplicacion abierta, es una aplicacion cociente, es un isomor-
fismo).
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En esta parte de la memoria desarrollaremos nuestro trabajo en el contexto
general de los espacios localmente convexos y con clases de operadores mas ge-
nerales que las de los operadores invertibles que seran lah@tasnorfismos
u operadoreacotados inferiormente y la de los operadoresasi abiertos

1.4.1. Monomorfismos u operadores acotados inferiormente

En primer lugar, definimos la clase de los operadores acotados inferiormen-
te deL(X,Y) conX eY espacios normados. Esta definicién se puede hallar en
[AAP96, Def. 2.1], en [Ber74, Def. 40.28] y en [Har88, Def. 3.3.1].

Definicion 1.8 Sean XY espacios nhormados. Un operadoeT (X,Y) esté aco-
tado inferiormente si existe k O tal que se verifica quéx|| < k|| T x|| para todo
xe X.

Se les llama operadores acotados inferiormente porque la norma de un cierto
elemental xesta controlada inferiormente por la normada la hora de calcular
la solucién de una ecuacion de la forma =y, dondeT es un operador lineal
y continuo,y es el dato yx es la incognita; se tiene, una vez calculkdana
acotacion superior de la solucién de dicha ecuacion. Claramente todo operador
acotado inferiormente es inyectivo con lo cual la solucion de la ecudociéay
es unica.

La definiciéon que damos a continuacion de operador acotado inferiormente en
e.l.c. generaliza la dada anteriormente para espacios normados.

Definicion 1.9 Se dice que el operador& L(E, F) esta acotado inferiormente si
para cada seminorma @ s E) existe una seminormagsd F ) cumpliendo que
p(x) < q(Tx) para todo x€ E, o bien si para todo Us %4 (E) existe Ve 24(F)
talque VNT(E) C T(U) y T es inyectivo.

Decimos que un operaddre< L(E,F) entre e.l.c. es uhomomorfismo topo-
l6gico, en el sentido de [K6t79, pag. 2 y sig.], si todo conjunto abibtten E
tiene una imagen abierfa(M) en T (E). Diremos simplemente homomorfismo
si no hay lugar a confusiones. Si ademas es inyectivo diremo3 gseunmo-
nomorfismoi.e. T es un isomorfismo en la imagdnE) C F. Los operadores
acotados inferiormente se corresponden con los operadores qo®eomorfis-
mos La clase de estos operadores entre espacios normados ha sido estudiada con
detalle por Berberian [Ber74], Harte [Har88] y Abramovich, Aliprantis y Polyra-
kis [AAP96]. Denotaremos pona(E, F) el conjunto de los monomorfismos He
enF.
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1.4.2. Operadores casi abiertos

Definamos ahora las clases de los operadores abiertos y de los operadores casi
abiertos entre espacios nhormados. Este Ultimo caso ha sido estudiado por Harte en
[Har88, pag. 65 y siguientes].

Definicion 1.10 [Har88, Def. 3.4.1] Sean X/ espacios normados. Un operador
T € L(X,Y) es abierto si existe k 0 tal que se verifica Y C kT (Ux).
Un operador Te L(X,Y) es casi abierto si existe k O tal que se verifica

Uy € KT(Ux)".

Los operadores abiertos se corresponden con los homomorfismos sobreyecti-
vos. Estas definiciones se pueden generalizar al contexto de e.l.c.

Definicion 1.11 Se dice que el operador & L(E, F) es abierto si para todo &
U (E) existe Ve %p(F) talque VC T(U).
Un operador T€ L(E,F) es casi abierto si para todo ¢ %4(E) existe un

Ve 2%(F)talqueVCTU) .

Denotaremos poca(X,Y) el conjunto de los operadores casi abiertos entre
X eY. Claramente todo operador abierto es casi abierto y sobreyectivo. Ademas
todo operador casi abierto tiene rango denso.

Existe otra definicion de operador casi abierto dada por Ptak al extender el
Teorema de la aplicacion abierta de Banach-Schauder. A los primeros se les suele
llamar en la literatura ‘almost open’ y a estos ultimos ‘nearly open’.

Definicion 1.12 Un operador Te L(E,F) es casi abierto en el sentido de Ptak

si para todo Ue %4 (E) se tiene qud (U) es un entorno de cero én(E) o, de
manera equivalente, si para todo&J%4(E) se tiene qué’(U)T(E)

de cero en TE).

€S un entorno

Los operadores casi abiertos en el sentido de la Definicion 1.11 coinciden pre-
cisamente con los operadores casi abiertos en el sentido de Ptdk con rango denso.
Los espacios tonelados se pueden caracterizar mediante la siguiente propiedad:
‘Todo operador lineal, continuo y sobreyectivo T de un e.l.c. arbitrario E en un
espacio tonelado F es casi abierto en el sentido de Ptddse [K6t79, pag. 24].

La clase de los operadores casi abiertos entre espacios de Fréchet, y en parti-
cular al trabajar con espacios de Banach, coincide con la clase de los operadores
sobreyectivos y con la clase de los operadores abiertos por el Teorema de la aplica-
cion abierta de Banach-Schauder. Para ser precisos este hecho se debe al siguiente
resultado intermedio que aparece en la prueba de dicho teorema.
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Lema 1.13 ([MV97, Lema 8.2], [K6t69, pag. 166]). Sean, E e.l.c. métricos
siendo E ademas completo. Si un operados L(E,F) verifica que para todo
¢ > O existe uns > Otal que WP C T(UE), entonces T es abierto y sobreyectivo.




Capitulo 2

El conjunto de los monomorfismos y
el de los operadores casi abiertos

En primer lugar, recordemos la definiciondieisor topologicade un operador
T € L(X).

Definicion 2.1 Sea X un espacio normado y seaL(X). T es un divisor topolo-
gico de cero por la izquierda si existe una sucedi8qpt, C L(X) tal que||Sy|| =1

para todo ne Ny limy_« || TS|| = 0. Se dice que T es un divisor topoldgico de
cero por la derecha si el limite que se tienel®s,_.. ||SiT|| = 0. Finalmente,

se dice que T es un divisor topoldgico de cero si lo es por la izquierda y por la
derecha.

En 1974 Berberian [Ber74, Teor. 57.14] relacion6 que un operadok (X),
conX normadono fuera divisor topoldgico de cero por la izquierdan que fuera
un monomorfismg queno lo fuera por la derech&on que fueraobreyectivo
Ademas relacioné los operadores de ambas clases mediante el espectro puntual
aproximado de un operador y de su correspondiente adjunto.

Posteriormente, en 1988, Harte vio que los conjuntosX,Y) y ca(X,Y) son
abiertosenL(X,Y) cuandoX,Y son normados [Har88, Teor. 3.3.3 y 3.4.3]. En
1996 Abramovich, Aliprantis y Polyrakis vieron que el conjunto de los elementos
invertibles deL(X,Y), conX,Y Banach, es igual al conjunto de los monomor-
fismos intersectado con la clausuralgiX,Y) del conjunto de los operadores
abiertos [AAP96, Teor. 3.3] y también que es igual al conjunto de los operadores
abiertos intersectado con la clausura €K,Y) del conjunto de los monomorfis-
mos [AAP96, Teor. 3.4].

Finalmente, cabe mencionar el trabajo aparecido en 1999 de Arizmendiy Har-
te [AH99] en el que trabajan con ambas clases de operadores en el contexto gene-
ral de espacios vectoriales topologicos y de algebras de operadores.

13
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En el caso de los operadores kfE), con E un e.l.c., Kasahara prob6 en
1972 en [Kas72] que si el conjunto de los isomorfismos es abierto en el espacio
de operadorek(E) dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre los
acotados d&, entonces el espackbtiene que ser necesariamente normable (con-
sultese la cita que aparece en [Akk85])ESts completol,(E) es unaQ-algebra
si, y sélo si,E es normable. En la terminologia de las algebras topoldgicas, una
Q-algebra es un algebra topoldgica con elemento identidad en el que el conjun-
to (grupo, con respecto a la multiplicacion) de los elementos invertibles de dicha
algebra es un subconjunto abierto de la misma [Mal86, Def. 6.2].

Todos los resultados nuevos de este capitulo se hallan en el articulo del autor y
Bonet [BCO1b]. Para probar el primero de ellos utilizaremos el siguiente teorema
debido a Kolmogoroff [K6t69, pag. 160].

Teorema 2.2 (Teorema de Kolmogoroffyn e.l.c. es normado si, y sélo si, existe
un entorno del origen que sea acotado.

En los siguientes teoremas caracterizamos cuando los conjuof&sF) y
ca(E,F) son abiertos.

Teorema 2.3 Supongamos que 1B, F) no es vacio. El conjunto n(B,F) es
abierto en Iy(E,F) si, y solo si, E es normable.

Demostracion.En primer lugar, supongamos goe(E, F) es un conjunto abierto
y no vacio. Elegimo3 € mo(E, F) arbitrario y un entorno del origen ég(E,F),
# (B,V), que viene dado por una par&a& #(E)yV € %(F) de tal manera que
siSe L(E,F) cumple qugT —S)(B) CV, i.e. si(T —S) € #(B,V), entonces
Se moE,F).

Afirmamos queV NT(E) C T(B), hecho que implica qué NT(E), ademas
de ser un entorno de cero €(E), esta acotado. Por tanfd, (VN T(E)) sera un
entorno acotado dE por serT un monomorfismo y por tantd serd un espacio
normado aplicando el Teorema de Kolmogoroff.

Probamos dicha afirmacion por reduccion al absurdo: Supongamos que existe
x€ E conT(x) € V\T(B), en particular se tiene que# O puesto que @ B al ser
B un conjunto absolutamente convexo. Aplicamos el Teorema de Hahn-Banach

para hallav € F' tal que

V(Tx) =1y |v(Th)| < 1 paratodd € B.

DefinimosS: E — F comoSz.=Tz—v(T 2 Txpara cada € E. Claramente,
se tiene qués € L(E,F). Ademas, para cadac B tenemos quéT — S)(b) =
v(Tb)Txe V, con lo cual(T —S) € #/(B,V). Por lo supuesto anteriormente se
tiene queS € ma(E, F), pero por otra parte&Sx= 0 y esto dltimo implicaria que
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Sno es inyectiva al set# 0, llegando asi a una contradiccion, puesto que en la
introduccién vimos que todo monomorfismo es inyectivo.

Supongamos ahora qlees un espacio normado con la norfhfy fijemos
T € moE,F). Por la definicion de monomorfismo, se tiene que exjstesq(F)
tal que||x|| < q(Tx) para todax € E. Usamos ahora seminormas para determinar
entornos del enLy(E,F). Consideramos el entorno deformado por losS €
L(E,F) que satisfacen qugy (T —S) < 3, i.e. sudq(Tx—SX : ||X| <1} < 3.
De esta manera tenemos para tadoE

] < a(TX) < a(SX +a(Tx~ S8 < a(SK + 5[],

Esto implica quéd|x|| < 2q(SX para todox € E, concluyendo de este modo que
Se mo(E, F) para cualquieSque se halla en el entorno @iedeterminado por los
Sque verifican quey. (T —S) < 3.

O

Teorema 2.4 Supongamos que (&, F) no es vacio. El conjunto ¢&,F) es un
conjunto abierto en K(E,F) si, y s6lo si, el espacio F es normable y para cada

T € ca(E,F) existe Be #(E) tal queT (B) es un entorno del origen en F.

Demostracion. Supongamos quea(E,F) es un conjunto abierto dn,(E,F) y

no vacio. Fijamod§ € ca(E,F) arbitrario. Podemos asumir la existencia de una

parejaB € #(E)yV € %(F), que determinan un entorno del origeng(E, F),

tales que sbe L(E,F) verifica(T — S)(B) C V, entoncesSc ca(E, F). Probare-

mos queV C T (B) utilizando la misma técnica que en la implicacién anéloga del

Teorema 2.3, de donde se seguira la necesidad de gaa normable.
Procedamos por reduccion al absurdo: Supongamos que gxiste\ T (B).

Por el Teorema de Hahn-Banach existeF’ conv(y) = 1, |v(Tb)| < 1 para todo

b € B. DefinimosSe L(E,F) comoSz =T z— V(T z)y para cada € E. Si tomamos

b € B, obtenemos quéT — S)(b) = v(Tb)y € V. Por otra parteS(E) C kerv ya

que

V(S2 =Vv(T2—v(T2v(y)=0, z€cE.

Esto implica queS(E) no es denso eR puesto que keres cerrado al ser
continuo con lo cual s§E) fuera denso eR tendriamos que ker=F y esto no
se puede dar puesto quez 0 € F'. Por tanto,S no puede ser casi abierto al no
tener rango denso, como hemos observado en la introduccion, llegando asi a una
contradiccion.

Para probar el reciproco fijamdse ca(E,F). Por el supuesto de que es

)
normado y de que exis < #(E) tal queT (B) contiene un entorno del origen,
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gue en este caso se puede considerar la bola utidade F, se tiene que el
operador

T:=T|lg,:Eg—F

es casi abierto entre los espacios normagey F. Por [Har88, 3.4.3], existe
e >0 tal que sSRe L(Eg,F) y ||[R—T|| g, r) < & entonce € ca(Es,F). Sin
embargo,# (B,U§) es un entorno del origen dn(E,F). Si Se L(E,F) satis-
face(S—T) € #(B,U§), entonces la restriccioB = Sk; € L(Eg, F) satisface

IS— 'IA'|||_(EB7F) < &. Por tantdS € ca(Eg, F) y de aqui se sigue qu&B) es un en-

torno del origen e y comoS(B) = S(B), entonces(B) es un entorno del origen
enF. Como para cualquier entorno del origere E se tiene que existé > 0 tal
queAB c U, se deduce qu@ es un entorno del origen én, obteniendo asi
queSe caE,F) .

O

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema de la aplicacion abierta
de Banach-Schauder y extiende el resultado de Abramovich, Aliprantis y Polyra-
kis [AAP96, Teor. 3.1].

Corolario 2.5 Sean E y F espacios de Fréchet. Supongamos que existe un opera-
dor sobreyectivo de E en F. El conjunto de todos los operadores sobreyectivos de
E en F es abierto end(E,F) si, y sélo si, F es un espacio de Banach y para cada
operador T€ L(E,F) sobreyectivo existe un subconjunto acotado B de E tal que
T(B) es un entorno en F.

Demostracion.Aplicando el Teorema de la aplicacion abierta de Banach-Schau-
der podemos ver que los operadores sobreyectivos coinciden con los abiertos y los
casi abiertos en este caso. Al no ser vaai, F ), por el Teorema 2.4 se tiene que
F es normado y como es completo por ser Fréchet se llega B gaain espacio
de Banach. Por el mismo resultado se obtiene que ademaskxis&E) tal que
T(B) es un entorno del origen. Luedg ademas de ser abierto, levanta acotados,
y por tanto, podemos asegurar que ex3te Z(E) tal queT(B) c T(C). De
esta manerd (C) contiene al mencionado entorno. La implicacion reciproca es
evidente aplicando el Teorema 2.4.

O

Con respecto a las hip6tesis hechas en los Teoremas 2.3y 2.4y en el Corolario
2.5 cabe mencionar que existen parejas de espacios de Banach o de espacios de
FréchetE,F) tales quano(E,F) = 0 y ca(E,F) = 0. Esto es conocido paBa=
lpy F ={qconp#q(consultar [LT77, Cap. 2]). Vogt [Vog83] y Bonet [Bon87]
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investigaron parejas de espacios de Frédhef) tales que todd € L(E,F) es
un operador acotado. Estas parejas de espacios verificanajieF ) y ca(E, F)
son vacios siempre que Bini F sean normables. Recordemos que un operador
T € L(E,F) esacotadosi existeU € %4(E) tal queT (U) es acotado eR.

No todo operador sobreyectivo de un espacio de Fréeheat un espacio de
BanachF verifica queUg esté contenida dentro de la imagen de un conjunto
acotado dé.

Ejemplo 2.6 Consideremos el espacio escalonado de Katlid) del Ejemplo

1.3 y el operador cocientg: A1(A) — ¢1. El operadorg no levanta conjuntos
acotados ya que los conjuntos acotado#d&) son relativamente compactos por

ser éste un espacio de Montel, y si los levantara, llegariamos a una contradiccion
con el hecho de que la bola unidad@eno es compacta.

La Proposicion 2.8 extiende el resultado de Mifiarro gue enunciamos a conti-
nuacion.

Teorema 2.7 [Mifi95, Teor. 1] Sea E un espacio de Fréchet casinormable y sea
L un subespacio cerrado de E tal qu¢/lEes normable, entonces el operador
cociente g E — E /L levanta conjuntos acotados.

Proposicion 2.8 1. Sea E un espacio casinormable y sea F un espacio nor-

mado. Si Te ca(E, F), entonces existe 8 Z(E) tal que Ut C T(B).

2. Si T es un operador abierto y sobreyectivo de un espacio localmente com-
pleto y casinormable E en un espacio de Banach F, entonces existe B
Z(E) tal que T(B) es un entorno en F.

Demostracion. El apartado (2) es una sencilla consecuencia del apartado (1) y
del Teorema de la aplicacion abierta de Banach-Schauder, utilizandiy @seun
espacio de Banach al serun espacio localmente completo. El razonamiento es
muy similar al que se emplea en el Corolario 2.5.

Probemos el apartado (1): Puesto quees continuo, podemos hallar €
% (E) verificando queT (U) C %UF. ComoE es un espacio casinormable, po-
demos encontra¥ € %4(E) tal que para todg > 0 existeB € Z(E) conuV C
B+ U. Aplicando queT es un operador casi abierto, dado gltees un entorno
acotado, se puede encontflar- 0 verificando

1
U CAT(V) CAT(V)+ ZUF'

Aplicando queE es casinormable, cdd y en particular cork, hallamosC €
#(E) conAV C C+U, para concluir que
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1 1 1
Ur CAT(V)+7Ur CT(C)+T(U)+ ZUr CT(C)+ 5Ur.

Procediendo de manera recurrente tenemos que, para ealia

n—-1

_ 1 1
Uk C kzoz kT(C)+ nUF C T(20) + 5 Ue.

De donde se sigue qu C T(2C).
|

El siguiente corolario extiende los resultados de Harte [Har88, Teor. 3.4.3] y
de Abramovich, Aliprantis y Polyrakis [AAP96, Teor. 3.1].

Corolario 2.9 1. SiE esunespacio casinormable y F es un espacio normado,
entonces ¢, F) es un conjunto abierto en,LE, F).

2. Si E es un espacio localmente completo y casinormable y F es un espacio
de Banach, entonces el conjunto de los operadores abiertos y sobreyectivos
de E en F es abierto en,LE,F).

Demostracién.La prueba es directa combinando el Teorema 2.4 con la Proposi-
cion 2.8.
O

En [AAP96, pag. 460] podemos hallar un sencillo ejemplo que demuestra que
2.9.2 no se puede dar para espacios normados y que recogemos a continuacion.

Ejemplo 2.10 Consideremos el espacio de todas las sucesiones eventualmente
nulas dotado de la nornjg||,, que denotamos pdm, ||.||.,). Este espacio es nor-
mado pero no es completo, ni localmente completo.|Sep — ¢ el operador
identidad y se&: ¢ — ¢, el operador de desplazamiento hacia adelante, definido
como:

S(Xl,Xz,X3, .. ) = (0, X1,X2,.. )
Dadoe > 0, se tiene qué: := | + &S cumple quel|l -S| < ey S no es
sobreyectivo mientras quesi lo es.

Desarrollamos estas ideas en el siguiente resultado.

Teorema 2.11 1. Todo espacio de Banach separable de dimension infinita X
contiene un subespacio denso E tal que el conjunto de los operadores abier-
tos y sobreyectivos en E no es un conjunto abierto en el espacio normado
L(E).
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2. Todo espacio de Banach de dimension infinita X contiene un subespacio
propio y denso F tal que el conjunto de los operadores sobreyectivos y
abiertos en F es un conjunto abierto en el espacio norm&dfo L

Demostracién. 1. Por un resultado de Ovsepian y Peftali [OP75], existen
sucesione$xntn C X, [[Xal = 1, spa{*n}n = X y {Un}n C X’ con|juy| < 2 tales
queum(Xn) = dnm (que es el delta de Kronecker), donde span denota la envoltura
lineal de los elementos correspondientes. Bea sparfxi,Xo,...}. Para cada

€ > 0 definimosT, : E — E como

)
TeX:=X—€ ZlmUn<X)Xn+l.
n=

Claramente, el operaddg esta bien definido, es lineal y es continuo por las
propiedades de biortogonalidad de las sucesidrgs, ¥ {un}n. Si tomamos €
E con||x|| <1, entonces

e 1
[T =TX < 5 ) g llunll [[Xnsall < e.
ZHZ]_ 2n+1

Para cada:= TK ; oix € E conay # 0, tenemos que

e 1
Uk+1(TeX) = ~ 5ok % #0.

Esto implica queq ¢ T¢(E), puesto quel, 1(X1) = 0 por la biortogonalidad,
con lo que se completa la prueba en este caso, puesto que los opefiadures
son sobreyectivos e y se encuentran tan cerca como queramos del operador
identidad.
2. SeaX un espacio de Banach de dimensién infinita y seaX — K una
forma lineal que no sea continua. Enton€es= keru es un hiperplano denso en
X. Antes de comenzar la prueba de este apartado veamos la siguiente observacion.

Observacion 2.12SeanX y F como acabamos de mencionar. $eal (X) un
operador sobreyectivo tal q@éF ) C F. Seag™= g|r € L(F) la restriccion dg a
F. Entonces:

(i) g(X\F)C X\F.
(i) g es sobreyectivo eR.

(i) kerg=kerg.
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Probamos (i) por reduccion al absurdo: Supongamos que existé \ F con
9(2) € F. Puesto qu& = F @ spar{z), podemos afirmar que

g(X) c g(F) @ sparig(z)) C F # X,

que es una contradiccion con gyeea sobreyectivo eX puesto que € X \ F.
Para poder probar (ii) elegimgse F. Dado queg es sobreyectiva existes X
cong(z) =y € F. Por (i) se obtiene quec F y asig'es sobreyectivo.
Finalmente, para probar (iii) hay que observar, en primer lugar, qugker ~
kerg. Veamos la otra inclusion, si€ kerg C X, tenemos que(x) = 0 € F. Por
() xe Fyg(x) =0, i.e.x € kerg.

Continuamos con la prueba del apartado (2): FijemaesL(F) que sea so-
breyectivo y abierto. Por la densidad Bleexiste una Unica extensidh e L(X)
verificando quéd |¢ = T. ComoT es un homomorfismo y esta definido en un sub-
espacio denso d€, aplicando [K6t79, 32.5(3)] se concluye q‘ﬁesu extension,
es un homomorfismo en el espacio de BanxctPor tantoT (X) es un subes-
pacio cerrado d&. Puesto qué C f(X), tenemos qud es sobreyectivo. Por
[AAP96, 3.1], existee > 0 tal que siR € L(X) satisfaceHR—fH,_(X) < g, en-
toncesR es sobreyectivo. Sec L(F) cumpliendo||S—T]| ) < &. La Unica
extensiorS e L(X) deSaX verifica||§—f||L(X) < &, y por tantoS es sobreyec-

tivo en X. Aplicando la Nota 2.12 g := S §d =9l = S podemos concluir que

Se L(F) es sobreyectivo eR, y kerS= kerS. En estas condiciones, por [PCB87,

2.6.18]Ses un homomorfismo dn. Por tantoS< L(F ) es sobreyectivo y abierto.
O

En [AAP96, 3.3 y 3.4] se prueba queBiy F son espacios de Banach, el

conjunto de los isomorfismos deenF coincide coomo(E,F)Nca(E,F) y con
ca(E,F)nmo(E,F), al tomar estas clausuras ieg(E, F).
Los ejemplos que presentamos a continuacion muestran que estos resultados

no se pueden generalizarssy F son espacios de Fréchet.

Ejemplo 2.13 El operador de desplazamiento hacia adel&ite — o (siendo

o el espacio de todas las sucesiones con valores escalares) definido como en el
Ejemplo 2.10 es un monomorfismo y no es sobreyectivo, flLi€s0, ...) no tiene
antiimagen posible pds. El operador-Spertenece a la clausura d& w, w). De
hechoH, := —S+ %I converge a-Scuandmtiende a enLy(w, )y —S+ 11 es

un operador sobreyectivo: de hecho, pata(y;); € o, basta definik= (xj); € ®

comoX; := nyj +n?%;j_1+...+n"ly, + nly; para comprobar quel,(x) =y.

Como consecuenciao @, ®) Nca(w, @) no esta contenido en el conjunto de los
isomorfismos sobreyectivos en
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Ejemplo 2.14 El operador de desplazamiento hacia aBasw — @ definido
como B(x1,X2,X3,...) = (X2,X3,...) €S sobreyectivo, no es inyectivo, pero per-
tenece a la clausura del conjumm®, ) enlLy(@,®). De hecho, si definimos
Hn: @ — o, de manera que

Hn(X1,X2, X3, . ..) = (X2,X3, -+ + s Xny X1, X b1, - - - )

se tiene quédn(x) converge &(x) cuandon tiende a« para cadx € w. Por el
Teorema de Banach-Steinhaus [K6t79, 39.5(H)] tiende aB cuandon tiende

a o sobre todo subconjunto precompacto@eDado quew es un espacio de
Montel, H, converge & cuandon tiende a~ enLy(w, ). Como consecuencia
ca(w, ) "mo(®, ) no esta contenido en el conjunto de los isomorfismos sobre
.

Todavia se puede decir mas sobre las sucesiones de operadores que convergen
fuertemente a un isomorfismo sobreyective& L(E). Para ello necesitamos la
siguiente extension del resultado clasico para espacios de Banach que se debe a
Garnir, De Wilde y Schmets [GDWS68, pag. 346]. Su prueba usa desarrollos en
serie de Neumann.

Recordemos que un operadbre L(E,F) escompactasi existeU € 24(E)
tal queT (U) es relativamente compacto En

Teorema 2.15 (Garnir, De Wilde, Schmets)Sea E un e.l.c. completo. SeaT
L(E) un operador tal que existe ¥ %(E) con(l —T)(U) acotado en E y ade-
mas (I —T)(U) C aU para algin0 < o < 1. Entonces T es un isomorfismo
sobreyectivo en E y la serigl (I — T)X converge a Tt en Ly(E). Si(1 —T) es
compacto no se necesita ningun supuesto de completitud sobre E.

Proposicién 2.16 Sea E un e.l.c. y completo, dL(E) un isomorfismo {Tn}n
una sucesion de operadores efEL tales que existen B #B(E), U € %(E)
verificando que para tode > 0 existe fe) € N con(T —T,)(U) C €B para todo
n > n(g). Entonces existegre N tal que, para todo n> ng, Ty €s un isomorfismo
sobreyectivo en E.

Antes de empezar con la prueba de esta proposicion queremos hacer la si-
guiente puntualizacion.

Observacion 2.17Si {Th}n y T verifican las hip6tesis de la proposicion anterior,
entoncesT, converge ar en el sentido de Mackey dn,(E), en particularT,
converge & enlL(E) cuandon tiende ao.

Demostracion.ComoT es un isomorfismoy :=T(U) € %(E) y por hipétesis
para todoe > O existen(¢) € N tal que para todm > n(g) tenemos quél —
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T T~1)(V) C £B. Esto implica que, para todo> n(1), el operadofl — T,T1)
es acotado. ComB es acotado exist® > 0 tal queggB C %V. Seang :=nN(gp). Si
n> np, tenemos quél — T,T~1)(V) C %V. Aplicando el Teorema 2.15 podemos
concluir queT, T~ es un isomorfismo sobreyectivo & por lo queT, es un
isomorfismo para > ng puesto qud también lo es.

O



Capitulo 3

Dualidad entre monomorfismos y
operadores casi abiertos

El siguiente resultado clasico, que puede ser visto tanto en [Ber74, Teor. 57.18
y Teor. 57.16] como en [Har88, Teor. 5.5.3 y Teor. 5.5.2], es muy util cuando se
trabaja con operadores entre espacios de Banach.

Teorema 3.1 Sea Te L(X,Y) con X e Y espacios de Banach §: % — X' su
correspondiente operador adjunto. Entonces

1. T es un monomorfismo si, y sélo si,eB abierto,

2. T es abierto si, y sélo si,/Bs un monomorfismo.

La posibilidad de extender el Teorema 3.1 a e.l.c. arbitrarios ha sido consi-
derada varias veces y es una cuestion bastante delicada incluso para espacios de
Fréchet o para espacios (DF) completos. Hay muchos resultados relacionados que
se hallan dispersos en la literatura, que incluyen por ejemplo el resultado clasico
del Teorema del homomorfismo de Dieudonné-Kéthe-Schwartz para espacios de
Fréchet [K6t79, 33.4(2)]. El caso de espacios (gDF) y de Montel (también llama-
dos espacios (DCF)) fue tratado por Hollstein [Hol78]. Mas informacion puede
ser hallada en el libro de Kothe [K6t79, Cap. 32, 33].

La relacion con sucesiones cortas y exactas de espacios de Fréchety con el le-
vantamiento de conjuntos acotados ha sido investigada por Meise y Vogt [MV97,
Cap. 26]. Véase también Dierolf [Die93]. Existen resultados muy interesantes so-
bre el adjunto de un homomorfismo entre espacios duales con la topologia fuerte
que fueron dados por Dierolf y Zarnadze [DZ92]. Recientemente, Wengenroth ha
utilizado los functores derivados y el algebra homoldgica en [Wen03, Cap. 7] para
investigar cuando el adjunto de un homomorfismo en la categoria de los e.l.c. es

23
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también un homomorfismo. Nosotros recopilamos todos estos resultados afiadien-

do algunas consideraciones nuevas y contraejemplos, véanse los resultados 3.10,

3.17, 3.18 y 3.21. Los resultados de este capitulo han sido publicados en [BCO1a].
El siguiente resultado serd utilizado varias veces:

Teorema 3.2 [K6t79, 32.4(3)]Teorema del Homomorfismo de Grothendieck.

1. El operador Te L(E,F) es un homomorfismo si, y solo si, las siguientes
dos condiciones se verifican:

a) T'(F')eso(E',E) cerradoen B,y

b) para todo conjunto equicontinuoM: E’ tal que My C T'(F’) existe
M, C F’ equicontinuo cumpliendo que;M: T'(My).

2. T es casi abierto si, y so6lo si, verifica la condicion 3R léase [K6t79,
34.1(4)].

Por tanto, un operaddr: E — F casi abierto es abierto si, y s6lo §i(F’) es
o(E’,E) cerrado erk’.

Un e.l.c.E es un espacio detéksi, y solo si, toddrl' € L(E,F), conF e.l.c.,
gue es casi abierto es abierto, véase [K6t79, Sec. 34.3]. Todo espacio de Fréchet es
un espacio de Ptak. El dual fuerte de un espacio de Fréchet reflexivo es un espacio
de Ptak. Todo cociente de un espacio de Ptak es completo [K6t79, 34.3(3)].

3.1. Eltraspuesto de un monomorfismo

En esta seccion estudiamos la relacion entreTgsea un monomorfismo y
queT’ sea sobreyectivo y abierto, encontrando asi extensiones del resultado 3.1.1.
Nuestro primer resultado es bien conocido y generaliza [Har88, Teor. 5.5.3] para
e.l.c.

Observacion 3.3SeanE y F e.l.c.

1. SiT € L(E,F) es un monomorfismo, entonces I, — E; es sobreyectivo
Fijamosu € E{ y definimosv: T (E) — K comov:=uoT 1. Por el Teorema
de Hahn-Banach existe € F’ tal quew|rg) = v, con lo queT’(w) = u.

2. SiTeL(E,F) satisface que T: F} — E{ es sobreyectivo, entonces T es in-
yectivg como se sigue a partird@} = (E’)° =T'(F’)° =kerT por [K6t79,
32.1(5)].
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Analizamos la condicion necesaria en el Teorema 3.1.1 Comenzamos consi-
derando el caso en qliey F sean espacios de Fréchet.

Proposicion 3.4 Sea Te L(E,F) un monomorfismo entre espacios de Fréchet.
Supongamos que alguna de las siguientes condiciones se verifica:

1. Todo subconjunto acotado d&/F(E) est& contenido en la imagen de un
subconjunto acotado de F por la aplicacion cocientdcg— F /T (E),

2. F/T(E) es un espacio de Montel,
3. E esdistinguido,

entonces T: K} — E/ es un homomorfismo sobreyectivo.

El supuesto 3 se da, en particulaizses casinormable o & es reflexivo (este
altimo caso se obtiene a partir de [K6t79, 32.4(7)]).

Demostracion.

1. Esto se obtiene a partir de un resultado mucho més profundo debido a Meise
y Vogt [MV97, Lema 26.11].

2. SiF /T (E) es de Montel, entonces todo subconjunto acotade/d€E) es
relativamente compacto. Una consecuencia clasica del Teorema de Banach-
Dieudonné [K6t69, 21.10(1)] muestra que todo subconjunto compacto de
F/T(E) esta contenido en la imagen de un subconjunto compacte de
medianteg: F — F /T (E) (véase e.g. [MV97, Cor. 26.22]). La conclusion
se sigue del caso anterior.

3. Eloperadoil’ : F} — E{ es sobreyectivo por la observacion 3.3.1y continuo
por [MV97, Prop. 23.30(b)] al estar ambos duales dotados de la topologia
fuerte. Por tantd”’ : Ky — Ej,4 €s un operador sobreyectivo entre espacios
(LB). Por la version del Teorema de la aplicacion abierta entre espacios
(LB) [PCB87, 8.4.11], se obtiene qé : F;; — E/ 4 es abierto.

ComokE es distinguidoE;,; = E/. Esto implica qud”’ : i} — E] es abierto,
al ser la topologia del limite inductivo e mas fina que la fuerte. Asi
T': K, — E/ es un homomorfismo sobreyectivo.
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Ejemplo 3.5 La implicacion de la Proposicion 3.4 no se da de manera general
para espacios de Fréchet arbitrarios. Eam espacio de Fréchet no distinguido
(e.g. [K6t69, Sec. 31.7] [MV97, Cor. 27.18 y Ej. 27.19]). Sean producto nu-
merable de espacios de Banach tal gues isomorfo a un subespacio cerrado de
F, véase [MV97, Nota 24.5]. Denotamos pbr. E — F el operador inclusion.

El operadofT es continuo y un monomorfismo. Supongamos fiuem, — E/ es

un homomorfismo sobreyectivo. Corges un (LB) y por tanto bornolégico, su
cocienteE] también es bornol6gico, lo que es una contradiccion, puest& qoe

es distinguido [MV97, pag. 300].

Observacion 3.6 De la argumentacion hecha en el ejemplo anterior se deduce
que siT € L(E,F) es un monomorfismo entre espacios de Fréchet tallque
Fy — E} es abierto yF es distinguido, entoncdStambién es distinguido.

El siguiente resultado de Palamodov [Pal71, Teor. 8.1 ] caracteriza que el es-
pacio de salida sea distinguido en funcion de que esta implicacion se cumpla para
cualquier e.l.cF. Este resultado también se puede consultar en [Wen03, Teor. 7.1
y7.2].

Teorema 3.7 Sea E un e.l.c. casitonelado. Entoncgses bornolégico si, y s6lo
si, para todo e.l.c. F tal que E L(E,F) es un monomorfismo se tiene que T
F, — E{ es abierto.

Es facil comprobar que la necesidad en el Teorema 3.1.1 se da para espacios
(DF).

Proposicion 3.8 Si T € L(E, F) es un monomorfismo entre espacios (DF), enton-
ces T: F) — E[ es sobreyectivo y abierto.

Demostracion.El operadoiT’ : F} — E/ es lineal, continuo y sobreyectivo entre
espacios de Fréchet gracias al Teorema 3.3.1. La conclusion se deduce del Teore-
ma de la aplicacion abierta de Banach-Schauder.

O

Investigamos ahora el reciproco del Teorema 3.1.1. Esta implicacion siem-
pre se da para espacios de Fréchet como consecuencia del Teorema de Banach-
Dieudonné.

Proposicion 3.9 Sean E y F espacios de Fréchety sea IL(E,F) un operador
para el que T: K} — E{ es sobreyectivo y abierto, entonces T es un monomorfis-
mo.
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Demostracion.Consideremos € L(E,F) tal queT’: F} — E] es abierto, enton-
cesT’ es un homomorfismo fuerte y, por [K6t79, 33.3(d)ps un homomorfismo.
La inyectividad es una consecuencia de la nota 3.3.2.

O

La condicién suficiente en el Teorema 3.1.1 es falsa en general para espacios
(DF).

Ejemplo 3.10 Un operador lineal y continuo TE — F entre espacios (LB) com-
pletos que no es un monomorfismo, pero cuyo adjuht&T— E/ es sobreyecti-

vo y abierto El siguiente ejemplo se debe a Grothendieck y puede ser hallado en
[PCB87, Ej. 8.6.13]. Existe una suma directa humerable de espacios de Banach
reflexivos(F,t) = @ _,F con un subespacio cerrafidtal que el espacio (LB)

(E,s) :==indn ((®}_1F) NE)

tiene una topologia estrictamente mas fina que la restricdibdet a E pero
tal que(E,s)’ = (E,t|E)". Los espacio$E,s) y (F,t) son espacios (DF) por ser
espacios (LB).

Denotamos mediante: (E,s) — (F,t) al operador inclusion que es continuo,
pero que en este caso no es un monomorfismo. Por otralparte,t), — (E,s);,
es sobreyectivo por el Teorema de Hahn-Banach. Céntg| y (E, s);, son espa-
cios de Fréchefl’ es abierto.

Proposicion 3.11 Sea E un espacio (DFM) y F un espacio (DF) casitonelado. Si
T':F, — E|, es sobreyectivo y abierto, entonces T(E,F) es un monomorfismo.

Demostracién.Esto se obtiene a partir del Teorema del homomorfismo de Grot-
hendieck, 3.2.4, porqueT’ : i, — E/ levanta los subconjuntos acotadoskje
ya que todo subconjunto acotado del espacio de Frégled relativamente com-
pacto.

O

El mejor criterio para asegurar que un operador lineal y continuo entre espa-
cios (DF) es un monomorfismo es el llamado lema de Baernstein [PCB87, Teor.
8.3.55]. Este fue utilizado con éxito por Bierstedt, Meise y Summers [BMS82b]
(véase la referencia en [PCB87, pag. 486]) para demostrar que si un limite induc-
tivo ponderado de espacios de Banach de funciones holomorfas en un subconjunto
abierto deC" satisface que las inclusiones canénicas de cada escalon en el limi-
te inductivo son compactas, entonces la topologia del limite inductivo puede ser
descrita por seminormas supremo ponderadas; see e.g. [PCB87, Teor. 11.9.12].
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Proposicion 3.12 (Lema de Baernsteir§ea F un espacio (DF). SeaE une.l.c. tal
que todo conjunto cerrado y acotado es compacto. Supongamos queéH; F )
satisface que T!(B) esta acotado en E para todo B, subconjunto acotado de F.
Entonces T es un monomorfismo.

Corolario 3.13 [PCB87, Prop. 8.6.8(v)]. Sea E= indn(Fn,ty) un espacio (LB)

tal que todo subconjunto acotado de F esta acotado en un escalon. Sea E un sub-
espacio de F. SiE,t|E) es semi-Montel, entonces se tiene la igual(ad|E) =
indy(ENFy,th|(ENF,)) topolégicamente, i.e. E es un subespacio limiteérde).

Corolario 3.14 Si E y F son espacios de Fréchet-Montel, o0 son ambos espacios
(DFM), entonces T. E — F es un monomorfismo si, y sélo sf, TR, — E/ es
sobreyectivo y abierto.

En el caso en qu& y F sean espacios (LB) (o incluso espacios (LF)), los
problemas considerados en esta seccion estan relacionados con la aciclicidad de
los limites inductivos y con la condicion (M) de Retakh. Referimos al lector a
[Vog83] 0 a [PCB87, Sec. 8.6 y Nota 8.9.20]. Explicamos brevemente la relacion:
Sea(F,t) := indy(Fy,tn) un espacio (LF), se un subespacio de tal queENF,
es cerrado eliF,t,) para cadan. Definimos(E,s) := indy(E N Fy,th|(ENF)).
Claramente, la inclusioi : (E,s) — (F,t) es continua e inyectiva. Entonc&s
es un monomorfismo débil si, y sélo 3i,: (F,t) — (E,s)’ es sobreyectivo ¥
es un monomorfismo si, y s6lo s~ t|E enE. Caracterizaciones de estas dos
propiedades en términos de las propiedades dg¢fad E N F,)) son debidas a
Palamodov, Retakh y Vogt. Las caracterizaciones son Utiles para estudiar la sobre-
yectividad de operadores de convolucion entre espacios de (ultra)-distribuciones.
Consultese [Vog83, Flo80, BGM97, Wen03]. Utilizando los dltimos avances en
la teoria de limites inductivos Frerick y Wengenroth [FW03] han probado de una
manera mas sencilla la caracterizacion de Hérmander, véase [H6r83], de la so-
breyectividad de los operadores de convolucién en espacios de distribuciones de
Schwartz.

3.2. Eltraspuesto de un operador casi abierto

En esta seccidn establecemos la relacién entre que un op&ragka casi
abierto y que su adjuntd’ sea un monomorfismo, extendiendo asi el resultado
3.1.2 mencionado al principio de este capitulo. Existe una caracterizacion general
para determinar cuandd es un monomorfismo.

Teorema 3.15[K6t79, 32.5(2)] Sea Te L(E,F) con EF e.l.c. Entonces T:
F, — E} es un monomorfismo si, y sélo si, T levanta conjuntos acotados con
clausura.
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Los siguientes ejemplos bastante triviales muestran que se requieren mas con-
diciones para asegurar que un operader L(E,F), tal que su adjuntd’ : F} —
E/ verifica que es un monomorfismo, es (casi) abierto o sobreyectivo.

Ejemplo 3.16 1. Sed&E un subespacio propioy denso de un espacio de Banach
F y seaT : E — F el operador de inclusién candnica. El operador adjunto
T': K, — E} es un isomorfismo. Sin embargd, es un operador lineal,
continuo y abierto en su imagen pero no es sobreyectivo.

2. Sea(E,t) un espacio de Banach de dimension infinka= (E,c(E,E’))
y T :E — F el operador identidad. Entonc&$: F) — E/ es un isomorfis-
mo y T es sobreyectivo pero no es casi abierto, de hecho la topdlegia
estrictamente mas fina qugE,E’). Como ambas topologias son del mis-
mo par dual, por el Teorema de los bipolares las clausuras de los conjuntos
convexos para ambas topologias coinciden.

Proposicion 3.17 Sea F un e.l.c. casitonelado y seacTL(E,F) que satisface
que T : K} — EJ es un monomorfismo. Entonces T es casi abierto.

Demostraciéon.Por el Teorema 3.15, tiene rango denso. Aplicamos el Teorema
3.2.2 para completar la prueba. Para comprobar la condicion 1.b) del enunciado
de 3.2, fijamos un subconjunEequicontinudM; C T'(F’). ClaramentéV; esta
acotado er,. ComoT’ es un monomorfismavl, := (T’)~1(M;) esta acotado en

Fy, y por tanto es--equicontinuo por sef casitonelado. Comd’'(Mz) = My la
prueba esta completa. O

El supuesto sobrE es necesario, inclusoBiy F son espacios (DF) comple-
tos.

Ejemplo 3.18 1. Sea(E,t) el espacio de Hilberty(1) con el conjunto de in-
dicesl de cardinal no numerable. Denotamos tyda topologia erkE de la
convergencia uniforme sobre los subconjuntos acotados y separalles de
y denotamos poF al espacidE,t’"). Tenemos qué>t' > o(E,E’). Cla-
ramente y t’ son topologias del par dugk,E’), por tanto tienen los mis-
mos acotados. Conie es reflexivo,(E, o (E,E’)) es casicompleto y pode-
mos aplicar [K6t69, 18.4(4)] para concluir gggambién es casicompleto.
ComoF es (DF) (véase e.g. [K6t69, pag. 401 nota después de 29.4@%),
un espacio (DF) completo por [K6t69, 29.5(3)]. DenotamosTpoE — F
al operador identidad. Su adjuntd: F} — E; es un isomorfismo, sin em-
bargo, aunqué es lineal, continuo y sobreyectivd, no es casi abierto ni
abierto.
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2. SedaG un espacio de Fréchet no distinguido. Véase e.g. [MV97, Cor. 27.18].
SearE =G| 4, F :=G[y T :E — F el operador identidad, que es continuo
pero no es abierto. Contoy F tienen los mismos conjuntos acotadds;

F, — E{ es un monomorfismo. En este cdsno es casi abierto. (Obsérvese
queF no es casitonelado.) Para ver esto denotamogor, una base de
entornos de 0 es. ComoG no es distinguido, existem, > 0, n € N tales
que el entorno de 0 e& 4 definido comdJ =T (Uy_;onUy,), siendol la
envoltura absolutamente convexa, no es un entorno de3).600moE es
(DF), aplicamos [PCB87, Prop. 8.2.27] para concluir que la clausiote

U enGj, esta contenida erlR SiT fuese casi abierto, entoncEdl) =U
serfa un entorno de 0 &,. Esto es una contradiccion dado dui@o es un
entorno erG;,.

Corolario 3.19 Sea E un espacio de Fréchet o el dual de un espacio de Fréchet
reflexivo, sea F un espacio casitonelado. $j [[(E, F) satisface que T. F; — E]|
es un monomorfismo, entonces T es sobreyectivo y abierto.

Demostracién.El espacicE es un espacio de Ptak [K6t69, 34.3(5) y un comenta-
rio anterior a este resultado]. Por la Proposicion 3T1&s casi abierto, y por tanto
casi abierto en el sentido de Ptak en [K6t79, Cap. 34]. Aplicamos [K6t79, 34.2(2)]
para concluir qud es abierto en su imagen. Esto implica quekE — T(E) es
un homomorfismo sobreyectivo. Por [K6t79, 34.3(3)[E) es también comple-
to. ComoT (E) es un subespacio densofeg@or serT’ inyectivo, concluimos que
T(E)=F yT:E — F esun homomorfismo sobreyectivo.

O

La principal aplicacion de resultados como el corolario anterior es poder con-
cluir la sobreyectividad de un operador entre espacios de Fréchet a partir de pro-
piedades del operador traspuesto. Un criterio muy usual es el “criterio de sobre-
yectividad” debido a Meise y Vogt [MV97, Crit. 26.1]. Este ha sido aplicado con
éxito e.g. en [BGM97, 2.2]

Proposicion 3.20[MV97, Crit. 26.1]. Sea Te L(E,F) un operador entre espa-
cios de Fréchet. El operador T es sobreyectivo si, y solo si, para todo subconjunto
acotado B de [, entoncegT’)~1(B) esta acotado en/F

Ejemplo 3.21 ExistenE,F espacios (DF) bornoldgicos ¥ € L(E,F) tal que
T': R, — E[ es un monomorfismo pefono es abierto. Nuestro ejemplo demues-
tra que un operador casi abierto entre espacios (DF) bornoldgicos no es necesa-
riamente abierto.

SeaF un espacio (LB) completo que contiene un subespacio denso y tonelado
E que no es bornolégicd= puede ser tomado como el dual de un espacio (FM)
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gue no es (FS), donde (FS) indica que es un espacio de Fréchet y de Schwartz a
la vez. Tales ejemplos fueron construidos por Valdivia [Val78]. DenotamoE por

el espacio bornoldgico asociaddcay por T : E — F a la inclusién continua. El
operadofT levanta conjuntos acotados con clausura. De hecho, €&ynb son
espacios (DF) yI' tiene rango denso, podemos aplicar [PCB87, 8.3.17, 8.3.25]
para concluir que todo conjunto acotadoFersta contenido en la clausura de un
conjunto acotado ek. ComoE y E tienen los mismos conjuntos acotados, se
sigue queT levanta conjuntos acotados con clausura, por tahtd, — E/ es

un monomorfismo aplicando el Teorema 3.15. Por la Proposicion B.&%,casi
abierto. Comd no es bornoldgico, concluimos gilieno es abierto en su imagen.

El resultado de la Proposicion 3.20 ha sido mejorado recientemente por Freri-
ck, Muller y Wengenroth en [FMWO03, Teor. 3]

Proposicion 3.22 Sea E un espacio de Fréchet, F un espacio de Schwartz tonela-
doy Te L(E,F) un operador con rango denso. Supongamos que para cada sub-
conjunto acotado A- E’ existe un subconjunto acotadaBF’ tal que(T’)~%(A)

esta contenido en la envoltura lineal de B, entonces T es sobreyectivo y abierto.

Discutimos ahora la implicacion inversa y suponemos fu& — F es un
operador lineal, continuo y casi abierto entre e.l.c. Investigarenids &, — E]|
es un monomorfismo, o de manera equivalente por el Teorema 3TLig\wnta
conjuntos acotados con clausura.

Suponemos en primer lugar giey F sean espacios (DF). Nuestro siguiente
resultado en el caso de qliese suponga abierta es [DZ92, Prop. 2.8]. Recorde-
mos del Ejemplo 3.21 que operadores casi abiertos entre espacios (DF) no tienen
porque ser abiertos ni sobreyectivos.

Proposicion 3.23Sea T: E — F un operador, lineal, continuo y casi abierto. Si
E es un espacio (DF), entonce$:F, — E/ es un monomorfismo.

Demostracion.Aplicamos el Teorema 3.15. S¢&,}n una familia fundamental
de conjuntos acotados @ Supongamos que existec #(F) tal que para todo
n € N existec, € C concy ¢ nT(C,), con la clausura tomada &n Por el Teorema
de Hahn-Banach, para togioc N existeu, € F’ conup(cp) =ny [un(T(X))| <
1 para todox € C,. El conjunto{u,o T}, C E’ esta acotado con respecto a la
topologiaB (E’,E). De hecho, fijemosn € N, comoCy, C C, para todon > m
entoncegun(T (2))| < 1 para todaz € Cy,. Ahorau,o T € Cp, para todon > m.
Usando quen, o T,up0T,...,un_10T € E’ se obtiene lo que queriamos ver.
ComoE es (DF)U :=Np_1{X€ E : JunoT(X)| < 1} es un entorno de 0 df
ComoT es casi abiertol (U) es un entorno de O €n, y asi podemos encontrar
A >0 tal queC C AT(U). Paran € Ny x € U tenemos queun(T (x))| < 1.
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Como consecuencigi,(c)| < A para todoc € C y para todon € N, lo que es
una contradiccion.
O

Las hipotesis de la Proposicion 3.23 implican ¢ulea de ser necesariamente
un espacio (DF).

Supongamos ahora qliees un espacio de Fréchet y glie E — F es casi
abierto. ComcE es un espacio de Pték, es abierto. Esto implica qUE(E) es
un espacio de Fréchet. Comi¢E) es denso eR por ser casi abierto, concluimos
queT(E) = F, por tantoT es sobreyectivo ¥ es un espacio de Fréchet. Como
consecuencia el problema que tenemos que considerar es el sigBemie.E —
F un operador lineal, continuo y sobreyectivo entre espacios de Fréchet, ¢ cuando
levanta T conjuntos acotados con clausurasta cuestion ha sido estudiada
minuciosamente. Mencionamos [MV97, Cap. 26] como referencia y recogemos
en la siguiente Proposicion algunos de los resultados conocidos.

Proposicion 3.24Sea T: E — F un operador lineal, continuo y sobreyectivo
entre espacios de Fréchet. Tenemos que:

1. Existen un espacio de Fréchet-Montel E, un espacio de Banach:Fey-F
F lineal, continuo y sobreyectivo tal que TR, — E/ no es un monomor-
fismo.

2. T': R} — E} es un monomorfismo si, y sélo si, T levanta conjuntos acotados.

3. SiF es Montel &erT es casinormable, entonce$: ) — E/ es un mono-
morfismo.

4. Si E es casinormable y F es Banach, entoncesH[ — E/ es un mono-
morfismo.

5. Si E es casinormable y TR — E/ es un monomorfismo, entondesT
es casinormable.

Demostracion.

1. Hay ejemplos muy conocidos debidos a Grothendieck. Consultese [K6t79,
Sec. 33.6].

2. Este es un resultado de Bonet y de Dierolf [BD93]. Véase también [MV97,
Prop. 26.7].
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3. SiF es de Montel, este resultado se obtiene aplicando el Teorema de Ba-
nach-Dieudonné [MV97, Cor. 26.22 y Prop. 26.23]. Sikess casinorma-
ble, el resultado, originalmente debido a Palamodov y De Wilde, se sigue
de [MV97, Lema 26.13].

4. Es un resultado de Mifarro [Mifi95]. La Proposicion 2.8 extiende este re-
sultado para e.l.c. cda casinormable ¥ normado.

5. Este es un resultado de Cholodovskij [Cho76]. Consultese también [MV97,
Prop. 26.18].

O
Extensiones de algunos de estos resultados pueden ser halladas en [Wen03,
Cap. 7].

Corolario 3.25 Sean EF espacios Fréchet-Montel o bien sean ambos espacios
(DFM),yseaT. E — F lineal y continuo. El operador T es sobreyectivo y abierto
si, y sélo si, T: K} — EJ es un monomorfismo.






Capitulo 4

Los operadoresT®, Ty T*
asociados a un operadoil

SeanE, F e.l.c. Consideremos el espacio de las sucesiones acotaHas en

lo(E) :={(Xn)n C E : lasucesior(x,), esta acotada €n}

Dotaremos a este espacio de la topologia dada por la base de entornos de cero
UNN/w(E), dondeU € % (E) y U esta formado por todas las sucesione&en
tales quex, € U para todm € N. Consideremos ademas el espacio

Co(E) := {(xn)n CE @ limx, = 0}

dotado de la topologia inducida p@s(E) en él.
Dado un operaddf € L(E,F), podemos considerar los operadofés TO y

T* definidos como sigue

T lo(E) — /lo(F)
X)n  —  (TXa)n,

T%: c(E) —  cofF)
(Xn)n — (Txn)na

T*: lo(E)/Co(E) — Lw(F)/co(F)
Xx+c(E) — Tx+co(F)

El espacio/,(E)/co(E) se dice que es una “ampliacion” del espaEiodel
inglés enlargementporque contiene una copia @e constituida por las clases
X+ Co(E). Para cada, esta clase consiste exactamente en las sucesioiegue
“convergen &’. Si E es un espacio normado, entonces el correspondiente espacio
l»(E)/co(E) es completo [Har88, Teor. 4.5.2]. Si consideraramos la clausura de

35
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E en/s(E)/co(E) ésta sera la “completacion” de De hecho, esta clausura sera
el cocientec(E)/co(E), dondec(E) es el espacio de las sucesiones de Cauchy
enE, mientras que el espacio con el que identificafiascy (E)/co(E) siendo
c1(E) el espacio de las sucesiones convergentds en

Harte utilizd estos espacios para generalizar resultados conocidos acerca de
la invertibilidad de operadores en el contexto de espacios de Banach a espacios
normados [Har88]. En el Capitulo 3 del mencionado libro se estudian las rela-
ciones existentes en el contexto de espacios normados entre un operadaor
correspondiente operad®r . Citamos a continuacion algunos resultados.

Teorema 4.1 Sean XY espacios normados yaL(X,Y).

1. Si T es inyectivo, entonces T es un monomorfismo, y si T es un monomor-
fismo, entonces*Ttambién lo es [Har88, Teor. 3.3.5.2].

2. Si T* es casi abierto, entonces T es casi abierto, y si T es casi abierto,
entonces T también lo es [Har88, Teor. 3.4.5.2].

Comencemos nuestro estudio de estos operadores, para ello consideraremos
E,F e.l.c. ComdT es lineal, los operadords®, T% y T* también lo son. A conti-
nuacion, veamos que estos operadores estan bien definidos y son continuos.

Los operadore3® y TO estan bien definidos, puesto que la continuidad de
implica que la imagen de una sucesion acotada (resp. una sucesioén que converge
a cero) es también una sucesion acotada (resp. una sucesién que converge a cero).

Para obtener la continuidad d& consideremo¥’ € %(¢-(F)), entonces
existeV € % (F) tal queVN N/ (F) C V. ComoT es continua, existe € %(E)
tal queT(U) C V. Por tantdU™N N4« (E) € % (¢-(E)) y tenemos qud *(UN N
l(E)) C VNN /w(F) C V'. La continuidad dg° se deduce a partir de la @&
por ser el operaddf® una restriccion de éste.

El hecho de que el operaddr esté bien definido y sea continuo se deduce
del siguiente lema y del hecho de qu&(co(E)) C co(F).

Lema 4.2 Sean XY dos e.l.c. y ¥ Yo dos subespacios tales queXX e CY.
Sea S L(X,Y) tal que $Xp) C Yo. Entonces el operador

S: X/Xo—Y/Yo

esta bien definido y es continuo.

En el caso de quE sea localmente completo, se puede probarndégE) =
/(E). De esta manera, para cada operdderL (E,F), el operadofl ® asociado
aT se puede ver como un operador de composikionT. Para mas informacion
acerca de operadores de composicion entre e.l.c. consultese [Fri03].
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4.1. Inyectividad

Claramente, sT es inyectivo, entonceE™ y T? son también inyectivos apli-
cando la inyectividad d& en cada coordenada. La implicacién contraria es cierta
mirando en la primera coordenada.

A partir de su definicion, tenemos qilié es inyectivo si, y solo si, para toda
(Xn)n € Lo (E) tal que (T x1)n € co(F) se verifica quéxy)n € co(E). Esto implica
queT es inyectivo. De hecho, Jix= 0 para algurx € E, podemos considerar
la sucesionx,)n conx, := x para todon € N. En este caso tenemos qliex,)n
es la sucesion nula, y cont®y, ), € co(E) por hipétesis, entonces llegamos a que
x= 0. Sin embargo, lainyectividad deno es suficiente como muestra el siguiente
contraejemplo.

Ejemplo 4.3 Sea/; el espacio de todas las sucesiones sumablis 8ea(e, ) la
base candnica da, y seal € L(El) definido comore, := leen para todm € N.

La sucesién(n—lzen) esté enco(¢1) pero(en)n, aunque esta acotada, no esta en
n
Co(¢1). En este cas®™* no es inyectivo ya que k&r no es trivial.

Teorema 4.4 Sea Te L(E,F) un monomorfismo, entonces &s inyectivo.

Demostracién.Probar la inyectividad d&* es equivalente a probar que para toda
(Xn)n € Lo (E) tal que(T xy)n € co(F) entoncesxn)n € co(E). Esto es cierto puesto
queT es un monomorfismo y por tanfo ! es continuo. O

Proposicion 4.5 Sea E un espacio semi-Montel y se& L(E,F) un operador
inyectivo, entonces el operador €s inyectivo.

Demostracion.Consideremos una sucesiOf)n € {w(E) tal que(T n)n € Co(F).
Supongamos quen)n ¢ co(E), entonces existe € 24(E) tal que existe una su-
cesion(Xn, )k conx,, ¢ U para toddk € N. Como(xp, )k €S una sucesion acotada,
existex € E que es adherente a la subsucegip)x. Asi, Txes un punto adhe-
rente a(T X, )k Y por tantoTx= 0. ComoT es inyectivo podemos concluir que
x=0, con lo que la sucesidm,, )« tiene al 0 como un punto adherente. Este hecho
contradice la construccion de la subsuceiop).

O

En [Har88, Teor. 3.3.5.2] se prueba quéd sies inyectiva \E, F son espacios
normados, entoncdses un monomorfismo. En la siguiente proposicién podemos
rebajar la hipotesis de exigir la normabilidadfl@ que Unicamente sea metriza-
ble.
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Proposicion 4.6 Sea E un espacio normado yaL(E,F) tal que T* es inyec-
tivo. Entonces T : T(E) — E es sucesionalmente continuo. Si F es un espacio
metrizable, entonces T es un monomorfismo.

Demostracion.SiT—1: T(E) — E no es sucesionalmente continuo existe una su-
cesion(xn)n C E tal que(Txi)n € co(F) pero con(xn)n ¢ Co(E), por tanto existe
una subsucesiofxn, )k y € > 0 tal que||x,, || > € para todok € N. Definimos

la sucesion(z)x con z = ”inn—kH para todok € N. Claramente (z)k € l»(E)
Kk

porque todos sus elementos tienen norma igual a(T )k € co(F) porque
(Txn )k € Co(F). ComoT* es inyectiva, entonce& )k € Co(E) llegando asi a
una contradiccion.

O

El supuesto de qUE sea metrizable es necesario para obtenerIges un
monomorfismo siempre quie sea inyectivo como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.7 Consideremos el operador identidad

T:(l, - ) = (f1,0(£1, L))

Este operador es biyectivo, pero no es abierto porque en todo espacio de Banach
de dimension infinita la topologia de la norma es estrictamente mas fina que la
topologia débil. Por el Lema de Schur, e.g. [K6t69, 22.4(2)liene la propiedad

de que toda sucesion débilmente convergenté éambién es convergente con

la topologia de la norma, por tanfo ! es sucesionalmente continuo pero no es
continuo. En resumidas cuentds, es inyectivo, el espacio de salida es normado,
peroT no es un monomorfismo.

Ejemplo 4.8 Existe un operador diferencial lineB(D) = a,D% de coefi-
lo]<m
cientes constantes, € K para toddo| < m, y existe un abiert@ C R" tal que

1. P(D) :C*(Q) — C®(Q) es sobreyectivo, y
2. P(D): 2'(Q) — 2'(Q) no es sobreyectivo.

Para consultar el ejemplo véase [HOr62, KIJR70]. Se puede probar que si
P(D) :C*(Q) — C”(Q) es sobreyectivo, entonces el operador

T:=P(D): 2(Q) - 2(Q)

tiene un inversd@ ~1: T(2(Q)) — 2(Q) que es sucesionalmente continuo, por
lo tanto T* es inyectivo. Sin embargd, no es un monomorfismo, puesto que
si lo fueraT’ :=P(D) : 2'(Q) — 2'(Q) seria sobreyectivo por el Teorema de
Hahn-Banach. Véase la observacion 3.3.1.
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4.2. Sobreyectividad

Evidentemente, si dado un operadoe L(E, F) cualquiera de los operadores
T* 6 TY es sobreyectivo, entonc&ses sobreyectivo. Para estudiar las condiciones
bajo las que se da la implicacion contraria es necesario hablar del levantamiento
de conjuntos acotados.

Proposicion 4.9 Sea Te L(E,F) un operador que levanta conjuntos acotados,
entonces T es sobreyectivo.

Demostracion. Consideremogyn)n € /»(F). ComoT levanta conjuntos acota-
dos, existe un conjunto acota@cC E tal que(yn)n C T(C). Por tanto, existe
(xn)n € C tal queTx, = y, para todon € N. ComoC esta acotado tenemos que
(Xn)n € L (E), con lo queT® (Xn)n = (Yn)n.

O

Evidentemente, SI' levanta conjuntos acotados, entongess sobreyectiva.
Sin embargo, la sobreyectividad deno implica la sobreyectividad d&”. El
supuesto del levantamiento de conjuntos acotados es necesario como muestra el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.10 En el Ejemplo 1.3 ya vimos un espacio escalonado de Kaif#e)
gue era Montel y que tenia un cociente isomorfa.aAmbos espacios son espa-
cios de Fréchet. La aplicacion cociemted; (A) — /1 no levanta conjuntos aco-
tados ya que los conjuntos acotadosigled) son relativamente compactos, y no
toda sucesion acotada énes relativamente compacta.

Ademas, siempre qUE” sea sobreyectivo tenemos gl es sobreyectivo.
Aunque el hecho de quE* sea sobreyectivo no implica que lo Seacomo pode-
MOosS ver a continuacion.

Ejemplo 4.11 SeaXy un espacio normado no completo y s€au completacion
con la norma. Si consideramos el operador inclugiarXy — X se tiene qué

no es sobreyectivo pefb* si que lo es en virtud de [Har88, Teor. 5.7.1], puesto
queT es casi abierto. Comb no es sobreyectivo, tampoco lo séra.

Finalmente, procedamos con el casdlde

Proposicion 4.12Sea F un e.l.c. metrizable y & L(E,F) un operador que le-
vanta conjuntos acotados, entoncesek sobreyectivo.

Demostracion.Fijemos(yn)n € co(F), comoF es metrizable existe una sucesion
(an)n C K tal que Imp|an| = 0 y (anyn)n € 4eo(F). ComoT levanta conjuntos
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acotados existe un acota@a E tal que(onyn)n C T(C). Asi, existe(x,)n tal que
TX, = anyn para todm € N. Si definimos¢, := ainx’n, se tiene quéx,)n € co(E)
y ademas ®(xn)n = (Yn)n.

O

Teorema 4.13 Sean EF e.l.c. metrizables. Si € L(E,F) es un operador sobre-
yectivo y abierto, entonces”Bs sobreyectivo. En particular, sid L(E,F) es un
operador sobreyectivo entre espacios de Fréchet, entontes $obreyectivo.

Demostracion.Sea{Uy }x una base de entornos absolutamente convexos de 0 en
E. Claramente{T (Uy) }k es una base de entornos de (Fei®i (yn)n € Co(F ), po-
demos encontrar una sucesion estrictamente crediaytede nimeros naturales
connp = 1 tal quey, € T(Uy) para todon > ny, 1. Definamos la siguiente suce-
sién (Xy)n: para 1< n < ng tomemosx, € E conT X, =y, Y, de manera inductiva,
parang < n < ng, 1 tomemosx, € Ug conT X, = Y. Claramente(X,)n € Co(E) y
T0)n = (Yn)n-

O

El supuesto de qUE y F sean espacios metrizables es necesario como de-
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.14 Existe un espacio (DFF; := indyF,, que es (LB)-completo pero
gue contiene sucesiones convergentes a 0 que no estan incluidas en ningn escalén
Fn. Un espacio asi se dice qoe es sucesionalmente retractivo

Como ejemplo de un espacio que verifique estas condiciones se puede tomar
F = (21(A))},, siendo éste el dual de un espacio escalonado de Ktidg que
sea Fréchet-Montel, pero que no sea Fréchet-Schwartz [MV97, Ej. 27.21]. El es-
pacio que aparece en el Ejemplo 1.3 verifica estas condiciones.

Consideremos el operador cociefdte E — F, dondeE := @ _;F. Si un
elementox € E se representa con(a®), conxX € F, para todok € N, entonces
podemos definill comoTx:= yp_;xX para todo = (x)x enE.

Tomemos una sucesidr,)n € co(E). Entonces existky € N tal que(xn)n C
@E’lek, por tanto(T X,)n C R, Y (T X))n tiende a cero efy,, sin embargo existen
sucesiones egy(F ) que no tienen antiimagen en(E).

La hipotesis de qué sea abierta en el Teorema 4.13 es necesaria como mues-
tra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.15 Seag el espacio de las sucesiones eventualmente nulis Este
espacio puede ser dotado de la norma de la dlifig y de la norma euclidea,
|-l Consideremod : (o, ||-|;) — (¢,]]|l,) como el operador identidad. Este
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es evidentemente continuo y sobreyectivo, pero no es abierto porque, si ese fuera
el caso, las normds||; y ||-||, coincidirian en un subespacio denso/gey esto
implicaria quely = /.

Por otra parte, el operaddr : co(¢, || -||;) — Co(®,] - ||,) es inyectivo pero
no es sobreyectivo. Consideremos la suce§ig) definida como sigue

1 1
Yni= (0""’0’m""’%’0"") para todm € N.

Claramentey, € @ y ||ynll; > % paratoda € N, por tanto(yn)n ¢ Co(®, || - /1)
pero (Yn)n € Co(9, || -|,). Finalmente, usando la inyectividad @&, obtenemos
que no existe ninglifxn)n € co(@, || - ||;) cumpliendo ademas qIé (Xa)n = (Yn)n
para toda € N.

4.3. Homomorfismos

En esta seccion estudiamos cuando los operad6teE® y T* son monomor-
fismos, homomorfismos o abiertos.

A partir del siguiente diagrama conmutativo tenemos que siempré& gea
un homomorfismo, necesariamefitéambién lo es. Denotamos poy : (. (E) —
E la proyeccion de la primera coordenada.

loo(E) ——> £o(F)

E F

Con un razonamiento similar se obtiene qu&%$ies un homomorfismo, en-
toncesT también lo es.

.

T

Teorema 4.16 Si T € L(E,F) es un monomorfismo, entonce€s s un monomor-
fismo.

Demostracién. Para probar qué® es un monomorfismo, tenemos que probar
que es inyectivo, lo que es evidente ya qui es, y que para todd € 24(E)
existe unV € 24(F) tal que

(VNN (F)NT® (ler(E)) € T*(UN N1 (E)).

DadoU € 2(E) como T es un monomorfismo exisié € %4(F) tal que
VNT(E) c T(U). Consideremos una sucesify)n € VN N /(F) de manera
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que exista otra sucesidi,)n € {»(E) tal queT x, = y, para todon € N. Como
(Tx)n CVNT(E) CT(U)y T esinyectiva, tenemos que la suces{gg), per-
tenece &N N/« (E), quedando asi la inclusion probada.

|

Teorema 4.17 Si T € L(E,F) es un homomorfismo, entonceés un homomor-
fismo.

Demostracion.Para probar qu&® es un homomorfismo tenemos que probar que
para toddJ € %(E) existeV € %(F) tal que

(VNNco(F)) NTO (co(E)) € TOUN Neo(E)).

DadoU € 29(E) como T es un homomorfismo exis¥é € %4(F) tal que
VNT(E) C T(U). Consideremos una sucesidn)n € VN Nco(F) de manera que
exista otra sucesiaix,)n € co(E) tal queT x, = y, para toda € N. Como(Xy)n €
co(E) existeng € N tal quex, € U para toda > ng. Por otra parte, comg, € VN
T(E), existez, € U tal queT z, = y, para todan € N. Finalmente, consideremos
la sucesiérwy ), definida comow; = z para 1<i < ngy w; =X parai > no, la
sucesionwy ), pertenece BN co(E)y TO((Wn)n) = (Yn)n- O

A continuacién veremos un par de consideraciones sobre el op&rador

Observacion 4.18SeaTl < L(E,F) un operador tal qu&* es un homomorfismo.
ComoT*(co(E)) C co(F), se sigue qua ™ : lw(E)/Co(E) — lu(F)/Co(F) €s un
homomorfismo.

Sin embargd * puede ser un homomorfismo sin que lo tenga qué& S&omo
muestra el siguiente ejemplo, véase [Har88, Teor. 4.7.4].

Ejemplo 4.19 SeanX,Y espacios normados cohcompleto yT € L(X,Y) un
operador inyectivo, sobreyectivo pero que no es abierto. Comoes un homo-
morfismoT® no puede serlo. Sin embargo, bajo estas condiciones tenemads que
es casi abierto y por [Har88, Teor. 3.4.5.2] tenemosTjues abierto.

Pasamos a estudiar cuando el operadores abierto. Esto puede ser carac-
terizado por completo ST es abierto, usando la propiedad de descomposicién
acotada (BDP) introducida por Bonet y Dierolf [BD90].

Definicion 4.20 Sean E un e.l.c. e Y un subespacio de E. Sek ¢ E/Y el
correspondiente operador cociente. Decimos que la paf¥j&) tiene la pro-
piedad de descomposicion acotada (BDP), si el opera&farfg(E) — f»(E/Y)
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es un homomorfismo o, de manera equivalente, si para todoy(E) existe
W € 2 (E) tal que
(W +kerg)N N le(E) C £o(E) NUN + £ (kerq).
De hecho, § es abierta en su imagen si, y solo si, para tode @, (E) existe
W € 24(E) tal que
AW)" N g” (L (E)) C o (Leo(E) NUM),

o, de manera equivalente, si para todocU74(E) existe We %4(E) tal que

(W +kerg)N N /e (E) C £o(E)NUN +kerg®,

El siguiente resultado puede ser encontrado en [BD90, pag. 65 ]

Proposicion 4.21Sean E un e.l.c. e Y un subespacio de E, y consideremos la
respectiva aplicacion cociente & — E/Y . Supongamos que ademas se satisface
una de las siguientes condiciones:

1. Y es un subespacio complementado de E,
2. Y es casinormable,
3. todo subconjunto acotado de E es precompacto,

entonces el operador(q /»(E) — ¢ (E/Y) es abierto.

En cuanto a esta ultima proposicidn, en el primer caso el opeg&des tam-
bién sobreyectivo, mientras que en el tercero no tiene porque serlo, como muestra
el Ejemplo 4.10. Mas aun, por [RD81, Ej. 3.6] existe un eE.cuyos conjuntos
acotados son todos de dimension finita y que contiene un subespacio casinorma-
bleY tal queE/Y es normable y de dimension infinita. Por tanto, en el segundo
caso el operadar™ no tiene porque ser sobreyectivo.

En relacion con la casinormabilidad, existen resultados de De Wilde [DW74]
y Cholodovski [Cho76] y de Bonet y Dierolf [BD90, Prop. 1] que nos permiten
caracterizar la relacion existente entre que el operqti@ea sobreyectivo y que
sea un homomorfismo, véase [BD90, pag. 67 ].

Teorema 4.22 (De Wilde y CholodovsRiPara un espacio de Fréchet Y, las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

1. Y es casinormable,
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2. para todo espacio de Fréchet E que contiene a'Y como subespacio topo-
l6gico el operador § : /(E) — ¢»(E/Y) es sobreyectivo (o, de manera
equivalente, abierto).

Proposicion 4.23 (Bonet y Dierolf) Para un e.l.c. metrizable y separable Y, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Y es casinormable,

2. paratodo espacio de Fréchet E que contiene a'Y como subespacio topolo-
gico, el par(Y,E) tiene la propiedad de descomposicion acotada.

A partir de los siguientes resultados tenemos la siguiente equivalencia en el
contexto de espacios de Fréchet.

Corolario 4.24 SeaY un espacio de Fréchet separable. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. paratodo superespacio de Fréchet E de Y, el operadasgun homomor-
fismo, siendo gE — E/Y el operador cociente.

2. paratodo superespacio de Fréchet E de Y, el operai@sysobreyectivo,
siendo g E — E/Y el operador cociente.

Es necesario que ambas condiciones se verifiquen para todos los egpacios
El espacio escalonado de Kéthe del Ejemplo 1.3, que es Fréchet-Montel y admite
/1 como cociente, nos muestra que usando en concreto dicho operador cgciente
tenemos qug™ no es sobreyectivo, pero sin embargo si que es un homomorfismo.

A continuacion presentamos un ejemplo donde el opergdpasociado a
un operador cocientg es sobreyectivo pero no es un homomorfismo. Para ello,
previamente debemos introducir la condicion de densidad dual (DDC) en espacios
(DF).

Definicion 4.25 Un espacio (DF) E con una sucesién fundamental de acotados
absolutamente convex¢B, }, se dice que cumple la condicion de densidad dual,
en lo sucesivo (DDC), si para cada sucesion decreci¢ntg; de numeros es-
trictamente positivos y para cadashN existe un entorno U en E y man tal

que

BhnNU CT (ﬂﬁnzlu]'Bj)

Referimos al lector a [BB88a, BB88b] para detalles y aplicaciones a espa-
cios co-escalonados con valores vectoriales y a limites inductivos ponderados de
espacios de funciones continuas. En el siguiente teorema resumimos una caracte-
rizacion de (DDC) que puede ser encontrada en [BB03, Teor. 14 ].
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Teorema 4.26 Sea E un espacio (DF). Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1. E satisface la condicién de densidad dual (DDC),
2. todo acotado de E es metrizable,

3. /»(E) es casitonelado,

4. /»(E) satisface la (DDC).

Enunciamos el ejemplo al que hemos hecho referencia anteriormente.

Ejemplo 4.27 ConsideremoB = ind, F, un espacio (LB) que no verifique la con-
dicion (DDC). Kothe y Grothendieck dieron un ejemplo de una matriz de Kéthe
A= (& j) i, jenz ke definida como sigue: [Kot69, Sec. 31.7]

N

. J1 parai>kjieN,
TN 5 parai < ki €N

tal que si consideramds := Ap(A)}, para 1< p < « entoncedw(F) no es to-
nelado. Este espacio es (LB), completo, regular y no verifica la (DDC) [BB88a].
También puede consultarse [Die85, 4.7] en lo relativo a ejemplos de este tipo.

Consideremos el operador cociefiteE — F, dondeE := @p_;F, tal como
hicimos en el Ejemplo 4.14. Este espacio es un limite inductivo estricto de espa-
cios de Banach que, por tanto, verifica la (DDC). Por el Teorema 4.26 tenemos
que/«(E) es un espacio casitonelado, y coaes completo, entonces (E)
es ademas tonelado. Clarameritegs continuo y sobreyectivo. Como ambos es-
pacios son (LB), aplicando una version adecuada del Teorema de la aplicacion
abierta [PCB87, Teor. 8.4.11 ] 0 [MV97, Teor. 24.30], obtenemosTgtambién
es abierto.

Por otra parteT* : /(E) — ¢ (F) es continuo, y ademas, se puede ver que
es sobreyectivo usando la regularidadd&in embargo] ® no puede ser abierto
porquels, (E) es tonelado y todo cociente de un espacio tonelado es tonelado, pero
/»(F) no es tonelado como hemos mencionado con anterioridad.

A continuacién estudiaremos la relevancia que tiene el levantamiento de aco-
tados a la hora de determinar st es un homomorfismo en funcion de Para
ello necesitaremos el siguiente lema, cuya prueba se puede encontrar en [MV97,
Lema 26.11].

Lema 4.28 Sea Te L(E,F) y F un e.l.c. metrizable. Si T levanta conjuntos aco-
tados, entonces para todo&%4(E) existe Ve %(F ) tal que para todo conjunto
acotado BC F con BC V existe un conjunto acotado MU tal que T(M) = B.
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Teorema 4.29 Sea F un e.l.c. metrizable y & L(E,F) un operador abierto. Si
T levanta conjuntos acotados, entoncésels abierto.

Demostracion.FijemosU € %4(E) arbitrario, comal es abierto podemos encon-
trar V1 € 24(F) tal queVy C T(U). Aplicando el lema anterior cad podemos
encontralV, € %(F) cumpliendo que para todgn }n C Vo, existe una sucesion
acotada{x,}n C U tal queTx, = y, para todon € N. DefinamosV := V1 NV5,
entonces se puede comprobar §en £, (F) € T*(UNN /e (E)).

O

La hipétesis del levantamiento de acotados es necesaria puesto que si consi-
deramos una vez mas el Ejemplo 4.10, tenemosTges abierto, perd® no es
sobreyectivo y por tantd® no puede ser abierto. Sin embargo, la hipétesis del
levantamiento de acotados no es necesaria para el estudio del opetaono
vemos en el siguiente resultado.

Proposicion 4.30 Sean EF e.l.c. metrizablesy € L(E, F) un operador abierto,
entonces ¥ es abierto.

Demostracion.Dado un operador abieroe L(E, F) entre espacios metrizables,
por el Teorema 4.13 tenemos que el operador es sobreyectivo, y por el Teorema
4.17 tenemos que ademas es un homomorfismo, y por tanto abierto.

O

Para el caso en que los espadiog F sean (DF) no metrizables el resultado
no es cierto. Si consideramos el Ejemplo 4.14, se fiees un operador abierto
entre espacios (DF), pefid no es sobreyectivo y por tanto no puede ser abierto.

Finalmente, estudiemos el caso de los operadores casi abiertos.

Observacion 4.31Si dado un operaddf € L(E,F) tenemos qud@® o T? son
casi abiertos, necesariameftedebe ser casi abierto. Veamos la prueba para el
caso deT”. Si éste es casi abierto entonces para tdde 24(E) tenemos que
existeV € %(F) tal que

VNN le(F) € T*(UNNLw(E)),

y proyectando la primera coordenada se tiene\jue T (U), y en particularT
tiene rango denso.

En el caso de que Unicamente tengamos levantamiento de acotados con clau-
sura se puede obtener la siguiente generalizacion del Lema 4.28.
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Lema 4.32 Sea Te L(E,F) y F un e.l.c. metrizable. Si T levanta acotados con
clausura, entonces para todo d 24(E) existe Ve %(F) tal que para todo
conjunto cerrado, acotado y absolutamente convexoBcon BC V existe un
conjunto acotado M- U tal que BC T(M).

Demostracion.Supongamos que no fuera asi. Exldte %4 (E) tal que para todo
entornovim € 2% (F ) perteneciente &/n}m, una base de entornos de Orerexiste
un conjunto cerrado, acotado y absolutamente conigxa Vyy, verificando que
para cualquier conjunto acota@oC U tenemos qu@m ¢ T(C).

ComoBy, C Vi, existe una sucesion de escalaigg)m con iMm e Am = o,
de manera qu8 := UnenAmBm €sté acotado eR. Por tanto, usando el levan-
tamiento acotados con clausura tenemos que existe un conjunto abbi
conB C T(M). ComoM es acotado existe > 0 tal queeM C U. Sim se elige
suficientemente grande de manera gig > 1 entonces

T(eM) D eB D €AnBm D B
DefiniendoMp := €M tenemos quéy, C T(Mp) y Mg C U, llegando asi a una
contradiccion.
O

Observacion 4.33Si E,F son espacio¢$DF), el hecho de qué& € L(E,F) sea

casi abierto no implica qug® : /»(E) — ¢ (E) sea casi abierto. Si volvemos

al Ejemplo 4.27, tenemos un operador casi abi@rtentre espacio$DF). Sin
embargo,T* no es casi abierto porque&i(E) es tonelado Y es casi abierto,
entonce<(F) deberia ser necesariamente tonelado y esto no es cierto en este
caso. De hecho, & es un espacidDF) y T es casi abierto, necesariamehte

debe ser un espaci®F).

Teorema 4.34Sea F un e.l.c. metrizable y & L(E,F). Si T levanta acotados
con clausura, entonces™Tes casi abierto.

Demostracion. El operadorT® es casi abierto si para todd € 7% (E) existe
V € 2(F) tal que para todwV € %(F ) tenemos que

VNl (F) € T(UN N Le(E)) + (WN M oo (F))

Fijemos un entorno arbitrarid € %, (E). Consideremo$W, }, una base de
entornos decrecientes de 0 En Aplicando el lema anterior cod podemos
encontra’V € %(F) verificando que para toda sucesion acotégign C V y
para cadaV € %4(F) existe una sucesion acota@g), C U y una sucesion
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(zn)n € WNW, tales queT x, + z, =y, para todan € N. Claramentdz,) C W'y
ademas ésta es una sucesion acotada ya que converge a cero.
O

Teorema 4.35Sean EF e.l.c. metrizablesy E L(E,F). Si T levanta conjuntos
acotados con clausura, entonce® 8s casi abierto.

Demostracion. El operadorT? es casi abierto si para todd € %(E) existe
V € 2(F) tal que para tod@V € %(F) tenemos que

VENeo(F) € TOUNNeo(E)) + (WN N eo(F))

Fijemos un entorno arbitrarid € 24(E). ConsideremogU,}, una base de
entornos decrecientes de 0 Ery {W,}, una base de entornos decrecientes de
0 enF. Aplicando el Lema 4.32 cob NUy, podemos encontrar™ € 24(F),
conV™ c V™1 para todom € N conm > 1, verificando que para toda sucesion
(Y™, C V™ y para todow € %(F) podemos hallaxi™ ¢ U nUn y 22" €
W NW, tales quer g™ + ZW = y™W para todan, m € N.

DefinamosV := Vi "W, y fijemosW € %4(E). Dada una sucesiofyn)n €
VNN co(F), definimosk, .= X y zy = 2™ siyn € (VaNWh) \ (Vinp1 MWhs 1)

De esta manera tenemos qug)n € UNNco(E) y que(z,)n € WN Nco(F).
O

Con respecto al operaddi, en el contexto de espacios normados tenemos el
siguiente resultado

Teorema 4.36[Har88, Teor. 3.4.5.2] Sean = espacios normados y sead
L(E,F).

1. Si T" es casi abierto, entonces T es casi abierto, y

2. si T es casi abierto, entonces &s abierto.
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Capitulo 5

Notacion y preliminares

En esta parte de la memoria trabajaremos principalmente con F-espacios sepa-
rables. Un F-espacio localmente convexo es un espadicédbet Si no se indica
lo contrario,X sera un F-espacio. Consideraremos que todos nuestros semigru-
pos estan formados por operadored @¥). En este capitulo incluimos algunas
definiciones y resultados, de caracter preliminar, necesarios para esta parte de la
memoria.

5.1. Semigrupos de operadores

Comenzamos definiendo los semigrupos fuertemente continuos de operadores
y comentando algunas cuestiones generales acerca de los mismos.

Definicién 5.1 Dado un semigrupo topoldgica, una familia uniparamétrica
{Ti }tea de operadores en(IX) es un semigrupo fuertemente continuo, o yn C
semigrupo, de operadores déX) si satisface las siguientes condiciones:

1. To =1, donde | representa al operador identidad en X,
2. TTs=Tisparatodotsc A, (ley de semigrupo),

3. tI'np‘l'tx =Ty, x paratodog € A, x € X.
—10
teh
La tercera condicion también se puede expresar diciendo que la aplicacion

A — Lg(X)

A (5.1)

es continua para todig € A, dondeLg(X) denota el espacib(X) dotado de la
topologia de la convergencia fuerte de operadores, en ifigiiésg operator
topology”, que es la topologia de la convergencia puntual en el esgacio
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Si a la hora de ver la continuidad de la aplicacién anterior se establece como
topologia en el espacio(X) la topologia de la convergencia uniforme sobre los
acotados deX, diremos que el semigrupo esiformemente continuo. Cuan-
do X sea un espacio normado, dicha topologia coincidira con la topologia de la
convergencia en la norma de operadores.

En adelante, el semigrupo indideseraR, C o un sector del plano complejo
simeétrico respecto del semieje real positits decir, dadax € [O, %} considera-
remosZ, :={A € C : |arg1)| < a}. Obsérvese quEy = R™ es el semieje real
positivo con el 0. Algunos ejemplos los daremos utilizando como sector el primer
cuadrante, gue no es mas que el seﬁt%orotado un angulo dé radianes.

Denotaremos pak* el semigrupo indicé sin el 0 y pordA a la frontera del
sectorA. Denotamos poB(0,r) el disco cerrado de centro 0 y radien el plano
complejo. Dados,r’ > 0, denotaremos pdk; el conjuntoANB(O,r); por A, el
conjunto de los elementos dg de moédulo igual a y por A/, la seccion de
corona circular dada pa&nB(0,r’)\B(0,r). En caso de tené&k=R 6 A = R"
los conjuntos); y A seran intervalos. Si consideramos un subconj&ntoA,
1 (B) denotara la medida del mismo bien@m bien enR dependiendo de & es
un sector o si es en realidad un intervalo. Por Gltimo, pasd y t € A definimos
el conjunto

AY(t):={te A : existese A, tal quet +s=T}.

Si afladimos la condicion de que la aplicacién definida en (5.1) sea analitica
tenemos la definiciébn de semigrupo analitico.

Definicion 5.2 Una familia uniparameétricg T }1ca de operadores en(X) es un
semigrupo analitico en(X) si satisface las siguientes condiciones:

1. To =1, donde | se refiere al operador identidad en X,
2. T, Ty, = Ty, 1, paratodo §,t> € A, (ley de semigrupo),

3. tIirp Tix = Ty X para todo xc X,
—10
tel

4. la aplicacion t— T; es analitica en el interior dA.

Para mas detalles sobre las definiciones de semigrupos analiticos y, en general,
sobre semigrupos de operadores en el contexto de espacios de Banach, consultense
los libros de Pazy [Paz92] y de Engel y Nagel [ENOO].
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5.2. Universalidad, transitividad e hiperciclicidad

En esta seccién nos ocupamos de los conceptos de universalidad, transitivi-
dad e hiperciclicidad, tanto en el caso de operadores, como en el caso de sus
respectivas generalizaciones al contexto de semigrupos. Comencemos dando las
correspondientes definiciones para sucesiones de operadores.

Definicion 5.3 Sea{Tn}, una sucesion de operadores efXl).. Se dice que dicha
sucesion efransitivasi para cualquier pareja de subconjuntos abiertos no vacios
U,V C X, existe re N tal que

Ta(U) NV £ 0.

Definicion 5.4 Sea{ T}, una sucesion de operadores efXL.. Se dice que & X
es un vectouniversalpara dicha sucesion si su 6rbita, definida como

Orb({Th}n,X) :={TwX : ne N}, es densaen X.

Se dice que la sucesion de operadof@s}n es universal si tiene un vector
universal.

Definicion 5.5 Un operador Te L(X) se dice que esansitivo si para cualquier
pareja de subconjuntos abiertos no vaciadU- X, existe re N tal que

TU)NV #0.

En teoria de operadores, cuando se estudian las sucesiones que vienen dadas
a partir de las iteraciones de un operador lineal y contifipa los elementos
universales se les conoce como hiperciclicos. Nosotros utilizaremos éste término
en vez de universal.

Definicion 5.6 Un operador Te L(X) se dice que ekiperciclicosi existe x X
tal que su 6érbita, definida como

Orb(T,x) :=={T"x : ne Np}, esdensaen X.
Dicho elemento x se dice que es un vector hiperciclicode T.

Antes de tratar las equivalencias existentes entre los conceptos de transitividad
e hiperciclicidad recordemos las definiciones de conjuntos de primera y segunda
categoria.
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Definicion 5.7 Un subconjunto M de un espacio topoldgico E se dice que es den-
S0 en ninguna parte de E si su clausura no contiene ningun subconjunto abierto
no vacio de E. Se dice que M es de primera categoria en E si M se puede expre-
sar como una unién numerable de subconjuntos densos en ninguna parte de E;
en caso contrario se dice que M es de segunda categoria.

Por el Teorema de Baire un F-espacio es de segunda categoria.

Los conceptos de transitividad y de hiperciclicidad son equivalentes para F-
espacios separables siguiendo un argumento que depende del Teorema de Baire,
véase por ejemplo [GS91, Teor. 1.2] o [GE99, Teor. 3]. De hecho, con la misma
prueba se obtiene que el conjunto de vectores hiperciclicosTpasaun con-
junto Gg, i.e. se puede expresar como una intersecciéon numerable de abiertos, y
es denso eiX. En 1995 Ansari [Ans95, Teor. 1] probo que en un eEcsi un
operadofT € L(E) es hiperciclico, entonces" es hiperciclico para todoe € N,

y no solo eso, sino que obtuvo ademas que todas las potencias del operador
comparten los mismos vectores hiperciclicos. Este resultado y otros han sido ge-
neralizados por Wengenroth [Wen02] para espacios vectoriales topoldgicos. Para
mas informacidn sobre hiperciclicidad recomendamos los trabajos de recopila-
cion de Grosse-Erdmann [GE99, GEO3] y de Bonet, Martinez-Giménez y Peris
[BMGPO3].

Se pueden dar definiciones similares a las de transitividad e hiperciclicidad
para semigrupos de operadores.

Definicion 5.8 Un Cyp-semigrupd[T; }tca €n L(X) se dice que esansitivosi para
cada pareja de subconjuntos abiertos no vacio¥ ld X existe te A tal que

T(U)NV #0.

Esta condicién es equivalente a decir que para cualquieeyX, y para cual-
quierU € 2p(X) existe ve X yte Atalquey—veUyz—TiveU.

En esta ultima condicién es suficiente con que tomeynogen un subconjunto
denso de&X.

Definicion 5.9 Un Cy-semigrupo{Ti }tea €n L(X) se dice que ebiperciclicosi
existe xe X tal que su 6rbita por el semigrupo, definida como

Orb({T }ten,X) := {Tix : t € A}, esdensaen X.

Dicho elemento x se dice que es un vector hiperciclico del semidlipa.
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5.3. Ejemplos de semigrupos

Antes de dar algunos ejemplos de semigrupos recordemos algunos espacios de
funciones con valores e que apareceran a lo largo de esta parte de la memoria.
Seap una funcién peso admisible en el sentido de la Definicion 7.1, a partir de
ella podemos definir los siguientes espacios:

Los espacios de funciones integrables

1
LP(A) = {f :A — K medible :||f]|pp = </|f(r)|pp(r)df) i < oo}
A
donde 1< p < =, y el espacio de funciones continuas
Cop(B) = {f : A — K continua :tlrpo f(t)p(t) = O}

dotado de la norma
[ f{leo,p = sUp|f(t)|p(t).
teh

Sip(t) =1 paratodd € A nos referiremos a estos espacios cari@) y
Co(A), respectivamente.

Los espacios de sucesiones

(P(B) = {(xn>n <K ol = 3 bl < +oo},

donde 1< p< oy B = (fBn)n €S una sucesion de numeros positivos. En el
caso en qu@, = 1 para todm € N nos referiremos a este espacio coffio

Ejemplos 5.10 Veamos algunos ejemplos de semigrupos hiperciclicos que han
aparecido en la literatura. Hasta la fecha, la mayoria de los ejemplos conocidos
tenianA = R™ 6 R como semigrupo indice.

1. En 1929 Birkhoff observé que en el espacio de las funciones enté(ay
dotado de la topologia compacta abierta, el operador de traslacion

Tix(s) = X(s+t)

es hiperciclico para todbe C\ {0} [Bir29], por tanto el semigrupo de
traslacion también es hiperciclico.
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2. Posteriormente, Rolewicz [Rol69] probé la hiperciclicidad del semigrupo

de traslacion en el espadi§(R) conp(s):=a ¥, a>1y1< p<o.

. Consideremos el siguiente problema de evolucién lineal dado en el espacio

¢ por
A =—af+bBf:=Af
f(0) = foe
siendoB el operador de desplazamiento hacia atras.

El operadorA genera un semigrupo analitidd; }t>0 que es solucion de
dicho problema, véase la Seccion 5.6. Protopopescu y Azmy [PA92] pro-
baron que este semigrupo es hiperciclicb sia > 0. Independientemente
MacCluer [Mac92, Lema B] prob¢ el casc=0y b = 1.

. El problema de evolucién lineal &3(R*) enunciado como

df d?f df .
f(O,t) =0, parat > 0,
f(x,0) = fo(x), parax> 0,

genera como solucién drf(R™) un semigrupo hiperciclicdT }t>o si te-
nemosa,b,c>0yc< g—; < 1, véase [DSW97, Ej. 4.12].

. Un semigrupo continuo de funciones analiticas es una familia de funcio-

nes analiticag ¢x }+>o del disco unidad) en si mismo que satisface tres
condiciones analogas a las de la Definicion 5.1.

A partir de estos semigrupos podemos considerar en el esgé@in dota-
do de la topologia compacta abierta, los semigrupos de operadores de com-
posicion{Cy, }t>0, donde

Cp: H (D) — H(D)
f - fo(pta

En general, se dice qug(z) es una transformacion lineal fraccionaria, LFT,

si se puede escribir com@(z) := %}, para ciertas constantash,c,d € C

tales quead — bc # 0. Con esta condicién se puede ver gyeno es uni-
valente. Toda LFT tiene uno o dos puntos fijos@nel plano complejo
ampliado. Si s6lo hay uno se dice quepasabdlica Si tiene dos y es con-
jugada con una dilatacién de razén positiva distinta de 1 se dice que es
hiperbdlicg y si lo es con una dilatacion de razdn negativa distinta de -1 se

dice que esoxodromica
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Veamos un par de ejemplos: si elegimos

(1+€é)z—1+¢

#D = Cirdrise P =0,

tenemos qué ¢ }+>0 €S un semigrupo de automorfismos hiperbdlicos, y si
elegimos
(i—t)z+t
z):=~—’— parat >0,
#(2) —tz+t+1 P -

tenemos qué ¢ }t>o €S un semigrupo de automorfismos parabdlicos.

Como en ninguno de los dos casos ninggpdiene un punto fijo e,

por [Sha, Teor. 4.4] tenemos que cada una de ellas induce un operador de
composiciorCy, hiperciclico ens”’(D) y, por tanto, el semigrupfCe, }t>0

es hiperciclico en ambos casos.

6. Mas ejemplos de semigrupos hiperciclicos pueden ser encontrados en [Web95,
DVBW97, Her97, Ema98, BLO1, How01, MT01, BL02, dEGEO3].

5.4. Propiedades mezclante y débilmente mezclante

Un concepto mas fuerte que el de hiperciclicidad es el de ser mezclante.

Definicién 5.11

1. Una sucesion de operadorg3,}n en L(X) se dice que emezclantesi
para cualquier pareja de subconjuntos abiertos no vaciog d X, existe
np € N tal que

T(U) NV # 0 para todo natural n> ng.

2. Un operador Te L(X) se dice que emezclantesi lo es la sucesion de sus
iteraciones.

3. Un Gy-semigrupof{Ti }tea €n L(X) se dice que emezclantesi para cada
pareja de subconjuntos abiertos no vaciod/UZ X existe r> 0 tal que

T:(U)NV # 0 para todo te A con|t| >r.

Otro concepto muy interesante debido a su relacion con el Criterio de hiperci-
clicidad es el de ser débilmente mezclante. Profundizaremos en este concepto en
el Capitulo 6.
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Definicion 5.12

1. Una sucesion de operador€§, }n, en L(X) se dice que edébilmente mez-
clantesi {Tn & Tn}h €S una sucesion transitiva en la suma directa X.

2. Un operador Te L(X) se dice que edébilmente mezclantsi la sucesion
de sus iteraciones lo es.

3. Un Gy-semigrupo{T; }tea €n L(X) se dice que edébilmente mezclantsi
el semigrupd{T; @ T }tea €S transitivo en la suma directagXX.

No todo operador débilmente mezclante es mezclante. En [Sal91] Salas cons-
truy6 un operadof, de desplazamiento bilateral ponderado en el espacio de suce-
siones de cuadrado sumable, tal que ély su traspliestin débilmente mezclan-
tes, perdl & T’ no es hiperciclico; por tanto i, ni T’ pueden ser mezclantes.

Observacion 5.13Con respecto a los ejemplos tratados en el apartado 5.10, po-
demos afirmar que todos los operadores de traslacion del primer ejemplo son
mezclantes. Los semigrupos de los ejemplos segundo y tercero son mezclantes
siguiendo las pruebas originales. En el Capitulo 7 se caracteriza la propiedad mez-
clante para los semigrupos de traslacion en espacios de funciones integrables méas
generales, extendiendo resultados de Desch, Schappacher y Webb [DSW97]. El
semigrupo del ejemplo cuarto es mezclante si se hace una extension de la prueba
del Teorema 3.1 de [DSW97] que permita deducir que el semigrupo sea mez-
clante, en vez de que sea solo hiperciclico. Finalmente, los semigrupos del quinto
ejemplo son mezclantes por el Teorema 6.25, ya que pard todbel operador

Cy €s mezclante. Este ultimo hecho se deduce de la misma prueba de Shapiro
[Sha, Teor. 4.4].

5.5. Caos

Comencemos dando la definicién de punto periddico.

Definicion 5.14 Un elemento x X se dice que es younto periddicopara T €
L(X) si existe re N tal que T"x = x.

Nosotros utilizaremos como definicion de operador caodtico la dada por Deva-
ney [Dev89], que es una de las mas aceptadas.

Definicion 5.15 Un operador Te L(X) se dice que esadticosi:

1. T es transitivo.
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2. El conjunto de los puntos periédicos de T es denso en X.

3. T tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Se dice que el operaddr e L(X) tienedependencia sensible respecto de las
condiciones inicialesi existeU € %4(X) de manera que para cadas 2(X) y
cadax € X existeny € Xy ne Ntales quex—y €V peroT"x—T"y ¢ U. Godefroy
y Shapiro observaron que si un operador es hiperciclico en un F-espacio, entonces
tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales [GS91, Prop. 6.1]. Banks
et alt. [BBC"92] vieron que en el caso de tener en veZldena aplicacién con-
tinua de un espacio métrico en si mismo, la transitividad y la existencia de un
conjunto denso de puntos periddicos permitian deducir la dependencia sensible
de las condiciones iniciales.

Existen otras definiciones de caos como la dada por Auslander y Yorke en
[AY80]. Un operadorT € L(X) escaotico en el sentido de Auslander y Yoske
admite una orbita densa y tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales.
Segun el resultado citado anteriormente de Godefroy y Shapiro, en el contexto de
F-espacios este concepto equivaldria al de hiperciclicidad.

Damos a continuacion la definicion de punto periddico y de caos para un se-
migrupo de operadores.

Definicién 5.16 Un elemento x X se dice que es upunto periddicopara el
semigrupo{ Ti }tea €n L(X) si existe te A* tal que Tx = X.

Definicion 5.17 Un Gy-semigrupo{T; }tea €n L(X) se dice que esadticosi:
1. {Ti}iea es transitivo.

2. El conjunto de los puntos periddicos {& }ica es denso en X.

Observacion 5.18Con respecto a los ejemplos tratados en el apartado 5.10, po-
demos afirmar que todos los operadores de traslacion del primer ejemplo son cao-
ticos, véase por ejemplo [Sha, Sec. 4.5], y por tanto, el semigrupo lo es. El segundo
es caotico por [MYTO03, Teor. 2]. Los semigrupos de los ejemplos tercero y cuar-
to son caoticos siguiendo las pruebas originales. Finalmente, los semigrupos del
quinto ejemplo son cadticos, véase [Sha, Teor. 4.8].

5.6. Condiciones espectrales

Se define el generador infinitesimal de un semigiipéca como el operador
A que viene dado por el siguiente limite:

., iX—X
Ax:=lim ,

t—0 t

teh
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definido alla donde dicho limite exista. Es conocido que el generador infinitesimal
de unCp-semigrupo{T; }+>0 s un operador cerrado y densamente definido en el
contexto general de espacios de Fréchet, véase [Yos80, Teor. 1X.3.1].

El generador infinitesimal de un semigrupo es importante ya que permite “re-
construir’ el semigrupo. En muchos casos se puede vef Glga = {€ }iea,
calculando dicha exponencial a partir de la correspondiente serie de potencias,

00 tnAn
A._
d ._n; T

En un espacio de Banaehtodo semigrupo uniformemente contin{i }+>o
enL(X) se puede expresar de esta forma para un cierto opetadt(X), véase
por ejemplo [ENOO, Teor. 1.3.7]. En diversas ocasiones es de especial interés ob-
tener el semigrupo a partir de la férmula integral de Cauchy, como en el caso de
los semigrupos analiticos en espacios de Banach [ENOO, Sec. Il.4].

En el contexto de espacios de Fréchet la hiperciclicidad de un semigrupo es-
ta relacionada con el espectro del semigrupo dual. El siguiente resultado es una
extension a espacios de Fréchet de un resultado de Costakis y Peris [CP02, Lema
4].

Proposicion 5.19 Si {T; }+>0 es un @-semigrupo hiperciclico en(X), con X un
espacio de Fréchet, entonces el espectro purdyély’) del adjunto de {es vacio
para todo t> 0. Como consecuencia(fy) tiene rango denso para todoxt 0y
para todo polinomio g# 0.

Demostracién.En primer lugar, estudiemos el caso en §ues un espacio com-
plejo. Seax € X un vector hiperciclico para el semigrugp® }+>o. Procediendo
por reduccion al absurdo, supongamos que esistd, A € C ey € X'\ {0} ta-
les queTey = Ay. Fijemos un vectoz € X arbitrario que cumpla qué,y) # 0.
Distinguimos casos segun los valoreside

Caso|A| < 1: Podemos hallar una sucesifia}, con limp_.t, = oo tal
que Imp_ Tt, X = z Los términos de esta sucesion se pueden escribir como
th = Mys+ s, dondem, € N con limp e My = 0, ¥ s, € [0, 5]. Por tanto

<27 y> = rlli—>no]o<Tt“X’ y> = rlLrTJo<TS1X7 (Tsl)mny> = rl]ll_(gjlrrh<T5nxa y> =0

ya que Imp_.A™ = 0y la sucesién{ T x}, esta acotada, llegando asi a
una contradiccion.

CasolA| > 1: Comox es hiperciclico para el semigrup® }>o, exister > 0
tal que|(T,x,y)| > 1. Como la familig{T; : t € [0, 5} es equicontinua, existe
q e saX) tal que|(Tiu,y)| < 1sit € [0,9 y q(u) < 1. Comox es hiperciclico
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para el semigrupdT; }1>0, existet’ > r tal queq(Tyx) < 1. Si expresamos
t’ comot’ = ms—t +r para un ciertane Nyt € [0, 5, tenemos que

1> [(T(Tex), y)| = [(Tex, (T) ™) | = [A7(Tex y)| > 1,
gue es una contradiccion.

Por tantoT, no tiene valores propios para ningsin- 0. Esto significa que el
operadofT; — Al tiene rango denso para todos C y para todd > 0. Si conside-
ramos un polinomio arbitrarip # 0 y descomponemag(T;) como producto de
monomios e, obtenemos qup(T;) tiene rango denso.

Si X es un espacio real, consideramos su complexificaéiéa X +iX, y la
del operadoil; que viene dada po'ﬁ .= T; +1T;. Una sencilla modificacion del
argumento muestra quE no tiene valores propios, concluyendo asi &)
tiene rango denso.

O

Este resultado no es valido si lo intentamos extender a semigrupos definidos
sobre un sector del plano complejo como muestra el Ejemplo 7.28. En ese caso
veremos que existe @y-semigrupo hiperciclico que contiene un operador para el
que existe un polinomio no constariz) = Yh_, axZ< que al evaluarlo en dicho
operador no tendra rango denso.






Capitulo 6

Hiperciclicidad y discretizaciones de
semigrupos

6.1. Criterios de hiperciclicidad para operadores

Por lo general, la transitividad es una propiedad dificilmente computable en
sistemas dindmicos no lineales. Sorprendentemente, éste no es el caso en el con-
texto de operadores lineales en espacios de dimensién infinita, dado que existen
condiciones “computables” que son suficientes para probar la hiperciclicidad de
un operador. Damos un repaso a ellas en esta seccion.

En 1982 Kitai enunci6 por primera vez el conocido Criterio de hiperciclicidad
en su tesis doctoral, que no llegd a ser publicada [Kit82, Teor. 1.4].

Criterio 6.1 Sea Te L(X). Si existen un subconjunto densa¥X y un operador
Se L(X) tales que

1. paratodo yc Y se cumple qufim Ty = r!im Sy =0,
2. TS=1,

entonces T es hiperciclico.

Este criterio fue redescubierto por Gethner y Shapiro [GS87, Teor. 2.2] que
ademas observaron que era suficiente con gBeéhenunciado fuera una inversa
a derecha d&, y que no era necesario que los subconjuntos de elementos donde
T y Sconvergian a cero puntualmente fueran el mismo [GS87, Nota 2.3.b)]. Sin
embargo, la observacion mas interesante que hicieron fue que para asegurar que
el operadoiT fuera hiperciclico, bastaba con que las hipétesis del enunciado se
cumplieran para una sucesion creciente de numeros naturales .
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Muchas variaciones y generalizaciones se han hecho desde entonces. Actual-
mente se acepta como Criterio de hiperciclicidad la siguiente version dada por
Bés. Véase por ejemplo [BP99, Def. 1.2].

Criterio 6.2 (Criterio de hiperciclicidad)
Sea Te L(X). Si existen dos subconjuntos densozg ¥ X, una sucesion
estrictamente crecientgy }x enN y aplicaciones § : Z — X tales que

1. paratodoy Y se cumple qulfim Ty =0,
2. paratodo z Z se cumple quf’_}n; S$z=0,
3. paratodo = Z se cumple qul?l;r?oT”k&kz: zZ,

entonces T es hiperciclico.

Basta con que el Criterio de hiperciclicidad se cumpla para una sucesion es-
trictamente creciente de niumeros naturales para poder hablar de un operador dé-
bilmente mezclante.

Teorema 6.3 [BP99, Teor. 2.3] Sea E L(X). T es débilmente mezclante si, y
solo si, T verifica el Criterio de hiperciclicidad.

Todavia permanece abierta la pregunta de Herrero [Her92a] sobre si todo ope-
rador hiperciclico ha de ser necesariamente débilmente mezclante, es decir, sitodo
operador hiperciclico ha de verificar necesariamente el Criterio de hiperciclicidad.

De [BP99] también podemos deducir una caracterizacion de que un operador
sea mezclante en términos del Criterio de hiperciclicidad.

Teorema 6.4 Sea Te L(X). T es mezclante si, y sélo si, para cada sucesion es-
trictamente crecientén jx enN, existe una subsucesiény, }; tal que T cumple
el Criterio de hiperciclicidad respecto de la sucesigny, };.

Demostracion. En primer lugar veamos que §i es mezclante y{ny}k es una
sucesion estrictamente crecienteNgrentonces la sucesion de operaddie% ¢
T"} es hiperciclica:

Fijemos la sucesiofing}x y consideremob);,V; subconjuntos abiertos no va-
cios deX parai = 1,2. ComoT es mezclante, dadd;,V;, existem; € N tal que
T"(Ui) NV, # 0 para todan > my. Si consideramosy > max{my,my}, entonces
T(Uj) NV, # 0 parai = 1,2, hecho que implica que la sucesipi™ @ T}, es
hiperciclica.

Una vez visto que la sucesion de operaddr€% ¢ T}y es hiperciclica,
aplicando [BP99, Teor. 2.3] se obtiene que existe una subsudegjdnde {ni t«
tal queT cumple el Criterio de hiperciclicidad respecto de dicha subsucesion.
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Reciprocamente, si se diera la condicion del enunciado sif duera mez-
clante, existirian subconjuntos abiertos no vatigg C X y una sucesion estric-
tamente crecient¢ny}x enN tal queT™(U)NV = 0 para todok € N, con lo
cual la sucesion de operadorgB™}, no seria hiperciclica, llegando asi a una
contradiccion.

O

La caracterizacion del teorema anterior resulta muy poco manejable a la hora
de computarla en ejemplos concretos, por ello establecemos una condicién sufi-
ciente mas sencilla para comprobar que un operador es mezclante.

Criterio 6.5 (Criterio mezclante)
Sea Te L(X). Si existen dos subconjuntos denso& ¥ X, y aplicaciones
S :Z— X tales que

1. paratodoyY se cumple quri]a'_)rTJOT”y: 0}

2. paratodo z= Z se cumple qu#’_}n; Sz=0,

3. paratodo z Z se cumple qu?’_}rgj“&z: z,
entonces T es mezclante.

Ejemplo 6.6 Consideremos en el espacioel operador de desplazamiento hacia
atrasB. Si definimos el operaddr := AB con|A| > 1, este operador verifica el
Criterio mezclante definiend®, := )L—lnF”, siendoF (X1,X2,Xs,...) = (0,Xg, %, ...)

y tomandoY =Z = ¢.

Para la mayoria de ejemplos de operadores mezclantes conocidos se cumple
el Criterio mezclante, sin embargo Grivaux ha probado recientemente que existen
operadores mezclantes que no cumplen dicho criterio [Gri, Teor. 2.5].

6.2. Criterios de hiperciclicidad para sucesiones de
operadores

En [BP99] Bés y Peris extendieron las equivalencias del Criterio de hipercicli-
cidad al caso en que en vez de tener la sucesion de las potencias de un operador,
se tuviera una sucesion hiperciclica de operadores que conmutan con rango den-
s0. Veamos en esta seccion como se formulan el Criterio de hiperciclicidad y el
Criterio mezclante para sucesiones de operadores.
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Definicion 6.7 Sea{ny}x una sucesion estrictamente crecientederiJna suce-
sién de operadore$Ty }, eshereditariamente hiperciclica con respecto a la su-
cesion{nk } si para cualquier subsucesidmy; }j se tiene que la sucesiéfrnkj }i

es hiperciclica.

Un operador eshereditariamente hiperciclico con respecto a la sucesién
{ng}k si lo es la correspondiente subsucesion de sus potencias. Un operador es
hereditariamente hiperciclicen el sentido de Bés y Peris [BP99, Def. 1.2] silo
es con respecto a alguna sucesion.

Teorema 6.8 [BP99, Nota 2.6(3)] SedTn }, una sucesion en(IX) de operadores
gue conmutan entre si con rango denso. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. {Ta}n cumple elCriterio de hiperciclicidad para sucesiones
“Existen dos subconjuntos densa&Y- X, una sucesién estrictamente cre-
ciente{ng}x enN, y aplicaciones § : Z — X tales que

a) paratodoycY se cumple quliaim Thy =0,
b) paratodo z= Z se cumple qu&aim Sz2=0,

C) paratodo zc Z se cumple qulgm ThSyz=72".

2. {Tn}n es hereditariamente hiperciclica.
3. {Tn}n es débilmente mezclante.

Recientemente estos resultados han sido completados por Bernal y Grosse-
Erdmann para sucesiones casi conmutantes de operadores, véase [BGGEOQ3].

Podemos dar una version del Criterio 6.5 para sucesiones de operadores que
conmuten entre si con rango denso.

Criterio 6.9 (Criterio mezclante para sucesiones)

Sea{T,}n una sucesion en(X) de operadores que conmutan entre si con
rango denso. Si existen dos subconjuntos densdscYX, y aplicaciones $:
Z — X tales que

1. paratodoyY se cumple qurilém Ty =0,
2. paratodo z Z se cumple qurd]airrgosqz: 0,
3. paratodo z Z se cumple qurd]eingoTnSnz= Z,

entonceq Tp}n €S una sucesién mezclante.
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6.3. Semigrupos hiperciclicos y discretizaciones

Dado unCy-semigrupo{Ti }tca €nL(X), podemos “discretizarlo” de dos for-
mas distintas:

Discretizacion auténomdijandoty # 0, consideramos la sucesion iterada
{Tio tn = {Tno }n-

Discretizacion no necesariamente auténo®iendo {t,}, C A una suce-
sion arbitraria tal queiin, .ty = o, consideramos la sucesién de opera-
dores{T;, }n.

En ambos casos toda discretizacion d€ghsemigrupo consiste en una suce-
sion de operadores que conmutan entre si.

En esta seccion nos ocuparemos del estudio de las relaciones existentes entre
las propiedades de transitividad, hiperciclicidad, ser mezclante y ser débilmente
mezclante para semigrupos y para discretizaciones no necesariamente autonomas
de los mismos. El caso autébnomo lo trataremos en la Seccion 6.5.

Lema 6.10 Sea{T; }tca un Go-semigrupo transitivo en(X). Para cualquier pa-
reja de subconjuntos abiertos no vaciosJC X y r > 0 existe tc Acon|t| >r
de manera que;TU) NV # 0.

Demostracién.Supongamos que no fuera asi, existe una pareja de subconjuntos
abiertos no vaciod,V C Xy exister > 0 tales quél;(U) NV = 0 si|t| > r. Dados
X,y € X, sean{UX} y {U}}, bases de entornos deey, respectivamente. Consi-
deremod (U NUX) N (VNUY) conx €U ey € V. Como el semigrupo es transitivo
existetn xy € Atal queT;,, (U NUX NV OUQ{) # 0. Segun lo supuestpyy € Ay,
asi, fijadox € U, para cadg € V existe una sucesiofx,}n C U que converge
ax, una sucesiofyn}n C V que converge &, y una sucesioftyxy}n C 4, tal
queT,, X = Ya. COMOA; es un compacto existe una subsucesioftgley }n que
converge a un valdgy € A para el que se cumplg, X =y por ser el semigrupo
fuertemente continuo.

De esta manera la imagen g que es un compacto, por la aplicacton-
Tix contiene a un abierto en un espacio de dimension infinita, llegando asi a una
contradiccion.

O

Observacion 6.11Un analisis de la prueba del lema anterior permite observar
que para cualquier discretizacidm, }, transitiva se cumple quény_,c th = .

En la siguiente proposicion vemos que es equivalente hablar de la transitividad
de unCp-semigrupo a hacerlo en términos de una cierta discretizacion del mismo.
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Proposicion 6.12 Sea{T; }tca un Gy-semigrupo en [X). Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. {Ti }ten €S transitivo.
2. {Ti }tea admite una discretizacion transitiva.
3. {Ti }tea admite una discretizacion hiperciclica.

Demostracion.l. = 2. Es suficiente hacer la prueba para los elementos de una ba-
se de abiertos d¢. ComoX es separable podemos encontrar una base numerable
de abiertos no vacios déque denotaremos pdGn}n. A partir de ella conside-
ramos la sucesiof(Gn, Gm) }nm Y la reordenamos comf(G}, GZ)}n. Vamos a
construir una discretizaciofil, }, que sera transitiva.

En primer lugar tomama&st, G2), aplicando la definicion de semigrupo tran-
sitivo tenemos que existg € A tal queT;, (G}) N G2 # 0.

A continuacion tomamogGs, G3), aplicando el Lema 6.10, existec A con
it2| > max{|t|,2} de manera qua,(G3) N G3 # 0.

Supongamos que dadoexisten{ty,ty,...,tn} C A, crecientes en modulo,
de manera qué (G') N G2 # 0 para 1< i < n. Aplicando el Lema 6.10, dado

(GL,,G2. ), existetn,1 € A con|tya| > max{|ta|,n+ 1} tal queT;,,,(GE, ;) N

GZ,, 0.
El reciproco es evidente. Finalmente 2. y 3. son equivalentes como se puede
ver en [GS91, Teor. 1.2].
O

Teorema 6.13 Sea{T; }tca Un Go-semigrupo en [X). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. {Ti }ten €S débilmente mezclante.
2. {Tt}tep admite una discretizacion mezclante.
3. {Tt }ten admite una discretizacion débilmente mezclante.

Demostracion.1. = 2. Como{T; }ica €s débilmente mezclante, esto es equiva-
lente a decir que el semigrugd; & T; }tca €S transitivo, o lo que es lo mismo en
virtud del Teorema 6.12, que existe una sucesion de operaflfifgstal que la
discretizacion d€T; @ Ti }tea dada po{ T, @ Ty, }n €s hiperciclica. Dado que los
operadores de la sucesidm, }, conmutan con rango denso, aplicando [BP99,
Nota 2.6.(3)] se tiene que es equivalente que la sucgdiQm T, }n sea hiper-
ciclica a que exista una subsuces{di, }x de {T, }n para la que se cumpla el
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Criterio de hiperciclicidad, siendo ésta una sucesion mezclante. Po&pia
es una discretizacion mezclante del semigr{ii¢ca.
Finalmente, las implicaciones 2- 3. = 1. son evidentes.

Teorema 6.14 Sea{T; }tca Un Gy-semigrupo en (X). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. {Ti}ten €S Mezclante.

2. Toda discretizacion d€T; }ica €S mezclante.

3. Toda discretizacion d€T; }ica €S débilmente mezclante.
4. Toda discretizacion d€T; }ica €s transitiva.

Demostracion.Las implicaciones 1= 2. = 3. = 4. son evidentes.
4. = 1. Supongamos que el semigruph }:ca N0 es mezclante, entonces exis-
te una pareja de subconjuntos abiertos no vadids C X y una sucesioft, }n
enA con limy_.ty = o tales quel;, (U) NV = 0 para todan € N. Por tanto, la
discretizacion T, }n no seria transitiva, llegando asi a una contradiccion.
O

6.4. Criterios de hiperciclicidad para semigrupos de
operadores

Establecemos en esta seccién el Criterio de hiperciclicidad y el Criterio mez-
clante para semigrupos de operadores. A su vez expresamos la relacion existente
entre que un semigrupo verifique uno de estos criterios y que lo hagan sus discre-
tizaciones.

En primer lugar establecemos el Criterio de hiperciclicidad para semigrupos a
partir de la version dada del Criterio de hiperciclicidad para sucesiones, véase el
Criterio 6.8.

Criterio 6.15 (Criterio de hiperciclicidad para semigrupos)

Sea{T; }tea Un G-semigrupo en (X). Si existe una sucesidit, }, enA con
limp_ th = o, dos subconjuntos densoZYC X, y aplicaciones S Z — X defi-
nidas para todo € A, tales que

1. paratodoyY se cumplergim T,y =0,
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2. paratodo = Z se cumplerj]im S,z=0,
3. paratodo z= Z se cumplg]im T,.S,z2= z,
entonceqT; }tca €S Un semigrupo débilmente mezclante.

Corolario 6.16 Sea{T; }ica un G-semigrupo en [X). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. {Ti }ten cumple el Criterio de hiperciclicidad para semigrupos.

2. {Ti}tep @admite una discretizacion que cumple el Criterio de hiperciclicidad
para sucesiones.

El siguiente criterio supone una extension a semigrupos del Criterio 6.9 en el
gue se establece el Criterio mezclante para sucesiones.

Criterio 6.17 (Criterio mezclante para semigrupos)
Sea{T; }tea Un G-semigrupo en [X). Si existen dos subconjuntos densos
Y,Z C X,y aplicacionesS Z — X definidas para todo£ A, tales que

1. paratodo yY se cumple qutém Ty=0,
2. paratodo z Z se cumple qutérgSz: 0,
3. paratodo z= Z se cumple qutém T:Sz=z,

entonceqT; }tca €S Un Semigrupo mezclante.

Demostracién. Sean dos subconjuntos abiertos no vatigg ¢ X. Como los
subconjunto¥,Z son densos, elegimgs YNU yze ZNV. Searl)’,V' € 2(X)
tales quey+U’' cUyz+V' CV,yseaV’ € %(X) tal queV” +V" C V',

Por 1. se tiene que existe > 0 tal queTyy € V” para todd con|t| > r;. Por 2.
se tiene que existe > 0 tal queSz < U’ para todd € A con|t| > r». Finalmente,
sears > 0 tal que se tien& Sz z+V” paratodd € Acon|t| > rs.

Sear :=max{r,ro,rs}. Asi, para todd € A con|t| > r tenemos por una parte
y+Szey+U’' CU,y por otra partely (y+ Sz) = iy+ TtSze V' +z+V" C
z+V' C V. De este modd;(U) NV # 0 para todd con|t| >r.

O

Proposicion 6.18 Sea{T; }ta un Gy-semigrupo en [X). Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
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1. {Ti }tea cumple el Criterio mezclante para semigrupos.

2. Toda discretizacion d€T: }tea cumple el Criterio mezclante para sucesio-
nes.

Demostracion.l. = 2. Evidente.

2. = 1. Para probar esta implicacion necesitamos una discretizacién especial.
Para ello tomamos una sucesin}n, C A tal que Imp_»ty = 0 y que cumpla lo
siguiente:

A= (ta+41) = [ A7 tn).
neN neN

De esta manera tenemos una suces$tah, enA que verifica que para todo
7 € A existent,_,tm, en dicha sucesiéon, s; € A; de manera que =t, +S; =
tm, — S;-

Por hipotesis, la discretizacidf, }n» cumple el Criterio mezclante para suce-
siones, por tanto podemos asegurar que existen dos subconjuntos\d&nsos,
y aplicacioness, : Z — X, tales que

(a) paratodycY se cumpler]m‘ﬁny: 0,
(b) paratoda@e Z se cumplenﬁrgo Sz=0,
(c) paratodae Zse cumplc?]imo'l}nsqz= z
Comprobemos las condiciones del Criterio mezclante para semigrupos:

(i) Todo 7 € A se puede escribir como=t,_+s; tal y como hemos indica-
do anteriormente. Por tanto, para togle Y se cumple qu%irtn T.y=0,

puesto queiimn_.. T,y = 0 por la condicion (a) y{Ts}sca, €S una familia
equicontinua de operadores.

(if) Para todot € A definimosS; := Ty Sy, Si T = tm, —S; cons; € A;. De
esta manera para cada Z se cumple queiin;_. S;z= 0, puesto que
limn— Shz = 0 por la condicion (b) y{ Ts}sca, €S una familia equicontinua
de operadores.

(iii) Finalmente, comd:;S; = T; Ty Sn, = Ty, Sm,, paratoda € Z se cumple que
liM; o T:S;Z = liMm; . Tt,, Sm. 2= Z ya que por la condicion (c) tenemos
que IMp—o T, SiZ=2



78 Hiperciclicidad y discretizaciones de semigrupos

6.5. Discretizaciones autbnomas

En esta seccion comprobamos que en tBglsemigrupo hiperciclicqT; }+>o
enL(X) existen discretizaciones autonomas hiperciclicas. De hecho, la cantidad
de elementos eR™ que dan lugar a éstas forman un subconjuBfodenso de
R*. Sin embargo, este resultado no se puede generalizaCpa@migrupos de
operadores eh(X) cuyo semigrupo indice sea un sector del plano complejo.

El siguiente resultado es debido a Oxtoby y Ulam [OU41, Teor.6] e inspira el
Teorema 6.20.

Teorema 6.19 (Oxtoby y Ulam)

Sea{T; }ter UN grupo uniparamétrico de automorfismos transitivos en un es-
pacio métrico y separable E que no contenga ninguna curva aislada. Entonces
para todos los valores ded R, excepto en un conjunto de primera categoria, los
automorfismosTson transitivos.

Una modificacion de la demostracion de este teorema nos lleva a relacionar la
densidad de las 6rbitas de un semigrupo con la densidad de las érbitas obtenidas
por medio de una discretizacién autbnoma.

Teorema 6.20 Sea{T; }+>0 un Go-semigrupo hiperciclico en(X). Si xe X es un
vector hiperciclico para el semigrupd: }+>0, entonces existe un subconjuntg G
denso AC R tal que {Tn}n €s una discretizacion auténoma hiperciclica para
todo t€ A que cuenta con x como vector hiperciclico.

Demostraciéon.ComoX es separable podemos considerar una base numerable de
subconjuntos abiertos d& que denotamos pdiGn }n, Y definir los subconjuntos

Aj:={t>0: existek € N tal queTxNG; # 0}

para cadg € N.

Los conjuntos Ason abiertos eR*: Fijemosj € N, consideramos Unica-
mente los casos en qég # 0. Por tanto, existe> 0 y k € N tales quéTiux € Gj,
que es abierto. S es la distancia eK, existee > 0 tal que para tod& € X con
d(Tiex,X') < € se cumple queX’ € Gj. Como el semigrupo es fuertemente con-
tinuo, la aplicaciont — Tx continua, por tanto, exist@ > 0 tal que para todo
t’ > 0 verificando quét —t'| < & tenemos qué(Tix, TyrX) < €, y asi, TyyX € G;.

Los conjuntos Ason densos eR™: Consideremos un conjunfy arbitrario
y un intervalo abierto genéridoC R*. Vamos a comprobar quenA;j # 0. De-
notamos pod := {kt : ke Nyt € 1}. Comol es abierto existea,b cona< by
[a,b] C |. Dadosa, b existeky € N tal quea < ko(b—a).
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Nuestro primer objetivo es probar qlee +o[C J, siendoo := kpa: Si toma-
mosf > «, entonces existe > kg tal queka< < (k+1)ay por tanto 0< 8 —
ka<a<k(b—a). Asi, podemos encontrag < [0, 1] tal quef —ka= sgk(b—a)
y entonceg = ka+sgk(b—a) = k(a+sg(b—a)) cona+sg(b—a) € [a,b] C 1.

Por otra parte, como OfbT; }1>0,X) es densa e, dadoj € N existet > «
cumpliendo qudix € Gj. Como hemos probado qlie, +-[C J, existek € Ny
t" € I cumpliendo que = kt’, con lo que en realidad tenemos diyex € Gj, lo
que nos permite concluir quéec A; y entonced\j N1 # 0.

Para concluir la prueba se define el conjunto

A=A

JeEN

Este es un conjunto de segunda categori&®enPor el Teorema de Bairé
no es vacio y es denso @&. Dadot € A, tenemos que Off, x) es densa en
X. Tomemos un subconjunto abierto no vadiaC X, como{Gp}, es una base
de subconjuntos abiertos deexisteiy € N tal queGj; C U. Comot € A en
particulart € Aj, y se puede encontrére N de manera qugqx € Gj, C U.

O

Sin embargo, como veremos en el Ejemplo 7.26, si consider@gesmi-
grupos cuyo semigrupo indice es un sector del plano complejo, éstos pueden ser
hiperciclicos pero no tienen porqué tener discretizaciones autbnomas hipercicli-
cas.

SiA=R" se puede ver que en tofg-semigrupo débilmente mezclante exis-
ten discretizaciones autbnomas débilmente mezclantes y que es suficiente con que
exista una de ellas para que el semigrupo lo sea.

Teorema 6.21 Sea{T; }+>0 un G-semigrupo en [X). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes

1. {Ti}t>0 es débilmente mezclante.
2. {Ti }+>0 verifica el Criterio de hiperciclicidad para semigrupos.
3. Existe una discretizacion autbnoma débilmente mezclante.

4. Existe una discretizacion autdbnoma que verifica el Criterio de hiperciclici-
dad para sucesiones.

Demostracion.1. < 2. Decir que el semigrupfT; }+>o es débilmente mezclan-
te es equivalente a decir que éste cumple el Criterio de hiperciclicidad para se-
migrupos, puesto que por el Teorema 6.13 es equivalente que un semigrupo sea
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débilmente mezclante a que exista una discretizacion débilmente mezclante. Por
el Corolario 6.16 es equivalente que un semigrupo cumpla el Criterio de hiper-
ciclicidad para semigrupos a que una de sus discretizaciones cumpla el Criterio
de hiperciclicidad para sucesiones. Finalmente, por el Teorema 6.8 es equivalente
gue una discretizacion cumpla el Criterio de hiperciclicidad para sucesiones a que
sea débilmente mezclante.

3.< 4. Por [BP99, Teor. 2.3].

1. = 3. Como el semigrupqT; }+>0 es débilmente mezclante, el semigrupo
{Tt & Tt }t>0 es hiperciclico y aplicando el Teorema 6.20 existe 0O tal que el
operadorT; @ T; hiperciclico. Por [BP99, Teor. 2.3] se tiene g{iBt}n s una
discretizacion autonoma débilmente mezclante.

3. = 1. Evidente, puesto que si un semigrupo tiene una discretizacioén auto-
noma débilmente mezclante, entonces con mayor razon el semigrupo también es
débilmente mezclante.

O

6.5.1. Orbitas densas en alguna parte e hiperciclicidad

Se dice que un operaddre L(X) admite una Orbita densa en alguna parte
Si existe un vectok € X de manera que la clausura de Qrlx) contiene a un
subconjunto abierto no vacio de Peris pregunt6 en [Per01b] si todo operador
gue poseyera un vector con una Orbita densa en alguna parte era hiperciclico. Esta
pregunta fue respondida afirmativamente por Bourdon y Feldman en el teorema
gue citamos a continuacion.

Teorema 6.22[BF03, Teor. 2.4] Sea E un e.l.c. yE de manera qu®rb(T,x)
es densa en alguna parte, enton€¥d(T,X) es densa en E.

Este resultado ha sido extendido por Wengenroth a espacios vectoriales topo-
l6gicos que no son localmente convexos [Wen02]. Por otra parte, Costakis y Peris
han probado que en un espacio de Banach Gdeemigrupo{T; }i>o que posee
un vector con una orbita densa en alguna parte es hiperciclico [CP02, Teor. 5].

Este resultado se puede generalizar al contexto de F-espacios adaptando la
prueba del Teorema 6.20 para semigrupos con una Orbita densa en alguna parte en
combinacion con el Teorema 6.22.

Corolario 6.23 Sea{T; }i>0 un Gy-semigrupo en [X) y sea xc X tal que la
Orbita Orb({Ti }1>0,X) es densa en alguna parte. Entonces existe un subconjunto
Gs denso AC R* tal que x es un vector hiperciclico para toda discretizacion
autonoma{ Tnt }n conte A.
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Demostracion.Seax € X tal que Orl§{T; }+>0,X) es densa en alguna parte e
nuestro objetivo es encontrar un subconju@godenscA C R tal que Orli§ Ty, X)
sea densa en alguna parte para tbdoA, de esta manera, aplicando [Wen02]
tendremos que estas Orbitas son densas. en

Como Orl§{T; }t+>0,X) es densa en alguna parte ¥eexiste un subconjunto
abierto no vaci@ C X de manera qu& C Orb({T; }t+>0,X). El resto de la prueba
es idéntica a la del Teorema 6.20 considerando{@#e, s una base de abiertos
deGy no deX.

g

6.5.2. Criterios de hiperciclicidad paraA = R™

La hiperciclicidad deCy-semigrupos de operadores cAn= R como se-
migrupo indice ha sido estudiada por varios autores (véase, e.g.,[Mac92, PA92,
DSW97, Ema98, dEP0OO, BBMO03]. Desch, Schappacher y Webb han dado crite-
rios de hiperciclicidad para semigrupos [DSW97]. Véase también [dEGEO03] para
el caso de operadores no acotados.

En esta seccién damos criterios de hiperciclicidad para estos semigrupos, ins-
pirados en el caso discreto, caracterizando la hiperciclicidad de los mismos via la
propiedad de ser débilmente mezclante. Estos resultados también son ciertos para
semigrupos cuyo semigrupo indice dea R.

Dadox € X y un Co-semigrupo de operadords; }t>o en L(X), unaorbita
hacia atrasdex por el semigrupdT; }+>0 €s una familia de vectords; }t>o0 enX
tal queTix = X paratodd > 0. Los criterios 1. y 2. del siguiente resultado involu-
cran la existencia de érbitas hacia atras adecuadas. Inspirados por la formulacién
de Grosse-Erdmann del Criterio de hiperciclicidad para operadores, podemos dar
un criterio de colapso/explosion 3. para semigrupos hiperciclicos. El siguiente re-
sultado aparecera en [CP].

Teorema 6.24 Sea{T; }t>0 un Gy-semigrupo en [X). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. Existe{ty}x CR™ estrictamente creciente y ctimy .o, ty = », subespacios
densos YZ C X, y una familia de aplicaciones lineales:Z — X definidas
para todo t> 0, tales que

(i) paratodoyecY se cumplilngo'ﬁky =0,

(i) paratodo ze Z se cumpliim S,z=0y TtSz=z, para todo t> 0.



82 Hiperciclicidad y discretizaciones de semigrupos

2. Existe{tc}x C R™ estrictamente creciente cdimy .. tx = %, y subconjun-
tos densos,Z C X tales que

(i) paratodoyeY se cumple qulia;r?o'ﬁky =0,

(i) todo z€ Z admite una Orbita hacia atré&z }i>0 conlllrrgo z, =0.

3. Existe{ty}x C RT estrictamente creciente cdimy_.., ty = o y subconjuntos
densos YZ C X, tales que

(i) paratodoyeY se cumple qulia;r?o'l'tky =0,

(i) para todo ze Z existe una sucesiofiz}x en X conllim z=0y
fim Tz

4. {Ti }t+>0 es débilmente mezclante.

Demostracion.1l. = 2. = 3. Trivial.

3. = 4. El Criterio de hiperciclicidad permite pasar facilmente al semigrupo
suma directd Ty & Tt }1>0 en X & X, 4. es entonces una consecuencia de [GE99,
Teor. 2] o bien de [BP99, Nota 2.6(3)].

4.= 1. Por el Teorema 6.21 exidte> 0 tal que la discretizacion autonoma de
{Tt }t>0 dada poK Tn, }n Satisface el Criterio de hiperciclicidad. Por tanto, gracias
a [PerOla, Teor. 2.3], podemos encon¥@iZg C X subconjuntos densos dé
una sucesion estrictamente creciefrigly C Ny una aplicaciors: Zo — Zg tales
que

(a) I(Iim ThdtoY = I!im Tiy = 0 para todoy € Yo,
(b) I(Iim S%z= 0 para toda € Zy,

(c) Ty, Sz=z, paratodx € Zo.

Mas aun, la prueba de [PerOla, Teor. 2.3], en la que descansa en parte el Teo-
rema 6.21, permite deducir que el conjuzippuede ser considerado de la for-
maZg = {wy ,me Z~} con Swy, = W1 para todom € Z~ y siendowp un
vector hiperciclico pard:,. Aplicando Ty, a la igualdad anterior se obtiene que
TiyWm—1 = Wn, para todane Z~.

Definimos los conjunto¥,Z como las envolturas lineales dg Zo, respecti-
vamente, i, := ngtp para toddk € N. La condicion (i) del criterio (1) es entonces
una consecuencia de la condicién (a) enunciada previamente. Para definir las apli-
cacioness : Z — X paratodd > 0 necesitamos considerar la siguiente familia de
vectores:

Zi:=TWy Si—t=mip+s 0<s<ty, mMeZ yzyg=Wp.
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La familia {z_t }t>0 es una orbita hacia atras dg, puesto qudiz_; = wp para
todot > 0: Dadot > 0 existek € Ng y scon 0< s< tg tales qud = kip+s. Por
otra parte-t = —(k+ 1)tg+tg—scon 0< tp — s< tp. Asi

k k
Tzt = Ty TsTig—sWok—1 = Tto TyyW-k—1 = TW_1 = Wo.

Dadosr < 0yt > 0 definimos§z := z_¢, de este modd;Sz = z para todo
z¢c Zo. Por otra parteg, Wm = Sy tgZmty = Zm-nyto = Wim—n, = S*wpy, converge a0
cuanddk tiende a para todan € Z~. Finalmente, el conjuntd es linealmente
independiente. Si no fuera asi, la orbitawtebajo Ty, tendria dimension finita,
cosa gue no es posible ya que ésta es dens& éfsto implica que podemos
extender linealmente cadaZ y concluir asi el resultado.

a

En el caso de trabajar con el semigrupo indice R, se puede caracterizar
un semigrupo mezclante como aquel en el que existe una discretizacién autonoma
mezclante.

Teorema 6.25 Sea{T; }t>0 un Gy-semigrupo en [X). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. {Ti}i>0 €S un semigrupo mezclante.
2. Toda discretizacion autbnoma es mezclante.
3. Existe una discretizaciéon autbnoma mezclante.

Demostracion.1 = 2. Fijemostp > O arbitrario, vamos a ver qulg, es un opera-
dor mezclante. Como el semigrup® }+>o es mezclante dados dos subconjuntos
abiertos no vaciad,V C X existesy > 0 tal queT; (U )NV # 0 paratodd > 5. Si
consideramogg € N tal quengty > o, entonceﬁ}Q(U )NV # 0 para todo > no.

2 = 3. Evidente.

3= 1. Sedy > 0 tal queT;, es un operador mezclante. Dados dos subconjun-
tos abiertos no vacias$,V C X podemos encontr&’ € 7%(X) y dos subconjun-
tos abiertos no vacidg’ c U y V' c V verificando

U +wW' cu, V +W cV.

Por la equicontinuidad local, existé € 24(X) conW c W’ tal queTs(W) C
W' para todo O< s < tg. ComoTy, es un operador mezclante, existec N sufi-
cientemente grande de manera que

T(U)NW #£0, Ty (W)NV' #£0, paratodan > m.
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Ahora bien, dada > mfy existen 0< s, < tg y n > m verificando que =
ntp+s= (n+1)tp — s. Por otra parte, podemos encontuas U’ y w € W tales
queTn,u € Wy T 1y, W € V'. Definamosv’ := Tgw € W', tenemos que

T (U+W) = Ts(TroU) + Tins1)te—s (TsW)

pertenece ds(W) + Tin1),W € W +V' CV, deduciéndose de aqui que el semi-
grupo es mezclante.
0

Por el teorema que acabamos de probar, sabemos §iigSip es un semi-
grupo mezclante, entonces todas las discretizaciones autbnomas son mezclantes.
Sin embargo, no sabemos si coinciden los vectores hiperciclicos.

Observacion 6.26 Existen ejemplos d€y-semigrupoq T; }tca, CON un sector del
plano complejo como semigrupo indice, que no son mezclantes pero en los que
toda discretizacién autonoma es mezclante como se puede ver en el Ejemplo 7.27.



Capitulo 7

Semigrupos de traslacion
hiperciclicos y caoticos

Desch, Schappacher y Webb han caracterizado la hiperciclicidad del semigru-
po de traslacién, co®™ y R como semigrupo indice, al actuar sobre espacios
ponderados de funciones integrables y sobre espacios ponderados de funciones
continuas, véase [DSW97, Sec. 4]. Estos resultados han sido completados para
semigrupos mezclantes por Bermudez, Bonilla, Peris y el autor [BBCP]. Por su
parte, Matsui, Yamada y Takeo han caracterizado los semigrupos superciclicos y
caoticos en estos mismos espacios de funciones [MYTO03]. Otras caracterizacio-
nes de semigrupos caoticos en espacios ponderados de funciones integrables han
sido debidas a deLaubenfels, Emamirad [dEO1]. Estos ultimos junto con Grosse-
Erdmann han generalizado las nociones de semigrupos hiperciclicos y caoéticos
para familias de operadores no acotados, analizando estos conceptos en el caso
particular de semigrupos C-regularizantes y de semigrupos de distribuciones re-
gulares [dEGEO03].

En el presente capitulo caracterizamos la hiperciclicidad y el caos de los se-
migrupos de traslacion que tienen un sector del plano complejo como semigrupo
indice, en el contexto de limites proyectivos de espacios ponderados de funciones
integrables y de limites proyectivos de espacios ponderados de funciones conti-
nuas. Completamos estos resultados con varios ejemplos.

7.1. El semigrupo de traslacion erproj, L, (A) y en
prOjn CO,Pn (A)

En esta seccién definiremos los espacios en los que consideraremos el semi-
grupo de traslacion y veremos que éste e€gnemigrupo en ellos. Con este fin
probaremos algunos resultados de caracter técnico, que posteriormente nos seran

85
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de gran utilidad para caracterizar la hiperciclicidad de estos semigrupos.
Comenzamos dando la definicion de funcién peso admisible definida en un

sector del plano complejo, generalizando [DSW97, Def. 4.1]. De hecho, nuestra

definicién coincide en cada rayo del sector con la definicion dada por ellos.

Definicion 7.1 SeaA un sector del plano complejo. Diremos que una funcién
mediblep : A — R es un funcion peso admisible si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. p(t) >Oparatodote A,y

2. existen constantes M1y we R tales que
p(t) <Metlp(t+t')
para todo tt’ € A.

La siguiente proposicion justifica la necesidad de la condicién 2. en la defini-
cion anterior. Esta proposicion generaliza [ENOO, Prop. 1.5.5]

Proposicién 7.2 Sea X un espacio de Banach{¥; }tco un G-semigrupo en
L(X). Entonces existen M 1y we< R tales que

||| < Me!l para todo te A.

Demostracion.ElijamosM > 1 tal que||Ts|| < M para todacs € A;. Fijadot € A
arbitrario éste se puede escribir comoenty+ sparatg € A1 con ardtp) = arg(t),
ne NyseAconl|s <1y args) = argtp). Entonces

Tl < [Tl [T < MPHE = MeMIM < M

se cumple para:=logM y t € A.
O

Enunciamos a continuacion varios resultados de caracter técnico que seran de
gran utilidad en esta seccion. El primero de ellos es una extension de [DSW97,
Lema 4.2 ] a sectores del plano complejo.

Lema 7.3 SeaA un sector del plano complejo y spauna funcion peso admisi-
ble definida em\. Para todo r> 0 existen constante3 < A < B, (dependientes
Unicamente de y r) tales que para cada& A,t’ € A, y para cadar € [t,t +1]
se tiene que:

Ap(t) < p(t) <Bp(t+t').
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Demostracién. Fijemos en primer lugar > 0 y a continuacion € Ay t' € A,.
Tomemost € [t,t +t'], de este modo+t' —t €Ay t+t' — 7| <r. Ademas,
supongamos sin pérdida de generalidadwweO en la condicién 7.1.2, de esta
manera tenemos que

p(1) <MV lp(t+t)) < Me"p(t+t') <Bp(t+t))

conB:=Me"" > 1. Analogamente

p(t) <Bp(1).
Asi, haciendd := L tenemos

Ap(t) < p(7) <Bp(t+t)

con 0< A< B.

Lema 7.4 SeaA un sector del plano complejo gy una funcién peso admisible
definida en. Para todo te Ay para todo r> 0 existe C> Otal quep(t +t') <C
paratodot € A;.

Demostracion.Supongamos que existe una sucedighj enA de la format; =
t+1tj contj € A\ verificando queim;j_.. p(tj) = 0. Como la sucesioft; }j esta
en un compacto podemos encontrar una subsucesifipjdeque denotaremos de
la misma forma, de manera qum|_...tj = to para ciertdp € A, sienddp =t +t;
para ciertdy € /.

Dadot e Ay r >0 existeze Ay r’ > 0 tales que + A C Ar‘,l(z). Por la
condicion 7.1.2 de la definicién de funcién peso admisible se cumple que existe
M > 1yw>0 de manera qup(tj) < Me"'p(z) para todoj € N, ya quet; €
t+ A paratodoj € N. De esta manera tendriamos que la sucegidty ) } j estaria
acotada, llegando asi a una contradiccion.

O

De los Lemas 7.3y 7.4 se deduce lo siguiente

Corolario 7.5 SeaA un sector del plano complejgoyuna funcion peso admisible
definida emA. Para todo te A y para todo r> 0 existe D> O tal quep(t) <D
para todot €t + A;.

Demostracién.Fijador > 0yt € A, por el Lema 7.3 sabemos que exiBte 0 tal
quep(t) < Bp(t+t') paratodor € [t,t +t'] cont’ € A;. Por el Lema 7.4 existe
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C > O tal quep(t +t') < C para todd’ € A,. DefiniendoD := BC, tenemos que
p(t) <D paratodor €t +A,.
O

A continuacién definimos los espacios sobre los que actuara el semigrupo de
traslacion.

Definicion 7.6 Sea{pn}n una sucesion creciente de funciones peso admisibles.
Paral < p < « definimos el espaciproj, L,'?n (A), cuya topologia viene definida
por la familia de seminormas

1
pn(u) := (/|u(s)\ppn(s)ds) i para cada ne N.
A
Ademas, definimos el espa@imj,Co 5, (A) de las funciones que verifican
SIILm u(s)pn(s) = 0 para cada ne N,
cuya topologia viene definida por la familia de seminormas

pn(U) := sugu(s)|pn(s) para cada ne N.
sel
En ambos casofpn}n es un sistema fundamental de seminormas continuas.
Estos espacios dotados de la topologia del limite proyectivo son espacios de Fré-
chet. Resultados similares a los que obtendremos en esté capitulo se pueden obte-
ner si consideramos espacios de funciones con valores reales analogos a éstos.

Observacion 7.7 Recordemos que en nuestro contexto siempre trabajamos con
espacios separables. En particular, la condicidg l. u(s)pn(s) = 0 para todo

n € N, no puede ser omitida de la definicion de p@j,,(A) sin perder la se-
parabilidad del espacio. Estos espacios estan construidos de manera que existan
subconjuntos densos de funciones suaves con soporte compacto.

Definicion 7.8 Sea X uno de los espacipsoj, L), (A) 6 proj,Co,p,(4) definidos
a partir de una sucesion creciente de funciones peso admidipjgs. Paratc A
y ue X definimos {u como

Tiu(s) = u(s+t) para todo s= A.
Llamamos & T }tca €l semigrupo de traslacion en X.

Proposicion 7.9 Sea X uno de los espacipsoj, L,'?n (A) 6 proj,Cop,(A) defini-
dos a partir de una sucesion creciente de funciones peso admigiiés. El
semigrupo de traslaciofiT; }tca €S un @-semigrupo en [X).
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Demostracidon.Es evidente qué; es lineal para todb € Ay que la ley de se-
migrupo se cumple. En ambos casos veamos como la condicién 7.1.2 nos per-
mite asegurar que para todoc X tenemos quéliu € X y que T; es un ope-
rador continuo. Para cadec N podemos encontravl, > 1 y w,, € R tales que
Pn(s—1t) < Mne"ltip,(s) para todes € t+A. En el casX = proj, Lp (A) tenemos

pn(T)® = [ [Tu(s) Ppn(s)ds
A
= [ u(s+0)Ppn(s)ds
< [ Jus)IPpa(s—t)as

< / 1U(S)[PMe"lt pr (s)ds
t+A

S MneWn|t| pn(u) p,

de donde tomado raicgsésimas quedan(Tiu) < My Pe"ltl/Pp;(u). En el caso
X = proj, Co p,(A) tenemos

Pn(Teu) = sugTeu(s)|on(s)

scA
— suplu(s-+1)]pn(s)

schA

< sup|u(s)|pn(s—1)
sct+A

< sup |u(s)|Mne" "l pn(s)
set+A

< Mpeeltl Pn(U)

Finalmente, nos queda probar que el semigrupo de traslacion@ssemi-
grupo. Fijemosi € X, tenemos que probar que la aplicacion

t — Eu(t) :=Thu
es continua para todg € A. Dado queX es un limite proyectivo basta comprobar
gue la aplicacién
Su b — Xy
t — &u(t) :=Thu

es continua para todg € Ay para todan € N, siendo en cada cas® = L,E’n (A)
0 Xn = Co p,(A). Veremos la prueba en el primero de estos casos. En el esfiacio



90 Semigrupos de traslacion hiperciclicos y cadticos

tenemos que, es una norma. Por tanto, dado un operaar L(X,) podemos
definir una norma de operadores)Xncomo

Pn(T) :=sup{pn(TX) : XE Xny pn(X) < 1}.

Fijadostg € Ay n € N, tenemos que probar que para tads 0 existed > 0 tal
que para todd € A contp —t| < & se tienepy(Ti,u — Tiu) < €. Fijemos también
e>0.

Como pn(Tix) < M/ Pemltl/Pp, (x) para todox € Xg, tenemos quen(T;) <
M3/ Pemltl/P. De esta manera existé > 0 tal que pn(T;) < K para todot €
B(to, 1) NA.

Como las funciones continuas de soporte compacto son den3@s existe
una de estas funciones X, tal quepn(u—Vv) < 5. Sear > 0 tal que sofv) C A;.
Por el Lema 7.5 exist® > 0 tal quepn(s) < D para todcs € A;.

Ademas, como las funciones continuas de soporte compacto son uniforme-
mente continuas, existe®d < 1 tal que sitp —t| < d entonces

IV(s+1tp) —V(s+1)| <

ol

3(Du(4r))

siendou (4y) la medida de);.
De esta manera tenemos

Pn(TepV —Thv) = </A IV(s+1o) —v(s+t)|'0pn(s)ds>p <

Juntando todas las estimaciones tenemos

wl m

pn(Ttou_Ttu) < pn(Ttou_ Ttov) + pn(Ttov_TtV) + pn(TtV_ Ttu)
€
< Pn(Ty) Pn(U—V) + 3 + pn(Tt) Pn(v—u)

JELELE
-3 3 3

para todd € B(tp, ) NA. O

7.2. Semigrupos de traslacion hiperciclicos

En la presente seccion caracterizamos la hiperciclicidad de los semigrupos de
traslacion en los espacios pybp, (A) con 1< p < « y proj,Co p,(A).

Para los casa& = R y A = R Desch, Schappacher y Webb han obtenido las
siguientes caracterizaciones en el contexto de espacios de Banach.
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Teorema 7.10[DSW97, Teor. 4.7 y 4.8] Sea X uno de los espaci@(s&b_ 0
Cop(A) dados a partir de una funcion peso admisilgledefinida enA y sea
{Ti }ten €l semigrupo de traslacion en X. Entonces:

1. SiA=TRT", se tiene quéT; }>0 es hiperciclico si, y sélo si,
Iitminfp(t) =0.

2. SiIA =R, se tiene quéT; };cr es hiperciclico si, y sélo si, para todbe R
existe una sucesidfi, }x enR* conlimy_.., tx = o tal que

I!’Im p(6+tk) = dim p(6—tx) =0.

Este resultado se puede extender a los correspondientes limites proyectivos
repitiendo la prueba para cada seminorma y teniendo en cuenta que como la su-
cesion de funciones peso es creciente, en cada caso se puede tomar una unica
sucesion{ty}x para todas las funciones peso. La extension quedaria formulada
asi:

Corolario 7.11 Sea X uno de los espacipsoj, Lf)’n(A) 0 proj,Co p, (A) defini-
dos a partir de una sucesion creciente de funciones peso admijiigsy sea
{Ti }ten €l semigrupo de traslacion en X. Entonces

1. siA=RT, se tiene quéT; }1>o es hiperciclico si, y sélo si, existe una suce-
sion {tx}k enRT tal que

l!im pn(tx) = 0 para todo ne N.
2. siA =R, se tiene quég T };cr €s hiperciclico si, y solo si, para todbe R
existe una sucesioftc}x enR* tal que
1im pn(6 +tx) = lim pn(6 —tx) = O para todo ne N.
] —0 ] —0
Las pruebas de los siguientes resultados de este capitulo las veremos para el
casoX = proj, Lf)’n (A), definido a partir de una sucesion creciente de funciones pe-

so admisibleg pn }n. Las pruebas para el ca¥o= proj,Co p,(A) serian analogas,
tomando las seminormas correspondientes.

Teorema 7.12 Sea{T; }tca €l semigrupo de traslacion en X. Si la discretizacion
{Ti }k es mezclante, entonces

I!im pn(tx) = 0 para todo ne N.
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Demostracion.Fijemos una sucesiofiy }x C A tal que la discretizacion del semi-
grupo{ T, }kx sea mezclante. Fijemasc Ny r > 0, por el Lema 7.5 se tiene que
existeDp > 0 tal quepn(s) < Dn para todcs € A;.

Consideremos una funciane X, u # 0 y tal que sofu) C A;. Como la dis-
cretizacion tomada es mezclante, para cadaN existek(j) € N de manera que
para toddk > k(j) existe una funciom, j € X tal que

(V ) < ;
Pn K, j(Dn,r)l/p

La eleccion dauimplica que la restricciomy j devy j ate+ Ay verifica

1
y Pn(u— Ty Vi j) < T

Pn(U— Ty W j) < Tl
Aplicando la desigualdad triangular tenemos
P(U) < Pn(u—TyWicj) + Pn(Tg Wi j) < %+ Pr(Ty Wi j)-
Por otra parte, de la estimacion obtenida a partir del Lema 7.5 tenemos
Po(Tiwic )P = | i (5-+t0) Ppn()ds
= [ Mei(s+t0[Ppas)ds

< Dn,r/ |Vk,j(s)’pds
t+4r

Por dltimo, aplicando el Lema 7.3 exisig, > 0 tal queAn pn(t) < pn(t+t’)
paratodd € Ayt € A; conlo que

Pn(Vk,j)P Z/t

K+

|Vk,j(s)’ppn(3)d32 An,rpn(tk)/ |Vk7j(S)|pdS
A tk+4r

Combinando estas estimaciones llegamos a que

DI’]I’

Pr(Te Wi j)P < ———pn(Vk) para toddk > k(j).

o 1
L —
Anrpn(tk) = Anrpn(t) jP

Teniendo en cuenta qum(u) # 0, ya que todas las funciones peso son estric-
tamente positivas, si no se cumpliei@y .. pn(tk) = 0 existirianj € Ny k> k()
tales que

1
T+ Pn(Ty Wi j) < Pn(u),

llegando asi a una contradiccion.
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Observacion 7.13Si un semigrupo es débilmente mezclante por el Teorema 6.13
existe una discretizacién mezclante. Aplicando el Teorema 7.12 tenemos que

I’|tm Lr)fpn(t) = 0 para todm € N.

Para encontrar una discretizacion mezclante a partir de una sucesion que tienda
ac y sobre la que los limites de las funciones peso se anulen es suficiente, en el
caso de que el sectdr sea distinto deC, con afiadir la hipotesis de que dicha
sucesion se aleje de la frontera del seald,

Teorema 7.14 Seal # C. Sea{T; }ica €l semigrupo de traslacion en X. Si existe
una sucesiort;j }; C A verificando
1. limtj = oo,

] —0

2. limd(tj,d) = o,

J—>oo

3. lim pn(tj) = O para todo ne N,
J—roo

entonces(Ti }tca admite una discretizaciofTs, }x que cumple el Criterio mez-
clante.

Demostracion. Consideremos una sucesidt) }; C A verificando las hipotesis
del enunciado. A partir de esta sucesion consideramos una subsucesion, que de-
notaremos poft;, }«, verificando

1. pk(tjk) S kMkéz W !
2. d(tj,,98) > 3k.

tomando paratodo< N las constantelsl,, wi > 0 crecientes eke Ny de manera
gue se verifique la condicién 7.1.2 de la definicion de funcion peso admisible para
la funcionpy.

Definimos la sucesiofsc}k comos = tj, — 2k. Podemos asegurar que esta
sucesion esta contenida&mpor la eleccion de la sucesidhy, }«. Probaremos que
la discretizacion{ T, }k cumple el Criterio mezclante.

Tomamos como subconjuntds= Z C X del enunciado de dicho criterio el
subconjunto de las funciones continuas de soporte compacto que es defiso en
Para cad& € N definimos la aplicacioig : Z — X actuando sobre una funcion
ue Zcomo

u(t —s¢) Sit € s +A4A,

u(t) ;=
Su(t) {O en otro caso.
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A continuacion verificamos las condiciones del Criterio mezclante. Teniendo
en cuenta quéry_.., d(s, dA) = 0 podemos asegurar que para tedo Z existe
ku € N de manera qué u = 0 para toddk > ky, y asi, Imy_.., T u= 0 para todo
ueZ

Por otra parte, de la definicion & se tiene que para todoc Z se cumple
Ts Su = u para toddk € N.

Por ultimo queda comprobar quienk_.. Su = 0 para todau € Z. Elijamos
ue Zyr >0 tal que sofu) C 4. Fijemosn € N, utilizando el Lema 7.3 existe
Anr > O tal que

PP = [ [u(8) Ppn(s)ds> Anepn(0) [ Iuts)lPds

Ademas para todo € Azl(tj,) se tiene quepn(t) < Mne"n¥ py(tj,). Como
S+ 4 C Agkl(tjk) para todok > r, entoncepy(t) < % para toda € tx + A, con
k > max{r,n}. A partir de estas estimaciones tenemos que paranax{r,n} se
cumple

(S0P = [ uls—s9["pn(s)ds

Sc+Ar
< [ luls—s0Ppx(s)ds
S+Ar

< | usIPds
Ay

con lo cual

1
WP < ————pp(u)?,
pn(S( ) = JPn(O)kpn( )
por tanto Imy_ ., pn(Su) = 0 para todon € N y asi imy_., Su = 0 para todo
ueZ.
O

En el Ejemplo 7.29 se puede ver como la discretizacién que se obtiene que
verifica el Criterio mezclante puede no ser la discretiza@ﬁr}j asociada a la
sucesion(tj}; que verifica las hipotesis del enunciado del Teorema 7.14.

Para el casé = C tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.15 Sea{T; }1<c el semigrupo de traslacion en X. Si exifte C y una
sucesiont; }j c C verificando

1. limtj = oo,

j—o0
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2. 1im pn(6 +tj) = lim pn(6 —t;) = O para todo ne N,
J—>00 ]—>oo

entonces la discretizaciofl, } j es mezclante.

Demostracion.Supongamos que existec C y una sucesioft; }j que verifique
las hipotesis del enunciado. A partir de esta sucesion consideramos una sucesion
de ndmeros naturalggy }x que verifique que para todo> jx se cumpla que

1
1. p(6+tj) < P

2. pk(0—tj) < WW,

tomando las constantdg,,wy > O crecientes ek € N y de manera que se ve-
rifique la condicidon 7.1.2 de la definicién de funcién peso admisible para cada
funcion pesqy.

Si consideramos los conjunmgrl(e —t;j) parar > |6| tenemos qué,grl(e -
tj) =B(6 —tj,2r) y por tantoB(—tj,r) C B(6 —tj,2r). Por la condicion 7.1.2 se
tiene quepk(s) < M€ py (8 —t;) para todcs € B(—tj,r).

Probemos que la discretizaci¢m, }; cumple el Criterio mezclante.

Tomamos como subconjun¥d= Z C X del enunciado de dicho criterio el
subconjunto de las funciones continuas de soporte compacto que es defso en
Para cadg < N definimos la aplicacios; : Z — X actuando sobre una funcion
ue Z comoSju(t) := u(t —t;) para toda € C. Verificamos las condiciones del
Criterio mezclante.

Elijamosue Zyr > 0 tal que sopu) C B(0,r). Fijemosn € N, entonces

Po(TyuP = [ Juls+t)) Ppn(s)ds
B(—tj.r)

= [ luls+t)Pe(s)ds
B(—tj.r)

1
<= u(s)|Pd
SICILE

para todoj > jk conk > max{r,n}.
Por otra parte, utilizando el Lema 7.3 exigig > O tal que

Po(WP = [ [u(S)Ppn(S)ds> Anepn(0) [ [u(s)|Pds
B(Or) B(Or)
con lo que

Pn(T;u)P < ﬁ(pn(u)p para todoj > jk conk > max{r,n}.

AnrPn
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Por tanto, imj_.. pn(T;;u) = 0 para todm € N, y asi, Imj_» T;;,u = 0 para
todou € Z.

Reemplazande-tj port; se pueden obtener estimaciones similares a las que
hemos obtenido para ver quenl . T;;u = 0 para toda € Z, pero en este caso
para probar que para todpe Z se cumple queilnj_.. pn(Sju) = 0 para todo
n € N, y asi poder concluir quénh;j_.. Sju = 0.

Finalmente, por la definicion hecha 8¢ se tiene qud; Sju = u para todo
j € Ny paratodau € Z.

O

7.3. Semigrupos de traslacion mezclantes

En esta seccidn caracterizamos los semigrupos de traslacion mezclantes en
el contexto objeto de este capitulo. Veremos que para que éste sea mezclante es
necesario y suficiente con que las funciones peso se anulen en el infinito.

Teorema 7.16 SeaA un sector del plano complejo. El semigrupo de traslacion
{Ti }tea €N X €s mezclante si, y solo si,

tI'|m pn(t) = 0 para todo ne N.

Demostracién.Supongamos que el semigruph }+ca €s mezclante, por el Teore-
ma 6.14 tenemos que para toda sucesigkx con imy_.., ty = o la discretizacion
{Ti }k €s mezclante y por el Teorema 7.12 se cunipig L, pn(tx) = O para todo
n € N, por tanto, im;_,., pn(t) = 0 para toda € N.

Para aplicar el Criterio mezclante al semigrufe}ica tomamos como sub-
conjuntoY = Z C X del enunciado de dicho criterio el conjunto de las funciones
continuas de soporte compacto que es dens¥. dbefinimos para cadac A la
aplicacions : Z — X. Para ello dada una funcién de soporte compaet@ con
sop(u) C A, para cierta > 0, definimos

Su(s) = {u(s t)siset+ 4
0 en otro caso

A continuacion verificamos las condiciones del Criterio mezclante. En primer lu-

gar probamos quérny_.., Tiu = 0 para toda € Z. Fijemosu € Z con sofju) C A,
para cierta > 0. Distingamos dos casos:

1. SiA # C se puede ver facilmenfeu = 0 para todd € A con|t| >r.
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2. SiA=C 6A=R" +iR dadon € N exister, € N de manera qupn(s) < 1
para todas € A con|s| > ry, por tanto, para € A con [t| > rp+r tenemos
que

1
p(TwP= [ Jus+0)Pen(s)ds< - [ |u(s)Pds
—t+4y nJa

Por otra parte, utilizando el Lema 7.3 exigigr > O tal que

P(P = [ 1U(S)Ppn(8)ds> Anepn(0) [, lu(s) Pds

con lo cual
1
TuP< —— P paratodd € Aconlt| > rn+r.
pn( tU) = %7rpn(0>npn(u) p € ’ ’— n+
Por tanto. im;_,. pn(Tiu) = 0 para todm € N, y asi, Im;_.., Tiu = 0 para

todou € Z.

De manera analoga probamasl .. Su = 0 para toda € Z. Filemosu €Y,
con sofju) C A, para ciertar > 0. Si consideramase A con|t| > rp+r tenemos
que

Pr(S0)° = [ Ju(s—0)Ppa(s)ds < - Iu(s)Pds.

.
combinando esta estimacion con la obtenida previamente péua® tenemos
que

1
SuUP< ————pp(u)® paratodd € Aconlt| >r,+r.
pn( ) An,rpn(o)npn( ) p ‘ ‘ n

Por tanto, im;_.. pn(Su) = 0 para todm € N, y asi, Im;_.. Su = 0 para todo
ueZ.

Finalmente, por definiciébn tenemos gii&u = u para todd € Ay para todo
ue€ Z,y por tanto, im; . TtSu = u para todau € Z.

O

Observacion 7.17 Si el semigrupo de traslacion es mezclante en un rayo, enton-
ces lo es para toda discretizacion contenida en dicho rayo. El reciproco también es
cierto por ser el semigrupo de traslacion restringido a un ray@tsemigrupo.

Observacion 7.18No es suficiente con que la condiciGm{_.. pn(t) = O para

todon € N se cumpla Unicamente en rayos. En el Ejemplo 7.27 tenemos un se-
migrupo que es mezclante en cada rayo, y sin embargo, dicho semigrupo no es
mezclante.
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7.4. Semigrupos de traslacion cadticos

El caos para los semigrupos de traslacion en esphﬁ(d&ﬂ, conl<p<o
y p una funcién peso admisible, ha sido caracterizado por deLaubenfels y Ema-
mirad.

Teorema 7.19[dEO1, Cor. 4.7] SeqT; }t>0 el semigrupo de traslacion ey (R ")
conl < p < oy p una funcion peso admisible. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. {Ti}t+>0 €S un semigrupo caotico.

2. /Omp(s)ds< o0,

3. sup{u eR : [y e*Sp(s)ds< w} > 0.
4. T, tiene un punto periddico no trivial.
5. Ty es cadtico.

Obsérvese que segun este resultado el semigrupo de traslad:ibﬁ@j con
p(s) = 1/(1+s) es hiperciclico e incluso mezclante, pero no es cadtico. Véase
[dEO1, Nota 4.9].

Enunciamos también un resultado de Matsui, Yamada y Takeo [MYTO03] en
el que los autores dan otra caracterizacién de los semigrupos de traslaciéon cao-
ticos en los espacios ponderados de funcidrﬁéis) paral =R* el = R. Para
resultados mas generales referimos a deLaubenfels y Emamirad [dEO1].

Teorema 7.20[MYTO03, Teor. 2] Sea = R* (resp. I=R) y sea{T; }+¢| el semi-
grupo de traslacion en,@(l) conl < p <oy p una funcién peso admisible. El
semigrupo de traslaciofT; }ie es cadtico si, y sélo si, para todo> 0y para
todo 6 > 0 existe P> Otal que

(o]

Zp(6+kP)<e (resp. p(9+kP)<£>.
K=1 keZ\{0}

Extendemos estos resultados para los semigrupos de traslacion que tienen
como semigrupo indice un sector del plano complejo. Comenzamos dando la
extension para los espacios mﬂoﬁn(A) con 1< p< ooy {ph}n una sucesion
creciente de funciones peso admisibles.
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Teorema 7.21 SeaA un sector del plano complejo y X proj, LBH(A). El semi-
grupo de traslacion{ T; };ca €s cadtico en X si, y solo si, existe un rayo R tal que
para todo zc A existe te R tal que para todo & N se cumple

k:—OO

zpn(z+kt)<oosiA7éC (resp. z pn(z+kt)<oosiA:C>.
K=0

Demostracion.Dadoz € A seav la funcion definida como:

1 sisez+Ay,
v(s) =
0 enotro casp

Claramentey € X por ser medible y de soporte compacto.

Por otra parte se tiene qyg, 5, p1(s)ds> 0, puesto que si no fuera asi, ten-
driamosp1 = 0 casi por todas partes er- A, contradiciendo la Definicion 7.1
de funcién peso admisible.

Como el semigrupo es caotico, existe A* y u£ 0 enX conTiu = u tales
que

z+M

pa(v-uP < Pl(S)ds)é.

Por periodicidad podemos reemplazgror mt para ciertom € N suficiente-
mente grande de manera guet| > 1. Ademas, como s@p) C z+A; y u est
periddica podemos considerar, en veaidsu restriccion al conjunto

U z+kt+A)sin#C 6 | J(z+kt+01) siA=C,
keNp keZ

haciendo que fuera del mismo valga 0.
SeaB:={scz+A;:|1-u(g)| < %}. La medida de este conjunte(B), es
positiva, puesto que si no fuera asi tendriamos que

1
o5 | Pa(9ids> py(v—u)P
2P z+01

> [ -ue)Ppue)ds
(Z+A1)\B

1
> — s)ds
op /(2+Al)\BP1( )
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gue es una contradiccion. Obsérvese que por la definicion dada del caBjseto
cumple qudu(s)| > % para todcs € B.

Para cadar € N, comop, es una funcion peso admisible, por el Lema 7.3
existeA, tal queAnpn(s) < pn(s+9) paratodese Ay S € A;.

De esta manera, Ai # C se tiene que

JJlusonisis=5 [ uson(sits

>AnS polz+ kt)/ lu(s)|Pds
K=0 Z+kt+Aq

c p
203 priz k) |l Pas

An [ee]
> ﬁN(B) kZOPn(Z—f— kt)
Comou € proj,Lp (A) tenemos qug, |u(s)|Ppn(s)ds< « para todon € Ny
por tantoy .’ o pn(z+kt) < oo para toda € N.
Las estimaciones pafa= C son similares tomando en el sumatdtie Z, en
vez dek € Ng como acabamos de hacer.
Comprobemos el reciproco, para ello probemos en primer lugar que el semi-
grupo es hiperciclico:

1. SiA#C, paracada < N existet, € Rtal quey_; pn(n+kty) < . Por tan-
to existek, > ntal quepn(n+ kntp) < r—1] La sucesior{t/ }n, definida como
t/ := n+knt, para todm € N esta contenida ehy verifica las hip6tesis del
Teorema 7.14.

2. SiA=C, existet € Rtal quey,__., pn(kt) < oo para todm € N. Por tanto,
se cumple que

I!’lm pn(kt) = I!’lm pn(—kt) =0 paratodm € N.

La sucesiort, }k, definida coma, := kt para todd € N, esta contenida en
Ay verifica las hipotesis del Teorema 7.15.

Veamos ahora que los puntos periddicos son densos. Como las funciones con-
tinuas de soporte compacto son densas, consideremos una fuoidiinua con
Sop(V) C A para cierta > 0. Fijemosne Ny € > 0.

Como la funcion pesp,, es admisible, existeM, > 1y w, € R tales que para
todos e Agrl(kt) se cumple quen(s) < Mpe¥3 p(kt) y en particular para todo
se kt—2r +Ay.
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Por hipétesis existe € Rtal quelt’| > 4ry T _; pn(kt’) < o0 paratoda € N.
Elijamosm, € N de manera que

_ Ja VS)|Pds

Z km{[ Mnewn3r nP :

Definimos la sucesiofit, }, comot, := mpt’ para todon € Ny la funciénu,
como:
V(s) sisely,
Un(S) := ¢ V(1) sis=kty—2r+7, parake Ny t €A,
0 en otro caso.
Todas las funciones, sont,-periddicas y cumplen que

=3 [ e
< M Wn3l' P o k -
< Mye (AMﬂd%gfmw<

Por tanto im,_. U, = v. Unicamente nos queda probar que las funciones
{un}n estan en prq:lel'i’n (A). Para cadan € N se tiene qu@m(Un) < pm(V—Un) +
pm(V) y esta expresion es finita ya qpg(v) es finita al tenew € X y con unas
estimaciones similares a las anteriores se tiene que

p — p
V un Z /ktn ZH—Ar | pm( )
m%/ww@zwm

g </ V(s \pds> me (kt'),

siendo el ultimo término finito por hipotesis.
O

Para el cas&X = proj,Co p,(A), con una prueba similar y tomando supremos
en vez de integrales, se obtiene el siguiente resultado

Teorema 7.22 SeaA un sector del plano complejo y X proj,Co p,(A). El semi-
grupo de traslacion T; }tca €n X es cadtico si, y solo si, existe un rayo R tal que
para todo zc A existe te R tal que para todo & N se cumple
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1. l!im pn(z+kt) =0siA#C.
2. I!im pn(z+kt) = llim pn(z—kt) =0siA=C.

La caracterizacion del caos para semigrupos de traslacion del Teorema 7.21
tiene una formulacion equivalente en términos de la integrabilidad de las funcio-
nes pes@, en bandas. Para ello, dado un r&g m € N, definimos la banda de
ejeRy amplitud 2ZncomoFrm = {z€ A : d(z,R) < m}, donded(s,R) indica la
distancia des al rayoR. Denotaremos pdR* al rayoR menos el origen.

Teorema 7.23 SeaA un sector del plano complejo y X proj, L,'?n (A, C). El se-
migrupo de traslaciof T; }tca €S cadtico en X si, y solo si, existe un rayo Rden
tal que

/ pn(s)ds< o paratodonme N.
FR,m

Demostracion.SupongamoA # C y fijemosn,m € N arbitrarios. Como el semi-
grupo{T; }tea €S cadtico, por el Teorema 7.21 existe un rRy@al que para todo
z € A existet; € R* de manera que para todae N se cumple que

Pn(z+ jtz) < o
2

Dado este ray®, existez € A tal que para todo € R existekg € N tal que
Frm N A2t C A71(z+ kot) para ciertor > 0. De hecho se cumple que para
k> ko, sik=ko+ j conj € N, tenemos qu& mNAj. 1)t (j+2)1 C A H(z4kt).
Escojamos dichay elt, € R correspondiente.

DadosR Yy t; la integral sobre la banda n de la funcion pespy, puede des-
componerse en

p(s)ds= [ pa(s)ds+ pn(s)ds
FrmNA FrRmN(A\Ay)

:/ pn(S)ds+ Z)/ pn(9)ds
FrmMAy, =0/ FRmNA 1) (j+2)1

De esta expresion, como la funcion caracteristica del ségtoesta enX,
tenemos que la primera integral es finita para todaN.

De la admisibilidad de la funcion pega se tiene que existen dos constantes
Mn > 1y Wy € R tales quepn(s) < Mpe"' pn(z+ kt,) para todos € A 1(z+ kty)
conk > k. De esta manera tenemos que

I:RA, m

/ Pn(8)ds < Mne™" pn(z+ (ko + ) )tz2) L (FRm N A1) ), (1+2)1t))-
FRmOA(j41) 1tz (j+2)Itzl
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Obseérvese que(FrRmMNA(j 1)y, (j+2)[t) < 2M|tz| para todoj € N con lo que
tenemos que

(o]

Z) / pn(s)ds< %Mnew“rpn(z+ (ko+ j)tz)2mlt|
=0 FRmNA )t (421t =

< 2mitz|Me’ Z)pn(z-l— jtz)
j:

que es finito por hipoétesis.

Para el cas@ = C el rayo en cuestion es una recta que pasa por el origen.
Habria que repetir las estimaciones anteriores para las dos semirrectas en que el
origen divide al rayo. Para este caso se usa el sumatopg(de- jt;) conj € Z
en vez dg € Np.

Comprobemos el reciproco viendo que se cumple la condicion suficiente del
Teorema 7.21. Tomemos el rafdel enunciado sobre cuyas bandas asociadas
son integrables las funciones peso y elijarmasA arbitrario. Sean € N tal que
la bandaFr m contiene &+ A;z. Elijamost € Rcon|t| > 1y definamos la funcion
vV COMO:

v(s) = 1 sis=z+kt+s conkeNgys €Ay,
(8):= 0 en otro caso.

Tenemos que € X ya que [, pn(S)ds< « para todon € N. Por el Lema 7.3
existeA, > 0 tal queAnpn(z+kt) < pn(s) cons e z+kt+ Ay, por tanto

/ pn(s)ds> pn(v)P
FRm

= s)ds
k;/ZH(tJrAl pn( )
> 24kt / ds
N kZOAnPn( ) Z+kt+0q
> Anpt(D1) H pn(z+kt)
K=0

y por tantoy o pn(z+Kt) < co.

Corolario 7.24 Sea X= proj, Lf,’n(A) y R un rayo de\ que no esta contenido en
la frontera deA. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. Existe te R tal que %pn(kt) <oosiA#C

(resp Z pn(kt) <o siA= C) para todo ne N.
kez

2. Pn(S)ds< o para todo ne N.
FrR1

3. Existete R* yue X, u# Otales que fu = u.

Ademas las condiciones 1.-3. implican que el semigrupo de traslddi¢na es
cagdtico en X.

Demostracién.l. = 2. La prueba de esta implicacion esta contenida en la prueba
del teorema anterior de la necesidad de la condicion del enunciado, ya que si el
rayoR no esté en la frontera dese puede tomar= 0.

2. = 3. Consideremos < 1yt € Rcon|t| > 1. La funcionv definida como:

1 is=k k A
v(s)::{ sis=kt+s conke Nys €A,

0 enotro caso.

est-periodica y esta eK por 2.

3. = 1. Supongamos que existez R* y u € X, u # 0 tales qudyu = u. Dado
t/, existeko € N tal quep(sop(u) N4y, ) > 0. Sed ;= kot' y consideremos como
U la restriccion de la funciom al conjuntoUy_,(kt+ Ay ), que es tambien una
funcion no nula yt-periddica.

Para cadan € N consideremos el conjun®y, := {s€ Ay : [l(s)| > 1/m}.
Tal y como hemos elegidp existemy € N tal que el conjunt®y,, tiene medida
positiva.

Por el Lema 7.3 exist@,; > 0 tal queAntpn(kt) < pn(s) conse kt+A|t|.

Pn(u)P > pn(0)P

[ee]

-y / 1, 1USPPr(S

> %Ampn(kt)/k RCCILE

t+Bm,
Antll

Z)pn (kt)

y por tantoy ;' o pn(kt) < o
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Finalmente, veamos que la condicién 1. implica que el semigrupo es cadtico.
En virtud del Teorema 7.21, probemos que existe un Rigbque para todac A
existet € Rtal que para toda € N se cumple que

z Pn(z+kt) < oo siA#C.
K=0

La prueba para el casdb = C es similar trabajando con el sumatorio de la
misma expresion pero con el indike Z.

Por la condicién 1. sabemos que existe un rRytde A que no pertenece a
la frontera deA y tal que Sy’ o pn(kt) < o para ciertat € Ry para todon € N.
Dadoz, existeky € Rtal quez € A-1(kot) para ciertor > 0, puesto que el rayo
no esta contenido en la frontera ePor tanto, fijada € N, de la admisibili-
dad de la funcion pesp, sabemos que existen constartgs> 1 y w, € R de
manera quen(z) < Mpe""pn(kot). De hecho, tenemos ademas gyéz+ jt) <
Mn€"" pn((ko + j)t) para todoj € N.

De esta manera tenemos que

Z)Pn(ﬁ' jt) < %Mnewnrpn((ko‘i‘ ) < Mne™™ % pn(kt) < .
= = k=0

O

En este ultimo corolario, la condicion de que el rdyao esté en la frontera
deA es necesaria como muestra el Ejemplo 7.30.

Corolario 7.25 Sea X= proj,Co,(A) y R un rayo deA que no pertenece a la
frontera deA. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ZILrgopn(z) = O para todo ne N.
zeR

2. Existete R*yue X, u# Otales que {u = u.
Ademas las condiciones 1.-2. implican que el semigfiphca €s cadtico en X.

Demostracion.1l. = 2. Consideremos la funcidmdefinida como:

1 sise
0 enotro caso.

Esta funcion es-periddica para cualquidre R. Veamos queai € X: Para todo
s€ Fry existez € Rcon |z > |g| tal ques € A7*(2). Filemosn € N, como la
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funcion pesgp es admisible existeM, > 1y wy € R tales que para todoe Fr
existez € Rtal quepn(s) < Mye*p(z). Por hipotesis se tiene qdeizzzao pn(z)=0

conlo queimsszzo lu(s)|pn(s) = 0y por tanto sup.a |u(s)|pn(S) < .

2. = 1. Fijadon € N y reemplazando las integrales por supremos en la prueba
de la implicacion 3=- 1. del corolario anterior, obtenemos que existeR tal
que Imy_. pn(kt) = 0 para todon € N. Para todoz € R existek € N tal que

A4S Aml(kt). De la admisibilidad de la funcion peso se obtiene que exidien 1
y W, € R tales que para todpe R existek € N tal quepn(z) < Mpeltlp,(kt),

con lo queimzzz;{o pn(z) =0.

La prueba de que la condicion 1. implica que el semigrupo de traslacion
{Ti }+ca €S cadtico es similar a la prueba que se hace en el corolario anterior.
O

7.5. Contraejemplos

En esta seccion vemos algunos ejemplos de semigrupos de traslacion que nos
servirdn para completar los resultados del capitulo anterior y de éste.

Ejemplo 7.26 SeaA =R* +iR ™. Consideremos el espadi§(A) con 1< p< «
definido a partir de la funcion peso

2
1 .

p(xtiy) e (%) siy>vx+1-1

L siy<yx+1-1

(y+1)?

En primer lugar comprobamos que la funcas una funcién peso admisible.
Esta funcién es continua, por tanto medible, y positiva en todos los punids de

SeaM = sup{(lz,#2 o> O}. Veamos que

p(t) <Me'lp(t +t') para todd,t’ € A.

Consideramos$ = x+ iy,t’ = a+ bi € A. Distinguiremos varios casos segun
donde se hallehy t’. Para ello, definimos comay B las regiones d& donde
cambia la definicion de la funcion peso.

A= {x+iyeA Ly > M—l}
B:= {x+iy€A Ly < M—l}
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Figura 7.1: Funcion peso del Ejemplo 7.26.

Bagién &

Bagién E

Figura 7.2: Regiones del sector.

1. Sit,t+t’' € A, entonces

'

< Me? < Melt'l

a)?

)ng

Xx+a+1
X+1

) (

( y+1
y+b+1

2. Sit,t+t’ € B, entonces

p(t)
p(t+t)

2 < Melt'l,

)2§(1+b)

y+b+1
y+1

(

p(t)
p(t+t)
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3. Sit e At +t’ € Bentonces

P _ (y+12(y+b+1)? _ (y+b+1)*

pt+t) (x+1)2 T (x+1)2
2

s(%) < (14a)? < Meltl,

yaquey+b+1<+x+a+1.
4. Sit € B,t +t' € Aentonces

p(t) (X+a+l)2 (y_|_b_|_j_>4 ) v
= < <(1+b?<M
p(40) ~ (- 12y +b+ 12 = (yr 12y +br1z = 1D =Me
yaqueyx+a+1<y+b+1.

Estudiemos ahora la hiperciclicidad de este semigrupo. La gurvsax+ 1—
1 conx > 0 esta contenida efA. Si consideramos la sucesidh };j, contj =
Xj +iy/X; +1—1, definida a partir de una sucesifi) } ; enR™ con imj_.X; =
o, se tieneimj_op(tj) = Iimj_,oc,xl_—}Fl =0, y por el Teorema 7.14 existe una
discretizacion mezclante del semigrupo. Aplicando el Teorema 6.13 obtenemos
que{T; }tca €S un semigrupo débilmente mezclante.

Sin embargo, este semigrupo no es mezclante, puesto que si consideramos la
funcidn peso sobre cada rayo que sale del origen tenemos:

1. sobre el semieje real positipgx+i0) = 1 para todo > 0,
2. sobre el semieje imaginario positivo

lim p(0+iy) = lim(y+1)* = oo,

y—>oo

3. dadom > 0 sobre el rayy = mxconx > 0 existexy, > 0 tal que siX > Xn,
entoncex+imxe A, y por tanto

, ) , mx+ 1 2
| — | — P
fimp (e = Jim (T

En cualquier caso el limite es no nulo y aplicando el Teorema 7.10, puesto que
nuestro semigrupo restringido a cada rayo equivale a un semigrupo de traslaciéon
en el mismo espacio que tiene como conjunto de indiceminguna discretiza-
cion del semigrupo contenida en un rayo es hiperciclica, y por tanto, el semigrupo
no es mezclante. De hecho, ninguna discretizacion autonoma del semigrupo es
mezclante.
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Ejemplo 7.27 SeaA =R* +iR*. Consideremos el espadif§(A) con 1< p < o
definido a partir de la funcion peso

_ VAL iy > /XF1-1
pix+iy) =4S Vi1~
Y siy<yx+1-1

VXx+1

Figura 7.3: Funcién peso del Ejemplo 7.27.

En primer lugar comprobamos que la funcmas una funcién peso admisible.
Esta funcién es continua, por tanto medible, y positiva en todos los punts de
SeaM > 1, veamos que

p(t) <Mevlp(t +t') para todd,t’ € A.

Consideramos$ = x -+ iy,t’ = a+ bi € A. Distinguiremos varios casos segun
donde se halleny t’. Para ello, definimos comay B las regiones d& donde
cambia la definicion de la funcion peso de manera idéntica a como lo hemos hecho
en el ejemplo anterior.

1. Sit,t+t’ € A entonces

p(t) (M) ( y+b+1

_ < (1+b) < Me? < met'l,
y+1 \/x+a+1) s(+b) < =
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2. Sit,t+t’ € B, entonces

pt) ( y+1 ) (m)

p(t+t/) VX+1 y+b+1
Xj;jflrl <Vita<Me <Mell.

3. Sit € At +t’ € Bentonces

pt) (\/X+1) <\/x+a+1)

p(t+t/) y+1 y+b+1
\/x+a+1<\/x+a+1
— y+b+1 T /x+1+b

X+ [t +1
X+ +1 <1+t < mell.

X+1

yaquey+1> x4+ 1.
4. Sit € B,t +t' € Aentonces

p(lz (+t)t’) N (&::11) <x>lx++b;+ll>

y+1 \/x+a+1—b

- \/x+ vX+1
t[+1
X+x|+|1+ < VIF U] <Metl.

yaquey+b+1<+/x+a+1.

Estudiemos ahora la hiperciclicidad de este semigrupo. El limite de la funcién
peso es 0 sobre cada rayo que sale del origen, veamoslo:

1. sobre el semieje real positivo

1
lim p(x+10) = lim =0,
x—>oop( ) X—00 o /X—|—1

2. sobre el semieje imaginario positivo

1
[imp(0+iy) = lim — =0,
yHoop( ) y—oy+1
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3. dadom > 0 sobre el rayyy = mxconx > 0 existexy, > 0 tal que SiX > Xm,
entoncex+imx e A, y por tanto

lim p (X+imx) = lim

X—00 X—00

()

mx+1

Si consideramos la restriccion del semigrupo a cada rayo, volvemos a tener
un semigrupo que equivale a un semigrupo de traslacion en el mismo espacio que
tiene como conjunto de indicé&"™. Como el limite de la funcién peso en cada
rayo es nulo, por el Teorema 7.16 la restriccion del semigrupo a cada rayo es
mezclante. De hecho, todas las discretizaciones autonomas son mezclantes.

Sin embargo, como la curya= v/x+1—1 conx > 0 esta contenida efv y
en ella tenemos que(x+i(v/X+1—1)) =1, si consideramos una sucesidi} k
sobre dicha curva coinhy_, tx = o, por el Teorema 7.12 la discretizacif, }
no puede ser mezclante y por el Teorema 6.14 el semigf{lide-n tampoco
puede serlo.

Ejemplo 7.28 SeaA = R* +iR. Consideremos el espad'uﬁ(A) conl<p<o
definido a partir de la funcién peso

eX(eY+1) siy>0,
siy<O0

p(X+iy) == ——

Figura 7.4: Funcién peso del Ejemplo 7.28.

En primer lugar comprobamos que la func@es una funcién peso admisible.
Esta funcién es continua, por tanto medible, y positiva en todos los punis de
SeaM > 2, veamos que
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p(t) < Me?tIp(t +t) para todd,t’ € A.

Consideramos$ = x+ iy,t’ = a+ bi € A. Distinguiremos varios casos segun
donde se halleny t’. Para ello, definimos com@éy B los cuadrantes primero y
cuarto del plano complejo, que es donde cambia la definicién de la funcidn peso.

1. Sit,t+t’ € A, entonces

pt)  eX(eV+1)
pt+t) exaey byl

< 26 < Ml

ya quey,y+b > 0.

2. Sit € Ait+t’ € B, entonces

p) _eXev+y _ 1

a t
S(t10) = 2 aryid < ganym =& =M,
yaquey>0,y+b<0.
3. Sit e B,t +t’ € A, entonces
p(t) 2e ~ < Mt

pt+t)  exaleybi1)
ya quey < 0,y+b> 0.
4. Sit € B,t +t’ € B, entonces

pt) 27
p(t—l—t’) o Je—X—a+ty+b

< @b < el

Se cumple qud;, = T_is Y que T_js tiene valores propios para todce R.
Haremos las estimaciones para el cpsoe 1.

EIijamosé < A < 1, a partir de él vamos a construir un vector propig,
asociado al valor propid para el operadoi_j. Sea la familia de intervalos
Qi :=[0,1] xi[2k, 2k+ 1] conk € Z.

Definimos

v (2) = Ak size Qy,
A7)0 enotro caso.
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Seapy = ngi(p(z). Se puede comprobar qug < e % +1 sik e Z§ 'y que

< 2e-%+1sike Z§. A partir de estas estimaciones vamos a vengue L (1).

Vall < 5 AMEe 241+ 5 2702
k=D K=1

5 B8 i)

kZO kZO e e \ A€
puesto que son tres series geométricas de razén menor que 1 en modulo. De
esta manerdy; = T_ tiene un valor propio, y por tanto, existe un polinomio
a(2) = Yo o2 tal que el operaday(T) = S ke o TK no tiene rango denso. Sin
embargo, este semigrupo es hiperciclico por el Teorema 7.14 por lo que la Propo-

sicion 5.19 no se puede extender a semigrupos definidos sobre un sector del plano
complejo.

Ejemplo 7.29 En primer lugar consideraremos una funcién pesdR*™ — R

y veremos que es una funcion peso admisible, por tanto su extension radial a un

sectorA distinto deC y deR* + iR definida com@ (z) = p(|z) para todaz € A
sera una funcion peso admisiblefn

La funciénp : R — R* viene definida como

(X+iy) = 1 sio<t <1,
PUTYI =1 etWars it —k24sconse (K2, (k+1)2]

35

|
30

Figura 7.5: Funcion peso éh' del Ejemplo 7.29.
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En primer lugar comprobamos que la funcas una funcién peso admisible.
Esta funcion es continua a trozos, por tanto es medible, y positiva en todos los
puntos deR*. SeaM > €, veamos que

p(t) < Mé p(t+t') paratodd,t’ € R*.

1. Sio<t,t+t' <1, entonces

p(t) —1< Me
p(t+t)

2. Sio<t<1yt+t e (k? (k+1)? para ciertk € N, tenemos que+t’ =
k%4 scons e (0,2k1] con lo que

pt)y 1 1/2

En este cast/ > k? — 1y parak > 3 tenemos quekt/2 < &' por tanto
tomandoM := e aseguramos qu&t1/2 < Me' para toddk € N.

3. Sit=Kk2+syt+t' = (k+ p)?>+9 conp € Ny entonces tenemos

p(t) gkt1/2-s
p(t +t’) - ek+p+1/2-¢

—e& Ps<d < Mmd’

ya quet’ = p?+ 2pk+¢< —s.

Ahora bien esta funcién peso cumple gu&?®) = e *1/2y por tanto el limite
respecto dé tiende a 0. Si elegimos una discretizacidg}, enA con [t = k?,
esta discretizacién no puede ser mezclante, puesto que si redefinimos la funciéon
peso com@ (k?) = €+1/2, cambiando el comportamiento en los extremos de cada
tramo de definicion, ni el espacio ni las funciones del mismo varian y sin embargo
la discretizacionily, no puede ser mezclante puestol .., p(tx) = % y no seria
cero, contradiciendo el Teorema 7.12. Obsérvese que la sudggigonumple las
hipotesis del Teorema 7.14 pero la discretizadi@ip}x no es mezclante.

Ejemplo 7.30 SeaA = R* +iR". Consideremos el espadi§(A) con 1< p <«
definido a partir de la funcion peso

(X+iy) = 1 siy>2,
PUTI =1 ev-2) siy< 2



7.5 Contraejemplos 115

Figura 7.6: Funcion peso del Ejemplo 7.30.

En primer lugar comprobamos que la funcmas una funcién peso admisible.
Esta funcién es continua, por tanto medible, y positiva en todos los punts de
SeaM > e, veamos que

p(t) < Melp(t +t') para todd,t’ € A.

Consideramos = x -+ iy,t’ = a+ bi € A. Distinguiremos varios casos segun
donde se hallehy t’. Para ello, definimos comAy B las regiones d& donde
cambia la definicion de la funcion pesh:= R* +i[2,40) y B:=R" +i[0,2).
Obsérvese que el casag At +t’ € B no se puede dar.

1. Sit,t+t’' € A entonces

plt) 1< M.

p(t+t/)
2. Sit,t +t’ € B, entonces
p (t) ex(y-2) g xb
p(t+t)  eb+a)ly+h-2) — galy+b-2)
1 1 . "
< 5 SgmS Me?2 < Me2ltl,

yaque 0< by < 2.

3. Sit € B,t +t’ € Aentonces comg < 2

PO _ g2 < 1 < et
pt+t’) -
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La funciénu definida emA como

. 0 siy>1,
u(x+iy) := o
( ) {1 siy<1
estaerLh(A) y Tiu= uparatodd € R*. Por tanto el semigrupfT; }rea tiene un
punto perioddico y sin embargo no es cadtico. Si elegimex+ iy cony > 2 no
existe ningurt € A tal quey,’ ,p(z+kt) < oo, por tanto por el Teorema 7.21 el
semigrupo{T; }tea NO es caotico.

Ejemplo 7.31 SeaA = R* +iR*. Consideremos el espadi§(A) con 1< p< w0
definido a partir de la funcion peso

o1 siy > /X,
pix+ly)i= {eYﬁ siy < /X

Eez

Eje X

Figura 7.7: Funcién peso del Ejemplo 7.31.

En primer lugar comprobamos que la funcpas una funcién peso admisible.
Esta funcién es continua, por tanto medible, y positiva en todos los punids de
SeaM > e, veamos que

p(t) < Mélp(t +t') para todd,t’ € A.

Consideramos = x+ iy,t" = a+ bi € A. Distinguiremos varios casos segun
donde se halleny t’. Para ello definimos comAy B las regiones dé& donde
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cambia la definicién de la funcién peso.

A= {x+iyeA:y>/x}
Bi={x+iyeA:y<vX}

1. Sit,t+t’ € A entonces

Pt 4 <M,
+t

2. Sit € At +t' € Bentonces

p _ 1 mevayb
p(t+t)  @ytb—vxta —

< @/ab < gVIfab

ya quey > v/X.
3. Sit € B,t +t’ € Aentonces

PO _ o-vEc1<mell,
p(t+t)

4. Sit,t+t’ € B, entonces

pt)y vy eP
p(t+1)  e+b-vxra  g/x—vxta
< e*b‘l‘\/a < e*b+ 1+a

Si consideramos el ray@ = R* tenemos que esta funcién peso es integrable
en las bandaBrmn para todo, € N por tanto por el Teorema 7.23 el semigrupo
{Ti }tea €s caotico. Sin embargo, obsérvese que todos los puntos periddicos son
degenerados, es decirfsu = u parat # 0, entonces € JA.






Capitulo 8

Existencia de semigrupos transitivos

La existencia de un operador hiperciclico implica que el espacio es de dimen-
sion infinita, e.g. [Kit82, Teor. 1.2] o [GE99, Prop. 11]. Ansari [Ans97, Cor. 1] y
Bernal [BG99] probaron, de manera independiente, que en todo espacio de Ba-
nach separable de dimension infinita existe un operador hiperciclico, y por otra
parte, Bonet y Peris extendieron este resultado a espacios de Fréchet [BP98, Teor.
1]. Las pruebas de ambos resultados descansan en un resultado anterior de Salas
[Sal95] sobre la hiperciclicidad de ciertos operadoreélen

Sin embargo, no sucede lo mismo para los operadores caéticos. Bonet, Marti-
nez-Giménez y Peris probaron en [BMGPO01] que existen espacios de Banach en
los que no existe ningun operador cadtico. Para ello muestran como ejemplo el
dual de un espacio de Banach complejo hereditariamente indescomponible, refle-
Xivo y separableSe dice que un espacio de Banach es hereditariamente indes-
componible si para toda pareja X de subespacios de X cerrados y de dimensién
infinita tales que Y7 Z = {0}, se tiene que ¥-Z no es cerradoEl primer ejem-
plo de estos espacios fue dado por Gowers y Maurey [GM93]. Ferenczi probé en
[Fer99] que el dual de este espacio concreto también era hereditariamente indes-
componible.

Basandose en los trabajos anteriores, Bermudez, Bonilla y Martindn probaron
en [BBMO3, Teor. 2.4] que en todo espacio de Banach complejo, separable y de
dimensién infinita existe un semigrupo uniformemente continuo hiperciclico, y
que en todo espacio de Banach hereditariamente indescomponible cuyo dual tam-
bién lo sea no existe ningWy-semigrupo caotico. Para mas informacion sobre
Co-semigrupos en espacios hereditariamente indescomponibles referimos al lector
a [RR96].

En la primera seccién de este capitulo vemos que en todo espacio de Freé-
chet distinto dew existe un semigrupo analitico mezclante. En la segunda seccion
introduciremos las nociones necesarias sobre médulos de torsion para probar pos-
teriormente que no existe ningun semigrupo hiperciclico de la fgefd;~o en

119
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o conA€ L().

Es conocido que e no existen operadores hiperciclicos, véase [BP98] o
[GE99]. Sin embargo, Bonet, Frerick, Peris y Wengenroth han probado recien-
temente en [BFPW] que si existen operadores transitivos. En la seccion tercera
probaremos que también existen semigrupos transitivos en este espacio.

Antes de comenzar con el desarrollo de este capitulo enunciamos el siguiente
lema que sera de gran utilidad a lo largo del mismo. Este resultado es en parte una
generalizacion de [MGP02, Lema 2.1].

Lema 8.1 Sean g, E; F-espacios y sea : E; — E, una aplicacion continua con
rango denso:

1. Sea e L(E;) un operador para i= 1,2 tal que ® = ®T;. Si T; es mez-
clante (hiperciclico), entonces €s también mezclante (hiperciclico).

2. Sea{Ti}ten Y {S }ten Co-semigrupos de operadores en ¥EE, respectiva-
mente, co\ un sector del plano complejo, tales qu&S= ®T; para todo
t € A. Si{Ti }ica €S mezclante (hiperciclico), entonceS }ica €s también
mezclante (hiperciclico).

8.1. Existencia de semigrupos analiticos mezclantes

ParaE un e.l.c. Dembart [Dem74] caracteriz6 I8g-semigrupos localmente
equicontinuog T; }t+>0 enL(E) que se pueden extender de manera analitica a un
cierto sectok, con 0< a < Z.

Teorema 8.2 [Dem74, Sec. 5 Teor. 1] Sea E un e.l.c. sucesionalmente completo
sobreC y sea{T; }t>0 un Go-semigrupo localmente equicontinuo con generador
infinitesimal A. SD < a < 7, entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes

1. {Ti}t>0 tiene una extension fuertemente analiti@a}ics, y la familia de
operadoreqT; : t € X9 N4} es equicontinua para tod® € (0, ) y r > 0.

2. Paratodot> 0, T;(E) C D(A), y para cierto r> 0y para todo6 € (0, «),
la familia de operadore$[e(sin6)t%Tt]“ :n>1te(0,r/n]} es equicon-
tinua en E.

Observacion 8.3[Dem74, pag. 155] Nuestra formulacion de 8.2.1 requiere uni-
camente que exista una extension fuertemente analitica del opéradd®r en
L(E) cuya restriccion &* coincida con{T; };>o. Dembart observé que la apli-
caciont — T; es un homomorfismo del semigrupo aditg enL(E) y que esta
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aplicacion es analitica al dotat&E ) de la topologia de la convergencia uniforme
sobre los acotados de También probo que la implicacion 2 1. sigue siendo
cierta sio = 7.

En el contexto de F-espacios, y por tanto de espacios de Fréchet, toGgs los
semigrupos son localmente equicontinuos, i.e. la familia de operafiargsa,
es equicontinua para todo> O.

Para la prueba del resultado principal de esta seccion necesitaremos los si-
guientes lemas debidos por una parte a Bonet y Peris [BP98] y por otra a Desch,
Schappacher y Webb [DSW97, Teor. 5.2].

Lema 8.4 [BP98, Lema 2] Sea X un espacio de Fréchet separable de dimension
infinita y distinto dew. Entonces existen sucesiodeg}n C X y{fa}n C X’ tales
que

1. r!im Xn =0, yspaf{x,:ne N} =X.

2. {fn}n es equicontinua en’X
3. fm(xn) =0sin#my({(Xn, fn))n C (0,1)

SeaB el operador de desplazamiento hacia atras definido en el espacio de
sucesioneg’(w) asociado a una sucesioén de nimeros positives (Wy)n. Si
existeM > 0 tal que supy™ < M es facil ver queB € L(£1(w)).

Lema 8.5 [DSW97, Teor. 5.2] Sea w (Wp),, una sucesion de niumeros positivos.
Si existe M> O tal quesup, i < M entonces el semigrup@®ly~o es hiperci-

T <
clico enfy(w).

De hecho, analizando con detalle su prueba se observa que este resultado se
puede extender para todo semigrupo de la fof@8};ca con A un sector del
plano complejo, y que en realidad se obtiene que el semigrupo es mezclante, no
sélo hiperciclico.

Seguidamente enunciamos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 8.6 Todo espacio de Fréchet X separable, de dimension infinita y dis-
tinto dew admite un @-semigrupo analitico mezclante.

Demostracion.Sea{xn}n C X'y {fn}n C X’ como en el Lema 8.4.
Consideremos el operadsk L(X) definido como
o1

SX:= n_l% 1 (X)Xn. (8.1)
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que aparece en [Her92b]. A partir de €l considerem@-semigrupo{€S}>oy
aplicamos el Teorema 8.2 para extender este semigrupo a un semigrupo analitico
{e5}tes, para0< 6 < Z.

Por [Dem74, pag. 133] tenemos dlje= ST ya queSes el generador infinite-
simal del semigrupée'S}i~o. De este modtT, =tSéS=y% , % y utilizando
la definicion deStenemos que

> 1
g= Z 2kn+k2*k frk (X)Xn
n=1 2

. , , k
Prosigamos con mas calculos, coglx = Sp_, @x, entonces

k Y 1
t +k . .
e = z § Z kl j% n+k)J+(n+k) —(n+k) fn+k+] (X)XJ

Consideremog € sq X)

© (npk & 1 |
& 2 oy B | ek 001POG) < )

Ahora bien, como la sucesidx,}n converge a 0, entonces exidie> 0 tal
que p(X,) < M para todon € N. Por otra parte, como la sucesidf, } es equi-
continua existel € sq X) tal que|fn(X)| < q(x) para todox € X.

p(Se"S) <

k=0

*) < - O o(x
( )_k: K JZOZ(ﬂ+k)J+(WF")2("+")q( )P(X))
=2 % X
=~ kZOk! ng(n_i_kn_‘_(n_;_k)mmq( )
2 2M
<Y a9
o K
< 2eMq(x)

Consideremos > 0 tal quer < e™1, entonces

p(esin(6)tSdS)"x) = |etsin(8)|"p(S'e™X) < 2eMq(X).

Por tanto, la familia de operadorgg(sin6)tT/]" |[n>1,t € (0,r /n|} es equi-
continua erX.
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Probemos ahora que el semigruf@®}cs, con O<009 < % es mezclante. En

primer lugar, definamo® : /1 — X, como®((a;j);) := Z a;jX;. Este operador es
j=1
continuo y tiene rango denso. Por otra parte, defina®ws (/1) como

Sy (2, 1Y)

De la definicion deb se deduce qusd = dSen /! y por tantoeSd = deS
paratodd € %y, con lo que si probamos que el semigrt{p&?}teze es mezclante,
entonces el semigrup@s}ics, s mezclante por el Lema 8.1.2.

Definamosw; := 1, yw; := 2270~V paraj > 1 y d,, : ¢1(w) — ¢* como
Py(ag, ap,---) = (Wi, Wooxp, - - - ). Esta aplicacion es lineal, continua y sobre-
yectiva. De la definicion d&,, se deduce quéd,, = d,B en (2, y por tanto,
&SP, = d,,dB para todd € 2.

De acuerdo con el Lema 8.5 tenemos et} <5, es un semigrupo mezclante

en/*(B), ya que su%ﬁ—n < M para una cierta constanté > 0. Por tanto, por el
n Pn+l

Lema 8.1.2 tenemos QL{etS}teze es un semigrupo mezclante.
O

8.2. Semigrupos transitivos erw

SeaE un e.l.c., denotamos pdE,E’) un par dual. Se&|[z el anillo de po-
linomios con coeficientes complejos. Un polinongiee C[Z] de la formap(z) =
le(:o ajz actta sobre un elementd € L(E’) de la siguiente forma

k
p(A)y = Z)aj (A)ly para todoy € E/
J:

Se puede probar qu&’,A’) es un médulo sobr&[Z].

Seay € E/, si existe un polinomig € C[zZ], p# 0 conp(A')y = 0 decimos que
y tiene orden finito. Si todg € E"\ {0} tiene orden finito, decimos qu&’, A)
es unmodulo de torsiénSi no existe ningly € E’\ {0} de orden finito entonces
(E’,A') es unmédulo libre de torsionSe puede comprobar facilmente &, A')
es un moédulo de libre de torsién si, y sélo si, ningia E’ es un vector propio
paraA.

Herzog y Lemmert analizaron en [HL93] la relacién existente entre que un
operador sea hiperciclico @r{E) y el hecho de quéE’,A’) sea un maédulo li-
bre de torsién. Kitai en [Kit82, Teor. 2.3y Cor. 2.4] observé quAsiL(E) es
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hiperciclico entonceE’, A’) es un moédulo libre de torsion. Combinando estos re-
sultados con la observacion anterior de Herzog y Lemmert obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 8.7 [HL93, Teor. 1] Sea Ac L(E) un operador hiperciclico, entonces
(E’,A’) es un modulo libre de torsion.

De este resultado se deduce como consecuencia directa (tleAs) no es
un modulo libre de torsion, entonces’, p(A’)) no es un médulo libre de torsion
para ningurp € C|[z], y por tanto,p(A) no es un operador hiperciclico para ningdn
p € C[Z], de hechdA no es hiperciclico. Para el caéo, ¢), Herzog y Lemmert
probaron la implicacion inversa del Teorema 8.7.

Teorema 8.8 [HL93, Teor. 2] Sea A L(®) y (¢,A’) un médulo libre de torsion,
entonces A es hiperciclico.

Como consecuencia dedujeron gp@d) € L(w) es hiperciclico para todo
0 +# p € C[Z. Esto no es cierto en general para espacios de Fr&cfte® como
muestra el siguiente ejemplo de Salas [Sal91].

Ejemplo 8.9 Existen dos operadores hiperciclicRsy T, definidos cada uno en

un espacio de Hilbert, tales que la suma directa de amibes T & T> no lo

es. ConsideremoX como la suma directa de ambos espacios. Evidentemente,
si T1 y T, son hiperciclicos sus adjuntos no tienen valores propios, y por tanto,
T' =T, & T, tampoco con lo quéX’, T’) es un médulo libre de torsion.

Observacion 8.10En [Sal95, Cor. 2.3] Salas di6 un ejemplo de un operador de
desplazamiento hacia atras generalizadajefinido en un espacio de Hilbext

de manera qué y T’ eran hiperciclicos. Los operadoféy T’ no tienen valores
propios, puesto que comb es hiperciclico entonceE’ no puede tener valores
propios, pero comd’ también es hiperciclico X es un espacio de Hilbert, en-
tonces su adjunto €6y no tiene tampoco valores propios. Finalmente, si consi-
deramosS:= T’, entonces es hiperciclico YE’, S) es libre de torsion.

Teorema 8.11 Si {€”}¢>0 es un semigrupo que esta bien definidaweoon Ac
L(w), entonceq €”};>0 no es hiperciclico.

Demostracion.

Si A€ L(w) satisface que” esta bien definido para todo> 0, entonces
(¢,A’) es un moédulo de torsién [HL93, Teor. 2 Nota 3]. Por tanto, para todo
y € ¢\ {0} existep € C[Z, p # 0 tal quep(A')y = 0, lo que implica qué\’ tiene
valores propios emp.
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Por otra parte, sie”};>o es hiperciclico emo, por el Lema 5.1¢ no tiene
valores propios para ningin> 0. Por tantotA’ no tiene valores propios para
ninglnt > 0, ni tampoca¥, llegando asi a una contradiccion.

O

8.3. Semigrupos transitivos erp

Seag el espacio de las sucesiones eventualmente nulas, dotado de su topologia
natural, i.e. la topologia fuerte con respecto al espagigue coincide en este
caso con la topologia localmente convexa mas fina. En [BFPW, Teor. 2.2] Bonet,
Frerick, Peris y Wengenroth prueban quegeaxisten operadores transitivos que
son perturbaciones de la identidad por operadores de desplazamiento hacia atras
ponderados. Para ello utilizan el resultado de Salas [Sal95, Teor. 3.3] que dice que
siT € L(¢1) es un operador de desplazamiento hacia atrds ponderado con pesos
positivos acotados, entonces T es hiperciclico.

Recordemos que dada una sucesita {wn}n de pesos positivos denotamos
por By, el operador de desplazamiento hacia atras ponderado que actua sobre una
sucesionx, Xz, ...) COMo

BW(X]_,Xz, .. ) = <W2X2,W3X3, .. )

El primero en estudiar la hiperciclicidad del operador de desplazamiento hacia
atras fue Rolewicz [Rol69]. En [Sal95] extendi6 estos resultados para operadores
de desplazamiento hacia atras ponderados. Estos resultados han sido completados,
junto con el correspondiente estudio del caos, por Grosse-Erdmann en [GEQO] pa-
ra ciertos F-espacios de sucesiones y por Martinez-Giménez y Peris en [MGP02]
para espacios escalonados de Koéthe.

Como ya hemos comentado al principio, Bonet y Peris [BP98, Obs. 7] y
Grosse-Erdmann [GE99] probaron de manera independiente que no existen ope-
radores hiperciclicos ep, por tanto, no pueden existir semigrudds}i>o hiper-
ciclicos eng, dado que si existieran podriamos aplicar el Teorema 6.23 llegando
asi a una contradiccion.

En esta seccion probamos que existen semigrupos transitivpsigiizando
la metodologia de [BFPW] que emplean dichos autores para probar que existen
operadores transitivos em Para ello se represengacomo un limite proyectivo
no numerable de espacios ponderatfodlosotros tomaremos espacien vez
de espaciog!. Los semigrupos que hallaremos seran de la fafadondeB,,
sera un operador de desplazamiento hacia atras ponderado mediante una sucesion
de pesos positivos = (Wp ).
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Un espectro proyective?” esta formado por espacios vectoriales topolégicos
Xa, CON o perteneciente a un conjunto dirigido de inditey por aplicaciones
espectrales lineales y continqa%: Xg — X parac < f8 conp[‘;‘ opf = py para
o< <yyconpg = idx,.

El limite proyectivo es prof” = {(Xa)aci € [Nael Xa : pgxﬁ =Xqa} Y P%
denota la restriccion a prdj” de la proyeccion sobre la componente Se dice
que 2" esfuertemente reducidsi para cadax existeff > « tal quepgxﬁ esta
contenido en la clausura del conjunto imagen déplfy) enXy.

Una familiaT = (Ty)qel de aplicaciones lineales y continuas definidas en
Xo €S un endomorfismo et” si conmuta con las aplicaciones espectralgs:
pg = pg o Tg. El limite proyectivo de un morfismo se define comy)aecl =
(TaXa)acl - Referimos al lector al trabajo de Wengenroth [Wen03] para mas infor-
macion sobre limites proyectivos.

Para nuestro propdsito utilizaremos el siguiente resultado de [BFPW, Prop.
2.1] que garantiza que un operador sea transitivo en un limite proyectivo.

Proposicion 8.12[BFPW, Prop. 2.1] Sea?” un espectro proyectivo fuertemente
reducido y sea = (Ty)qel Un endomorfismo e®” con componentes transitivas.
Entonces T es un operador transitivo en=4roj 2".

Decimos que la sucesiofi,}n es unasucesion de comparaci@i verifica
que:

1. % > 0 para cada,

2. la sucesion de los cocient%@}:—l} es decreciente, y
n

3. lim 11 _ .

Nn—oo }/n

Dada una sucesion de comparacijgpodemos definir los siguientes espacios de
Hilbert:

1. el espacid@?(y) de las series de potencias:

f(z2) = ni "

gue son funciones enteras, y para las que ademas

2 . ad —2 2
I11E,:= 3 eIl <o
n=
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2. y el espacid? <71,> de las sucesiones se escaldr@s, tales que
2. o 20y |2
[(%n)nll2 := ZOYn Xl < co.
n=

Para probar el resultado principal de esta seccion usaremos el siguiente teore-
ma de Chan y Shapiro [CS91, Teor. 2.1]:

Teorema 8.13 Para toda sucesion de comparacion admisiplesl operador de
traslacion |, = €?P es hiperciclico en & y) para cualquier0 # a € C.

Probaremos queP» es un operador transitivo @n a partir dee® usando el
Lema 8.1. Enunciamos a continuacion el resultado principal de esta seccion.

Teorema 8.14 Sea w= (Wy),, una sucesion de pesos positivos, entonces el semi-
grupo {&®} _ es transitivo enp.

Demostracion.En primer lugar, definimos el operador de diferenciacioB#fy)
como

D <ifnz”> = %(njL 1) fni12"
n= n=0

siempre ques® ¥ 2|(N+ 1) fay1]? < 0. En [CS91, Prop. 1.1] se prueba que
D € L(E?(y)) si, y sélo si,

la sucesién{ (n4 1)1t } esta acotadés)
n

T

Decimos que una sucesion de comparacion que verifica la condicion (*) es
unasucesion de comparacion admisibleda sucesion de comparacién admisible
es una sucesion de comparacion. Consideremos a partir de ahoyaequena
sucesion de comparacion admisible.

Ademas, definimos el operador de desplazamiento haciaBjrasociado a
la sucesiom = (1,2,3,...), y el isomorfismo

v EBap — (1)
f(z):ifnz“ — (fa)n.

Tomando este isomorfismo tenemos el siguiente diagrama
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que es conmutativo, y ademas verifggd¥ = WD. Como ambos espacios son de
Hilbert y los operadoreB y B, son continuos (ambos lo son si, y s6loysgs una
sucesion de comparacion admisible), tenemoseueeBn estan bien definidos y
que ademas se verifica gen W = WeP. Por el Teorema 8.13, tenemos agifees

hiperciclico enE?(y), y aplicando el Lema 8.1 co# tenemos que®n también

es hiperciclico er? (%,)
Seav la sucesion definidacomg :=1,vi :=1yvy = wnn—v'val paratodm €

N. Consideremos otra sucesion de comparagién{ y, }n tal que la sucesié§ =

<Vi:>n sea también una sucesion de comparacion admisible. Para ello debemos

tomary’ de manera que el cociente

et 1y o

decrezca a cero cuandoatienda ac. Tomando dichas sucesiongsy v asegu-
ramos que los operador8g y B, son continuos, y ademas, podemos definir el
siguiente isomorfismo

o 2(%)  — (1)
(X0, X1,X2,...) — (VoXo,ViX1,VoXo,...).

para obtener el siguiente diagrama
“(3) ()
Y Y
21\ __.p2(1
£(3) e ()
que es conmutativo y en el que se cumple By® = ®B,,.
Los operadores® y eBv estan bien definidos y son continuos. Como hemos

visto con anterioridad que el operad®n es hiperciclico, por tanto usando otra
vez el Lema 8.1 co tenemos queB es también hiperciclico.

(n+1
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Consideremos como conjunto de inditesd conjunto de todas las sucesiones
de comparacion crecientgsque estan formadas por nimeros naturales, dotado
del orden natural heredado N&°, que verifican la condicién (**). De esta manera

¢ puede ser representado como []{[@5](%)) para todoy € I, tomando como
aplicaciones espectrales las respectivas inclusiones en cada caso.

Para concluir la prueba definam8g = eBw : 42 (%) — 2 (%) gue es hiper-

ciclico y por tanto transitivo. Com()S}/) es un endomorfismo en el espacio

Yel
Projye) <€2 (%)) por la Proposicion 8.12 tenemos @i : ¢ — ¢ es transitivo.
O

Corolario 8.15 Seaé un e.l.c. de sucesiones tal quec £ C o con inclusiones
continuas y tales que es denso en el espacio Si w es una sucesion de pesos
positivos tal que B € L(E) y €M esta bien definido ef, entonceg &}~ es

un semigrupo transitivo ea.

Demostracién. Inmediata aplicando el Lema 8.1 tomanBp= ¢, E; = &, ®
como el operador inclusionT = To = €Bw,
O

Observacion 8.16Si establecemos una equivalencia entre el esppgicel es-

pacio de los polinomios, se tiene que para que cualquier espad&funciones
expresables formalmente mediante una serie de potencias, siempre que el opera-
dor derivadaD verifique queD € L(©) y €P esté bien definido, entoncégP }~o

es transitivo er®.
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