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Introduccion

Este Trabajo Fin de Master se enmarca en la teoria de grupos y, mas concreta-
mente, de grupos finitos.

En el desarrollo de esta teoria tiene un papel relevante el estudio de las pro-
piedades de inmersién de los subgrupos en los grupos. Este estudio adquiere mayor
importancia en el contexto de los grupos resolubles por su particular interaccién con
la teoria de clases de grupos.

Por otra parte, la forma més sencilla de construir nuevos grupos a partir de otros
dados es, probablemente, la construccién de productos directos. Sin embargo, a pe-
sar de la simplicidad de dicha construccion, la estructura de tales productos resulta
en ocasiones sorprendente.

Diversos autores han realizado un estudio sistematico con el fin de comprender
como los subgrupos con determinadas propiedades de inmersion pueden ser detec-
tados y caracterizados en la estructura reticular de los subgrupos de un producto
directo de dos grupos a partir de la de los factores.

La estructura de los subgrupos de un producto directo es bien conocida, gracias
a un teorema cldsico debido a Goursat. A grandes rasgos, dicho resultado establece
que, aparte de los subgrupos factorizados como producto directo de subgrupos de
los factores directos, en un producto directo solamente aparecen “subgrupos diago-
nales”.

Como consecuencia del teorema de Goursat, los subgrupos normales estan tam-
bién bien caracterizados en los productos directos. Parece natural, por tanto, inves-
tigar otros subgrupos con propiedades de inmersion relacionadas, pero mas débiles
que la normalidad. La referencia principal para la terminologia basica y resultados
sobre las propiedades de inmersién sera [10].
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Una primera aportacién en esta linea fue debida a P. Hauck ([17]), quien descri-
bié los subgrupos subnormales de un producto directo. Dicho estudio fue motivado
por una conjetura establecida por T.O. Hawkes en 1977 sobre grupos normalmente
detectables, en relacién con ciertas construcciones de clases de Fitting (ver [10]). Més
adelante, J. Evan inici6 el estudio de la permutabilidad de subgrupos en un produc-
to directo en su tesis doctoral ([11]), realizada bajo la supervisién de B. Brewster.
Evan continud esta investigacién en [13], [14], [15] y [12]. Por su parte, J. Petrillo
([21, 22]) analiz6 la propiedad cubre-evita en un producto directo de grupos.

Nuevas contribuciones en esta linea fueron realizadas por B. Brewster, A. Martinez
Pastor y M.D. Pérez Ramos en [5] y [6], con el andlisis de los subgrupos normalmente
inmersos, pronormales, abnormales y localmente pronormales, asi como subgrupos
con otras propiedades de inmersion relacionadas, en productos directos. En el tra-
bajo recopilatorio [7] se recogen los resultados conocidos hasta ese momento en el
contexto de propiedades de inmersién de subgrupos en productos directos de grupos.

En el presente trabajo se realiza un desarrollo exhaustivo de los articulos [5] y
[6]. Salvo mencién expresa en otro sentido, todos los grupos considerados en esta
memoria son finitos. La notacion utilizada es estandar y puede ser encontrada, por
ejemplo, en [10], texto que se toma como referencia principal.

El primer capitulo sirve para familiarizarse con conceptos y resultados prelimi-
nares, que seran de utilidad a lo largo de toda la memoria, y contiene tres secciones.
En la primera se introducirdan nociones y propiedades bésicas sobre grupos finitos
y, asimismo, algunos resultados relevantes sobre la teoria de Hall en grupos resolu-
bles, sin demostracién. Posteriormente, en la segunda seccién, se expondran ciertas
propiedades elementales de los subgrupos de productos directos. Se enunciara y de-
mostrard el Teorema de Goursat, que puede consultarse en [24]. En particular, se
presentara una descripcion detallada del normalizador de un subgrupo en un pro-
ducto directo, utilizando el teorema de Goursat. Finalmente, en la tercera parte se
expondran algunos resultados acerca de propiedades de inmersion necesarios para
la adecuada comprension de los capitulos siguientes.

El segundo capitulo se centra principalmente en subgrupos normalmente inmer-
sos en productos directos. En la primera seccién, como paso previo, se estudian
cuales son las condiciones para obtener la permutabilidad con los subgrupos de Sy-
low y con los subgrupos de Hall en el caso de grupos resolubles. Estas condiciones
nos conducen a caracterizar los subgrupos pemutables con un sistema de Hall en un
producto directo de grupos resolubles. En la segunda seccion, se analizan propieda-



des estructurales de los subgrupos normalmente inmersos en productos directos de
grupos finitos (no necesariamente resolubles) y se dan primeras caracterizaciones de
los mismos en términos de las intersecciones con los factores y de las proyecciones.
En la ultima seccion se combinan, para grupos resolubles, los resultados de los dos
apartados anteriores, obteniendo una nueva caracterizacién de los subgrupos nor-
malmente inmersos en este contexto. Dicha caracterizacién permite una construccion
efectiva de todos los subgrupos normalmente inmersos de un producto directo resolu-
ble, a partir de los correspondientes subgrupos normalmente inmersos de los factores.

En el ultimo capitulo se analiza la pronormalidad en productos directos, asi como
otras propiedades de inmersion relacionadas con esta relevante propiedad. Ademés
de los subgrupos de Sylow, los subgrupos de Hall y, mas en general, los inyecto-
res y proyectores en grupos finitos resolubles, son pronormales. Esta es una de las
razones por las que gran parte de la investigacion acerca de esta propiedad de in-
mersion se enmarca en el contexto de los grupos resolubles. En la primera seccién
de este capitulo tratamos la abnormalidad, propiedad de inmersiéon méas fuerte que
la pronormalidad pero intimamente ligada a ella. Los subgrupos de Carter en gru-
pos resolubles son ejemplos relevantes de subgrupos abnormales. En particular, el
normalizador de cualquier subgrupo pronormal es abnormal. Presentamos asi una
caracterizacion de los subgrupos abnormales de un producto directo, con la con-
diciéon de que uno de los dos factores directos sea resoluble, obteniendo que dichos
subgrupos son exactamente aquellos que se factorizan como producto directo de sub-
grupos abnormales de los correspondientes factores directos. En la segunda secciéon
se obtienen propiedades estructurales y se da una caracterizacién completa de los
subgrupos pronormales, de nuevo en el caso de que uno de los factores sea resoluble.
En la siguiente seccion del tercer capitulo se investiga como criterios clasicos de pro-
normalidad y abnormalidad para grupos resolubles dados por T.A. Peng [20] y G.J.
Wood [25], que consideran la persistencia en subgrupos intermedios, se extienden
en productos directos. Asi, se demuestra que en este caso solo se requiere considerar
subgrupos intermedios factorizados para deducir la pronormalidad y la abnormali-
dad. Se finaliza el trabajo analizando la pronormalidad local. En un grupo resoluble,
todo subgrupo localmente pronormal es pronormal, propiedad que no se cumple en
general en grupos finitos no resolubles. En el contexto de productos directos con
un factor resoluble, para obtener condiciones mas débiles que las deducidas direc-
tamente de la caracterizacion de la pronormalidad (ver Proposicién 3.4.1) ha sido
necesario imponer la hipotesis adicional de nilpotencia del subgrupo considerado.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Generalidades

Se presenta en esta seccién nociones bésicas de teoria de grupos. Se definen
conceptos tales como subgrupos de Sylow o subgrupos de Hall y se enuncian algunos
teoremas sin demostracién. Todos los resultados de esta seccién pueden encontrarse
en [10, (A)(1.3)(1.4)(1.5)].

Definicién 1.1.1. Sea G un grupo, p un primo, y sea |G| = p®m con p no divisor de
m. Un subgrupo U de G se dice p-subgrupo de Sylow de G si |U| = p*. El conjunto
de p-subgrupos de Sylow de G se denotard por Syl,(G).

Teorema 1.1.2 (Teorema de Sylow). Sea p un primo y G un grupo. Entonces
Syl,(G) (no vacio) forma una clase de conjugacion de G. St U es un p-subgrupo
de G y si P € Syl,(G), entonces U < P9 para algin g € G. Ademds, tenemos
1Sy1,(G)] = |G - Na(P)| = L(modp).

Teorema 1.1.3. Sea G un grupo y p un primo.

a) Sea P € Syl,(G) y N<LG. Entonces PNN € Syl,(N) y PN/N € Syl,(G/N);
ademds, Ng/n(PN/N) = Ng(P)N/N.

b) Sea {p1,...,pr} el conjunto completo de divisores primos de |G| y sea P; €

Syl,,(G) para cada i = 1,...,r. Entonces G = (Py,...,P.), y sir = 2,
entonces G = P\ P;.

Definicién 1.1.4. Sea GG un grupo.

a) Si g, h € G, llamamos conmutador de g con h a [g,h] :== g~'*h~ gh.
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b) Si Ay B son subconjuntos de G, escribimos [4, B] := ([a,b] : a € A,b € B).
A G':=[G,G] se le lama subgrupo conmutador o derivado de G.

¢) Si U es un subgrupo de G, llamamos clausura normal de U en G al subgrupo
(UG .= (U9 :g€q).

Lema 1.1.5. Sean g, h y k elementos de un grupo G. Se tiene:

a) " =g [g,h] =1 < gh=hg.
b) lgh, k] = [g, k]"[h, k].
c) g, hk] = (g, k][g, h]*.

Lema 1.1.6. Sean A, B y C subgrupos de un grupo G. Se tiene:

a) [A,B] =[B,A] < (A, B).
b) [A,B] < A siy solo si B< Ng(A).

¢) Sia: G — afG) es un homomorfismo de grupos, entonces a([A, B]) =
[(A), a(B)].

d) Si A y B son subgrupos normales de G, entonces [A, B] es un subgrupo normal

de G.
e) Un subgrupo U es normal en G con G/U abeliano si y solo si G' < U.
f) Si B normaliza a A y a C, entonces [AB,C| = [A, C][B, C].
g) Sean A, B<G con B < A. Entonces [A,G] < B si y sdlo si A/B < Z(G/B).
h) (AP) = A[A, B].
i) Si NG y h e G, entonces [N, h] = [N, (h)].

Definicién 1.1.7. Un grupo G se dice nilpotente si existe una serie finita {G;}7,

de subgrupos de G-
{1G’}:GO§G1§§Gn:G>

cumpliendo:

1. G; es subgrupo normal de G;,; paracada¢=0,...,n — 1.
2. Giy1/G; < Z(G/G,;) paracada i =0,...,n — 1.

Teorema 1.1.8. Sean G y H grupos. Se tiene:



a) Sean U < G y N <G. Si G es nilpotente, entonces U y G /N son nilpotentes.
b) Si G y H son nilpotentes, entonces G x H es nilpotente.

c) Sean M, N <G y supongamos que G/M y G/N son nilpotentes. Entonces
G/(M N N) es nilpotente.

Definicién 1.1.9. Un subgrupo U de un grupo G se dice subnormal en G' (denotado
U <4 <G) si existen subgrupos Uy, U, ..., U, de G tales que

U=U,QU,_, 9---<U, AU, =G.

Teorema 1.1.10. Los siguientes resultados en un grupo G son equivalentes:

a) G es nilpotente;

b) SiU < G, entonces U < Ng(U);

c) Todo subgrupo mazimal de G es normal;

d) G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow;
e) Todos los subgrupos de G son subnormales.

Definicién 1.1.11. Sea 7 un conjunto de primos y G un grupo.

1) El subgrupo caracteristico O,(G) de G se define como:

O:(G) :== (N : N 4G, N w-grupo).

11) El subgrupo de Fitting F'(G) se define como:

F(G) :==(0,(Q) : p € 0(G)).

Denotamos por ¢(G) al conjunto de divisores primos del orden del grupo G.

Teorema 1.1.12. Sea G un grupo. Se tiene:

a) F(G) = (S : S subnormal en G y S es nilpotente); en particular, F(G) es el
mayor subgrupo normal nilpotente de G.

b) SiSy,...,S, son subgrupos subnormales nilpotentes de G, entonces (Sy, ..., S;)
es también un subgrupo subnormal nilpotente.

c) Si N1 y Ny son subgrupos nilpotentes normales de G tal que G = NiNo,
entonces G es nilpotente.



Definicién 1.1.13. Un grupo G se dice resoluble si existe una cadena finita {G;}7_,
de subgrupos de G:
{1G’}ZGO§G1§§Gn:G>

cumpliendo:
1. G; es subgrupo normal de G, para cadat=0,...,n — 1.
2. El grupo cociente G;1/G; es abeliano para cada i =0,...,n — 1.

Teorema 1.1.14. Sea G un grupo:

a) SeaU <G y N<G. Si G es resoluble, entonces U y G/N son resolubles.
b) Si N QG, ysi N yG/N son resolubles, entonces G es resoluble.
c) Si N; <G y G/N; es resoluble para i = 1,2, entonces G /(N1 N Ny) es resoluble.

d) Si N1 y Ny son subgrupos resolubles normales en G, entonces N1 Ny es resolu-
ble.

Definicién 1.1.15. Sea 7 un conjunto de primos, un 7-nimero es un nimero entero
cuyos divisores primos estdn en 7.

A un subgrupo H de G se le llama w-subgrupo de Hall si |[H| es un w-nimero y
|G : H| es un 7’-nimero, donde 7’ = P\ 7, el complementario de 7 en el conjunto
de todos los nimeros primos P. El conjunto (posiblemente vacio) de m-subgrupos de
Hall de G lo denotamos por Hall,(G). Un subgrupo H de G se llama subgrupo de
Hall si es un m-subgrupo de Hall para algin m C P.

Lema 1.1.16. Sea H € Hall.(G), y sean M, N < G. Entonces:

a) H9 € Hall,(G) para cada g € G,

b) HN/N € Hall,(G/N),

¢c) HNN € Hall(N),

d) (HNN)HNM)=HnNMN € Hall,(MN),
¢) HNNHM = H(N 0 M).

Notar que d) y e) son equivalentes por [10, A Lemma 1.2].

Teorema 1.1.17. Sea G un grupo resoluble y m un conjunto de primos. Entonces:

a) G posee m-subgrupos de Hall.



b) Los m-subgrupos de Hall forman una clase de conjugacion de subgrupos de G.
¢) Cada mw-subgrupo de G estd contenido en un w-subgrupo de Hall de G.

Teorema 1.1.18. Un grupo es resoluble si y solo si tiene mw-subgrupos de Hall para
todo conjunto de primos 7.

Definicién 1.1.19. Sea GG un grupo. Se dice sistema de Hall de G a un conjunto
> de subgrupos de Hall de G que satisface las siguientes propiedades:

1. Para cada m C o((), ¥ contiene exactamente un m-subgrupo de Hall, deno-
tado por G.

2. Si H,K € 3, entonces HK = KH.

Cuando dos subgrupos H y K permuten lo denotaremos por H 1 K.
Teorema 1.1.20. Un grupo G es resoluble si y solo si G posee sistemas de Hall.

Definicién 1.1.21. Sea X un sistema de Hall de un grupo G' y L un subgrupo de
G. Decimos que X reduce en Ly escribimos ¥ N\, Lsi XNL:={XNLT7; X € X} es
un sistema de Hall de L.

En este caso decimos que ¥ es una extension de >N L

En general, un sistema de Hall puede no reducir en un subgrupo arbritario.

Proposicion 1.1.22. Sea L un subgrupo de un grupo resoluble G. Cada sistema de
Hall de G reduce en algun conjugado de L.

Nota 1.1.23. Sea ¥ un sistema de Hall de GG, sea L < G, y sea N < G. Se tiene:

a) XN/N :={XN/N : X € ¥} es un sistema de Hall de G/N.
b) Si ¥ reduce en L, entonces X N/N reduce en LN/N.
¢) Si ¥N/N reduce en LN/N, entonces ¥ reduce en LN.

Proposicion 1.1.24. Sea L un subgrupo de un grupo resoluble G. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

a) L es subnormal en G
b) Cada sistema de Hall de G reduce en L.

Teorema 1.1.25. Sea X un sistema de Hall de un grupo G, y sean U y V subgrupos
en los que X reduce. Entonces:
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a) 3 reduce en UNV, y
b) si, ademds, UV = VU, entonces ¥ reduce en UV

Lema 1.1.26. Sea L un subgrupo de G, y sea ¥ un sistema de Hall de G. Supon-
gamos que |G : L| es una potencia de un primo p. Entonces, para cada primo q
distinto de p, cada ¢'-subgrupo de Hall de G reduce en L. En particular, ¥ reduce
en L siy solo si L contiene el p'-subgrupo de Hall de .

Lema 1.1.27. Sea M un subgrupo maximal de un grupo resoluble G. Sea p un primo
que divide |G : M|, y sea S € Hally(M). Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) M no es normal en G
b) Na(5) <M.

Definicién 1.1.28. Sea Y un sistema de Hall de G. Llamamos normalizador de X
al subgrupo Ng(X):={9e€ G: H=HYV H € ¥©}.

Un normalizador de sistema de G es un subgrupo de la forma Ng(X) para algin
sistema de Hall 3 de G.

Teorema 1.1.29. Sea ¥ un sistema de Hall de G, sea p € o(G), y sean P y S el
p-subgrupo de Sylow y el p'-subgrupo de Hall en X, respectivamente. Entonces:

a) PN Ng(S) es un p-subgrupo de Sylow de Ng(S) y de Ng(X).

b) Ng(X) es S-permutable, es decir, No(X) L H VYH € X. En particular, 3 N\
Ng(%).

¢) Ng(X) es nilpotente.

Definicién 1.1.30. Un subgrupo U de un grupo G se dice permutable con sistema
si es Y-permutable para algun sistema de Hall ¥ de G, es decir, U 1. H VH € X..

Teorema 1.1.31. Sea > un sistema de Hall de un grupo resoluble G, y sea K <G.
Entonces No(X)K/K = Ng/k(XK/K). Es decir, los normalizadores de sistemas se
conservan bajo epimorfismos.

Teorema 1.1.32. Sea D un normalizador de sistema de un grupo resoluble G.
Entonces:

a) (DY) =G,y
b) Nyea D? = Zwo(G), el hipercentro de G.
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Definicién 1.1.33. Sean U,V y W subgrupos de un grupo G tal que W < V. Si
WU NV) =V decimos que U cubre a V/W,y si W(UNV) =W decimos que U
evita a V/W.

Sea U un subgrupo de un grupo G. Si o bien cubre o bien evita cada factor central
de G, decimos que U tiene la propiedad cubre-evita y llamamos a U subgrupo cubre-
evita.

Teorema 1.1.34. Un normalizador de sistema de un grupo resoluble G cubre los
factores principales centrales, es decir, factores principales H/K de G tales que
|G, H] < K, y evita los excéntricos, es decir, los no centrales.

1.2. Resultados basicos en productos directos de
grupos

En esta seccion estudiamos productos directos de grupos. El conocimiento de la
estructura béasica de un subgrupo de un producto directo se basa principalmente en
el Teorema de Goursat [24, Theorems 1.6.1 and 1.6.2].

En lo que sigue se demuestran algunos resultados béasicos en productos directos
que se utilizaran posteriormente.

Definicién 1.2.1. Decimos que G es el producto directo (interno) de los subgrupos
Ay Bsi: AJG, BIG, ANB=1yG=AB.

Se observa que, en este caso, G = Ax B, el producto cartesiano (producto directo
externo) de los grupos A y B, mediante la aplicacién que cumple a +— (a, 1), Ya € A,
b— (1,0), Vb € B.

Con dicha observacién en mente, el producto directo interno de los subgrupos A
y B lo denotaremos también como G = A x B y usaremos indistintamente notacién
de producto cartesiano o de producto directo interno, entendiendo por el contexto
su significado.

Definicién 1.2.2. La aplicacién 7x : A x B — X tal que nx(U) = {z € X :
xy € U para algin y € Y} para {X,Y} = {A, B}, es un epimorfismo de grupos que
recibe el nombre de proyeccion canonica.

Teorema 1.2.3. Si U < A x B =G entonces:

a) UYNX =7x(U) ={x € X : xzy € U para alginy € Y} para {X,Y} =
{4, B}.
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b) UNX Jwx(U) para X = A, B.

Demostracion. Supongamos X = AY = B y obtendremos el resultado por si-
metria.

a) Si z € ma(U), existe y € B tal que ry € U, entonces z = (zy)y ' € UB y
x € ANUB. Supongamos ahora z € ANUB, es decir, t =uyconu € U,y € B
yx € A. Entoncesu = 2y ' conu € U,y~' € Byx € A. Portanto, xz € m4(U).

b) Obviamente UNA es subgrupo de m4(U). Veamos que es normal. Si x € m4(U),
existe y € B tal que xy € U. Ahora sea a € U N A, entonces ayy~* € U N A.
Por tanto, 7 (ayy )z = (z7 'y Valyzr) e UN A.

Teorema 1.2.4 (Teorema de Goursat). Sean A,B <G yG = A x B:

a) Para U < G yx € ma(U) se define x* ={y € B : xy € U}. Entonces a es un
epimorfismo de ma(U) en mp(U)/(U N B) con nicleo Kerao=U N A.

b) Reciprocamente, sean Uy < A, W A Up < B y « un epimorfismo de Uy en
Ug/W. Entonces U = D(Ua, ) = {ay : x € Ua,y € x*} es un subgrupo de G
conUps=74U), Ug =75(U), W=UNDB y Kera =UNA.

c) Para Ua,Vy < A y epimorfismos o y [ respectivos definidos como en b),
tenemos D(Ua, ) < D(Va, ) si y s6lo si Uy < Va y 2* C 2P para todo
xr € Uy.

Demostracion.  a) Por el teorema anterior sabemos que UB N A = 74(U) =
{r € A:xy € U para algin y € B}. Ahora, si x € UB N A, entonces z® =
{y € B:xy € U} # 0 y estd contenido en UA N B = 7p(U). Veamos
que « estd bien definida. Si y,z € x“ entonces zy y xz son elementos de
U y por tanto (zy)~'zz = y~'2 € U N B. Es decir y,2 estdn en la misma
coclase de U N B. Si w es otro elemento de esta coclase y(U N B), entonces
w = yu con u € UNB. Por tanto xw = xyu € U, asi pues, w € . Hemos visto
pues que z* € wg(U)/(U N B). Veamos ahora que es un homomorfismo. Sean
1,22 € TA(U) y 1 € xf, 92 € x5, tenemos x1y1xays = T122y1y2 € U y por
consiguiente 1192 € (x122)®. Por tanto, por 1.2.3 b), (z122)* = 11y2(UNB) =
n(UNB)y(UNB) = 2¢2$ y a es un epimorfismo. Finalmente, z € ker o si y
solo si x* = UN B, es decir, 1 € z“. Esto significa que x = x-1 € U y entonces
x € UN A. Por tanto, Kera = U N A.
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b) Sizy, 29 € Ug e yr € 25, ys € 25, entonces y1y; * € 25(25) ™ = (z125 1) y por
tanto (z1y1)(22y2) ™! = ziyiay 'y, ' = my 1y, - € U. Por consiguiente, U es
un subgrupo de Gy Uy = {z € A : xy € U para algin y € B}. Se tiene que
Ua =7a(U) y a es la aplicacion definida en a) para el subgrupo U de G. Asi,
las otras afirmaciones se siguen de a).

c) SiU=D(Ua,0) < D(Vy,B) =V, entonces Uy =UBNA<VBNA=Vyy
z® C 28 para todo x € Uy. El reciproco es obvio.

]

Con esto queda clara la estructura de un subgrupo de un producto directo.
Siguiendo a J. Evan [13] se definen ahora algunos tipos de subgrupos.

Definicién 1.2.5. Llamamos al subgrupo U de A x B tipo-diagonal, si U N X =1
para X = A, B.

Definicién 1.2.6. Un subgrupo U de A x B se dice subdirecto si mx(U) = X para
X = A, B.

En la literatura (por ejemplo [24]) el término subgrupo diagonal se reserva para
la siguiente situaciéon. Nuestro uso simplemente implica que 7x(U) < X, para X =

A B.

Definicién 1.2.7. Un subgrupo U de A x B se dice diagonal (o diagonal principal)
si A= B, U es subdirecto en A X B (nx(U)=X)yUNX =1, para X = A, B.

Como consecuencia del Teorema de Goursat se deduce el siguiente resultado.

Teorema 1.2.8. Si U < A x B es un subgrupo tipo-diagonal, existe o : wa(U) —
p(U) isomorfismo tal que U = D(ma(U), ) = {zax® : x € ma(U)} es un subgrupo
diagonal de wA(U) x wp(U).

Notar que si H < A y hay un monomorfismo « : H — B, el subgrupo tipo-
diagonal se escribird D(H) = {hh® : h € H}, o bien D(H, «) cuando el papel de «
necesite ser especificado.

Nota 1.2.9. Sea a : m4(U)/(UN A) — wp(U)/(U N B) el isomorfismo obtenido
en el Teorema 1.2.4. Notar que U/(U N A)(U N B) es un subgrupo diagonal de
mA(U)/(UNA)x7p(U)/(UNB) donde u(UNA) se empareja con (u(UNA))*, para
u € WA(U).

A continuacién se muestran algunos resultados de [5] que se utilizardn més ade-
lante sin hacer referencia a ellos.
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Proposicién 1.2.10. Sea U un subgrupo de G = A x B y sea Hx un subgrupo de
X para X = A, B.

a) [U,X] = [rx(U), X] para X = A, B.
b) [U,G] =[ma(U) x mp(U), G| = [U, A] x [U, B].
c) Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) 7x(U) < Nx(Hx) para X = A, B;
11) U< Ng(Hx) = Nx(Hx) XY para {X,Y} ={A, B};
III) U < Ng(HA) ﬂNg(HB) = NG'(HA X HB) = NA(HA) X NB(HB)

d) Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) U L Hx para X = A, B;
11) 7x(U) < Nx((UN X)Hx) para X = A, B;
1) U < Neg((UNA)(UNB)HAHp).

Demostracion.  a) Supongamos X = Ay por simetria tendremos el resultado. Sea
a; € m4(U) y as € A. Existe b € B tal que a1b € U. Ahora, [a1,as] = [a1b, as]
por el Lema 1.1.5. Ya tenemos que [14(U), A] < [U, A]. Ademés [U, A] <
[ma(U) x p(U), A] = [ra(U), A]. Asi obtenemos el resultado.

b) [U,G] = [U, A x B] < [ra(U) x 75(U), A x B] = [ra(U), A] x [x5(U), B] =
= [U, A] x [U, B] < [U, G/, utilizando que [A, B] = 1.

¢) I) — II) Supongamos X = A y por simetria tendremos el resultado. Sabemos que
7A(U) < Ny(Hy). Por tanto [U, Hal < [wa(U) x wp(U),Ha]l = [wa(U),Ha] <
Ha. Asi, U < Ng(H,). Finalmente, (a,b) € Ng(Ha) siy sélo si (a1, b71)(Hy x
{1})(a,b) = a *Hpa x {1} = Ha x {1} si y s6lo si (a,b) € Na(Ha) x B.
II) — III) Tenemos que ver que U < Ng(Ha) N Ng(Hp) = Ng(Ha x Hp) =
Ng(Ha) x Ng(Hp). Por hipétesis tenemos que U < Ng(H4) N Ng(Hp). Ademas,
cada una de las siguientes afirmaciones es equivalente a su sucesora:

(a,b) € Ng(Ha x Hp);
Hyx Hp = (a1, b7 (Hy x Hp)(a,b) = (a ' Hpa, b~ Hpb);
(a,b) € Nag(Ha) X Ng(Hp);
(@b (Ha x {1})(,b) = Ha x {1} y (%, b-)({1} x Hp)(a,b) = {1} x Hp;
(a,b) € Ng(Ha) y (a,b) € No(Hp).
IITI) — I) Supongamos que U < Ng(Ha) N Ng(Hp) = Ng(Ha x Hg) = Na(Ha) X
Np(Hp). Como U < Ng(Hx) para X = A, B se tiene que [U, Hx] < Hx. Pero

igual que en a) se puede ver que [rx(U),Hx| = [U,Hx| < Hx. Luego nx(U) <
Nx(Hx) para X = A, B como querfamos.
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d) I) — II) Veamos que m4(U) C Na((U N A)H4) (anédlogo para X = B). Sean a €

7A(U) , ha € Hy e y € UNA. Entonces para algin b € B, (a,b) € U. Como UH 4 =
HuU, (ha,1)(a,b) = (a/,0')(W,,1) para algin (¢/,b') € U, by € Hy. Como b’ = b,
tenemos que (a, b), (a/,b) € U, por tanto, (a=*,b~1)(a’,b) = (a~'a’, 1) € U. Entonces
a~la’ =z € UN A. Finalmente a~'ha = xh/;. Recordemos que U N A < m4(U),
por tanto a~!(yha)a = y*a"thaa = y*xh’y € (UN A)Hy.
) — 1) Sea hy € Haoy (a,b) € U. Como m4(U) € NaA(UNA)Hy), a~*haa = zh/,
donde z € UN A, by € Hu. Por tanto (ha,1)(a,b) = (axh’y,b) = (az,b)(hy,1).
Pero (azx,b) € U y por tanto (ha,1)(a,b) € UH4. Tenemos UHy = HU como
queriamos. Idem con B.

IT) «» III) Se deduce de I) «» III) en c).

La demostracién de I) <» I1) aparece en [12, Theorem 5.1].

Notar que en el resultado anterior no es necesario exigir que (UNA)(UNB)H Hp
y (UNX)Hy, para X = A, B, sean subgrupos. Sin embargo, es una consecuencia de
que U L Hx para X = A, B, ya que por la ley modular de Dedekind (U N A)H, =
UHAQA:HAUQA:HA(UQA).

Nota 1.2.11. Si U 1. Hy para X = A, B, entonces U 1. HyHp.

El siguiente ejemplo muestra como, en general, el reciproco de la Nota 1.2.11 es
falso. Como veremos posteriormente, una propiedad similar al reciproco es crucial
para relacionar la permutabilidad en un producto directo con la permutabilidad en
cada coordenada.

Ejemplo 1.2.12. Sea A = ((1234), (13)), el grupo diédrico de orden 8, B = (b),
el grupo ciclico de orden 2, y sea G = A x B. Sea Hy = ((13)), Hp = By
U = ((12)(34),(13)(24)b) < G. Vemos que U L Hp y entonces U L H,yHp. Sin
embargo, U no permuta con Hs ya que Hy £ Ng(U).

La descripcion de la estructura de un subgrupo de un producto directo esta en-
riquecida por la caracterizacién de subgrupos normales

Definicién 1.2.13. Sea U subgrupo de A x B. Para X = A, B, se define
Cx={rxe X :|[z,nx(U)] < XNU}.
Nota 1.2.14. Observemos que Cx < Nx := Nx(nx(U)) N Nx(U N X).

Proposicién 1.2.15. SiU < Ax B =G yCx ={xr € X : [z,7x(U)] < XN
U} para X = A, B, entonces Cx = Ng(U)N X.
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Demostracion. Probamos el resultado para X = A. Para la primera inclusion su-
pongamos a € Cyyxy € Uconzx € A,y € B, entonces [a, xy| = [a,x] € ANU por la
definicién de C4. Pero [a, zy] = ((zy)~')%xy. Por tanto (zy)* € Uy a € Ng(U)N A.
Por otra parte, sia € Ng(U)NAy x € m4(U), entonces existe y € B tal que xy € U.
Por tanto [a, xy] = [a,z] e UN Ay a € Cy. O

Para completar la descripcién de Ng(U) utilizando la estructura de Goursat,
habria que mirar subgrupos Uy de Ny < Ay Ug de Ng < B con un isomorfismo
A: Uy/Cy — Up/Cp. Este isomorfismo necesitaria ademds ser consistente con el
isomorfismo «a : m4(U)/UNA — 7wp(U)/UNB. Més exactamente, la accién natural de
Ua/CaydeUp/Cpgsobre ma(U)/UNAy mp(U)/UNDB, respectivamente, necesitaria
ser A-equivalente via «; esto significa que

((a(U N A) )™ = ((a(U N A))*)ea”
para todo a € ma(U) y todo r € Uga. Eligiendo (Ua, Up) maximal que satisfaga las
propiedades mencionadas, las proyecciones del normalizador serian localizadas.

El siguiente corolario generaliza la conocida estructura de los subgrupos normales
de un producto directo.

Corolario 1.2.16. Sea N < A x B. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) N es un subgrupo normal de A X B;
b) [N, X] = [rx(N), X] < NN X, para X = A, B;

¢) Tx(N)/X NN < Z(X/NNX) para X = A, B, XN N < X.

La demostracion se deduce directamente de la Proposicién anterior y de los lemas
1.2.10y 1.1.6 g).

Nota 1.2.17. Sean G = A x B con A y B grupos simples no-abelianos. Sea N <G.
Supongamos A ¢ Ny B ¢ N, ya que si A C N entonces 1 # N/JA<G/A = B,
lo que contradice la simplicidad de B. Ahora, por el Lema 1.2.16, [N, A] < N N A.
Como A es simple, NNA = {1}, luego [NV, A] = 1. Por tanto A C Cg(N). De manera
analoga B C Cg(N)y N < Z(G). Puesto que Z(G) = Z(A) x Z(B) = 1 obtenemos
N = 1. Es decir, con estas condiciones no existe ningin subgrupo normal no trivial
de G que no sea A, B o G.

Proposiciéon 1.2.18. Sea G = Ax B, U < G, Hy < X para X = A, B. Si
{X,)Y}={A,B}, U L H\Hp ynx(HsHgNU) = Hx Nwx(U), entonces U L Hy.

Demostracion. Primero notemos dos observaciones generales:
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(1) SiV <W <G, entonces (V)W = mg(V)W.

Supongamos a € m4(U), entonces existe b € B tal que x = ab € V < W. Por
tanto, a = b~'z € mp(V)W. El otro contenido es andlogo.

(2) UHg N HaHpgU = UHp N (m4(U) N Ha)HpU.

Supongamos que v € UHg N Ho4HgU, entonces x = uhg con u € U, hg € Hp
vy & = hahpt donde hy € Ha,hg € Hg v @ € U. Ahora, ©u = uqup y
u = tuaup donde {ug,ua} € Ay {up,up} C B. Resolviendo la ecuacién
usuphpg = hahgiaig, obtenemos que uy = hatiy, por tanto hy € HaNw4(U).
Asi v = hahpt € (m4(U)NH4)HpU. El contenido inverso se obtiene de forma
trivial.

Probaremos la proposicién suponiendo por simetria que X = A. Como U | HyHp,
tenemos UHg C HyHgU. Por tanto:
UHB = UHBHHAHBU
= UHpN(ma(U)NHA)HgU por (2)
= UHpNHpgma(HaHgNU)U  por hipdtesis y por ser AB producto directo
= UHBQHBWB<HAHBQU)U por (1)
= UHgNHgU.
Por tanto UHg C HgU. Como G es finito, UHg = HgU y U 1 Hp. O

En particular si U L HyHp y Hy Nwx(U) = 1, entonces la hipétesis de la
Proposicién 1.2.18 claramente se day U L Hy para {A, B} = {X,Y}.

Notar que en el Ejemplo 1.2.12 se tiene m5(U N H4Hg) # mp(U) N Hp. Esto no
es una coincidencia sino una consecuencia del resultado anterior.

1.3. Preliminares sobre propiedades de inmersién

Como ya se ha comentado, este trabajo trata de analizar cémo subgrupos de
productos directos con varias propiedades de inmersion pueden ser detectados y
caracterizados. En esta seccién, se definen las propiedades de inmersién con las que
se va a trabajar y se presentan resultados basicos que seran utilizados durante toda
la memoria. Todos los resultados de esta seccién estan obtenidos de [10, (1.6),(1.7)].
Se incluyen algunas demostraciones para ilustrar las técnicas de trabajo.

Definicién 1.3.1. Sea G un grupo y U < G. Entonces U se dice pronormal en G
si para cada g € G, los subgrupos U y UY son conjugados en el subgrupo generado
por ambos (U, UY).

Decimos que U es localmente pronormal si cada subgrupo de Sylow de U es
pronormal en G.
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El concepto de pronormalidad surge principalmente de las propiedades basicas
de conjugacién de los subgrupos de Sylow en grupos finitos y se ha convertido
en una importante propiedad. Ademas los subgrupos de Sylow y los subgrupos de
Hall son pronormales en grupos finitos resolubles. Por esta razén gran parte de
los antecedentes acerca de la pronormalidad se encuentran en fuentes que tratan
principalmente con grupos resolubles. Sin embargo, el hecho de ser resoluble no se
requiere en la definicion y esto serd el principal enfoque en este trabajo. Aunque
en el Capitulo 3 se dardan algunas caracterizaciones que requieren que uno de los
factores del producto directo sea resoluble.

Nota 1.3.2. a) Un subgrupo normal de un grupo es pronormal.

b) Un subgrupo de Hall de un subgrupo normal resoluble N de un grupo G es
un subgrupo pronormal en G.

¢) Un subgrupo maximal es un subgrupo pronormal.

Proposicién 1.3.3. Sea G un grupo. Entonces:

a) Si U es pronormal en G y U < L < G, entonces U es pronormal en L.
b) SiU < G, entonces U es subnormal y pronormal en G si y sélo si U <G.

c) (Argumento de Frattini) Si U < K <G y U es pronormal en G, entonces
G=Ng(U)K.

d) Si K <G y U es pronormal en G, entonces UK es pronormal en G. Ademds
UK/K es pronormal en G/K y Ng(UK) = Ng(U)K.
Si K <L<GuyL/K espronormal en G/K, entonces L es pronormal en G.

e) Supongamos ® : G — H un epimorfismo de grupos. Entonces:

a) St U es pronormal en G, entonces ®(U) es pronormal en H.

b) Si W es pronormal en H, entonces ®*(W) es pronormal en G.

Demostracion.  a) Trivial.

b) Supongamos primero U < K <G y U pronormal en G. Entonces sea g € G,
tenemos que ver que U9 = U. Obviamente U9 < K9 = K. Ahora, como
U es pronormal en G, existe x € (U,UY) tal que U9 = U?®. En particular,
r € Ky U = U" = U. Supongamos ahora U pronormal en G tal que
U=Uy<QU;---<4U, = G, n > 3. Por a) e induccién sobre n, deducimos
U<dG.
Por otra parte, si U < G es obvio que es subnormal y pronormal.
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¢) Sea g € G. Entonces UY = U* para algin x € (U,UY) < K y consecuentemente
gr~' € Ng(U) con x € K. Por tanto g € Ng(U)K.

d) Si g € G, entonces U9 = U* para algin x € (U,UY). Por tanto (UK)? =
UIK = UK = (UK)*yx € (UU)K = (UK, (UK)?). Consecuentemente
UK es pronormal en G y se sigue directamente que UK/K lo es en G/K.
Finalmente, por ¢) No(UK) = Ny, wk)(U)K. Por tanto No(UK) = Ng(U)K.

El resto es una prueba directa.

e) Se sigue facilmente del apartado anterior ya que G/Ker® = H.

Proposicién 1.3.4. (Gaschiitz) Sea U < G y N < G. Son equivalentes:

a) U es pronormal en G;

b) U es pronormal en Ng(UN) y UN es pronormal en G.

Demostracion. La implicacién (a) — (b) se deduce de 1.3.3(a), (d).

Veamos ahora la implicacién (b) — (a). Sea g € G. Puesto que (UN, (UN)?) =
N(U,U%) y como UN es pronormal en G, (UN)Y = (UN)™ para algin n € N,
x € (U,UY%). Por tanto gr—! € Ng(UN). Puesto que U es pronormal en Ng(UN)

se sigue que U9 ' = UY para algtn y € (U, UW71>. Ahora, como z € (U,UY),
U™t < (U,U%) y por tanto y € (U, UY). Asi, U9 = U¥* con yz € (U,UY). Es decir
U es pronormal en G. O

Teorema 1.3.5. Sea U un subgrupo de un grupo G resoluble. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes dos a dos:

a) U es pronormal en G;
b) Cada sistema de Hall ¥ de G reduce en exactamente un conjugado de U;

c) Sig € G ysiX esun sistema de Hall de G tal que ¥ y X9 reducen en U,
entonces g € Ng(U).

Demostracion. a) = b) Lo probaremos por induccién sobre |G|. Por 1.1.22 dado un
sistema de Hall ¥ de G, este reduce en algin conjugado de U y podemos tomar el
mismo U. Supongamos que > también reduce en U9. Sea N < G, y denotamos las
imagenes bajo el homomorfismo natural G — G/N = G con barras. Por 1.1.23 y
1.3.3 d) tenemos 3 N\, U pronormal en G y entonces U = UY por induccién; en otras
palabras UYN = UN. Sea L = UN. Puesto que (U9, U) < L, tenemos U9 = U' para
algin [ € L. Por 1.1.24 ¥\ N. Asi, por 1.1.25 b), el conjunto ¥ N L es un sistema
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de Hall de L y claramente reduce en U y U'. Si L < G, por induccién tenemos
U = U = UY, como querfamos. Por tanto podemos suponer que UN = G para todo
N < G. Entonces U = G o Coreg(U) = 1 y G es un grupo con estabilizador U.
Si U =G o U =1, obtenemos la conclusién que queremos. Supongamos entonces
que U es un subgrupo no-normal maximal de G, con indice una p-potencia, y sea
S e ¥NHally(G). Por 1.1.26 tenemos S < UNUY, donde Sy S9° son p’-subgrupos
de Hall de U. Esto nos lleva a que S9° = S" para algin u € U y entonces que
ug € Ng(S) < U por 1.1.27. Consecuentemente g € U y U = U9, como querfamos.

b) = ¢) Si ¥ y X9 reduce en U, entonces ¢ reduce en U y UY. Entonces por
hipétesis tenemos U = UY.

c) = a) Sea g € G, y sea ¥ un sistema de Hall de U. La extensién de ¥, en un
sistema de Hall ¥; de J = (U,UY), y la extensiéon de 3; en un sistema de Hall
de G. Por 1.1.22 existe un x € J tal que X7 \, UY. Entonces X% \, UY, y entonces
$79°\, U. Puesto que por la definiciéon 3 \, U, conluimos que zg~' € Ng(U) por
nuestra suposicién de que c¢) es cierto. Por tanto U9 = U* con z € (U,UY) y U es
pronormal en G. O

Corolario 1.3.6. Sea U un subgrupo pronormal y permutable con sistema de un
grupo G resoluble. Si un sistema de Hall ¥ reduce en U, entonces U es Y-permutable.

Proposicion 1.3.7. Sea ¥ un sistema de Hall de un grupo G resoluble, y sea H
un subgrupo pronormal en el que . reduce. Entonces 3 reduce en Ng(H); ademds,

Ng(¥) < Ng(H).
Definicién 1.3.8. Un subgrupo U < G es abnormal si paratodo g € G, g € (U, UY).

Nota 1.3.9. a) Un subgrupo M < G maximal es abnormal si y sélo si M no es
normal en G.

b) Un subgrupo subnormal K de G es abnormal si y sélo si K = G.

Como consecuencia de la definicién se deduce el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.10.  a) Si U es abnormal en G y U < W < G, entonces U es
abnormal en W y W es abnormal en G.

b) Si U es abnormal en G, entonces Ng(U) = U.

c) SiU es abnormal en G y ® : G — H es un homomorfismo, entonces ®(U) es
abnormal en ®(G).

d) Si U es abnormal en G, entonces U es pronormal en G.

Lema 1.3.11. Sea U un subgrupo de G un grupo resoluble:
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a) Si U es pronormal en G, entonces Ng(U) es abnormal en G;
b) U es abnormal en G si y solo si U es pronormal en G y U = Ng(U);

c) Si ¥ es un sistema de Hall de G que reduce en U y si U es abnormal en G,
entonces Ng(X) < H.

Demostracion.  a) Sea g € G y U pronormal en G. Entonces por la definicién
de pronormalidad, existe x €< U,UY > tal que U® = UY. Es decir gr' €
Ng(U). Por tanto,

9 € Ne(U)(U,U?) < Ng(U){Na(U), No(U)?) = (Na(U), Na(U)?).

b) La primera implicacién se deduce de 1.3.10 b) d) y la segunda es consecuencia

de a).

c) Es consecuencia directa de b) y de 1.3.7.

Definicién 1.3.12. Sea U un subgrupo de un grupo G.

1. Si p es un primo, se dice que U es p-normalmente inmerso en G si un p-
subgrupo de Sylow de U es un p-subgrupo de Sylow de algtin subgrupo normal
de G.

2. Decimos que U es normalmente inmerso en G si U es p-normalmente inmerso
en GG para todo primo p € o(U).

Nota 1.3.13. a) SiU < Gy P € Syl,(U), estd claro que P € Syl,(N) para
algin N < G siy sélo si P es un p-subgrupo de Sylow de su clausura normal
(PY).

Esta observacién nos da una definicién alternativa a la anterior.

b) Si P € Syl,(N) para algin N < G, entonces P es pronormal en G. Es decir
un subgrupo normalmente inmerso de GG es localmente pronormal y, si G es
resoluble, es pronormal en G.

Notemos que si U es normalmente inmerso en A X B, entonces un resultado es-
tandard dice que para X = A, B, los subgrupos mx(U) y U N X son normalmente
inmersos en X. Sin embargo estas propiedades no caracterizan los subgrupos nor-
malmente inmersos U a menos que U = m4(U) X m(U), como se muestra en el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.3.14. Sea A = B = Sym(3), G = A x B,y U = D(O3(A)). Entonces
x(U) <X, UNX =1, para X = A, B, pero U no es normalmente inmerso en G.

Lema 1.3.15. Sea U un subgrupo normalmente inmerso de un grupo G. Sea K IG
y H < G. Entonces:

a) SiU < H, entonces U es normalmente inmerso en H;

b) UK es p-normalmente inmerso en G y UK/K es p-normalmente inmerso en
G/K;

¢) Si K < H y H/K es p-normalmente inmerso en G/K, entonces H es p-
normalmente inmerso en G;

d) UN K es p-normalmente inmerso en G, y si K es un p-grupo, entonces U N

K JG.
Demostracion. Sea P € Syl,(U) N Syl,(N), donde N <G.

a) Se sigue directamente bajo la observacién de que NNH<H y P € Syl,(NNH).

b) Sea P < P* € Syl,(UK). Puesto que P*K /K contienea PK/K € Syl,(UK/K),
tenemos que P*K = PK. Por tanto |[NK : P*K| = |[NK : PK| = |N :
P(NNK)|,y esto es un p’-nimero ya que P € Syl,(N). Por tanto, |[NK : P*| =
INK : P*K||P*K : P*| es también un p/-ntimero ya que P* € Syl,(P*K). En-
tonces P* es un p-subgrupo de Sylow de NK <J G, y consecuentemente UK es
p-normalmente inmerso en G. El resto queda claro.

c) Sea ) € Syl,(H). Entonces QK /K € Syl,(R/K) para algin R < G. Puesto
que Q € Syl,(QK), se sigue que |R: Q| = |R: QK||QK : Q| es un p’-nimero
y por tanto que @ € Syl,(R).

d) Por 1.1.3 a) tenemos PN K € Syl,(UNK)NSyl,(NNK). Por tanto UN K es
p- normalmente inmerso en G. Ademés si K es un p-grupo, tenemos que UNK

es subnormal en G y U N K es pronormal en G, y por 1.3.3 b) concluimos que
UNKJG.

]

Proposicion 1.3.16. Sea P un p-subgrupo de un grupo resoluble G. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes dos a dos:

a) P es normalmente inmerso en G,
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b) P permuta con un p'-subgrupo de Hall de G y P estd normalizado por un
p-subgrupo de Sylow de G;

c) P e Syl,({(P,P?))vyg € G;

d) P es normal en cada p-subgrupo que contiene a P, y P cumple la siguiente
condicion:
G = KNg(PNK) para todo K <G. (1.1)

e) P centraliza cada factor p-principal que evita y satisface (1.1);
f) P es pronormal en G y satisface (1.1);

g) P es un subgrupo cubre-evita pronormal de G.

En particular recalcamos que los subgrupos normalmente inmersos son localmen-
te pronormales (i.e. los subgrupos de Sylow son pronormales) y en grupos resolubles
son pronormales. Ademas, si U es un subgrupo normalmente inmerso de un grupo
resoluble GG, entonces U es un permutable con sistema. En particular, si ¥ en un
sistema de Hall de G, entonces ¥ \, U siy s6lo si X L U.

Proposicién 1.3.17. Sean H y K subgrupos normalmente inmersos de un grupo
G. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas.

a) Si H<L<4G, entonces H 1 G.
b) Si M es un subgrupo normal nilpotente de G, entonces HN M <G,

c) St H L K, entonces HK es un subgrupo normalmente inmerso de G.

Demostracion.  a) Por induccion sobre el defecto de H como subgrupo subnormal,
podemos suponer que existe un N tal que H <N <G. Sea H, € Syl,(H) y sea
g € G. Puesto que H es localmente pronormal en GG, H, es pronormal en Gy
podemos aplicar el argumento de Frattini. Obtenemos G = NNg(H,) y como
N < Ng(H) tenemos que HJ < H. Por tanto H = HY ya que HY = (HJ : p €
o(H)) < H. Asi, H<G.

b) Vamos a aplicar a) para demostrar el resultado. Es decir,vamos a probar que
H N M es normalmente inmerso y subnormal en G. H N M es normalmente
inmerso en G por serlo H y por ser M < G. Ademas es subnormal por ser M
normal y nilpotente.

c¢) Sea p un primo. Como HK = KH, sabemos por [1, Lema 1.3.2] que existen
H, € Syl,(H) vy K, € Syl,(K) tal que H,K, = K,H, € Syl,(HK). Entonces
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H, € Syl,(N) para algin N 4G y K, € Syl,(M) para algin M <G. Veamos
que H,K, € Syl,(MN).

|MN : H,K,| = |MN : MH,||MH, : H)K,| = |N : NONMH,||M : MNH,K,|

es un p’-nimero ya que divide a |N : H,||M : K,|. Por tanto H,K, es un
p-subgrupo de Sylow de MN < G lo que prueba que HK es normalmente
inmerso en G.

]

Utilizando la Proposicion 1.3.17 ¢) se puede ver que si U es normalmente inmerso
en G = A x B, M es normalmente inmerso en By U 1 M, entonces UM N A
es normalmente inmerso en A. El siguiente ejemplo muestra que el hecho de que
esta condicién se cumpla para ambas coordenadas es insuficiente para que U sea
normalmente inmerso en G.

Ejemplo 1.3.18. Sea A = Z3, B = Sym(3) y U = D(A). Entonces UM N A es
normalmente inmerso en A para cada M < B, y UN N B es normalmente inmerso
en B para cada N < A, pero U es normalmente inmerso en A x B.

Proposicion 1.3.19. Sea U un subgrupo de un grupo G resoluble. Entonces U es
normalmente inmerso en G si y solo si existe un sistema de Hall ¥ de G tal que
ULlLYyU,=UNG, <G, para todo primo p € o(G), donde G, es el p-subgrupo
de Sylow en Y.

Demostracion. Supongamos que U es normalmente inmerso en G. Por estar en un
grupo resoluble podemos considerar 3 un sistema de Hall de G que reduce en U.
Por tanto ¥ permuta con U y la otra condicion se deduce facilmente. El reciproco es
consecuencia de la conocida caracterizaciéon de p—subgrupos normalmente inmersos
siendo p primo en 1.3.16. O



Capitulo 2

Subgrupos normalmente inmersos
de productos directos de grupos

2.1. Permutabilidad con sistemas de Hall en pro-
ductos directos resolubles.

La Proposicién 1.2.18 da una condicién para un subgrupo U de G = A x B
que implica la permutabilidad con uno de los factores de un subgrupo factorizado
permutable con U. Esto da la suficiente informacion para la caracterizacion, en
la Proposicién 2.1.5, de los subgrupos permutables con un sistema de Hall de un
producto directo de grupos resolubles.

En los subgrupos de Hall se obtiene este caso de interés.

Proposicién 2.1.1. Sea G=AXx B, U <G y G, = A, X B, € Hall.(G) para un
conjunto de primos w, donde X, = G,NX, para X = A, B. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

a) U LGy
b) UL A, yULB,;
¢) U< Neg(UNA)UNB)G,).

Demostracion.

a) — b) Por la Proposicién 1.2.18 si nx(G,NU) = X, Nnx(U) para X = A, B
obtenemos el resultado. Pero si G, € Hall(G), G, N U es un m—subgrupo de

U. Ademés como UG, = G,U es un subgrupo tenemos que |UG.| = “g!g’ﬂ y

25
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UG _ _|U]

G = TahAr €S un 7' —ntmero. Asi U, := G,NU € Hall,.(U). Ahora como sabemos
que Tx (G NU) < 7x(Gr) Nmx(U) < mx(U) y tenemos wx(U,) € Hall.(rx(U)),
llegamos a que mx (G, NU) = 7x(G,) N 7x(U) ya que 7mx(G,) N 7x(U) es un
m-subgrupo. Y obviamente mx(G,) = X, para X = A, B.

b) — a) Es inmediato (ver nota 1.2.11).

b) <> ¢) Se sigue de la Proposicién 1.2.10. O

Por el argumento de Frattini junto con que todos los subgrupos de Hall son
conjugados, obtenemos para grupos resolubles otra equivalencia.

Corolario 2.1.2. Sea G = A X B un grupo resoluble, U < G, y G, € Hall(G).
Entonces U L. G, siy solo siU = (UNA)(UNB)Ny(Gr) yUNX L X, para X =
A, B.

Demostracion. Veamos la primera implicacion. Como U L G, claramente se verfica
que UNX L X,. Ahora, sea Z := Ng((UNA)(UNB)G,) entonces (UNA)(UNB)G, <
Z'y Gr € Hall(Z). Por tanto estamos en condiciones de aplicar el argumento de
Frattini y obtenemos Z = (UN A)(UN B)GNz(G,) = (UNA)(UNB)Nz(G,). Y
ahora por la Proposicién 2.1.1 sabemos que U < Ng((UNA)(UNB)G,) = Z y por
tanto U =UNZ = (UNA)(UN B)Ny(G). Para la siguiente implicacién tenemos
que UNX L X, para X = A, B, por tanto, (UNA)(U N B)G, es un subgrupo de G
y en particular de Ng((U N A)(U N B)G,). Podemos volver a aplicar el argumento
de Frattini, ahora sobre (U N A)(U N B)G, < Ne((UNA)(UN B)G,) y de manera
similar a la demostracién de 2.1.1 obtenemos el resultado. ]

Es claro que la Proposicién 2.1.1 se cumple también para subgrupos de Sylow.
Podemos dar asi el siguiente resultado acerca de la permutabilidad de un subgrupo
con los subgrupos de Sylow en un producto directo, sin hipdtesis de resolubilidad
para el grupo, por la conjugacién de los subgrupos de Sylow en un grupo finito
arbritario.

Proposicién 2.1.3. Sea G = Ax B, U < G, G, = A, x B, € Syl,(G) para un
primos p, donde X, = G, N X para X = A, B. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

a) U L Gp;

b) ULA,yU L B,;

¢) U< Ne(UNA)UNB)G,);

d) U=UnNAUNB)Ny(G,) yUNX L X,, para X = A, B.
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Corolario 2.1.4. Sea U un subgrupo tipo-diagonal de G = A x B, y sea G, €
Syl,(G), p primo, entonces U L G, si y solo si U = Ny(G,).

Los sistemas de Hall juegan un papel muy importante en la teoria de los grupos
resolubles. En lo que sigue adoptaremos la notacion: ¥ es un sistema de Hall de un
grupo finito resoluble G, entonces G es el w-subgrupo de Hall contenido en ¥; por
tanto Hall,(G) N Y = {G,}. Si m = {p} para algin primo p, entonces escribimos
Gr = G,. También si U < G, entonces Ny(X) = UNNg(XE). La siguiente proposicién
da una caracterizacion de los subgrupos de un producto directo permutables con un
sistema de Hall.

Proposiciéon 2.1.5. Sean G = A x B resoluble, ¥ un sistema de Hall de G y
U < G. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) XL U;

b) U< Ng,ex Na((UNA)UNB)Gr);

c) U=(UNAUNB)Ny(X) yUNX LYXNX para X = A, B.

Demostracion.

a) — ¢) Veamos que U < (U N A)(U N B)Ny(X). Para cada p € o(U), sea U, :=
UNG)p. Puesto que X L U, ¥\, U, entonces U, € Syl,(U). Por el Corolario 2.1.2
obtenemos U, = (U, N A)(U, N B)Ny, (G). Tenemos que:

Up = (U, NA)(U, N B)NUp(Gp/)
= (U,Nn A)(U, N B)Ny, (%)
< (UN A)(U N B)Ny(Z)
ya que,

U, <G, <[] GryNa(®)= (] Ne(Gy).
reo(G),r#p rec(G)

Finalmente como U = (U, : U, € Syl,(U)) tenemos la igualdad.

¢) — a) Notar que para todo conjunto de primos © C o(G), por ¢) tenemos U =
(UNA)(U N B)Ny(Gx), lo que implica a) por el Corolario 2.1.2.

a) <> b) Se sigue de la Proposicién 2.1.1. O

Puesto que los normalizadores de sistema son nilpotentes, 2.1.5 da una idea de
por qué U/(U N A)(UNB) = 7x(U)/(UN X) es nilpotente para X = A, B, bajo
la hipétesis de la Proposicién 2.1.1. Si se supone U normalmente inmerso en A X B,
la misma conclusién se deduce en el apartado 2.2 sin la condicién de resolubilidad.
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2.2. Subgrupos normalmente inmersos de produc-
tos directos

El objetivo principal de esta seccién es obtener propiedades estructurales de los
subgrupos normalmente inmersos en productos directos.

Se observa que en un grupo finito simple los tnicos subgrupos normalmente
inmersos son los subgrupos de Hall. Pero este no es el caso para grupos arbritarios vy,
en particular, para grupos resolubles. El siguiente resultado prueba que el resultado
sobre grupos simples se extiende a productos directos de grupos simples.

Lema 2.2.1. Sea G = A x B con A y B grupos simples no-abelianos. Si U es un
subgrupo normalmente inmerso de G, entonces U estd factorizado, es decir, U =
mA(U) x mp(U).

Demostracion. Por hipdtesis, cada subgrupo de Sylow de U es un subgrupo de Sylow
de un subgrupo normal de G. Ademas por la nota 1.2.17 no existe ningtin subgrupo
normal no trivial de G que no sea A, B o . Por tanto cada subgrupo de Sylow P de
U satisface P = m4(P) x wp(P). Ahora, si o(U) = {p1,p2,...,p:} v P € Syl,,(U),
entonces:

U=(P,...,B)={(ma(P1),...,7a(P)) X (wp(P),...,m5(F,)) =

=ma(U) x mp(U).
[

Se debe mencionar que si U = U4 xUp es un subgrupo factorizado de un producto
directo A x B, i.e. Uy < Ay Ug < B, entonces U es un subgrupo normalmente
inmerso en A X B siy s6lo si Ux es normalmente inmerso en X, para X = A, B.

Ahora se prueba el resultado al que hemos hecho alusiéon anteriormente en la
Proposicién 2.1.5

Proposicion 2.2.2. Sea U subgrupo de G = A x B. Si U es normalmente inmerso
en G, entonces mx(U)/(U N X) es nilpotente, para X = A, B.

Demostracion. Primero notemos que wx (U)/(U N X) es nilpotente para X = A, B
siy sélo si U/(UN A)(U N B) es nilpotente. Argumentaremos por induccién sobre
|G|+ |U|. Si m4(U) x 5(U) < G, como U es normalmente inmerso en G entonces lo
es en mA(U) x mp(U) y por hipétesis de induccién U/(U N A)(U N B) es nilpotente
como querfamos. Por tanto podemos suponer que G = m4(U) x mp(U), y entonces
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UNX <G, para X = A, B. Por induccién sobre |U| podemos suponer U N X = 1,
para X = A, B. Pero en esta situacion tenemos que, por el teorema de Goursat:

A:WA(U)gﬂ'B(U):B.

Por tanto tenemos que probar que G = w4(U) x wg(U) es nilpotente, o equivalen-
temente, que U es nilpotente. Puesto que U es normalmente inmerso en G, por la
Proposicién 1.3.17 b) se tiene que U N F(G) < G. Es facil ver que

FU) < ma(F(U)) x mp(F(U)) < F(G).

Luego F/(G)NU es nilpotente y F'(G)NU <G por tanto F(G)NU < F(U). Se tiene que
F(U) = F(G)NU. Pero esto implica que mx(F(U)) < Z(X) < Z(G), para X =
A, B, y entonces F(U) < Z(G). Supongamos A = m4(U) no simple y sea My
subgrupo propio normal no-trivial de A. Sea Mg := M,UN B; entonces Mg <UA =
Ax B. Ademéas MU = (MsUNB)U = MaUNBU = M4U. Denotemos con barras
las imédgenes en el grupo G = (A x B)/(M4 x Mg). Es sencillo ver que UN X = 1,
para X = A, B, y consecuentemente U es nilportente por hipétesis de induccién.
Ademas UN(Ma x Mp) # U,y UN(Ma x Mg) es normalmente inmerso en G. Por

la eleccién de U se tiene que U N (M4 x Mp) es nilpotente. Luego
UN(Mayx M) < F(U) < Z(G)

y entonces U es nilpotente. Por tanto podemos suponer que A, B son grupos simples.
Si A o B son abelianos, el resultado esta claro. En otro caso, por el Lema 2.2.1 se
tiene que X = mx(U) =UNX = 1 para X = A, B, y se completa la prueba. ]

Corolario 2.2.3. Sea U un subgrupo de G = A x B. St U es normalmente inmerso
en G, entonces

a) Udma(U) x7p(U), y
b) mx(U)/(UNX) es abeliano para X = A, B.

Demostracion.  a) Como U es normalmente inmerso en GG, también lo es en w4 (U) X
mp(U) y por tanto U/(UNA)(UNB) loesen m4(U) xmp(U)/(UNA)(UNB).
Por otra parte este ultimo es nilpotente por la Proposicion 2.2.2 y por tanto
todo subgrupo es subnormal. Ahora por la Proposicién 1.3.17 b) obtenemos
U/(UNA)UNB)<Lms(U)xmp(U)/(UNA)Y(UNDB) y de aqui U<Lm4(U) x7m(U)

como queriamos.

b) Por a) sabemos que U <74 (U) x mp(U) y por la Proposicién 1.2.16 obtenemos
que (ma(U)) = [ma(U),ma(U)] = [U,ma(U)] <UNma(U) =U N A. Por tanto
7a(U)/U N A es abeliano. Anédlogo para X = B.

]
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Nota 2.2.4. Notemos algunos casos especiales:

a)

b)

c)

Si U es un subgrupo subdirecto de G = Ax B (i.e. mx(U) = X para X = A, B)

entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1) U es normalmente inmerso en G
1) UG,
1) G/(UNA)(UN B) es un grupo abeliano.

Si U es un subgrupo diagonal de G = A x B, entonces U es normalmente
inmerso en G si y sélo si G es un grupo abeliano.

Sea U un subgrupo normalmente inmerso de un grupo G. Por la Proposicién
1.3.17 b) sabemos que U N F(G) < G. Ademés UF;(G) N Fj41(G) < G, para
cada j > 0, donde Fy(G) = 1y Fj1(G)/F;(G) = F(G/F;(G)) para cada
j=0.

Sea U subgrupo normalmente inmerso del producto directo G = A x B. Enton-
ces mx (U) es normalmente inmerso en X, mx(U)/(UNX) es abeliano para X =
A, B,y ademas UF;(G) N F;11(G) < G, para cada j > 0. Sin embargo, estas
propiedades no son suficientes para que un subgrupo sea normalmente inmer-
so, incluso para un p-subgrupo tipo-diagonal, con p primo. Para ver esto, sea
G = Sym(3) x F(3/7), donde E(3/7) denota el grupo no abeliano de orden
21, y sea U = D(Z3). Entonces U tiene las propiedades citadas anteriormente
pero no es normalmente inmerso en G.

A continuacion se obtiene la primera caracterizacion para subgrupos normalmen-
te inmersos en productos directos.

Proposicion 2.2.5. Sea U subgrupo de G = A x B. Entonces los siguientes enun-
citados son equivalentes:

a) U es normalmente inmerso en G.

b) U,NX e Syl,([U,, X|(U,N X)), para X = A, B, y para cada U, € Syl,(U) y

cada primo p;

c) |[Up, XI(UNX) : UNX]| es un p'-nimero, para X = A, B, y para cada U, €

Syl,(U) y cada primo p;

d) |[Uy,, GI(UNA)UNB): (UNA)(UN B)| es un p'-nimero, para cada U, €

Syl,(U) y cada primo p.
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Demostracion. Procedemos ciclicamente para demostrar que cada enunciado
implica el siguiente.

a) — b) Supongamos U normalmente inmerso en G y tomamos U, € Syl,(U)
para un primo p. Por tanto U, es un p-subgrupo de Sylow de su clausura
normal (US). Puesto que (US) = U,[U,, G] = U,([U,, A] x [U,, B]) tenemos
que [U,, X| <Q(US) y se sigue que U, N [U,, X] € Syl,([U,, X]) para X = A, B.

Las implicaciones b) — ¢) — d) se deducen facilmente.

d) — a) Sea p un primo y U, € Syl,(U). Ver que U es normalmente inmerso
en G es equivalente a ver que U, es un p-subgrupo de Sylow de su clausura
normal <UPG ); es decir, que

’<UpG> : Up| = ’Up[Uva] : Up| = |[UP7G] :UpN [UmG”
es un p’-numero. Consideremos la siguiente igualdad:
[Up, G : Up N [Uy, G| = [[Uy, G] - U N [Uy, GI||U N [Uy, G] = Up N [Uy, G|
Ahora notemos que |[U,, G] : U N [U,, G]| divide al nimero:
|[Up, G] : [Up, GIN((UNA)UNB))| = |[Up, GIUNA)UNB) : (UNA)(UNB)|

que por hipdtesis es un p’-nimero. Por otra parte, puesto que U N [U,, G] AU
tenemos que U, N [U,,G] = U, N U N [U,, G| es un p-subgrupo de Sylow de
U N [Up, G]. Por tanto |U N [U,, G] : U, N [U,, G| también es un p’-nimero y
obtenemos el resultado.

O

Corolario 2.2.6. Si U es un subgrupo tipo-diagonal de G = A x B, entonces U es
normalmente inmerso en G si y solo si[U,, G] es un p'-grupo, para todo U, € Syl,(U)
y para todo primo p.

Nota 2.2.7. La Proposicion 2.2.5, que es independiente de la Proposicion 2.2.2; da
una demostracién alternativa de esta tltima y del Corolario 2.2.3.

Recalcamos el repetido hecho de que si L, K son subgrupos de un grupo, entonces
ambos L y K normalizan [L, K].
Supongamos que U < G = A x By, para V < U, sea

V =V(UNA)UNB)/(UNA)U N B).

Supongamos que p, ¢ son primos (no necesariamente distintos). Entonces [U,, U,] <
(U,,U,) v si U, normaliza U, entonces [U,,U,] es un g-grupo. Ahora supongamos
ademds que U es normalmente inmerso en G. Por la Proposicién 2.2.5, [U,, U,] es un
{p, q¢}'-subgrupo de (U,, U,) = W. Por el argumento de Frattini W = [U,, U,] Ny (U,).
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Por tanto un p-subgrupo de Sylow de NW(_Uq) es un p-subgrupo de Sylow de W.
Este p-subgrupo de Sylow de W centraliza U, y, si consideramos los pares p, g tales
que p # ¢, se tiene que U es nilpotente. Tomando p = ¢ vemos que U, es abeliano

para todo p, y consecuentemente U es abeliano.

La Proposicion 2.2.5 analiza U N X para X = A, B cuando U < G = A X B.
Si U es normalmente inmerso en G, entonces U N X es normalmente inmerso en
X. Similarmente, las imdgenes homomorfas de subgrupos normalmente inmersos
son normalmente inmersas en el grupo imagen. Se concluye esta secciéon estudiando
7x(U) para X = A, B y las condiciones para que U sea normalmente inmerso.

Proposicion 2.2.8. Sea U un subgrupo de G = A x B. Supongamos que para un
primo p y U, € Syl,(U) se da que :

mx(Up) N rx(Uy,), X] < U, para X = A, B.

Entonces

a)
WX(UP) N [WX(Up)a X} < Uy,

o equivalentemente,

ﬂ-X(Up) N [WX(U}D)?X] = Up N [TrX(Up)aX]’ pCN’CL X = A7B7

b) U, es normalmente inmerso en G si y solo si mx(U,) es normalmente inmerso
en X, para X = A, B.

Demostracion.  a) Es sencillo ver que si WY < G con Y < Ng(W), entonces
Y < Ng(mx(W)) para X = A, B. Por tanto, por nuestra hipdtesis, mx(U,) N
[7x(Up), X] es un p-subgrupo de U normalizado por U, y por tanto, mx(U,) N
[7x (Up), X] < Up.

b) Si U, es normalmente inmerso en G, entonces mx(U,) lo es en X por ser
mx homomorfismo. Supongamos ahora que mx(U,) es normalmente inmerso
en X para X = A, B. Entonces mx(U,) € Syl,({mx(U,)*)), es decir mx(U,) €
Syl,([mx(Up), X|mx(Up)). Sin embargo, [rx (U,), X| = [U,, X] y por a) mx (U,)N
7x(Up), X] = U, N [rx(U,), X]. Por tanto:

|[mx (Up), X]mx (Up) : mx (Up)| = [[mx (Up), X| : mx (Up) N [mx (Up), X]| =
[Up, X2 Up N [Up, X]| = |[Up, X](Up N X) : Up N X|

es un p’-numero. Por la Proposicién 2.2.5 ¢) se tiene que U, es normalmente
inmerso en G.

]



33

Teorema 2.2.9. Sea U < G = A x B. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) U es normalmente inmerso en G.
b) Para X = A, B, son ciertos los siguientes enunciados:

1) wx(U) es normalmente inmerso en X, y

2) mx(Uy)N[rx(U,), X] < Uy, para cada U, € Syl,(U) y para todo primo p.

Demostracion. Supongamos que U es normalmente inmerso en G. Entonces (b.1) es
cierto. Ademds, para X = A, B, tenemos [U,, X]| = [7x(U,), X] y

Up N rx(Uy), X] = Up N X N [rx(Up), X] < 7x (Up) N [mx(Up), X].

Pero U, N [U,, X] vy 7x(U,) N [7rx(U,), X] son p-subgrupos de Sylow de [U,, X|. Por
tanto mx (U,) N [rx(U,), X] < U, y b)2 queda probado.

La otra implicacién se deduce de la Proposicién 2.2.8 ya que U, es normalmente
inmerso en G para cada primo p y U, € Syl,(U). Por tanto U es normalmente
inmerso en G. O

Nota 2.2.10. Esta claro que si mx(U) N [1x(U), X] < U, entonces la propiedad
(b2) en el Teorema 2.2.9 se cumple. Sin embargo no es una condicién necesaria para
que un subgrupo U sea normalmente inmerso, a menos que U sea un p-grupo para
algin primo p. Para ver esto, consideramos A = B = SL(2,3) = QC, donde @ es
el grupo cuaternio de orden 8 y C' es el grupo ciclico de orden 3. Sea G = A x By
U = D(Z(Q)C). Notemos que U es normalmente inmerso en G.

Sin embargo, notemos que Z(X) < nx(U)N[rx(U), X] para X = A, B. Entonces
el subgrupo 7mx(U) N [rx(U), X] no esta contenido en U para X = Ao X = B.

2.3. Subgrupos normalmente inmersos de produc-
tos directos de grupos resolubles

Para grupos resolubles se pueden combinar los resultados de las dos secciones
anteriores. Se mantendra la notacion de la seccién 1 en relacién a sistemas de Hall.

Teorema 2.3.1. Sea U un subgrupo de un grupo resoluble G = Ax B. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

a) U es normalmente inmerso en G.
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b) G tiene un sistema de Hall ¥ tal que:
U=UNAUNB)Ny(X) yUNX LYXNX para X = A, B (2.1)
[UNG, G, <(UnNA)UnNB) para todo p € o(G) (2.2)
c) G tiene un sistema de Hall ¥ tal que ¥\ U y (2.1) y (2.2) se dan para 3.

d) Si ¥ es un sistema de Hall de G tal que ¥\, U, entonces (2.1) y (2.2) son
ciertas para 3.

Demostracion. a) <+ b) Por la Proposicion 1.3.19, U es normalmente inmerso en G si
y sélo si existe un sistema de Hall ¥ de G tal que U L Xy U, =UNG, G,
para todo primo p € o(U). La Proposicién 2.1.5 establece que U L X es
equivalente a (2.1). Ademds, para un primo p, es facil ver que cada uno de los
siguientes enunciados es equivalente a su sucesor:

U,=UNG,<G,=A4A, x B, donde X, = X NG, para X = A, B;
Up, Xp] = [7x(Up), X, <U,N X, para X = A, B;
[Up, Gyl = [Up, Ap] X [Up, By] < (Up N Ap)(Up N By);
Uy, Gp) <(UNA)UNB)NG, < (UNA)(UNB).
Es decir que U, = U NG, 9 G, para cada primo p, es equivalente a (2.2).

b) <+ ¢) Primero sea ¥ un sistema de Hall de G' que satisface las condiciones (2.1)
y (2.2). Por la Proposicién 2.1.5, la propiedad (2.1) es equivalente al hecho de
que X L U. Por tanto 3 N\, U y tenemos c). La otra implicacién es obvia.

¢) <> d) La implicaciéon d) — ¢) es clara. Veamos el reciproco. Sea ¥ un sistema
de Hall de G' que reduce en U y sea ¥; el sistema de Hall de ¢). Como U es
normalmente inmerso en un grupo resoluble, es pronormal y por 1.3.5 existe
g € Ng(U) tal que X = 3. Por tanto

U=UY=(U?NA)U?NB)(U N Na(29))

= (UNA)(UN B)(U N Ng(%)),

Por otra parte, como U N X L 3; N X, sesigue que UNX = (UNX)? L
(EiNnX)yP=%nX'=XnX.
Ademss si G, € Xy,

[UNGYGI =[UNG, Gyl <(UNA(UNB) =(UnNA)UNB),

esto es, (2.1) y (2.2) se dan para X y queda probado el teorema.
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Nota 2.3.2. a) Notar que la Proposicién 2.1.5 da condiciones equivalentes a (2.1)
en el Teorema 2.3.1 y ellas caracterizan la permutabilidad con sistemas. Por
otra parte (2.2) en el Teorema 2.3.1 es equivalente a UNG, IG, Vp € a(U).

b) Si H es un subgrupo normalmente inmerso en un grupo resoluble G, entonces
H es pronormal en GG. En consecuencia, por Proposicién 1.3.7, si ¥ es un
sistema de Hall de G tal que ¥ N\, H, entonces Ng(X) < Ng(H). Por tanto
podemos sustituir (2.1) del Teorema 2.3.1 por

U< (UnNA)(UNB)Ng(X) (2.3)

y también

Tx(U),Nx(ENX)] <UNX, para X = A, B, (2.4)

por la caracterizacion de subgrupos normales en productos directos ya que,

Ng(S) = Na(E N A) x Ng(En B).

La siguiente nota muestra como pueden ser construidos los subgrupos normal-
mente inmersos de un producto directo de dos grupos resolubles.

Nota 2.3.3. Para construir subgrupos normalmente inmersos de un producto di-
recto resoluble G = A x B, podemos proceder de la siguiente manera:

Consideremos un subgrupo Hx normalmente inmerso de X para X = A, B, y
un sistema de Hall ¥ de G que reduce en HsHpg. Entonces HaHpNg(X) es un
subgrupo de G porque Ng(X) normaliza HaHp. Sea U un subgrupo de G tal que
HaHp <U<Hj HpNg(E)y UNG,<G,, para todo primo p € o(G). Por el Teorema
2.3.1, U es normalmente inmerso en GG y todo subgrupo normalmente inmerso puede
construirse de esa forma.

Corolario 2.3.4. 5i U es un subgrupo tipo-diagonal de un grupo resoluble G =
A x B, entonces U es normalmente inmerso en G si y solo si para todo sistema de

Hall ¥ de G tal que ¥\, U, se tiene U < Z(Ng(X)) y UNG, < Z(G,) para todo
PrImo p.

Nota 2.3.5. Ni la propiedad c¢) ni la propiedad d) del Teorema 2.3.1 2.2 son sufi-
cientes para garantizar que un subgrupo U sea normalmente inmerso en un grupo
resoluble de un producto directo G = A x B, incluso con la hipdtesis adicional de
que U sea subgrupo tipo-diagonal y mx (U) sea abeliano, para X = A, B.

Por ejemplo, sea G = A x B donde A = B = Sym(4). Sea ¥ un sistema de
Hall de G, sea ¥4 el sistema de Hall ¥ N A de A, y sea U = D(Na(X4),1), con i la
inclusién de Na(X4) en A = B. Entonces U < Z(Ng(X)) y por tanto ¢) se cumple,
pero U no es normalmente inmerso en G.
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Capitulo 3

Subgrupos pronormales de
productos directos de grupos

3.1. Subgrupos abnormales de productos directos

En esta seccion se da una caracterizacion de los subgrupos abnormales en pro-
ductos directos en el caso de que uno de los factores directos sea resoluble. Los
subgrupos abnormales en grupos no necesariamente resolubles han sido también
estudiados (ver por ejempo [9] y [17]).

La primera observacién se comprueba directamente a partir de la definicién de
subgrupo abnormal.

Proposicion 3.1.1. Sea X un subgrupo abnormal de A e'Y un subgrupo abnormal
de B. Entonces X XY es un subgrupo abnormal de A X B.

En nuestro estudio sobre productos directos observamos que el subgrupo diagonal
en el producto directo de un grupo simple consigo mismo es un subgrupo maximal
no normal y, por tanto, abnormal. Por contraposicién, como veremos a continuacion,
cuando uno de los factores del producto directo es resoluble, los tinicos subgrupos
abnormales son los factorizados.

Nota 3.1.2. S es simple si y sélo si el subgrupo diagonal U = {(s,s) : s € S} de
S x S es maximal.

Demostracion. Supongamos S simple, H < S x S un subgrupo que contenga el
subgrupo diagonal y algin (si,ss) € H con s; # sy. Sea N < S el subgrupo con
elementos n tal que (1,n) € H que es no trivial ya que (1,s;'ss) € H. Por tanto
N <8 yaquesi (1,n) € H, entonces (s71,s7)(1,n)(s,s) = (1,5 'ns) € H. Por ser
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S simple se tiene N = S. Asi, (1,s) € H, Vs € S. Idénticamente (s,1) € H, Vs € S,
y por tanto H = S x S.

Supongamos ahora que S no es simple. Entonces existe un subgrupo propio normal
N. Sea H = {(s,ns) : s € S,n € N} que es subgrupo de S ya que si s, € S
y n,n’ € N se tiene: (s,ns)(s',n's") = (ss',nsn’s') = (ss',nsn's7'ss’) € H ya que
ss' € S ymnsn'sT! € Ny, ademés (s,ns)™' € H. Es decir H contiene el subgrupo
diagonal y este no es maximal. O]

Ejemplo 3.1.3. Si S es un grupo simple no-abeliano, y U = {(s,s) : s € S} < xS,
entonces U es subgrupo maximal de S x S. Puesto que un subgrupo maximal es
normal o abnormal (pero no ambos) y S es simple tenemos que U es abnormal.

Notar que mg(U) = S es abnormal en S (para ambas componentes), U es abnor-
mal en S x S, pero U no es un subgrupo factorizado de S x S.

Proposicién 3.1.4. Sea G = A x B con A o B resolubles, y sea M un subgrupo
mazimal de G con Ng(M) = M. Entonces M = my(M) x mg(M) y ma(M) = A o
WB(M) = B.

Demostracion. Demostraremos el contrareciproco. Supongamos m4(M) # AN M.
Notar que por el teorema de Goursat esto es equivalente a suponer que mg(M) #
B N M. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A es resoluble. Como M
es maximal en G y M < mq(M) x mg(M), se sigue nx(M) = X para X = A, B.
Consecuentemente M N X I 7x(M) = X para X = A, B. Veamos que AN M es
normal maximal en A. Sea AN M < W < A, entonces, como W no esta contenido
en M, G=MW.Por tanto A=ANMW = (ANM)W =W.

Ahora como A es resoluble, A/A N M es abeliano y por tanto B/B N M también
es abeliano. Por tanto, [M, X| = [1x (M), X] < M N X es decir, M < G. Es decir
Ng(M) = G # M, lo que concluye la prueba. ]

Proposiciéon 3.1.5. Sea G = Ax B con A o B resoluble y supongamos U abnormal
en G. Entonces U = m4(U) x p(U) y wx(U) es abnormal en X para X = A, B.

Demostracion. Como para X = A, B, 7x : G — X es un homomorfismo supra-
yectivo, mx(U) es abnormal en X para X = A, B por 1.3.10c). Ahora utilizamos
induccion sobre |G| para ver que U = m4(U) x mp(U). Sea M un subgrupo maxi-
mal de G que contiene a U. Por 1.3.10 a) Ng(M) = M y por la Proposicién 3.1.4,
M = ma(M) x wg(M). Ahora como U < M, por 1.3.10 a) U es abnormal en M y
|M| < |G|. Por induccién U = 7, (a)(U) X Trpany(U) = ma(U) x mp(U). O

Finalmente se obtiene una conclusion definitiva.

Proposicién 3.1.6. Sea G = A x B con A o B resoluble y supongamos U < G.
U es abnormal en G si y sélo si mx(U) es abnormal en X para X = A,B y U =
mA(U) x mp(U).
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Demostracion. La primera implicacién es consecuencia directa de la Proposicién
3.1.5. Y la segunda, por la Proposicién 3.1.1 tenemos que U = m4(U) x wg(U) es
abnormal en A x B y por tanto U es abnormal en G. O

3.2. Subgrupos pronormales de productos direc-
tos

Como ya se ha dicho los subgrupos normales y abnormales son pronormales.
Ejemplos menos obvios son los subgrupos de Sylow de un subgrupo normal. Co-
mo ya se ha mencionado en la introduccién, la pronormalidad es comuinmente més
estudiada en grupos resolubles. En esta seccién, igual que en la seccién anterior, con-
tinuaremos suponiendo solamente que una de las componentes del producto directo
sea resoluble. No obstante en la siguiente seccion se considerard la pronormalidad,
y también la abnormalidad, para subgrupos resolubles y se estudiard su comporta-
miento en productos directos de grupos resolubles.

Proposicion 3.2.1. Sea U < G = A x B. Supongamos que se dan las siguientes
condiciones:

a) mx(U) es pronormal en X para X = A, B;

b) No(U) = Na(ma(U)) x Np(mp(U).
Entonces U es pronormal en G.

Demostracion. Supongamos el resultado falso. Sea G un grupo con de orden minimal
tal que posee un subgrupo no pronormal U que satisface las condiciones a) y b) de la
hipétesis. Ademas supongamos que U posee el mayor orden posible de los subgrupos
no pronormales de G que satisfacen las condiciones a) y b). Sea N < A. Entonces
N <G,y ma(UN) = ma(U)N es pronormal en A por la hipétesis a) junto con el
Lema 1.3.3. Ademas, puesto que N < A, mg(UN) = wg(U) es pronormal en B. Por
tanto UN satisface a) de la hipdtesis.

Ademds como m4(U) es pronormal en A, utilizando el Lema 1.3.3 se sigue que
Na(ma(U)N) = Na(ma(U))N. Entonces

Ng(UN) < Nao(ma(UN)) x Ng(mg(UN)) = No(ma(U)N) x Ng(npg(UN)) =

= Nu(ra(U))N x Np(rnp(U)) = Na(ma(U)) x Np(r5(U))N = Ne(U)N < Ng(UN)

por la hipétesis b) aplicada a U. Entonces UN satisface b) de la hipétesis.
Si N <A, entonces N <UoUN #U.Si N <U paratodo N <A, entonces A C U
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y entonces U = A x mp(U) y facilmente U es pronormal en G, en contradiccién con
nuestra hipotesis.

Es decir existe N < A con UN # U. Por tanto UN es pronormal en G.

Ahora, UN <G o Ng(UN) < G. Supongamos Ng(UN) < G. Como UN satisface
b), No(UN) = AN Ng(UN) x BN Ng(UN) es un producto directo y U satisface
a) y b) en Ng(UN). Consecuentemente, U es pronormal Ng(UN). Sin embargo, el
resultado de Gaschiitz, Lema 1.3.4, dice que entonces U es pronormal en G.
Entonces, UN < G. Tenemos que mg(UN) = 75(U) < B.

Este argumento es simétrico respecto a Ay B y por tanto podemos concluir también
que m4(U) < A.

Pero b) nos dice que Ng(U) = Na(ma(U)) x Ng(mp(U)) = A x B. Es decir, U <G,
que vuelve a contradecir nuestra hipotesis.

Por tanto no hay contraejemplos y el resultado queda probado. O

Como dicta el Ejemplo 3.1.3, para que las condiciones a) y b) de la Proposicién
3.2.1 caractericen los subgrupos pronormales de un producto directo se requiere un
hipdtesis adicional.

Proposiciéon 3.2.2. Sea U < G = A x B con A o B resoluble. Entonces U es
pronormal en G si y sdlo si mx(U) es pronormal en X para X = A, B, y No(U) =
Na(ma(U)) x Np(mp(U)).

Demostracion. Supongamos U pronormal en G. Por el Lema 1.3.3 ), mx(U) es pro-
normal en X para X = A, B. Y por el Lema 1.3.11 Ng(U) es abnormal en G. Ahora
por la Proposicién 3.1.5 tenemos que Ng(U) = m4(Ng(U)) X m(Ng(U)). Notar que
Tx(Ng(U))NU = XNU para X = A, By que nx(U) < mx(Ng(U)) para X = A, B.
Ahora, utilizando el Lema 1.2.16, como U < Ng(U) = m4(Ng(U)) x m5(Na(U)) se
tiene que mx (U)/mx(Ng(U))NU = 7x(U)/XNU es abeliano. Por tanto U <74 (U) %
mp(U). Asi, U S<INg(ma(U) x mp(U)) = Na(ma(U)) x Ng(np(U)). Ademés por ser
U pronormal en G, lo es en No(m4(U)) x Ng(mp(U)). Por el Lema 1.3.3 b) Ng(U) >
Na(ma(U)) x Np(mp(U)). Y puesto que mx(Ng(U)) < Nx(7x(U)) para X = A, B
se tiene que Ng(U) = Na(ma(U)) x Np(mp(U)). La otra implicacién se sigue de la
Proposicién 3.2.1. O

Notar que el siguiente resultado acerca de la estructura de los subgrupos pronor-
males en productos directos aparece en la demostracion del resultado anterior.

Corolario 3.2.3. Sea U < A x B=G con A o B resoluble. Si U es pronormal en
G, entonces mx(U)/(UNX) es abeliano para X = A, B. En particular U es normal
en mA(U) x mg(U).

Nota 3.2.4. 1. El reciproco del Corolario 3.2.3 no es cierto. Es suficiente con-
siderar A = B = Sym(3) el grupo simétrico de orden 3 y G = A x B. Sea
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S =03(A)=03(B)y D ={(x,z) € G:2z € S}. Entonces mx(D)/(DNX) =

wx (D) = S es abeliano, para X = A, B, pero D no es pronormal en G.

2. Si ninguno de los factores A o B del grupo G = A x B es resoluble, el Corolario
3.2.3 no es cierto. El Ejemplo 3.1.3 nos muestra esto.

Recordando la definicién de Cx = {x € X : [z,7x(U)] < X NU}, enunciamos el
siguiente corolario.

Corolario 3.2.5. Sea U < AxB = G con A o B resoluble. Entonces U es pronormal
en G si y solo si mx(U) es pronormal en X y Nx(nx(U)) < Cx para X = A, B.

Demostracion. Por la Proposicion 3.2.2, es suficiente ver que Ng(U) = Na(ma(U)) x
Np(mp(U)) siy sélo si Nx(mx(U)) < Cx para X = A, B.

Supongamos primero que Nx(mx(U)) < Cx para X = A, B. Notemos que por la
Proposicién 1.2.15,

Na(ma(U)) x Np(mp(U)) < Ne(U) <
Ta(Ne(U)) x m5(Ne(U)) < Na(ma(U)) x Np(rg(U)).

Si Ng(U) = Na(ma(U)) x Ng(mp(U)), entonces por la Proposicién 1.2.15, tenemos
que Cx = Ng(U)NX = Nx(ma(U)). O

Nota 3.2.6 (Construccién de subgrupos pronormales de un producto directo de
grupos G = A x B con uno de los factores A o B resoluble). Primero elegimos R
pronormal en A y S pronormal en B. Consideramos

’ Ip ={J:[S,Ng(S)] < J < S}

Entonces para I € 14, J € I tal que R/I = S/J, por el Teorema de Goursat, se
puede construir un subgrupo U de A x B, que por el Corolario 3.2.5 es pronormal
en A x B, tal que m4(U) = R,mp(U) =S,UNA=1,UNB = J. El Corolario 3.2.5
implica que cualquier subgrupo pronormal de A x B es de esta forma.

3.3. Caracterizacion de subgrupos pronormales y
abnormales en productos directos de grupos
resolubles

En esta seccion se investiga como dos de las conocidas caracterizaciones de pro-
normalidad y abnormalidad en grupos resolubles pueden ser modificada en un pro-
ducto directo. La primera de ellas es debida a T.A. Peng [20]. Se recuerda el concepto
de argumento de Frattini débil de [§].
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Definicién 3.3.1. Un subgrupo X de un grupo Y se dice que satisface el argumento
de Frattini débil en'Y si Y = K Ny (X) para cualesquiera X < K Y. Si esto sucede
se denota por X € WFA(Y).

Proposicién 3.3.2. (Peng [20]) Si X es un subgrupo de un grupo resoluble Y,
entonces X es pronormal en'Y si y solo si X € WFA(L), para cualesquiera X <
L<Y.

Demostracion. La primera implicacion es consecuencia de la Proposicion 1.3.3. Sea
M un subgrupo normal de Y. Si K/M, L/M son subgrupos de Y/M tal que

XM/M < K/M < L/M

y K/M < L/M, entonces X < K < L. Por hipétesis se tiene que L = KN (X).
Ahora, puesto que

L/M = KN,(X)/M < N,(XM)K/M = Ny(XM/M)K/M < L/M,

se tiene que XM /M € W FA(L/M). Probaremos el teorema por induccién sobre |G|.
Sea M subgrupo normal minimal de Y. Puesto que X M /M satisface la hipdtesis en
Y/M, es pronormal en Y /M por hipétesis de induccién. Por tanto X M es pronormal
en Y. Sea x € Y. Entonces existe un elemento y € (XM, X*M) = (X, X*)M tal
que X*M = X M. Podemos suponer y € (X, X*). Sea L = Ny (X M). Entonces por
hipétesis L = Np(X)M, ya que X < XM <L <Y.Si L es un subgrupo propio de
Y, entonces X es pronormal en L por hipétesis de induccion. Como xy € L, existe
un elemento z € (X, X) tal que X*¥ = X*. Puesto que

(X, X%) < (X, X7, y) = (X, X7),

se tiene que X% = X ' con zy ! € (X, X*). Luego X es pronormal en Y. Podemos
entonces suponer que L =Y, es decir, Ny (X)M =Y. Por tanto = puede expresarse
como x = uv con u € Ny(X) y v € M. Pero entonces se tiene

X'=X"=X"<XM.

Si X M es un subgrupo propio de Y, entonces X es pronormal en X M por hipotesis
de induccién. Se tiene que existe un elemento w € (X, X") = (X, X?*) tal que
X" = X" = X”. Entonces X es pronormal en Y. Sélo queda una posibilidad,
XM =Y. Puesto que M es un subgrupo normal minimal de Y, X tiene que ser o
bien Y o bien un subgrupo maximal de G. En cualquier caso, X es pronormal en Y
lo que completa la prueba. O

Un ejemplo de Feldman en [16] muestra que la resolubilidad es necesaria en
el resultado de Peng. Es siempre cierto que los grupos pronormales cumplen el
argumento de Frattini. Para productos directos, esta caracterizacion de subgrupos
pronormales puede ser refinada considerando tinicamente subgrupos intermedios que
estén factorizados.
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Lema 3.3.3. Un subgrupo H de un grupo resoluble G = A x B es pronormal si y
solo si H satisface las siguientes condiciones:

a) H<ms(H) x mp(H);

b) Siempre que H < K<L < G tal que K = ms(K)x7p(K) y L = ma(L)xmp(L),
entonces L = N (H)K.

Demostracion. Si H es pronormal, por el Corolario 3.2.3 y por la Proposicion 3.3.2
se tiene que se cumplen las condiciones a) y b). Para la otra implicacién, si A =1 o
B =1, entonces se sigue el resultado por la Proposicién 3.3.2. Supongamos A # 1y
B # 1 y veamos la demostracién por induccién sobre el orden de G. Sea 1 # N < A.
Veamos que HN/N satisface a) y b) en G/N = A/N x BN/N. Sean K/N,L/N
subgrupos de G/N tal que

HN/N < K/N < L/N

y K/N < L/N, entonces H < K < L. Por hipdtesis se tiene que L = N (H)K.
Ahora, puesto que

L/N = NL(H)K/N < N,(HN)K/N = Ny /n(HN/N)K/N < L/N,

se tiene que L/N = K/NNp/n(HN/N).

Asi HN/N verifica b). Ademds HN/N verifica a) claramente. Entonces por
hipétesis de induccién HN/N es pronormal en G/N y por el Lema 1.3.3 HN
es pronormal en G. Supongamos A x Np(mp(H)) < A x B. Notemos que H <
ma(H)xmp(H) < Ax Np(mp(H)) y H satisface a) y b) respecto a A x Ng(ng(H)).
Por hipétesis de induccién H es pronormal en AX Ng(ng(H)). Pero H < Ng(HN) <
Neg(ng(HN)) = Ng(mp(H)) = AX Ng(rg(H)) luego H es pronormal en Ng(HN).
Por la Proposicién 1.3.4 H es pronormal en GG. Supongamos ahora que B = Ng(nmg(H)),
es decir, mg(H) I B , y que ma(H) 9 A. Las condiciones a) y b) implican G =
(ma(H) x mp(H))Ng(H) = Ng(H) lo que concluye la prueba. O

Lema 3.3.4. Supongamos A = B y sea H un subgrupo diagonal principal de G =
A x B, es decir, rx(H) = X y HNX = 1 para X = A, B. Entonces Ng(H) =
HZ(G).

Demostracion. Por la Proposicién 1.2.15 se tiene que Ng(H) N X = Cx(X) =
Z(X) para X = A, B. Ademas, puesto que H es un subgrupo diagonal principal de
G, se sigue que H = X y Z(H) = HN Z(G), lo que implica que

| X/Z(X)| =|H/HNZ(G)| para X = A, B.
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Por tanto [Na(H)/Z(G)| = |[Ng(H)/(Z(A) x Z(B))| = |nx(Ne(H))/Z(X)| >
mx (H)/Z2(X)| = |X/Z2(X)| = |H/H N Z(G)| = |[HZ(G)/Z(G)|, para X = A, B.
Ast |[Ng(H)/Z(G)| = |[HZ(G)/Z(G)|, es decir, |[Ng(H)| = |HZ(G)| y por tanto
N¢(H) = HZ(G) como querfamos. O

Proposiciéon 3.3.5. Un subgrupo H de un grupo resoluble G = A x B es pronormal
en G siy solo si He WFA(L), siempre que H < L < G tal que L = ms(L)x7p(L).

Demostracion. La primera implicacion se sigue de la Proposicién 3.3.2. Por tanto
supongamos H € WFA(L), siempre que H < L < G tal que L = ms(L)x7mp(L). Ar-
gumentaremos por induccién sobre |G|. Supongamos que m4(H) X B es un subgrupo
propio de G. Entonces por hipdtesis de induccién H es pronormal en m4(H) x B lo
que implica H Im4(H) x mp(H) por el Corolario 3.2.3. Por lo tanto H es pronormal
en GG por el Lema 3.3.3. Entonces podemos suponer que m4(H) = A y andlogamen-
te mp(H) = B. En particular, H N X < X para X = A, B. Si HN X # 1 para
X € {A, B}, entonces H/H N X es pronormal en G/H N X por hipétesis de induc-
cién y por tanto H es pronormal en GG por el Lema 1.3.3. Estamos en condiciones
de suponer que HN A = HN B = 1, lo que implica que A = m4(H)/HN A =
np(H)/HNB = By H es un subgrupo diagonal principal de G.

Sea a un isomorfismo de A en B tal que H = {aa® : a € A}. Si G es abeliano,
esta claro que H es pronormal en GG. En otro caso existe un subgrupo normal ma-
ximal M de A que contiene a Z(A). Sea N = M“ y consideremos A = |J,.,Mt,
siendo 7" un transversal a derecha de M en A. Entonces K := (M x N){tt* : t € T}
es un subgrupo propio, normal de G y H < K. Por hipétesis, G = KNg(H). Pero
Z(G) < K y por el Lema 3.3.4 tenemos que KNg(H) = KZ(G)H = K = G, lo que
es una contradiccién, y por tanto concluye la prueba. O

Nota 3.3.6. Por el Lema 3.3.3 cabe preguntarse si un subgrupo H de un grupo
resoluble G = A x B, es pronormal si y sélo si L = Ny (H)K para cualesquiera
H< KL <Gtal que K = ma(K) x mp(K) y L = ma(L) x mg(L). Esto no
es cierto. Para comprobarlo consideramos G = A X B con A = B = Sym(3) y
H = {(z,z) € G : x € A = B}. Entonces H no es pronormal en G pero si que
satisface la condicion mencionada.

Se consideran ahora los criterios de pronormalidad y abnormalidad para grupos
resolubles obtenido por G.J. Wood [25]. Estos criterios consideran condiciones que
son persistentes en subgrupos intermedios.

Proposicion 3.3.7. Si X es un subgrupo de un grupo resoluble Y, entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) X es pronormal en Y,

b) Np(X) es abnormal en L, siempre que X < L <Y
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¢) Np(X) contiene un sistema normalizador de L, siempre que X < L <Y

Proposicion 3.3.8. Sea X un subgrupo de un grupo resoluble Y. Para cada subgrupo
L deY se elige Dy, algin sistema normalizador de L. Si X es pronormal en (X, Dp,)
para cada subgrupo L con X < L <Y, entonces X es pronormal en'Y .

Proposicion 3.3.9. Para un subgrupo X de un grupo resoluble Y, las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) X es abnormal en Y
b) X contiene un sistema normalizador de L, siempre que X < L <Y;

c) Siempre que X < L <Y, existe algiun sistema normalizador Dy de L con
(X,Dr) < L.

Para productos directos estos criterios se extienden considerando tinicamente
subgrupos intermedios que estén factorizados.

Lema 3.3.10. Un subgrupo H de un grupo resoluble G = A x B es pronormal si y
solo si H satisface las siguientes condiciones:

a) H<Lms(H) x mp(H);

b) NL(H) contiene algin normalizador de sistema de L, siempre que H < L < G
tal que L = wa(L) X mp(L).

Demostracion. Por el Corolario 3.2.3 y la Proposicién 3.3.7, un subgrupo pronormal
satisface a) y b). Para la otra implicacién argumentaremos como en el Lema 3.3.3.
En particular, utilizaremos induccion sobre el orden de GG para probar que las con-
diciones a) y b) implican que H sea pronormal en G. si A =10 B =1, entonces se
sigue el resultado por la Proposicién 3.3.7. Supongamos entonces A # 1y B # 1.
Sea 1 # N < A. Es fécil ver que HN/N satisface a) y b) en G/N = A/N x BN/N.
Entonces por hipétesis de induccion HN/N es pronormal en G/N y por el Lema
1.3.3, HN es pronormal en G. Supongamos A x Ng(mg(H)) < A x B. Notemos
que H < ma(H) x mg(H) < A x Np(np(H)) y H satisface a) y b) respecto a
A x Np(mg(H)). Por hipétesis de induccién H es pronormal en A x Ng(ng(H)).
Pero H S Ng(HN) S Ng(ﬂ'B(HN)) = Ng(ﬂ'B(H)) = A x NB(WB(H)), €S decir, H
es pronormal en Ng(HN). Por el Lema 1.3.4 H es pronormal en G. Supongamos
ahora que B = Ng(mg(H)), es decir, mg(H) < B,y que ma(H) < A. Por a) podemos
suponer sin perder generalidad que m4(H) es un subgrupo propio de A. Entonces sea
M un subgrupo normal maximal de A que contiene a 74 (H). Por hipétesis de induc-
ci6én tenemos ahora que H es pronormal en M x B. Ademés H <ma(H)x7p(H) <G,
lo que implica que H < M x B. Por otra parte, por b) existe un normalizador de
sistema D de G tal que D < Ng(H). Pero G = (M x B)D por 1.1.34 y por tanto
H < @G, lo que concluye la prueba. O
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Proposicion 3.3.11. Para subgrupo H de un grupo resoluble G = A x B las si-
gquientes condiciones son equivalentes:

a) H es pronormal en G;
b) Np(H) es abnormal en L, siempre que H < L < G tal que L = mwa(L) xwg(L);

c) Np(H) contiene algin normalizador de sistema de L, siempre que H < L < G
tal que L = ma(L) X mp(L).

Demostracion. Que a) implica b) y que b) implica ¢) se sigue de la Proposicién
3.3.9. Por tanto sélo nos queda probar que c¢) implica a). Supongamos pues que
Np(H) contiene algin normalizador de sistema de L, siempre que H < L < G tal
que L = m4(L) x mp(L) y probaremos que H es pronormal en G. Argumentaremos
como en 3.3.5, en particular por induccién sobre |G|. Supongamos que m4(H) x B
es un subgrupo propio de G. Entonces por hipétesis de induccion H es pronormal
en m4(H) x B lo que implica H < 7wa(H) x wg(H) por el Corolario 3.2.3. Por lo
tanto H es pronormal en G por el Lema 3.3.10. Entonces podemos suponer que
ma(H) = Ay andlogamente mg(H) = B. En particular, H N X <X para X = A, B.
Si HN X # 1 para X € {A, B}, entonces H/H N X es pronormal en G/H N X
por hipétesis de induccién y por tanto H es pronormal en G por el Lema 1.3.3.
Estamos en condiciones de suponer que H N A = H N B = 1, lo que implica que
A=7ms(H)/HNA=7n5(H)/HN B = By H es un subgrupo diagonal principal de
G. Por hipétesis existe un normalizador de sistema D de G tal que D < Ng(H). Pero
D = D,y xDg, donde Dy es un sistema normalizador de X para X = A, B. Entonces
por la Proposicion 1.2.15, Dy < Ng(H)NX = Cx(X) = Z(X) para X = A, B.
Esto significa que D < Z(G) y por el teorema 1.1.32, G = (DY), esto es, G es
abeliano y por tanto H es pronormal en G. O]

Proposicién 3.3.12. Sea H un subgrupo de un grupo resoluble G = A x B. Para
cada subgrupo L de G tal que H < L = mwa(L) x mg(L) < G elegimos Dy, algin
normalizador de sistema de L. St H es pronormal en (H, Dy) para cada subgrupo L
tal que H < L =m4(L) x mp(L) < G, entonces H es pronormal en G.

Demostracion. Por la Proposiciéon 3.3.11 y argumentando por induccién sobre el
orden de G, es suficiente probar que Ng(H) contiene algin normalizador de sistema
de G. Definimos C' := (H, Dg) con D¢ el normalizador de sistema de G elegido.
Si C = @G, entonces H es pronormal en GG por hipdtesis. En otro caso, existe un
subgrupo maximal M de G que contiene a C. Puesto que Dg < M tenemos que M
es abnormal en G pero entonces, por la Proposicién 3.1.6, M = w4(M) x 7g(M).
Por hipétesis de induccién Ny (H) contiene algin normalizador de sistema de de
M. Pero un normalizador de sistema de M contiene un normalizador de sistema de
G, lo que concluye la prueba. O
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Proposiciéon 3.3.13. Para un subgrupo H de un grupo resoluble G = A x B, las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) H es abnormal en G;

b) H contiene un normalizador de sistema de L, siempre que H < L = ma(L) %
7T-B(-L) S G;

c) siempre que H < L = m4(L) x (L) < G, entonces existe Dy, algin norma-
lizador de sistema de L, con (H,Dp) < L.

Demostracion. De nuevo sabemos que a) implica b) y que b) implica ¢), por la Pro-
posicién 3.3.9. Supongamos c) cierta, podemos suponer que en particular (H, Dg) <
G con Dg un normalizador de sistema de G. Argumentando por induccién so-
bre el orden de G tenemos que H es pronormal en cualquier subgrupo L tal que
H < L =7ms(L) x m(L) < G. Sea M un subgrupo maximal de G que contie-
ne a Dg < (H,Dg). Entonces M es abnormal en G y por la Proposicién 3.1.6,
M = wa(M) x mg(M). Entonces H es abnormal en M lo que implica que H =
wa(H) X mg(H) v mx(H) es abnormal en 7wx (M) para X = A, B. Sin perder ge-
neralidad podemos suponer m4(M) = A y en particular m4(H) es abnormal en A.
Ademds w(H) contiene un normalizador de sistema de B porque contiene un nor-
malizador de sistema de mg(M) que es abnormal en B. Podemos deducir ahora que
wp(H) es abnormal en B lo que implica finalmente que H es abnormal en G por la
Proposicién 3.1.6. [

3.4. Subgrupos localmente pronormales de pro-
ductos directos

En un grupo arbitrario no es necesario que el conjunto de subgrupos localmente
pronormales este contenido en el de subgrupos pronormales ni viceversa. Sin embar-
go, como ya hemos comentado, para un grupo resoluble G, un subgrupo localmente
pronormal en G es pronormal en G.

Puesto que los subgrupos localmente pronormales estdn directamente relacionados
con los subgrupos de Sylow, es natural considerar la relacion entre ser localmente
pronormal y normalmente inmerso. De hecho los subgrupos normalmente inmersos
son localmente pronormales. Mas informacion acerca de estas propiedades y la co-
nexiones entre ellas se puede consultar en [10, Sections 6 and 7.

En esta seccion se investigaran los subgrupos localmente pronormales de productos
directos. De la seccién 3.2 se obtiene el siguiente resultado inmediato.
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Proposicion 3.4.1. Sea U < G = A x B donde A o B es resoluble. Entonces U es
localmente pronormal en G si y sélo si para cada primo p y P € Syl,(U), nx(P) es
pronormal en X para X = A, B, y Ng(P) = Na(ma(P)) x Ng(np(P)).

Seria esperable que la estructura impuesta por el producto directo hiciese posible
una caracterizacién que en principio fuera mas débil. Tal como ocurre en resultados
previos de la teorfa (ver por ejemplo [3] y [10, VIII.3 exercise 4]) se ha obtenido un
resultado positivo bajo la hipdtesis adicional de que el grupo sea nilpotente.

Proposicion 3.4.2. SeaU < G = Ax B donde A o B es resoluble y U es nilpotente.
Si U es pronormal en G y wx(U) es localmente pronormal en X para X = A, B,
entonces U es localmente pronormal en G.

Demostracion. Supongamos que la proposicién es falsa, G' es un contraejemplo de
orden minimal y P € Syl,(U), para algin primo p, tal que P no es pronormal en
G. Entonces:

1. mx(P) < X para X = A, B, y consecuentemente P < JG.

Para ver esto supongamos Ny(ma(P)) < A o Np(mp(P)) < B. Entonces
W := Na(ma(P))x Ng(mp(P)) < G,y U < Ng(P) < W satisface la hipdtesis,
y asi P es pronormal en W. Puesto que P es un p-grupo deducimos que
P<4<dmy(P)xmwp(P)<W, lo que implica que P<IW y entonces Ng(P) =W =
Na(ma(P))x Ng(mp(P)). De la Proposicién 3.2.2 se deduce que P es pronormal
en G, en contradiccion con nuestra eleccion. Entonces mx(P) < X para X =
A, B. Y puesto que P es un p-grupo se sigue que P < <G.

2.SiNdGcon N#1,y N Ao N < B, entonces PN <.

Los casos N < Ay N < B son simétricos. Argumentaremos el caso en el que
N < A

Entonces UN/N < G/N = A/N x B, UN/N es pronormal en G/N y la
hipdtesis sobre las proyecciones se satisface. Entonces PN/N € Syl,(UN/N)
y PN/N es pronormal en G/N. Por 1) PN/N también es subnormal en G/N
y por tanto PN < G.

3. Oy(G) =1
Si Oy (G) # 1, existe un p’-subgrupo normal no trivial N de A o B. Entonces

P es un p-subgrupo de Sylow subnormal de PN <. P es caracteristico en PN
y consecuentemente es normal en (G, en contradiccion con nuestra eleccion.
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4. WA(U):AOWB(U) = B.

Supongamos que m4(U) < A. Como U < ma(U) x B y satisface la hipdtesis
del enunciado en este grupo, la elecciéon de GG implica que P es pronormal en
74(U)x By entonces m4(U)x B < Ng(U). Si mg(U) < B, el mismo argumento
nos lleva a que Ax7p(U) < Ng(P)y, entonces, P<G. Esto contradice nuestra
eleccion.

5. Contradiccion final

Supongamos 7p(U) = B. Sin embargo U es nilpotente y, por 3), Oy (B) = 1
y entonces mp(U) = B es un p-grupo.

Como U es pronormal en G, tenemos que P # U y entonces existe 1 # @Q €
Syl,(U) para ¢ # p. Entonces m5(Q) = 1y Q = ma(Q) € Syly(ma(U)). Por
tanto @ es pronormal en A. Por 1) m4(P) < A y entonces Ca(ma(P)) < A.
Puesto que U es nilpotente, @ < Cyu(ma(P)). Por el Lema 1.3.3 ¢), A =
Ca(ma(P))Na(Q).

Notemos que como O, (G) = 1, N4(Q) < A. Ademas, puesto que U es nilpo-
tente, U < N4(Q) x By la hipétesis es valida aqui. Por tanto P IN4(Q) x B.
Puesto que Cy(ma(P)) < Ng(P), se sigue que Cy(ma(P))(Na(Q) x B) =
A X B = Ng(P).

Y esta ultima contradiccion demuestra que no hay contraejemplos.

]

Corolario 3.4.3. Sea G = A x B es un grupo resoluble y U < G con U nilpotente.
Entonces U es localmente pronormal en G si y solo si U es pronormal en G y wx (U)
es localmente pronormal en X para X = A, B.

Ejemplos 3.4.4. a) [10, Problem 15, p.250] Un subgrupo ciclico pronormal de
G no necesariamente es localmente pronormal en G incluso cuando G es me-
tabeliano (grupo cuyo subgrupo conmutador es abeliano).

b) SiU < G = Ax By U no es nilpotente, puede ocurrir que U no sea localmente
pronormal aunque U sea pronormal en G, mx(U) sea localmente pronormal en
X para X = A, B, y GG’ sea nilpotente.

Demostracion. Sea P = (a,b: a® = b* = [a,0]> = 1 = [a,b,b] = [a,),qa]) el grupo
extraespecial de orden 27 y exponente 3.

a—at

a) Es facil ver que 3 : b b
el correspondiente producto semidirecto. Sea E = (b, 3). Entonces E es un
subgrupo ciclico de G de orden 6. Puesto que G' = ([a,b],a) y G = G'E, se
puede ver que E es un subgrupo de Carter (nilpotente y autonormalizante).

induce un automorfismo en P. Sea G = P(f3),
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Por tanto, F es pronormal en GG. Sin embargo, (b) es subnormal pero no normal
en P y entonces E no es localmente pronormal en G.

Para este ejemplo utilizamos la notacién de producto directo externo. En P,
sea z = [a, b].

Sea V<PxP,V={al),(l,a)(z1),(1,2),(bb")). Notemos que P x P
tiene un automorfismo « : (z,y) — (y,x) para x,y € P,y V es invariante bajo
a.

Sea A = V{«), el correspondiente producto semidirecto. Sea D = ((z, 2), (a, a))
vy D = {(z,27Y),(a,a™')). Ambos D y DD son subgrupos de A normalizado
por a.. D y D son isomorfos a Cs x Cs. También, a € C (D).

Seally = DD{a) < A. Notar que DD € Syl3(Us) y DD < A. También
(a) € Syl3(A) y entonces Uy es localmente pronormal en A. Se puede ver
que Ua es un subgrupo maximal de A pero (b,b7!) # Nu(U,). Por tanto
Us = Na(Usa). ) )

Ahora D QU7 y Usa < Ca(Ua/D) con Uy/D = C5 x Cy x Cs.

Sea 6 : Uy — C3 x C3 x Cy = B un epimorfismo con kerd = D. U =
{(z,y) € AXx B:x € Uyya’ =y} Porla Nota 3.2.6, U es pronormal en
Ax B. ma(U) = Uy es localmente pronormal en A por lo anterior. Ciertamen-
te, mp(U) = B es localmente pronormal en B.

Sin embargo, DD = 74(T), para un T € Syls(U), y TN A = D. Ahora
A = N4(DD) pero A # N4(D) ya que (b,b~') € N4(DD). De nuevo por
la Nota 3.2.6, T' no es pronormal en A x B. Por tanto U no es localmente
pronormal en A x B.
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