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Capitulo 0

Introducciéon y Motivacion.

La teoria de polinomios ortogonales matriciales ha experimentado un desarrollo im-
portante en las ultimas décadas. El primer contacto de nuestro grupo de investi-
gacion con el tema surgié al desarrollar un método de Frobenius matricial para
resolver ecuaciones diferenciales matriciales de segundo orden sin aumentar la di-
mension del problema. De esta forma, aparecieron soluciones de tipo polinomial
matricial de ecuaciones diferenciales matriciales que generalizaban las ecuaciones
escalares clasicas de Hermite, Laguerre y Legendre. En la tesis doctoral de R. Com-
pany [3] y en los trabajos siguientes, [34], [35], [40], se introdujeron los polinomios
matriciales de Laguerre, Gegenbauer y Hermite, que verificaban ciertas propiedades
de ortogonalidad de naturaleza no del todo transparente.

Nos encontramos entonces, al disponer de ejemplos de clases concretas de polinomios
ortogonales, sin estructurar la idea de ortogonalidad, a pesar de que ya se habian
publicado, incluso en un contexto abstracto, pero préximo, resultados sobre ortog-
onalidad de polinomios en un algebra no conmutativa [10], [11].

El objetivo de esta tesis es bidireccional; por una parte se trata de estructurar
satisfactoriamente la idea de ortogonalidad para polinomios matriciales, pero, con
la intenciéon dirigida a conseguir la utilidad en las aplicaciones que suministran las
familias clasicas de polinomios ortogonales escalares. Estamos pensando, a corto
plazo, en este trabajo, en utilizar la idea de ortogonalidad de polinomios matriciales
para aproximar integrales matriciales, y también, en desarrollar funciones matriciales
en serie de polinomios ortogonales matriciales.

Estas ambiciones han estado influidas por el enfoque de Chihara en [5] y los trabajos
de Stone [70] y Ghizzetti [29]. En la memoria se resuelven algunas de las dificultades
que aparecen, y se suministran algunas respuestas, parcialmente publicadas en [36],
38], [39], [41], que no son ni mucho menos, el final de los muchos objetivos que en
esta linea, pensamos se pueden conseguir. Entre las cuestiones a resolver objeto de
este trabajo se encuentran:

= Definicion del concepto de ortogonalidad para polinomios matriciales y fun-
ciones matriciales.

» Estructurar un espacio normado base donde yacen las funciones ortogonales
matriciales.



= Estudio de la relacién de la norma del espacio base y el concepto de ortogo-
nalidad en ausencia de espacio de Hilbert.

= Solucién del problema de la mejor aproximacién matricial respecto a un fun-
cional matricial definido positivo.

» Series de Fourier matriciales.

= Obtencién de anélogos del Lema de Riemann-Lebesgue y de la igualdad(desigualdad)
de Bessel-Parseval, en ausencia de estructura hilbertiana.

» Introduccién del concepto de totalidad para una familia de funciones ortogo-
nales matriciales en ausencia de estructura hilbertiana.

» Posibilidad de desarrollo en serie de polinomios ortogonales matriciales (sola-
mente para el caso de Hermite).

= Aplicacién al desarrollo de la exponencial de una matriz.

Las materias y técnicas que se utilizan en esta memoria tienen que ver con el Analisis
Matemaético, Algebra Lineal, Polinomios Ortogonales, Funciones Especiales, Analisis
Funcional Aplicado y Analisis Numeérico. La clasificacion de contenidos atendiendo
a los criterios de la 1991 AMS (MOS) Subject clasification responde a los cédigos
15A24, 32C25, 34E10, 41A10, 42C05, 42C30, 47A60.



Capitulo 1

Polinomios ortogonales matriciales
respecto a un funcional matricial
de momentos lineal: Teoria y
aplicaciones.

1.1. Introduccion.

El contenido de capitulo es el siguiente. Primero extenderemos al campo matricial
el concepto de funcional de momentos desarrollado por Chihara en [5], y establecer-
emos la conexién entre este enfoque y los resultados obtenidos en [40] y [34], donde
se introducian los polinomios ortogonales matriciales de Hermite y de Laguerre.
En segundo lugar, aplicaremos los resultados tedricos para aproximar las integrales
matriciales del tipo

b
/ F(z)W(z)dx (1.1)

donde F(x) toma valores en el conjunto C**" para todas las s x r matrices
complejas y W (z) es una funcién a valores en C"™", no necesariamente definida
positiva. Las integrales matriciales del tipo (1.1) son frecuentes en variedad de prob-
lemas tales como la modelizaciéon de un sistema de particulas determinado por las
leyes de la mecénica [48], la interaccién de atomos y moléculas [4], en teorfa cudntica
de difraccién [17], por ejemplo. Las integrales matriciales pueden interpretarse como
una matriz de integrales escalares, sin embargo, la descomposiciéon en componentes
plantea serios inconvenientes:

(i) La consideracién de (1.1) como un conjunto de integrales escalares independi-
entes incrementa el costo computacional y desaprovecha las ventajas de los
modernos lenguajes simbdlicos que operan matricialmente,

(ii) el sentido fisico de las magnitudes originales puede perdese al considerar (1.1)
como un conjunto de integrales escalares.



Estos hechos motivan la bisqueda de métodos de cuadratura matricial.

El capitulo esté organizado como sigue. En la seccion 2 introducimos el concepto de
funcional matricial de momentos a la derecha y sucesién de polinomios matriciales
ortogonales a derecha (SPOMD) respecto al funcional matricial de momentos a la
derecha. Presentamos condiciones suficientes para la existencia y construccion de
SPOMD. En la secciéon 3 demostramos que los polinomios matriciales de Laguerre
y Hermite definidos recientemente en [34] y [40] respectivamente, son ejemplos de
SPOMD para un momento funcional matricial apropiado de tipo integral. También
demostramos que estas sucesiones de polinomios ortogonales verifican una condicion
de tipo Haar que jugara un papel importante en la secciéon 4, donde propondremos
reglas de cuadratura matricial para la aproximacion numérica de integrales del tipo
(1.1). El capitulo concluye con un teorema de tipo Peano matricial que proporciona
cotas de error para las reglas de cuadratura propuestas.

1.2. Funcionales matriciales de momentos lineales.

Comencemos esta seccién introduciendo el concepto de funcional matricial de mo-
mentos lineales a la derecha que puede considerarse como una generalizacién del
concepto de funcional de momentos lineal estudiado en [5] para el caso escalar.

DEFINICION 1 Sea {Qn },50 una sucesion de matrices en. C™" . Un funcional
matricial de momentos lineal a la derecha es una funcion

L: Plx] — C™"
definida por

k=0 k=0

donde Ay esti en C™*" para 0 <k <n. La matriz Q, = L(Iz") se dice que
es el momento matricial de orden n para L .

De la definicién 1, si £ es un funcional matricial a la derecha, se tiene que
L(AP(x)) = AL(P(z)), AeC™, P(x)ecPlz] . (1.3)

DEFINICION 2 Una sucesién de polinomios matriciales { P, (x) boso  se dice
que es una sucesion de polinomios ortogonales a la derecha (SPOMD) respecto al
funcional matricial de momentos lineal a la derecha L si para todo entero no
negativo n,

(i)  P,(x) es un polinomio matricial de grado n,
(ii) L(x*P,(x)) =0 si i<n,

(iii) L (x" P,(z)) es una matriz invertible en  C™" .



Nétese que las condiciones (ii) y (iii) pueden reescribirse como la condicién equiva-
lente

L (x’ Pn(a:)) =0, K,, K,ecC™ invertible, i<mn . (1.4)

TEOREMA 1 Sea { P,(x) }n>0 una SPOMD respecto al funcional matricial

n

de momentos a la derecha L. Si P,(z) = Z A,p ¥ | entonces A, para n >0,
k=0

y el momento matricial de orden cero )y son matrices invertibles en. C™" .

Demostracion:  Usaremos el principio de induccién. Para n = 0, noétese que
Py(z) = Ago v L(FPo(x)) = L(Aogol) = AgoQo es invertible. De aqui Agg
y )y son invertibles. Para n =1, se verifica

P(x) = Alnx + Ao, L(Pi(z)) =0 y L(xP(z)) es invertible . (1.5)
De las propiedades de L se sigue que

0=L(P(x) = A + A1oQ; Ao = =AU Q"

L(zPi(x)) = A1 Q2+ 4100 = A11QQ—A11Q1QEIQ1 = Ay (Q2 — Q195191) .
Por (1.5), se tiene que

Air oy Qo — Q' son invertibles . (1.6)

Supongamos que

Agr es invertible para k =0,1,2,...,n—1 . (1.7)

Ahora, utilizando que L(zF P,(x)) = 0 para 0 < k < n y la hipétesis de
induccién (1.7) demostraremos que A, , es invertible. Dado que L(z* P,(z)) = 0
para k=0, es decir, L(P,(z)) = 0, se sigue que

0 = L(F(z)) = ZA”]“Q]“; Apo = — ZAnkaQal . (1.8)
k=0 k=1
De la condiciéon L(z P,(z)) = 0, se tiene
0= L(@Pu(x) = > Ank Oy (1.9)
k=0

Sustituyendo la expresién de A, dada en (1.8), en (1.9), y utilizando (1.6), se
sigue que
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n

Apr = — ZAnk(Qk-i-l — (Y 961 M) (22 — Qal Ql)_l (1.10)
k=2

Sustituyendo la expresién (1.10) de A,,; en (1.8), podemos escribir A, en términos

de Ano, .., Ayn:

n

Ano = = ZAnk [(Qk—l—l - ngalgl)(QQ - QIQEIQI)_I - QkQEI}

k=2

Por la condicién L(z* P,(x)) = 0, podemos escribir A, o, A,1, An2 en términos
de Ang, ..., Ay

AnO = ZAnan07 Anl = ZAnanla An2 = ZAnan2 )
k=3 k=3 k=3

donde T),;, 7 = 0,1, 2 es una expresion que involucra los momentos matriciales
Q.. En general, usando la condicién L(z* B,(z)) = 0 para k < n, podemos
escribir Ao, ..., Apr en términos de A, ki1, .., App . Siguiendo este proceso
para k=mn — 1, se tiene que

Anj = Aannja OSJ <n-1 ) (111>

donde @), ; es una expresion involucrando los momentos matriciales €, . Utilizando
finalmente la condicién L(z" P,(x)) invertible, de (1.11), se sigue que

n n—1
£<xn Pn(x)) - ZAnka—‘rn - ZAnn anQk+n + AanQn
k=0

k=0

n—1
= A, {an + ZQM Qk+n} es invertible.
k=0

De aqui, A, , es invertible. O

NOTA 1 Si { P,(z) }n>o0 es una SPOMD para el funcional matricial de momentos
lineal a la derecha L, entonces de (ii) se cumple

L(Py,(z)P,(z)) =0; para m<n , (1.12)

Ast, de (1.8) y de la propiedad (i) de la definicion 2, si P,(x) = > p_o Anra®,
con A € C™" 0 <k <n, se sigue que

L(P,(x)P,(x)) = L ((ZAWC’C> Pn(x)> =Y A L(2" Py (x))

= A, L(2" P,(x)) .

11



Del teorema 1, la matriz coeficiente director A,, of P,(x) es invertible. Asi las
condiciones (iii) y (i) de la definicion 2, implican que

L(P,(x) P,(z)) es invertible . (1.13)

Nétese que la condicion (1.13) no significa en general que L( Py (z) P,(x)) = 0
para m > n. En cualquier caso, si los polinomios Py (x) y P,(x) conmutan, se
tiene que

L(P,(x)P,(z)) = L(Py(x)Pp(z)) =0 , si m#mn .
EJEMPLO 1 Sea W(z) wuna funcion integrable a valores en C™" para todo
x € la,b]. Entonces, la funcion Ly : Plz] — C™" definida por

b
L (P(x)) = / P(z) W (z) dx (1.14)
es un funcional matricial de momentos a derecha.

EJEMPLO 2 Sean W,; matrices en C™" para 1 <i<m vy sean {z;}",
un conjunto de m puntos distintos en la recta real. Entonces la funcion Ly :

Plz] — C™"  definida por

Lw(P(z)) = Y Plz;) W,
j=1
es un funcional matricial de momentos a derecha.

TEOREMA 2 Sea {P,(x)}n,>0 una SPOMD, y sea Q(z) un polinomio matri-
cial de grado n. Entonces, existen matrices Ag,..., A, en C'™*", univocamente
determinadas por Q(x) , tales que

Q(z) = Y A Pi(z) (1.15)
k=0
Demostracién: Sea Q(z) = Y_,_, Cx 2" . Debemos encontrar matrices Ao, ..., A,

tales que

Si denotamos

Pp(r) = Y Appa® (1.17)
k=0

sustituyendo P,,(z) dado por (1.17) en (1.16) e igualando las matrices coeficientes
de 27 en ambos miembros de la ecuacién resultante, para 0 < j < n , tenemos

12



Co = NoAgo + AMAw + -+ + A Ay
+ AA

Czl - Aot o (1.18)
C, = A,
que puede reescribirse como el sistema por bloques
Ao O -+ 0
[Ag Ay oo A, ] Afo Afl 0 —[C G - C] . (1.19)
Aw A - A,

Del teorema 1, las matrices Ay son invertibles para 0 < k < n. De aqui, el sistema
(1.19) tiene una tnica solucién, Ao, ..., A, ,y el resultado queda demostrado. O

NOTA 2 Sila matriz coeficiente C,, del polinomio matricial Q(x) es una matriz
invertible, de (1.19), se tiene que A, A,, = C, , y entonces A, también es
invertible. Los coeficientes matriciales A;, para 0 <1i <n se pueden calcular sin

resolver (1.19) de la siguiente forma: Postmultiplicando ambos miembros de (1.15)
por P,(z) , tenemos

Q2) Palz) = S Ax Pyl@) Pala) (1.20)

Aplicando L a ambos miembros de (1.20),

L(Q(x) Pu(x)) = Y A L(Py(w) Pu(w)) = Ay L(Po(2) Po(2))
luego
A, = L(Q(x) P(z)) [L(Pu() Pn(x))]_l . (1.21)
De (1.15), tenemos que
Q) ~ A Pa) = AP (122)

Postmultiplicando ambos miembros de (1.22) por P,_1(x) y aplicando L a la
ecuacion resultante, se tiene

L(Qx) Poa(w)) = Ay L(Py () Py (7))



Ant = [£(Q(2) Pur () — Mo L(Pa(w) Puca ()] [£(Poa (@) Paca ()]
(1.23)
De (1.15), podemos escribir, para 0 < j <n
J
Qz) — Ay Po(x) — - — N P () = ZAzPl<x) . (1.24)
i=0
Postmultiplicando (1.24) por Pj(x) y aplicando L a la ecuacion resultante, ten-
emos

LQ(z) Py(x) — Y M L(Pe(w) Pi(2)) = ) A L(Bi(x) Py(x))

k=j+1 i=0

De aqus,

A = | L(Q) Pi(x)) = Y M L(Pulx) Py(a)) | [L(Py(x) Pye)] ", 0<j<n .

k=j+1

(1.25)
En particular, si los polinomios {P,(x)}n>0 conmutan, entonces
L(Py(z) Pj(z)) = L(Pj(z) Pe(z)) =0 para k> 7,
y de (1.25), llegamos a la siguiente expresion mds simple
Aj = L(Q(w) Py(x)) [L(Py(x) P(«)] ", 0<j<n, (1.26)

que coincide con la dada por Chihara en [5, p.9] para el caso escalar.

COROLARIO 1 Sea L funcional matricial de momentos lineal a la derecha y
sea {P,(z)}n>0 una sucesion de polinomios matriciales tales que P,(z) es de
grado n para n > 0. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(1) {P.(x)}n>0 es una SPOMD para L.

(2) L(Q(x)P,(x)) = 0 para cada polinomio matricial Q(x) de grado m < n , y si
m =n y el coeficiente director de Q(z) es invertible, entonces L(Q(z) P,(x))
es invertible.

(3) L(x" P, (x)) = 6mn K, ; donde K, es invertibley m <n.

14



Demostracién: (1) = (2). Dado Q(x) € P[z| de grado m, del teorema 2 y nota

2, existen matrices Aq,...,A,, en C"™" | tales que
Qz) = ZAi Pi(x) y A, es invertible . (1.27)
i=0

Del teorema 1 podemos escribir

Pi(z) = ZAikask, A invertible, i >0 . (1.28)
k=0

Entonces de (1.27) y (1.28), se sigue que

L(Q(x) Pu(z)) = L ( (Z AZPZ(I)> Pn(x>>

=0

= D NL(P() Pale) =D As D Ail(a" Pofa)) (1.29)

si m < n,de(1.29)y delapropiedad (ii) de la definicion 2, se tiene que L(Q(z) P,(x)) =
0.Si m =n, entonces de (1.29), se sigue

L(Q(z) Py(z)) = A, Z Apk L(2" Py(2)) = Ay Apn L(2" Py(2))
k=0
De la invertibilidad de A,, , A, y L (z" P,(z)) se sigue la invertibilidad de
L(Q(x) P,(z)) . Las demostraciones de (2) = (3) y (3) = (1) son triviales. [

El siguiente resultado nos proporciona una condicion necesaria para la existencia de
una SPOMD para un funcional matricial de momentos lineal a la derecha L, en
terminos de su sucesiéon de momentos matriciales {€,},>0-

TEOREMA 3 Sea L wun funcional matricial de momentos lineal a la derecha con
sucesion de momentos matriciales {2, }n>0 . Si la matriz de Haenkel por bloques

Q 4 - Q
on = | 7 L a0 (1.30)
Qn Qn-{—l e Q2n

es invertible para n > 0, entonces la sucesion de polinomios matriciales {P,(x)}n>0
definida por

P,(x) = ZA"k ¥, n>1, Pyx) = Ay invertible (1.31)
k=0

15



donde

[ Ao A1 o+ Apn ] =10 -+ 0 K, ], n>1, (1.32)
y K,, es una matriz invertible cualquiera, es una SPOMD para L .
Demostracion:  Supongamos que ¢, es invertible. Debemos encontrar matrices

An € C7" para 0 <k <mn, n>1 tales que {P,(z)},>0, definida por (1.31),
satisface la condicién (1.4) para una matriz cualquiera K, invertible, es decir,

L(x™ Py(x)) = dmn K, m<n . (1.33)

Por aplicacién de £ a ambos miembros de la ecuacién
n
P,(x) = ZAnkxk, n>1,
k=0
e imponiendo la condicién (1.33), se tiene

E(xmpn<x)> = ZAnka—i-k = 5mnKn7 m<n 5
k=0

que puede escribirse de la forma

AnO Q0 + Anl Ql + -+ Ann Qn - 0 )

ATLOQl + Anl Q2 + -+ Ann Qn+1 - 0

AnO Qn—l + Anl Qn + -+ Ann Q2n—1 = 0

AnO Qn + Anl QnJrl + e+ Ann Q2n - Kn )
o bien

De la invertibilidad de ¢, y (1.34), el resultado queda demostrado. O

NOTA 3 El sistema (1.34) puede escribirse de otra forma. Tomando

Q,
B=| : | .
Q271—1
lo podemos escribir como
Pn—1 B o
R O (1.35)

16



Multiplicando ambos miembros de la igualdad (1.35) a la izquierda por

enti 0 I -B
0 I 0 I ’

se tiene
Yn-1 B Qor_zil 0 I -B _
de donde
I 0
M Ann — — = 10 Kn )
luego

Ky =Ann (Qn — Ap, 1 B) . (1.36)

TEOREMA 4 Sin(x) es un polinomio matricial ménico de gradon, y sea { P,(x)}, <,
una SPOMD mdnica, entonces -

o) Pufo)] | = 22

Demostracién:  Tenemos que L [r(x)P,(x)] = A,L[z"P,(z)], donde A, es el coefi-
ciente director de 7(z) y L[z"P,(x)] = K,,. Aplicando (1.36), obtenemos

‘C[W(I)PR(ZL‘)] = AnAnn (Q2n - A@;ilB) )

como A, = A,, = I por hipétesis, se tiene que

Ln(x)Py(x)] = Qo — Ap, ' B . (1.37)
Para cierta matriz S, podemos escribir (1.37) como
I S _[ 1o enly 0 ¢Yn1 B (1.38)
0 Lr(x)P,(x)] —-A T 0 I A Qo | '

Tomando determinantes en (1.38), y aplicando que

_ Pn—1 B
o [ A ] ’
se obtiene el resultado. O

NOTA 4 El concepto de funcional matricial de momentos lineal a izquierda y de
sucesion de polinomios ortogonales a izquierda puede definirse de forma completa-
mente andloga. Ast, por ejemplo, una funcion L : Plx] — C™" se dice que es un
funcional matricial de momentos a la izquierda, si la condicion (1.2) se reeemplaza
por la siguiente:
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L

k=0 k=0 k=0

Partiendo de esta definicion, una version a izquierda de los resultados de esta sec-
cion se obtendria facilmente.

NOTA 5 En el contexto mds general de un dlgebra no conmutativa con unidad,
los conceptos de funcional lineal y de polinomio ortogonal respecto al funcional han
sido estudiados en [11] con algunas diferencias respecto a nuestra restriccion al caso
matricial.

La propiedad (iii) de la definicion 1 queda en [11] caracterizada segin la invertibil-
idad de la matriz de Haenkel por bloques (1.30). En la presente memoria se exige
por definicion. De esta forma, podemos caracterizar la existencia de una sucesion
de polinomios ortogonales de forma andloga a la que se demuestra en [5] para el ca-
so escalar, y queda mds clara su generalizacion a funcionales bilineales matriciales,
llevada a término en el capitulo 2.

Propiedades como la formula de recurrencia de tres términos y sus generalizaciones
para polinomios ortogonales se encuentran demostradas en los teoremas 3, 9y (16)
de [11], por lo que aqui no se incluyen. Si se incluye la demostracion de este resulta-
do en el capitulo 2, para funcionales bilineales, asi como una version del teorema de
Favard para estos funcionales. En [11], estd ausente cualquier intento de extension
a funcionales bilineales y a funcionales definidos positivos.

A continuacién demostraremos que los polinomios matriciales de Laguerre y Her-
mite introducidos recientemente en [34] y [40] respectivamente, son SPOMD para
un momento funcional matricial lineal a derecha apropiado del tipo descrito en el
ejemplo 1.

EJEMPLO 3 (POLINOMIOS MATRICIALES DE HERMITE) Sea A una
matriz en  C™" tal que

Rez > 0 para cada wvalor propio z de A (1.39)

y sea {H,(z,A)}n>0 la sucesion de polinomios matriciales de Hermite definida en

[40] por

3 (1)l (2vzA)
H,(z,A) = ;; o (g_%)!> . n>0 . (1.40)

Consideremos el funcional matricial de momentos a derecha Ly : Plz] — C™" |
definido por
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Lu(P(x)) = / :O P(z) exp (— Af) de, Plx)ePla] . (1.41)

De [40], la sucesion de momentos matriciales {Qy}n>0 asociada a Ly , viene dada

por
400 A 2
Q, = / x" exp (— 256 ) dx

0, n=2k+1, E>0 |,
_ B (1.42)
k117t
@) vy, nok k20,

2

y los polinomios matriciales de Hermite verifican la formula de Rodrigues matricial

Hy (2, A) = exp (A;2> (—1)" (é) D [exp (— Afﬂ L (143)

donde D denota el operador derivada. La matriz coeficiente director de H,(z, A)
es la matriz invertible C, = (\/ 2A> . Demostremos que

Ly(z® Hy(x,A)) = 050 Ky, K, invertible, s<mn . (1.44)

Usando la formula de Rodrigues (1.43) y aplicando el método de integracion por
partes en la integral

“+00

2
z® Hy(x, A) exp (— A_x) dx

Cot(a® Hy(z, A)) = / :

—00

A -3 +00 A 2
= (=" (5) / z* D™ {exp (— 2:16 )} de, 0<s<n , (1.45)

(@) o e ()
— (1) <§>_g s /_:Oxsl D=1 [exp (- AT“/’Q)} dr . (1.46)

Del teorema 2-(i) de [40], se sigue que

tenemos

w3

Ly (x° Hy(z,A))

2
lim P(x)exp (_Aa: ) =0, para cada P(z) € Plx] . (1.47)

r—+00 2

De aqui
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{xSD““) [e:cp (— ATxQﬂ }+: =0, (1.48)

y podemos escribir (1.46) en la forma

Lol Ho(x, A)) = (—1)"* (é)_g s /_ " et poy {exp (— “2)} i

2 o 2
(1.49)
De una forma analoga, después de aplicar s+ 1 wveces el método de integracion por
partes en (1.45), y aplicando (1.47), obtenemos

Ly(x®Hy(x,A) =0, 0<s<n . (1.50)

Aplicando el método de integracion por partes n wveces en la expresion

Ly(z" Hy(x, A)) = (=1)" (g)_g /foo 2" D™ [exp (— Af)} dr , (1.51)

[e.9]

y utilizando (1.47) junto con el teorema 2-(ii) de [40], tenemos
Ly(x" Hy(z, A)) = nl28 2m)2 A2 n>0 . (1.52)
Ast, (1.44) queda demostrado y {Hp(x, A)}n>o define una SPOMD para Ly .

EJEMPLO 4 (POLINOMIOS MATRICIALES DE LAGUERRE) Sea A
una matriz en  C"*" tal que

Rez > —1 para cada wvalor propio z de A, (1.53)
y sea A\ un mimero complejo con parte real positiva. Tomando W(x) = e x4,
donde x# = exp(Alnx) para x >0, la funcion Ly : Pla] — C™" definida
por

Lo (P(x)) = /0 " P W(a)de — /0 T PGy eratde . (154)

es un funcional matricial de momentos a derecha. De [40], sabemos que la sucesion
de momentos matriciales asociada a Ly wviene dada por

Q, = / 2" W(z)de = XA COTVID(A+ (n4 1)) . (1.55)
0
Ahora demostremos que la sucesion de polinomios matriciales de Laguerre LY (x)

dada en [34], son ortogonales a derecha respecto al funcional Ly  definido por
(1.54). Estos polinomios matriciales estdn definidos por

L) = Y A (A DA+ il o (1.56)
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La matriz coeficiente director de L%A’A)(:U) es la matriz ' . Demostraremos
n!
ahora que
Ly (z° LA () = 6,y Kn: s<n, K,eC™" invertible . (1.57)

Sea 0 < s <n, entonces usando la formula de Rodrigues [34, p.60], se sigue que

x—A e$>\
L;A’A) (IE) — ‘ D(n) [e—:w\ l,A—i—nI] ., n>0
n!
e integrando por partes en
1 o
Ly (z° LN () = — / 2® D [em ™ M dz (1.58)
n! Jo

resulta

,Cw(xs L(A’/\)([L')) — % {.’L’S D(n—l) [e_z)\ xA-i-nI} }zz(o)o

— i' 2* D [emm A g At gy (1.59)
n! Jo

Por la formula de Leibniz para la derivada (n — 1)-ésima de un producto y las
propiedades del cdlculo funcional matricial, se sigue que

n—1
z° D(n—l) [e—xA l,A—l—nI} _ Z (TL - 1) (_1)k 2K (A+I)n_1 [(A—l- ])k]_l ZATRL =X s

k
k=0
(1.60)
Notese que para 0 < k<n-—1, 0<s<mn—1, podemos escribir
l,AJrkI efa:)\ s = 67:2)\ :L,AJrI P(l’) 7 P(I’) — kars 7
y del teorema 2.1-(i) de [34, p.506], se sigue que
h'm+ gAT emmh s = 0 lim aMM et =0 (1.61)
x—0 T—00
De (1.59), (1.60) y (1.61), tenemos
Ly (z° LAY (2)) = — i' z*~t pn=b) [e= 2] dx (1.62)
n! Jo
Aplicando el método de integracion por partes en (1.58), se sigue que
—1) [>®
Ly (z° LAY (z)) = S(S—l)/ 2* 2 D [emm A At ] (1.63)
n! 0

Después de aplicar (s + 1) wveces el método de integracion por partes en (1.63), y
empleando el teorema 2.1-(i) de [34], tenemos que
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Lw(z* LAN) =0, 0<s<n—1 . (1.64)
Aplicando el método de integracion por partes n wveces en la integral

1 oo
ﬁW(ZUn L7(.LA’/\)<ZL’)) _ _'/ " D(n) [e—xA xA+nI:| dr :
n! Jo

y empleando el teorema 2.1 de [34], se sique que

Ly (z" LAY () = (—1)”/ e~ Aty = (=) AmAFORDD (AL (n+ 1)) .
0

Ast, queda demostrada (1.57) y {L%A’A)(x)}nzo es una SPOMD para Ly .

1.3. La condicion de Haar matricial.

Es bien conocida la importancia de la condicion de Haar en el desarrollo de formulas
de cuadratura numérica para funciones escalares, [9, p.26]. El siguiente resultado
demuestra que una sucesién de polinomios matriciales {P,(z)},>0 , que satisfacen
una relacién de recurrencia de tres términos, verifican el andlogo matricial de la
condicién de Haar. Recordemos que de [34], los polinomios matriciales de Laguerre
verifican la relacion de recurrencia matricial de tres términos

(n+1) LV (@) = (A+@2n+1)T—2A) LAY — (A+nD) LV (@), n>0 , (1.65)
con

LY@ =0, L@ =1 .

y de [40], los polinomios matriciales de Hermite verifican la relacién de recurrencia
matricial de tres términos

Hyii(x,A) = xvV2AH,(z,A) — 2nH,_4(z,A), n>0, (1.66)
con
H_l(ZL‘,A> = 0, Ho(lL',A) =1 .

TEOREMA 5 Sea {P,(x)},>0 una sucesion de polinomios matriciales que sat-
isfacen una relacion de recurrencia matricial de tres términos

Ap Py(x) = (Ix — B,) Pyq(x) — Cy Puo(z); n>1 (1.67)
Pyx) =1, P.(x)=0,

donde A, , B,, C, son matrices en C™*" con A, invertible para n > 1, y sea
{2;}Y, una sucesion de N niimeros reales distintos. Entonces la matriz por bloques
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P(.fl?l,...

Po(z1) Py(z2) Fo(ry)
oy = Pi(x1)  Pi(x2) Pi(zy)
Pyoa(t)) Pyoa(zz) - Py_y(ex)

es invertible para N > 2.

Demostracion:

|

I
By

oo o~
oo ~O
s R )
o oo
F

—_

(

0 1 0 Po(ﬂ?l) PQ(SL’Q) . I I
I 0 A1 Pl(J]l) Pl(JIQ) - IZEl IIQ ’
0 1 0 0 P0($1) P(](.Z‘Q) PQ(.Tg)
0 Bl I 0 Pl(l'l) Pl(ZEQ) P1(1E3)
A1 02 B2 Al_l I PQ(ZEl) PQ(ZEQ) PQ(ZE3)
1 I I
= ]Il IZL‘Q Il’g s
I3 T3 I3
I 0 0 O I 0 0 0
0 I 0 O By I 0 0 Pz
0 B A 0 Cy BATY T 0 b
0 Cy By Ay 0 C3A;" BgA;Y T
[T I 1 I ]
IZEl [l‘g Il’g ]ZE4
Iz T2i T2 Ix3
| [a} T3 Tay Ix) |
En general, para n > 2, de (1.67), se tiene
— [ T )
(p)
1
Bl Al
CQ B2 A2
0 ’ .. ..
L Ctn—p—l Bn—p—l An—p—l 1 )

De (1.67), para N = 2, 3, 4, se sigue que
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- 0
B, 7 1 p 0
02 B2 Al_l I ! P(fl, ,{EN)
0 Cnfl A;ig anl A:Liz I 0 Anil
AT
ITxy ... Tz,
= | Iz} ... Tap | . (1.69)
i I |

De la invertibilidad de las matrices A; para ¢ > 1, la invertibilidad de la matriz
de Vandermonde por bloques que aparece en el segundo miembro de (1.69), y de las
matrices por bloques que premultiplican a P(xy,...,2zy) , en el primer miembro
de (1.69), se sigue que P(z1,...,xy) es invertible para N > 2. Asi, el resultado
queda demostrado. 0

En particular, si xy, @9, ..., zy son N nimeros reales distintos, de (1.65), (1.66)
y del teorema 5, las siguientes matrices por bloques son invertibles para N > 2:

Lt V(@) Lg () e Ly (o)
< | B BN G|
L) I¢Vw) o L5 a)
Hy(xq1, A) Ho(xze,A) -+ Hy(zn,A)
HA (2, ... an) = Hl(”fl’A) Hl(l:?’A) Hl(x:N’A) (LT
Hy 1(x1,A) Hy (22, A) -+ Hy 1(x, A)

1.4. Foérmulas de cuadratura matricial y cotas de
error.

Sea W(x) una funcién integrable sobre el intervalo [a,b] con valores en C™7,
denominada funcién peso, y sea F'(x) una funcién integrable sobre el mismo inter-

valo [a,b] con valores en C"*". Estamos interesados en la aproximacién numérica
de la integral
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b
I(F) = / F(z) W (z) da, (1.72)

empleando solo los valores de F(z) en un conjunto de puntos {z;}Y,. La aproxi-
macién propuesta (féormula de cuadratura), Q(F) , tiene la forma

N
QF) = Y Flz)W; = I(F) — E(F) (1.73)

i=1
donde E(F) es el error. Los puntos {z;}Y, se dicen puntos de cuadratura (o
nodos), y a las matrices {W;}2, se les dice pesos matriciales de cuadratura. Ellos
nos proporcionan, para la funcién F(z) en concreto, la aproximacion Q(F') . El
siguiente resultado muestra que tomando cualquier sucesiéon de polinomios matri-
ciales {P,(z)},>0 tal que la matriz por bloques P(z1,...,xy) definida por (1.68)
es invertible, podemos construir una férmula de cuadratura exacta de N puntos para
cualquier polinomio matricial de grado menor o igual a N — 1.

TEOREMA 6 Sea {P,(z)}n>0 una SPOMD respecto al funcional matricial de
momentos a la derecha L, tal que la matriz por bloques P(z1,...,xy) , definida
por (1.68), es invertible con {x;}1, puntos distintos del intervalo [a,b]. Sea M,

el momento matricial generalizado i-ésimo para la funcion peso matricial W(x)

respecto al conjunto {P,(x)}n>0,

b
Mi:/Pi(x)W(x)dx, 0<i<N-1. (1.74)

Entonces, la formula de cuadratura matricial definida por

N Wl MO
QF) =Y Flz)W, C| =[Pl o) | . (1.75)
=1 Wn My _q

es exacta para cualquier polinomio matricial de grado menor o igual que N — 1.

Demostracién: — Impongamos que la férmula de cuadratura matricial (1.73) sea
exacta para polinomios de grado Fy(x),..., Py_1(z). Los pesos matriciales de la
cuadratura W, para ¢ = 1,2,..., N , deben verificar E(Pj(x)) = 0 , para
0 <j < N —1. Esta condiciéon puede escribirse en la forma

N b
> P W = / Pi(z)W(z)de = M, 0<j<N-1, (1.76)
i=1 a
(0]
W, M,
Wy Mpy_1



donde P(xy,...,xy) esta definido por (1.68). Ahora del teorema 2, si Wy, ..., Wy
estan definidos por (1.75), la férmula de cuadratura matricial (1.73) es exacta para
cualquier polinomio matricial @(x) de grado menor o igual que N — 1. Con esto
el resultado queda demostrado. [l

NOTA 6 Los pesos matriciales de cuadratura toman una expresion sencilla en el

caso de que la sucesion {P,(x)}n>0 es una SPOMD respecto al funcional matricial
de momentos a derecha Ly definido por

Lo(P(z)) = / P(z)W(zx)dz . (1.78)

De hecho, en este caso, los momentos matriciales generalizados toman la forma

b b
M, = / Py(x) W(z)dx = AO/ W(z)dx; Py(r) = AgeC™" |

b b
M,; = / Pi(zx) W(x)dx = Aal/ Ao Pi(x) W(x) dx

= Aal/bPo(x)Pi(a:)W(x) dr = Ay'Lo(Py(z) Py(z)) =0, 1<i<N-1.

’ (1.79)
Asi, si hemos definido las matrices B; € CN™"  para 1<i < N, de la forma

1 0 0
0 1 0
By = .|, DBs = .|, ..., By = s (1.80)
0 0 I
del teorema 6 y (1.79)-(1.80), podemos escribir
W; = B [P(zy,...,2n5)] " Bi My . (1.81)

EJEMPLO 5 Consideremos la formula de cuadratura de tres puntos

QF) = > Flw:) Wi (1.82)

para la aprorimacion numérica de la integral
+o0 A 2
I(F) = / F(x) exp (— Tx) dr | (1.83)

donde x1, xo, T3 Sson tres numeros reales distintos, y A es una matriz satisfaciendo
la propiedad (1.39). Dado que los polinomios matriciales de Hermite {H,(z, A)}n>0
son una SPOMD para el funcional matricial de momentos a derecha Ly definido
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por (1.41), y por el teorema 5, la matriz definida por (1.71) es invertible para N = 3.
Del teorema 6, la nota 6 y el teorema 2-(ii) de [40], se sigue que

I I I
H (21, 29, 13) = 1 V2A ToV2A r3V2A ,
2(Ax? — 1) 2(Ax3 —1) 2(Ax3—1)

M, = /_*O" exp <— AT"TQ) de = (2A4)"2T1(1/2) = V7 (24)" 2 |

o0

W1 01 Ci C{/ M(] Ol C{ O{/
Wy | = | Cy C) CY 0 o [H (21, 20,23)] 7 = | Cy Oy CY
W Cy C} CV 0 Cy C Cl

De la ecuacion
[HA(Z'l,ZCQ,.Tg)] [HA(xlax%x?))]il = dzag{[,[,[} )
llegamos al sistema matricial
¢, + C + C3 = 1
I 01 + X9 02 + I3 Cg = 0 (184)
l’% Ci + JI% Cy + .Tg 03 = A1
Resolviendo (1.84), tenemos

Ty (251 — A7) — z3 (2351 — A7) )

(x?) - xz) ($3 - xl) ($2 - xl)

Ch

c, — z3 (23] — AN — xy (231 — A7) (1.85)

($3 - xz) ($3 - xl) ($2 - xl)

vy (23] — A7) — a9 (221 — A7)

(23 — 22) (23 — 11) (T2 — 71) )

Oy =

De (1.81), podemos escribir

Wi:\/gciA‘é, i=1,23, (1.86)

y de (1.85)-(1.86), todas las formulas de cuadratura de tres puntos de los polinomios
matriciales de Hermite, para una matriz fija A satisfaciendo (1.59), quedan de la
forma

Q(F) = F(a)) Wy + Fas) Wa + Flag) Wy . (1.87)
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NOTA 7 Los polinomios matriciales de Hermite {H,(z,A)}n>0 pueden emplearse
para la aprorimacion de integrales del tipo

“+00

I(F) —/_ F(z)dx . (1.88)

[e.9]

De hecho, notese que

L(F) = /_ OOG(a:‘)W(:c) dr; G(x) = F(z)[W(2)] ™" = F(x) exp (ATx

o0

Ast, de (1.87) y (1.89), tenemos

2

Q) = Q(6) = Fiay) exp (250) Wy + Flaw) e (422) W

A 22
+ F(x3) exp( ;3) Wi |

donde Wiy, Wy y Wiy estan definidas por (1.86). De forma andloga, podemos
construir formulas de cuadratura de N puntos a partir de polinomios de Hermite
para el cdlculo de integrales del tipo (1.88).

Concluyamos esta seccién con un teorema de Peano para las férmulas de cuadratura
matriciales propuestas. Supongamos que F'(x) es una funcién a valores en C**"
que tiene derivadas continuas hasta orden ¢, y que su derivada de orden ¢+ 1 es
continua a trozos. Consideremos la integral

I(F) = / Fl2)W(2)dz (1.90)

y una férmula de cuadratura matricial de N puntos

Q(F) = ZF(xo Wi . (1.91)

Supongamos que Q(F') definido por (1.91) es exacta para todo polinomio matricial
P(z) de grado menor o igual que p, y sea r = min(p,q). El teorema de Taylor
nos permite escribir

F)(a)
r!

F(z) = F(a) + F'(a)(z —a) +--- + (x —a)" + / FUD@) (x —t)"dt .

’ (1.92)
Apliquemos ahora el operador lineal ' = I — () a ambos miembros de la ecuacién
(1.92). Los primeros 7+ 1 términos son nulos pues la férmula de cuadratura @

es exacta para polinomios matriciales de grado r < p. Asi
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B(F) = %E(/:F“H)(t) (x—t)Tdt> _ %E(/abF(T“)(t) @-t);dt) |

e =t) s>t
o _{ 0 si x <t . (1.94)

El operador FE actia sobre la variable x 7y asi conmuta con ¢; y entonces,
F+1(t) juega el papel de una matriz constante:

E < / "R () (1 — 1), dt)

_ / ’ ( / ’ FON () (z — 1) dt) W(a)dr — 3 ( / b FURD(t) (a2 — 1) dt) W,

=1

— /ab FO+D () {/ab(x — 1), W(x)dx } dt — /ab Fr(p) {i(;gz — )" W; } dt

=1

(1.95)
De (1.93) y (1.95), se sigue que
E(F) = %/bF““)(t)E((x—t)g I)dt . (1.96)

Si denotamos

b
MO —sup{|FOOs a<e<v} . K= [B@-tld . (197

tomando normas en (1.96), se tiene

Mr+1)
1B < —7— K (1.98)

Asi, queda demostrado el siguiente resultado:

TEOREMA 7 Consideremos la integral [(F) dada por (1.90) y supongamos
que la formula de cuadratura matricial Q(F) definida por (1.91), es exacta para
polinomios matriciales de grado menor o igual que p. Sea F(x) wuna funcion a
valores en C"™", q veces continuamente diferenciable y con deriwvada q+ 1 -ésima
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continua a trozos en [a,b], y sea r = min (p,q). Entonces, el error E(F), cuando
aprozimamos I1(F) por Q(F), estd acotado por (1.98), donde K, y MT+D
vienen dadas por (1.97).

NOTA 8 Formulas de cuadratura para integrales matriciales del tipo

b
/ F(x)W(z)G(x)" dx (1.99)

se han estudiado recientemente utilizando polinomios ortogonales matriciales en
[65], [66] y [15]. La formula de cuadratura propuesta en las citadas referencias viene
dada por

k
ZF ) NGT (2;) (1.100)

donde los nodos de cuadratura {xi}izl son los ceros del polinomio ortogonal matricial
P.(x) en el intervalo [a, b], y los pesos matriciales de cuadratura \; vienen expresados
en términos de los ceros y del par de Jordan (X, J) asociado a P,(x). Esta formu-
la de cuadratura es exacta para polinomios F(x) y G(x) tales que grado(F(z)) +
grado(G(z)) < 2n — 1, generalizando la conocida férmula de cuadratura de Gauss
escalar. En [65], se demuestra que la formula de cuadratura (1.100) converge al val-
or exacto de la integral matricial si las funciones F(x) y G(X) son continuas en el
intervalo |a,bl, es decir

/bF( YW (2)GT (z )dx_ggoZF NAMGT (M) (1.101)

(n)

donde los valores x; "’ son los ceros del polinomio ortogonal matricial P,(x) en el

intervalo [a,b], y A§”) los correspondientes pesos de cuadratura.

Con anterioridad a estos resultados hemos obtenido las formulas de cuadratura que
presentamos en la presente memoria, que son distintas a las presentadas por estos
autores, dado que se obtienen a partir de la condicion de Haar matricial y los nodos
de cuadratura {x;}Y., son puntos prefijados en el intervalo |a,b], lo que resulta de
interés en diversos problemas, tales como la resolucion de ecuaciones integrales e
integro-diferenciales de Volterra, [52]. Estas formulas de cuadratura tienen menor
precision que la formula de cuadratura (1.100), pero no tienen el inconveniente com-
putacional de necesitar calcular en forma exacta las raices latentes de los polinomios
ortogonales y los pares de Jordan correspondientes, inconvenientes computacionales
que han sido parcialmente resueltos en [67], y ademds se demuestran cotas del error
de aproximacion.

Aunque no ha sido estudiado en esta memoria, creemos que es viable la obtencion
de formulas de cuadratura matricial que preserven las ventajas de precision de las
citadas aportaciones, y que al mismo tiempo puedan obtenerse cotas del error de
aprorimacion.
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Capitulo 2

Polinomios ortogonales matriciales
respecto a un funcional matricial
bilineal conjugado.

2.1. Introduccion.

En el capitulo 1 los polinomios ortogonales matriciales en la recta real se estudiaban
desde el punto de vista de un funcional matricial de momentos lineal. De cualquier
modo, algunos resultados importantes del enfoque desarrollado por Chihara en el
caso escalar en [5], no se comprenden bien empleando solo el concepto de funcional de
momentos matricial lineal, por ejemplo, el concepto de producto interior matricial.
Aparte de ser la generalizacién al campo matricial de resultados bien conocidos en
el caso escalar, y tratados en parte en el capitulo 1, en este capitulo establecemos las
bases para una teoria de funciones ortogonales matriciales respecto a un funcional
matricial de momentos bilineal matricial conjugado.

La organizacién del capitulo es la siguiente. En la seccién 2 incluimos algunos pre-
liminares de algebra lineal y calculo funcional matricial. Introducimos seguidamente
el concepto de funcional matricial de momentos bilineal conjugado. A continuacion,
obtenemos importantes propiedades tales como la existencia de sistemas de poli-
nomios ortogonales matriciales, una relacién de recurrencia de tres términos entre
estos polinomios, segiin sean monicos, ortonormales o en el caso general, asi co-
mo una férmula de Christoffel-Darboux para el caso ortonormal, estudiamos los
funcionales de momentos simétricos y los polinomios seudo-ortogonales, dando una
version del teorema de Favard para éstos ultimos. La seccién 3 esta dedicada al con-
cepto de funcional matricial de momentos bilineal conjugado definido positivo y a
su caracterizaciéon en términos de una matriz de Haenkel por bloques. Terminamos
el capitulo introduciendo los productos interiores matriciales.
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2.2. Funcionales matriciales de momentos bilin-
eales conjugados. Polinomios ortogonales ma-
triciales. Propiedades.

Con el fin de facilitar la claridad de la presentacién de este capitulo, en esta seccion
comenzaremos recordando una serie de resultados bien conocidos sobre matrices
definidas positivas. Una matriz A en C"*" se dice que es definida positiva si A es
hermitica y (Ay,y) > 0 para cada vector no nulo y € C", donde (,) denota
el producto interior euclideo en C" x C". El siguiente teorema establece algunos
resultados cuya demostracién puede encontrarse en [12, p.907], [27, p.800-801] y [49,
p.180].

TEOREMA 8 Sea A una matriz hermitica. Entonces
(1) A es definida positiva si para cada z € o(A), z>0.

(ii) A es definida positiva si y solo si todos sus menores principales tienen deter-
manante positivo.

(iii) Si B es una matriz definida positiva, entonces para cada z € o(BA), =z
es un numero real. St A y B son matrices definidas positivas, entonces cada
z € 0(BA) es positivo ( z>0 ).

(iv) Si A es definida positiva, existe una unica matriz triangular inferior G con
los elementos de la diagonal positivos tal que A = GGH ( Factorizacion de
Cholesky de A ).

(v) Si A es definida positiva, entonces A admite una unica raiz cuadrada definida
positiva denotada por AY?. Ademds, AY? conmuta con A.

De acuerdo con la seccién 5.5 de [49] diremos que dos matrices cuadradas A y B
son congruentes si existe una matriz no singular P tal que

A=pPBP"
La inercia de una matriz A € C™*", que se escribe InA , es una terna de enteros
InA = {m(A), v(A), 0(A)},

donde 7(A), v(A) y 6(A) denotan el nimero de valores propios de A, contados
segin su multiplicidad algebraica , que yacen en el semiplano derecho abierto, en el
semiplano izquierdo abierto y sobre el eje imaginario, respectivamente. Si A es una
matriz hermitica, el nimero m(A) (respectivamente, v(A) ) simplemente denota el
ntimero de valores propios positivos (respectivamente, negativos) contados con sus
multiplicidades. Ademds, J§(A) es igual al nimero de valores propios nulos de A,
y entonces A es no singular si y solo si d(A) = 0. Nétese que si A es hermitica,
entonces

w(A) + v(A) = rango A .
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TEOREMA 9 (Ley de inercia de Sylvester.) [49, p.88] Matrices hermiticas
congruentes tienen los mismos cardcteres de inercia.

Ahora vamos a introducir el concepto de funcional matricial de momentos bilineal
conjugado y la correspondiente ortogonalidad.

DEFINICION 3 Sea {Qn },50 una sucesion de matrices en. C™" . Un funcional
matricial de momentos bilineal conjugado L es una funcion

L : Plx] x Pla] — C™"
tal que si. P(x) = Y71 A’ Q(x) = 31" Bjal, con A; € C™*", B; € C™,
1<i<n, 1< 7 <m, entonces

n m

LIP(). QW) = 303 A0, BY 21)

i=0 j=0
La matriz €, se denomina momento matricial de orden n. El funcional matricial
de momentos bilineal conjugado L se dice que es hermitico si cada momento

matricial €Y, es una matriz hermitica para n > 0. En lo que sigue, ”funcional
matricial de momentos bilineal conjugado”lo abreviaremos "FMMBC?”.

Las siguientes propiedades se prueban facilmente de la definicion 3:

(1)
Llz" [, 2™ = L[z™],2"]] = Qpim, n,m > 0.

LlzP(x), Q(x)] = L[P(x),2Q(x)],  para  P(x), Q(x) € Plx].

(ii) Si{P(x)}2,, {Qi(x)}~,, estanen Plz] y {T;};2, C C™*", entonces

L Zm@%@(@] =Y TiL[P(x),Q(x)]
LIP(x),Y TiQi(x)] = Z L[P(x),Q;(x)| T

para cada P(z), Q(z) € P[x].
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EJEMPLO 6 Sea W (z) una funcion integrable con valores en C™" para x en
el intervalo [a,b], y sea L :Plx] x Plx] — C™" definido por

LIP(x), Qx)] = / P(a)W(2)Q(2)" d |

Entonces L es un funcional matricial de momentos bilineal conjugado, con sucesion
de momentos matriciales {0, }n>0 definida por

b
Qn:/x”W(x)dx, n>0 .

Si W(x) es hermitica, es decir, W(x) = (W(z))" para cada z € [a,b], entonces
L es hermitico.

EJEMPLO 7 Sea L;: Plx] — C™" para i =1,2, dos funcionales matriciales
de momentos lineales tales que

Li(AP(z)) = AL(P(z)), AcC™ | P(x)ePlz],i=12 .
Entonces L :Plz] x Plx] — C™" definido por

L[P(x),Q(x)] = L1( P(z)) (L2(Q(x)))" ,
para P(x),Q(z) € Plz] , es un FMMBC.
DEFINICION 4 Una sucesion {P,(z)}nso de elementos de Plz] se dice que es

una sucesion de polinomios ortogonales matriciales respecto a un funcional matricial
de momentos bilineal conjugado L si para todos los enteros no negativos m y n,

(1) P.(z) es un polinomio matricial de grado n,
(ii) L[P.(x), Pn(z)] = L[Pn(z), Pu(x)] =0 si n#m,

(iii) L[P.(x), P.(x)] es invertible en C™"

Si L[Py(x),Py(z)] =1 paran >0y {P.(x)},>0 es una sucesion de polinomios
ortogonales, entonces la llamaremos sucesion de polinomios matriciales ortonor-
males. En lo que sigue, "Sucesion de polinomios matriciales ortogonales”lo abre-
viaremos por "SPOM”.

El siguiente resultado nos proporciona una condiciéon necesaria para que una sucesion
de polinomios matriciales {P,(z)}n>0 sea una SPOM. Esta prueba es facil a partir
de la definicion 4 y de la prueba del teorema 1 del capitulo 1.

TEOREMA 10 Si {P,()}n>0 es una SPOM para un FMMBC L y P,(x) =
Z?:o Azt con Ap; € CX7 entonces Qo y A,, son matrices invertibles en
C™" para n > 0.
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Del teorema 10 y de la demostracion del teorema 2 del capitulo 1 es facil demostrar
que:

TEOREMA 11 Sea {P,(z)},>, una SPOM y sea P(x) un polinomio matricial de

grado n. Entonces existen matrices Ao, Ay,..., A, en C"™" | determinadas univoca-
mente, tales que

P@) =Y AR() . (2.2)

Ademas, si el coeficiente director C,, de P(z) es invertible, entonces A,, también es
una matriz invertible.

El siguiente resultado nos proporciona algunas equivalencias de la definicion 4 y
puede probarse siguiendo la demostracion del corolario 1 del capitulo 1.

TEOREMA 12 Sea £ un FMMBC hermitico y sea {P,()},5, una sucesion en

Plz] tal que la matriz coeficiente director de P,(x) es invertible. Entonces equivalen:
(1) {Pu(®)},50 es una SPOM respecto a L,

(ii) L[P(z), P.(z)] = 0 para cada polinomio matricial P(z) de grado m <n
mientras que L[P(x), P,(x)] es invertible si m = n y el coeficiente director
de P(z) es invertible ,

(iii) L[Iz™, Pp(2)] = 0mnK, donde K, es una matriz invertible en C™" | para
todo m>0, n>0.

De los teoremas 11 y 12 es facil demostrar las siguientes consecuencias:

COROLARIO 2 Sea {P,(2)},>, una SPOM para un FMMBC hermitico L y sea

P(z) € P[z] un polinomio matricial de grado n. Entonces se sigue que
P(z) =) NFR(x), A= L[P(x), B(@)] (L[P(2), P . (23)
i=0

COROLARIO 3 Si {Pu(2)},50 ¥ {Qn(¥)},50 son dos SPOM para un FMMBC
hermitico L, entonces existen matrices invertibles C,, n > 0, tales que

Qn(z) =CpP(z), n>0 . (2.4)

El corolario anterior muestra que una SPOM {P,(z)}, -, estd determinada univo-
camente si se satisface una condicién adicional que nos fije la matriz coeficiente
director de cada P,(z). Una SPOM en la que la matriz coeficiente director de cada

polinomio matricial P, (z) es la matriz identidad en C™" diremos que es una
SPOM ménica.
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Para una presentacién mas clara de los siguientes resultados introducimos la sigu-

iente matriz de Haenkel por bloques en CT"F*7(+1) ag0ciada a la sucesion de
matrices {Q,},¢
Qo U ... Q,
b = (%1 K?Q Qn:—i—l (25)
Q Qi .. Do

TEOREMA 13 Sea £L FMMBC hermitico con sucesion de momentos matriciales
{Q,},50 en C™*" . Una condicion necesaria y suficiente para que exista una SPOM
para L es que la matriz 1, definida por (2.5), sea invertible para n > 0 .
Demostracion:  La demostracion de la necesidad de la condicion es andloga a la
presentada en el teorema 3 del capitulo 1, para el caso de funcionales matriciales de
momentos lineales. Veamos la suficiencia.

Por existir sucesion de polinomios ortogonales { P,(x)},~, respecto a L, imponiendo
la condicion -

L(Iz™, Py(x)) =6pmKn , m<n |,

a la sucesion de polinomios { P, ()}, dados por

P,(x) = ZAnkxk, n>1,
k=0

obtenemos el sistema lineal por bloques:

AnOQO + Anlﬂl + -+ Aann = 0
AnO Ql + Anl QQ ‘I’ tee + Ann Qn—H - 0
AnO Qn—l + Anl Qn + -+ Ann Q2n—1 = 0
AnOQn + AnlgnJrl + e+ AanZn - Kn )
o bien
[ Ao A1 - Apn =10 - 0 K,] , n>1. (2.6)

La invertibilidad de ¢, quedard demostrada si demostramos que el sistema (2.6)
admite solucion unica para cada matriz invertible K,,.

Supongamos que existen dos sucesiones de polinomios matriciales {P,(z)},5q ¥
{Qn(x)}, 50, ortogonales respecto a L, verificando -

L(Ie", P(2)) = K, 2.7)

L(Iz",Qn(x)) =K, . (2.8)
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Entonces, por el corolario 3 se verifica que

Pn(x) = Cn@n(x) y N >0 )

y por (2.7) y (2.8), se sigue que C,, = I para todo n. De este modo, la solucion del
sistema (2.6) es unica y la matriz ¢, es invertible. O

2.3. Formula fundamental de recurrencia.

Una de las caracteristicas més importantes de los polinomios matriciales ortogo-
nales es el hecho de que cada tres polinomios matriciales consecutivos cumplen una
relaciéon muy simple que se deriva del siguiente resultado.

TEOREMA 14 (Férmula fundamental de recurrencia) Sea £ un FMMBC
hermitico y sea { P, (x)},,5o una SPOM mdnica respecto a L. Entonces existen ma-
trices C,,, A, en C™" con A,, invertible para n > 0, tales que

P,(x)= Iz —C,) Py_1(x) = N\yPyao(z), n>1 (2.9)
donde P_1(z) =0, y A,,, C,, estan univocamente determinadas por L.

Demostracién: ~ Como zP,(z) es un polinomio matricial de grado n + 1, por el
corolario 2, podemos escribir

n+1

tPu(2) = Y AuiPil(z), Aui = LP(2), Pu(@)] (C[Pu(2), P(2))) ™, (2.10)

siendo A,,,+1 invertible. De la definicién 3, y de la propiedad (i) de £, podemos
escribir

L[Py(x), 2Py (x)] = ZE[Pk(ﬂf)a Pi(2)|An; = LIPu(x), Pr()] ALy, (2.11)
L[Py(z),xP,(x)] = L[xPy(x), P.(x)] . (2.12)

Por el teorema 12, tenemos

LlzP(z), Py(z)]=0 , si k+1<n , (2.13)
y de (2.10)-(2.13), tenemos A,y =0 parak <n—1,y

2Py (x) = ApnaPo1(x) + ApnPr(z) + Ay 1 Poa(z), n>1 . (2.14)

Sustituyendo n por n—1, tomando P,_1(x) = 0y teniendo en cuenta que A, 1 = [
porque la sucesion {P,(z)},~, es monica, (2.14) puede escribirse en la forma

Pn(.T) = (][E — An—ln—l)Pn—l(x) - An_ln_an_g(x) , n Z 2 . (215)
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Asi, (2.9) es cierta tomando C,, = A, 1,1V Ay = Ay100.
Vamos a demostrar ahora que A,, es invertible para n > 2. De (2.15) y del teorema
12 se sigue que

0 = L[Iz" 2% P,(2)]
= L{Ixz" % 2P, i(z)] — L[I2" % P,_(2)|CH — L[I2"2, P,_o(z)]AH
= L[Iz" Y P, (x)] — L[Iz"2, Py_o(x)]AE .

De aqui,

L[Iz" ' P, (x)] = L[I2"2, P,_o(z)]AZ

n

n>2 . (2.16)

Por el teorema 12, la matriz L[Iz", P,_;(x)] es invertible y de (2.16) se tiene que A,,
es invertible para n > 2. Tomando C; = —P;(0) y A; cualquier matriz arbitraria, la
férmula (2.9) se satisface también paran = 1. La unicidad de las matrices A,, (n > 2)

y Cn, n > 1 esta garantizada por la unicidad de la representacion de =P, (x) dada
por (2.10). O

COROLARIO 4 Sea ), la matriz de Haenkel dada por (2.5) y supongamos se
satisfacen las condiciones dadas en el teorema 14. Si A, y C, son las matrices
dadas en el teorema 14, entonces se cumple:

() | A, |= el | >

)

(il) ApAp 1 ... Ay = LTz Y Po ()] L[, Po(x)] " ysi Ay =L Py(x)])" =
ApApy . AsAy = L[Iz" 2 Py (2)]"

(iii) C, = L [Py_1(z), Py (2)] " L[Po_yi(2), [xPy_y(x)]"

(iv) El coeficiente de 21 en P,(x) es — (Cy +Cy + -+ -+ C))

Demostracién: Del teorema 14 se tiene que

L[Iz", Py(z)] = L [Iz"", Py ()] AL,

Trabajando como en la prueba del teorema 4 del capitulo 1, tomando determinantes
en esta ultima expresion obtenemos (i). A la vez, sustituyendo sucesivamente en

L[Iz" Py(2)] = L [I2"", Poy(z)] AL

n+1 >
se sigue (ii). Calculando £ [P,_1(x), P,(x)] obtenemos

Cf =L [Pn—1($)7 prn—l(x)] (‘C [Pn—la Pn—l(w)])_l )

de donde se obtiene (iii).
Ahora, si D, denota el coeficiente de "' en P,(z), igualando coeficientes en la
féormula obtenida en el teorema 14 obtenemos
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Dn - anl _Cn .

Sustituyendo sucesivamente obtenemos (iv). O

En muchas aplicaciones, sin embargo, los polinomios ortogonales no son monicos
ni estan necesariamente normalizados. En tales casos, las formula de recurrencia
obtenida en (2.9) no es valida. Veamos una férmula de recurrencia que sea vélida
en todos los casos en los que £ sea hermitico.

Procediendo como en la demostracion del teorema 14 | llegamos a

JZPn(ZE) - Ann—l—lpn—l-l(w) + Annpn(-r) + Ann—lpn—l(x) , N Z 2 5

donde A,, 11 es una matriz invertible. Cambiando n por n — 1, agrupando términos,
tenemos

A, P,(x)=(Ir — B,) P1(x) — C,Pys(x) ;n>1 (2.17)

con
Pfl(])):o 5 Po(.l’):[ s
A, invertible Vn > 1y Cy arbitraria. Ademéds, como L [Iz""% A, P,(z)] = 0, se tiene
L[Iz" " Py(2)] = L [12" 7%, Pys(z)] CF
de donde (), es invertible Vn > 1. Realizando los productos consecutivos, tenemos
n—1 H -H

CnCn_l...Cg :£ [[I’ ,Pn_l(l')} ,C[I, Po(l‘)]

Tomando Cy = L [I, Py(z)]”, tenemos

CoCry ... Cy = L [Ie" Py ()],

expresion analoga a la obtenida en el corolario 4.
Ahora, si [, denota el término director invertible de P,(x), de la relacién de recur-
rencia (2.17) se deduce que

Anln = lnfl

De la relacién L [Iz" ', P, 4(z)] = L[I2" 2% P, 5(x)]CH  deducimos que como
Iz" 1y Iz™ 2 son polinomios matriciales de grados n — 1 y n — 2 respectivamente,
entonces, por el corolario 2 , se pueden escribir de la forma

n—1
Ixn_l:zakpk(x> ) O‘k?GCTXTa k:Oaan_l ’
k=0

n—2
]x”_sz:ﬁlPl(a:) , BreC™”  1=0,...,.n—2 ,
1=0

39



y como K, = L[P,(x), P,(z)], se tiene

H
O‘nflanl - ﬁananQCn 5

pero a1 = 1y B = 115, luego tenemos

n n—

Como las matrices K, son hermiticas para todo n € N, se sigue que

Cn = anlliH lH K;EQ = anl (ln72l;i1>HK7;,12

n—1"n—2

_ H —1
- N—lAn—lKn—Q :

Esta expresion es andloga a la dada en [68, p.42] para el caso escalar. En el caso
de que los polinomios P,(x) estdan normalizados, y entonces K, = I, tenemos C,, =

AH | con lo que la férmula de recurrencia (2.17) quedard de la forma

A P,(x) = Iz — B,) Po_y(z) — A% P, 5(z) , n>1 .

En el caso de que los polinomios P,(z) sean monicos, y entonces A,, = I, la férmula
de recurrencia (2.17) quedara de la forma

P,(z) = Iz — B,) Py_1(z) = C,Pyo(z) , n>1 .

que era la demostrada en el teorema 14.

Queda demostrado el siguiente resultado:

TEOREMA 15 Sea {P,(z)} una SPOM para L un funcional matricial de momen-
tos bilineal conjugado hermitico, sea K, = L[P,(x), P,(x)] y I, la matriz término
director de P,(x), entonces se tiene:

(1) Los polinomios P,(x) verifican una relacion de recurrencia del tipo:

AP, (z) = (Ix — By) Pyy(x) — C,Ppo(x) ;n>1
Donde P_1(x) =0 , Py(x)=1 , A, esinvertible paran > 1, C, es invertible
paran > 1, y ademds C,, = K, A? K ', | n>1, con Cy arbitraria. Y si
Cy = LI, Py(2)]", entonces
C’nCn_l ce . Ol =L [][L‘n_l, Pn_l(x)}H

( ii) Si los polinomios estdan normalizados y no son ménicos, es decir,
K, = I, entonces verifican una relacion de recurrencia del tipo

AnPy(x) = Iz — B,) Po_y(z) — A2 P, 5(z) , n>1,

donde P_1(x) =0 , Py(z) =1 , donde A, es invertible para n > 1.
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(iii) Si los polinomios son mdnicos, no necesariamente normalizados, ver-
ifican la relacion de recurrencia dada por el teorema 14.

2.4. Formula de Christoffel-Darboux.

NOTA 9 La formula de Christoffel-Darboux se encuentra demostrada para casos
particulares de sucesiones de polinomios ortogonales respecto a un funcional de tipo
integral en [58] y [65], asi como algunas de sus propiedades en [65], donde la denom-
ina "nicleo reproductivo”. Sin embargo, ninguna demostracion para una sucesion de
polinomios ortogonales matriciales respecto un funcional arbitrario ha sido presen-
tada.

TEOREMA 16 (Férmula de Christoffel-Darboux) Sea £ un FMMBC hermitico
y sea {P,(2)},5o una SPOM no ménica pero normalizada, que verifica la relacion
de recurrencia dada por el teorema 15. Entonces, si B, es hermitica para todo n,
para cualquier m € N se cumple:

> P Pa(z) = (ﬁ) { Pt (DAL 1 P(@) — Pyl () Apsr Py (2) }
(2.18)

Demostracion: De la férmula de recurrencia dada para el caso normalizado pero
no moénico dada por el teorema 15, tenemos

zP,(x) = Aps1Posi(x) + Bp1 Po(z) + Aan_l(x) , (2.19)

tP,(t) = Apy1Prii(t) + Bua Po(t) + AR P, (1) (2.20)

tomando hermiticas en (2.20), obtenemos

tP(t) = Pl () Anyy + Py () By + Prly (DA, (2.21)

Postmultiplicando (2.21) por P,(z) y premultiplicando (2.19) por PX(t) y restando,
obtenemos

(t = 2) P () Po() = [P (DA Palx) — P (DA Py ()] +

+ [Pﬁl(t)AnPn(x) - PH(t)An+1Pn+1(x)} : (2.22)

n

Llamando

Kn(t7x> = Pril(t)AnHJran(x) ) K—l(t7x) =0 )
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Sn(t,$) = Pf(t)AnJrlanrl(x) ) S,l(t,ﬂﬁ) = 9

podemos escribir

(t — 2)PL (1) Pu() = [Ko(t, ) — Koo (t,2)] + [Sua (b, 2) = St )

y sumando desde n = 0 hasta n = m, obtenemos (2.18). O

COROLARIO 5 Con las hipotesis del teorema 16 , se verifica

P (2)Api1Pn(z) = PT(2)Ani1 Pra (7)), Yz €R (2.23)
y
S P @) Pa(x) = (Phyy () AL Pu(@) = (Pr(@) A P - (2.24)

Demostraciéon: Por el teorema 16, tenemos

m

(t —x) Z PIt)P,(z) = {PI ()AL Pp(z) — P () Api1 Py ()},

n=0

haciendo t = x, obtenemos

0= P£+1($)Aan+1Pm(z) - Prg(x)Am—s-le—&-l(x) )

lo que prueba (2.23).
Ahora, por (2.23), escribamos la férmula (2.18) de la forma

m

(t =) Y Pl(t)Pu(2)

n=0

= [P (t) = Poa(9)] A1 P (@) = [P () = Pl (2)] Asa P (@)

P (2) Ap o P(@) = Pl (2) A P ()
que puede escribirse como

m

> Pl Pu(x)

[Pnil+1 (t) - PnI;IJrl(x)] AH P (3:‘)

B [Pﬁ(ti : fﬁ(af)] Api1 Py ()

Tomando limites cuando t — x tenemos (2.24). O
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2.5. Funcionales matriciales de momentos bilin-
eales conjugados simétricos.

DEFINICION 5 Diremos que un FMMBC L es simétrico si todos sus momentos
Q,, de orden impar son cero.

LEMA 1 . Sea £ un FMMBC simétrico y sea {P,(v)},, una SPOM respecto a
L. Entonces

L[P,(—x), P,(—x)] = L[Pn(x), P,(z)] , Vm,neN . (2.25)

Demostracién: Consideremos

m
)
= E Amlx )
=0
n
_ E J
— Anjx )
j=0

dos polinomios matriciales de la SPOM, entonces

m

Pu(a) =3 (-1 A0

Jj=0

y por la definicién 3, tenemos

£ [Pu(—2). Pa(—2)] = 3" (~1)iAy (Z QAH>

=0

= 2 (1A AL S (1Al

i=0(par) j=0(par) j=0(impar)
Y A X Al Y (oAl
i=0(¢mpar) j=0(par) j=0(impar)
5 S ma)e 3 oa S auag) . ew
1=0(p j=0(par) 1=0(impar) j=0(impar)

pues los momentos §2;; son nulos si tienen indice impar. Por otra parte

43



L [Py (), Pu(z)] :Z mi <ZQJ+Z >
SR DR UR SR

1=0(par) j=0(par) j=0(impar)
+ A Q + QAR
mi ]—i—z Jjt+i4ing
i=0(i¢mpar) j=0(par) j=0(impar)

S Awi | DD LAl + ) A Z QAL L (227)

1=0(par) j=0(par) i=0(impar) j=0(impar)

de (2.26) y (2.27) se sigue (2.25). O

TEOREMA 17 Sea L un FMMBC hermitico y sea { Py()},,5, una SPOM ménica

respecto a L. Entonces son equivalentes:
(i) L es simétrico,
(ii)) P,(—x)=(—1)"P,(z) , para todon € N,
(iii) En la formula de recurrencia del teorema 14, C, = 0, para todo n € N.

Demostracién: (i) = (ii)

Dado que P, (—x) es un polinomio matricial de grado n y coeficiente director (—1)"1,
{P.(—=2)},50 es un SPOM para £ por (2.25) y por el corolario 3 del teorema 12,
existen matrices invertibles C,, en C™*" tales que

P.(—z) = C,P,(x) ,
e igualando términos directores en esta tultima expresion, se sigue que
C,=(-D)"I |,
lo que demuestra (ii). O
(i) = (iii)
La sucesién de polinomios {P,(z)},sq, por el teorema 15, verifica la relacién de
recurrencia :

P,(x) =1z —C,) Py_1(x) — N\ Pya(z) (2.28)

cambiando x por —x en (2.28) y multiplicando todos los términos por (—1)", queda

(=1)"Py(—2) = (T2 + Cp) (=) 'Po_i(—2) — (=1)" ?A,Poo(—2) . (2.29)
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Si Pu(—z) = (=1)"P,(r) y tomamos la sucesién de polinomios {Qn(z)},5,, dada
por

Qn(z) = (=1)"Fu(x) |
sustituyendo en (2.29), comprobamos que los polinomios @, (z) verifican la relacién
de recurrencia

Por (ii), P,(z) = Qn(x), y restando (2.28) y (2.30), obtenemos

2Cnpn_1(l') =0 s

luego

= L[20,Py1(2), Py (2)] = 200 L [Poor (1), Pacr ()] = 200Ky

como K, es invertible, C,, = 0, con lo que (iii) queda demostrado. U
(iil) = (ii)

Si C,, = 0, los polinomios @, (z
recurrencia fundamental que los

O

(i) = (i)

Como P,(—z) = (—1)"P,(x), P,(x) solo tiene potencias pares de « cuando n es par
y potencias impares de x cuando n es impar. Procedamos por induccién:

Como Py(x) = Iz, se tiene

) = (—1)"P.(—x) Veriﬁcan la misma férmula de
Po(z), (2.28), y Q-1 = P_1, luego Qu(z) = Po(x).

O:£[17P1($>] :Ql s leO .
Ahora, si Py(x) = Iz + Az, entonces

0=LI[I,P(z)] =+ AQAT | Q3=0 .

Supongamos que Qj, = O parak = 0,1,...,2n—1. Como Pa,y1(x) = 37 Agjpra¥
se sigue que

0=LI[I, Pyyi(z ZQQJ+1A2]+1 = Qo1 AN = Qonir
7=0
pues Ao, = I. Asi Q9,11 = 0y por la definicion 5, £ es simétrico . O

2.6. Polinomios pseudo-ortogonales. Teorema de
Favard. Polinomios de Laguerre y de Hermite
matriciales.

DEFINICION 6 . Sea {Pu(2)},50 una sucesion de polinomios matriciales en
Plx] y sea L wun funcional matricial de momentos bilineal conjugado. Diremos
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que {P,(7)},5, es una sucesion pseudo-ortogonal respecto a L si
(1) P.(z) es un polinomio matricial de grado n,
(i) L[P.(z), P.(x)] es invertible en C™" para n >0,
(iii) L[Pn(x),Pu(x)] =0 si m<n.

Nétese que si {P.()},~, es una sucesion pseudo-ortogonal de polinomios ma-
triciales con respecto a un funcional matricial de momentos bilineal hermitico L,
entonces de la propiedad (iii) de los funcionales matriciales de momentos bilineales,
se sigue que

L[Py(x), Pu(a)] = L[Pu(z), Pu()]" =0,

y {P.(x)},>, es una SPOM para L. El siguiente resultado es un teorema de
Favard para el caso de funcionales matriciales de momentos bilineales.

TEOREMA 18 . Sea {A,},~1, { B, },s1 v {C)},5, sucesiones de matrices
en C™", donde A, y C! son invertibles para n > 1. Sea {P,(z)}, - , una
sucesion de polinomios matriciales en Plz] tal que cada P,(x) es de grado n y
satisfacen la relacion de recurrencia de tres términos

A, P,(x) = (Iz—Bj)) Py_1(x) —C|, Pya(xz), n>1, Pq(x) =0, Px) =1 .

(2.31)
Entonces existe un unico funcional matricial de momentos bilineal conjugado L
tal que L[I,I] = C7 y {Pu(z)},>_, es una sucesion de polinomios matriciales

pseudo-ortogonales respecto a L .

Demostraciéon: De la definicién de funcional matricial de momentos bilineal, sera su-
ficiente determinar la sucesion de matrices { €, },~,. Definimos L[I,I] = Qy =
(1. Las matrices 2, para n > 1, las determinamos imponiendo la condicién

L[I,P(z)] =0, n>1. (2.32)

Escribamos (2.31) de la forma

P,(z) = (A’ — By) Poi(z) — Cp Pioa(), (2.33)
donde

B, =A'B,, C,=A'C . (2.34)

De (2.33), tenemos Pi(z) = (A7'z — By) Py(z) = A7'z — B; y la condicién
(2.32), para n =1, implica que

0=CL[I,P(z)] = L[], AT s — By] = L[I, Iz]A" — c[I,1] Bf |

de donde
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Q = QBT AT (2.35)

De (2.33), tenemos Pa(z) = Ay A7 a2 — (A" By + Bo AT') o+ (B By — ()
y la condicién (2.32), para n =2 , implica que

0 = L[, P(x)]=LI[I,A7'AT'2? — (A7'By + BoAT') 2 + (BoBy — (s)]

— LI, 12%) (A Ay) ™™ — L[, 12) (A7 By + BoATH ! + L1, 1) (ByBy — Cy)"

de donde

Oy = —Q (By By — Cy)" (A1 A)" +Q0 BT AT (A7 By + By ATY)™ (A4 A0)"

(2.36)
Supongamos de esta forma que €5,€Q;,--- €, ya estan determinadas, y ahora
denotemos
n m—1
Pu(r) = Y Az, Pua(z) =Y Apiia’ . (2.37)
i=0 i=0

De (2.33) y (2.37), podemos escribir

Po(z) = (A;_lﬂif - Bn+1) P.(x) — Cpy1 Py (2)
- A;Jlrl A'rm xn+1 + (Ann—l - Bn+1 Ann) "

n

-1
+ (Apic1 Bug1 Ani — Cug1 Ap—1i) T’ — (Bpi1 Ano + Chi1 An—10)

=1

Despejando de las tltimas condiciones e imponiendo que L[I, P,1(x)] = 0, se
sigue que

A;}A Apn Qnpr = Z Qi (Anici — Buy1 Ani — Crpa Anfli)H

- Qn (Annfl - Bn+1 Ann>H + QO (Bn+1 AnO + Cn+1 Anfl[))H
(2.38)
Nétese que de (2.31), la matriz coeficiente director A,, de P,(z) es invertible y
de (2.38) tenemos

47



n—1
Q1 = A;}L Anta ZQz (Apici — Bry1 A — Coa Anfu)H

i=1

- Qn (Annfl - BnJrl Ann)H + QO (BnJrl AnO + CnJrl Anflo)Hi|
(2.39)
De las propiedades de los momentos funcionales bilineales matriciales tenemos

Quys = L[Ia" I2°] = L[I,12"] = L[Ia",I] ,

L[Iz°, I2"P(x)] = L[I2" P(x)], P(z)ePl] .

Para demostrar que {P,(z)},-, es pseudo-ortogonal con respecto a L, debemos
demostrar que

L[Py(x), P,(x)] =0, k<n . (2.40)
De (2.31), podemos escribir

xA;LJlrl Pn($) = n+1(‘r) + Bn—H Pn(‘r) + Cn+1 Pn—l(‘r> ) n 2 0 ) (241>
y de (2.41) y (2.32), se sigue

L[I,2A,}1P(x)] =0, n>0,
L[lx, P, (x)] = L[I,zP,(z)] =0, n>0 .
Multiplicando la ecuacién (2.41) por z, se tiene
L[I,2*A}P(z)] =0,

L[I2*, P(2)] = L[I,2°P,(x)] =0 .

Procediendo inductivamente tenemos

L[I2", Py(z)] =0, 0<k<n , (2.42)

L[Py(x), P,(x)] =0, k<n . (2.43)

1

Si multiplicamos la ecuacién (2.41) por z"~! se sigue que

L[I,I2"A Po(z)] = L[, 12" Pyja(2)]

+L[I2" " Pa)] BE +L[I, 12" Poy(x)] C2y = L[, Ia" ' Poy(2)] CFy
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Luego

L[Iz", Po(x)] Al = L[ 12", Paa(z)] Gy

n+1

L[Iz", Py(z)] = L[I2"", Poy(z)] CEL AT .

De esta forma

LIa", Py(r)] = C1C A G A - G AT

es invertible. Si Pj(z) = 22:0 Ay 2® | entonces se sigue que

0, st l<n

L[P(z), Pu(z)] = ZE[Alk:L’k, Pn(x)} =
k=0 Apn L[I2™, Py(x)], si l=n

De la invertibilidad de A, , se tiene que L[ P,(x), P,(z)] es invertible. OJ

COROLARIO 6 Con las hipotesis del teorema 18, si la sucesion de momentos
matriciales {0y, },~, definida por (2.39) con Qo = C', son hermiticos, es decir,
Q, = QF para n >0, entonces la sucesion { P,(x)}, ., definida por el teorema
18, es una sucesion de polinomios ortogonales matriciales con respecto al funcional
matricial de momentos bilineal L asociado a {2}, -

Vamos ahora a comprobar que los polinomios matriciales de Hermite y Laguerre ya
vistos en el capitulo 1 son también SPOM para cierto funcional matricial de mo-

mentos bilineal conjugado hermitico. Para proceder, necesitamos el siguiente lema:

LEMA 2 Sea n un entero positivo. Entonces

i(ﬁ)f(—l)":o, s=0,1,---,n—1. (2.44)

i=0
Demostracion: Tomando z = —1 en la ecuaciéon
(1+x)":zn: "ot (2.45)
o \!
tenemos > (%) (—1)" = 0. De esta forma, para s = 0 , la igualdad (2.44) se
cumple. Supongamos ahora que la igualdad (2.44) se satisface para j = 0, 1, -+, s—

1 ysea s <n. De la hipdtesis se sigue que

i (:L) (=1 =0 . (2.46)

1=0

Tomando derivadas s -ésimas en la ecuacién (2.45) se sigue que
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nn—1) - (n—s+1)(1+z)"° = (n>z(z—1) e (i—s+ 1)t

De la ultima ecuacion se tiene que

nn—1)- (n—s+1)(1+z)"*2° = (Z‘)z’(z’—n--- (i—s+1)a" , (2.47)

7

y haciendo x = —1 en (2.46), llegamos a que

n

Z(gi(i—l)“'(i—8+1)(—1)i=0 : (2.48)

; i
=0
Denotemos
i(i—1) - (i—s+1) =i +ai®' + - +a, 10+ a, . (2.49)
Sustituyendo (2.49) en (2.48) y usando la hipétesis de induccién llegamos a

_n‘sn i nus—ln i —~ (n i_nsn i
0= ;z (Z)(—l) +a1;z (@)(_1) +---+a5;(i)(—1) = Z-:oz (i>(—1) .
De esta forma el resultado queda demostrado. O

EJEMPLO 8 (POLINOMIOS DE LAGUERRE MATRICIALES) Sea A una
matriz hermitica en C™*" tal que

z > —1 wpara cada wvalor propio z de A, (2.50)

y sea A un numero real positivo. Entonces, los polinomios matriciales de Laguerre
L (x) introducidos en [34] y definidos por

e = YA e ng . @

son una SPOM respecto al funcional matricial de momentos bilineal conjugado L |
asociado a la sucesion de momentos matriciales {2y}, , definidos por

(A+1),
AT ’

Dado que el coeficiente director de L4 x) es una matriz invertible ]
la propiedad (ii) del teorema 12, serd suficiente que probemos que

=1, Q= n>1 . (2.52)

LIz, LIMN2) | = 605 Ky, K, € C" invertible . (2.53)
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Demostraremos (2.53) usando induccion. Para s =0 se sigue que

LI, LNz _5[1 ZZI D A+I) [(A+ 1), x]
_ Z;ﬁ%%%ﬁ2KA+IH (A+1),
| e ey s | A

S (") <—1>Z‘] L

| =0

y por el lema 2, la ultima ecuacion es cero. Supongamos que

L[Iz" LiMN2)] =0, 0<k<s—1.

Utilizando ahora que €2, = Q,_1 @ , podemos escribir

L[Ia®, L2Nx)] = [Z&SM [(A+ 1)

— il (n —i)!

[ » '(—1>ix' (A+ (i + s)I) (A+D,

B Qiys—1 — [(A+ 1))

(A+1),

4 -1
S Qe A A+ DT

" (DN

(A+1),
il (n —1)!

+ Y

Qivsr (i+8) T [(A+1);] ™"

=0

(A+1),

(2.54)

(2.55)

(2.56)

Empleando la hipdtesis de induccion, la expresion (2.55) se puede escribir en la

forma

. m Qivs1 A[(A+ I)z‘]_l

7=

(DN
!

—~ (—1)'\ (A+1)ivs1
|

iN(n—4)  nited

AlA+D]!




Por otra parte, usando la hipdtesis de induccion, la expresion (2.56) toma la forma

S AN o A D

n

- Z m—_AZ)Z‘ Qivst [(A+ D)7 + s Z % Qo [(A+ 1)

= Y A o A DI £ [T L @)
i=0 '

- n!,is—l ZZ (n> (=) " (A+ Digs [A+ (i) I [(A+ 1]

1
=0

1 " /n ; ‘ ‘
! ZZ<Z) D) (A+G+0)I) - (A+(i+s=1)T)
=0
(2.57)
Ndtese que en la expresion (2.57), el producto (A + (i+1)I) - (A+ (i+s—1)1)

es un polinomio matricial de grado s —1 en la variable i, y por el lema 2, la ex-

presion (2.57) es cero. De aqui L [Ixs, LY ()| = 0. Finalmente, demostremos

que L|Ix™, L%A’A)(x)} es invertible. De [34], los polinomios matriciales LY ()

verifican

B, LN (2) = (Iz — C, ) LV (2) — A, LY

donde

De (2.58), se sigue que

0= £[I"2, LV @) BY = £[10, B, L{()

— £ 1", Lo LV(@)] - £ 1272 LV (@)] o - £ 122, L) ()] AF

De donde

luego
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AyAy g o Ay = c[z:cn-l, L“‘”(@}H C [1, LgAN(x)]‘

n—1
H H
= L [Iw”fl, L A’i\)(x)] Qy =L [Iw”fl, L A’i\) (ZL‘)]
De (2.59) y (2.60) se sigue que

(A+nl) A+ (n—1)1  A+1

clIa, L&A’*)(x)]H = Anpidn Ao = ;3 -
_ (A+Dn
= o =

y de esta forma, L [Ix”, LY (x)] = Qf = Q, es invertible. O

EJEMPLO 9 (POLINOMIOS DE HERMITE MATRICIALES) Sea A una
matriz hermitica definida positiva en C™" . Entonces, los polinomios matriciales
de Hermite H,(x,A) introducidos en [40] y definidos por

5 ky, n—2k
Ho(z, A) = ;( 1/1! (T!L(:/Z))! o (2.61)

son una SPOM respecto al funcional matricial de momentos bilineal conjugado L |
asociado a la sucesion de momentos matriciales {2, }, . , definidos por

2! —on
O =1, Qg = 2 <\/2A> Qo1 =0, n>1 . (2.62)

n!

Dado que el coeficiente director de H,(x,A) es la matriz invertible vV2A de la
propiedad (i1) del teorema 12, serd suficiente que demostremos

L[Iz°, Hy(x,A)] = 6ps Ky, K, € C™" invertible . (2.63)

Demostraremos (2.63) por induccion. Para s =0 se sigue que

3] (—1)kn! (m)wk

L[I,H,(x,A)] = L|I, Z e ok
] (o (v22) ™
N i T (2.64)

Estudiemos el valor de la expresion (2.64) segin sea n par o impar. Si n es impar,
n — 2k serd impar para todo natural k, por lo que la expresion (2.64) valdrd 0.
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Sin es par, supongamos n = 21, entonces de (2.64) se sigue
2(1—k)
L(—1) (20)! (\/2A>
Qo1
k(20— k) 20H)

=Dk ) (20— k) ~2(1-k) 2(1-k)
= 2 QU—k)) (—k) (\/ﬂ) (\/ﬂ)

—1)k (20)! 20 [~ (1 i
N (k:!(l)—(k))!]:(l_!)lz(k)(_l)ll’

L[I, Hy(x,A)] =

y por el lema 2, la ultima expresion es cero. Supongamos que

L[Iz", Hy(z,A)] =0, 0<k<s—1. (2.65)
Calculemos L1 x*, Hy(x, A)].

5] (—1yr (v2A)"
LIz, Hy(z,A)] = Z k! (n<_ 214;)?

k=0

Qpotrs - (2.66)

Analicemos ahora los distintos casos que pueden darse. Sin y s tienen distinta pari-
dad, uno de los dos par y el otro impar, entonces n — 2k + s serd impar, por lo que
(2.66) serd cero. Veamos los casos en los que n y s tienen igual paridad.

Supongamos que n y s son pares, en tal caso podemos escribir n = 2l y s = 2t,
y (2.66) quedard

L (1) (20 (\/_A>2(l—k)

L [[ , Hoy(z, A Z — ) Qo—k1e)
— !

(2.67)
Utilizando ahora la expresion de los momentos matriciales (2.62), se tiene
Qo = 2(20 — 1) (x/ﬂ)_Q ,
y podemos escribir (2.67) de la forma
L [Ix%, HQZ(I’,A)}
—k)

2
L (—1) (20! (m)
=2 PCT)

e I L WA (%7
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l k 2(l—k—1
_ I; % (4] — 4k + 4t — 2] Qapre) (m) T e

Por hipdtesis, se tiene que L[I 2572, H,(z,A)] = 0, de donde sin =2l ys =2t
se tendrad

0 = £[Im2t_2 Hy(z, A) |

l —
= Yoy (G e
=0

De (2.68), obtenemos
L[Iz*, Hy(z,A)]

= (4l + 4t — 2) [Z % Q2(l—k+t—1) (\/ﬂ> Q(l—k)] <\/ﬂ> -2

L=k (2D k 2(1—k-1)
— 4 [kzzo % Qg(l,kﬂ‘/fl) (\/ﬂ) ] , (270)

y sustituyendo (2.69) en (2.70) se obtiene

L[I2*, Hy(z, A)]

L (=D (20)k 2(1—k—1)
=—4 [; m Qo—rri-1) (\/ﬂ) ]

l

2z 'k (21 — k+1t) —2)! 2(1—k-1) 2(1—k—1+1)
4}; ( N —k+t—1) Wﬂ) (M)
l
B (—D)F D)k 21—k +1t) —2)! 2t
= kzo K21 —-k) (I—k+t—1)! Wﬂ) ‘ (271)

Desarrollando los factoriales,

21—k +2t—2)! (20 —k)+2t—2)(2(1 —k)+2t —3)...(2( — k) + 1)(2(I — k))!
(I—k)+t—1)! (=K +t—=D((I=k)+t—=2)...(I=k)+ 1) —Fk) ’

sustituyendo en (2.71) y simplificando, tenemos
L[I2*, Hy(z, A)]
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Wk (20— k) (20— k) +2t—2) ... (20— k) + 1)
HI—k) G-k (k) +t-1).. (k) +1)

_ —n (DR @D)E (20— k) +2t—2).. (2(1— k) + 1)
== (V) XS Gpreey a-hrn o 2P

(2(1—k)+2t—2)...(2(1—k)+1)

TR =D (=31 lo podemos espresar, haciendo x = 2(l —t),

Ahora, el cociente
de la forma

QU—-Fk)+2t—-2)...20-k)+1) (z+2t—-2)(x+2t—-3)...(x+1)
(I=k)+t=1)...(I—k)+1)  (E+t-1(E+t—2)...(2+1)

=2+ (2t—3)(z+ (2t =5))...(x+1) .
Sustituyendo en (2.72),

L[I2*, Hy(z, A)]

— a (vaa) "By 3 (,i) (-1 Q . (2.73)

Donde Q = k((2(I—k)+(2t—3))(2(l—k)+ (2t —5)) ... (2(l—k)+1) es un polinomio
en k de grado s — 1 < n, luego por el lema 2, (2.73) es cero.

Supongamos ahora que n y s son impares, y pongamosn =2l+1, s =2t + 1.
Se tiene entonces, procediendo de igual forma

>2l2k+1

L(—1)R (204 1)! (\/ﬂ

LI Hypy(x,A)] = 2 (20— 2k 1+ 1) ot or—ok12
21
L (=1D)k 20+ 1) (\/ﬂ)
= k(2(l - k) +1)! Da(irt-k+1)
2(1
L (=D +1 'Vmg |
B k=0 kY2 — k) +1)! 201+t = k) + 1)Qa(i41-) (v 2A>
!
= (—1)* (21 +1)! 2(1—k)
= (4 +4t+2) kz R =) 1 1) (\/2A) Qa1
=0
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21 + 1)k 201-k)
4 Z k' ) (V24)" " Qg (2.74)

)l
Aplicando que por hipdtesis E[ % Hy(x,A)] =0, sin=2l41ys=2t+1 se
tiene
!
21 +1 2(1—k)+1
Z T i) (V 2A> Qot+t-k) (2.75)

luego sustituyendo (2 75) en (2 74), y desarrollando los factoriales, tenemos

L |:[ 2t+1 Hng(fl; A):|

M= k) + 1)

(=DFQL+ 1)k 21 —k+1))! —2(1—k+t) 2(1—k)
Ll —k)+1)! (I —k+1)! (\/ﬂ) (ﬂ)

l

2l+ LAY l—k+1)) —2t
- ! Zklz( = . (\/ﬂ>

- E)+1)! (I—k+1)
_ e, [Z () <_1>kk] (vaa) ™ |

y esta ultima espresion por el lema 2 es cero. Tenemos asi probado que

—1)k (2 —l— 2(1—k)
) ) (V 2A> Qo 4e—r)
[+

i
“Lin

o

LlIz*, Hy(x,A)] =0 si s<n .

Finalmente, demostremos que L[Ix", H,(x,A)] es invertible. De [40], los poli-
nomios matriciales H,(x, A) wverifican

B,H,(x,A) = Iz H, 1(x,A) — N, H,5(x,A), n>1; H_(z,A) =0

donde

Asi tenemos que



luego

LIz, IzH, (z,A)] = L[I12"", Hyo(z, A))
= L[Iz"?, Hyo(z, A)] AY

Aplicando reiteradamente esta wltima igualdad, tenemos

ApAp i Ny = L[Iz"Y, Hy y(z, )" LI, Hy(z, A

= L[IT2"Y Hyy(x, A" Qo = L[T2", Hyy(z, A7
(2.78)
por lo que

—-n

L[Ix", Hn(x,A)]H = N1 Ay - Ay = nl27 (\/ 2A) es invertible .

Entonces, L[Ix™, H,(x,A)| es invertible. O

2.7. Funcionales matriciales de momentos bilin-
eales conjugados definidos positivos.

En el campo escalar, en los casos mas importantes, los polinomios ortogonales se
obtienen a partir de un funcional £ definido por una funcién peso no negativa o en
términos de una integral Stieljes, ver [5, p.13]. En el caso en el que trabajamos con
matrices, el producto interior matricial puede definirse en términos de funciones peso
matriciales hermiticas [60], o en términos de funciones de distribucién matriciales
hermiticas, acotadas y no decrecientes, [53], [61].

DEFINICION 7 . Sea £ FMMBC hermitico. Diremos que L es definido positivo
si para cada polinomio matricial mdnico P(x) € Plx], la matriz L]P(x), P(x)] es
definida positiva.

Para caracterizar los FMMBC definidos positivos vamos a demostrar en el siguiente
lema algunas condiciones necesarias.

LEMA 3 Sea L FMMBC definido positivo. Entonces la sucesion de momentos
matriciales {2}, asociada a L verifica

Q, es definido positivo y Qo,i1 es hermitico paran >0 . (2.79)

Demostracién:  Por la definicion y la hipdtesis se sigue que L[Iz", [x"] = Qy, es
definido positivo para n > 0. Ahora demostraremos, usando el principio de induc-
cién, que Q11 es hermitico. Para n = 0, nétese que L[I(x+1), I(x+1)] es definido
positivo y de las propiedades de L, se tiene que
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LlI(x+1),I(x+1)] = LIz, [z] + L[z, ]|+ L[], Iz] + L], ]

=y 4+ 20 + Qo .
Asf, Q1 =3{L[I(z+1),I(z+1)] — Qo — Q} es hermitico. Supongamos que ©; ,
Qsz, ..., Q9,1 son hermiticos, y escribamos
n n _ n+l (n+1 n+1 (n+1
LTz + ", (T + Iy = £|SR (E) Ik, 3 (75 1]
Zn—l—l n+1 (n:l) (n—;l)ﬁ[fl’k [x]] (280)

) (S () s

Por la hipétesis de induccién, Qy, Qs, . .., Q9,1 son hermiticos, y L[(Ix+I1)"*, (Ix+
I)"*1] es definido positivo, por (2.80), se sigue que €s,,;1 es hermitico. [

Sea £ un FMMBC definido positivo y sea {2}, -, la sucesién de momentos matri-
ciales asociada con L. Por el lema 3, cada momento €2y, es definido positivo para
n > 0, el momento € es definido positivo como también ;*. Por el teorema 8-(v),

el polinomio matricial Qo(x) = Q, /2 esta bien definido. Nétese que

L[Qo(x), Qo()] = Qg LI (0! = 07 Qe =1

Sea Py(x) = Qo(z). Consideremos el polinomio matricial de grado uno, Q;(z) = Iz—
APy(z), donde A es una matriz en C™" a determinar para que L[Py(x),Q:i(z)] =
0. De las propiedades de los funcionales matriciales de momentos, la condicion
L[Py(x),Q1(x)] = 0, es equivalente a la ecuacion

0= L[Py(x), Qu(x)] = L[Po(x), [z — APy(x)]

= L[Py(), Iz] — L[Py(z), Py(x)|A" = L[Py(x), Iz] — AT .

De esta forma, la matriz A debe verificar

AP = L[Py(2), Ix] = LIz, Py(x)])?,
A = LIz, Py(2)]5 " = 0,9, 2.
Luego Q1(x) = Iz — 4 Q_l/ Definamos Pj(z) = (,C[Ql(x),Ql(m)])_l/z Q:1(x)

donde (£[Q1(z), Q1(x)])"/* es la tinica raiz cuadrada definida positiva de (£[Q1 (), Q1 (z)]) ™"
Entonces, como (L[Q1(z), Ql(ﬂv)])_l/2 conmuta con L[Q(z),Q1(z)], se tiene que

L[Pi(z), Pi(x)] = (L[Q1 (@), Qu(@)]) ™ L[Q1 (), Q1 ()] (£Q1 (), Qu(x)]) ™
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= (L@ (), Q@) (L[Q1 (@), Qu@)) ™ LIQ1(2), Qi (2)] = T .

En general, si suponemos que Py(z), Pi(z), ..., P,(x) son polinomios matriciales bien
definidos tales que P;(z) es de grado i y que

L[P(x), P(x)] = 6,1, 0<i,j<mn , (2.81)

definamos las matrices Ay por

Ay = L[Iz" ' P(x)], 0<k<n , (2.82)

y sea Qpii(z) = Ia"tt — 377 ApPy(x). De las propiedades de los funcionales
matriciales de momentos bilineales conjugados y (2.81)-(2.82), se tiene

LIP(2), Quir(2)] = LIPj(2), Ie" ] = Y LIPy(x), Pu(@)]AYf

= (Ll Py)) " — Al =0 (2.83)

Ahora, definimos

Pn-&-l(x) = (‘C[Qn-i—l(x)? Qn-&-l(x)])ilﬂ Qn-&-l(x) )

y por los mismos argumentos utilizados para demostrar que L[P;(x), Pi(z)] = 1,
tenemos L [Poy1(x) , Poyi(x)] = 1,y de (2.83) tenemos L[Pj(x), P,41(z)] = 0, para
0<j<n

En resumen, el siguiente resultado queda demostrado:

TEOREMA 19 Sea £ un FMMBC definido positivo. entonces L tiene un sistema
de polinomios matriciales ortonormales.

El siguiente teorema nos caracteriza los FMMBC definidos positivos en términos de
la matriz de Haenkel por bloques ,, definida por (2.5), y puede considerarse como
una versién matricial del teorema 3.4 de [5, p.15].

TEOREMA 20 . Sea £ un FMMBC hermitico, y sea 1, la matriz por bloques
definida por (2.5). Entonces L es definido positivo, si y solo si, 1, es definida
positiva para todo n > 0.

Demostracion:  Supongamos que L es hermitico y que 1, es definida positiva
para todo n > 0. Sea P(z) un polinomio matricial ménico de grado m. Queremos
demostrar que L[P(x), P(z)] es una matriz hermitica definida positiva. Dado que
¥y, es invertible para n > 0, por el teorema 13, existe una SPOM {P,(z)},>0 para

L, vy por el teorema 11 existen matrices C7, Csy ,...,C,, ,en C™" | tales que
P(z) = Z C;P(x); C,, invertible . (2.84)
i=0
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Asi

LIP(x), P(x)] = Y CLIP(x), P(x)]C] . (2.85)

Notese que si demostramos que L[P;(z), Pi(x)] es definido positivo para 0 < i < m,
entonces por (2.85) y la invertibilidad de C,, llegamos a que L[ P(z), P(x)] > 0. Sean
A, matrices en C™" con A, , invertible, tales que

Py(x) =) Ana® . (2.86)
k=0
Del teorema 12 se sigue que
L[Iz™, P,(z)] = Z Qerm AL, = Kb, para m <n | (2.87)
k=0

donde K, es una matriz invertible en C"™™" . La condicién (2.87) equivale a un
sistema lineal por bloques

0
Ay ,
Y| 1| = 6 (2.88)
H
Ann Kn

donde v, esta definida por (2.5). Nétese que 1y = €y es definida positiva, y
ast L[Py(z), Po(z)] = Ago Q0 AL, > 0. Sea 1 <i <m y nétese que L[P;, P}] = K;
es una matriz invertible. El sistema (2.88) puede escribirse de la forma

G bAM | AR !

- 0 , (2.89)

APy | [ AT K

donde
Q;
Qi 1
A=1Q ot - Qia] T =ar

QQifl

porque £, es hermitico para n > 0.
Premultiplicando la ecuacién (2.89) por la matriz

I 0 Vit 0
—A T 0o I] "’

llegamos a
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0
oot A Al .
L =] (2.90)
. . H 0
0 P Qg — Ay AR A K
Asi
y
I 0] [¥) 0 [ 1oy AM
[—A JH 0 I}wi_{o K | (2.92)
De la expresion L[P;(z), P;(z)] = K, se sigue que la ecuacién (2.92) puede escribirse
de la forma
I0 (e U I I P A
i R PR re T I
Postmultiplicando ambos miembros de (2.93) por
Uiy 0 [ 1 A7
0 I 0 I ’
tenemos
o = | ¥ 0
con
e o] 1 A" I 0] [v o
DZ_{ o 1]lo 1 ||-a1|| o 1| @9

Noétese que la matriz D;, definida por (2.95), es definida positiva porque

-1
D;=EPE;, E; = {_AI H Vzb—l ﬂ E; invertible .

Como D; y 1; son matrices definidas positivas, por el teorema 8-(iii) se sigue que

Para cada z € (D), z>0 . (2.96)
Por (2.94) tenemos

o(Dithy) = o(vi ) | J o (L[Pi(x), Pi(2)]), (2.97)
y por (2.96)-(2.97), concluimos que

Para cada z € o(L[P(x), Pi(x)]), z2>0 (2.98)
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Dado que L[P;(z), Pi(x)] es hermitica por ser £ hermitico, y satisface (2.98), por
el teorema 8-(i) concluimos que L[P;(x), Pi(x)] > 0. Con esto demostramos una
implicacion del teorema. Reciprocamente, supongamos que L es definido positivo.
Por el lema 3, cada momento matricial €2, es hermiticoy €25, es definido positivo
para n > 0. Asi la matriz 1, es hermitica para n > 0. Para 1 = 0, 1y =

es definida positiva por el lema 3. Sea ¢ > 1 y supongamos que g, VY1, ..., Y1
son definidas positivas. Como L es definido positivo, por el teorema 19 existe una
SPOM moénica {P,(x)},>0. Nétese que por el teorema 8-(i), para demostrar que
1; es definida positiva, es suficiente demostrar que cada valor propio z de v; es
positivo. Por la ecuacién (2.95), y por la hipétesis de induccién, la matriz D; es
definida positiva y

o(Ditys) = o () | £[P(2), Pi(=)] . (2.99)

Como L es definido positivo, se sigue que L[P;(x), P;(x)] > 0, y por la hipétesis de
induccién, 1;_; > 0, asi como ;. Por (2.99), se sigue que

Para cada wvalor propio z de Dy, z>0 . (2.100)
Como D; es definida positiva, por el teorema 8-(iv), existe una matriz triangular
inferior, G, tal que

D; = GGl .

Asi, podemos escribir Dj; = G;GHv; v

G 'DigyG; = GGy (2.101)
Noétese que por (2.101), podemos escribir

o(Dihi) = o(G':Gi) (2.102)
y por el teorema 9, (2.100) y (2.102), obtenemos que

Para cada wvalor propio z de ;, z2>0 |,

Con lo que el resultado queda demostrado. 0

NOTA 10 FEste resultado también se encuentra demostrado en [25], para el caso
de funcionales definidos a través de integrales.

NOTA 11 Para construir un FMMBC' definido positivo es suficiente tomar los
momentos matriciales §2,, tales que la matriz de Haenkel por bloques 1), definida por
(2.5), sea definida positiva paran > 0. Es frecuente tomar FMMBC cuyos momentos
matriciales €, son funciones analiticas de una matriz fija A. Esta situacion ocurre,

por ejemplo, con los polinomios de Laguerre y Hermite matriciales, introducidos en
[34] y [40] respectivamente. Sea
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) (A e Q(A)
Q(A) - Dga(4)

0(A) Dn(A) - ()

donde §;(A) son funciones analiticas actuando sobre la matriz A € C™*" . Por [69,
p.107-108], si wgk) es el k-ésimo valor propio de la matriz Q;(A), 0<1i<n,
1 < k < r, entonces los valores propios de 1,(A) vienen dados por los valores
propios de las matrices

w(()k) wgk) w7(1k)
Ww® B ®

Wk =| ! 2 L 1<k<r . (2.103)
al ol

Ast, los valores propios de 1, (A) se pueden obtener a través de las matrices dadas
en (2.103). En particular, si §2;(A) es hermitica para 0 < i < n y las matrices W (k)
definidas por (2.103) para 1 < k < r son definidas positivas, entonces ,(A) es
definida positiva.

2.8. Producto interior matricial.

Para cada FMMBC definido positivo £, podemos asociarle un producto interior
matricial definido en el médulo a izquierda P|x] sobre el anillo C™*", satisfaciendo las
propiedades requeridas en [60, p.352]. De hecho, dado P(z), Q(z) en Plx] definimos
el producto interior matricial

< o, >: Plx] x Pla] — C™7
por
< P(z),Q(x) >= L[P(x),Q(x)], P(z), Q) € Plx] . (2.104)
De las propiedades de un FMMBC hermitico, es facil demostrar que
( 1) < Olpl(l’) + CQPQ(ZL‘),Q(ZE) >= 01 < Pl(l'),Q(lL') > +CQ < PQ(?L’), Q(l’) >
donde Q(z), Pi(x) € Plx] y C; € C™*" parai=1,2.
(i) < P(z),Q(z) >=<Q(x),P(z) >", P(z), Q(x) € Pla],
(iii) < P(z),0Q(x) >=< P(x),Q(x) > CH |
donde C' es una matriz en C™*" y P(x), Q(z) € Plx].

Demostremos que
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(iv) < P(x),P(x) > es semidefinido positivo para cada P(z) € Plz], y que
< P(z), P(x) >= 0 solo cuando P(z) es idénticamente cero.

Sea P(z) un polinomio matricial de grado n y sea {P,(x)},>0o una SPOM monica
para L , cuya existencia viene garantizada por el teorema 19. Por el corolario 2,
existen matrices Ay, Ay ..., A, , univocamente determinadas por P(z) , tales
que

k=0

Por la definicién de producto interior matricial y las propiedades de £ , podemos
escribir

< P(a), P(@) >= LIP(2), P(@)] = £ |35 MPi(@), Xjg A Py (@)

= k=0 M (Z}LO L[Py (), Pj(g;)]Af) (2.105)
= ZZ:O AkKkAkH ,
donde Kj = L[Py(x), Pi(x)] , es definida positiva, y por el teorema 12 se verifica

Nétese que cada matriz de la forma A KyAf es semidefinida positiva y por (2.105)
tenemos que < P(z), P(z) > es semidefinido positivo. Si suponemos que se verifica
< P(x), P(x) >= 0, entonces por (2.105), se sigue que

AMIGAT =0, 0<k<n . (2.106)

Dado que Kj > 0, por el teorema 8-(v), existe una unica raiz cuadrada hermitica
definida positiva K;/Q de Ky para 0 <k <mn.De (2.106), podemos escribir

COl = MEKPKYPAT =0, Co=ME? >0, 0<k<n . (2.107)

De la invertibilidad de K} y de (2.107), se sigue que las matrices Ay, A ...,
A,, deben ser cero. En efecto, en otro caso, para algin 5 con 0 < j <n, la matriz
A; # 0. Dado que K;ﬂ es invertible, se sigue que C; = AjK;/2 # 0 y por lo tanto
existe un vector no nulo z € C" tal que y = C’]Hz #0. Asi

(G002, 2) = (€12, C2) = () = Iyl > 0 (2.108)

donde |ly|]| denota la norma euclidea de un vector y. Pero nétese que (2.108)
contradice (2.107). En consecuencia, Ay =0 para 0 <k <n y P(x)=0. Asi, la
propiedad (iv) estd demostrada.
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Capitulo 3

El problema de la mejor
aproximacion matricial y series de
Fourier matriciales.

3.1. Funcionales matriciales definidos en C ([a, 0], C"*"),

donde |[a, b| es acotado.

El objetivo de esta seccién es considerar funcionales matriciales actuando sobre el
conjunto de las funciones continuas en un intervalo acotado [a,b] de R a valores
en C"*". Resolveremos el problema de la mejor aproximacién respecto a un fun-
cional matricial definido positivo, estableciendo su conexion con las series de Fourier
matriciales. Extenderemos al campo matricial andlogos de la propiedad de Riemann-
Lebesgue, la desigualdad de Bessel-Parseval y el concepto de conjunto total relativo
a un funcional matricial.

La organizacién de esta seccion es la siguiente. En la subseccién 3.1.1 introduci-
mos el concepto de funcional matricial definido positivo, actuando sobre el conjunto
C ([a,b],C™") de todas las funciones continuas sobre el intervalo acotado [a,b] de
R a valores en C"*", y resolvemos el problema de la mejor aproximaciéon matricial.
En la subseccion 3.1.2 demostraremos algunos resultados importantes sobre series
de Fourier matriciales, tales como la propiedad de Riemann-Lebesgue matricial y
la desigualdad de Bessel-Parseval matricial. En la subseccion 3.1.3 introducimos el
concepto de conjunto total respecto a un funcional matricial definido positivo, y
demostramos que una sucesién ortonormal de polinomios matriciales es total re-
specto a su funcional.

En lo que sigue, denotaremos por P,[z] el conjunto de todos los polinomios matri-
ciales de grado n. Para una matriz C' en C"*", denotaremos por ||C||2 su norma 2
definida por

C
||O||2 = sup || $||2
a0 [||2

9
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donde para un vector y en C", ||y||2 denota la norma euclidea habitual. Denotaremos
por o(C') el conjunto de todos los valores propios de C'. Si C' es una matriz hermitica,
entonces o(C') es un subconjunto de R y denotaremos por Apm(C) v Amax(C) respec-
tivamente, el minimo y el méximo de o(C'). Diremos que C' es semidefinida positiva
si C es hermitica y (Cz,z) > 0 para cualquier vector z en C”, donde (,) denota el
producto interior euclideo en C" x C". Si C' es hermitica y (Cz, x) > 0 para cualquier
vector no nulo x de C", entonces diremos que C' es definida positiva. Si B y C son
matrices hermiticas en C"*", diremos que B > C cuando B — C' es semidefinida
positiva, y B > C' cuando B — C' es definida positiva. Si C' = (¢;5)1<ij<r, POr [28,
p.57] se cumple

4 | < < 4 .
adx ey < [Cll: < v mix el - (3.1)

Recordemos que si (z), denota la funcién factorial escalar, definida por (z), =
2(z4+1)...(z+n—1),n > 1,y (2)o = 1, entonces aplicando el calculo funcional
matricial a esta funcion, para cualquier matriz C' en C"*" se tiene

(C)=CC+T)...(C+n—1)I) , (Co=1, n>1

Para x e y niimeros complejos con parte real positiva, Re(z) > 0, Re(y) > 0, tenemos
la funcién Beta de Euler B(z,y) escalar definida por

1
B(m,y):/ w1 — ) du
0

véase [63, p.416]. Recordemos que por [27, p.801-802], si C' es una matriz hermitica

definida positiva, entonces C' admite una tnica raiz cuadrada definida positiva que
1

denotaremos por C'2, y que por el teorema 8, conmuta con C'.

3.1.1. Funcionales matriciales y el problema de la mejor
aproximacion matricial.

Denotaremos por E el espacio de Banach de todas las funciones continuas f : [a, b] —
C™" con la norma

[flloe = max {|[f(z)[l2; a < = < b} (3.2)

donde [a, b] es un intervalo acotado de la recta real.

DEFINICION 8 . Un funcional bilineal matricial hermitico £ sobre E (abrevi-
adamente FBMH) es una funcion

L:ExE—C™

verificando

(i) L(Af,g9) = AL(f,9) ,
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(ii) L£(f, Ag) = L(f,9)A" |

(i) L(f +g.h) = L(f.h) + L(g,h)
(iv) L(f,g+h)=L(f.9) + L(f.h) ,
(v) L(f.9) = L(g. /) .

para toda matriz A € C™", y para toda f,qg,h € E.
Diremos que L es acotado si existe K > 0 tal que

IL(f, )2 < K| flloollgllo (3.3)
Finalmente, diremos que L es definido positivo, si L(f, f) > 0 para toda f € E,
Y

L(f,f)=0 siysolosi f=0 . (3.4)

En lo que sigue abreviaremos diciendo que L es un FBMHDPA para denotar que
L es un funcional bilineal matricial hermitico definido positivo y acotado.

Supongamos que {P,(x)},~, es un sistema de polinomios matriciales ortonor-

males, es decir, tales que L (P, P,) = I, (abreviadamente SPOM) para un FBMHD-
PA L. Sea f € E'y denotemos por

Cr = L(f,P) [L (P, P)] " = L(f, Py) (3.5)

el k-ésimo coeficiente de Fourier de f respecto a {P,(x)},~,, denotemos por

S(f)=>_ CiP: (3.6)

k>0

la serie de Fourier de f respecto a {F,(7)}, 5, y por

Sulf) =D _CiPy (3.7)

la suma parcial n-ésima de la serie de Fourier (3.6).

Por razones de claridad en la presentacion, empezaremos recordando el teorema de
Courant-Fisher, cuya demostracién puede encontrarse en [1, p.56].

TEOREMA 21 ([1]) Sean C, D matrices hermiticas, y sean

Xi(C) . N(C+ D)

el i-éstmo valor propio de C' y C'+ D respectivamente, ordenados de forma creciente.
Entonces

)\z(C> + )‘min<D) S )\Z<C + D) S )‘l(C> + )‘méX<D> : (38)
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El siguiente lema desempenara un importante papel en lo que sigue.

LEMA 4 Sean A, B matrices hermiticas, semi-definidas positivas en C"™*", tales
que B > A > 0. Entonces || B|l2 > ||A]|2-

Demostracién:  Nétese que B — A es semidefinida positiva y que \;(B — A) > 0.
Tomando C' = —A y D = B, por el teorema 21 y (3.8), resulta que

Ai(B = A) < Xi(—A) + Anax(B) (3.9)

donde \; denota el i-ésimo valor propio ordenado en sentido creciente. De (3.9) se
sigue que

0<M(B—A) <A(—A) + Anax(B) . (3.10)

Puesto que B es hermitica, por [57, p.23], se verifica que

Amix(B) = || B2 - (3.11)
De (3.10), (3.11), y por ser A hermitica, podemos escribir

|Bll2 = Amax(B) > —=A1(—A) = —min{\ A € 0(—A)} = Anax(A) = ||A]]2

de aqui, el resultado queda demostrado. |

Ahora consideremos el siguiente problema de optimizacién matricial: Dada f € F|
encontrar un polinomio matricial P(x) de grado n, que minimize el conjunto

{IL(f = Q. f = Q)ll2; @ € Pula]} . (3.12)
Supongamos que {P,(z)},-, es un SPOM normalizado para £, y sea Q(z) un poli-
nomio matricial de grado n. Por el teorema 11, existen matrices Ay, Ay, ..., A, en

C™"  determinadas univocamente, tales que

Qx) =D _Aibi(x) - (3.13)

De las propiedades de L, podemos escribir

Lf-Q.f-Q) = L (f—ZAiPA:c),f—ZAiB(m)) (3.14)
= L)+ D NN =D LU PINT =Y AL(P, )

1=0

Si denotamos por C; el i-ésimo coeficiente de Fourier de f respecto a {F,(z)},5,
Ci=L(f.P)=L(P. ) . i=0, (3.15)
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por (3.14)-(3.15), tenemos

0SL(f = Q. f—Q) =L(f, /) + > NA =D CAF =Y ANCH
i=0 i=0 =0

LF=Q.f—Q) =L, /) =D GO+ (C;— M) (Ci=A)" >0 . (3.16)
=0 =0

Como (C; — A;) (C; — A)™ > 0, por (3.16), el minimo de £(f —Q, f — Q) se alcanza
cuando C; = Ay, para 0 < 7 < n. Como L(f — @, f — Q) es hermitica semidefinida
positiva, por el lema 4, si el minimo de L(f—@Q, f —Q) se alcanza cuando Q) = S,,(f),
el minimo de ||L(f — @, f — Q)||2 se alcanza también en Q = S, (f).

En resumen, el siguiente resultado queda demostrado:

TEOREMA 22 Sea {P,(x)},~, un SPOM ortonormal respecto al funcional ma-
tricial definido positivo L. Para cada f € E fija, y para cada entero positivo m > 0,
el polinomio matricial Q € Pp|x|, que minimiza (3.12) viene dado por la m-ésima
suma parcial de la serie de Fourier de f respecto a {Py(x)}, <o,

Q = Snlf) = Za(ﬁa .

3.1.2. Series de Fourier matriciales: Propiedad de Riemann-
Lebesgue matricial y desigualdad de Bessel-Parseval
matriciales.

En esta subseccién vamos a demostrar analogos matriciales de la propiedad de

Riemann-Lebesgue y de la desigualdad de Bessel-Parseval. El siguiente resultado
desempenara un papel importante en lo que sigue.

TEOREMA 23 Sea {S,},-, una sucesion de matrices hermiticas semidefinidas
positivas, tales que 0 < S, < S,11 y Supongamos que existe una subsucesion
{Skn}nzo , con ky, < knyq oy lim, o k, = +00, tal que

lim S, =95 . (3.17)
Entonces
lim S, =5 . (3.18)

Demostraciéon: Dado € > 0, por (3.17), existe ny > 0 tal que

€
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1Sk, = Skl < 5. m=nzno . (3.20)

Sea ny = kp, y m > n;. Como k, < k41 y lim, ok, = 400, existe un entero
positivo ¢ tal que

Fro+i <m < Epgyita (3.21)

Por hipétesis, de (3.21) resulta que

Skn0+i S Sm S Skn0+¢+1 9 (322)
Sm - Skn0+i < Skn0+i+1 - Skn0+i (323)
Por (3.23) y el lema 4, resulta que
HSm - Skn0+i 2 < HSknO+i+1 - Skn0+i 2 (3'24)
De (3.20) y (3.24) obtenemos
HS - Sm||2 < ||S - Skn0+i 2+ ||Skn0+i - Sm||2
< HS - Skn0+i 2+ HSknO+7l+1 - Skn0+i 2
< € . €
— — = €
-2 2
De aqui, el resultado queda demostrado. O

COROLARIO 7 (Criterio de monotonia matricial) Sea {S,}, -, una sucesion
creciente de matrices hermiticas semidefinidas positivas en C™", tales que 0 < S,, <
Spi1 y la sucesion {||S,ll2},5, estd acotada. Entonces {S,},~, converge.

Demostracién: ~ Por (3.1), de las hipétesis, cada entrada {S,(4,j)}, o, para 1 <
i,7 < r es una sucesién acotada de ntimeros complejos que admite una subsucesién
convergente. Después de tomar r X r subsucesiones, podemos asegurar que existe
una subsucesion de S, sea {Sk, },,-0, tal que cada una de sus entradas {Sk, (4, 7) },,50
converge a un nimero complejo S(i, 7). Entonces, la matriz S = (S(4, j)) es el

limite de la subsucesién {Sk, }

1<ij<r

>0 Ahora, por el teorema 23 se concluye que

S=lm S, ,

n—oo

lo que demuestra el corolario 7. ([l

Sea f € E y supongamos que {F,(7)},-, es una SPOM normalizada respecto al
funcional £. Por la demostracién del teorema 22, véase (3.16), si S, (f) es la suma
parcial n-ésima de la serie de Fourier de f respecto a {F,(x)},~,, se tiene que
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osaf—&uxf—&U»=Aﬁﬁ—§j@@¥,nzo, (3.25)

donde C; = L(f, ;). De esta forma

Yool <Lt f) . n=0 . (3.26)
=0

Dado que C;C# > 0, si denotamos por T}, = Yoo C;CH  se tiene que 0 < T, < Ty, 41,
y por (3.26) y el lema 4, se tiene que

ITalls = 1Y GGl < 1ECf )l n20 (3.27)

1=0

Por el corolario 7 y (3.27), se sigue la convergencia de la serie ), C,CH y

SScel < L(f.f) (3.28)
>0
En particular
lim C;CH =0 . (3.29)

Por [57, p.23] tenemos ||C;CH |2 = (||Ci|l2)?, de (3.29) se sigue que

Ifm C; =0 . (3.30)

1—00

Resumiendo, es siguiente resultado queda demostrado:

TEOREMA 24 Sea L un FBMHDP definido en E = C ([a,b],C™") y sea { P,(x)}
una SPOM ortonormal respecto a L. Si f € E y Cy, = L(f, P), entonces se veri-

fica:

n>0

(Lema de Riemann-Lebesque matricial)

Ifm C; =0 | (3.31)

1—00

(Desigualdad de Bessel matricial)

d ol <Lt f) (3.32)

k>0
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3.1.3. Conjuntos totales respecto a un funcional matricial.

DEFINICION 9 Sea £ un funcional matricial definido positivo sobre E, y sea V
un subconjunto de E. Diremos que V es total en E con respecto a L, si el unico

elemento f € E, tal que L(f,g9) =0 para todo g € V, es f = 0.

El siguiente resultado demuestra el andlogo matricial de la identidad de Parseval,
y demuestra que {F,(z)}, -, es total en E respecto a L.

TEOREMA 25 Sea £ un FBMHDPA definido en E = C([a,b],C"™ "), y sea
{P.(2)},5o una SPOM ortonormal respecto a L. Si f € E y C; es el i-ésimo
coeficiente de Fourier de f respecto a {P,(x)},, , Ci = L(f, P;), entonces

L(f, f)= Z CvCH (Identidad de Bessel-Parseval matricial) (3.33)

k>0

Yy {Pu(®)},5, es total respecto a L.

Demostracion: Sea f € Ey e = % para n > 0. Utilizando el teorema de aproxi-
macién de Weierstrass escalar, [18, p.133-135], a cada componente de f y por (3.1),
podemos afirmar la existencia de un polinomio matricial Qy, (x) de grado k,, tal que

1
VnK '
donde K > 0 cumple (3.3). Por el teorema 22, si S, (f) denota la k,-ésima suma
parcial de la serie de Fourier de f respecto {F,(x)},5¢:

1f = Q. llo < (3.34)

kn
Sk, = _CiPi (3.35)
=0
se tiene que
ILCf = Sk (), f = Skn(FDl2 S ML = Qras [ = Qua)ll2 - (3.36)
Por (3.3), (3.34), se verifica
||£(f—an,f—an)I|2§% , n>0 (3.37)
y por (3.36)-(3.37),
1 = Sea(F), f = Siu Dl < - (339)

Por la demostracién del teorema 22, véase (3.16), se verifica

L0 = S0 f = Su(£) = £, 1) = S Gt (3.39)
y por (3.38)-(3.39),
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\L(f, f) — chck |yg<— ., n>0 . (3.40)

De este modo la subsucesion Ty, = 2?20 C;CH de la sucesion T, = >, C,.CH,
converge a L(f, f) en C™*" y por la desigualdad de Bessel-Parseval matricial, véase
el teorema 24, obtenemos que la sucesién {7,},-, estd acotada en C™". Por el
corolario 7, concluimos que

Socct = L. f) (3.41)

i>0

Ademss, si f € E'y C; = L(f, P;) = 0 para cada i > 0, entonces por (3.54) se tiene
L(f,f) = 0. Como L es definido positivo se sigue que f = 0. Asi, el teorema 25
queda demostrado. 0

EJEMPLO 10 Sea W : [a,b] — C™" tal que W (x) es hermitica definida positiva
para todo x € |a,b], W(zx) y W(x )2 son integrables en [a,b], y sea L definido por

L -ExE — C™
(f.9) — / F @)W (2)g" (x)dz (3.42)

Es evidente que L esta acotado, porque

It < ([ W @lkde ) 1ol

Para demostrar que L es definido positivo, notese que, para cualquier f € F,

Cif.f) = /f () " (2) d:v—/f

_ / [Few @} [faw@i] a . (3.43)

1 1 H
Sea V(z) = [f(m)W(x)i] [f(x)W(:E)i] > 0, por (3.43), para cualquier vector y
en C", se tiene que

e =o' ([ vw)y= [ouezo . e

pues y2V (x)y > 0. Ademds, si f € E wverifica L(f, f) =0, de (5.44) se cumple que

W (z)z f¥ (z)dx

N)\»—t

H

0 - /abyH W @?] [fow?]
= [ w@trwn)" [wetses] a



b
0= [ IW@) @) ylds . yecr (3.45)
Por tanto,

W(:L’)%f(x)Hyzo , yelC" , a<xz<b .

Asi W(2)2 f(z) =0 para a < x < b, y por la invertibilidad de W (z)2 se concluye
que f = 0. De esta forma L es definido positivo, y por la definicion 8, L es un
FBMHDPA.

EJEMPLO 11 (Polinomios ortogonales matriciales de Gegenbauer) Sea D
una matriz hermitica en C™" verificando que

a(D)=méx{z ; z€0(D)} <-2, (3.46)
y sea W(x, D) definido por

(1—2?)720F0 g < 1
W(z, D) = (3.47)
I, r = *£1

Como D es hermitica, para cada x en [—1,1], W(x, D) es también hermitica y por
[57, p.23] se tiene que

|W(z,D)|ls = méx{|z| : z€a(W(z,D))} . (3.48)
Por el teorema de la aplicacion espectral [12, p.569],
o (W(z, D)) = {(1 )T e a(D)} s |z]<1 . (3.49)
De esta forma,

W (z,D)|]s = (1 —2%) 2042 g <1 (3.50)

y de forma andloga

W (z, D)2 ||y = (1 — 22) 1@ g <1 (3.51)

Por otra parte

1 1 1
/ W (x, D)||odz = 2/ HW(x,D)HdeZQ/(1_x2)—§(a(D)+2)dx
—1 0 0

— /01(1_t)§(a(D)+2)t§dt:B (1 —O‘(D)) . (3.52)

2’ 2

De forma andloga, es fdacil demostrar que
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1
[ 1ove Dyt e = 5 (5.4 5) (359
-1 2 4 2
Asi, las funciones matriciales W (z, D) y W (z, D)2 son integrables en [—1,1]. Si se
cumple la hipdtesis (3.46), por (3.49) se tiene que los valores propios de W (x, D)
son positivos para |x| < 1. Como W (x, D) es hermitica, por [1, p.106] se tiene que
W (x, D) es definida positiva para |z| < 1.

Sea E = C ([-1,1],C"™") y consideremos el funcional matricial L : E X E — C™",
definido por

L(f,g) = / @)W, Digla)"dr

Por lo visto en el ejemplo 10, L es definido positivo, y por [35], los polinomios
matriciales de Gegenbauer

[

OF

] [(_%)k]*l (22 — 1)kgn—2k

kl(n — 2k)!12%F ’

P,(x,D)=(—1—- D), n>0,

k=0

son ortogonales respecto a L. Normalizando los polinomios matriciales P,(x, D)
respecto a L, se obtiene

Qu(r,D) =K, 'P,(x,D) , n>0 ,

K, = L(P.(z,D),P(,D))
w (=D =), (-4D) 17 (-3 + D)) (4D + (n = 31)

- TL' 7n207

Entonces {Qn(z, D)}, 5o son un SPOM respecto a un FBMHDPA L.

NOTA 12 Con posterioridad a la demostracion que aportamos en este capitulo del
corolario 7 (Criterio de monotonia matricial), hemos sabido que dicho resultado
esta demostrado en un contexto mds general (operadores positivos) en [47], y en
[71] para matrices. En ambos casos la demostracion es distinta de la que aportamos
aqui.

3.2. Funcionales matriciales definidos en L3, (.J, C"™").

En esta seccién nos proponemos extender el concepto de serie de Fourier matricial
para funciones de una clase mas general que la de las continuas. Antes de su intro-
duccion recordaremos algunas propiedades elementales relacionadas con integrales
matriciales. A lo largo de esta seccién y de lo que sigue, la palabra integrable significa
integrable en el sentido de Lebesgue.
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LEMA 5 Sea A : [a,b] — C"™ integrable y sea y € C". Entonces se verifica:
() ([j A(:c)d:c)H = [P A(z)"dz
(ii) (), Aw)dz)y = [ (Ax)y) dv
(iii) v (f) A(x)dz) = [} (y" A@)) do
(iv) 5" (J7 Alw)dz) y = [! (4" A(e)y) da

(v) Si A(x) > 0 (hermitica semidefinida positiva) para todo x € [a,b], entonces
fab A(z)dz > 0.

Demostracién: La de los apartados (i)-(iv) es inmediata trabajando componente a
componente. Para demostrar (v), observese que de (iv) se sigue que

y" (/:A(x)da:) y = /ab (v" A(z)y) dz > 0

y de aqui, el resultado queda demostrado. O

Obsérvese que si f, g, W : [a,b] — C™" son integrables , entonces la integral

£t.9)= [ H@W (@) "de (3.54)

define un funcional bilineal matricial. Ademas, si W (xz) es hermitica definida
positiva para todo = € [a,b], y W(x)% es integrable en [a, ], entonces podemos
escribir

FaW @) )" = (Faw@?) (Faw@?) =0, Ve ela

Por el lema 5, resulta que

H </a”f(:r)W(a:)f(x)Hd:z> y = /a" y? (f)W(2)f(x)") ydz | (3.55)

lo que demuestra que

b
f) = / @)W () f() e > 0 . (3.56)

Ademds, sea f integrable en [a,b] y tal que L(f, f) = 0. Entonces
/ fz f@)Hdr =0 . (3.57)
Sea y € C" , entonces de (3.55) y (3.57) se sigue que
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0 = / g [F(@)W () f (2)"] ydz

b H
= [ [r@is@]” Wk se)"y) s
— [ W@y (3.5%)

Puesto que para cada y € C*, |W(z)z f(z)7y|| > 0, de (3.58) se sigue que

W(x)%f(x)Hy:() , casi por todas partes para z € [a,b] . (3.59)

Dado que W(x)% es invertible para todo z € [a,b], de (3.59) resulta que para
cualquier y € C"

f(2)y = (ny(x))H =0 casi por todas partes para x € [a,b] .  (3.60)
De (3.60), si {e;};_, es una base de C", se sigue que

f(z)e; =0 casi por todas partes para x € |a,b] , 1<i<r .

luego f(x)* = 0 casi por todas partes para = € [a,b]. En consecuencia f = 0, en el
espacio de las funciones integrables en [a,b] a valores en C™*".

El siguiente resultado es consecuencia directa de [57, p.21].

LEMA 6 . Sea A una matriz hermitica definida positiva en C™". Entonces, si Az
es la unica raiz cuadrada hermitica definida positiva de A, se verifica

N
(144 12)" = J14]1> - (3.61)
Denotemos por

Liy ([a, 6], C™)

el espacio de las funciones f : [a,b] — C™" | tales que

[ I @IBIW @)ads < o (3.62)

donde W (z) es hermitica definida positiva para todo z € [a, b] .
Para f € L}, ([a,b],C™") introducimos la norma

i1 =1 | b ||f(x)||§||W(w)||zdx}% (3.63)
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Es facil comprobar que con esta definicién, el espacio L¥ ([a,b],C™") es un es-
pacio normado. Consideremos el funcional bilineal hermitico definido positivo £ en
L%, ([a,b],C™T), dado por

L: Ly ([a,b],C™") x Ly, ([a,b],C™") — O™,

b
L(f,g) = / @)W (@)g(x)de (3.64)

Por ser W (x) integrable en [a,b] , de (3.61) se sigue que

el = 1 [ W egla) sl
< [ 15 @IaIW @)lallgta)" ada
= [ (B@laiw@I5) (@ lgle) o . 6.6

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (3.65), resulta que

/b (7@ W @113 (||w<x)||§||g(x)”2> .

< { [1emive ||dx} L stz >||2dx} — 1/ llgl

De este modo tenemos
1L(f, )Nz < IfN2llgll2 (3.66)

paratoda f,g en L%, ([a,b], C"™ "), lo que demuestra que £ es acotado en L%, ([a,b] , C™").
Teniendo en cuenta que para una matriz A € C™" | se verifica [28, p.57],

max | aij |[<[|All2 <7 max | ai; |, (3.67)
1<i,j< 1<

de (3.63) y (3.67) se sigue que

fe Ly ([ab],C™") | siy solosi, fi€ LﬁWHz (la,b),C) , 1 <4, <r , (3.68)

y de aqui, puesto que

Liwy, ([a,4],C) = {h: [a,b] — C ;/ | h(z) 2 |W (2)||2dz < oo} ,

es un espacio de Banach, con la norma [18, p.69|
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N|=

Ill2 = { / | h) P \|W<:c)szr}

Es facil demostrar que:

{fn}, >0 €s una sucesién de Cauchy en L3, ([a,b],C™"), si y solamente si para cada
1 <1,7 <r, la sucesiéon componente

{(fij)n}nzo es de Cauchy en LﬁWH2 ([a,b],C) . (3.69)
v que:

{fn},>0 €s convergente en Ly, ([a,b] , C™"), si y solo si, para cada i, j, con 1 < i, j <
r, la sucesion componente

{(fij)n}nzo es convergente en LﬁWH2 ([a,b],C) (3.70)

Yy que por tanto,

(L3 ([a,b],C™ ) || - |l2) es un espacio de Banach . (3.71)

Teniendo en cuenta que W (z) es integrable en [a, b] , por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, si f € L, ([a,b],C™ "), se sigue que

[ 1w < { [ ey { [ iwes) oo

De este modo, si W (x) es integrable en [a, b] (aunque [a, b] sea no acotado), se verifica

2 (la,b],C™") € Ly ([a,b],C™7) . (3.73)

El siguiente resultado puede considerarse una extension de los teoremas 22 y 24 de
la seccion 1.

TEOREMA 26 Sea W (x) hermitica definida positiva para todo x € |[a,b], y supong-
amos que Wy W2 son integrables en [a,b] . Sea L el funcional matricial definido
positivo en L3y, ([a,b],C™") dado por (3.64), y supongamos que {P,(x)}, <, es un
sistema ortonormal de polinomios respecto a L. Si f € L%, ([a,b],C™"), se verifi-
ca:

(i) Sea Q(z) un polinomio matricial de grado n y S, (f) = > p_o L(f, Py)Ps, en-
tonces

ILCf = Sa(f) f = SulfDllz < I£(f =@, f—Q)l2 (3.74)

Si ademds [a,b] es acotado, entonces:
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(ii) Sea Cy = L(f, Py) , el k-ésimo coeficiente de Fourier de f respecto a {P,()}, -

Entonces
ZC’ka =L(f,f) (Identidad de Parseval) (3.75)
k>0
kh’m Cy =0 (Lema de Riemann-Lebesgue) (3.76)

(iii) Si Cx =0 para todo k > 0 , entonces f =0

Demostracién: (i) Es andloga a la demostracién del teorema 22.

(ii) Obsérvese que de (3.68) se sigue que cada componente f;; de f, es una funcién
de L”W”2 ([a,0],C). Como los polinomios escalares son densos en Lﬁwng ([a,0],C),
véase [18, p75], dado € > 0, existe un polinomio escalar P;;(z) tal que

b € 2
I = Pl = [ 1 5@ = Py@) P W (@) ad < (£) (3.77)
De (3.67) y (3.77), podemos escribir

I Pll= [ 150~ PBIW )l < .79

Ahora, por el apartado (i), de (3.74) y (3.77), si P(z) es un polinomio de grado n(e),
se verifica

1L = S (F) + f— SNl < I£G =P, f— Pl
=n/ﬁﬂm—P@MW@Mﬂm—P@wwwz

< /Hf DEIW (@)||adz < €

En consecuencia,

IL(f = Su@ () s | = Sue(F)ll2 < € (3.79)

Por otra parte, de las propiedades de los funcionales bilineales matriciales hermiticos
definidos positivos sabemos que

n(e)

0 < L(f = S (f) s [ = Suo(f)) Z CrCi! (3.80)

De (3.79) y (3.80) y el teorema 21 se sigue que:

n(e)
Para cada ¢ >0 , dn(e) >0 tal que |L(f,f)— ZCka |2 < € (3.81)

k=0
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Puesto que L es definido positivo, por el corolario 7 de la seccién 1 y de (3.81),
se concluye la igualdad (3.75). La demostracién de que {Cj},-, tiende a la matriz
nula, es analoga a la realizada en el teorema 23 de la seccién 1.

(iii) Es una consecuencia inmediata de (ii). O

NOTA 13 Puesto que el intervalo |a,b] puede no ser acotado en el teorema 26,
las hipétesis de integrabilidad de W (z)z y W (x) no se pueden omitir. En [1,00[ |
W(x) = 272 es integrable y no lo es W(z)z = x~'. En el intervalo [0,1] , W (x) =
272 es integrable y no lo es (W(z))* = 27"

La identidad de Parseval sugiere la siguiente definicién:

DEFINICION 10 Sea £ un FBMHDP acotado en un espacio de Banach E, y sea
{fn}nso una sucesion en E. Decimos que {fn},>, es total en E respecto a L, si el
unico elemento f € E tal que L(f , f,) =0, para todon >0 , es f =0.

EJEMPLO 12 Si E = (C([a,b],C™") || - |l) donde [a,b] es un intervalo acota-
do, y sea L un FBMHDP en E. Si {Py(z)},5, es una SPOM normalizada, entonces
por el teorema 25 de la seccion 1, {Py(z)},~, es total respecto a L en E.

EJEMPLO 13 Sea W(x) hermitica definida positiva para todo x € J, siendo J un
intervalo acotado de R, con W (z) y W (x)? integrables en .J . Sea £ el FBMHDP
definido en (L3, (J,C™") || - |l2) por (3.64) y sea {Pn(x)}, <, una SPOM normal-
izada respecto a L. Entonces por el teorema 26 se sigue que {P,(x)}, -, es total en
L}, (J,C™ ") respecto a L. -

NOTA 14 La identidad de Parseval matricial no tiene el mismo significado que
la identidad de Parseval en un espacto de Hilbert, donde para todo elemento del
espacio, esta garantizada la convergencia en norma de su serie de Fourier-Bessel
respecto a un sistema ortonormal. Sin embargo, la identidad de Parseval matricial
si es una condicién necesaria para la convergencia en || - ||a de L%, ([a,b],C™").
En efecto, si para f € LY, ([a,b],C™") se verifica

=Y L(,P)P:=>_ CiP

k>0 k>0

entonces puesto que L es acotado, por continuidad se tiene que

L f) =L (Z Cr Py ,ZCkPk> =Y GiL <Pk ,Zcm) => oo

k>0 k>0 k>0 i>0 k>0

Con la excepcién de los apartados (ii) y (iii) del teorema 26 todas las afirmaciones he-
chas en esta seccién son vélidas tanto si el intervalo [a, b] es 0 no acotado. Nétese que
si [a, b] es no acotado, entonces W (z) = I no es integrable en [a, b]. Las conclusiones
de dichos apartados no son ciertas en general, porque, si [a, b es no acotado, no se
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puede afirmar que dada f € L%, ([a,b],C™*") exista un polinomio matricial
P(z) tal que la norma | f — P||; sea tan pequena como se quiera.

Sin embargo, aun en el caso en que [a,b] es no acotado, si que se verifica una
desigualdad de tipo Bessel-Parseval matricial que pasamos a demostrar.

TEOREMA 27 Sea W (x) hermitica definida positiva en C"™*" para todo x en un
intervalo no acotado J C R y supongamos que W es integrable en J. Sea L el
funcional en L3, (J,C™ ") definido por

L: Ly (J,C7™7) x Ly (J,C™7) — 0™

£(f,9) = /f 2)Hdz

sean f € L3, (J,C™"), By € C™", So(f) = > i_o LS, Pe) P = > 1o Cr. Py, donde
{Pu(2)},5 €s una SPOM normallzada con respecto a L, y sea P(x) = ,_, Bk
Py.(z) un polinomio matricial de grado n > 0.

Entonces se verifica

(i)
ILCS = Sn(f)s | = SuliDll2 < ML = P, f = Pl (3.82)

(ii) (Desigualdad de Bessel-Parseval matricial)

ZCka <> GCE <L), (3.83)

k>0

(iii) (Lema de Riemann-Lebesgue matricial)

lim Cj, =0 (3.84)

k—o0

Demostracién:  Es claro que £ es un FBMHDP en L%, (J,C™*"), verificindose

0 < L(f—-P f—-P) (f ZBkPkf ZBkPk)
= L(f.f)+) BB — Zc f, P)BH - ZBkL P f)
k=0
que se puede escribir de la forma

0< L(f, f) - Zokok + Z Cy, — Bi)(Cy, — Bp)™ (3.85)
k=0

Puesto que Y _, C,CH y L(f, f) son matrices fijas, independientes de By, es decir,
independiente de P(z), de (3.85) se sigue que el minimo (en el espacio de las matrices
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definidas positivas de tamano r xr) del segundo miembro de (3.85), se alcanza cuando
By = C}, y toma el valor

LUf=Su(F) f=8ulf) = LU N =D GO >0, n>0 (3.86)

k=0
En particular,
L(f =P, f = P) 2 L(f = Salf): [ = 5ulf)) (3.87)
Tomando || - ||2 en (3.87), y teniendo en cuenta el lema 4 de la seccién 1 , se sigue

(3.82). Esto demuestra (i). Puesto que C,C{T > 0, de (3.87) se sigue (3.82). Por el
corolario 7 de la seccién 1, se deduce la convergencia de la serie matricial

peed

k>0

A partir de aqui, la demostracién de (3.83) es andloga a la andloga del teorema 23
de la seccién 1. O

El siguiente resultado nos proporciona una relacion entre la convergencia puntual y
la convergencia en || - ||z en L%, (J,C"*"), siendo J un intervalo (no necesariamente
acotado) en R.

TEOREMA 28 Sea W(x) hermitica definida positiva en C™" para todo x € J
intervalo de R y supongamos que W es integrable en J. Sean {f.}, -, funciones
de L%, (J,C™"), tal que f, — f puntualmente en J, y supongamos existe W en
L%, (J,C™ "), tal que

[fa(@)ll2 < [[¥(2)]l2 , 2€J,n>0 (3.88)
Entonces f, — f en norma de L%, (J,C™").

Demostracién:  Nétese que de (3.67) y (3.88), actuando coordenada a coordenada,
se sigue que

@)l = i [ fu(@)lle < V()2 |

de aqui

fe 13 (.07

(@) = F(@)lI3 < (1fa(@)ll2 + £ (@)]2)* < @I (2)]2)* -

Por el teorema de la convergencia dominada [18, p.83], se sigue que
1fn = flI3 = /J 1 fa(z) = f(@) IV (2)[l2dz — 0, n— o0
con lo que el resultado queda demostrado. Il
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EJEMPLO 14 (Polinomios matriciales de Hermite) . Sea W : R — C™*"
definido por W (z) = e’ATIQ , donde A es una matriz hermitica definida positiva.
Entonces W (z) es hermitica definida positiva para todo x € R, porque a(e’AT:C?) =
{e*% z€a(4)} 0,00,

Ademds, como se demostré en [40], W es integrable en R y

/_Z W (z)dx = (271'14*1)%

Consideremos los polinomios de Hermite matriciales definidos en el ejemplo 9 por
(2.61). Veamos que

{Hy(2,A)},50 C Ly ((—o0,400),C"*") . (3.89)
Para ello, tendremos que demostrar que
+00
/ | Ho(, AW (2)|ldz < +00 , ne N. (3.90)

Se demostré en [40] que los polinomios matriciales de Hermite verifican

H, <z’zw2ﬂ||>

Z‘n

[ Hn(x, A < , TER (3.91)

donde H,(x) es el n-ésimo polinomio de Hermite escalar. Por otra parte, por ser
W (x) hermitica definida positiva, |[W(x, A)|| coincide con su radio espectral [57,
p.23], y por tanto

_ax?
W (@)l = fle=" ]

2

= méx{e_% ;2 € U(A)} =2 , TtE€R (3.92)

donde B(A) =min{z; z € 0(A)}. Luego de (3.91) y (3.92) se sigue

_BA)?

[ Ho(a, AP [W ()| < Pla)e™ 2, (3.93)
siendo P(x) un polinomio de grado n*, de donde se sigue que la sucesion de poli-
nomios matriciales de Hermite { H,(x, A)}, - estd en Ly, (] — 0o, +0o[, C™"), y que
por tanto los resultados obtenidos en este capitulo, son aplicables a ésta familia de
polinomios matriciales.

EJEMPLO 15 (Polinomios ortogonales matriciales de Gegenbauer) Para fa-
cilitar la compresion de lo que sigue, recordemos brevemente algunos resultados de
[35] adaptados al caso donde D es una matriz hermitica que verifica la condicion
(3.46) y W(x, D) viene dada por (3.47). Aunque sabemos que los polinomios matri-
ciales de Gegenbauer estin en LY, ([—1, 1], C™*") porque son continuos en el intervalo
[—1,1], estamos interesados en obtener cotas de || P,(x, D)||2.
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Si A es una matriz en C™" tal que

Re(z) >0 para todo z € a(A) |, (3.94)
entonces se puede definir B(A,yl) para Re(y) > 0, en la forma:

B(A, yI) = ()N (yD)T (A + yI) (3.95)
verificindose
B(A,yl)=B(yl,A) . (3.96)
Dada D wverificando (3.46), sea A= —3(D+1), y
. 1 1
a:max{—§(1+Re(2)) L2 € O’(D)} >3 (3.97)
St N es la matriz nilpotente en C™" tal que
GT(2A-1)Q=A+N |,
es la descomposicion de Schur de 2A — I, entonces de [35] se sigue que
1 r—1
IB(A,yl)2 < B(G@HWZHNHSZW(G) : (3.98)
k=1

De aqui, de (3.50) y de [35] se sigue que si P, (x, D) es el n-ésimo polinomio matricial
de Gegenbauer, entonces

1 (_I_D)TLHQ

_ 1
1P D)l < M, = (a3~ (50 1. 31) B LES

5 (3.99)

W (2, D)l = (1 —a?)" ™2 g <1,

1

[ 1P DLW . D)fds = 30,8 (3, -a(D) 1)

con lo que P,(z, D) estd en L%, ([—1,1],C™") y tenemos la acotacién (5.99).
Si consideramos los polinomios de Gegenbauer normalizados Q,(x, D) definidos en
el ejemplo 11 de este capitulo, entonces, de [35] y de (53.95) resulta que:

|@n(z, D)

<onto) o g0 10| (10 (<30) 1) (07t (22 1) L nzo <1

donde vo(a) viene dado por (3.98).

86



NOTA 15 Series de Fourier respecto a una sucesion de polinomios ortogonales
matriciales, han sido estudiadas en [58], en un contezto diferente al problema de la
mejor aproximacion matricial aqui tratado. En [58] se generalizan los nicleos de Fe-
jer, Dirichlet y de la Valle-Poussin al dmbito matricial. Sin embargo, no se estudian
andlogos matriciales de la propiedad de Riemann-Lebesque, ni de la desigualdad de
Bessel-Parseval. En el capitulo 4 de esta memoria, estas propiedades se utilizardn
para estudiar desarrollos en serie de los polinomios de Hermite matriciales.
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Capitulo 4

Sobre los polinomios de Hermite
matriciales H,(X, A), donde A es
una matriz hermitica definida
positiva.

4.1. Introduccion.

En este capitulo nos ocupamos de una clase concreta de polinomios ortogonales
matriciales introducidos recientemente en [40]. Se trata de los polinomios de Her-
mite matriciales que definen un sistema ortogonal respecto a un funcional matricial
definido positivo de tipo integral descrito en el capitulo 3, concretamente:

L: Ly, ((—o0,+00),C™") x Ly, ((—o00, +00) ,C"™") — C™"

donde

12
W(z) = e, —co<z<+o0 , (4.1)
A es una matriz hermitica definida positiva en C"*" |y

cia) = [ F@e o) ar (12)

—0o0
La estructura de este capitulo es la siguiente. En la seccién 2 demostraremos que los

polinomios de Hermite matriciales {[T[n (z, A)} constituyen un sistema ortogonal
n>0

total de polinomios ortogonales matriciales SPOM respecto al funcional £ definido
por (4.2). En la seccién 3, introducimos las funciones matriciales de Hermite que
extienden a las funciones de Hermite escalares, demostrandose que las funciones
de Hermite matriciales definen un sistema ortogonal de funciones matriciales
(no polinomios) respecto a un funcional matricial apropiado. En la seccién 4 estu-
diaremos el comportamiento asintotico de los polinomios de Hermite matriciales y
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aplicaremos este desarrollo, en la seccién 5, para obtener una forma nueva de cal-
cular la matriz exponencial para matrices que cumplen determinadas propiedades
espectrales, y en la seccion 6, para obtener un teorema de desarrollo en serie de
polinomios de Hermite.

4.2. Totalidad de los polinomios de Hermite ma-
triciales.

Por conveniencia de notacién, denotaremos por a (A) el radio espectral de A , que

como sabemos coincide con max {z;z € 0 (A)} al ser A hermitica definida positiva.

Recordemos que de [40], sabemos que los polinomios de Hermite matriciales H,,(z, A)
pueden expresarse en la forma:

n—2k

5] (—1)k (V24
H,(z,A) =n! kz:% k"(?g — Zk))! gk (4.3)

donde v2A denota la raiz cuadrada de la matriz 2A4, en el sentido del calculo fun-

cional holomorfo, véase [40] y [%} representa la parte entera de . Ademads, se verifica

la relacién de tres términos matricial

Hyq(x,A) =2vV2A H,(zx,A) —2nH, 1(x,A), n>1, (4.4)

I2 .
En [40], se demostré que, para W (z) = e~ 5 , se verifica

L(H,(z,A),Hs(z,A) =0, n#s , (4.5)

L(H (2, A), Hy(z, A)) = 2'n) (27A7)? =K, . n>0 . (4.6)

De este modo {H,(x, A)},~, es un SPOM respecto al funcional matricial £ definido
por (4.2). Para obtener un sistema normalizado respecto a L, consideramos los
polinomios matriciales

_ s ANT 1
H,.(z,A) = K, >H,(z,A) = (%> mHn(x,A) , n>0, (4.7)

que definen una SPOM ortonormal con respecto a L.
De (4.4) y (4.7) obtenemos la siguiente relacién de tres términos para los polinomios
matriciales de Hermite normalizados:

VA Hy (2, A) = [zH, 1(z,A) — /(n — DA 2H, 5(2,A), n>1  (4.8)
donde H_y(z, A) = 0.

Obsérvese que podemos escribir
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~ (—1)*(2n)128AF

Honl, ) = 0" 2 s —r &

k=0

n

(—1)k@2n+1)1264F
2k + 1)!(n — k)!

Hopi(z, A) = (—1)"V2A

A partir de aqui se sigue que

n — k mn): k Ak
(0, A) = 2 Hop (0, A) = (~1)"VEA (20 4+ 1) Yy 02 A" o

=V2A (2n+ 1)Hy,(z, A)

H, (2, A) = L Hy, (2, A) = 2024 |(—1)"V2A Y, CLi@n-D28 AT ok

k1) (n—k—1)!

:2n\/2A Hzn_1<I,A) R

En resumen, se verifica

H'(z,A) =nV2A H,_(x,A) . (4.9)

Teniendo en cuenta (4.7) y (4.9), obtenemos la correspondiente ecuacién para los
polinomios de Hermite normalizados:

H'(z,A) =VnA H,_i(x,A) . (4.10)

Recordemos que por ser A hermitica definida positiva, se verifica que o(A) C|0, +oo],
y por el teorema de la aplicacién espectral [12, p.569] se sigue que

zT

O'(G_ATQ:Q) :{e_TQ;ZEJ(A)}, —00 < < 400 .

Z2 . .
Ademads, como e=“% es hermitica para todo x real, por [57, p.23] se verifica que

2 2 2
||e_A§ |2 = « <6_ATZ) = méx{e_%;z € J(A)} )

z2 $2
He_ATHQ = , —00o< T <400 (4.11)
donde
B(A) =min{z;z € o(A)} . (4.12)

El siguiente resultado demuestra que la sucesion de polinomios ortonormales matri-

ciales de Hermite {ﬁn(z, A)} constituyen un sistema total respecto al funcional
n>0
L definido por (4.2).
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TEOREMA 29 Sea A € C™" una matriz hermitica definida positiva | =
z2
e~ ysea L el FMHDP definido en L%, (R,C™") por (4.2). Entonces {H x, A }

es total respecto a L en L%, (R,C™").

Demostracién:  Sea f € L%, (R,C™") y supongamos que

~ Foo Ax? ~
0=L(f,H.(.,A)) = / f(x)e 2 Hy(z, A)"dx

+oo 22 ~
= / F(x)e % Hy(z, A)dz , n>0 (4.13)
Veamos ahora que
:):'2
||f(x)||2et|:”|e_ﬁ(A2) es integrable en R (4.14)

Téngase en cuenta que por (4.11)-(4.12) se verifica

e 3 = 55
y que podemos escribir
tle] ,— _p@e |t
1S ()] 2¢ = |[If(@)ll2e™ | |e7 7 e

Ahora, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, podemos escribir

B(A)x

SN F (@)= 5 etlele dai:eroon(x)”Qeﬂx\e*
< (S 1@ mA)z)da:)Q(fﬂo (e )

1

x 2 0o 2 1
= (21 dr) " (72 e 3 dr) < oo

B(A)z?

<A>z2
2 dx
1

porque f € L%, (R,C™") y por (4.11).
Por ser £ un FBMH y por el teorema (11) del capitulo 2, sabemos que si P(z) es
un polinomio matricial de grado n, entonces

k=0

De (4.15) y (4.13) resulta que

+oo

L(f, P)= f( Je

P(x)?de =0 , VP(x) € Plz] . (4.16)

En particular,
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+oo 2
f(x)e_%xkdm =0, VE>0 . (4.17)

—00

Consideremos ahora la sucesién de funciones f,, integrables en R, definidas por

_ae? = (itx)?
fla) = ) 32 (4.18)
=0
Obsérvese que {f,}, -, converge puntualmente en R a la funcién
Az? .
g(x) = f(z)e "2 ™ | (4.19)
y que para cada componente (f;;) de f, se verifica
B(A)x 2
[ (Fi) (@) 1< [ ful@)llz = | f(2) e el (4.20)
Puesto que de (4.14) se sigue que
+oo
| @l , (421)

de (4.18),(4.20),(4.21) y el teorema de la convergencia dominada aplicado a cada
componente {(fij)n}mo’ se sigue que

“+00 “+o00

lim fo(z)dz = f@)e 5 e dy | (4.22)

n—oo

De (4.18) y (4.17) tenemos que

o fulx)de = / o Fla)e ™5 ; (itz)!

—00

3
~
S~—
.

(Z +o00 =R
= . flx)e 2 2/de =0 . (4.23)

De (4.22) y (4.23) obtenemos que

—+00

2
f(x)e_%emdx =0 . (4.24)

z2
De (4.24) se sigue que si llamamos g,, la (p,q)-ésima componente de flz)e 5,

verifica

400
/ gp,q(x)eitxdx =0, 1<pg<r . (425)

e}

De (4.25) y la férmula de inversién de Fourier [18, p.220], resulta que
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Gpq(x) =0, 1<p,q<r casipor todas partesen R ,
o equivalentemente,

Az?

f(z)e”"2~ =0 casi por todas partes en R . (4.26)

_Ag? .
Puesto que e™ 72 es invertible para todo x, se concluye que

f(x) =0 casi por todas partesen R
es decir, f =0en L% (R,C™"). O

4.3. Funciones de Hermite matriciales.

Es bien conocido que en el caso escalar, la llamada ecuacién de Hermite

Y —2*Y + Y =0

desempena un papel importante en el estudio de problemas de contorno clasicos en
regiones parabdlicas, véase [18, p.188] y [51].
Las funciones de Hermite escalares definidas por

ho(z) = ¢ Hy(x)

donde H,(z) es el n-ésimo polinomio de Hermite, desempenan un papel importante
en mecanica cuantica, como son las funciones de onda para el estado estacionario
del oscilador arménico cuantico. Para ser més precisos, las funciones de onda para
el estado estacionario de una particula cuantica moviéndose a lo largo de una linea
en un potencial V' (x) son las soluciones en L? de la ecuacién

h2

—U"(x) =V (2)U(x) + EU(z) =0 , (4.27)

2m

donde h es la constante de Plank, m es la masa de la particula, y el autovalor E el
nivel de energia. Para un oscilador arménico el potencial es V(z) = az? con a > 0,

la sustitucién
2am i

2am] 1
S = [ 2 } T,
convierte la ecuacién (4.27) en
A2
J'(8) = SJ(S) + 4 == =0
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De este modo, las funciones de onda estacionarias son las funciones de Hermite

1
I ([22“2” ] 4 x) y las correspondientes energias de nivel son

a
(2n+1)h 3
Es conocido también , véase [18, p.187], que las funciones de hermite definen una
base ortogonal para L? (R) con respecto a la funcién peso W(z) = 1.
Es esta seccion nos proponemos extender estas propiedades al caso matricial suponien-
do que A es una matriz hermitica definida positiva. Las funciones matriciales de
Hermite las definimos por

To(z, A) = 5 Hy(z, A) (4.28)

Derivando respecto a x en (4.28) y teniendo en cuenta (4.9), podemos escribir

Az? AI

T'(x,A) = e {H;(I,A)_7Hn<x,,4)}

Ax? Ax

= % {m/ﬁ Hn_l(x,A)—THn(x,A)} :

T (x,A) =nV2A T, 1(x,A) — %Tn(x, A) . (4.29)

Utilizando la formula de tres términos de los polinomios de Hermite matriciales

Hyq(x, A) = 2vV2A Hy(x, A) — 2nH, _1(z, A) |
a partir de (4.28) se sigue que

Toii1(z, A) = av2A T, (x, A) — 2nT, 1 (z, A) . (4.30)
Despejando T,,_1(x, A) de (4.29) y sustituyendo en (4.30) resulta que

Toir(z,A) = xV2A T,(x,A) —2n {T;(x, A)+ %Tn(x, A)} (n\/ﬂ> -1

T 2
= V2AT,(z,A) — —T'(x,A) .
GVRA T, (r,4) = T A

De donde se sigue que

A (. A) = ~Ti, A) + T, 0, 1) (4.31)

V2
Teniendo en cuenta (4.29) para n en lugar de n — 1 y utilizando la expresién de
T, (z, A) dada por (4.31), podemos escribir
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nVv2A T,(z,A) = é Toia (2, A) + Ty (2, A)
= AT —% +%%T(x A)}
- {—\/—C ", A)+ = \/_T(xA)}/
_ { \(z,A)+ 5V2A Tn(x,A)}
+ {g Tn(x,A)+@T;(x,A)—%Tg(x,/x)} ,
luego
nVZiﬂ@JD:—%%mwﬂy+€?{l+%?}ﬂwﬁﬁ.

De (4.32) se sigue que

2
T = é {—2n+ (1 + AT:E)}Tn(x,A) :

es decir, que T,,(x, A) es solucién de la ecuacién de Hermite matricial

2.2
Y”—%(A; —A)Y+)\AY:O ,

para A = —n.
Ademas, si consideramos el funcional hermitico definido positivo

Lo: L7 (R,C™") x L} (R,C™") — O™
definido por
+oo

Lo(f,9) = f(z)g(x)"dx

donde Wy(x) = I para todo x € R, obsérvese que

Co(Tu(w, A), Tz, A)) = /_ooe_an(x,A)e‘Ame(x,A)de

m2
- Hy(z, Ae™"% H,(z, A)da

= L(Hu(x,A), Hp(z, A))
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donde L es el funcional definido en (4.2). En consecuencia, la sucesién {T,,(x, A)}, -,
es un sistema de funciones ortogonales matriciales respecto a Lq en L? (R, C"™").
Ademés, si f € L% (R,C™ ") es tal que

Lo(f(x), T (z,A) =0, n>0, (4.35)

entonces (4.35) implica que

+oo
0 = f(x)e’ATan(a:,A)dx
+oo Az2 Az
= f(x)et e "2 Hy(x, A)dx
_iooo I
= / g(x)e 2 H,(x, A)dz

con

W(x)=e "2 . (4.36)

Por el teorema 29, se sigue que g(z) = 0 en L, (R,C™") y de (4.36) se concluye
que

f(z)=0en L7 (R,C™").

En consecuencia, {7}, (z,A)},, es un sistema de funciones ortogonales matriciales
total en L? (R, C™*") respecto al funcional £, definido en (4.34). Resumiendo, hemos
demostrado el siguiente resultado:

TEOREMA 30 Sea A una matriz hermitica definida positiva en C™" y sea T,,(x, A)
la funcion de Hermite matricial definida en (4.28) paran > 0. Entonces {T,,(z, A)}, o
es un sistema de funciones ortogonales matriciales (SFOM) total en L? (R, C™") re-

specto al funcional Lo definido en (4.34).Ademds, se verifica:

%Tn(:p, A) + T (x,A) = nV2AT,_(z, A) (4.37)

Az , VA

TTn(x, A) =T, (z,A) = ETHH(@", A) (4.38)
T (x,A) — (%) To(x,A)+ (2n — 1)§Tn(x, A)=0 . (4.39)

NOTA 16 Para el casor =1, A = 2, el teorema 30 coincide con el teorema 6.1}
de [18, p.187].
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4.4. Representacion integral de los polinomios de
Hermite matriciales. Férmulas relacionadas.

4.4.1. Introduccién.

Si H,(z) denota el n-ésimo polinomio de Hermite, las férmulas

on(_;\n x? +o00 g
H,(z)= %/ e AT n=0,1,2,..., (4.40)
™ —00

P2 ehe] ~ Hy(2)H,
_y- il Huy)

W(z,y,t) = (1 —t3)"2¢ 0= gt <1, (44D
"n!

n>0

desempenan un papel muy importante para el estudio de teoremas de convergencia
de desarrollos en serie de polinomios de Hermite, asi como para el cdlculo de los
coeficientes de dicho desarrollo, véase [51, capitulo 4].

En el estudio del desarrollo en serie de polinomios de Hermite matriciales H,(z, A),
puede ser esencial una representacion integral de H,(z, A), asi como la evaluacién
exacta de la serie matricial

H,(x,A)H,(y, A
Z ( JH,(y, A)

"o
2|

n>0
Por ello vamos a calcular en esta seccién expresiones analogas a las férmulas (4.40)-
(4.41) para los polinomios de Hermite matriciales.

Esta seccion esta estructurada como sigue. En la subseccién 4.4.2 obtendremos una

_As?
2

estan en el semiplano complejo derecho, que utilizaremos para dar una representacién
integral de los polinomios de Hermite matriciales. En la subseccion 4.4.3 calculare-
mos la solucién del problema de valores iniciales relativo a la ecuacion diferencial
matricial dada por

representacion integral de exp ( ) para matrices en C"*" cuyos valores propios

Y'(t) = B*Y () A~ (4.42)

emplendo un método de Frobenius matricial. La ecuacién (4.42) desempenard un
papel importante en la subseccién 4.4.4, donde calcularemos integrales matriciales
paramétricas impropias del tipo

+0o0 2
/ exp (Bxt) exp <—AT$) dx

en forma cerrada. Finalmente, en la subseccion 4.4.5, demostraremos una férmu-
la matricial para la funcién generatriz del producto de polinomios matriciales de
Hermite.
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Noétese que si D percenece a C™" y a(D) = max{Rez ; z € o(D)}, entonces por
28, p.556] o [46], se tiene

r—1 k
[eP]| < e*(P) UDlzvr)” L x>0 . (4.43)
— k!
4.4.2. Representacion integral de los polinomios de Hermite
matriciales.

Recordemos el siguiente resultado:

TEOREMA 31 ([59]) Sea A(t) una matriz cuadrada cuyas entradas son fun-
ciones analiticas en un dominio abierto ) del plano complejo. Supongamos que
A(t1)A(t2) = A(ta)A(t1), para todo ty, ty en ). Sea f(z) analitica en las raices
caracteristicas de A(t), t € Q. Entonces, f(A(t)) es una funcion diferenciable para
ten,y

d / !/
o (A1) = fA[)A()
TEOREMA 32 Sea A una matriz en C™" werificando la condicion

Rez > 0 para cada z € o(A) . (4.44)

Entonces

Ax? 241
P~y ) =25

Demostracion: Consideremos la integral matricial paramétrica

N[

/ exp (—2v*A7") cos(2vx)dv , v €R . (4.45)
0

J(z) :/ exp (—2A7 ") cos(2vz)dv , v €R | (4.46)
0

y nétese que si z = x + 1y, entonces

1 z—wy 1 z 1
_ Re(=)=Re( =) = — Re(z) . 4.47
2T R () e(w) =p fel?) (447)

Por el teorema de la aplicacién espectral [12, p.569], y (4.44), (4.47), se tiene que

Rew >0 para cada w € o(A™Y) . (4.48)

De la desigualdad 4.43 y (4.48), se desprende la convergencia absoluta de J(x)
definida por (4.46) para cada ntmero real x, asi como la convergencia uniforme de
la integral

/ v exp (—247 %) sin(2vz)dv
0
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en cualquier entorno del z. Por el teorema de Leibnitz para la diferenciacién de
integrales matriciales impropias, [8, p.174], el teorema 31, e integrando por partes,
se tiene que

J(z) = —/ 2v exp (—2A7"0?) sin(2vz)dv
0
- é/ {447 vexp (—247"0?) } sin(2vz)dv
0

= é { [sin(Qm:) exp (—QUQA—I)LIZSO _ 2$/ exp (—QA_IUQ) COS(va)dv}
0

= —azAJ(x)+ é [sin(2zv) exp (—2470%)]_~©

v=0

Ahora, otra vez por (4.43) tenemos

[sin(2zv) exp (—ZA’IUZ)}Z:O =0,

J () = —xAJ(x)

Tomando z = 0 en (4.46), y empleando la expresion (4.8) de [40], tenemos

o0 00 2
J(0) = / exp (—2A710?) dv = 1/ exp (—Alw—) dw
0 2 Jo 2

I L w? 1 1 (mA)
= Z/oo exp(—A 7)dw—1(27n4) =503

=

Asi J(z) es solucién del problema de valores iniciales

J(x) = —xAJ(x) ; J(0)= % (%)2 , TER . (4.49)

Dado que D(x) = x A, verifica la condicién
D(21)D(x3) = D(x2)D(x1)
Por [45, p.600], véase también [24], [21], [22], la solucion de (4.49) viene dada por

x 2\ 1 %
J(z) = exp (—/ sAds) J(0) = exp (_A_x) - (E> (4.50)
0 2 )2\ 2
Esto prueba la igualdad (4.45). O

Si se verifica la hipdtesis (4.44), por la regla de Leibnitz para la derivacién de inte-
grales matriciales paramétricas [8, p.174], y el teorema 32, tenemos
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d2n

dI2n

J(z) = (—1)”22”/ exp (—2A7"0?) v*" cos(2vz)dv
0

+o00
= (—1)"2*! / exp (—2A7 ") v*" cos(2vz)dv
+00

= <_1)n22n2/ exp (—214711)2) U2n (621'9611 + 6721'931;) dv

o0

+o00
= (—1)”22”_1/ exp (—247 %) v*" eV dv (4.51)

oo

Utilizando la férmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite matriciales [40],

se tiene que
Ax?\ (AN " [ & Ax?
Hy,(xz, A) = exp (T) (5) {dw% (exp <_T)>] (4.52)
Por (4.45), (4.52) y dado que

+oo
(=)™ = (=)™, / exp (—247 %) v*" sin(2vz)dv =0

se obtiene que

Hgn(l', A) =

[\]

1\ 7 Az?\ (A" oo -
(2A ) exp (_.Z‘) <_> (_1>n22n—1/ exp (_QA—IUQ) UQNGQZU;th
T 2 2 oo
1 A2 A —(n+3) +o0 '
- ﬁexp <Tx) (5) (—1)”22"/ exp (—2A_1U2) Ve dy |

—00

Ax? 1
exp (T) A —(n+3) ) 400
— - i n22n -9 2A—1 wirl 2n
Hap,(z, A) o (2) (—1) /_ exp (—2v + 2vizl) v*"dv
(4.53)

Procediendo de forma analoga, para los indices impares se tiene

e}

d2n+1

J(x) (_1)n+122n+1/ eXp (_QA—I/UQ) ,U2n—|—1 Sin(Q'Ux)dU
0

_ n+162n oo ~1 2\ 9n+1 €2i$v _ €—2i$v
= (=1)""2 exp (—QA v )v — do
B 1

o0

dx2n+1

22n71 “+oo

= (_1)n+1 : {/ exp (—2A_1U2) U2n+162izvdv

l 00

+o00
—_ / exp (—21471’212) U2n+162ixvdv}

o0

22n +00 )
= (=)= / exp (—2A710?) v*" ¥ dy (4.54)
i J_

o0
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Por la férmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite matriciales [40],

A2 A —(n+3) 42+l Ag?
Hopy1(2, A) = —exp <T) (§> {W (GXP <—T))} ,  (4.55)

y por (4.45), (4.54), (4.55) y dado que (—i)*" ™! = i(—1)"!, se tiene que

241 % A2 A *(”+%) — 1)+l
H2n+1(va) = -2 ( ) eXp <_$) (_) ( ) 22”
T

2 2 7

+o0 )
X / exp (—2U2A_1) vty

oo

—(n+1) / Non41 2
H2n+1(x7A) - <é> ( Z) eXp (Aw )22n+1

2 NZS 2
+o0o
X / exp (—2v* A~ + 2izol) v du (4.56)

Nétese que las formulas (4.53) y (4.56) pueden escribirse como una unica férmula

H,(z,A) = (g) A 2"(—1)"\6;;13 <ATIQ> /+<>o exp (—2v*A™" + 2ival) v dv
) (4.57)

En resumen, la siguiente representacién integral de los polinomios de Hermite ma-
triciales estd demostrada:

TEOREMA 33 Sea A una matriz en C™" wverificando la condicion (4.44) y sea
H,(xz,A) el n-ésimo polinomio de Hermite matricial. Entonces la representacion

integral (4.57) es vdlida para todon >0 yz € R.

(e 9]

NOTA 17 Para el casor =1, y A =2, la expresion (4.57) coincide con la férmula
(4-40).

4.4.3. Soluciones explicitas de una clase de ecuaciones difer-
enciales matriciales.

En esta subseccion contruiremos soluciones explicitas de problemas de valores ini-
ciales del tipo

Y'(t)=B*Y(t)A™ ; Y(0)=Cy , Y(t)e O™ | (4.58)

donde t es un nimero real y B, A, Y () son matrices en C"*", con A invertible.
Para resolver (4.58) utilizaremos un método de Frobenius matricial, utilizado re-
cientemente, véanse [56], [33] y [31], para diferentes tipos de ecuaciones diferenciales
matriciales.
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TEOREMA 34 Sean A, B matrices en C™*™ con A invertible. Entonces la solu-
cton del problema de valores iniciales

Y'(t)=B*Y(t)A™ ; Y(0)=Cy (4.59)
viene dada por
BQnCOA_n
Y () = U7 42n ) 4,
(t) E 20l ", |t < 400 (4.60)

Demostracion: En primer lugar construiremos una solucién formal en serie de la
forma

Y(t)=> Cut" ; C,eC™m™ . (4.61)

n>0
Derivando formalmente en (4.61) tenemos
Y'(t) =) nCut"" | (4.62)
n>1

e imponiendo que Y'(t) sea solucién de (4.59), se obtine que

> (n+1)Cont" = B> Cpt AT (4.63)

n>0 n>0

Identificando coeficientes para cada potencia de t" en (4.63), tenemos

B*C,,_1A7!
= = - - 4.64
Cr=0, Cnon o (4.64)
Por tanto
BQkCOAfk
02k+1 =0 , Y Cgk = W s Z 0 (465)

donde (2k)!! = 2k(2k — 2)...2. De (4.65), la solucién formal de (4.59) viene dada
por

BZ”COA*” 2n 2n

n>0 n>0

Para probar que Y (t) definida por (4.64)-(4.66), es una solucién rigurosa del prob-
lema (4.59), serd suficiente demostrar que el radio de convergencia de la serie de
potencias matricial (4.66) es p = +o0. De hecho, nétese que

|Conl|2n = | BZCoA™ |25 < [|B||||Colll|A~]1
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1 1
((271)”)21 = exp (2— ln(2n!!)> —00 , Nn—00 .
n

Entonces

S|=

A= lim sup ([|Cnl]) :

y por la férmula de Cauchy-Hadamard, la serie (4.66) es convergente para todos los
valores de t en la recta real. ([l

COROLARIO 8 Sean A,B,Y, matrices que conmutan entre si en C™" con A
wnvertible. Entonces, la solucion del problema

Y'(t)=B%#Y(t)A™ ; Y(0)=Y, , r€R , (4.67)
viene dada por
t*B2A™!
Y (t) = exp (T) Yo (4.68)

Demostracion: Por la hipdtesis de conmutatividad de las matrices A, By Yy y por
el teorema 34, la solucién del problema (4.67), queda en la forma

B?"Y,A™" BQA
Y(t) =) —r— YOZ , (4.69)

(2n)!! (2n) ”
n>0 n>0
y por (4.69), Y(t) conmuta con Ay B. Asi, la ecuacién (4.67) puede escribirse
Y'(t)= B*A Y (t) ; Y(0) =Y, , (4.70)
donde D(t) = tB?A~! verifica la propiedad

D(tl)D(tg) = D(tg)D(tl) , —00 <ty , tyg < +00 . (471)
Por (4.71) y [45, p.600], la solucién del problema (4.70) vendra dada por

202 A—1
V(o) = e Py 0) = exp (2 )

Asi, el resultado queda demostrado. 0

4.4.4. Calculo exacto de ciertas integrales matriciales.

Consideremos la integral matricial

+o00
V= / exp (Bzx) exp( A;: )da: : (4.72)
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donde A, B son matrices en C"™*" y A verifica la condicién (4.44). Para calcular ),
consideremos la integral paramétrica matricial

+o0 AIQ
Y(t)= / exp (Bxt) exp (—T> de , teR | (4.73)

o0

y noétese que bajo la condicién (4.44), por (4.43), la integral matricial Y (¢) con-
verge puntualmente para cada nimero real ¢, lo mismo puede aplicarse a la integral

matricial
—+o00 d AIQ
Mo = /Oo pr (exp (Bxt) exp (_T)> dx |

que por el teorema 31, quedard de la forma

400 2
Vo = / Bz exp (Bxt) exp (—ATQ:) dr . (4.74)

e}

Az?
2
matricial paramétrica (4.74) converge uniformemente en todo entorno de t en la recta
real. Asi, por el teorema de Leibnitz para la diferenciacion de integrales impropias

Ademéds, por la desigualdad (4.43) aplicada a exp (Bzt), exp (— , la integral

matriciales [8, p.174], y teniendo en cuenta que A conmuta con exp (—AT“”Z> , se tiene
que
+00 A 2
Y'(t) = / Bx exp (Bxt)) exp (—%) dx
+00o AZE )
= -B exp (Baxt)) ¢ —Ax exp 5 deA™" . (4.75)

Aplicando integracién por partes en (4.75), obtenemos

Y'(t) = —B{{exp (Bxt) exp( )L_m

_ /_ +OOBteXp(th)exp( 22>dx}A1 . (4.76)

[e.9]

Bajo la condicién (4.44), por (4.43) esta claro que

) Ax?
hrin exp (Buxt) exp 5= 0, teR , (4.77)
y por (4.76), (4.77), se cumple que
Y'(t) = B3#Y(t)A™ |, te R . (4.78)

Noétese que tomando t = 0 en (4.73), por la expresion (4.8) de [40], se tiene que
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}XO):L/+memp(—£§i>dx::@WA_w% (4.79)

o

Ahora, por el corolario 8, el siguiente resultado queda demostrado:

TEOREMA 35 Sean A, B matrices que conmutan en C™*" tales que A verifica la
condicion (4.44). Entonces, la integral matricial (4.73) vale

o 2 1 2PR2 A—-1
Y(t) = / exp (Bxt) exp (—%) dr = (27“4—1)5 exp (%)

—00

4.4.5. Funcién generatriz del producto de polinomios de
Hermite matriciales.

En esta subseccion extenderemos la férmula (4.41) para matrices, empleando la
representacion integral de los polinomios de Hermite matriciales obtenida en la sub-
seccién 2. De acuerdo con (4.57), para |t| < 1 tenemos

H,(x,A)H,(y, A
3 (z, A)Hy(y, A)

n
21 n) t

n>0

_ (A0 0) g (%)’("“)gfm(zt)n
™ n= n:

x [ [ exp (=247 (u? + v?)) exp (2i] (ux + vy)) (uv)"dudv

= (2) 7t (B ) o ()

T n>0 n!

X [ [T exp (=247 (u? + v?)) exp (201 (uz + vy)) (uv)"dudv . (4.80)
Noétese que por la desigualdad (4.43), para cada entero positivo n, la funcién matri-

cial

" (—dtuv AL “1,2 . 2 :
D, (u,v) = Z T eXp (=247 (u® + v*) + 2[i(uz + vy)) (4.81)
h=0 '

es integrable en | — 00, +00[X]| — 00, +00[. Si denotamos por ®(u,v) la funcién no
negativa definida por

r—1
- 2¢/r(Jul? + |v?)|| A1
D(u, ) = exp (Alul ol A — 20(A~ ) (Jul? + o)) 3 2V ||”| I
k=0
(4.82)
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para —oo < u < +00, —00 < v < 400, entonces, por (4.43), (4.81) y (4.82), se tiene
que

| @7 (e, 0) ||
12, 2 , no o)Ay
< | exp (—2A7 (v + v%)) exp (201 (ux +vy)) || Do —r——
n (alllolfa=))" ~ re1 [2vr(uo)a-
< (s, W) ) (—2a(A) [Juf? + of?]) 3ot BAEDIA ]
< O(u,v) , —co<u<+4+o0 , —c0w<v<+4o00o , n>0 .

De (4.48), esta claro que la funcién a(A™') > 0y ¢(u,v) es integrable en el dominio
| — 00, +00[%x] — 00, 4+00]. Por el teorema de la convergencia dominada [18, p.83],
podemos permutar la suma de las integrales en (4.80), obteniendo

H,(x,A)H,(y,A) ,,
; ( 23n! (y )t
_ P (é(f +9%)) 3 (4) " n(!—l)”<2t)”

n>0

X /+OO /+OO exp (—2A7 (v + v*)) exp (2i] (ux + vy)) (w)"dudv

[e.9] o0

(A) “exp (4(22 +y?))

™

2

+o0o +o0
X / / exp (—2A7" (v + v*)) exp (2i] (ux + vy)) exp (—4tuvA™") dudv

(4.83)
Utilizando el teorema de Fubini-Tonelli [19, p.65] podemos escribir

+oo +o0
/ / exp (—2A71(u® +v?)) exp (2] (ux + vy)) exp (—4tuvA™") dudv

+00 +oo
— / exp (—QA_lvz + 2ivy1)) {/ exp (—2A_1u2 + 2u (ix[ — QtA_lv)) du} dv

) (4.84)
Consideremos la integral matricial
+o0o
L= / exp (—247'® + 2u (ix] — 2tA ) du (4.85)
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que haciendo el cambio de variable w = 2u, podemos escribir en la forma

1 +o0 w?
L=L(1) = 5/ exp (Bow) exp (—7/1_1) dw (4.86)
donde
By =izl — 2tA (4.87)

Dado que B, conmuta con A™!, y bajo la hipitesis (4.44) se verifica (4.48). Por
(4.86), (4.87) y el teorema 35, tomando A~ por A, y 1 por ¢, se tiene que

B2A TA\ 2 B2A
exp 5 =5 exp 5

A\? A
= <%) exp ((—m2f + 4?02 AT — 4txm'A_1) 5) ,

N

1

1
A\ 2 Ax?
1=(77) e (-5 e rttat —emit (489

Por (4.88) y (4.84) se sigue que

+oo +o0
/ / exp (—2A71(u® + v?)) exp (2iz(u + v)I) exp (—4tuwwA™") dudv

A\ 2 224 +00
— (%) exp ( 3; ) / exp (—21}2A_1(1 — %) + 2vi(y — tx)[) dv . (4.89)

Consideremos ahora la integral matricial

+0o0
S = / exp (—20* A1 — %) + 2vi(y — at)]) dv (4.90)

o0

efectuando el cambio de variable w = 2vv/1 — 2 en (4.90), se tiene

5 1 /+°° o (_sz_l N i(y — xt)[w) p
Coaice). P2 T e
1 +o0 WZAfl
= 2\/?152/00 exp (Biw(y — xt)) exp (— 5 )dw , (4.91)

donde

il
B, = 4.92
SRV (4.92)
Por (4.91), (4.92) y el teorema 35, donde tomamos A~! por A, y y — xt por t, se
tiene que
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Por (4.89), (4.91) y (4.93), se tiene que

+oo +oo
/ / exp (—2A71(u® +v?)) exp (2] (ux + vy)) exp (—4tuvA™") dudv

TA Ax? A(y? + 22 — 2yxt)
i — 4.94
Wi exp< 5 )exp( 21— ) ) ) (4.94)

por (4.83) y (4.94) se sigue que
Z H,(z,A)H,(y, A)

21 n!

tn

A(y?+a2t2 —2yat)
- i—e P <_—y 0 >

_ 1 2A 1 Ax2¢2 TytA
= Vie &XP ([yT (1 - 1—t2) - 2(1—1;2) + 1?it2D
_ 1 — Ayt? Ax2t? toyA
= vz &P (2(122) ~30-m T 13152)

_1 ayt—3 (27 +y?)t?
= (1 —1?)"2exp (A%)

En resumen, el siguiente resultado queda demostrado:

TEOREMA 36 Sea A una matriz en C™" wverificando la condicion (4.44), y sea
H,(z,A) el n-ésimo polinomio de Hermite matricial. Entonces, para cada valor real
de t, con |t| < 1, y cualesquiera valores reales de x,y, se cumple que

2n p ’

it < 1 (4.95)

n>0

NOTA 18 Para el caso r = 1, tomando A = 2, la formula (4.95) coincide con
(4-41).
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NOTA 19 FEl teorema 36 permite obtener otros resultados. Por ejemplo, tomando
x =1y en (4.95), se obtiene

2

th” =(1- t2)_% exp ( vt A) , Jtl< 1. (4.96)

= 21 | 14+t

Tomando y = 0 en (4.95), y dado que Hopi1(0,A) = 0, Hyn(0,A) = (—1)"E2 ]
para todo n > 0, se tiene que

(=1)"Hap(z, A) , o1 — Ax?t?
= (1-t)"z — <1 . 4,
; 22| A=) ew (o) - < (4.97)

Si tomamos los polinomios de Hermite normalizados, sustituyendo en (4.95), obten-
emos

S° Ha(, A) oy, At = (1-12)7 (%)Zexp <§[2‘”yt (_1(f tj)y )t ]) <1

(4.98)

Tomando los polinomios de Hermite normalizados en (4.96),

- AN 2
ZHg(g;,A)tnzu—t?)—a (%) exp(lx_:tA) , <1 (4.99)

n>0

Finalmente, tomando los polinomios de Hermite normalizados en (4.97),

—1)"/2n) ~ on o1 [ A i — Ax?t?
Z—( >2”n!< ) Hyp(x, A)t™ = (1 —t°) 72 (ﬁ) exp (m) , il <1
(4.100)

4.5. Desarrollo asintético de {ﬁ]n(x,A)}

n>0

A continuacién nos ocuparemos de estudiar el comportamiento asintético de || Hy, (x, A)||2.

Para ello explotaremos el comportamiento asintético de los polinomios de Hermite
clasicos y las propiedades del calculo funcional holomorfo.
Obsérvese la expresion (4.3) de los polinomios de Hermite matriciales y escalares:

|3

(2R
K!(n — 2k)! ’

H,(z,A) =nl

e
Il
o

[

wl3

(~1F )=
kl(n — 2k)!

(4.101)

Ed

=0
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Por el teorema de la aplicacién espectral [12, p.569], para cada x € R se verifica que

[

N3

]

(—=1)*(2v/2a)" 2k
kl(n — 2k)!

o(H,(z,A)) = < H,(z,a) =n! ;a €0 (A)

k=0

— {Hn(x\/g);aEJ(A)} . (4.102)

Como la matriz H,(x, A) es hermitica, ver [57, p.23| su norma || H,(x, A)||2 coincide
con su radio espectral, y por (4.102) podemos afirmar que

| H (, A)||» = méx {| H, <x (g)) i ae a(A)} . (4.103)

Ahora por [64, p.324] sabemos que

2

| Ho(y) |< koVnl2%es | yeR | (4.104)
donde
ko = 1,086435 . (4.105)
De (4.103) y (4.104) resulta que
|Ho(z, Ao < koVnl25e™ = 2R | (4.106)

donde «(A) es el radio espectral de A.
De (4.7), (4.106) y teniendo en cuenta que ||Al|s = «(A) , se obtiene finalmente

koa(A) z%aca)
e 4
2m

Asi mismo, teniendo en cuenta (4.107), tenemos también el siguiente desarrollo
asintdtico para las funciones de Hermite definidas en la seccién 3 por (4.28):

| H,(z, A < , TER . (4.107)

2
V2% o T (@(A)—B(4))
n\4, 2 = : ) :
| T (z, A)lle < kgVnl22e4 r€R

A continuacion, veamos algunas aplicaciones del desarrollo asintotico dado por
(4.107).

4.6. Aplicacién al calculo de la matriz exponen-
cial.

Es bien conocida la importancia que en muchos campos diferentes tiene la matriz
exponencial y las dificultades que su calculo plantea, véase [54] y [55]. En esta seccién

proponemos una nueva expresién de la matriz exponencial e?® para matrices B, que
satisfacen la condicion espectral
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|Re(z)| > |[Im(z)| para cada z € o(B) . (4.108)

Nétese que si B es una matriz en C™" satisfaciendo (4.108) y A = $B?, entonces
por el teorema de la aplicacién espectral [12, p.569], se sigue que

o(A) = {%zﬁ tbe U(B)} , (4.109)

y para b € o(B), por (4.108) se sigue que

Re Gb?) _ % [(Re(b))* — (Im(5))*} > 0 (4.110)

Por (4.109) y (4.110) se llega a que o(A) estd en el semiplano derecho del plano
complejo Re(z) > 0, y vV2A = exp (3Log(24)) = B. Usando la funcién generatriz
de los polinomios de Hermite, véanse las férmulas (3.1) and (3.2) de [40], se sigue
que

T — 12 1 n
Tt V2A— 12T _ ZHHn(x,A)t |t < +oo (4.111)
n>0

Tomando ¢t = 1 en (4.111) y usando que vV2A = B, tenemos

. 1 1
BT =¢ ZaHn(x,éBQ) , —00 < & < +00 . (4.112)

n>0

Por (4.7) y (4.112) resulta

1 1 1~ 1
H,(x, 5BQ) = Vn! 20+ (1)t B"2 H,,(x, 5BZ)
1 1 [ 2ntl
e’ =3 Cull,(w,5B%) , Cu=c ()7 B~ . (4.113)

donde el desarrollo (4.113) tiene convergencia puntual para cada nimero real .
Para estudiar la convergencia uniforme de (4.113), empleémos el desarrollo asintético
de H,(x, A) para una matriz hermitica definida positiva A.

koa(A) a(4)

| H,(z, A)|| < o , TE€R (4.114)
7r
Supongamos que B es una matriz en C"*", tal que
o(B) C (—00,0)U (0,+00) y B? es hermitica . (4.115)

Entonces A = § B? es hermitica definida positiva porque o(B?) C]0, 40|, [1, p.86],
y por (4.114), tenemos

~ 1 koa(LB?) «2a(BY)
||Hn(x,§BZ)||<%e42 CweR (4.116)
T
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~ 1 koa(B?) 22a(B2
| e, 587 <% teR (4.117)
vy

Asi, bajo la hipdtesis (4.115), si x esta en un intervalo acotado |z| < ¢, por (4.113)
se sigue que

1

4

_1 c a(B )
Y ICuHy (a, —Bz)|| <|B ZH >

n>0 n>0

2n+1

(4.118)

2n+1

Donde la serie numérica ) -, es convergente, por (4.118), se concluye que

la serie matricial

2n+1

=
[NIES

ZCann(x,%B2) O —e(m)i B

n>0

— (4.119)
n:

converge uniformemente en |z| < c¢. Resumiendo, el siguiente resultado queda demostra-

do:

TEOREMA 37 Sea B una matriz en C™" que satisface la condicion (4.108).
Entonces la serie matricial dada en (4.113) es convergente puntualmente a e* para
cada nimero real x. Ademds, si B satisface la condicion (4.115), la convergencia de
la serie (4.119) a €P® es uniforme en cada intervalo acotado de la recta real.

NOTA 20 El desarrollo en serie dado en (4.112) o en (4.113) tiene una impor-

tante ventaja con respecto a la serie de Taylor Zn>0 T') desde el punto de vista

computacional. En efecto, la ventaja viene de que no es necesario calcular poten-
cias B™ de la matriz B, ya que debido a la relacion de tres términos que verifi-
can los polinomios de Hermite matriciales (4.8), el valor de cualquier suma fini-
ta de la serie puede calcularse recursivamente en términos de H, (x, %Bg) =1y
H, (m, %Bz) =xB. Es lo que veremos en el siquiente teorema.

TEOREMA 38 . Sea {P,()}, -, una sucesion de polinomios matriciales que ver-
ifican una relacion de tres términos de la forma:

AP (x) = (z] — B,) Ppy(x) — CPys(x) , n>1 (4.120)
donde

A, invertible para todo n >0 .

Y supongamos que un polinomio matricial Q(x) se escribe de la forma:

r) =Y E;P(z) (4.121)
=0
Sea T real y sea la sucesion de matrices {Dj}?zo definida como
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anl - En,1 + DnA;1 (ii’[ - Bn)
ypara j=n—2,...,0
D] - E] -+ Dj+1A;_&1 (i’[ - Bj+1) - Dj+2A;-|}20j+2
Entonces Q(T) = DoPy(T).

Demostracién: Notemos que de la definicién de la sucesién {D; }?:O se tiene
E,=D, ’
E, 1=D, 1— DA ' (z] — B,) ,
yparaj=n—2,...,0

Ej = D] — Dj+1A;_&1 (i’[ - BjJrl) + DjJrQA;_&QCjJrQ .

Teniendo en cuenta la expresion de las matrices E, y la férmula de recurrencia
(4.120), calculemos Q(z).

Q@) = > E;P (1)

i
o}

E;P;(%) + Ep 1 Po1(T) + B, Po(T)

<
Il
o

n—2
= > ADj = Dj 1 A7l (21 = Bjia) + D2 A7 540} Py(T)
=0

+{Dn-1 — DA (7] — By)} Pooa(Z) + Dy Po(Z)

= Dy(Po() — Pa(2)) + Doyt (Po1 (2) = Par (7)) 4. . .+ Dy (P1(2) — Pr(7)) + Do Po(2)

= DoPy(T)

por lo que el el resultado queda demostrado. [l

NOTA 21 FEste resultado o algoritmo recurrente es andlogo al que se utiliza para
la evaluacion de polinomios escalares verificando una relacion de recurrencia de tres
términos, véase por ejemplo [50].

Veamos ahora otra aplicacién del desarrollo asintotico de los polinomios de Hermite
matriciales.
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4.7. Desarrollo en serie de polinomios de Hermite
matriciales.

TEOREMA 39 Sea A € C™" hermitica definida positiva tal que si a(A) =
méx {a;a € 0(A)} y f(A) = min{a;a € 0(A)} , se verifica
a(A)

L= B(A) = == >0 (4.122)

Sea F': R — C™7 tres veces continuamente diferenciable, tal que

. ) A
HﬂﬂszGﬁ) , 0<i<3 0<k<é%l, (4.123)

y sean

+oo 2 +oo 22 ~
Cy, :/ F(a?)e_A;Hn(x,A)dx:/ F(:E)e_A2 H,(x,A)%dz, n>0 (4.124)

e} [e.e]

los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de F'(x) respecto al SPOM {ﬁn(x, A)}

Entonces la serie

n>0

> Coe™ 5 Ho(z, A) (4.125)

n>0

. _A? .
converge uniformemente a F(x)e” "2 en R , y la serie

> CoHy(z,A) | (4.126)

n>0

converge uniformemente a F(x) en cualquier intervalo acotado de R.

Demostracién: Obsérvese que por la hipdtesis (4.123) se sigue que

: A
| FD(z)]|2 = O <e2’“2) , 0<i<3, 0<k< @ : (4.127)
puesto que
12 12
le |l =e "%, z€R (4.128)
de (4.127) y (4.128) tenemos
, 22 A
HF@@mma%Wb:o(afi%ﬁﬁ,ogiga O<k<ﬁ%l, (4.129)
con lo que las funciones F¥) estan en L2, (R,C™") para 0 < i < 3, con W(x) =
Az?
e 2.
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Teniendo en cuenta que de (4.10) se verifica

- A5 ~
H,(z,A) = \/n:_HHsz(??»A) ,

sustituyendo en (4.124) y aplicando el método de integracién por partes, se sigue
que

Chn = \/nl—+1 {/_:O {F@:)e—‘*iz } ﬁf;H(x,A)dx} A3

1 2 .
— N {IETOO F(x)e—“‘2 Hyq(x, A) — IEI—HOO F(x)e—A2 Hn+1($,A)}

22 ~

_\/% {/:O {F'(z) — F(z)Az} e_AQHnH(x,A)dq;} e

De (4.123) podemos afirmar que

lim F(x)e_ATanH(x,A) =0,

r—+00

-1 +0o0 A2

Co= e { / ) Fl(x)e—%”ﬁn+1(x,A)dx}A—% , (4.130)

donde

Fi(z) = F'(x) — F(2)Azx . (4.131)

Puesto que Fi es derivable y verifica también la condicion

2
lim Fi(z)e” 2 Hpyo(x,A) =0 ,

r—F00

utilizando que

A_z
vn+2

y el método de integracién por partes, de (4.130) se sigue que

ﬁn—l—l(I?A) - FI7/1+2(3U7A) )

1 ]- teo A:tc2 jnd
O = rivhe {/ . 2(“:)“Hn+2<f€~4>dx} AT (a132)

donde

Fy(x) = F|(z) — Fy(z) Az

= F"(z) — 2F'(x) Az + F(z) (A2® — A) . (4.133)
Noétese que de (4.127) y (4.133) se verifica que
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lim Fy(z)e 5 Hops(w, A) = 0 . (4.134)

r—+o0

De (4.132) y (4.134), la relacién

[N

_ A5
Hy o1, A) = ﬁHn+3(xaA) ;

y el método de integracion por partes, podemos escribir

-1 +oo Aa? ~

= Vi+ D) (n+2)(n+3) {/_OO Fy(w)e™ = Huya(z, A)dfc} ATE, (4.135)

donde

F(z) = Fy(xv) = F¥(2) + FO(2) {24%* — 3Az} + F'(z) {Az® — 3A}

+F(x) {2Ax — A%2® + A%z} . (4.136)

Obsérvese que al pertenecer F(*) al espacio L%, (R, C™ ") para 0 < i < 3,y verificarse

: a funcién F3 pertenece a or el lema de Riemann-Lebesgue
(4.123), la funcién Fj pert L2 (R,C™") y por el 1 de Ri Lebesg
matricial, teorema 27, se verifica que la sucesién de matrices

o0
+ Az?

An+3 (Fg):/ Fg(.l')e_Tﬁn+3(x,A)d.fE s

—0o0

tiende a la matriz nula en C"*", y en particular existe M > 0 tal que

De aqui, de (4.135) y utilizando que ||A=2 |, = [a(A)]_%, se verifica

(B(A) ™ M

Chll2 < ,
ICall <

. n>0 . (4.138)

2 B(A)z?

De (4.138) y (4.107) y empleando que [[e= "% ||, = e~ 2, se sigue que

ko [B(A) i 2[ald) o))

e ) a?[ -2
CHy (2, A)e™ 5 |5 < et
ICHnt Al < = v 13
_ ko [B(A) 2 ]ye—% (4.139)
(27)(n+ 1)3

donde [ viene dado por (4.122).
De (4.139) se sigue que la serie matricial (4.125) converge uniformemente en R a
una funcién continua F*(x),

116



= Cue A H (2, A) (4.140)

n>0
y de (4.139), se verifica ademds
: w2 ho[B(A)]F M
|F*(z)||o < e~ 2 o > (n+1)72 (4.141)
n>0
es decir,
IF* @)l =0 (%) (4.142)
con lo que F*(z)H,(x, A) es integrable en R.
A continuacion demostraremos que
+oo -
Cr = / F*(z)H,(z, A)dz, m >0 . (4.143)

Obsérvese que de (4.140), podemos escribir que para N > m:

/MEw) (@, A)dz — Oy,

—00

N

= /_+oo {F*(m) — ZC’ne’ATﬁfIn(x, A)} ﬁm(x,A)dx

o0 n=0

:/+Oo{ > Cnﬁn(x,A)e—/??}ﬁm(x,A)déE

n>N+1

Tomando normas en la tltima expresion y teniendo en cuenta (4.139), podemos
escribir

+0o0
H/ F (@) Ho(z, A)dz — Colls

+o0 22 _
<[ 1Y Gt e F Ll (o Al

n>N-+1

ko lB(A)] 2 M —z{ N (2 A d}

< X ) | e F e s
=LY (n+1): (4.144)

n>N-+1
donde
ko [B(A) 2 M [ [T 2 ~

L= Owgf {/;)ezHEA@AMﬂ%} (4.145)



Tomando limites en (4.144) cuando N — oo , para m fijo, resulta (4.143). De (4.143)
podemos escribir

0= /joo {F*(x) — F(z)e % } Hy(w, Al

[e.9]

0= /_+<><> {F*(:c)eA§2 — F(x)} e’ATﬁf[m(x,A)dx : (4.146)

[e.9]

Noétese que por (4.142) se verifica

|F @)l =0 ()

IF @Il =0 (¢ (7)) — 0 (4

392
Asi, F*(z)e™"% estd en L2, (R,C™") y como F(z) también esta en L%, (R, C™),
2
de (4.146) resulta que F*(z)e™s — F(x) estd en L%, (R,C"™") y es ortogonal a

{ﬁn(x,A)}

Por el teorema 29, F*(z)e” 2 = F(z) casi por todas partes en R, y por continuidad

n>0

Ax2

F*(z)e™> = F(x) .
22 ~
Como F*(z)e™s = > ns0 Cntln(z, A), resulta que

F(z) =Y CyH,(z,A)

n>0

uniformemente en cualquier intervalo acotado de R. U

NOTA 22 FEl desarrollo de una funcion matricial f en serie de Fourier de poli-
nomios ortogonales matriciales respecto a un funcional de tipo integral ha sido es-
tudiado en un contexto diferente en [58], en relacion con el problema de la recon-
struccion de funciones matriciales.
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