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Capitulo 1

MOTIVACION Y
PRELIMINARES

Este proyecto de tesis trata dos tipos de problemas relacionados con ci-
ertas clases de ecuaciones diferenciales matriciales, como son la ecuacion
hipergeométrica matricial

2(1=2)W"(2) = 2zAW'(2) + W'(2) (C — 2 (B+ 1)) — AW(2)B=0 , (1.1)
y la ecuacion de Riccati con coeficientes matriciales variables
W'(t)=C(t)— D)W (t)—W(t)AE)—W({t)BO)W(t), W(0)=W, . (1.2)

El elemento unificador de la memoria es el método de Frobenius matricial,
que ya ha sido utilizado en las tesis doctorales de M. Legua [46], R. Company
[9] y M. V. Ferrer [17]. La aportacion mas novedosa de esta memoria radica
en la acotacion del error de truncacion de las soluciones en serie obtenidas, lo
que permite obtener dos consecuencias de enorme interés en las aplicaciones,
COMmo son:

- La obtencion de soluciones computables en forma finita.
- La construcciéon de soluciones aproximadas con una precision prefijada.
Cabe decir que, por la informacién que tenemos, el andlisis del error de

truncacion en términos de una precision fijada de antemano, no esta dispo-
nible en la literatura existente.
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En relacién con la ecuacion hipergeométrica matricial se trata en primer
lugar de obtener un par de soluciones que permitan describir la solucion ge-
neral de (1.1) en términos de las mismas, sin considerar el problema ampliado
equivalente. Se estudia también el error de truncacion, cuando se obtiene la
solucién en serie de un problema de valores iniciales para (1.1), asi como una
representacion integral de la funcion hipergeométrica matricial en términos
de la funcion Gamma matricial.

El interés de la ecuaciéon hipergeométrica es por una parte continuacion
de la emergente teoria de polinomios ortogonales matriciales, ya que en la
evaluacion de los coeficientes de los desarrollos en serie de polinomios orto-
gonales, aquéllos aparecen expresados en términos de la funciéon hipergeomé-
trica.

La ecuacion de Riccati es una de las mas estudiadas por su aparicion en
problemas clasicos y modernos de teoria de control, asi como en la solucion
de problemas de contorno para sistemas lineales (véanse las referencias cita-
das en el capitulo dedicado a la ecuacion de Riccati).

La clasificacion teméatica de esta memoria atendiendo a los criterios de
la 1991 AMS (MOS) subject classification es: 34A05, 34A25, 34A50, 41A20,
41A30, 47A60.

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICIALES
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Capitulo 2

SOBRE ALGUNAS
PROPIEDADES DE LAS
FUNCIONES BETA Y GAMMA
MATRICIALES

2.1. Introducciéon

Es bien sabido, que muchas de las funciones especiales ordinarias de la
fisica-matematica, asi como gran parte de sus propiedades, pueden deducirse
a partir de la teorfa de representacion de grupos. También, en el estudio de
funciones esféricas sobre ciertos espacios simétricos, asi como en el anélisis
multivariante en Estadistica aparecen funciones especiales de un argumento
matricial, ver [28]. Asimismo, en [10] se utilizaron funciones especiales con
dos argumentos matriciales diagonales. Recientemente, en el trabajo [33], so-
bre polinomios matriciales ortogonales se han utilizado funciones Beta con
dos argumentos matriciales, pero en el que uno de dichos argumentos era un
miltiplo escalar de la identidad.

En este capitulo, se demuestran algunas propiedades de las funciones
matriciales Beta y Gamma que necesitaremos para estudiar en el siguiente
capitulo la funciéon hipergeométrica matricial. Concretamente, se da una ex-
presion de la funcion Gamma matricial a través de un limite. Asimismo, se
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establecen condiciones para que dadas dos matrices P, Q) en C"™*" B(P,Q)
esté bien definida y se verifiquen las relaciones

B(P,Q) = B(Q, P),
B(P,Q)=T(P)I(Q) I' (P + Q).

Para mayor claridad en la presentacion de las ideas, recordaremos algu-
nas propiedades del cédlculo funcional de Riesz-Dunford, las cuales pueden
encontrarse en [15] , [23] y [21].

Si P es una matriz en C"*" denotamos por || P|| su 2-norma, la cual esta
definida en 21, p.56].

El conjunto de todos los valores propios de la matriz P lo denotaremos
por o(P).

Si P es una matriz en C™*" tal que, Re(z) > 0 para todo valor propio z
de P, entonces I'(P) dada por

I'(P) = / e "t 1dt tP=1 = exp ((P — I)Int) (2.1)
0
esta bien definida.

Como la inversa de la funcion Gamma denotada por I'"'(z) = 1/T'(z),
es una funcién entera de variable compleja 2z, para cualquier matriz P en
C"™" el calculo funcional de Riesz-Dunford muestra que la imagen del'~!(z2)
actuando sobre P, denotada por I'"*(P), es una matriz que esta bien definida
(ver |15, capitulo 7]). Ademés, si P es una matriz que verifica la siguiente
condicion

P +nl es invertible para cualquier entero  n >0 (2.2)
entonces, I'(P) es invertible, su inversa coincide con '™'(P), y
P(P+I)...(P+(n—-1)D)T " (P+nl)=T""(P) , n>1 (2.3)

(ver |23, p.253]).

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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Si f(2) v g(#) son funciones holomorfas de variable compleja z, las cuales
estan definidas en un conjunto abierto 2 del plano complejo, y P es una
matriz en C"*" tal que o(P) C £, entonces por las propiedades del célculo
funcional matricial |15, p.558|, se deduce que f(P)g(P) = g(P) f(P). En-
tonces, por ésto, bajo la condicion (2.2), la ecuacion (2.3) puede escribirse en
la forma

P(P+I)..(P+(n—1))=T(P+n)I7'(P), n>1 (2.4)

Si tenemos en cuenta que la funcion factorial escalar, denotada por (z),
y definida por (2), = z(z+1)...(z4+n—1), n>1, (z)o =1 es entera,
entonces por aplicacion del calculo funcional matricial sobre esta funcion, se
deduce que para cualquier matriz P en C"™*" se cumple

(P),=PP+I)...(P+(n—-1)1), n>1, (P)y=1 (2.5)

Si f(P) esta bien definida y S es una matriz invertible en C"*", entonces
por [21, p.541]
f(SPS™Y) = Sf(P)S! (2.6)

Si P varia en C"*", usando su descomposicion de Schur y denotando por
a(P) = mégé) {Re(z)} para t € R se deduce por |21, p.336, 556] que
zZ€o

r—1
HetPH < eta(P Z ’PH\/_t (27)
k=0

2.2. Sobre las funciones matriciales Beta y Gam-
ma

Sea M una matriz en C™*" tal que
Re(z) >0 para todo z en o(M) (2.8)

y sea n un entero, n > 1. Usando la técnica de integracion por partes para
obtener primero una férmula de reduccion, es sencillo deducir tal y como
puede verse en [52, p.17] que

g(z) = /0 (1—8)"stds=n! [z2(z4+1)...(z+n)]"", Re(z)>0 (2.9)

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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y de aqui deducimos

f(z):/0n<1—%>nsz_lds:n!nz 2(z+1)...(z+n)]", Re(z) >0 (2.10)

Como f y g son funciones holomorfas en Re(z) > 0, por aplicacion del
calculo funcional matricial en (2.9) y (2.10) se tiene

g(M) = /01 (1—s)"sMTds=n! [M(M+1)...(M+nD)]", (211)

n

f(M):/n(1—f)”stds:n! nMOMMAI).. (M+nD)]™" . (2.12)
Por (2.1) y (2.12) podemos escribir
D(M) —nln™ [M(M+1)...(M+nl)]™!

[e'e) n t n
= _ttM_Idt—/ 1—— ) Mg
/0 ‘ ; n (2.13)
n t n [ee)
:/ [et— (1——) }tMIdt+/ e Mgt
0 n n i

oo
Como / e "tM=1dt es convergente, se tiene
0

[e.e]

lfm e M 1dt = 0 (2.14)
Ahora probamos que
n t n
lfim {et — (1 — —) ] tM=1at =0 (2.15)
n—oo J n

Por [52, p.16] sabemos

t\"  t?et
oge—t—(l——> < , 0<t<n,

n n

/n [e_t — (1 — 3) } tM_IdtH < l/n [t || et at (2.16)
0 n nJo

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES

luego




Capitulo 2 9

Por (2.7) y usando que Int <t para t > 0, podemos escribir

Je0+1]) < gecanin S LM+ 1) V7 W)
=0 J:
(2.17)

r—1 j
< po(M)+1 (1M + 1) y/r 8]

y , t>0
=0 J:

Por (2.16) y (2.17),

n r—1 n
%/ HtMHH et < % {Z HMH —l— 1) 7} / ot ta(M)-i-l-i-jdt} (2.18)
0 0

Jj=0

Como para 0 < 7 <r — 1, tenemos
/ et M gt < foo (2.19)
0

por (2.16)-(2.19) se tiene (2.15).

Por tanto acabamos de establecer el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1 . Sea M una matriz que satisface (2.8) y sean > 1 un

entero. Entonces
(M) = lim (n — D! (M) ' n™,

donde (M), estd definida por (2.5).
Sean P, () matrices en C"*" tales que

Re(z) >0 , Re(w) >0 para todo z € o(P), w € o(Q) (2.20)

Por (2.7) y usando que Int <ty In(l —¢) <1 —tpara0 <t < 1, se

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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deduce que

/WWLwHa—wawt

o (Pl + 1) (v ™ a(@-1 ;
gzz T Y(1—t) In? (£)In* (1—t)dt
7=0 k=0
r—1 r—1
(IPI+ 1) (Il +1) o(P)+i-1 ( a(Q)+h—1
SZZ JlE! -y dt
7=0 k=0
r—1 r—1
Pl +1 D 75" B (a(P k
:ZZ(H I+ 17 (ol + 1" r o (a(P) +Jj,(Q) + )<+OO
j=0 k=0
Luego podemos definir
1
B(P,Q):/ P -1 at (2.21)
0

En [33] se muestra que si P, () son matrices en C"*" satisfaciendo (2.20)
y P 6 @ son miltiplos escalares de la matriz identidad, entonces se verifica

que B(P,Q) = B(Q, P).

El siguiente ejemplo muestra que si P o ) no conmutan, entonces la pro-
piedad B(P,Q) = B(Q, P) no es cierta.

Ejemplo 1. Sean

eelie)esla)

matrices en C**2 para las cuales se tiene que o(P) = 0(Q) = {1, 2}. Entonces
se cumple que ambas matrices no conmutan pues

11 2 2
ro-[1 5|23 i]-er
001" 00 011" 0 1
Notarque{1 1] {1 1} {0 1] _{O 1}parat0d0n21.

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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Luego para 0 <t < 1 se tiene

c0 0. 01
tPI:tgl 12:{ti1 ﬂ$ <1—75)QI:<1_t)40 15:{(1) 1_—1575]
y
00, 201,
A—)Pi—(-p L1 :{Et 1&} Q@ 1—y 01 :{(1) tﬁ]
Luego

B(P,Q):/Oltp—f(l—t)Q—fdt:/Olltil H {(1) 1__tt}dt

:/Ol{til 2t(1_t—t) ]dt: { —11/2 _11/é2}

B(Q,P):/Oth‘I(l—t)P‘Idt:/Ol{(1) tgl] {_175 1275}6&

L e[ 2 ]

Por tanto B(P,Q) # B(Q, P).

Los siguientes lemas son faciles de probar, por lo que tan s6lo demostra-
remos el primero.

Lema 2.2.1 . Sean P, ) matrices que conmutan en C™*", satisfaciendo
(2.20), entonces:

B(P,Q) = B(Q, P)

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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Demostracion. Como PQ = QP, se deduce
(P—DI(Int)(Q —1)In(l —¢t) = (Q — I(In(1 —¢))(P — I)Int

para 0 <t < 1. Luego podemos escribir

1
B(P,Q) = / P11 — )9 " dt
0
1 1
:/ e(PI)lnte(QI)ln(lt)dt:/ o(@-D)In(1=1) L(P=D)Int gy
0 0

1
— / G(Q_I) lnue(P—]) ln(l—u)du — B(Q, P)
0

Lema 2.2.2 . Sean D, E matrices diagonales satisfaciendo (2.20). Entonces
B(D,E)=T(D)I'(E)T YD+ E)

Teorema 2.2.2 . Sean P, ) matrices diagonalizables en C™" wverificando
que PQ = QP y que satisfacen la condicion (2.20). Entonces

B(P,Q)=T(P)T(Q) I (P +Q) (2.22)

Demostracién. Como P, () son diagonalizables y conmutan, por el teorema
1.3.12 de |24], se deduce que son simultaneamente diagonalizables. SeaS una
matriz invertible en C™*" tal que

S'PS=D, ST'QS=E; D, E sonmatrices diagonales (2.23)

Para demostrar (2.22) observar que por |24, p.54], sio(P) = {A1,..., A\ } y
o(Q) =A{m,..., 1}, entonces

o(P+Q)={N+u},_
para alguna permutacion iy, %o, ...,%- de 1,2,... 7.
Como las matrices P y Q satisfacen (2.20), se deduce que

Re(s) >0 paratodo s € o(P+ Q) (2.24)

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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Por el lema 2.2.2, por (2.6) y por (2.23) se deduce

P+Q=S(D+E)S™!

y
N(P+Q)=S [/OO et tD“;Idt] STt=SI(D+E)S™, (2.25)
[(P)=ST(D)S™, T(Q)=ST(E)S! (2.26)

B(P,Q) = SB(D,E)S™' =S [I(D)I(E)I YD+ E)] S~ (2.27)

Por (2.25) se tiene "1 (D + E) = S7'T"1 (P + Q)S, y por (2.26) y (2.27) se
sigue que

B(P,Q)=ST(D)T(E)[ST'T Y (P+Q)S]S!
=(ST(D)S™H(ST(E)S™HTYP+ Q)
=I(P)T(Q)THP+Q)
Por tanto el resultado queda probado.
Nota 1. Ademaés de la hipotesis de conmutatividad, la condiciéon de dia-
gonalizacion del teorema 2.2.2 garantiza que cualquier valor propio z de la
matriz P + @ esta en el semiplano derecho del plano complejo. El siguiente
ejemplo muestra que en general si P, () son matrices satisfaciendo (2.20) su

suma P + () no satisface esta condicion.

Sean a y b nimeros positivos tales que ab > 1. Entonces las matrices
(12 0 (12
S S R Y

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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cumplen que o(P) = o(Q) = {1/2}, pero

pro-[1 ]

ya(P+Q):{1—\/%,1+\/%} con 1 —vab < 0.

Ejemplo 2. Sean

eeloa]esfoz]

Entonces, o(P) = {1}, o(Q) = {1,2} y
ro-[ 4240 1] o

2
1 1
Notarque:P—I:lg O} y {8 01 =0 € C?*2, Luego parat > 0 se

tiene

P—I __ O 1 . 1 O O 1 o 11nt
t _eXp([Oolnt_01+OOlnt_01'

k
, Joo 001" [0 0
Ademas,Q—I—{O 1}}7{0 1} _{O 1}paurakz1.Luego,pabrau

0 <t <1 se tiene

(1-t)9" =exp ([ 8 ? }111(1 —t))

= P

S PR

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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por tanto, como ya disponemos de todos los calculos estamos en condiciones
de poder evaluar la funcion Beta de argumentos matriciales P y ) dadas
anteriormente

. L /Oldt /01(1—t)1ntdt 11 s
B(P,Q)_/Ot (1—t)9 at= ) /01(1_t)dt _{O N ]

Ahora pasamos a calcular B(Q, P).

De una forma analoga, para0 <t < 1 se tiene

00 1 0
Q-1 _ _
t —exp<[0 l}lnt>_l0 t}’

(1—t)P[:exp([8 é]ln(l—t)> :H hl(ll_t)],

y

1

B(Q,P):/Othf(l—t)P‘fdtz /Oodt /07(11td;>dt - “) 1_/12 }

Luego B(P,Q) # B(Q, P). Ademas

F(P):/ ett“dt:/ et [ L Int ] dt
0 0 0 1

| et etlnt 1 -C
L el T
donde C = 0,577215... es la constante de Euler-Mascheroni, y hemos utiliza-

do, por [22, p.602] que
/ e 'Intdt = —C
0

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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Capitulo 2
y
o) o) ¢
—t Q-1 34 e 0 1 0
Q) /Oe " dt_/o [ . te_t]dt_[o 1
11 1 171 0][1 -1
pro-i=[o 5] =lo 1] [0 2][0 7
luego
2 3
4(1) ;5 10 11771011 -1
—t o N -
A [ [ 2] )
11 10 10 1 -1
—enf o 1] (o V] Lo 2 ) [0 )
. 1 1 ][ —t+Int 0 171 -1
P\ lo 1] 0 —t42me]o0 1
[, [ —t+Int 0 | -1
Lo 1P\ 0 —t+42mnt 1
[ tet et —te !
N 0 t?et
Luego
o0 Tl te7t t?et —te? 11
_ —t  PHQ—T g4 _ _
T S M A P EE
Por tanto
1 —3/4
Q=] o b #rer@rie o

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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ya que

emoresa=[y ][5 ][5 5]

11 —c[2 -1] _1[2 -1-C

210 1 0 1] 210 1 ‘
luego en este caso, en que la matriz P no es diagonalizable y PQ # QP, el
teorema 2.2.2 de este capitulo no es valido.

En el teorema 2.2.2 hemos establecido la formula
B(P,Q) =T(P)I(Q)T"'(P+Q)

suponiendo que P, ) son matrices diagonalizables en C"*" que conmutan y
verifican la condicion (2.20). En lo que sigue estableceremos el mismo resul-
tado a partir de hipotesis distintas, entre las cuales desaparece la condicion
de diagonalizacion de las matrices P y (). La idea de relajar las hipotesis del
teorema 2.2.2 eliminando la condicion de diagonalizaciéon de ambas matrices
Py @, viene motivada por el siguiente ejemplo en el que atin no siendo una
de las dos matrices diagonalizable, la formula (2.22) sigue siendo valida.

Ejemplo 3. Sean las matrices
(12 0 (12 b
P—[o 1/2}7 Q—[o 1/2} b#0.

Entonces se tiene que P es diagonalizable y o(P) = {1/2} > 0. Q no es
diagonalizable y 0(Q) = {1/2} > 0. Notar que P y () conmutan,

o= 2] -or

Ademas,
1 b

yo(P+Q)={1} >0.

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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Ahora desarrollando los céalculos que necesitamos, obtenemos

tp[_t[ —%)/2 _?/21 B { t;ﬂ 0 ]

t_1/2

T b, [T et 0 [T 0
F(P)_/O e 't dt_/o{ 0 ot p1/2 dt = 0 JF

donde hemos utilizado la conocida relaciéon

/OO et gy = L)
0

NV
aplicada parav =1/2y u =1,y que I'(1/2) = /7.

Como

2 3
4 =12 pY2 Ing .
Q-1_, 0 t—1/2

se tiene

o0 o[ —ty-1/2 —t 4—1/2
F(Q):/ ettQIdt:/ {6 g beeftl/z}nt} dt
0 0

:[ﬁ —bﬁ((]+2ln2)}
0 e

donde C' como en el ejemplo anterior , denota la constante de Euler-Mascheroni.
Observemos que en el altimo paso de los célculos anteriores paral’((Q)) hemos
utilizado, segin |22, p.576] que

/OO t' et Intdt = %F(y) [Y(v) —Inu], Re(n) >0, Re(r)>0
0

siendo ¢ la funcién psi de Euler. En nuestro caso hemos aplicado la formula
anterior para v =1/2y u = 1. Asi obtenemos

/OOO et V2 Intdt = 11—1/2 I'(1/2) [¢(1/2) — In1]

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES
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y ahora teniendo en cuenta que ¢(1/2) = —C' — 21In 2 concluimos que
/ e 't V2 Intdt = — (C +2In2) V7
0

Calculamos ahora tF+9—1

luego

(e%¢] e o] —t —t
B b PrQ-T g, e be " Int |1 =0
F(P+Q)—/O et dt—/o [ 0 ot dt = 0 1

Ahora calculamos B(P, @), para ello empezamos evaluando

HeT { V2 (1 —t)72 bt 21— )2 In (1 —t) ]

pP-I
t (1 - - 0 t—l/? (1 —t)_1/2

asi deducimos que

1
B(P,Q):/O =1 (1 — 1) dt

- 1 V2 (1=t)"2 bt Y2 (1—t)"V2 In(1—t) g | 7 —2bmln2
s 0 AEEOREE e N

donde segin |22, p.558| hemos utilizado que

[ e B [00) — ). Be) > 0. Be) >0

aplicada para = 1/2 y v = 1/2, en cuyo caso se deduce
1
/ 21—t In (1 —t)dt = B(1/2,1/2) [¥(1/2) — 1 (1/2 + 1/2)]
0
y ahora teniendo en cuenta que B(1/2,1/2) =7y ¢(1) = —C, se deduce

1
/ 2 (1= )2 (1 t)dt = —27 In2
0
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Con todo ello tenemos

DPTQTH(P+Q) =

[ S0 ] )

T —2bmwln2
A BT

por lo que atn eliminando la hipotesis de diagonalizacion de ambas matrices
Py @, la relacion

B(P,Q)=T(P)T(Q) I (P +Q)

sigue siendo vélida.

Como hemos dicho anteriormente en lo que sigue relajaremos la condicién
de diagonalizacion de las matrices P y ().

Conviene senalar que implicitamente se utilizara la identidad
o(A+nl)=0(A)+n, AecC™, n entero

Para alcanzar el objetivo anteriormente mencionado empezamos dando
el siguiente

Lema 2.2.3 Sean ]5, Q € C™" de modo que PQ = QP, P+ Q+nl es
invertible Vn > 0 y

Re(z) >0 ¥V € o(P)
Re(w) >0 YV € o(Q)

entonces
(i) B(P,Q+nl)=(P+Q)," (Q.B(P,Q

(il) B(P+nl,Q+nl)=(P)(Q)n(P+Q) B(P.Q), n=0 (229)

), n>0 (2.28)
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Demostracion. Empezamos probando (i). Notar que la identidad es trivial
para n=0, ya que, por (2.5) se tiene que (M )y = I, M € C™*". Sea ahora un
natural n > 1 arbitrario, pero fijo y observemos que razonando igual que para
justificar la representacion integral (2.21) es sencillo probar que la integral
matricial

1 R ~
/ =1 (1 — )9 =D gt converge
0

por lo que podemos escribir

1 A~ ~
B(ﬁ,@+nl):/ tP=T(1 — )@+r(n=DI gp
0

1-6 R
= lim tP=1 (1 — )@+(n=DI gy
1-5 R R
= lim tP+Q+(nf2)I (1 - t)Q‘F(TL*l)I t*(Q‘F(’n*l)I) dt =

integrando por partes

1-6

. » A . . Q+(n—1)I ,P
—(lgr(l){(P—i—Q—k(n 1)1) (1—1) t L

+ lfm <P+Q+(n—1)1)_1 :

6—0

-/61_6{ (Q+(n—1)])(1—t)Q+("_2)ItP+(1—t)QJ“("_l)I(Q+(n—1)]> tﬁ_l}dt

- <]5 +Q+ (n— UI) - (Q + (n — 1)[) lim /51_6 tﬁ—l(l _ t)Q+(”_2)Idt

—0

1

— (]5+ Q+ (n— 1)[>_1 <Q+ n— 1)[)/ 1PI(1 Q=2 gy

= (P+Q+m-11) (Q+(-1I)BE.Q+ (-1

donde hemos usado implicitamente en las manipulaciones la conmutatividad
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de las matrices P y Q, y en la ultima igualdad que
1 A ~
/ tF=1(1 = )te=DIgt  converge
0

Por tanto hemos obtenido

B(P,Q +nl)
. (2.30)
- (15+Q+ (n — 1)1) (Q+ (n — 1)1) B(P,Q + (n—1)I)
Razonando como antes se obtiene igual que
B(P,Q+ (n— 1))
(2.31)

_ (13+Q+ (n—2)[>_1 <Q+ (n—2)l> B(P,Q+ (n—2)I)

por lo que sustituyendo (2.31) en (2.30) y teniendo en cuenta que PQ = QP
deducimos que

B(P,Q +nl)

-1

- (P+Q+(n—1)l>l (15+Q+(n—2)1>

: (Q 4 (n— 1)1) (Q +(n— 2)1) B(P,0 + (n—2)I)

Prosiguiendo este camino de descenso se conjetura que
B(P,O+nl)= <P+Q+(n—1)])l. . (15+Q)1 (Q+(n—1)1) ...OB(P,0)
y usando (2.5) sobre las matrices Q, P+ Q, sabemos

(15+Q>n: <P+Q) <P+Q+(n—1)1)

(@) =@...(@+®m-1)
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por lo que la dltima identidad se reescribe en términos del factorial genera-
lizado matricial como

A oA A R AR A oA
B(P.Q+nD) = (P+Q) (Q) BP.Q)
la cual es facil de demostrar por induccion.

Veamos ahora la prueba de la identidad (ii), paran > 1, pues sin =0 la
demostracion es trivial.

Como .
/ t7(1 - t)th converge
0

se tiene

1 A~ ~
B(P+1,Q+1) :/ tP(1 —t)dt
0

1-6 1-6

— lfm #£(1 — )9dt = lim (1 — 1)1 — )P+t

1-6

e > A “top o N\Q+T
_%{(pHgH) (1 - 1)

)

+11rnP P+Q+I / tP T(1—¢)" P+tﬁ(1—t)*<ﬁ+f>} (1— )P+ gy

6—0

:P(P+Q+I> lim [tp’f(l — ) 1P —t)Q} dt
. . R 1 1-6 . .
:P<P+Q+I> lim t7H (1 — t)9at
—VJs

A /oA A -1 A A
:P(P+Q+I) B(P,0 + 1)
luego hemos concluido que
—1

B(P+I,Q+I):P<P+Q+I) B(P,Q+1)
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aplicando el apartado (i) ya demostrado, y la conmutatividad de las matrices
Py @, deducimos que

por lo tanto (2.29) es cierta paran = 1.

Supongamos por hipdtesis de induccion que (2.29) es valida para un cierto
n, esto es,

B(P+nl,Q+nl) = (P), (Q)n (P + Q) B(P,Q)
y veamos que también se cumple paran + 1, es decir
B(P+(n+ D)1, Q+(n+ 1)) = (P)usr (Qusr (P + Q)anyo B(P,Q)

En efecto, usando que PQ = QP,

~

(P)nt1 (Q)usr (P + Q)i B(P, Q)

~

P(P+1), Q(Q+I), (P+Q)" (P+Q+I)"t (P+Q+2I);! B(P,Q)

PQP+Q)" Y (P+Q+1)" B(P, Q) (P+1), (Q+1), (P+O+21);]

=B(P+1,Q+1)(P+ 1), (Q+ D) (P+Q+2I);, =
aplicando la hipétesis de induccion continuamos con la tltima igualdad
= B(P+ (n+1I,Q+ (n+1)I)
como queriamos demostrar.

Con objeto de dar validez a la férmula que relaciona las funciones Beta
y Gamma matriciales probada en el teorema 2.2.2 anterior, pero ahora a
partir de hipotesis distintas, y en un recinto méas amplio, introducimos a
continuacién la siguiente
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Definicion 2.2.1 Dadas las matrices P, () € C™*", de manera que P y Q)
conmutan, y P+nl, Q +nl y P+ Q + nl son invertibles para todo entero
no negativo n, definimos

B(P,Q) = (P), (@) (P+Q),,, B(P+nol,Q+nol)

siendo ng = [| 0|] + 1, donde || denota el valor absoluto, [-] la parte entera y
To = min {7y, 7,73} con

71 =min{Re(z) : z € o(P)}
7o = min {Re(w) : w € o(Q)}

73 =min{Re(s): s € a(P+Q)}

Nota 2. Observamos que usando el lema 2.2.3 anterior, obtenemos que esta
definicion es buena, ya que, coincide con la que tenfamos hasta ahora.

Con todo ello estamos ya preparados para demostrar el siguiente

Teorema 2.2.3 Sean P, (Q matrices en C™" verificando PQ = QP y de
modo que
o(P),0(Q),0(P+Q)cC—{-n, n=0} (2.32)

entonces

B(P,Q) =T(P)I(Q)T(P+Q)

Demostracién. En primer lugar demostraremos el resultado para el caso
particular en que

Re(z) >0 Vz e o(P)
Re(w) >0 Yw € o(Q) (2.33)

Re(s) >0 Vseo(P+Q)

y luego abordaremos el caso general.
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Bajo la hipotesis (2.33) se tiene

I(P)T(Q) = < /O ey du) ( /0 ey dv)

= / / (e*” ul e @ du dv) =
o Jo

efectuando el cambio de variable

U
U+ v

x = — u=2y

y=utv — v=y(l-=z)
y como el jacobiano J(x,y) de esta transformacion es

T
J(x,y)z‘ _gj L. | =Y

se tiene continuando con la ultima igualdad

o] 1
N / / e (wy) eV [y (1—2)) Y ydudy =
0 0

por la conmutatividad de P y @

00 1
= / e Yyl P=l (1 — )T dzx dy
o Jo

= ( /0 e~ yP+Q-1 dy) ( /0 1 21— )@t dx)

=I(P+Q)B(P,Q)

Es interesante senalar hemos utilizado la representacion integral del (P + Q)
gracias a la hipotesis (2.33), Re(s) >0 Vs € o(P + Q).

En consecuencia, hemos deducido que

N(P)T(Q) =T(P +Q) B(P,Q)
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luego
B(P,Q)=T""(P+Q)I'(P)T(Q)=T(P)T(Q)T (P +Q)
tal y como queriamos demostrar.

Analizamos ahora el caso general, esto es, supongamos P, () matrices en
C™" que conmutan y cumplen (2.32).

Sean
71 =min{Re(z): z€o(P)}
7o =min{Re(w) : w € a(Q)}
73 =min{Re(s): seo(P+Q)}
y llamemos
To = min {7y, 7o, 73}
entonces tomando ng = [|7o|] + 1, siendo [-] y | -| la parte entera y el valor

absoluto respectivamente, es claro que
Re(z) >0 Vz e oa(P+nol), o(Q+nol), o(P+Q+nol)
vaque, o(A+nl)=0(A)+n, AeC™.
Por otra parte, como trabajamos bajo la hipotesis (2.32) sabemos que
I(P) =T(P+nol) (P + (ng— I)~" ... (P+1)"'P!
Q) = T(Q + noD)(@Q + (ng — D)™ ... (Q+ 1)'Q™!

[(P+Q)=T(P+Q+2ncl)(P+Q+(2no— 1))t ... (P+Q+I)"Y(P+Q)™*
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en consecuencia usando PQ) = QP

D(P)T(QTY(P + Q) = T'(P + no)I(Q + nol )T (P + Q + 2nol)-
(P +(no— 1))~ ... (P+ D 'PYQ + (ng — VI)...(Q+I)"'Q~"
(P+Q+ (2ng—1I)...(P+Q+1)(P+Q)
=D(P+nol)T(Q+nol) TP+ Q +2nol) (P);,} (Q)rd (P + Q)2ng

= B(P +nol,Q +nol) (P), (Q)ny (P + Q)20 = B(P, Q)
por lo tanto hemos deducido
B(P,Q)=T(P)I( Q)T (P +Q)

siendo Py @ matrices que conmutan y cumplen (2.32), con lo que el resultado
queda probado.
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SOBRE LA FUNCION Y LA
ECUACION DIFERENCIAL
HIPERGEOMETRICA
MATRICIAL

3.1. Introducciéon

Empezamos este tercer capitulo recordando en primer lugar, que las re-
ferencias bibliograficas [45], [47], [49], [52]| se dedican al estudio de las fun-
ciones especiales, de la fisica matematica y de los polinomios ortogonales.
Asimismo, en los trabajos [10], [28], [49] v [16], [32], |36], |33] se muestran
las funciones especiales matriciales en conexion con la Estadistica, la Fisica
Teorica, la teoria de representacion de grupos y los polinomios ortogonales
matriciales.

El proposito de este capitulo es el estudio de la ecuacion diferencial hiper-
geométrica matricial y su conexiéon con la funcion hipergeométrica matricial.
La funcién hipergeométrica matricial es interesante para desarrollar la rela-
cion entre la emergente teoria de los polinomios matriciales ortogonales y las
ecuaciones diferenciales matriciales, asi como la evaluacion exacta de ciertas
integrales que involucran funciones matriciales en términos de las funciones
matriciales hipergeométricas.

29
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Este capitulo esta organizado de la siguiente forma. En el segundo apar-
tado resumimos algunos resultados sobre ecuaciones diferenciales matriciales
bilaterales e introducimos el concepto de conjunto fundamental de soluciones
para una ecuacion diferencial matricial del tipo

X" = () X"+ f2(2) X f3(2) + X' fa(2),
donde f;(z) son funciones con valores matriciales de variable compleja z.

En el tercer apartado se introduce la funcién hipergeométrica matricial
F(A, B;C;z2). Se dan algunas de las propiedades de F'(A, B; C; z), tales co-
mo su invertibilidad, cotas de error para su desarrollo en serie truncado, asi
como cotas para su inversa y para su derivada en términos de los datos.

En el apartado cuarto se aporta la solucién general en forma cerrada de
la ecuacion diferencial hipergeométrica matricial

2(1—=2)W" = 2AW' + W'(C — 2(B+ 1)) — AWB =0,
donde A, B, C son matrices en C"*" y z es un nimero complejo.

En el apartado quinto, aprovechando la representacion limite de la funcion
Gamma matricial dada en el segundo capitulo, se demuestra una condicion
suficiente para garantizar la convergencia de F'(A, B;C;z) en la frontera de
su dominio de convergencia.

En la sexta y ultima seccion, bajo ciertas hipotesis se da una represen-
tacion integral de F'(A, B; C'; z). Para ello utilizaremos la relacion entre las
funciones Beta y Gamma matriciales establecida en el capitulo anterior.

Si P es una matriz en C?*9, su 2-norma, denotada por || P||, esta definida
por |21, p.56]

P
1P = sup 1220z
P Tzl

donde para un vector y de C, |ly||, = (yTy)1/2 es la norma euclidea usual
de y.
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Recordemos, pues méas adelante nos sera 1til, que por el lema de pertur-
bacion [15, p.5], si P, @ son matrices en C"™*" siendo @ invertible, y si

1P —Ql < |7 (3.1)
entonces P es invertible y
P*l < HQ_1H 32
1P = oo =an (32)
_ 2
T o Ll I i
1P =7l = g =a (33)

3.2. Ecuaciones diferenciales matriciales linea-
les de segundo orden bilaterales

Para mayor claridad en el desarrollo de este segundo apartado, recorda-
mos previamente un resultado cuya demostracion puede encontrarse en el
texto [14, capitulo X].

Teorema 3.2.1 ([14, p.287]). Sea B(zo;7) un disco abierto en el plano com-
plejo de radio r centrado en el punto zy. Sea E el espacio de Banach de todas
las matrices de C™" dotado con la 2-norma. Sea f : B(zp;7) X E — E una
funcion continua, tal que

1/ (2, X1) = f(z, Xo)|| < K ([z = 2]) | X1 = Xaf|, (3.4)
donde z € B(zo;1) ; X; varia en E parai=1,2 y & — K(&) es una funcion

continua a valores reales definida sobre el intervalo|0,r]. Entonces para cada
Xo en E, existe una y solo una solucion U de

X' = f(z,X), (3.5)

definida en B(zp;r), tal que U(z) = X.
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En particular, si consideramos una ecuacién diferencial matricial lineal
bilateral de la forma

X'=A1(2) X + X B1(2) + Aa(2) X Ba(z) + A3(2) X Bs(2) + C(2), (3.6)

donde A;, B; parai = 1,2,3, y C son funciones continuas de B(z;r) en E,
entonces la ecuacion (3.6) es del tipo (3.5), donde

f(z,X) = A1(2) X + X Bi(z) + A2(2) X Ba(z) + As(z) X Bs(2) + C(2),

y f satisface una condicion de Lipschitz del tipo (3.4). Por el teorema 3.2.1
anterior, para cada Xy en E, existe tnica solucion U de (3.6), para z en
B(zp;7) de manera que U(zy) = Xj.

La siguiente definicién es una extension del concepto de conjunto funda-
mental de soluciones introducido en [29] para un caso particular.

Definicion 3.2.1 . Sean f; : B(zp;r) — E funciones continuas y acotadas
en B(zo;r) para 1 < j < 4, y sean Uy, Uy dos soluciones de la ecuacion
diferencial de sequndo orden

X" = [(2) X' + fa(2) X f3(2) + X' fa(2). (3.7)

Decimos que {Uy,Us} es un conjunto fundamental de soluciones de (3.7) en
B(zo;7), si cualquier solucion U de (3.7) admite una dnica representacion
de la forma

U(z) =Ui(2) P+ Us(2)Q, z € B(z;7), (3.8)

donde P, () son matrices en C™*", inicamente determinadas por U.

Teorema 3.2.2 . Si {Uy,Us} es una pareja de soluciones de la ecuacion
(3.7) en B(zo;7) de manera que la C*™*" matriz

. U]_(ZQ) UQ(Z()) . .
W(Uy, Uy, z) = l Ul(z0) Ul(z0) es invertible, (3.9)

entonces {Uy,Us} es un conjunto fundamental de soluciones de (3.7) en

B(zo; 7).
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Demostraciéon. Observemos que para cualquier pareja de matrices P, () en
C™", la funcion V(z) = Uy(z) P + Us(2) @ es una solucion de (3.7). Dada
una solucion U de (3.7) con condiciones iniciales Cy = Ul(zy), C1 = U'(2),
sean Py, ()y las matrices definidas por

Fo 1| Co ]
= |\W(Uy, U, . 3.10
{Qo} (W (U1, Uy, 20)] |:Cl ( )

Entonces V (z) = Uy (2) Py+ Us(2) Qo es una solucion de (3.7) en B(zg; 1),
satisfaciendo las mismas condiciones iniciales que U ya que,

V'(2) = Ui(2) Py + Us(z) Qo,
v -lae am e
= W(Uy, Uy, 20) [W(Uy, Us, 20)] [

V(ZQ) . CO . U(ZQ)
{ o } _ { =l oa ] (3.11)
Ahora probamos que un problema de valor inicial para la ecuacion (3.7)
admite una tnica solucion. En efecto, notemos que considerando el cambio

de variable Y = [X X']", la ecuacion (3.7) es equivalente a la ecuacion dife-
rencial matricial de primer orden

Y’:{gé])@[g fl?z) ]Y+[8 ?]Yﬂt(z)%—[ f;()z) g]Yfg(z). (3.12)

Por el teorema 3.2.1 anterior, un problema de valor inicial del tipo (3.12)
admite una unica solucién. Como la relacion entre las soluciones de (3.7) y
(3.12) esta dada por

X =[I 0]Y, (3.13)

entonces un problema de valor inicial del tipo (3.7) admite una tnica so-
lucion. Por (3.11) V(2) = Uy (2) Py + Ua(z) Qo satisface la misma condicion
inicial que U(z). Por la unicidad V' (z) = U(z) para todo z en B(zy;r). Por
tanto el resultado queda demostrado.

Ejemplo 1. Sea zy un nimero complejo tal que 0 < |z] < 1y sean A,
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B, C' matrices complejas en C™". Sea 0 < dp < |29] < 1—07, con 0 < d; < 1
y r = min (Jo, d1). Entonces en B(zg;r) la ecuacion

A A

"o__ / Y 7 C—Z(B—l—[)
W= W WD W[—Z(l_z) ] (3.14)
es del tipo (3.7) con:
A A L _ —C+2(B+1)
fl(z)il—z’ f2(2)*m7 f30=B; fi@= R (3.15)

3.3. La funcién hipergeométrica matricial

Empezamos este apartado, con la definicion de la funcién hipergeométri-
ca matricial.

Definicion 3.3.1 . Sean A, B, C' matrices en C"™*" donde

C +nl es invertible para todo entero n >0, (3.16)

entonces denotamos por F(A, B; C;2) la funcidn hipergeometrica matricial,
definida por

F(A,B;C;z) =Y  — (A)n(B)a [(C)a] " 2" (3.17)

n>0

donde la notacion (), esta definida en (2.5) del capitulo 2.

A continuacion, probaremos que la serie de potencias matricial (3.17)
converge para todo z tal que |z| < 1. Notar que si n es un entero positivo
suficientemente grande, de modo que, n > ||C||, entonces por el lema de
perturbacion, ver (3.2), podemos escribir

)
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y por tanto

1/C N ERRire; - 1
CHn) =l (=+1) |[[==||(=+1) ||<—5- .
e nn =z (5 +1) | =2 | (5 +1) e =1

(3.18)
En lo que sigue denotaremos
= e+ D e+ m-vn . nzo. (39
y es conveniente observar, para las proximas acotaciones que
1Al < (AN, (Bl < (IBI)), (3.20)

Por (3.19), (3.20), se tiene

(A)n(B)gl[(C)n]_ | < 1A Hgf)nHT(n) o< (MH)H(HS!H)J(“) o
Ahora probamos que
A Bl|), T(n
5 (A, UBD, Y, o)

n>0

converge para |z| < 1 usando el criterio del cociente. En efecto por (3.18) se
sigue que paran > ||C/||

lim (HAH)HH(HBH)nﬂ (”+1)|z|"+1
n-oe ([[A],, (1B, T(n) 2" (n+ 1)

o JALEW (B0 (€ 47
= lim
n—o0 n+1
A B
Sﬁm<uu+nﬂuu+nhdzpy
n=se (n+1) (n—||C])
Luego la serie de potencias (3.17) es absolutamente convergente para
|z| < 1.

Ahora estamos interesados en la determinacién de un dominio en el que
Ui(z) = F(A, B; C; z) sea invertible. Sea 0 < v < 1 y notemos que

o (1A= ) (IB]) + )

e T § i o7 D
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Tomemos ng > méx (1, ||C||) un entero positivo de manera que verifique
la siguiente desigualdad

(Al + ) (1Bl +n)
(n+1) (n—|[C])

<1+, n > ng, (3.22)

Consideremos ahora los ntimeros reales positivos A y L, definidos respec-
tivamente como

A~ mzl (Al HBH) () o _ (AD, (IBI])a, T(0)

3.23
’ no! ’ ( )

donde Y(n) esté definido por (3.19). Observemos que como la funcion real
de variable real

f(x):Aa:+L$, 0<z<1, (3.24)
es creciente,
FO)=0 y  lm f(r)=+oo,

existe un tnico valor py tal que 0 < py < 1, de forma que

fpo) =1 =7, (3.25)

Tomamos p; con 0 < p; < pg, de manera que (1 + v)p; < po. Por (3.22)
podemos escribir para n > ny,

1
e )<HAH>M<HBH>M 4D ) (B )

;<||A||)n(||B||)nT(n> =+ m—|C]) =1 (3.26)

y en consecuencia por la elecciéon de p;, de las desigualdades anteriores se
deduce

1
n+1)!

(A1 (Bl TADpr < po% (AN, (1B, T(n), n = no.

Luego podemos deducir la siguiente acotacion
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1Ux(p1) = Ur(O) || = [[Ur(p1) — 1|

<Z (A, (1B, T(n)pt

n>1

n=1

< {i %(IIAII)n(IIBII)nT(n)}fO1 (3.27)

£ 3 (1Al (181, T

n>ng

<Apo+z (AT, (LB, T (n)pr

n>n0

donde la tdltima serie cumple

S (Al (11, T

n>ng

< | 041D, (131D, TOw)| 3 0t (3.25)

n>ng

1

Po° Po
=—(||A B T L .
nO! (“ H)no (H H)no (nO)l _ pO < 1 _ pO |

y por (3.27), (3.28) se deduce

En consecuencia [|[Uy(p) —I|| < 1 —~, para 0 < p < p; y por el lema de
perturbacioén, se tiene que

Ui =F(A,B;C;2) es invertible y ||Ui(x)—I||<1—y para |z|<p;. (3.29)
Por (3.2) y (3.29),

Uiz =1l _1-1
G -1

@™ -1l < 2l <o
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1 1
e s === L<n

Ademas, por (3.28) paran > ng y |z| < p; se deduce que

< Z (A, (1B, T m)pr (3-30)

m>n

<LY pr=L

m>n

1—Po

Luego, dado € > 0, tomando n > ng de modo que

o equivalentemente

) nO = nE; (331)

si denotamos por

F, (A, B;C;z2) =

, (3.32)
v
=0 I

el truncamiento de orden n de la funcion matricial F'(A, B; C; z), se deduce
que cumple

|Ui(2) = Fret (A, B;Cs2)| <&, |z <p1, n>n..

Asi pues, y resumiendo los razonamientos anteriores, el siguiente resultado
queda demostrado:
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Teorema 3.3.1 . Sean 0 < v < 1 y e > 0. Sean ng y n. enteros posi-
tivos satisfaciendo (3.22) y (3.31) respectivamente. Sea py la solucion de
la ecuacion (3.25) donde f estd definida por (3.24). Sea p1 de manera que
p1 < (14+7)"tpo, Ur(z) = F(A, B;C;2) y F,(A, B; C; 2) definida por (5.52).
Entonces

(1) Ui(2) es invertible y ||(U1(z))_1H <~ para |z| < py.

(it) |U1(2) = FuA, B; G 2)|| <&, [zl <pry no2ne.

Consideremos ahora las cotas para la funcion matricialU](z) en el recinto
|z| < p1 donde p; esta dado por el teorema 3.3.1 anterior.

Notemos que para |z| < p; se tiene

U (2)]] < Z (Al T(LT(L ‘—Byll)) (n)p?_l'

n>1
Dada v con 0 < v < 1, sea ny > ng tal que

(Al +n) (B + )
n(n—||C))

<147, n>n >mix(L,]C|), (3.33)

Sea ps tal que (14 7)p2 < p1y

= (JAD, (1B, T(n) (1A, (IBI),., (1)
A= ; (n—1)! o ha= (ny — 1)! o (334)

donde Y(n) esta definida por (3.19). Observemos que para|z| < ps podemos
escribir

e H<Z \L‘W !BII Ay (Al ,Zéﬂff’!\l T(n )pgfl, (3.35)

n>ny

y por (3.33)

1
~1)!

%(Ml)nﬂ(IlB!\)n+1T(n+1)<(1+7)n WAL ABI T (), n=n,
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se deduce

(1A[D, (1B, Y (n) T
n;l (n—1)! P2

A B T(ny 1
< (l H)"E:J _”1);!1 ( )Z [p2(1 +7)]" (3.36)

n>ni

Lipi! L
< I Z p711,71 _ 11 < 1
n>ni 1- P 1- P

Si F,(A, B; C; z) esta definida por (3.32), usando (3.34)-(3.36) se tienen
las siguientes acotaciones

L
IUH() = (A B G € T2t ™ nzm [ < pe

(3.37)

Ly
1T < At = el < o
— P

Resumiendo, el siguiente resultado que nos proporciona cotas paral;(z)
y para su truncamiento de orden n, queda probado:

Corolario 3.3.1 . Con la notacion del teorema 3.3.1 anterior, sea py > 0
elegido de manera que pa(1+7) < p1. Sea ny un entero positivo satisfaciendo

(3.33) y
In <5(1L— Pl))
n. =1+ méax !

o (3.38)

donde Ay y Ly estdn definidas por (3.84). Entonces

IO <A+ =p) " L 2] <p2

(ii) [|U1(2) = (A, B; Cs 2)| <&, |2 < pa, n=mf

Los resultados establecidos en este apartado los utilizaremos proxima-

mente para determinar la solucién general de la ecuaciéon diferencial hiper-
geométrica matricial.

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES



Capitulo 3 41

3.4. La ecuacién diferencial hipergeométrica ma-
tricial

Consideremos la ecuacion diferencial matricial hipergeométrica
21— 2) W' — 2 AW+ W/ (C - 2(B+1)) — AWB=0, 0<|z| <1, (3.39)
donde
OB = BC. (3.40)
y C satiface (3.16). Notar que la ecuacion (3.39) puede escribirse en la forma
(3.14). Buscamos una solucion W de (3.39) de la forma
W(z)=> Wp2", |z <1 (3.41)
n>0
Tomando derivadas formales en (3.41) y sustituyendo en (3.39) se tiene

W'(z) = Zanzn_l, W"(z) = Zn(n — 1)W,2" 2,

n>1 n>2

Z n(n — DW,z""! — Zn(n — )W,2" — Z nAW, 2" — Z nW,Bz"

n>2 n>2 n>1 n>1

+ Z nW,Cz"1 — Z nW,z" — Z AW,Bz" =0,

n>1 n>1 n>0

(LLECY—-/4VVblg)4*<2L@3 —-/4D?3 —-L@ﬁl?-—-b@ﬁ %*2‘@5(7——14L@113)2

+ Z{n (n+1) W,y = n—1) W,— n AW, — nW, B—lV,+ (n+1) W,,nC—AW, B} 2"=0

n>2
[gualando a cero los coeficientes de cada potencia de z" se tiene que

WiC — AWyB =0, ]
2Wy — AW, — Wi B — Wy 4+ 2WoC — AW, B = 0,
(3.42)
n(n+ )Wy —n(n — 1)W,, — nAW,

—nW,B —nW, + (n + 1)W1 C — AW, B =0
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Luego
W1 - A W(] B Cil, (343)
1 _
Whir = D (A+nD)W,(B+nl)(nI+C)"",  n>0 (3.44)
Observar que por (3.44) y (3.40), tomando Wy = I se deduce que
Wnﬂ:mA(Aﬂ)- (A+n)BB+I)...B+nl)(CH+nl)~ .. O+ C7
1 -1
Wi = A (Bl [(C) 1] (3.45)

Luego existe una solucion Wy de (3.39) la cual esté bien definida en|z| < 1
satisfaciendo W1(0) = I, dada por

Wi(z) = F(A,B;C;2). (3.46)

Ahora buscaremos una segunda solucion Wy de la ecuacion (3.39), bajo
las hipdtesis: C' + nl invertible para todo enteron < —2, (3.40) junto con

AC = CA. (3.47)

Sea Dy el plano complejo cortado a lo largo del eje real negativo, y deno-

temos por 2/~ = exp ((I — C)log z) donde log representa la determinacion

principal del logaritmo, [56, p.72]. Buscamos una solucion de la forma
Wy(z) =V (2)2"79, |2l <1, z¢€ Dy, (3.48)

donde V' es una funcién por determinar. Tomando derivadas de W5 se tiene
Wy(2) =V'(2)2"C +V(2)27“(I - O),

Wi (2) =V"(2)2"¢ +2V(2)2=“(I — C) = V(2)z7“1C(I - O).
Sustituyendo estas expresiones en (3.39), y denotando V' (z) =V, se de-
duce
2(1—2)V" 4+ {2V = V'C = 32V + 22V'C — A2V’ — 2V'B}

(3.49)
+{VO-VC?—AV+AVC-VB-V+VCB+VC—AVB}=0
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Supongamos por un momento que
V(z)C=CV(z), V'(z)C =CV'(2), (3.50)
entonces (3.49) es equivalente a
212 V=2 (AH-CO)VHV'[(2[- O)— 2(B421— C)|-(A+-CV(B+C) =0. (3.51)

Observar que la ecuacion (3.51) es una ecuacion diferencial hipergeomé-
trica matricial del tipo (3.39) con parametros

A=A+I-C, B =B+I-C, O =2-C. (3.52)
Como probamos anteriormente
V(iz)=FA+I1-C,B+1-C;21 -C;z), |z]<1, (3.53)

es una solucion de (3.51) porque CB = BC'. Ademaés, notemos que bajo las
hipotesis (3.40) y (3.47), efectivamente F(A+ 1 — C,B+ 1 — C;2] — C;2)
y su derivada conmutan con C' pues los coeficientes matriciales de la funcion

F(A+I—-C,B+1—C;2I —C;z) son
1
E(AJrI—(J)n(BJr]—(J)n[(ZI—C)n]_l, n > 0.
Por tanto
Wy(2) = F(A+I—-C,B+1—C;2] —C;2)2' ¢, (3.54)

es ademas una solucion de (3.39) paraz € Dy, |z| < 1.

En lo que sigue, construimos una solucién general en forma cerrada de
la ecuacion diferencial matricial hipergeométrica (3.39) bajo las hipotesis:
C + nl invertible para todo entero n, (3.40) y (3.47). Notar que

Wi(2)=Ui(z), Wa(2)=U2"% 0<|z|<1, z€ Dy
(3.55)
Ui(2)=F(A,B;C;2), Us(2)=F(A+I1—C,B+I1—C;21—C;2)

son soluciones de (3.39). Por el teorema 3.2.2 anterior, la pareja {W;, Ws} es
un conjunto fundamental de soluciones de (3.39) en el dominio

Q0)={z€ Dy, 0<|z|<d}, d<1
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si la matriz bloque

Wi(2) WQ(Z)} , (3.56)

Ste) = [ W) W)

es invertible en Q(6). Por las propiedades del complemento de Schur de una
matriz, ver 6], la matriz S(z) dada por (3.56) es invertible si y solo si

M(z) = Wi(z) — Wi(z) [Wh(2)] " Wa(z) es invertible.
Notar que
Af(z)=:C@(Z)Zlfc-%(&(2)270(1-—(7)—-Lq(z)[Cﬁ(Zﬂ_llb(Z)foc>
M(z) = {Uj(2)z + Us(2)(I — C) — Uy(2) [Us(= (z)z} 279 (3.57)
Por (3.57), notemos que M(z) es invertible si y solo si
N(2)=z [Us(2)=Ui(2) [Ui(2)] "' Ua(2)]| +Ua(2)(I-C) es invertible. (3.58)

Por las demostraciones del teorema 3.3.1 v del corolario 3.3.1 de este
capitulo, sabemos que si 0 <y < 1, y ny es un entero positivo tal que

(|A+I—=C|+n)(||B+I-C|+n)
(n+1)(n—|21 - C)

<14y, n>ny>méx (L, |2I-C|), (3.59)

denotando
_UA+1-=0),, (IIB+1=Cl),, B(n2) 7
2 — n2! )
) (3.60)
ng—
(A+1-C), (IB+1—-Cl), 2(n)
A=) w .
n=1 .
donde
o(n)=[|I-C)Y|[|BI=C)| ... |(=C+(n+1))Y|, n>0, (3.61)
y p3 es la solucion de
hi(ps) =1-7, (3.62)
con .
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Si (14 7)ps < p3 entonces Up(z) = F(A+1—-C,B+1—C;2I —C;2)
satisface

Ua(2)=II<1 =y y [[(Ua@) [ <77 |2l <pa
Ademas, si ng > ns se elige de modo que

(A+1=Cll+m)(IB+1-C]+n)
n(n— |21 = CY)

<147, n>ng>méx(l,[[2I-C|), (3.64)

"321 (lA+1—ClD, (1B +1 = C|), ®(n)

Ax =
’ (n—1)! ’

n=1

(3.65)
([A+ T+ Cll),, (1B + 1 = CYl),,, (n3)
(ng —1)! ’

por los comentarios previos y la prueba del corolario 3.5.1 anterior se tiene

1Ua(z) = Il < 1=, [[(Oa(z)) | <771y
(3.66)

L
[ < Ay + =, L2l <

Luego, acabamos de establecer el siguiente resultado:

Corolario 3.4.1 . Sean A, B, C matrices en C™*" satisfaciendo: C +nl es
invertible para todo entero n, excepto posiblemente el 1, (3.40) y (3.47), y
sea Uy(z) = F(A+1—-C,B+1—C;2] —C;z2). Sea 0 < v <1y sean ny
y ng enteros positivos verificando (3.59) y (3.64) respectivamente. SiLsy, Ls,
Ay y A3 estdn definidas por (3.60), (3.65), ps es la solucion de la ecuacion
(3.62), y pa elegido de modo que (1 + v)ps < ps, entonces (3.66) se cumple.

Supongamos ahora que C' + nl es invertible para todo entero n. Notar que
N(z) dada por (3.58) esta bien definida en el disco|z| < p; donde Uy(z) =
F(A, B; C; 2) es invertible. Ademés, observar que N(0) = I — C es invertible.
Por el lema de perturbacion, N(z) es invertible en el dominio |z] < r < p;
donde se verifique

ING) —(I=O)| < |- (3.67)
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Escribamos para |z| < py,

N(z) = N(0)=N(z) — (I = C)
(3.68)
= 2 [U4(2) = Uj(2) [Ui(2)] ' Ua(2)] + (Us(2) = 1) (I = C),

Notar que dado 0 < € < 1, tomando v = 1 — ¢ en la prueba del corolario
3.4.1 de este capitulo, considerando ny > méx (1, ||21 — C||) tal que

(| A+1I-C||+n)(||B+I1—-C| +n)

<2- > 3.69
(21— CT) wonEne B0
y tomando
ng—1 T
(A+1-C), (IB+1—-Cl), 2(n)
A — n n
* ; (n—1)! ’
(3.70)
([ A+1=Cl),, (1B +1=CJ),, P(n4)
4= )
(714 — 1)' ]
hﬁm:Aw+Lﬂf . 0<z<l, (3.71)
si ps es la dnica solucién de la ecuacién
ha(ps) = ¢, (3.72)
tomando pg de modo que
(L+9)ps = ps(2 — €) < ps, (3.73)
entonces
|Us(2) = I|| <&, |z] < pe. (3.74)

Usando el teorema 3.3.1 de este capitulo, los corolarios 3.3.1, 3.4.1 an-
teriores y por (3.62)-(3.74), tomando |z| < min (p1, p4, ps) se deduce que

IN(z) = NO)II < [=] [1TU3) + [ 01) T )HTU2()]I]

+{|U2(2) = I][[1 = C

L 1 L
§|z|[(A3+1 : )+( “) (A1+ 1 )]+e||f—0||,
—P3 l—e¢ L—p |
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Luego, tomando
1
c=smn{|(Z-O)" A -cn, 1}, (3.76)

y |z| <min (p1, ps, ps, p7) = p*, donde

1 Ls 1+¢ o !
=— A
rea () (0 (2 e
(3.77)
por (3.75) se tiene
ING) = NOI < Jt=0) )l <, (3.78)
y por tanto
N(z) es invertible para |z| < min(p1, ps,ps,pr) = p". (3.79)

Resumiendo, por los teoremas 3.2.1y 3.5.1, los corolarios 3.3.1y 3.4.1
anteriores, y por los comentarios previos, acabamos de demostrar el siguiente
resultado:

Teorema 3.4.1 . Sean A, B, C' matrices en C™" que verifican las propie-
dades: C' + nl invertible para todo enteron, (3.40) y (3.47), y sean W1(z) y
Wi(z) las definidas por (3.55) para z en Dy con |z| < 1. Entonces existe un
numero positivo p* < 1 tal que la solucidn general de la ecuacion (3.39) en
Q(p*) ={z € Dy; 0<|z| <p*} estd dada por

W(z) =Wi(2)P+Wy(2)Q, P,QeC™.

Ademds, p* puede ser determinado de acuerdo con el siguiente procedi-
miento:

- Sea el nimero positivo € = §m1n{1 || I1-0C) H HI—C||_1}, toma-

mosy=1-—c¢.
- Sea ng un entero positivo cumpliendo la desigualdad dada en (3.22).

- Sea ny definido por la inecuacion (3.33) y A1, Ly los nimeros reales posi-
tivos definidos por (3.34).
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- Sea po la solucion de la ecuacion (3.25) donde f estd definida por (3.24)
con N y L los escalares dados por (3.23). Tomamos p1 de manera que p; <

(1+9)" po.

- Sea ny elegido de modo que (3.59) se cumpla y sean Ao, Lo los definidos
por (3.60). Sea ps la solucion de (3.62) con hy dada por (3.63). Tomamos py
con py < (1+7) " p3.

- Sea n3 definido de forma que (3.64) se verifique, y sean A3, Lz los ni-
meros reales positivos definidos por (3.65).

- Tomemos ny de manera que (3.69) se cumpla y sean Ny, Ly los definidos
por las igualdades (3.70). Si ps es la solucion de la ecuacion (3.72) donde
la funcidon hy estd definida por (3.71), tomemos pg de forma que verifique la
desigualdad pg < (1 +7) Lps.

- Sea p7 definido por la expresion (3.77), entonces basta tomar p* del si-
guiente modo, p* = min{py, ps, ps, pr}-
De esta forma queda determinada la soluciéon general de la ecuacion di-

ferencial hipergeométrica matricial en un dominio que ademaés es posible
calcular en la préctica, siguiendo el algoritmo que acabamos de describir.

3.5. Estudio de la funcién hipergeométrica ma-
tricial en la frontera de su recinto de con-
vergencia

Analizamos en este quinto apartado qué sucede en la frontera del domi-
nio de convergencia de la funcién hipergeométrica matricial F'(A, B; C; z),
es decir, en la circunferencia de centro 0 y radio 1, |z| = 1. Concretamente,
estableceremos una condicion suficiente para garantizar que la serie matricial
que define a F(A, B;C} z) converja en |z| = 1. Esta condicién se impondra
sobre las matrices A, By C.

Con esta finalidad, empezamos dando la siguiente:
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Definicion 3.5.1 . Dada M € C"™", y siendo o(M) el espectro de M, de-
notaremos por a(M) y B(M) a los nimeros

a(M) =max{Re(\) : A€ o(M)}
(3.80)
B(M) =min{Re(\) : A € (M)}

Supongamos que A, By C son como en (2.8) del capitulo 2, es decir,
cumpliendo

Re(A) >0 Ve ao(A), o(B), o(C),
y tales que verifican la siguiente desigualdad
B(C) — a(4) —a(B) >0,

y llamemos

6 =5 [8(C) = a(4) — a(B)] > 0 (3.81)

Para probar que la serie matricial que define la funcién hipergeométrica

matricial .
F(A,B;C;z) =) — (4), (B), (©)," =

n>0

converge absolutamente en la circunferencia unidad, i.e.|z| = 1, la compara-
remos con la serie numérica de términos positivos

1
>

n>1

(la cual sabemos que es convergente, puesd > 0), usando el siguiente resul-
tado sobre series numéricas:

Lema 3.5.1 . Sean Z Qn Y Z b, series de términos positivos, siendoz by,

n>0 n>0 n>0

., Qp .
com)ergemfe, Y de modo que lim b_ = O, entonces la serie E ay, CONVETQE.
n—00
n
n>0
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Tomando .
n!
Y 1
bn - nl+o
si demostramos que
1
lfm n'** || — (A), (B), (C)," "] =0, (3.82)
n—oo n'

aplicando el criterio de comparaciéon de series anterior, habremos probado lo
que queremos.

Veamos (3.82), demostrando las dos desigualdades que determinan la
igualdad deseada.

Por una parte, es claro que

lim nlt+d >0 (3.83)

n—oo

Veamos ahora la desigualdad contraria, es decir, veamos que también se cum-
ple que

lim nlto <0 (3.84)

n—oo

Para ello, y como veremos a continuacion, realizaremos distintas mani-
pulaciones con el fin de aplicar la representacion a través de un limite de la
funcion Gamma de una matriz cuadrada, demostrada en el capitulo segundo,
y que recordamos a continuacion

(M) = lim (n—1)! (M), oM

n
n—oo

siendo M una matriz de C"™*" que satisface
Re(z) >0 Vzeoa(M)

y n > 1 un entero, y que aplicaremos a los coeficientes matriciales A, By C.
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o1

En efecto

(n— 1! . (n— 1!
144 —A
= || lim nA .l (4 .
n—oo | T (n—1)!

146 , A —A A -B B
tm ("t () i (08t (B

lim ((n — 1)!1(C), " n%) lim (n~2")

usando el teorema 2.2.1 sobre las matrices A, B y C continuamos con la

ultima igualdad

= lim Hn(SnA (A" (BT (C) n_Cz"” <

n—00 -

aplicando la propiedad submultiplicativa de la norma matricial y que|z| = 1,

proseguimos con la tiltima desigualdad

< 1 [0 )] [T BT ) tim [ ] 2] €] < (385)

n—oo n—oo
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usando la expresion (2.7) del capitulo 2, deducimos que

< (||A nn
HnAH<n (4) (Z (l ||\/_1 )>

r—1 k
”nB” < no(B) ( Bl \th) ) (3.86)

k=0
r—1
_ et \/_hln)
el <o (5
k=0 _
notar que en esta cota de ||n~¢|| hemos usado que a(—C) = —B(C). Asi,

haciendo uso de (3.86) en (3.85) proseguimos con la acotacion

< [P AIHEHB)ITE)] -

r—1
A||\f Inn)"
. im n5+a +a( B(C) (Z H

(B i) (& (1) vrnn)" ]
(Z(” Hf )(ZH ||f >>:

k=0

de (3.81) se deduce
0+ a(A)+a(B) - p(C)=—6
que sustituido en la tltima acotacién nos conduce a

= T )T (B M)
i [n (Z (1Al /71 ) |

— (I|1B Inn — ([|C|| /rInn)"
(Z LR ))(;(H L >>]:0
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y como por L’Hopital
lim 7% (Inn)" =0

n—oo

se deduce que el ultimo limite es efectivamente cero como hemos escrito en
la dltima igualdad.

Asi pues, hemos probado que

lim n'*? i' (A), (B), (C);' 2| <0 (3.87)
n— 00 n:
De (3.83) y de (3.87), se deduce
lim n'* || L (4), (B), (€);" "] = 0
n—00 n.

Resumiendo, acabamos de establecer el siguiente resultado:

Teorema 3.5.1 . Sean A, B y C matrices en C™*" de modo que se cum-
ple Re(A\) >0, VA € d(A4), o(B), o(C) y usando la notacion de (3.80)
supongamos que 3(C) — a(A) — a(B) > 0, entonces
1 _
F(AB;C:2) = Y (4), (B), (),

n>0

converge en la frontera |z| =1

3.6. Una representacion integral para la fun-
cién hipergeométrica matricial

El proposito de este altimo apartado es, utilizando la relaciéon que se dedu-
ci6 en el segundo capitulo entre las funciones Beta y Gamma matriciales, dar
una representacion integral sencilla de la funcién hipergeométrica matricial
F(A, B;C;2), en la cual veremos que interviene la funcion Gamma matricial.

Comenzamos desarrollando una serie de resultados previos que luego apli-
caremos.
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Por el teorema binomial escalar, sabemos

o0

tt—1)...(t—n+1)
t n
(1+l’)—; " ", x| <1,
si lo aplicamos para x = —y y t = —a, obtenemos
Yy = (=a)(—a=1)...(~a—n+1) "
(1—y) = z; o (—y)

notar que en el ultimo paso hemos introducido la funcion factorial escalar
(2)n =2(z+1)...(z+n—=1), n>0,y (2)0 =1, con z € C. Asi pues,
tenemos que

—a - (Gn mn
(1—y) =) n),y7 lyl <1,
n=0 ’

con lo que aplicando el cilculo funcional holomorfo se tiene que

—A _ - (A)n n rXT
(1-y) —ZO SR <1, AeCr
Justifiquemos formalmente esta extension de la férmula escalar a la férmula
matricial por el calculo funcional holomorfo, y para ello recordemos que por el
teorema de Weierstrass, dada {f,,} una sucesion de funciones holomorfas en
), siendo €2 C C abierto, de modo que en cualquier disco D cerrado y acotado,
y contenido en €2, si la serie de funciones Z fn(2) converge uniformemente
n>0
en D, entonces la funcion f(z) = Z fa(2) es holomorfa en €.
n>0

Sea y € C fijo, con |y| < 1, y sea a € C. Definamos a continuacion la funcion
compleja de variable compleja

—a (Cl)n n

fla)= Q=)™ =" fula), fula)="5"y

n!
n>0

entonces, {f,(a)} es una sucesion de funciones holomorfas en el conjunto
abierto 2 = C. Ademés, dado R > 0, arbitrario pero fijo, consideremos el
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disco cerrado y acotado D = {a € C / |a] < R}, contenido en Q2 = C,
entonces como

1

]‘ n n
fula)] < 2 lal), " <~ (R), ol" Va € D

1 n
S (), " < o

n>0
pues por el criterio del D’Alembert
n| R n+1 R
e DL, T s

=yl <1

aplicando el criterio de mayoracion de Weierstrass, se deduce que E fn(a)
n>0
converge uniformemente en D, y por tanto por el teorema de Weierstrass

obtenemos que
—a (a)n n
fla)= (=g =3y
n>0

es holomorfa en €2 = C, asi aplicando el célculo funcional holomorfo, con-
cluimos que

fA) =-g =S W o1 aeomr. (3s)

n!
n>0

Mas adelante, necesitaremos conmutar una integral con una serie de funcio-
nes, para ello, recordamos ahora las condiciones que nos permiten realizar
este paso, dando la siguiente

Definiciéon 3.6.1 . Una serie Zun(t) se dice acotadamente convergente
n>0

en el intervalo [a,b] si y solo si dicha serie converge para cualquier valor

t € [a,b], y existe una constante positiva M, tal que |S,(t)| < M ¥Yn >0y

Vt € [a,b], siendo S,(t) = Zuk(t)
k=0

Sabemos por |[63| que una condicion suficiente para integrar la seriez U (t)
n>0
término a término en el intervalo [a, b] es que Zun(t) sea uniformemente
n>0
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convergente y acotadamente convergente en [a, b)].

Como se ha senalado anteriormente, proximamente necesitaremos hacer
la siguiente integracién término a término:

/0 1 {Z (% (A), (tz)"> t971(1 - t)C—B—fdt}

n>0

=> {/ ( (m)”) 511 — t)C—B—fdt}

n>0

(3.89)

donde t € [0,1], z € C, tal que |z| <1,y A, B,C € C"™*", de modo que By
C' son matrices diagonalizables verificando (3.40) y

min{Re(c—b) / beo(B),cea(C)}>0 Vbeo(B),Veeo(C),
(3.90)
Re(b) >0, Re(c) >0 .

Justifiquemos ahora el paso dado en (3.89) sobre la conmutacion de la integral
con la suma infinita. Para ello segiin hemos visto antes es suficiente probar
que la serie

Zun(t) con  uy(t) = %(A)n(tz)” $B=1(1 — £)0-B-1

n>0

es acotadamente convergente en [0, 1] y uniformemente convergente en [0, 1].
Sea z € C con |z| < 1 fijo, y sea t € [0, 1] arbitrario, entonces

n

S (AP (1= )

1=0

[Sn ()l =

(3.91)
< Z (LAD; (=D ([ [ =)= <
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notar que por (2.7) sabemos

[£2-T|| < o1 <§ (1B — I||\/_1nt)>
j=0 '

HtC—B—IH < e(C=B)—1 (”—1 (|C — B —1I| \/Flnt)j>

J!

(3.92)

=0
donde hemos usado que
a(B—I)=a(B) -1
a(B-C—-I)=a(B-C)—1
Aplicando (3.92) en (3.91), y que

nt<t, In(1—-t)<1-t, te(0,1)
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continuamos con la tdltima desigualdad

<Z (AT, 2f 2P (1 — pyece=mt

LUNB=I/r )"\ [ (IC=B=I|| /7 (1 =1))
‘<Z(” 7,'@';[>><Z(H Ill!\ﬂ >>>

m=0 =0

n

1 i ya(B)— a(C—-B)—
= ;WAmldt(mlﬂ—ﬂ(CB)l
=0
2(’!’ 1 m l
(IB=1][vrt)” ([C=B-I|[yr(1-1)
m! l!
h=0 m+Il=h
"1 i (B (C—B)—
= HWMDVU”mlﬂ—ﬂ(le
=0
2(r—1) m m ,m l
3 EIHB—UI(VW tm ||C=B=1I||' (V) (1—1t)
m! !
h=0 m+Il=h
= > 2 (A el
1=0
2(r—1) 1 h
B—I|"|C=B~1I|' (&) . ip OBl
LS 5 1B B0 R ey
h=0 m+l=h o
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Observemos ahora que

/0 oyt ]

-/ ( i, 4 {Z 5~ Wi e By ('

h=0 m+l=h

4a(B)+m—1. (1- t)a(C—B)H—l}) dt

n (3.93)

=35 14D,

iy B—I|"|C-B~I|' ()"
3 §:|| Il I (V)

m! !

h=0 m+l=h

1
0

notar que por (3.90)
Re(a(B) +m) =a(B)+m >0

Re(a(C—B)+1l)=a(C—-B)+1>0
asi .
/ (B (] ) CBH gt — B (o B) +m, a(C— B)+1)
0

luego continuando con la ultima igualdad de (3.93)

—§: (1A, 21"

2(r—1) o7 - h
{Z S~ 1B 108 1] (/7 -B<a<B>+m,a<cB>+z>}

m! !
h=0 m+l=h
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denotando por

m! [
h=0 m+Il=h

podemos continuar la dltima igualdad

—HZ (141, |r<HZ (141D |21 < oo

Para ver la convergencia de la ultima serie hemos utilizado el criterio de
D’Alembert

il (HA”)erl |Z’i+1 — lm (Al +4)

lim — == li , Iz| =z] < 1
S DL (AT [ T

Este proceso sirve para probar también que la serie

Z % (A)n (tz)”tB—I(l . t)C—B_I

n>0

converge uniformemente en [0, 1], por aplicacion del criterio de Weierstrass.
Por lo tanto, dicha serie es uniformemente convergente en [0, 1], y acotada-
mente convergente en [0, 1], por lo que podemos integrarla término a término
en dicho intervalo.

Nos dirigimos ya al proposito de este apartado. Recordemos que estamos
trabajando bajo las hipotesis: B y C' matrices diagonalizables, que cumplen
(3.40) v (3.90).

Dadas B,C € C"™*" consideremos las matrices P = B +nl, Q = C — B,
entonces como

- Re(z) > 0, Vz € o(B + nl), ya que, por [24, p.54] podemos escribir
que o(B+nl)={b+n} con b e o(B), y por (3.90) Re(b) > 0.

- Re(z) > 0, Vz € o(C — B), ya que, igual que antes por [24, p.54| se
deduce que 0(C — B) ={c—b} conb e og(B) y c € a(C) y por (3.90)

min {Re(c —b) /bea(B), cea(C)}>0.

FUNC. ESPECIALES Y EC. DIF. MATRICTALES



Capitulo 3 61

- Py @ son diagonalizables, por serlo B y C por hipotesis.
- Py @ conmutan, por conmutar por hipotesis By C.

por lo que aplicando el teorema 2.2.2 del capitulo 2 sabemos
I(C—-B)T(B+nl) T YC+nl)

1 (3.94)
=B(B+nl,C—-B)= / tBJr(n*l)I(l _ t)CfoIdt
0

Aplicando (2.4)
(B),(C); ' =T"YB)T(B+nl) IT7YC)T(C + n[)]_l
= T-Y(B)T(B +nl)T-Y(C + nI)T(C)
—I{(B)T=}(C~B) T(C~ B)[(B+nl) I~ (C+nl) T(C) =

usando (3.94) continuamos con la tltima igualdad

=IY(B)T"Y(C-B) ( / 1 tB+<"1>f(1—t)Cdet) Ir(C)
0
Asi pues, hemos deducido que
(B),(C),'=T"Y(B)T"Y(C—-B) (/01 tBH”I)I(l—t)CBIdt)F(C) (3.95)
Por otra parte para |z| < 1, sabemos que

F(A,B;Ci2) = 37— (A)u(B)a(C), 5" =

n>0
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aplicando (3.95),

= Zl(A)nr—l(B) IY(C-B) < / 1 B0 — t)C—B—fdt) [(C)z"

>0n!
- { [ L@ s - e el
_ { / 1 %(A)nl“‘l(B) Il (C—B) (1 — t)C_B_IF(C)z"dt}

- Z{/o AT B) T =B - t>C‘B"<tz)"r(o>dt} -

n>0

continuamos con la tltima igualdad , en un primer paso, agrupando términos,
y después permutando el sumatorio con la integral en virtud de (3.89)

_ { / L - t)CBIdt} D-{(B)T}(C - B)T(C)
! 1 n\ 4 B—I C-B-I ~1 ~1
:/0 {Z (m(A)n(tz) )t (1—1t) }th (B)I™(C=B)I(C) =

usando (3.88), pues como t € [0,1] y |z] < 1, entonces |tz] < 1 podemos
continuar con la tltima igualdad

= /1 (1—t2)"MP1(1 - ) B at - 771 (B)T1(C — B)T(0)

Resumiendo, acabamos de establecer la siguiente representacion integral de
la funcion hipergeométrica matricial

Teorema 3.6.1 . Sean B y C matrices diagonalizables satisfaciendo las con-
diciones (3.40) y (3.90), sea A € C™*" | z € C' de modo que |z| < 1, entonces

F(A, B;C;z2)= / 1(1—tz)_A tB (1) dt -1 B)L T (C—B)T(C) (3.96)
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Capitulo 4

SOBRE LA ECUACION
DIFERENCIAL MATRICIAL DE
SYLVESTER CON
COEFICIENTES VARIABLES

4.1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales matriciales de Sylvester del tipo
X'(t) = A(t) X(t) + X(t) B(t) + F(t), X(0) =C, (4.1)

donde los coeficientes A(t), B(t) y F(t), asi como la incognita X (¢) son
matrices en C"*" aparecen con frecuencia en estructuras flexibles de superes-
pacios [4], sistemas lineales con impulsos [48], sistemas lineales de control con
cambios modales no markovianos |61], o cuando se usa la técnica de semi-
discretizacion para resolver ecuaciones en derivadas parciales escalares [54].
Para el caso particular en que los coeficientes son matrices reales y B(t) es la
matriz transpuesta de A(t), la ecuacion (4.1) se transforma en una ecuacion
diferencial de Lyapunov. En [20], pueden encontrarse una gran variedad de
aplicaciones, propiedades y ejemplos de ecuaciones diferenciales de Lyapunov.

En [58], [25], [5], [12], [31], se dan varios métodos de integracion numé-
rica para resolver el problema (4.1) para el caso en que A(t), B(t) y F(¢)
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son matrices constantes. Una modificacion del método de Runge-Kutta para
el problema (4.1) esta propuesta en [60]. Ademas, un método para la cons-
truccion de soluciones numéricas continuas de (4.1) fue recientemente dado
en [34], usando problemas asociados unilaterales lineales y métodos matri-
ciales de un paso. Sin embargo, el método propuesto en [12] es costoso, desde
un punto de vista computacional.

Aqui consideraremos el problema (4.1) donde los coeficientes A(t), B(t)
y F(t) son funciones analiticas en |t| < ¢ con valores en C™*", digamos

Aty =) A", B(t)=) B,t", F(t)=> F.t", |tf<c (4.2)

n>0 n>0 n>0

El proposito del presente capitulo es la construccion de soluciones analitico-
numéricas del problema (4.1) con una aproximacion prefijada en un dominio
[t] < A < ¢, y la organizacion del capitulo es como sigue. En el segundo apar-
tado demostramos la convergencia de la serie solucién del problema (4.1) en
|t| < ¢, bajo las hipotesis (4.2). En el tercer apartado se demuestran algunos
lemas técnicos importantes que posteriormente usaremos en el andlisis del
error. En el cuarto apartado analizaremos la siguiente cuestiéon: como cons-
truir una solucion analitico-numeérica en forma de serie finita en|t| < A, cuyo
error con respecto a la solucion exacta en forma de serie infinita esté acotado
superior y uniformemente para un error admisible prefijadoe > 0. Ademas
se incluird un procedimiento iterativo para la construccién de la mencionada
solucion aproximada.

En todo el capitulo, la norma || D|| de una matriz D € C"*", es la 2-norma,
de D, definida en [21, p.56]

D
1D]| = sup 1222,
P el

donde para un vector y de C”, |ly||, denota la norma euclidea usual de y. Si
x es un numero real, denotaremos por [x] su parte entera.

4.2. La convergencia de la serie soluciéon
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En este apartado buscaremos una solucion X (¢) del problema (4.1) en
forma de serie analitica

X(t) =) X,t", It < c, (4.3)

n>0

donde X,, son matrices en C"*" por determinar. Tomando derivadas formales
en (4.3) se tiene

X'(t) =) (n+1) Xpp t". (4.4)

n>0

Supongamos por un momento que una solucion en la forma (4.3) existe,
entonces por el teorema de Mertens para el producto de series matriciales, y
por (4.2) y (4.3) se deduce que

Al) X (t) = (Z A, t”) (Z X, t”) => (i A Xk> ", (4.5)

n>0 n>0 n>0 k=

X(t) B(t) = <Z X, t”) (Z B, t”) => (i Xk Bk> " . (4.6)

n>0 n>0 n>0 k=0

Imponiendo que la X (¢) dada por (4.3) cumpla (4.1), y teniendo en cuenta
(4.4)-(4.6), se deduce que

d (n+1) Xt
n>0
- (Z Anci Xk> ey (Z Xt Bk> U EA | (a
n>0 \k=0 n>0 \k=0 n>0

= Z {Fn + i (Ap—p Xi + X Bk)} t"
k=0

n>0
Igualando los coeficientes con la misma potencia det™ en (4.7) se deduce

que

(n+ 1) Xps1 =F,+ Y (Ap Xp+ Xy Bi), n>0, Xo=C. (4.8)
k=0
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Tomando normas en (4.8) se tiene

(n+ D) 1 X | < NEll+ D (HAnsll IXell + [ Xsl 1Bl - (4.9)

k=0

Por las desigualdades de Cauchy [14, p.222|, existe una constante positiva
M > 0 tal que

M M
[Anll < =2 [[Ball < —

M
n pna HFnHSF, 0<p<C, n20 (410)

Por (4.9) y (4.10) se deduce que

M n
(n+1)||Xn+1||gp—n<1+22||Xk||p’f>, n>0, O<p<c. (4.11)

k=0

Luego

M n
HXNHHSW (1+22||Xk||/0k) , n=20, 0<p<c. (4.12)
P k=0

Definamos la sucesion de niimeros reales positivos {6, },-, definida por

do = || Xo|| = |C||, ¥ ,, para n > 0 como la solucion de la ecuacion
by = — L 1+22n:5kpk n>0. (4.13)
(n+1)p po ’ -

Por la definicion de {6, },~, ¥ (4.12), usando el principio de induccion, es
facil probar que
| Xull <6,y n>0. (4.14)

Por (4.14), para probar la convergencia de la serie (4.3) donde X, esta
dado por (4.8), es suficiente demostrar la convergencia de la serie numérica

> sut", <. (4.15)

n>0
Por la definicion de 6, ver (4.13), se tiene

n+1)0,1—p 'né,=2M65,, n>0. (4.16)
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Luego
ont1  2Mp+n

6n  (n+1)p’

y en consecuencia

Soay [t 2
TR N R

—=—<1, st [t| < p
N

Luego (4.15) converge si |t| < p, donde p es cualquier niimero positivo
cumpliendo: 0 < p < ¢, i.e, la serie (4.15) converge en |t| < c. Esto significa
que la serie (4.3), (4.8), no es s6lo una solucion formal, sino también la solu-
cion rigurosa del problema (4.1).

Nota 1. Dado un punto ¢y con 0 < |tg| < ¢, por las propiedades de las
funciones analiticas, las funciones A(t), B(t) y F(t) admiten un desarrollo en
serie de potencias de la forma

At) =" Anlto) (t—to)", |t —to] < c— [to

n>0

B(t) = By(to) (t —to)", [t —to| < c— [to|

n>0

F(t) =" Fulto) (t—to)", [t —to| < — [to]

n>0

Si consideramos el problema de valor inicial
X'(t)=At) X () + X(@)B(t)+ F(t); X(to)=C(to), to<t<c, (4.17)

por los argumentos previos es sencillo comprobar que la solucién exacta en
forma de serie de potencias matricial del problema de valor inicial (4.17) esta
dada por

X(t) = Xulto) (t—to)", o <t<c

 Xo(to) = Clto).

n

Xn+1—7%1 {Fn(to)+ (An—k(to) Xe(to) + Xnr(to) Bk(to))} ;, n=0

k=0
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Ademas, por las desigualdades de Cauchy [14, p.222| aplicadas en el disco
|t —to] < c— [to], se tiene

M

M
B, (to) | < = n>0
M
Fnt >~ e n>0
donde M > sup {[[A)||, [[BOI. [F®I 5 [t —to] <c—to}-

Para mayor claridad en la notacién, en lo sucesivo los coeficientes de los
desarrollos en serie de potencias de A(t), B(t), y F(t) alrededor del punto
t = (j— 1), j > 1, se denotaran por A,(j — 1), B,(j — 1)y F.(j — 1)
respectivamente.

4.3. Lemas técnicos

Empezamos esta seccion con un resultado que proporciona una cota de
error a priori de la solucion tedrica del problema (4.1), y que utilizaremos en
el siguiente apartado, cuando estudiemos el error de la solucién aproximada
que construiremos.

Lema 4.3.1 . Sean A(t), B(t) y F(t) funciones continuas, definidas sobre
[0, A] y con valores en C™", y sea X(t) la solucion del problema (4.1) en
[0, A]. Entonces, para 0 <t < A se cumple

Ixan < (e + [ S IE@) ) e ([ " A + B ds ) (2.15)

Demostracion. Integrando la ecuacion diferencial (4.1) se tiene que la so-
lucion X (t) verifica

X(t) - C = /0 [A(s) X(s) + X () B(s) + F(s)}ds  (4.19)
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Sea f(t) = || X ()| vy g(t) = [J[At)]| + || B(t)||. Tomando normas en (4.19) se
deduce que

t
fO <10+ [ o) f(s)ds, 0<t< (4.20)
0
Aplicando la desigualdad de Gronwall [18, p.95] a (4.20), se tiene (4.18).

Lema 4.3.2 . Sean A(t), B(t) y F(t) funciones continuas con valores en
C™" ) sea X1(t) la solucion de

Xi(t)=A@t) Xi(t) + X,(t) Bt) + F(t), Xi(a)=P, a<t<p, (4.21)
y sea Xso(t) la solucion de

X5(t)=A(t) Xo(t) + Xa(t) B(t) + F(t), Xa(a)=Q, «a<t<p, (4.22)
Entonces, para o <t < 3 se cumple

[X1(8) = Xo ()] < ([P = Qllexp {(5 — ) (AW + [[BO)D},  (4.23)

Demostracion. A partir de las soluciones X (t) y X»(t), definamos la fun-
cion G(t) = X1(t) — Xa(t). Integrando (4.21) y (4.22) se tiene

Xi(t)=P+ /t {A(s) X1(s) + X1(s) B(s) + F(s)}ds, a<t<p,

_Q +/ [A(s) Xa(s) + Xa(s) B(s) + F(s)} ds, a<t<p,
Luego

Gt)=P—-Q+ / {A(s) (X1(s)—Xa(s)) + (Xi(s)—Xa(s)) B(s)} ds (4.24)

Tomando normas en (4.24) y por denotando g(t) = ||G(t)]|, se deduce que
t

g9(t) <[P —Ql +/ A+ 1B g(s)ds, a<t<p. (4.25)

o

Finalmente, aplicando la desigualdad de Gronwall a (4.25) ver [18, p.95], ob-
tenemos (4.23).

Para mayor claridad en la presentacién de los resultados siguientes, re-
cordamos el siguiente lema relativo a la sumacion de series dobles, cuya
demostracion puede encontrarse en [55, p.173].
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Lema 4.3.3 . Dada una sucesion doble {a;;}, i > 1, j > 1, supongamos que
> al = b, i>1, (4.26)
Jjz1

Y que Zbi converge. Entonces

DD =) a; (4.27)

i>1 §>1 §>1 i>1

4.4. Construcciéon de aproximaciones precisas

En esta seccion, bajo las hipotesis (4.2) analizamos la siguiente cuestion:
dado un dominio acotado [0, A], con A < ¢, y un error admisible e > 0, “c6mo
construir una solucion aproximada finita X (¢, €) definida en [0, A] de manera
que dicha solucién esté, con respecto a la solucion en forma de serie infinita
dada en el segundo apartado , acotada superior y uniformemente pore en

[0, A] 7.

Dadoe >0y A > 1, sea h =[A] + 1 y denotemos por

A
by = <1l, bh=A. 4.28
RES! ! (4.28)
Sean by a nimeros positivos tales que
0<bi<b<l, A<a<c¢ b<b+(a—A), (4.29)

donde b, esta definido por (4.28) y ¢ por (4.2). Notemos que de esta forma
el intervalo [0, A] esta dividido en A subintervalos

[0,01], [b1,2b1] ..., [(h—1)by, A].

Por lo desarrollado en la segunda seccién, sabemos que la solucién exacta
del problema (4.1) en [0, b;] esta dada por

Xi(t) =Y Xut", 0<t<b
n>0

(4.30)

n—+1

1 n
Xo=C, Xn+1——{Fn+Z(An—ka+Xn—kBk)} n>0,
k=0
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Ahora consideramos la serie truncada de ordenm de X (t)
=3 X", 0<t<by. (4.31)

Para |t| < by se deduce que

1X0(0) = Yitm)ll = || D0 Xat"| < D0 I Xall b (4.32)
n>m-+1 n>m+1
Sea || X,|| = ¢n, y sea M > 0 de manera que
sup {JA@NL BN IF@ONL X @} < M, (4.33)

y recordemos por el lema 4.3.1 anterior que un tal valor de M es facil de ob-
tener en términos de los datos. Por las desigualdades de Cauchy y el segundo
apartado se tiene (ver 4.12)

M n
Pnt1 < CEDIE <1+2290kbk>, n=0
k=0

n—1
M
on < (1 +2) o bk) , on>1, (4.34)

k=0
Por (4.32) y (4.34) se tiene
12X () = Ya(t, m)|

M n—1
< > {nbn_l <1+2;¢kbk>}b?

n>m—+1

(4.35)

o 3 () 2 (BhE e

n>m+1 n>m+1

<Mb Y <%>n+ > ( bnlnzgpkbk>b"

n>m+1 n>m-+1
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Por la convergencia de la serie Z wn b] v el lema 4.3.3 de este capitulo,
n>m-+1
podemos escribir

g

n>m+1 ]>1
+2Mbo y  —— <—> +2MBPoy Y ———
j21m+] b j21m+j b
+...

m+jJ m-+j
LoMbmHy Z ! (ﬁ) QEETTTCE PN (ﬁ) ]
om m+j5 \ b " = m +7\ b

+2MH™ B QZL b mﬂ...
mt m-+7 \b
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Luego

n—1 T
2M
> (LS ad)n

n>m+1 k=0

=<2Mb Y —— | — b e,
oy () Javeant. o

m—+j
+2Mbbm+1¢m+lzL b\
m+j \ b

j=2

(4.36)

m+jJ
+2Mbbm+2g0m+22; by
m+j \ b

j=3

m-j
+2Mb Y™ Z ; b J + ...
s m +7\D

Como para [l > 1, se tiene

S ()56 - ()

b
by
< ﬁ " 3 = bl ﬁ m,
S\ T e\
b
1 b, m+j by m+j
_ - (A < a
Zmﬂ'(b) ‘Z(b ’

izl j>1
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por (4.36), se deduce que
n—1 7
oM .
> (S ar)
n>m+1 =0
2Mb (b—bl) m b n—m+1
n n 1
= by [Zb put D ub <b> ] (4.37)
1— = =0 n>m+1
b
"o
11— — n>0
b i
Por las desigualdades de Cauchy [14, ,p.222] | se sigue que
on < —, n=0, (4.38)
donde M esta dada por (4.33). Como
b n b /b m+41
() - (/)" (4.39)
n>m+1 b 1 — b—1
b
por (4.35), (4.37), (4.38) y (4.39) se sigue que
Mb L 2M (by/b)™
100 = Vit ) < L0 8 oyt 220
R 1- -
b a
(4.40)
Mb 2M bi\"
< l+—— | | —
b1 b b
1— 2 1--
b a .

Supongamos por un momento que elegimos el primer entero positivom;
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tal que
b
S (5)
(?1) < (4.41)
2
My 1+ — [h+ (h + 1)ekt]
1— =
a
donde
L =max{[|A(s)[ +[[B(s)l;  0<s <A}, (4.42)
Entonces por (4.40)-(4.41), se obtiene
£

[X1 () = Ya(t, ) ] < b (4.43)

<
I'= h+ (h—1)etbr’

Observar que m; puede calcularse tomando el primer entero positivo my

verificando
by
1 L
(-%)

In
oM
Mb [ 14+ | [h+ (h = 1)eth]
1- 2
\ a )
.44
M > by /b (4.44)

Ahora consideramos el problema de valor inicial en [by, 20,
X'(t) = A(t) X(1) + X(8) B(t) + F(t);  X(by) =Yi(br,m1)  (4.45)

Aplicando el método desarrollado en el segundo apartado y teniendo en cuen-
ta la nota 1, la solucion de (4.45) puede escribirse en la forma

Xo(t) = Xa(1)(t—b)", by <t < 2by,

n>0

Xo(1) = Yi(br, ), (4.46)

n

{Fn(l) + > (Ank(1) Xp(1) + Xk (1) Bk(l))}

k=0
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donde F,(1), B,(1) v A,(1) son los coeficientes del desarrollo en serie de
potencias de Taylor de F'(t), B(t) y A(t) respectivamente, alrededor del punto
t = by. Notemos que por (4.33), y las desigualdades de Cauchy aplicadas a
F(t), B(t) y A(t) en el disco |t — b1| < a — by = ay, se deduce que

M

—,
ay

IR <Y

M
[An(DI < —, —,  1B.(D)] < n>0 (4.47)
ay ay

Si truncamos la serie (4.46) por sum-ésima suma parcial

m

Ya(t,m) = Xu(1)(t—b)", by <t < 2by, (4.48)

n=0

entonces por la nota 1, (4.47) y (4.44), sustituyendo a por a; = a — by, si my
es el primer entero positivo cumpliendo

( )

In

deducimos que

5
h+ (h—1)elbr’

donde L estd dado por (4.42). Inductivamente, razonamos igual para pasar
de [b1,2b1] a [2b1, 3b1] y asi sucesivamente, si denotamos por Y;_1(¢,m;_1) la
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aproximacion de

X;(1)=) X,(G—=1) (t=(G—1b)",  (G—Db <t<jbi,

n>0

Xo(j —1) =Y;-1((j — Vb1, m;-1),

1 (4.51)
Xo1(g—1)=——{F,(j—1
+1(J ) 1 {F.(—1)}
IR . . . .
(A —1) Xp(j =1+ X 1(j —1) Br(j—1))
n+1 —
donde m; es el primer entero positivo verificando
( )
€ (1 — %)
In
Mb |1+ 5 [h+ (h — 1)elh]
1—
\ aj-1 )
; 4.52
" = I by /b (4.52)
y
aj—1 =a— (j - 1)61, 1 S] S h, (453)

por los argumentos previos, la serie truncada de ordenm; de X,(t), definida
por

Y;(t?mj) = ZXn(] - 1) (t - (] - 1)b1)nv (4'54)

n=0
cumple

3

150 = Y3t mll < 5y

(G— Dby <t<jb  (4.55)

Observemos que para seleccionar m;, hemos usado que las matrices coeficien-
tes A, (j—1), Bo(j —1), F,(j — 1) de los desarrollos en serie de potencias de
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A(t), B(t) y F(t) respectivamente, verifican

: M , M : M
[AnG =Dl < == 1Ba(G =D < ==, [Fa(G =D < ——, n=0  (4.56)

Luego la solucion aproximada X (¢, ) definida por

donde Y (t,mq) estd dada por (4.30)-(4.31), conm = my, y para los subindi-
ces 1 < j < h, Yj(t,m;) esta definida por (4.54), siendo m; el primer entero
positivo cumpliendo (4.52).

Observemos que en el intervalo [0, ] el error de aproximacion entre la
solucion exacta en forma de serie X (t) dada por (4.30) y X (¢, e) definida por
(4.31), es el error de truncamiento acotado en (4.43). Sin embargo, en cada
subintervalo [(j7 — 1)by, jb1], para 2 < j < h tenemos dos contribuciones para
el error: una procedente de la consideraciéon de una condicion inicial aproxi-
mada en (j — 1)by, y otra producida por el error de truncamiento cuando
consideramos la suma parcial m;-ésima en vez de la serie infinita. Por tanto,

para cualquier t € [0, hb;] = [0, A], por los comentarios previos y el lema
4.3.2 anterior, se tiene

8 -

||X(t) _X(t7€)|| < h+ (h— 1)€Lb1

>

—1
€ g elh

[h T =D Rt (h= Deln
he N (h—1)egelt
Wt (h— et ' ht (h—1)eth

_l’_
j=1

(4.58)

£
T ht (h— Deln

[h+ (h—1)e""] =«

Notar que si A < 1, entonces tomando b; = A, la soluciéon aproximada
X(t,e) = Yi(t,m) definida por la serie matricial finita (4.31), verifica ademas
que

IX(t)— X(t,e)| <e, 0<t<b =A (4.59)
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Asimismo, notar que por la eleccion de b dada en (4.29), incluso en el dltimo
subintervalo de este proceso constructivo, [(h — 1)by, hb; = A], se verifica la
siguiente desigualdad a— (h—1)by = a1 = by +(a— A) > b. En consecuencia

la serie "
> () <+

n>0
y (4.40) se verifica sustituyendo a por a;_1, con 2 < j < h.

ap—1

Resumiendo podemos establecer el siguiente resultado, que responde a la
pregunta planteada al principio de este apartado,

Teorema 4.4.1 . Consideremos el problema de valor inicial (4.1) en el in-
tervalo [0, A], donde 0 < A < ¢ y los coeficientes matriciales A(t), B(t) y
F(t) son funciones analiticas en |t| < ¢ con valores en C™". Sea X(t) la
solucion exacta en forma de serie de potencias dada por (4.3), (4.8).

Dado un error admisiblee > 0, el siguiente procedimiento proporciona la

construccion de una solucion aprozimada X (t,€) , cuyo error con respecto a
X(t) estd uniformemente acotado pore en el intervalo [0, A]:

X () = X, e)l <e (4.60)
Caso 1. A<1l,e>0.

Sea by = A, h=1,b =1, a > 1. Calculamos M cumpliendo (4.53)
usando (4.18).

-Sea my el primer entero positivo cumpliendo la desigualdad dada en

(4-44)-
-Sean Xo y Xyi1 para 0 <n <my — 1 definidas por (4.30).

-Entonces X (t,e) = Yi(t,m) definida por (4.31) es la solucion aprorima-
da del problema (4.1) en [0, A] verificando (4.59).

Caso 2. A>1,¢>0.
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-Sea h = [A] +1, b1:ﬁ7A:blh,A<a<c, b<b +a—A.
-Calculamos M cumpliendo (4.33) usando (4.18).

-Sea my el primer entero positivo cumpliendo (4.44).

-Calculamos A,, = A,(0), B, = B,(0) y F,, = F,,(0) siendo n un ndmero
natural, tal que: 0 < n < my, dadas por (4.2).

-Sea Yi(t,m1) definido por (4.30)-(4.31).
-Sea j =2 ya; =a—by.

-Sea my el primer entero positivo verificando (4.49) eYa(t,ms) definido
por (4.54) con j =2 y X,(1) dado por (4.51).

-Inductivamente, para cadaj > 2, dado Y;_1(t,m;_1) definida por (4.51)-
(4.54), para j — 1 en vez de j, sea m; el primer entero positivo verificando
(4.52), donde aj_y estd definido por (4.53).

-Sea Y;(t,m;) definido por (4.51)-(4.54) en (j — 1)by <t < jb;.

-Para j = h, construimos Yy (t,my) por (4.51)- (4.54), donde my, es el
primer entero positivo verificando (4.52) conap_1 definido por (4.53).

-Entonces X (t, ) definido por (4.57) es la solucion aprozimada buscada
del problema (4.1) en [0, A] verificando (4.59).
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SOBRE LA ECUACION
DIFERENCIAL MATRICIAL
NO SIMETRICA DE RICCATI
CON COEFICIENTES
ANALITICOS

5.1. Introducciéon

Los sistemas diferenciales de Riccati para problemas de valores iniciales
aparecen frecuentemente en importantes aplicaciones de la teoria de control
clasica [41], [7], [53], [44], [20] y en técnicas de desacoplamiento tanto en el
estudio numérico como analitico de problemas de contorno [2], [42].

Los sistemas de Riccati tienen ademas aplicaciones en la teoria del con-
trol no cooperativo apareciendo en economia o en problemas militares, ver
[1], [3]. [48] v [8], ¥ las referencias que aparecen en ellos.

En este capitulo consideraremos ecuaciones diferenciales matriciales de
Riccati no simétricas rectangulares del tipo

W' (t)=C(t)— D)W () —W (O AL) - W () BOW (), W(0)=W,, (5.1)
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donde los coeficientes C(t) € CP*9, D(t) € CP*P | A(t) € C?* B(t) € C9*P
son funciones matriciales analiticas en el intervalo0 < ¢ < ¢, y la funciéon
incognita W (t) € CP*2. El caso en que las dimensiones p y ¢ de las matrices
son distintas, i.e. cumplen que p # ¢, aparece por ejemplo cuando un sistema
de ecuaciones diferenciales matriciales de Riccati de la forma
Ki(t) = —Qu(t) — AT(t) K1 (t) — Ki(t)A(t) ]
+K1(1)S1(t) Ky (t) + Kq1(t)Sa(t) Ka(t)

Ky(t) = —Qa(t) — AT(1) Ko (t) — Ka(t)A(t)
LR (£)Sa () Ka(t) + Ka(t)S1 () KL (L) (5.2)

Ki(ty) = K15 , Ks(ty) = Koy ,

K1), Qu(t), AlW), 5,(t) € C™r | i=1,2
se escribe en forma compacta

K'(t) = =Q(t) = P()K(t) = K{O)M(t) + KON (K (1) ,

| K | Q [ AT 0 - _
K_|:K;:|7Q_|:Q;}’P_{O AT}vM_AaN_[Sl SZ]

Sistemas de Riccati del tipo (5.2) aparecen por ejemplo cuando se abor-

dan problemas de control no cooperativos mediante estrategias de Nash, ver
[11] y [59].

Para el caso en que las matrices coeficientes sean cuadradas, es decir,
p = q, si A(t)T denota la matriz traspuesta de A(t), la ecuaciéon de Ricca-

ti (5.1) se denomina simétrica cuando los coeficientes de (5.1) son matrices
reales y D(t) = A(t)T.

A pesar que la ecuacion de Riccati ha sido ya extensamente estudiada,
sus soluciones numeéricas cuentan con numerosos problemas tales como su
integracion a través de singularidades [57], o el estudio de cotas de error a
priori en términos de los datos.

Lo que es mas, esos estudios que han sido llevados a cabo, estan casi
exclusivamente referidos a casos auténomos, a pesar que muchos de los siste-
mas reales no son auténomos, (3], [8], [1] ¥ [48]. Algunas excepciones pueden
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encontrarse en [51], [43], [30], [35] y [57]. En [43] se propone un estudio basa-
do en la integracion directa de (5.1) usando rutinas bien conocidas y en un
método fundamentado en una modificacion del algoritmo de Davison-Maki.
Los resultados numéricos se han comprobado sobre un conjunto concreto de
ejemplos sin aportar informacién alguna sobre cotas de error en términos de
los datos para el caso general. En [51] se reconstruye la solucién de una ecua-
cion de Riccati simétrica a partir de la determinacion previa de los valores y
vectores propios de la solucion matricial.

El estudio de la ecuacion de Riccati (5.1) est4 muy relacionado con el
sistema lineal siguiente

X0 =50x0, X0=| ]

(5.3)

X(t) = { U(t) } . S(t) = { égg _%2) } c C+a)x(p+a)

El método propuesto en [30] esta basado en la vectorizacion del problema
(5.3) y utiliza el método de aproximaciones sucesivas. En [30], se dan cotas
de error a priori, sin embargo el intervalo de existencia de la solucién limite es
muy pequeno, ya que, la aplicacion del método de aproximaciones sucesivas
no tiene en cuenta la estructura de la ecuacién de Riccati. Aparte de este
inconveniente, el método propuesto en [30] converge lentamente y es caro
desde el punto de vista computacional. En [13|, se propone un interesante
método de integraciéon numérica para la ecuacion de Riccati no simétrica y
no autonoma. Aunque se dan cotas de error para las soluciones numéricas,
éstas estan expresadas en términos de las propiedades geométricas y conlle-
van constantes dicotémicas las cuales en la practica no son conocidas a priori.
En |35] se explota la estructura matricial de la ecuacion (5.1) y se utilizan
métodos lineales de un paso para obtener una solucién numérica discreta.
Utilizando funciones (-splines lineales matriciales se construye una solucién
numérica continua a partir de la solucién numérica discreta. El analisis del
error permite la determinacion del tamano del paso del método discreto para
conseguir un error admisible prefijado. El método utilizado en [35] es bas-
tante general porque so6lo requiere que los coeficientes matriciales sean dos
veces continuamente diferenciables. Sin embargo, este método es computa-
cionalmente caro porque el valor requerido del tamano del paso suele ser muy
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pequeno. Aparte de esto, la construccion de la soluciéon numérica continua
interpolando valores numéricos discretos conlleva una considerable cantidad
de calculos.

En [57] se dan una clase de métodos matriciales explicitos de un paso
para las soluciones numéricas del problema (5.1). Tales métodos los cuales
pueden observarse a continuacion el método de Davison-Maki de Kenney,
explotan la estructura de grupo matricial subyacente en la ecuacion, ademés
son sencillos y econémicos desde el punto de vista de su implementacion.

La solucién analitico-numérica propuesta aqui, es la la solucién exacta de
un problema de Riccati con coeficientes polinomiales matriciales por trunca-
cion del desarrollo en serie de Taylor de los coeficientes de (5.1).

La organizacion de este capitulo es la siguiente. El segundo apartado trata
de la construccion de la solucion X (t) en forma de serie del problema (5.3)
suponiendo que los coeficientes de (5.1) son funciones analiticas a valores
matriciales,
St) =Y S.t", Jt|<c. (5.4)
n>0
Si denotamos por X (t,n) la serie truncada de orden n, como la solucion W (t)
de (5.1) puede escribirse en la forma

W) ={0 LIXO}{, X0} =VH U@

en el intervalo donde U(t) es invertible, una aproximacion razonable de W (t)
es

Wat) = {0 LIX(t,n)}{[L, 0]X(tn)}"

en el intervalo donde U, (t) = [I, 0] X(t,n) es invertible. En este mismo
apartado, el segundo, determinamos también el orden de truncaciéon y el
intervalo donde U, () es invertible, en términos del error de aproximacion
X (t) — X(t,n). En el apartado segundo se obtiene ademas una cota de error
a priori de la solucion W (t) de (5.1). En el tercer apartado se lleva a cabo el
andlisis del error respondiendo a la siguiente pregunta: sid > 0 es la longitud
del intervalo [0, 0] donde W (t) es la solucion de (5.1), y siy < 4, “como de-
terminar el menor valor n; tal que U, (t) es invertible y ||W(t) — W, ()| < e
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para 0 <t <, n > n;?. En la ultima seccién, la cuarta, se estudia la esta-
bilidad del método propuesto.

Si C' es una matriz en C"*9, denotaremos por ||C|| su 2-norma, definida
como la raiz cuadrada del valor propio maximo de C”C donde C¥ es la
traspuesta conjugada de C, ver |24, p.295-312|. La 2-norma de una matriz
puede ser eficientemente calculada con los paquetes Matlaby Mathematica. La
matriz identidad en C"*" la denotaremos por I,. Si A es una matriz en CP*9,

I 1 .
y B = [ f‘i } entonces BIB =1+ A"Ay ||B| = (1+ ||A||2)2. Concluimos
la introduccién recordando un resultado relativo a la permutaciéon del orden
de sumacion de una serie doble cuya demostracion puede encontrarse en [55,
p.173]. Si{ai},5, ;5 es una sucesion doble de niimeros complejos tal que

Z|aij\=bi> sz‘<007

j>1 i>1
entonces
E E Q5 = E E Qg5 - (55)
i>1 j>1 j>1 i>1

5.2. Lemas técnicos

Es bien conocida la conexién entre un sistema de Riccati y un sistema
lineal cuya matriz de coeficientes involucra los coeficientes de la ecuacion
de Riccati. En el contexto numérico esta conexion ha sido notablemnte per-
seguida recientemente en [57| explotando la estructura de grupo matricial
subyacente en la ecuacion. Existen varias aproximaciones a la solucion de
sistemas lineales con coeficientes variables las cuales engloban propiedades
cualitativas de la solucion exacta. Algunas de las mas relevantes son el méto-
do de los conmutadores iterados [27], y la vision del grupo de Lie estudiado
en [26]. Estos métodos son ademés interesantes para construir buenas aproxi-
maciones numéricas de problemas diferenciales no lineales como puede verse
en [64].

En este apartado proponemos una soluciéon aproximada en forma de se-
rie de sistemas diferenciales matriciales lineales con coeficientes analiticos
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usando la aproximacion de Taylor. Aunque esta aproximacion impone fuer-
tes condiciones sobre los coeficientes y parece que no recupera tan bien las
caracteristicas analiticas de la solucion exacta como lo hacen los métodos
desarrollados en [26] y [27], mencionamos algunos de los beneficios posibles
del método de desarrollo de Taylor. Primero, no es necesario calcular la solu-
cion fundamental del problema correspondiente. Segundo, como se demuestra,
posteriormente, las desigualdades de Cauchy son una excelente herramienta
que proporciona cotas de error a priori de la serie truncada de aproximacion.
En tercer lugar, cuando el coeficiente del sistema es un polinomio matricial,
entonces la solucién del sistema es también un polinomio matricial. Este he-
cho permitird recuperar algunas de las ventajas de los métodos simétricos
propuestos en [57] para la solucién numeérica de problemas de Riccati porque
la ecuacion de Riccati perturbada después del truncamiento del desarrollo
en forma de serie de Taylor de los coeficientes, es ademas una ecuacion de
Riccati con coeficientes polinomiales.

Buscamos una solucion en forma de serie analitica del problema (5.3) del
tipo
X(t) =) X,t", Jt|<c, (5.6)

n>0

donde los coeficientes X,, son matrices en CP*9*% que estan por determinar.
Tomando derivadas formales en (5.6) se tiene

X'(t) =) (n+1) X t" (5.7)

y suponiendo por el momento que existe una solucion de la forma (5.6), por
el teorema de Mertens para el producto de series matriciales, por (5.6) y (5.7)
se deduce que

SH)X(t) = (Z S, t”) <Z X, t”) = (zn: S Xk> " (5.8)

Imponiendo que X (t) dada por (5.6) satisfaga (5.3) y teniendo en cuenta
(5.7) se tiene que

>+ D)X t" =) (zn: S Xk> " (5.9)

n>0 n>0 k=0
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Igualando los coeficientes de t" en (5.9) se sigue que

(n+DXpp1 = S Xp, n>0, Xo= { V]Vq } € Crtoxa (5.10)
0
k=0
Tomando normas en (5.10) se tiene
(n+ 1) | X | < D 1Sl Xl - (5.11)

k=0

Por las desigualdades de Cauchy [14, p.222|, tomando M = sup ||S(¢)|], se

0<t<c
sigue que
M
IS < —, O0<p<ec, n>0. (5.12)
pn
Por (5.11) y (5.12) se deduce que
M & "
(n+1)|\Xn+1H§p—nZHXkH,0 , n=0, 0<p<c. (5.13)
k=0
Xl € S L iz 0 .10
n+ = (n+ 1)pn e ) = .
Introducimos ahora la sucesion de niimeros positivos {4, },,, definida por
do = || Xol = (1 + HWOHQ)E, siendo d,, para n > 0 la solucién de la ecuacion
M n
Opp1 = ————— Y 6p", n>0. 5.15
i (n—l—l)p”kz:% ko - (5-15)

Por definiciéon de {3}, v (5.14), usando el principio de induccion, es fécil
probar que
[Xall <6, n>0. (5.16)

Por (5.16), para demostrar la convergencia de la serie (5.6) conX,, dados por
(5.10), es suficiente garantizar la convergencia de la serie numérica

> ot Jtl<c. (5.17)

n>0
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Por la definicion de 6, ver (5.15), se tiene
(n+1)6p1—p 'néy=M6b,, n>0.

5n+1 o pM+n

= , n>0,
On (n+1)p
S lE™T
h’m%zua si |t <p.
n—o00 (Sn’t‘ p

Luego (5.6) converge en |t| < p, donde p es cualquier niimero positivo con
0 < p < c. En consecuencia la serie (5.6), (5.10) es una solucién rigurosa del
problema (5.3). Por la unicidad de solucion de (5.3), ver [18], la serie (5.6),
(5.10) define la tnica solucion del problema (5.3).

Sean U(t) y V(t) definidas por
U(t) = [I; 0]X(#)
V(t) =10 L] X(t)

donde X (t) es la solucion del problema (5.3). Por [53, p.28], la solucion W (¢)
de (5.1) esta definida en el intervalo donde U (t) es invertible, y en ese dominio
W (t) esta dada por

W)=V [Uw]" . (5.18)

Recientemente, en el articulo [35] se ha establecido informacion sobre el
intervalo de existencia de W (¢) en un resultado que a continuacion enuncia-
mos para mayor claridad en la presentacion de las ideas.

La prueba del lema 5.2.1 esta basada en el articulo [19] y es mas fuerte
que el lema 2.10 del trabajo [42] porque proporciona un método para obtener
el intervalo de invertibilidad de U(¢) y no s6lo su existencia.

Lema 5.2.1 . (/35]) Consideremos los niimeros positivos ko, qo y wo, dados
por
ko =max {[IS(1)]| ; 0 <t <c} ,

qo = max {[[[A(t) B@)]ll ; 0<t<ct ,
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N

I 2
ao=| e ][ = @ i)

y sea 0 un numero positivo 6 < ¢, satisfaciendo
dko + In(0) < —1In (go wo) (5.19)

Entonces la solucion local W (t) del problema (5.1) estd dada por (5.18) en
el intervalo [0, 9]. Ademds, si X(t) es la solucion (5.3), entonces se verifica

que U(t) =[1, 0] X(t) es invertible en [0, 9] y
[E)™ <@-nNs)™,

N = QQeXp((Sko) wWo 0 <t< 0. (520)

Un importante resultado que necesitaremos utilizar mas adelante es una co-
ta superior a priori para la solucion teorica W (t) del problema (5.1), en el
intervalo de existencia determinado en el lema 5.2.1 anterior.

Lema 5.2.2 . Bajo las hipdtesis y la notacion dellema 5.2.1 anterior , la
solucion W (t) del problema (5.1) cumple

W (1)]] < (1 — dqoexp (0ko) wo) " woexp (ko) =My, 0<t <4 . (5.21)

Demostracion. Por [53, p.28] la solucion W (t) del problema (5.1) estd dada
por

Wty =vi[um" =0 LIX{lL X0}, 0<t<s.
Por el lema 5.2.1 anterior se tiene
U] < (1—0g0 exp(§ko)wo) ™, 0<t <4, (5.22)
Ademas, por [18, p.114], la solucion X (t) del problema (5.3) verifica
| X (@) <woexp(0ky) , 0<t<4. (5.23)
De aqui

VOl < [XOI <wo exp(dky) , 0<t<6
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y por (5.22) se deduce (5.21). Por lo que el resultado queda probado.

La expresion (5.18) presenta dos dificultades desde un punto de vista
computacional. En primer lugar, el hecho que V(t) y U(t) son series infi-
nitas, y en segundo término, el calculo de la inversa de U(t). Pensando en
el andlisis del error de una aproximacion W, (t) de W (t) en términos de las
aproximaciones V,,(t) y U,(t) de V(t) y U(t), respectivamente, notemos que
es conveniente garantizar la invertibilidad de U, (t) para poder escribir

Wa(t) = Va(t) [Ua(8)] 7"

W(t) = W,(t) = V) U] = V) [Ua()] "

El siguiente resultado responde a este hecho en términos de la calidad de las
aproximaciones cuando truncamos la solucion X () en forma de serie infinita
del problema (5.3).

Sea 0 < v < 6, donde § estd dado por el lema 5.2.1 anterior. Entonces
con la notacion del citado lema 5.2.1, ver expresion (2.27) de [35], se deduce
que

0<h(y) =7 exp(vko) < [gowo] ", (5.24)

sea & > 0 tal que

h(7) = lgowo] ' — ¢ . (5.25)
Sea .
X(t,n)=> Xpt", (5.26)

la serie truncada de orden n de X(t), y sea
Uat) = 11, 0] X(t,) (5.27)
el orden de truncacion n de U(t) = [, 0] X (¢). Notar que

U, (0) = I
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y
[Un(t) = Lg|l < |Un(t) = U@ + [[U(F) — L]
(5.28)
<X @ n) = X@I + 1U®) = L] -
Si 0 <t <7, entonces
U'(t) =1, 01X'(t)=1[I, 0]S(t)X(t)=T[A(t) B®)]X(?),
y tomando normas en la dltima expresion, se deduce que
U ()] < qoexp(Yko)wo, 0<t<~vy<d. (5.29)
Por (5.24), (5.25) y (5.29) se sigue que
v sup |U'(#)|| < vqowo exp(yko) =1— Eqowy < 1. (5.30)
0<t<vy
Por [18, p.255], se tiene que
JU®]7] < (Eqowo)™ , 0<t<y. (5.31)

Por (5.30) y por el teorema del valor medio [14, p.158], para0 < ¢ < 7, se
deduce que

[V =Ll = U -UO)] < sup V()] 1= e, 0ty (532
S5

Supongamos que
| X(t) — X(t,n)]| <&qpwr, 0<t<y; n>ng, (5.33)
entonces por (5.28), (5.32) y (5.33) se tiene
Un(t) =Ll <1,, n>ng, 0<t<r, (5.34)

y por el lema de perturbacion [50, p.45], la matrizU,(t) es invertible en [0, 7].
Supongamos ademas que

1X'(t,m) — X' )| <0 €qwo, n>ng, 0<t<ry. (5.35)

Como
U,(t) =U'(t) =1, 0[X'(t,n) — X'()] ,
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podemos escribir

U@ < MU (8) = U' Ol + 1T ()]

< |X(t,n) = X'@) + IU" ()] -
Por (5.29) v (5.35) se deduce que
UL @) < [0 ¢+exp (Yho)] qowo , 0<t<v, n>ng. (5.36)
Por [19, p.255] se tiene
||(Un(t))_1H <{1—~[67" &+ exply ko) a0 wo}_l ,n>ng, 0<t<~y (5.37)
Por (5.24), (5.25) podemos escribir

1 - [§*1£+exp ('7 ]{Zo)} qo Wo
=1—7v5"¢qowo — v qoexp (ko) wo
=1—v0"¢quwo—1+Equwo

= (1=78) Emwe

Por (5.37) se sigue que

_ _ -1
JUa®) N <{(1=70"") €qowo} ,0<t <y, n=ng.  (5.38)
Resumiendo, podemos establecer el siguiente resultado:

Lema 5.2.3 . Con la notacion dellema 5.2.1 anterior, seay < y & > 0 de
manera que

yexp (vko) = [qowo) T — €,
sea X (t) la solucion del problema (5.83), U(t) = [I, 0] X(t), sea X(t,n) =

ZX"? t*, la truncacion de ordenn de X(t), donde S(t) es una funcion ma-
k=0
tricial analitica definida sobre el intervalo [0, 6] y con valores en C'PT*P+a)
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Entonces las siguientes propiedades se verifican:
(1) U(t) es invertible y
OO < Eawo)™ , 0<t<y.
(ii) Sing se elige de modo que

||X(t)—X(t,n)||<§q0w0, 0§t§77 nZnOa

||X/(t)_X/<t7n)H<5_1£Q0w07 0§t§77 nZno ’
entonces U, (t) es invertible en [0, ] para n > ng, y

H(Un(t))_lH <{(1—=~6") fqowo}_l , 0<t<y, n>ngp.
5.3. Error de truncacién

En esta seccion, bajo las hipotesis dadas en (5.4), lanzamos la siguiente
cuestion: dado un error admisiblee > 0 y un dominio acotado [0,v] con v < 6,
“como construir una solucion aproximada finita W (¢, €) definida en [0,~] de
modo que el error con respecto a la solucion exacta W (t) = V() [U(t)]
esté uniformemente acotado por e en [0,7]?.

Sea X () la solucion en forma de serie infinita del problema (5.3). En
primer lugar consideraremos el error de truncamiento de la aproximacion de
grado m sobre un intervalo de longitud v < 9:

X(t,m) =Y Xut", 0<t<y<d, (5.39)
n=0
%o=[ v,
(5.40)

1 n
Xppi1=——> S Xk, >0.
+1 n—l—l% kA n
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Sea M, de manera que
sup |S(6)] < M | (5.41)

0<t<é

y aplicando el lema 5.2.2 anterior se deduce

sup | X(t)] < M, (5.42)

0<t<d

donde M, esta dado por el miembro derecho de (5.21).

Por las desigualdades de Cauchy |14, p.222| en [0, ], se obtiene que

M
H5n||§t—$> 0<y<t;<d, n>0. (5.43)
1

Por (5.40) y (5.43) los nameros ¢, = || X, || verifican

n

n <—§ ty, n=>0.
@+1—(n+1)t711k:090k1
Luego
X(t)—X(t,m) = E Xpt", 0<t<~.

luego el error de trncamiento cumple
Y -1
n 1 n
X - XEml < Y 1% Y <Z o t’f) T
n>m-+1 n>m+1 nh k=0
(5.44)

Usando el resultado (5.5) relativo a la permutacion del orden de sumacion
de una serie doble de nimeros complejos y la convergencia de la serie de

términos positivos
> e

n>1
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podemos escribir

n—1
> nti—l (Z sokt’f> Y
n>m+1 1 k=0

S () ey ()
j21m+j t1 j21m+j t1

+1 1 g I +2 1 gl I
+t7 m — | = + 1 m — | —
1 ¥ ;m+] (tl) 1 SOHZm—i—j (tl)

1 y m+j N m+j
+t T o, — (L + 720, < +..F
1{ 17 +1;m+3 (tl) 4 +2Zm+] t

j>3

m+j
+ "o, 4oy
oo ¥ (1) }

j>l+1

Para [ > 1, podemos escribir una cota superior comin para todo natural
[ de la serie geométrica de términos positivos

>(7)"

ya que, se tiene
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S =@z -0
i\ A=A\ h/o1-
b
g a——
1] 10 ti—v\t
1
Y +Jj +Jj
1 m m
o) @)
m—+ t1 t

Jzl g2l

Por tanto se obtiene que
n>m+1
x

(i)

12
t

1

n—1
1

(

b

n—1
> on t’f) 7
k=0

nt

< Tont > eath

n>m-—+1

Aplicando las desigualdades de Cauchy en el intervalo [0,
tremo superior t* = t; + =4

2

e

(5.45)

t*], siendo su ex-

, entonces podemos escribir las siguientes aco-

taclones M
1Xoll = ¢n < 7, 020,
(t*)
t n
o t? < M, (t—l) . n>0, (5.46)
y
1
Yty < My—t— | (5.47)
n>0 — —1
t*
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Aplicando las desigualdades dadas en (5.44), (5.45), y la igualdad dedu-
cida en (5.47), se sigue que el error de truncamiento de la solucién matricial
X (t) cumple la siguiente desigualdad

| X (t) — X(t,m)]
t
m = m 5.48
X\ b =) —t) \t)
131 1 i

Nosotros estamos interesados en el error de truncacion de la derivada
X'(t), observar para ello que

X'(t) = X'(tm)= > nX,t"". (5.49)

n>m+1

Por la igualdad (5.49) y por la acotacion dada en (5.44) relativa a X (),
se tiene ahora para X'(t) que

M n—1
IX'(8) = X't m)| < > tn_ﬂ (Zgokt’f> VL 0<t<y.  (5.50)
n>m+1 1 k=0

De nuevo, por (5.5) relativo al orden de sumacion de una serie doble de
nimeros complejos y por la convergencia de la serie

> et

obtenemos la siguiente representacion equivalente de la serie que aparece en
el miembro derecho de (5.50)

n—1
> tnll (Z o t’f) v

n>m+1 1 k=0
1 1 [
k n
n>m-+1 1 k=0
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1 ~ m+j v m+j
= - tlcpoZ(t—> +t§golz(t—) +..
v =1\

j>1 N1

m+j m+j
m gl m Y
ty 1 o g (E) + ty 2 o1 E (E) +
j=>1

Jj=2

m—+j
m g
HE o Y (E) +o+

Jj=3

m-j
- v
1] +l¢m+l—lz<a> +} .

gzl

Luego

n—1
> (Z o t’m“) 7
k=0

n>m+1 1

1 m

t +1 i m ) Y m
+; t71n 90m+1z (E) +t71n 90m+22 (E)

j=2 j=3

m-j
m i
o o Y <E> +} .

j>l+1
Teniendo en cuenta (5.50) y (5.48), concluimos que
My My t3 <l
Yt =) (& =t) \t
Observar que bajo las hipotesis (5.33), por [18, p.114] se tiene
VeIl < [ X n)|| < 1X (& n) = X @) + [ X@)]]

1X7 () = X' (£, m)|| <

) , 0<t<~y. (551)

< € qowo + wo exp (7 ko)
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VAl Swo(Ego+exp(vke)) , 0<t<y, n>mng. (5.52)
Si W(t)=V(t)[U@)] " es lasolucion de (5.1) y
Walt) = Va() [Un(0)] " = {0 LIX(t,0)}H{[I, 0] X(t,n)} ",

es la aproximacion de grado n por truncacion, donde

—ith’“, 0<t<n, (5.53)
entonces
W(t) =W () = V) [U®)] " = Va(t) [Un(®)] ]
(5.54)
= V() = Va@][UO] +Va(®) [(U®) " = (Ua()]
Tomando normas en (5.54) se tiene
W (t) = Wa @ ]
(5.55)
< V@ =Va@IH[W @) [+ IVa@IH[(U@©) = (Ua()) ]
y por el lema de Banach [217 p.28],

[U@)™" = @) < @) @) 1T @) = U] - (5.56)
Por (5.55), (5. 56) y teniendo en cuenta que HV(t) Vo) v [[U) — U, (2)]|
estan ambas acotadas superiormente por || X () — X (¢,n)|, se obtiene

W (t) = Wa(t)]]
< @) IVE=Va@ I+ IO TG =Ua 0] (5:57)

< @@ (@ [Va@®I [ Ua@)HD) 1X (8) = X (E,n)|

Notar que por el anterior lema 5.2.8 y por (5.31), (5.52), para n > ny,
0 <t <1, se tiene
[ @) @+ V@[ Oa) )

(5.58)

<(wo & qo) " {1+§1q0_1 (Eqo+exp(vko)) <1—%> 1}
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Por (5.48) y el lema 5.2.3 anterior, si tomamos n; el primer entero positivo
tal que

\" S Epwoti =) (" —t) elti—7) " —t)
T 5.59
(tl) < mln{ M1 Mgt? ’ M1 Mgt? ’ ( )

entonces por (5.48) se tiene que
[X() = X{En)| <&gpwo, n>ni; 0<tE<7y (5.60)
y
| X(t) —X(t,n)||<e, n>n; 0<t<xy. (5.61)

Por (5.51) y por el lema 5.2.3 de la secciéon anterior, si tomamos ny como el
primer entero positivo n tal que

7\" [T v Eqowo (t — ) (T —t1) ey (ty —n) (t* — 1)
— < 5.62
(tl) mm{ M, My 3 ’ M, My 3 (5.62)

entonces por (5.51) ,(5.62), se concluye que
1X'(t) = X'(t,n)| <07 €qowo, nm=my, 0<t<7y. (5.63)
y
| X'(t) — X'(t,n)|| < e, n>ny, 0<t<n~. (5.64)
Sin embargo, notemos que como yd~! < 1, el primer término del miembro
derecho de la desigualdad (5.62) es menor que
Eqowo (b1 —7) (" — 1)
My My t3
lo cual aparece en (5.59). Por tanto, sin satisface (5.62) y

T\ _eti—) (" —t)
— | < ‘ 5.65
(t1> M1 M2 t“lg ’ ( )

se cumple también (5.59). Ambas condiciones, (5.62) y (5.65) pueden escri-
birse en la forma

W | B=) (" —t)
n
M, My £3

min {e,7¢,67" v € g wo}

“(0)

Resumiendo los resultados de este apartado y el lema 5.2.2 del apartado
segundo podemos establecer el siguiente resultado:

n >

(5.66)
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Teorema 5.3.1 . Consideremos el problema de valor inicial (5.1) donde los
coeficientes matriciales son funciones continuas en el intervalo) <t < c.
Sean ko, qo, wo y 0 los definidos en ellema 5.2.1, sea 0 <y <6 y & >0 con

vexp (v ko) = [gowo] ' — €.

Sea X (t) la solucion analitica del problema (5.3) y seaV (t) = [0 I,] X(t),
Ut)=1[I, 0]X(t)ysea W(t)=V(t) [U(t)]f1 la solucion de (5.1) en [0, 0].
Sea t1 de manera que v < t; < 0, t* =1t + % (0 —t1) y sea e > 0 un error
admisible. Sea ny el primer entero n verificando (5.66), sean My y My los

definidos por las expresiones (5.41) y (5.21) respectivamente, seanV,(t) y
Un(t) definidos por

donde X (t,n) es la truncacion de ordenn de X(t) definida por (5.39). Si

Wn(t> = Vn(t) [Un(t)]_l

n n -1 (567)
:{[0 IP]Zthk}{[Iq O]Zthk} L 0<t<7y, n>m
k=0 k=0
donde
I, 1
Y=l | Y=o > SukXe, n=0,  (5.68)
0 k=0
y
St) =Y Sitt, 0<t<d, (5.69)

k>0

entonces se cumple
|W(t)—Wo)||<e, n>n, 0<t<~y.

Veamos un ejemplo, sobre el que testearemos nuestras conclusiones.
Ejemplo 1. Consideremos el problema de valor inicial

W =W +sin(t)W?, W(0)=1. (5.70)
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El problema lineal asociado del tipo (5.3) toma en este caso particular la
forma

Sty =Y S.t"; Sozlg H ;

n>0

_1k+1 0 1
Szk:o,k21752k+1:ﬁ|:o 0:| ,kZO

La solucion exacta de (5.70) es

_ 2¢!
"~ 1 — et (sin(t) — cos(t))

Wi(t)

Sea ¢ = 1,03841563726656. En este caso las constantes del teorema 5.5.1 son

wo = V2 ke = 1,319845
qp = 0,861598 v = 0,1
€ = 0706583 t; = 0,2
§ = 04 * = 03

y el grado de truncacion n; de la solucion aproximada W, (t) con error menor
que € para diferentes valores de €, segin (5.66), se da en la tabla siguiente.
Para ello es necesario calcular previamente las cotas

Ml - 171 P M2 - 1379

Para los valores € = 107!, € = 1072, ¢ = 1073, ¢ = 1074, el valor de n; no

e | 1071 {1072 1073 107* | 107° | 10°°
ny | 14 14 14 14 15 18

Cuadro 5.1: Orden de truncacion. Ejemplo 1
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cambia porque en (5.66) se tiene

min {6 vE&qowo,e,ve} =0 v € gowo

Nota 1. El método presentado aqui para el caso en que los coeficientes son
analiticos puede ser visto como una versién continua del método dado por
Schiff and Shnider en [57]. Los métodos de un paso propuestos en [57] para
la solucién numeérica de (5.1) toman la forma (ver expresion (27) de [57])

Wito +h) = [alto, )W + Bto. )] [3(t0, HYWa + 310, 1)]
donde

D(ty, h) = [ alto, h) Bto,h) ]

&<t07 h) g(to, h)
es una aproximacion a la solucion fundamental I'(¢g, k) del problema (5.3).
Observar que si S(t) esta dada por (5.3) y S(t,n) es la suma parcial n-ésima
del desarrollo de Taylor de S(t), entonces tomando ty = 0, si I',(f) es la
solucion fundamental del sistema truncado

I (t)=St,n)Ta(t), T,0) =1

v I'(t) es la solucion fundamental satisfaciendo

T'()=5SHrE), TO)=I,

entonces por [18, p.78| se deduce que {I',,} converge uniformemente a ' en
un entorno de to = 0. Esto significa que I',(t) puede ser vista como una
aproximacion de I'(t). Luego la aproximacion W,,(t) del problema (5.1) dada
por el teorema 5.3.1y definida por W, (t) = V,,(t) [U,(t)] "' puede ser escrita
en la forma

Wa(t) ={[0 X ()} 0] X(tn)} " = Vo) [Ua()]

= {an(t)WO + ﬁn(t)} {’Yn(t)WO + (5n(t)}71
donde
| an(t) Bal?)
La(t) = [ () bal) ]

Asi, aunque no construimos W, (t) por aproximacion de I'(t), la expresion
de W, (t) es equivalente a la dada en [57] y asi conserva las ventajas de tal
método en el dominio considerado sin singularidades.
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5.4. Sobre la estabilidad del método

En este apartado analizamos algunas caracteristicas adicionales relacio-
nadas con el método propuesto en el apartado anterior. Dado que la solu-
cion aproximada construida se basa en la determinacion previa del intervalo,
donde con la notacion anterior, U(t) = [I, 0] X(¢) es invertible, algunas
preguntas surgen de un modo natural. "Es la solucién prolongable a un in-
tervalo mayor desde la parte derecha del dominio de existencia?. "Cuél es el
comportamiento de la longitud del nuevo dominio extendido después de méas
aplicaciones del método?. "Cudl es el error adicional cuando en las sucesivas
aplicaciones aproximamos el valor teorico exacto del lado izquierdo del nuevo
intervalo de trabajo?. Estos puntos que describen la estabilidad del método
son tratados a continuacion.

Sea X (t) la solucion del problema (5.3) y seaU(t) = [/, 0] X(¢). Supon-
gamos 0 < ty < ¢ con U(ty) invertible. Si ||U(t) — U(to)]| < H(U(to))_lH_l,
entonces por el lema de perturbacion [15, p.538] se sigue que

lw@) ™| < W)™ (1= 1U@) - Ul W) )™ (571
Por el teorema del valor medio |14, p.158], se deduce que
[U(#) = Ulto)ll < [t —to[sup {IU'(s)|| 5 to <s<t}. (5.72)

Desde aqui, si

M(6,to) =sup{||U'(s)]] ; to<s<to+d} 6>0, (5.73)
Y -1
5 M (8, t0) < [[(U) || (5.74)
entonces
U(t) es invertible en to <t <ty+9,
y por (5.73)-(5.74) se deduce de (5.71)
[ < [0 Q- ) | 5MG) ™ (6.75)
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Notar que por (5.73) v (5.29) se sigue que

M(6,t0) = sup{[[[A(s) B(s)] X(s)| ; to<s<to+3}

[N

< (o)™ (1+ | W (to)lIP)*

donde
q(to) = méx {[|[A(s) B(s)l[ ; to<s<c}
K(to) = max {||S)|| ; to<t<c} .

Por tanto la condicion (5.74) se verifica si

N

8 q(to) KU (14 |[W(to)|*)? < 1. (5.76)

Esta desigualdad motiva la siguiente definicion:

Definicién 5.4.1 . Sea U(t) = [I, 0] X(t) donde X(t) es la solucion de
(5.8) definida en [0, c|, y seat* un punto 0 < t* < ¢, donde U(t*) es invertible.
Liamamos longitud de invertibilidad critica de U en t*, al ndmero §(t*) > 0
con t* + §(t*) < ¢ tal que

5(17) AV K g(44) (14 W () ?)* =1 . (5.77)

Si t* 4+ §(t*) > c entonces la solucion esta ya definida en todo el dominio. De
aqui, si t* 4 §(t*) < ¢, entonces la solucion W del problema (5.1) es prolon-
gable en el intervalo [t*, t* + §(t*)].

Ahora consideremos la sucesién de puntos
O=th<thi<tr<...<tj<c,

donde U(t;) es invertible y t; + §(t;) < ¢ para 0 < i < j. Introduzcamos las
constantes

a(t) = méx {|[[A(s) B)]| ; t:<s<c}
(5.78)
K(t) = mix {|SO)]| : t;<t<c}.
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Por (5.77) se tiene

5(tj) _Q(tj—l)ex ' N ‘ ‘
5(tj_1)_ a(t) p(6(tj—1)K(tj—1)—6(t;)K(t;))

1+||W<tj_1>||2] ’
L+ W (5]

(5.79)
Luego
) - j((f)) exp (5(0) K (0) — 8(t,) K (1) —jL"'VV;((f‘))'f'z]
4(0) L wo)r]?
Z ) exp (K(0) (6(0) — d(¢5))) W]
. _
(1) > Qe e (KO) 00) =) | L WO 12
1)z a(h) T wwlE] 7T (e

ti+ot;)<c, j>1.

La desigualdad (5.80) proporciona una medida de la prolongabilidad de
la solucion W del problema (5.1) en t = ¢; en términos de los datos y del
valor de la solucion en t = ;.

Desde (5.80) podemos obtener algunas conclusiones muy utiles con objeto
de extender el dominio de existencia de la solucion W del problema (5.1).
Primero, el intervalo inicial de trabajo [0, c] no deberia ser grande porque
el nimero exp (K(0) [6(0) — ¢]) decrece con c. Ademas, si la norma ||W (t;)|
o(t;)
5(0)
el procedimiento de prolongabilidad est& peor condicionado que en otro caso.
Ademas, para el caso en que el tiempo sea invariante, la inecuacion (5.80)
toma la forma

decrece con respecto a [|[WW(0)]| la razon crece. En particular, si Wy = 0,

5(t;) > 5(0)6(5(0)—0)K(0)

1+“WMF]2 > 1 (5.81)

L+ W)l
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Esta desigualdad es cierta para el caso en que los coeficientes sean variables
q(0)
q(t;)
cota de error a priori de la solucion W. En efecto, si ||W(t)|| < M para todo
t en [0, c|, entonces por (5.81) se tiene

porque > 1, y es particularmente interesante cuando se conoce una

5(t;) > 5(0)6(6(0)_C)K(0)

w] | (5.8

1+ M?

Esta desigualdad proporciona una cota inferior para el error a priori de la
longitud de invertibilidad critica y asi si€) es el miembro derecho de (5.82),
tomando el primer ntimero positivo m de modo que m {2 > ¢, se cubre todo
el dominio [0, ].

El siguiente ejemplo garantiza que la solucién de un modelo particular
de ecuaciones del tipo (5.1) puede obtenerse siempre después de la haber

aplicado el método un nimero finito de veces.
Ejemplo 1. Consideremos el problema (5.1) para el caso B(t) = 0:

W'(t) =C(t) — D)W (t) — W(t)A({) , W(0)=W, . (5.83)
Como el problema (5.83) es equivalente a la ecuacion integral

W(t) =W, +/0 {C(s) = D(s)W(s) =W (s)A(s)}ds , 0<t<c .

tomando normas en la ecuacion y denotando por g(t) = ||[IW(t)||, se deduce
que

g(t) < HWo\|+/OC|!C(8>IIdS+/O g(s) (D) + [[A(s) ) ds . (5.84)

Por (5.84) y el lema de Gronwall [18, p.95] se sigue

Wl < (HWOH n / C ||c<s>||ds) -
(5.85)

- eXp (/OC(IIA(S)IHIID(S)II)dS) =M, 0<t<c,
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Si Q es el miembro derecho de (5.82) y M esta dado por (5.85), entonces
tomando el primer entero positivom de modo que m 2 > ¢, la solucién pro-
porcionada por el método es prolongable en todo el dominio|0, ¢] después de
a lo sumo m iteraciones.

Ejemplo 2. Consideremos el problema unidimensional
W =W +sin(t)W? , W(0)=1,

cuya solucién exacta estd definida en 0 <t < ¢ = 1,03841563726656 por

2¢!
Wi(t) = 1 — et (sin(t) — cos(t))

En este caso tenemos

5:[ 8 _Slf(t) } . Ko=max {||S(t)]|; 0<t<c}=1,31984576369327 .

Considerando la ecuacion (5.77) se tiene

5(to) = 6(0) > 0,4010308655321 = t; |

5(t1) > 0,20359355233278 = ¢, |
5(ts) > 0,24654713969143 = t5 |,

§(ts5) > 0,23816773231748 = 1,

con 5
Z 6<tl) >c o,
=0

esto significa que después de cuatro aplicaciones del método se cubre el do-
minio donde W no tiene singularidades.

Ejemplo 3. Consideremos el problema de Ricatti

W =w?2 , W0)=1,
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cuya solucion exacta es W(t) = —(t —1)7! en [0, 1[. En este caso tenemos
Ko=qo=1, wy = V2 y considerando la ecuacion (5.77) se tiene

5(0) = 6(to) > 0,45060051586483 = ¢, |,

§(t) > 0,177139328564488 = 5 |,
5(t) > 0,23375041210495 = ¢5 |,

5(t5) > 0,22375274305064 = ¢, |,

con

Luego, tras cuatro aplicaciones del método, el intervalo[0, 1] esta cubierto.

Concluimos este apartado estudiando el error adicional cuando se pro-
longa la solucion W de (5.1) al intervalo [ty,t1 + d(¢1)[, donde se tiene que
0<t; <ti+6(t1) <cyU(ty) =[I; 0]X(t1) es invertible. Con objeto de
aplicar de nuevo el método empezando desde el puntot;, debemos tener en
cuenta que el valor W(t;) de la solucion exacta de (5.1) ent = t1, no esté
disponible. En su lugar, tenemos un valor aproximado W, (t;) = W, proce-
dente de la aplicacion del método en el intervalo [0, ¢;].

Sea n; suficientemente grande para que en concordancia con (5.61)

1X(t) = X(t,m)l[ <p
N (5.86)
Wi ={[0 L] X(tr,m)}{[I, 0] X(t1,m)} "

v X (t1,n1) es la ny — sima suma parcial de la solucion X (¢) de (5.3). Consi-
deremos el problema de valor inicial

W (6)=C(t)~D ()W (1) =W () A() W () BOW (), W (k) =T
(5.87)
tl S t S Cc .
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Observar que debemos de considerar el desarrollo en serie de Taylor de S(t)
en t;. El sistema lineal subyacente es ahora

I

X'(t,ty) = SX (1) , X(t,ty) = { W } . L <t<c. (5.898)

y la solucion de (5.87) esta definida por
W(t,t) ={0 LIXOH[L, 00XO} " =V(tt) (Utt) . (5.89)

en el intervalo [t1,t; + 6(¢1)[ donde U(t,t;) es invertible. Observar que 147
es invertible por el teorema 5.3.1. En efecto, W; = W, (t1) siendo n; algin
entero positivo satisfaciendo (5.66). Por el lema de Gronwall [18, p.95] la
diferencia entre la solucion X (¢) del problema (5.3) definida en [t1, ¢, + 6(¢1)]
y X (t,t1) de (5.88), verifica

g(t) = [[X (@) = X(&, )]

ot) < I1X () — X(t2,m)] + / 15()]| g(s)ds |
y por (5.86)
1X(6) = X(6,8)]| < pexp (e — t)K (1)), 6 <t <t +6(t) , (5.90)

donde K(t;) esta definida por (5.78). De aqui V' (t,t1) = [0 I,] X (¢,t1) veri-
fica

|U() = Ut t)l] < [|X(8) = X (& 8[| < pexp (e = 1) K (1)) } o)
5.91
V(@) =Vt t)l < [[X({@) = X&) < pexp ((¢ — 1) K(t))
Por el lema de Banach se sigue que
Uit)y=1[1, 0] X(t) , U(t.t1) =11, 0] X(t,t1)
verifican

[~ =) <lv@-v )l o) [wEa) ™ (5.92)
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Por la demostracion del lema 5.2.2, ver (5.22) se tiene

(U, 4)) 7 | < (U =8(t0)q(tr) wn DK 4 <<ty +6(1)

5 (5.93)
1+ HWl
Por (5.90)-(5.92) se sigue que parat; <t <t +d(t1)
H(U(t))_l . (U(t,tl))_ln < peK(tl)(C—tl).
(5.94)

[(1 = 6(0) g(0) wo @O KO (1 — §(t) q(t1) wy ED K E)] 7

Por (5.89)-(5.94) la diferencia entre las solucion del problema (5.1) y la so-
lucion del problema (5.87), parat; <t < t; + d(t;) verifica

W (¢, 1) — W(t)||
< ||V (t, t1) — V()] H (t tl))‘lH
HIVOI U )™ = o)™

< p el K(0) (1 —8(t1) q(ty) wlel—a(tl)x(m))*l

. [1 + woedOKO (1 — 5(0)q(0)w0€<5(0>K(0>>)-1] _

La ultima expresion proporciona el error adicional cuando se aplica el método
en el intervalo [t1,%1 + d(¢1)[, teniendo en cuenta el error en el célculo de la
condicion inicial W (t1), la cual es desconocida y la cual ha sido aproximada
por el método en el dominio [0, ¢].
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