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Resumen

El ambito de esta tesis es el de la teoria abstracta de grupos finitos.
Todos los grupos que consideremos serdn finitos. Por ello, la palabra
«grupo» se entendera como sinénima de «grupo finito». Decimos que
un subgrupo H de un grupo G es solitario cuando ningtin otro sub-
grupo de G es isomorfo a H. Un subgrupo normal H de un grupo G
se dice normal solitario cuando ningtn otro subgrupo normal de G es
isomorfo a H. Un subgrupo normal N de un grupo G se dice que es
solitario para cocientes cuando ningtn otro subgrupo normal K de G da
un cociente isomorfo a G/N. Los subgrupos solitarios, los subgrupos
normales solitarios y los subgrupos solitarios para cocientes han sido
recientemente estudiados por autores como Thévenaz [Thé93], quien
bautizé los subgrupos solitarios como subgrupos fuertemente caracteris-
ticos, Kaplan y Levy [KL09, Lev14], Tarnduceanu [Tar12b, Tarl2a] y
Atanasov y Foguel [AF12].

El objeto de este proyecto de tesis doctoral es el de profundizar en
el andlisis de estas propiedades de inmersién de subgrupos, afinando
en el conocimiento de sus propiedades reticulares, obteniendo propie-
dades generales en relacién con clases de grupos y analizando grupos
en los que los miembros de algunas familias destacadas de subgrupos
satisfacen estas propiedades de inmersion.

Los resultados basicos de teorfa de grupos que se utilizan en la
memoria aparecen en el capitulo 1. Entre ellos, comentamos algunos
resultados sobre grupos resolubles, superresolubles, nilpotentes, clases
de grupos y grupos p-resolubles y p-nilpotentes para un primo p. En el
capitulo 2 presentamos los conceptos bésicos sobre estas propiedades
de inmersién, asi como algunos resultados basicos que satisfacen.

El capitulo 3 estd dedicado al estudio de propiedades reticulares de
estos tipos de subgrupos. En este capitulo se profundiza en el estudio
de los reticulos de subgrupos solitarios y solitarios para cocientes lle-
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8 Resumen

vado a cabo por Kaplan y Levy [KL09] y por Tarnauceanu [Tar12b] y
se comprueba que, a pesar de que estos reticulos constan de subgru-
pos normales, no son subreticulos del reticulo de subgrupos normales.
También comprobamos que el conjunto de subgrupos normales solita-
rios no constituye un reticulo, lo que motiva la introduccién del concep-
to de subgrupo subnormal solitario como herramienta més adecuada
para tratar propiedades reticulares.

En el capitulo 4 estudiamos con profundidad las relaciones entre
estas propiedades de inmersién y clases de grupos. Observamos que
los subgrupos subnormales solitarios se comportan bien respecto de
radicales de clases de Fitting y que los residuales para formaciones
son subgrupos solitarios para cocientes. Esto permite mejorar algunos
resultados sobre subgrupos solitarios para cocientes. También estu-
diamos condiciones en que los radicales respecto de clases de Fitting
son subgrupos solitarios para cocientes y los residuales respecto de
formaciones son subgrupos solitarios. Por tltimo, nos planteamos la
cuestion natural de si los subgrupos solitarios o subnormales solita-
rios pueden verse como radicales para clases de Fitting adecuadas o
si los subgrupos solitarios para cocientes son residuales para clases de
Fitting adecuadas. Damos una respuesta negativa a esta cuestion.

El capitulo 5 estd dedicado al estudio de grupos cuyos subgrupos
minimales son solitarios, es decir, grupos con un tnico subgrupo de
orden p para cada primo p divisor de su orden. Damos una clasifica-
cién completa de estos grupos y hacemos algunas observaciones sobre
problemas relacionados.

Nuestras aportaciones a esta linea de investigacion aparecen en el
articulo [ERL], aceptado para su publicaciéon en Communications in Al-
gebra, cuyos resultados aparecen principalmente en los capitulos 3 y 4,
y en [ERL16], aceptado para su publicacioén en Journal of Algebra and its
Applications, cuyos resultados aparecen principalmente en el capitulo 5.
También han sido presentados en el IX Encuentro en Teoria de Grupos
[ERL12], en el Seminario Predoc de la Universitat de Valencia [LC13] y
en el X Congreso Internacional de Investigacion Cientifica organizado por
la Universidad Auténoma de Santo Domingo [ERL14].



Resum

L’ambit d’aquesta tesi és el de la teoria abstracta de grups finits. Tots
els grups que hi considerem seran finits. Per aix0, la paraula «grup»
s’entendra com a sinonima de «grup finit». Direm que un subgrupo H
d'un grup G és solitari quan cap altre subgrup de G no és isomorf a H.
Un subgrup normal H d"un grup G es diu normal solitari quan cap altre
subgrup normal de G no és isomorf a H. Un subgrup normal N d'un
grup G es diu que és solitari per a quocients quan cap altre subgrup nor-
mal K de G no déna un quocient isomorf a G/N. Els subgrups solitaris,
els subgrups solitaris normals i els subgrups solitaris per a quocients
han sigut recentment estudiats per autors com Thévenaz [Thé93], qui
bateja els subgrups solitaris com a subgrups fortament caracteristics, Ka-
plani Levy [KL09, Lev14], Tarnauceanu [Tar12b, Tar12a] i Atanasov i
Foguel [AF12].

L’objecte d’aquest projecte de tesi doctoral és el d’aprofundir en
I'analisi d’aquestes propietats d’'immersié de subgrups, afinant en el
coneixement de les seues propietats reticulars, obtenint propietats ge-
nerals en relacié amb classes de grups i analitzant grups en que els
membres d’algunes families destacades de subgrups satisfan aquestes
propietats d’immersié.

Elsresultats basics de teoria de grups que es fan servir en la memoria
apareixen al capitol 1. Entre ells, comentem alguns resultats sobre
grups resolubles, superresolubles, nilpotents, classes de grups i grups
p-resolubles i p-nilpotents per a un primer p. Al capitol 2 presentem els
conceptes basics sobre aquestes propietats d'immersio, aixi com alguns
resultats basics que satisfan.

El capitol 3 esta dedicat a I’estudi de propietats reticulars d’aquests
tipus de subgrups. En aquest capitol s’aprofundeix en l'estudi dels
reticles de subgrups solitaris i solitaris per a quocients dut a terme per
Kaplan i Levy [KL09] i per Tarnduceanu [Tdr12b] i es comprova que,

9



10 Resum

encara que aquests subgrups consten de subgrups normals, no sén
subreticles del reticle de subgrups normals. També comprovem que el
conjunt de subgrups normals solitaris no constitueix un reticle, la qual
cosa motiva la introducci6 del concepte de subgrup subnormal solitari
com a eina més adient per tractar propietats reticulars.

Al capitol 4 estudiem amb profunditat les relacions entre aquestes
propietats d’immersio6 i classes de grups. Observem que els subgrups
subnormals solitaris es comporten bé respecte de radicals de classes
de Fitting i que els residuals per a formacions sén subgrups solitaris
per a quocients. Agod permet millorar alguns resultats sobre subgrups
solitaris per a quocients. També estudien condicions en que els radicals
respecte de classes de Fitting son subgrups solitaris per a quocients i els
residuals respecte de formacions sén subgrups solitaris. Per acabar, ens
plantegem la qiiesti6 natural de si els subgrups solitaris o subnormals
solitaris poden veure’s com a radicals per a classes de Fitting adients o
si els subgrups solitaris per a quocients sén residuals per a classes de
Fitting adients. Donem una resposta negativa a aquesta qtiestio.

El capitol 5 esta dedicat a 1’estudi de grups els subgrups minimals
dels quals son solitaris, és a dir, grups amb un tinic subgrup d’ordre p
per a cada primer p divisor del seu ordre. Donem una classificacié
completa d’aquests grups i fem algunes observacions sobre problemes
relacionats.

Les nostres aportacions a aquesta linia de recerca apareixen en
l’article [ERL], acceptat per a la seua publicacié a Communications in
Algebra, els resultats del qual apareixen principalment als capitols 314,
ien [ERL16], acceptat per a la seua possible publicaci6 a Journal of Alge-
bra and its Applications, els resultats del qual apareixen principalmente
al capitol 5. També han sigut presentats al congrés IX Encuentro en Te-
oria de Grupos [ERL12], al Seminari Predoc de la Universitat de Valencia
[LC13] ial X Congreso Internacional de Investigacién Cientifica organitzat
per la Universidad Auténoma de Santo Domingo [ERL14].



Summary

The scope of this thesis is the abstract finite group theory. All the
groups we will consider will be finite. hence, the word “group” will be
understood as a synonimous of “finite group”. We say that a subgroup
H of a group G is solitary when no other subgroup of G is isomorphic
to H. A normal subgroup H of a group G is said to be normal solitary
when no other normal subgroup of G is isomorphic to H. A normal
subgroup N of a group G is said to be gquotient solitary when no other
normal subgroup K of G gives a quotient isomorphic to G/N. Solit-
ary subgroups, normal solitary subgroups, and quotient solitary sub-
groups have been recently studied by authors like Thévenaz [Thé93],
who named the solitary subgroups as strongly characteristic subgroups,
Kaplan and Levy [KL09, Lev14], Tarnduceanu [Tar12b, Tarl2a], and
Atanasov and Foguel [AF12].

The aim of this PhD thesis project is to deepen into the analysis
of these subgroup embedding properties, by refining the knowledge
of their lattice properties, by obtaining general properties related to
classes of groups, and by analysing groups in which the members
of some distinguished families of subgroups satisfy these embedding
properties.

The basic results of group theory that will be used in the mem-
oir appear in Chapter 1. Among them, we comment on some results
about soluble groups, supersoluble groups, nilpotent groups, classes
of groups, and p-soluble and p-nilpotent groups for a prime p. In
Chapter 2, we present the basic concepts about these embedding prop-
erties, as well as some basic results satisfied by them.

Chapter 3 is devoted to the study of lattice properties of these types
of subgroups. In this chapter we deepen into the study of the lattices
of solitary subgroups and quotient solitary subgroups developed by
Kaplan and Levy [KL09] and by Tdarnduceanu [Tar12b] and we check
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12 Summary

that, even though these lattices consist of normal subgroups, they are
not sublattices of the lattice of normal subgroups. We also check that
the set of all normal solitary subgroups does not constitute a lattice,
which motivates the introduction of the concept of subnormal solitary
subgroup as a more suitable tool to deal with lattice properties.

In Chapter 4, we study in depth the relations between these em-
bedding properties and classes of groups. We observe that the sub-
normal solitary subgroups behave well with respect to radicals for
Fitting classes and that the residuals for formations are quotient sol-
itary subgroups. We also study conditions under which the radicals
with respect to Fitting classes are quotient solitary subgroups and the
residuals with respect to formations are solitary subgroups. To finish,
we state the natural question of whether the solitary or subnormal sol-
itary subgroups can be regarded as radicals for suitable Fitting classes
or whether the quotient solitary subgroups are residuals for suitable
Fitting classes. We give a negative answer to this question.

Chapter 5 is devoted to the study of groups whose minimal sub-
groups are solitary, that is, groups with a unique subgroup of order p
for each prime p dividing its order. We give a complete classification
of these groups and we make some remarks about related problems.

Our contributions to this research line appear in the paper [ERL],
accepted to be published in Communications in Algebra, whose results
appear mainly in Chapters 3 and 4, and in [ERL16], accepted to be
published in Journal of Algebra and its Applications, whose results appear
mainly in Chapter 5. They have been also presented in the IX Encuen-
tro en Teoria de Grupos (Spanish Meeting in Group Theory) [ERL12], in
the Predoc Seminar of the Universitat de Valencia [LC13] and in the X
Congreso Internacional de Investigacion Cientifica (X International Confe-
rence of Scientific Research) organised by the Universidad Auténoma
de Santo Domingo [ERL14].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos algunos resultados bésicos de teoria
de grupos que seran utilizados a lo largo de esta memoria. La notacion
que vamos a usar es la estdndar en la teoria de grupos y se corresponde
con la que se puede encontrar en libros como el de Doerk y Hawkes
[DH92], Huppert [Hup67] o Gorenstein [Gor80]. El lector también po-
dré hallar en estos libros los resultados basicos sobre teoria de grupos
finitos. Todos los grupos con los que vamos a tratar en esta memoria
van a ser finitos. Por lo tanto, en lo sucesivo, la palabra «grupo» se
entendera como sinénima de «grupo finito».

1.1. Grupos resolubles

Definicién 1.1. Diremos que un grupo es resoluble si existe n > 0 tal
que G™ =1, donde G es el n-ésimo término de la serie derivada de G.

Asi si G es resoluble, G tiene una serie
1:A0§]A1 Q]Angr:G

en la que cada grupo cociente A;_; /A;, es abeliano para todo i.
Los grupos resolubles presentan propiedades interesantes:

Proposicién 1.2 ([DH92, Chapter A, Theorem 10.2]). Sea G un grupo,
H < Gy M, N < G. Entonces:

1. Si G es resoluble, entonces H es resoluble.

15



16 Capitulo 1. Preliminares

2. G es resoluble si, y solo si, G/N es resoluble y N es resoluble.
3. Si G/M y G/N son resolubles, entonces G/(M N N) es resoluble.
4. Si My N son resolubles, entonces MN es resoluble.

Denotamos el conjunto de todos los ntimeros naturales primos por
IP. Si m C IP, denotamos por " = IP \ 7. Si p es un primo, denotamos

porp =T\ {p}.

Definiciones 1.3 ([DH92, Chapter I, Definitions 3.1]). Sea 1t un conjunto
de ntimeros primos.

1. Un m-miimero es un namero entero cuyos divisores primos perte-
necen todos a 7.

2. Un subgrupo H de un grupo G se dice que es un m-subgrupo de
Hall si |H| es un m-nimero y |G : H| es un ©’-ntmero.

3. Un subgrupo H de G se dice que es subgrupo de Hall si es un
ni-subgrupo de Hall de G para algtin 7= C IP. Evidentemente, H es
un subgrupo de Hall de G si, y solo si, med(|G : H|, |H|) = 1.

Las propiedades fundamentales de los subgrupos de Hall pueden
verse en [DH92, Chapter I, Section 3]. Los subgrupos de Hall gene-
ralizan los subgrupos de Sylow a conjuntos de primos, ya que un
p-subgrupo de Sylow es un {p}-subgrupo de Hall. Sin embargo, mien-
tras la existencia de p-subgrupos de Sylow esta garantizada para todo
primo p divisor del orden del grupo en virtud de los teoremas de
Sylow, no siempre existen m-subgrupos de Hall para un conjunto de
primos 7. Por ejemplo, el grupo alternado As de grado 5 no posee
{3, 5}-subgrupos de Hall. De hecho, la existencia de m-subgrupos de
Hall para todo conjunto de primos 7 es una propiedad caracteristica
de los grupos resolubles, como muestran los siguientes resultados de
Hall.

Teorema 1.4 (Hall [Hal28], véase también [DH92, Chapter I, Theo-
rem 3.3]). Sea G un grupo resoluble y  un conjunto de primos, entonces:

1. G posee Tt-subgrupos de Hall,

2. los mt-subgrupos de Hall de G forman una clase de conjugacion de G, y
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3. cada mt-subgrupo de G estd contenido en un m-subgrupo de Hall de G.

Teorema 1.5 (Hall [Hal37a], véase también [DH92, Chapter I, Theo-
rem 3.5]). Sea G un grupo con |G| = H;zl p?j, donde py, ..., p, son primos
distintos dos a dos. Supongamos que G posee subgrupos S, ..., S, tales que
|G : Si| = pi para 1 < i < v, en otras palabras, que G posee p’-subgrupos de
Hall para todo p € IP. Entonces G es resoluble.

Como consecuencia de los teoremas 1.4 y 1.5, se tiene el siguiente
resultado fundamental.

Teorema 1.6. Un grupo G es resoluble si, y solo si, G posee mt-subgrupos de
Hall para todos los conjuntos Tt de primos.

Como vemos en el teorema 1.5, la existencia de p’-subgrupos de Hall
para cada primo p es una propiedad caracteristica de los grupos finitos
resolubles. También lo es la existencia de sistemas de Hall, introducidos
en [Hal37b]. Seguiremos el planteamiento més general presentado por
Doerk y Hawkes en [DH92, Chapter I, Section 4], que es mdas adecuado
para nuestros intereses.

Definicién 1.7. Sea G un grupo resoluble y denotemos por n(G) el
conjunto de divisores primos de |G|. Un sistema de Hall de G es un con-
junto H de subgrupos de Hall de G que satisfacen las dos propiedades
siguientes:

1. Para cada n C 71(G), IH contiene exactamente un m-subgrupo de
Hall G, que denotamos por G;.

2. SiH, K € H, entonces HK = KH.

Si H es un sistema de Hall de G y, para cada  C 71(G), G, denota el
tnico m-subgrupo de Hall de G en H, entonces la aplicacion 7w +— G,
1 C 11(G), del conjunto potencia de 71(G) en IH es biyectiva y conserva
el orden parcial dado por la inclusién ([DH92, Chapter I, Lemma 4.2]).

Proposicién 1.8 ([DH92, Chapter I, Proposition 4.4]). Sea G un grupo
resoluble y sea 7(G) = {p1,...,ps}. Para cada i € {1,...,r}, sea S; un pi-
subgrupo de Hall de G y sea K = {G,S3,...,5,}. Si m € 1(G), sea m* =
1(G) \ m y sea G, = (\{Si | pi € 7*}. Entonces

1. H = {Gx | © € (G)} es un sistema de Hall de G, y

2. H es el vinico sistema de Hall de G en que K estd contenido.
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1.2. Grupos superresolubles y nilpotentes

Las propiedades principales de los grupos superresolubles apa-
recen en [Hup67, Kapitel VI, §9]. Recordamos la definiciéon de esta
propiedad de grupos.

Definicién 1.9. Un grupo G es superresoluble si posee una serie normal
finita,
1=A <A <A<~ dA =G

en la que cada grupo cociente A;/A;_1, es ciclico para cadai € {1,...,r}.

Teorema 1.10 (véase [Hup67, Kapitel VI, Satz 9.1 y notas previas]).
Supongamos que G es un grupo superresoluble.

1. Si G es superresoluble y H < G, entonces H es superresoluble.
2. Si G es superresoluble y N < G, entonces G/N es superresoluble.

3. Si N1, N» < G y los cocientes G/N1 y G/N, son superresolubles,
entonces G/(N1 N Ny) es superresoluble.

4. Si G es un grupo superresoluble y p es el mayor primo divisor de |G|,
entonces G tiene un p-subgrupo de Sylow normal. En particular, G posee
una torre de Sylow para el orden natural de los niimeros primos divisores
de |G|, es decir, si los primos divisores de |G| son p1 < p2 < --- < p,,
existe una cadena de subgrupos

1=P,<P,1<Po<--<Pi<P =G

de manera que Py es normal en G para 1 < k < r y Px_1/Py es un
pr-subgrupo de Sylow normal de G/Py paral <k <.

Las propiedades fundamentales de los grupos nilpotentes se pue-
den encontrar en [DH92, Chapter A, Section 8].

Definicién 1.11. La serie central descendente de un grupo G viene defi-
nida por Ki(G) = G, K,,(G) = [K,-1(G), G] paran > 2.

Definicién 1.12. Un grupo G es nilpotente cuando existe un natural
c de manera que el término (c + 1)-ésimo K.1(G) de la serie central
descendente de G es trivial.
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Definicién 1.13. Si G es un grupo nilpotente, decimos que G es de clase
de nilpotencia 0 si G = 1 y de clase de nilpotencia ¢ = ¢(G) si la serie
central descendente de G satisface K.(G) # 1 = K.41(G).

Claramente, los grupos nilpotentes son superresolubles. El siguien-
te resultado expresa algunas propiedades de grupos nilpotentes.

Proposicién 1.14. 1. Los subgrupos e imdgenes homomorfas de grupos
nilpotentes son nilpotentes.

2. El producto directo de grupos nilpotentes es nilpotente.
3. Para cada primo p, los p-grupos son nilpotentes.
4. Si G es un grupo, entonces K;(G) es caracteristico en G para todo i.

En general, la relacién de normalidad no es transitiva. La clausura
transitiva de la normalidad es la subnormalidad.

Definicién 1.15. Un subgrupo H de un grupo G se dice que es subnormal
en G cuando existe una serie H = Hy < Hy < H, < --- < H, = G tal

que H;_; es un subgrupo normal de H; para 1l <i<n.

Recordamos también algunas caracterizaciones de grupos nilpo-
tentes.

Teorema 1.16 ([DH92, Chapter A, Theorem 8.3]). Las siguientes afirma-
ciones sobre un grupo finito G son equivalentes dos a dos:

1. G es nilpotente.

2. Cada subgrupo maximal de G es normal.

3. G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.
4. Todo factor principal de G es central.

5. Todos los subgrupos de G son subnormales.
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1.3. Clases de grupos

El lenguaje de clases de grupos permite presentar de una manera
uniforme y generalizar resultados comunes a distintas propiedades
invariantes por isomorfismos de grupos. Los libros de Doerk y Hawkes
[DH92] y Ballester-Bolinches y Ezquerro [BBE06] son dos referencias
bésicas de la teoria de clases de grupos.

Definicién 1.17. Una clase X cuyos elementos son grupos se dice que
es una clase de grupos si cada vez que G es un grupo en X y H es un
grupo isomorfo a G, se cumple que H € X.

Observacién 1.18. Cada propiedad de grupos que es cerrada bajo iso-
morfismos puede interpretarse como una clase de grupos formada por
todos aquellos grupos que cumplen la propiedad.

Definicién 1.19. Una clase de grupos X se dice que es cerrada para
extensiones cuando para cada grupo G que posea un subgrupo normal
N tal que N € X y G/N € X se cumple que G € X.

Definicién 1.20. Decimos que una clase de grupos X es cerrada para
subgrupos (normales) cuando si G es un grupo en X y H es un subgrupo
(normal) de G, entonces H pertenece a X.

Definicién 1.21. Una clase de grupos X se dice que es cerrada para
cocientes cuando si G € X y N es un subgrupo normal de G, entonces
G/N € X.

Ejemplos 1.22. La clase S, de todos los p-grupos para un primo p y la
clase S de todos los grupos resolubles son ejemplos de clases cerradas
para extensiones. El grupo simétrico X3 de grado 3 muestra que la clase
de todos los grupos nilpotentes no es cerrada para extensiones.

Son especialmente interesantes las siguientes clases de grupos.

Definicién 1.23. Una clase de grupos & se dice que es una formacion si
se cumplen las siguientes condiciones:

1. Si N es subgrupo normal de G y G € §, entonces G/N € §, es
decir, § es cerrada para cocientes.

2. SiNj, N, 4 Gy G/Ny, G/N, € §, entonces G/(N; N N») € §.
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Definicién 1.24. Si § es una formacién no vacia y G es un grupo, el
subgrupo
G*=[)IN<GIG/Ne )

se denomina §-residual de G.

Proposicién 1.25 ([DH92, Chapter I, Lemma 2.4]). Si § es una formacion
no vacia y G es un grupo, entonces G® es el menor subgrupo normal K de G
tal que G/K € §. Ademds, G% es un subgrupo caracteristico de G.

Ejemplos 1.26. Las clases A de todos los grupos abelianos, S de todos
los grupos resolubles, U de todos los grupos superresolubles y 9t de
todos los grupos nilpotentes son formaciones.

Definicién 1.27. Una clase de grupos & se dice que es una clase de
Fitting cuando § satisface las siguientes condiciones:

1. Si N es un subgrupo normal de un grupo G € §, entonces N € ,
es decir, ¥ es cerrada para subgrupos normales.

2. Si G = NjN; es el producto de dos subgrupos normales N; y N,
de Gy N3, N, € §, entonces G € .

Definicién 1.28. Si § es una clase de Fitting no vacia y G es un grupo,
el §-radical G de G es el producto de todos los subgrupos normales de
G que pertenecen a .

Proposicién 1.29 ([DH92, Chapter II, Lemma 2.9]). El §-radical G es el
mayor subgrupo normal de G que pertenece a §. Ademds el §-radical Gy de
G es un subgrupo caracteristico de G.

Ejemplos 1.30. La clase S de todos los grupos resolubles y la clase 9t de
todos los grupos nilpotentes son clases de Fitting. Lo mismo cabe decir
con respecto a la clase € de todos los grupos que son completamente
reducibles (es decir, son triviales o producto directo de grupos simples)
y tienen centro trivial (véase [Ros78, Exercise 419]). Sin embargo, la
clase A de todos los grupos abelianos y la clase U de todos los grupos
superresolubles son formaciones que no son clases de Fitting.
También hay ejemplos de clases de Fitting que no son formaciones.
Por ejemplo, la clase D formada por todos los grupos G tales que para
todo ¢ € G se tiene que [, det(gsobre M;) = 1, donde el producto
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se toma sobre los 3-factores principales M;, M, ..., M, de una serie
principal dada de G, es una clase de Fitting que no es una formacién.
Referimos al lector a [DH92, Chapter IX, Examples 2.14(b)] para mas
detalles.

En el caso de formaciones y clases de Fitting cerradas para exten-
siones, obtenemos los siguientes resultados:

Teorema 1.31. Si § es una formacion no vacia cerrada para extensiones y G
RY c
es un grupo, entonces (G%)° = G°.

Demostracién. Notemos que N = (Gg)g es un subgrupo caracteristico
de G%, luego N es un subgrupo caracteristico en G. Por otra parte,
G/N tiene un subgrupo normal G¥/N de modo que (G/N)/(G%/N) =
G/GS e § y G3/N € §. Por ser § cerrada para extensiones, se sigue que
G/N € &. Pero entonces G® < N. Se sigue que N = G3. m

Teorema 1.32. Si & es una clase de Fitting no vacia cerrada para extensiones
y G es un grupo, entonces (G/Gg)z = 1.

Demostracion. Denotemos por N/Gg = (G/Gg);. Notemos que N/Gg €
§ y Gg € &. Por ser §§ cerrada para extensiones, se cumple que N € 3.
Pero como N es un subgrupo normal de G, se concluye que N < Gg.
AsiN = Gg O

1.4. Grupos p-resolubles y p-nilpotentes

En esta seccion presentamos localizaciones de los conceptos de gru-
po resoluble y de grupo nilpotente. Dada una clase de grupos X, una
localizacion de X es una familia de clases de grupos {X, | p € P} de
manera que X = [),p X,. El siguiente concepto es una localizacién de
la nocién de grupo resoluble.

Definicién 1.33 ([Hup67, Kapitel VI, Definition 1.3]). Sea p un ntime-
ro primo. Un grupo finito G se dice que es p-resoluble si cada factor
principal de G es o bien un p-grupo, o bien un p’-grupo.

A partir de esta definicion, el siguiente resultado es inmediato.

Teorema 1.34. Un grupo finito G es resoluble si, y solo si, G es p-resoluble
para todo primo p.
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Definicién 1.35. Sea p un primo. La p-longitud de un grupo p-resoluble
G es el menor nimero de p-factores de una serie de G cuyos factores
sean p-grupos o p’-grupos.

Asi, un grupo tiene p-longitud a lo sumo 1 si G/O,(G) tiene un p-
subgrupo de Sylow normal, donde O,/ (G) denota el mayor p’-subgrupo
normal de G.

A continuacién presentamos el concepto de grupo p-nilpotente, que
localiza la nocién de grupo nilpotente. En [Hup67, Kapitel IV] y [Gor80,
Chapter 7] se estudia este concepto en profundidad.

Definicién 1.36 ([Hup67, Kapitel IV, Definition 4.1]). Sea p un ntimero
primo. Un grupo finito G se dice que es p-nilpotente si G posee un
p’-subgrupo de Hall normal.

Teorema 1.37 (véase [Hup67, Kapitel 1V, Satz 4.4]). Un grupo G es p-
nilpotente si, y solo si, todos los factores principales de G de orden divisible
por p son centrales.

Como consecuencia del teorema 1.37 obtenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.38. Un grupo G es nilpotente si, y solo si, G es p-nilpotente para
todo primo p.

El siguiente resultado se utilizara en el capitulo 5.

Teorema 1.39 (Burnside [Burl1, Section 243, Theorem II], [Gor80, Chap-
ter 7, Theorem 4.3]). Sea p un primo. Si un p-subgrupo de Sylow de un grupo
G estd centralizado por su normalizador, entonces G es p-nilpotente.

Las técnicas para demostrar el teorema 1.39 permiten también de-
mostrar el siguiente resultado, que se usard también en el capitulo 5.

Teorema 1.40 ([Gor80, Chapter 7, Theorem 4.4]). Si un p-subgrupo de
Sylow P de G es abelianoy siN = Ng(P), entonces P = (PNN")x (PNZ(N)).






Capitulo 2

Definiciones y propiedades
basicas

En este capitulo mostraremos los conceptos bésicos sobre subgru-
pos solitarios y generalizaciones de este concepto.

2.1. Subgrupos solitarios y subgrupos norma-
les solitarios

Definicién 2.1. Un subgrupo H < G se dice solitario cuandosiK < G y
H = K, entonces H = K.

El concepto de subgrupo solitario fue introducido previamente en
un articulo de Thévenaz [Thé93] bajo el nombre de subgrupo fuerte-
mente caracteristico. El nombre de subgrupo solitario que utilizamos en
esta tesis fue introducido por Kaplan y Levy en [KL09, Definition 2].
Los subgrupos solitarios han sido estudiados por Kaplan y Levy en
[KLO9] (véase también [Lev14]), por Atanasov y Foguel en [AF12] y
por Tarnduceanu en [Tar12b] (véase también [Tdr12a]).

Una propiedad de inmersion de subgrupos o funtor de inmersion de sub-
grupos f asigna a cada grupo G una familia de subgrupos f(G) de
manera que si @ es un isomorfismo de grupos, f(G*) = {5*| S € f(G)}.
Si S € f(G), diremos que S es un f-subgrupo de G o que S satisface
la propiedad de inmersién f en G. Ejemplos cldsicos de propiedades
de inmersién incluyen la propiedad de ser subgrupo o ser subgrupo
normal.

25
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Dada una propiedad de inmersién de subgrupos f, podemos consi-
derar los f-subgrupos que no son isomorfos a ningtn otro f-subgrupo.

Definicién 2.2. Dada una propiedad de inmersién de subgrupos f,
un f-subgrupo H de un grupo G se dice f-solitario en G si dado un
f-subgrupo K de G de manera que H = K, se tiene que H = K.

Cuando f = s es simplemente la propiedad de ser subgrupo, los
subgrupos s-solitarios son simplemente los subgrupos solitarios. Para
el caso en que la propiedad de inmersién f sea la normalidad, obtene-
mos la nocién de subgrupo normal solitario introducida por Kaplan y
Levy en [KL09].

Definicién 2.3 ([KL09, Definition 2]). Un subgrupo H < G se llama
normal solitario en G si ningtn otro subgrupo de G isomorfo a H es
normal en G. En otras palabras, un subgrupo H < G es normal solitario
cuandosi H < Gy H = K, entonces H # G, es decir, si K < Gy H = K,
entonces H = K.

Maés adelante (véase la definicion 3.6 en la pagina 34) presentaremos
el concepto de subgrupo subnormal solitario, que corresponde al caso
en que la propiedad f sea la subnormalidad.

Ejemplo 2.4. Sea G = L, el grupo simétrico de grado 4. Entonces
F(G) =V,yS5=((1,2)3,4),(3,4)) = V4, conlo que Vyno es unsubgrupo
solitario de G. Sin embargo, V, es un subgrupo normal solitario de G,
ya que es el tnico subgrupo normal de G de orden 4.

La siguiente propiedad justifica el nombre de subgrupo fuertemente
caracteristico dado por Thévenaz en [Thé93].

Proposiciéon 2.5. Todo subgrupo solitario (normal solitario) de G es caracte-
ristico en G.

Demostracién. Sean H un subgrupo solitario (normal solitario) de G y
a € Aut(G). Entonces H* = H. Por ser H solitario (normal solitario) en
G, H* = H. Por tanto, H es caracteristico en G. O

Los subgrupos de Hall normales son también solitarios, como Ata-
nasov y Foguel ponen de manifiesto en [AF12]. De hecho, es un resulta-
do muy conocido que si un grupo posee un rt-subgrupo de Hall normal,
entonces este es el tnico n-subgrupo de Hall del grupo. Presentamos
aqui una prueba de este hecho por completitud.
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Proposicién 2.6 ([AF12, Proposition 2.1]). Si H es un subgrupo normal
de G de manera que mcd(|H|, |G/H|) = 1, entonces H es solitario en G.

Demostracién. Sea K un subgrupo de G isomorfo a H. Entonces HK
es un subgrupo de G. Puesto que K y H tienen el mismo orden, to-
dos los factores primos de |HK]| son factores primos de |H|. Como
mcd(|H|, |G/H|) = 1, se deduce que mcd(|[HK],|G/H|) = 1. Suponga-
mos que H # HK. Entonces |H| es divisor de |G|, |[HK]| es divisor de
|G| y [H| < |[HK]. Existe un namero primo p divisor de |HK|/|H]|, lo que
implica que p es divisor de |H| y |G/H|. Esto contradice la suposiciéon
mcd(|H|,|G/H]|) = 1. Asi, HK = H, lo que implica que H = K. Por lo
tanto, H es solitario en G. m|

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, tenemos los
siguientes dos corolarios.

Corolario 2.7 ([AF12, Corollary 2.2]). Si G = Hy X H, y med(|H|, |Hz|) =
1, entonces Hy y Hy son solitarios en G.

Corolario 2.8 ([AF12, Corollary 2.3]). S5i G = Hy X H, X --- X H,, y para
i, j€{1,2,...,n}, i # j, se tiene que mcd(|H;|,|H;|) = 1, entonces H; es
solitario en G para todoi € {1,2,...,n}.

Ejemplo 2.9. Si G = I3 X C;3, donde X3 denota el grupo simétrico de
grado 3 y Cs el grupo ciclico de orden 3, se tiene que el subgrupo
alternado A; es un subgrupo solitario de X3 y X3 es un subgrupo
solitario de G. Sin embargo, A3 no es un subgrupo solitario de G, ya
que Az es isomorfo a Cs. Esto prueba que la relacién de ser un subgrupo
solitario no es una relacion transitiva. Este mismo ejemplo muestra que
la relacién de ser subgrupo normal solitario tampoco es transitiva.

2.2. Subgrupos solitarios para cocientes

Parece natural considerar el concepto dual al de subgrupo solitario
para cocientes. Tarnduceanu introdujo en [Tar12b] la nocién de subgru-
po solitario para cocientes. Este mismo concepto ya fue introducido en
nuestro trabajo de investigacion de tercer ciclo [LC11] bajo el nombre
de subgrupo dual-solitario.
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Definicién 2.10 ([Tar12b]). Un subgrupo normal N de un grupo G se
dice que es solitario para cocientes en G si cada vez que K es un subgrupo
normal de G y G/N es isomorfo a G/K, se tiene que N = K.

Proposicién 2.11. Un subgrupo solitario para cocientes de G es caracteristico
en G.

Demostracion. Supongamos que N es un subgrupo solitario para co-
cientes de G y que a es un automorfismo de G. Entonces N* es un sub-
grupo normal de G. Consideremos el homomorfismo g: G — G/N*
definido mediante g = g*N®. Este homomorfismo tiene como nucleo
Ny es claramente un epimorfismo, con lo que G/N = G/N*®. Por ser N
solitario para cocientes, se tiene que N = N“, como se deseaba. O

La nocién de subgrupo solitario para cocientes es esencialmente
distinta de la nocién de subgrupo solitario o la de subgrupo normal
solitario.

Ejemplo 2.12. Sea G = C4 X C, = (a,b | a* = b* = [a,b] = 1) el producto
directo de un grupo ciclico de orden 4 y un grupo ciclico de orden 2. El
subgrupo H = (4%, b) es solitario, ya que es el unico subgrupo abeliano
elemental de orden 4, pero no es solitario para cocientes, ya que G/H =
Co y G/{a) = C,. Por otra parte, K = (a*) = ®(G) es un subgrupo que
es solitario para cocientes, ya que es el tinico subgrupo normal que da
cociente C; X C;, pero no es solitario, puesto que K = (b).

Igual que vimos en la proposicién 2.6, los subgrupos de Hall norma-
les son también solitarios para cocientes. La demostracion es analoga
a la de la proposicién 2.6 y por eso la omitimos.

Proposicién 2.13. Si H es un subgrupo normal de G y mcd(|H|, |G/H|) = 1,
entonces H es solitario para cocientes en G.

Los subgrupos solitarios para cocientes se comportan bien con res-
pecto a cocientes.

Proposicién 2.14. Supongamos que N es un subgrupo normal de un grupo
G y que S es un subgrupo solitario para cocientes de G de manera que N < S.
Entonces S/N es un subgrupo solitario para cocientes de G/N.

Demostracién. Supongamos que T/N es un subgrupo normal de G/N
de manera que (G/N)/(S/N) = (G/N)/(T/N). Entonces G/S = G/Ty,
por ser S solitario para cocientes, S = T. O
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Observacion 2.15. Como se indica en [Tarl12a] y contrariamente a lo
que se afirma en [Tar12b, Proposition 2.3], no podemos afirmar que la
imagen por un epimorfismo de un subgrupo solitario para cocientes
sea un subgrupo solitario para cocientes. Sea X3 = (a,b | a*> = b =
1,b0* = b™') un grupo simétrico de grado 3 y sea Dyg = (¢, d | ¢* =
d° = 1,d° = d') un grupo diédrico de orden 10. Tomemos G = X X
Dy el producto directo de estos grupos. Consideremos N = (b, d). El
subgrupo S = (¢, d) es solitario para cocientes en G, pero su imagen en
G/N, H;/N = (b,c,d)/N, no es un subgrupo solitario para cocientes, ya
que H,/N = (ab,c,d)/N es un subgrupo normal de G/N de manera que
(G/N)/(H:1/N) = (G/N)/(Hz/N) = C,, pero H1/N # H,/N.

Por dltimo, mostramos que la relaciéon de ser subgrupo solitario
para cocientes es transitiva.

Proposicién 2.16 ([Tar12b, Proposition 2.2]). Sea G un grupo y H, K dos
subgrupos normales de G con K < H. Si H es solitario para cocientes en G y
K es solitario para cocientes en H, entonces K es solitario para cocientes en G.

Demostracion. Sea K; un subgrupo normal de G tal que G/K; = G/Ky
consideremos un isomorfismo f: G/K — G/K;. Denotemos H;/K; =
f(H/K), donde H; es un subgrupo normal de G de modo que K; < H;.
Se sigue que

G/H = (G/K)/(H/K) = (G/K1) /(H:/K:) = G/Hi.

Esto nos lleva a que H; = H. Se obtiene que H/K; = H/K y, por tanto,
Ki = K. Se concluye que K es un subgrupo solitario para cocientes
de G. m]






Capitulo 3

Propiedades reticulares

En este capitulo vemos que los subgrupos solitarios y los subgru-
pos solitarios para cocientes forman reticulos con la inclusién de sub-
grupos, como muestran Kaplan y Levy en [KL09] y Tarnduceanu en
[Tar12b], respectivamente (el altimo resultado también forma parte de
nuestro trabajo de investigacion de tercer ciclo [LC11]). Nuestra prin-
cipal aportacion a este estudio consiste en mostrar que estos reticulos
no son en general subreticulos del reticulo de subgrupos normales.
También vemos que el conjunto parcialmente ordenado de los subgru-
pos normales solitarios con la inclusién de subgrupos no constituye un
reticulo. Esto motiva la introduccién del concepto de subgrupo sub-
normal solitario. Los subgrupos subnormales solitarios conformaran
un reticulo con la inclusién de subgrupos, que tampoco serd un subre-
ticulo del reticulo de subgrupos normales. Estos resultados aparecen
en [ERL].

3.1. Observaciones sobre el reticulo de sub-
grupos solitarios

Comenzaremos por mostrar que el conjunto de subgrupos solitarios
de un grupo constituye un reticulo con la inclusién de subgrupos.

Teorema 3.1 ([KL09, Theorem 25]). Si G es un grupo, entonces el conjunto

Sol(G) formado por todos los subgrupos solitarios de G es un reticulo con
respecto a la inclusion de subgrupos.

31
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Demostracién. Sean S; y S, solitarios en G. Entonces, en particular, S;
y S» son normales y asi 515, es un subgrupo de G. Supongamos que
T < G, T = 55 Entonces T contiene subgrupos T; y T,, que son
isomorfos a 51 y S, respectivamente, y T = T;T,. El caracter solitario de
51y S, en G implica inmediatamente que T = S;5,. Por lo tanto, 5:5,
es solitario en G. Ademads, cualquier subgrupo que contiene tanto a S;
como a S, debe contener a S;S,. Por consiguiente, 5,5, es el supremo
de {S1, S2}. Demostramos ahora que el infimo de {S;, S,} también existe.
Primero notemos que 1 es un subgrupo solitario de G incluido tanto
en S; como en Sy, con lo que el conjunto de subgrupos solitarios de
G contenidos tanto en S; como en S, no es vacio. Tomemos ahora
el subgrupo generado por todos los subgrupos solitarios de G que
estdn contenidos tanto en S; como en S,. Entonces, por lo que hemos
demostrado arriba, este subgrupo es solitario en G y esta contenido en
51y S». Este subgrupo es el infimo de {S;, S»}. Notemos que 1y G son,
respectivamente, el minimo y el méximo de Sol(G), respectivamente.

O

Sin embargo, este reticulo no es, en general, un subreticulo del
reticulo de subgrupos normales, donde el supremo de dos subgrupos
normales coincide con el subgrupo generado por ellos y el infimo, con
su interseccion.

Ejemplo 3.2 ([ERL, Example 2.1]). Sea G un producto directo de un
grupo simétrico X3 = (a,b | a* = b> = 1,1" = b™') de grado 3 y un grupo
ciclico C3 = {c | ¢® = 1) de orden 3. Este grupo tiene dos subgrupos
solitarios, X3 = (a,b) y el 3-subgrupo de Sylow normal (b, c) = C5 X C3,
cuya interseccion es (b), un grupo ciclico de orden 3 que es claramente
no solitario en G. Por tanto, la intersecciéon de dos subgrupos solitarios
no es necesariamente un subgrupo solitario.

El siguiente teorema puede verse como el dual del teorema 3.1 para
subgrupos solitarios para cocientes.

Teorema 3.3 ([Tar12b, Proposition 2.1], [LC11, Teorema 3.4]). Si G es un
grupo, el conjunto QSol(G) formado por todos los subgrupos solitarios para
cocientes de G con la inclusion es un reticulo.

Demostracién. Supongamos que A y B son dos subgrupos solitarios pa-
ra cocientes. Veamos en primer lugar que ANB es un subgrupo solitario
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G
N
(a,b,e) (b,c,d)
T~ |
(a,c,e) b, c)

|~ |

(e) (©)

Figura 3.1: Reticulo de subgrupos solitarios para cocientes del grupo
del ejemplo 3.4

para cocientes. Supongamos que K es un subgrupo normal de G y que
G/(AN B) es isomorfo a G/K. Entonces G/K posee subgrupos normales
A1/Ky B;/K de manera que A1 NB; = Ky G/A; = (G/K)/(A1/K) = G/A
y G/By = (G/K)/(B1/K) = G/B. Por ser A y B solitarios para cocientes,
se sigue que A; = Ay By = B. Pero entonces K = A; N By = ANB.
Consideremos ahora el conjunto de todos los subgrupos solitarios
para cocientes de G que contienen A y B. Este conjunto no es vacio
porque G es uno de estos subgrupos. Ademas, por lo visto en el parrafo
anterior, la interseccién de todos ellos es un subgrupo solitario para
cocientes de G que contiene A y B. Este subgrupo resulta ser el supremo
de {A, B}. Concluimos que los subgrupos solitarios para cocientes de G
constituyen un reticulo. O

Ejemplo 3.4 ([ERL, Example 2.2]). Al igual que ocurria con el reticulo
de los subgrupos solitarios, el reticulo de los subgrupos solitarios para
cocientes no es, en general, un subreticulo del reticulo de los subgrupos
normales. Para ello consideremos un grupo extraespecial E = (g, b) de
orden 27 y exponente 3. Denotemos por ¢ = [a, b]. Este grupo E posee un
automorfismo d de orden 2 dado por a? = a y b* = b?, entonces se tiene
que ¢! = ¢. Sea H = [E](d) el correspondiente producto semidirecto.
Consideremos ahora un grupo ciclico C = {e) de orden 3 y el producto
directo G = H X C. Se puede comprobar (por ejemplo, con la ayuda
de GAP [GAP15]) que los subgrupos solitarios para cocientes de G son
1, {c), <e), {a,c,e), <b,c), <a,b,e), (b,c,d) y G. La figura 3.1 muestra el
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\
(b/ C> <a, b3, C>
e

(c) (b3, )

Figura 3.2: Conjunto parcialmente ordenado de los subgrupos norma-
les solitarios del grupo del ejemplo 3.5

diagrama de Hasse de este reticulo. El producto de {c) y {¢) no es un
subgrupo solitario para cocientes de G.

La situacion es atiin peor con subgrupos normales solitarios, ya que
no forman un reticulo en general.

Ejemplo 3.5. Sea
G=@bc|la®=b=,b"=b,c"=c8,c"=7).

Los subgrupos normales solitarios de G son 1, (b?, ¢3), {c}, {a, ¢), {a, b®, ¢),
(b,c) y G, obtenidos con ayuda del sistema de algebra computacional
GAP [GAP15]. El conjunto parcialmente ordenado de estos subgrupos
normales solitarios estd representado en la figura 3.2. Vemos que el
subconjunto {(b*, ¢%), {c)} no posee supremo en el conjunto parcialmen-
te ordenado de los subgrupos normal solitarios de G, mientras que
{a, b3, c), (b, c)} no tiene infimo.

Parece claro que uno de los principales obstadculos para que el con-
junto parcialmente ordenado de los subgrupos normales solitarios sea
un reticulo es el hecho de que la normalidad no es una relacién transi-
tiva en general. La clausura transitiva de la normalidad es la subnor-
malidad (véase la definicion 1.15 en la pagina 19).

Definicién 3.6 ([ERL, Definition 2.4]). Un subgrupo H de un grupo G
se dice que es un subgrupo subnormal solitario de G cuando H es un
subgrupo subnormal de G y si K es otro subgrupo subnormal de G
isomorfo a H, entonces K = H.
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Esta definicién se corresponde con la nocién de subgrupo f-solitario
(véase la definicion 2.2 en la pagina 26) cuando la propiedad de inmer-
sion f es la subnormalidad.

Obviamente, los subgrupos subnormales solitarios son caracteristi-
cos (vale el mismo argumento de la demostracién de la proposicién 2.5
en la pagina 26). El siguiente resultado es una consecuencia inmediata
de la definicion.

Proposiciéon 3.7 ([ERL, Proposition 3.5]). Sea H un subgrupo de un gru-
po G.

1. Si H es solitario en G, entonces H es subnormal solitario en G.
2. Si H es subnormal solitario en G, entonces H es normal solitario en G.

Claramente, en grupos nilpotentes, las nociones de subgrupo soli-
tario y subgrupo subnormal solitario coinciden, ya que todo subgrupo
es subnormal, mientras que en los grupos donde la normalidad es una
relacion transitiva, los llamados T-grupos (por ejemplo, en los grupos
abelianos), los subgrupos subnormales solitarios y los subgrupos nor-
males solitarios coinciden. En [BBERA10, Chapter 2] se puede hallar
mads informacién sobre los T-grupos.

Los reciprocos de las implicaciones de la proposicién 3.7 son falsos:

Ejemplo 3.8 ([ERL, Example 2.6]). El grupo diédrico Dg = {a,b | a* =
b* = (ab)* = 1) de orden 8 tiene un subgrupo normal solitario (%) =
®(Dsg) que no es subnormal solitario en Dg, ya que este grupo cuenta
con cinco subgrupos subnormales ciclicos de orden 2.

Ejemplo 3.9 ([ERL, Example 2.7]). El grupo simétrico X4 de orden 4
tiene un subgrupo subnormal solitario V, = ((1,2)(3,4), (1, 3)(2,4)) que
no es solitario en L4, porque V, es isomorfo al subgrupo no subnormal
((1,2),(3,4))

Sin embargo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.10 ([ERL, Theorem 2.8]). El conjunto parcialmente ordenado de
todos los subgrupos subnormales solitarios de un grupo con la inclusion es un
reticulo.
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Figura 3.3: Reticulo de subgrupos subnormales solitarios del grupo de
los ejemplos 3.5y 3.11

Demostracién. Supongamos que S; y S; son subgrupos subnormales
solitarios en G. Entonces S; y S, son subgrupos normales de G. Supon-
gamos que T es un subgrupo subnormal de G isomorfo a S = 5;5,.
Notemos que S; y S, son subgrupos normales de S. Por lo tanto, T
contiene subgrupos normales T; y T, tales que S; = T1 y S, = T,. Como
T1 y T, son normales en G y T es subnormal en G, tenemos que T; y
T, son subgrupos subnormales de G. Como S; y S, son subnormales
solitarios, obtenemos que S; = T1 y S; = T». En particular, S = T. Esto
implica que S es subnormal solitario y, obviamente, S es el supremo de
{51, 5>} en el conjunto parcialmente ordenado de todos los subgrupos
subnormales solitarios de G.

El argumento para demostrar que un conjunto de dos subgrupos
subnormales solitarios posee un infimo es el mismo que en el teore-
ma 3.1. O

Ejemplo 3.11 ([ERL, Example 2.9]). En el grupo del ejemplo 3.5, cu-
yo conjunto parcialmente ordenado de subgrupos normales solitarios
aparece representado en la figura 3.2, el tinico subgrupo normal soli-
tario que no es subnormal solitario es {(c). El diagrama de Hasse del
reticulo de subgrupos subnormales solitarios de este grupo aparece
representado en la figura 3.3. La interseccion (b,c) N {a,b?,¢) = (b3, ¢c)
no es un subgrupo subnormal solitario de G. Este ejemplo también
muestra que el reticulo de todos los subgrupos subnormales solitarios
no es, en general, un subreticulo del reticulo de subgrupos normales.



Capitulo 4

Subgrupos solitarios y clases de
grupos

En este capitulo estudiamos condiciones en que los radicales aso-
ciados a clases de Fitting no vacias y los residuales asociados a forma-
ciones no vacias son subgrupos (subnormales) solitarios o subgrupos
solitarios para cocientes. Esto nos permite generalizar y mejorar algu-
nos resultados de Kaplan y Levy [KL09] y de Tarnduceanu [Tar12b].
Por otra parte, una pregunta natural en este contexto es si los subgru-
pos solitarios o normales solitarios pueden verse como radicales para
clases de Fitting adecuadas y si los subgrupos solitarios para cocientes
pueden verse como residuales para formaciones adecuadas. Respon-
demos negativamente a estas cuestiones. Nuestras aportaciones en esta
linea aparecen en [ERL].

4.1. Subgrupos solitarios de tipo radical y re-
sidual

Comenzamos por asociar a cada grupo G y a cada clase de grupos
X un subgrupo solitario Bx(G).

Teorema 4.1 ([KL09, Lemma 3]). Dada una clase de grupos no vacia X, el
subgrupo Bx(G) generado por todos los subgrupos de G en X es solitario en G.

Demostracién. Consideremos la familia S = {Sy,..., S} formada por
todos los X-subgrupos de G. Supongamos que H = Bx(G), entonces

37
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H contiene exactamente k X-subgrupos. Por tanto, H contiene todos
los X-subgrupos de G. Se sigue que Bx(G) < H, de donde se sigue la
igualdad por consideraciones sobre 6rdenes. m|

Si tenemos en cuenta los subgrupos solitarios subnormales intro-
ducidos en la definicién 3.6, obtenemos:

Teorema 4.2 ([ERL, Theorem 3.1]). Sea X una clase de grupos no vacia. El
subgrupo Sx(G) generado por todos los subgrupos subnormales de G en X es
un subgrupo subnormal solitario de G.

Demostracién. Sea S = {Sy,..., Sk} el conjunto de todos los subgrupos
subnormales de G en X. Como S es invariante por conjugacion, te-
nemos que Sx(G) es un subgrupo normal de G. Sea H un subgrupo
subnormal de G isomorfo a Sx(G). Entonces H contiene exactamente k
subgrupos subnormales de G en X, es decir, todos los subgrupos en S
estdn contenidos en H. De ello se desprende que H = Sx(G). m|

Si X es una clase de Fitting no vacia, se obtiene que el X-radical de
un grupo G, es decir, el subgrupo generado por todos los subgrupos
subnormales de G en X (véase la definicién 1.28 en la pagina 21), es
un subgrupo subnormal solitario de G, en particular, es un subgrupo
normal solitario de G. Esto confirma el resultado de [KL09, Lemma 15].

Teorema 4.3 ([ERL, Theorem 3.2], [KL09, Lemma 15]). Sea & una clase
de Fitting no vacia y sea G un grupo. Entonces el §-radical Gy de G es un
subgrupo subnormal solitario de G.

Los subgrupos solitarios para cocientes cumplen la siguiente pro-
piedad dual de la del teorema 4.1:

Teorema 4.4 ([ERL, Theorem 3.3]). Sea X una clase de grupos. Entonces la
interseccion de todos los subgrupos normales N de G de manera que G/N € X
es un subgrupo solitario para cocientes de G.

Demostracién. Sea N = {Nj, ..., Ni} el conjunto de todos los subgrupos
normales de G con cociente en X. Sea H la interseccion de todos estos
subgrupos y supongamos que G/K es isomorfo a G/H. Entonces G/K
posee subgrupos normales K;/K,..., Ki/K tal que Ky N --- N K, = K
y G/K; € X para 1 < i < k. Se sigue que estos subgrupos deben ser
exactamente los elementos de N. Por lo tanto, K = H. m]
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Dado que, para una formacién no vacia &, G3% es la interseccién
de todos los subgrupos normales de G con cociente en § (véase la
definicion 1.24 en la pagina 21), tenemos:

Corolario 4.5 ([ERL, Corollary 3.4]). Sea § una formacién no vacia y sea
G un grupo. Entonces el §-residual G¥ de G es un subgrupo solitario para
cocientes de G.

Este resultado se puede utilizar para dar una descripcién de grupos
libres de subgrupos solitarios para cocientes, es decir, grupos G para
los cuales los tinicos subgrupos solitarios para cocientes son G y 1. Esto
mejora el resultado de [Tdr12b, Theorem 3.7], donde se demuestra que
estos grupos son perfectos o abelianos elementales.

Teorema 4.6 ([ERL, Theorem 3.5]). Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes para un grupo G:

1. G es caracteristicamente simple.
2. G es libre de subgrupos solitarios para cocientes.
3. G es un producto directo de copias de un grupo simple S.

Demostracién. La equivalencia entre los enunciados 1y 3 es muy cono-
cida. Supongamos que G es libre de subgrupos solitarios para cocientes.
Sea M un subgrupo normal maximal de G, entonces S = G/M es un
grupo simple y consideremos la clase § = py(1, S) de todos los grupos
que pueden ser expresados como un producto directo de copias de S
junto con el grupo trivial. Si S es un grupo simple no abeliano, esta clase
es una formacién por [DH92, Chapter II, Example 2.13], ysi S = C,, p
primo, esta es la clase de todos p-grupos abelianos elementales, que es
también una formacién. Como G% < M < G, se tiene que GS =1, en
otras palabras, G € § y G es un producto directo de copias de un grupo
simple S. Por dltimo, como los subgrupos solitarios para cocientes son
subgrupos caracteristicos, si G es caracteristicamente simple, entonces
G no puede poseer subgrupos solitarios para cocientes propios. O
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4.2. Radicales solitarios para cocientes y resi-
duales solitarios

En la seccion anterior hemos visto que los radicales para una clase
de Fitting no vacia son subnormales solitarios y los residuales para
una formacién no vacia son solitarios para cocientes. En esta secciéon
estudiamos condiciones para que un residual sea solitario y un radical
sea solitario para cocientes. Kaplan y Levy han probado el siguiente
resultado para subgrupos solitarios y subgrupos normales solitarios.
Extendemos el resultado a subgrupos subnormales solitarios.

Teorema 4.7 (véase [KL09, Lemma 22]). Sea § una formacion de grupos no
vacia cerrada para extensiones y subgrupos (normales), entonces el §-residual
GS es solitario (subnormal solitario) en G.

Demostracion. Veremos la demostracion para formaciones cerradas pa-
ra subgrupos normales. Notemos que las formaciones cerradas para
subgrupos normales son cerradas también para subgrupos subnorma-
les. El resultado para formaciones cerradas para subgrupos se prueba
analogamente sustituyendo subgrupo normal o subgrupo subnormal por
subgrupo.

Supongamos que K es un subgrupo subnormal de G de manera que
K = G5. Como (G%)® = G por ser & cerrada para extensiones en virtud
del teorema 1.31 (pagina 22), se sigue que K = K ya que K = G°.
Supongamos que K # G%. Entonces K/(G® N K) = G5K/G?¥, que es un
subgrupo subnormal de G/G%. Como G/G® € § y & es cerrada para
subgrupos normales, en particular, para subgrupos subnormales, se
tiene que G’K/G? € &. Entonces K = K¥ < G¥ N K, es decir, K < G¥. Por
tanto, K = G%. Esto prueba que G¥ es un subgrupo subnormal solitario
de G. ]

Podriamos preguntarnos si se puede prescindir de la condicién de
clausura para extensiones y subgrupos (normales). Mds precisamente,
qué se puede decir de una formacién no vacia en la que, dado un grupo
G, el §-residual de G es siempre un subgrupo solitario (respectivamen-
te, subnormal solitario) de G. Hemos obtenido el siguiente resultado
para formaciones & no vacias que cumplen que (G X H)¥ = G¥ x H% por
cada dos grupos G y H. Todas las formaciones no vacias contenidas
en los grupos resolubles satisfacen esta condicién, como se muestra
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en Doerk y Hawkes [DH78] (véase también [DH92, Chapter IV, Theo-
rem 1.18]).

Teorema 4.8 ([ERL, Theorem 3.7]). Supongamos que & es una formacion
no vacia que satisface (G x H)® = G® x H® para cada dos grupos G y H.
Supongamos, ademds que, dado un grupo G, el §-residual G® de G es un
subgrupo solitario (subnormal solitario) de G. Entonces la formacién § es
cerrada para extensiones y subgrupos (normales).

Demostracién. Probaremos primero que § es cerrada para extensiones.
Sea G un grupo con un subgrupo normal N tal que G/N y N pertenecen
a §. Entonces (G x N)¥ = G¥ x 1 es un subgrupo (subnormal) solitario
de G x N. Pero como G/N € §, G¥ < N y asi 1 x G% es un subgrupo
normal de G X N isomorfo a G¥ x 1. Dado que este es un subgrupo
solitario de G, obtenemos que G8 =1, es decir, G € &. De ahi se sigue
que § es cerrada para extensiones.

Ahora demostramos que § es cerrada para subgrupos (normales).
Sea H un subgrupo (normal) de G € &. Entonces (G X H)® = 1 x HY,
pero H¥ x 1 es un subgrupo (normal) de G x H isomorfo al subgrupo
solitario (subnormal solitario) 1 x H%. Esto implica que H® = 1, es decir,
H € §. En consecuencia, § es cerrada para subgrupos (normales). O

Podemos probar el resultado dual del teorema 4.7 para subgrupos
solitarios para cocientes.

Teorema 4.9 ([ERL, Theorem 3.8]). Sea § una clase de Fitting no vacia
cerrada para extensiones y cocientes. Entonces el §-radical Gy es solitario
para cocientes en G.

Demostracién. Supongamos que N es un subgrupo normal de G tal
que G/Gg es isomorfo a G/N. Como § es cerrada para extensiones,
tenemos que (G/Gg); = 1 por el teorema 1.32 (pagina 22). Por otra
parte, GzN/N = Gg/(N N Gg) € § porque § es cerrada para cocientes.
Pero como G/N es isomorfo a G/Gg, G/N no puede tener subgrupos
normales no triviales en . Resulta que Gz = Gz N N, es decir, Gz < N
y, por consideraciones de orden, concluimos que G = N. m]

La versién dual del teorema 4.8 para subgrupos solitarios para
cocientes se da para clases de Fitting no vacias § que satisfacen que
(GxH)z = Gy X H para cada dos grupos G y H. Estas clases de Fitting
se conocen como clases de Lockett. Un estudio detallado de las clases de
Lockett aparece en [DH92, Chapter X, Section 1].
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Teorema 4.10 ([ERL, Theorem 3.9]). Supongamos que & es una clase de
Lockett tal que, para cada grupo G, el §-radical es un subgrupo solitario para
cocientes de G. Entonces § es cerrada para extensiones y cocientes.

Demostracién. Probaremos primero que § es cerrada para extensiones.
Sea G un grupo con un subgrupo normal N tal que G/N y N pertenecen
a §. Entonces (G X (G/N)). = Gz X (G/N) es un subgrupo solitario para
cocientes de Gy (G X (G/N))/(Gg. X (G/N)) es isomorfo a G/Gg. Como
N € ¥, N < Gg. Entonces el subgrupo normal G X (Gg/N) satisface
que (G X (G/N))/(G X (Gg/N)) es isomorfo a G/Gg. Como Gg X (G/N)
es solitario para cocientes, obtenemos que G = Gg, es decir, G € §.
Concluimos que ¥ es cerrada para extensiones.

Vamos a demostrar ahora que & es cerrada para cocientes. Sea N
un subgrupo normal de G € §. Entonces (G X (G/N))8 = G X (G/N)g.
Sea X/N = (G/N)g. Tenemos que (Gx (G/N))/(GX (G/N)g) =~ G/X.
Entonces X X (G/N) es otro subgrupo normal de G X (G/N) que da un
cociente isomorfo a G/X. Como G X (G/N)g es solitario para cocientes,
obtenemos que (G/N)z = G/N, es decir, G/N € §. Asi § es cerrada para
cocientes. O

4.3. Subgrupos solitarios no radicales

El hecho de que los radicales para una clase de Fitting no vacia sean
subgrupos solitarios subnormales y los residuales para una formacién
no vacia sean subgrupos solitarios para cocientes motiva la pregunta
de si todos los subgrupos subnormales solitarios son radicales para
clases de Fitting adecuadas o si todos los subgrupos solitarios para
cocientes pueden ser considerados como residuales para formaciones
adecuadas. Por ejemplo, en el caso de p-grupos abelianos para un
primo p, los subgrupos solitarios para cocientes son exactamente los
residuales para las formaciones &, donde ¥ es la formacion de todos
p-grupos abelianos elementales, como veremos en el teorema 4.13. Esto
ha sido demostrado por Tarnauceanu [Tar12b, Tar12a]. Notemos que,
para un p-grupo G, ®(G) es el menor subgrupo normal que da cociente
p-grupo abeliano elemental por [Hup67, Kapitel 1II, Satz 3.14], con lo
que O(G) = GP.

Recordemos que si G es un p-grupo, ,(G) es el subgrupo de G
generado por todos los elementos de G cuyo orden es un divisor de p".
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Teorema4.11 ([Tar12a, Theorem]). Sea G un p-grupo abelianoy sea H < G.
Si H es un subgrupo solitario de G, entonces H = 3,,(G), donde p" = exp H.

Demostracién. Denotemos p" = expH y sea x € H un elemento de
orden p". Entonces H < Q,(G). Supongamos que H < Q,(G). Como
,(G) esta generado por los elementos de orden divisor de p" en G,
existe y € Q,(G) con ¥ =1y y ¢ H. Si y no tiene orden p", podemos
considerar xy, que es un elemento de orden p" de G con xy ¢ H,
luego podemos suponer sin pérdida de generalidad que y tiene orden
p". Por un resultado muy conocido de grupos abelianos (véase, por
ejemplo, [Sch94, Lemma 2.3.11]), existen subgrupos Ky L de G tales que
0,(G) = (x)xK = (y)xL.Porlaidentidad de Dedekind, H = (x)x(HNK).
Como L y K son grupos abelianos isomorfos, existe un subgrupo L; < L
isomorfo a HNK. Se sigue que (y) XL, y {(x) X (HNK) = H son isomorfos.
Como y ¢ H, esto contradice que H es un subgrupo solitario de G.
Entonces H = Q),,(G), como desedbamos. O

El resultado siguiente es el dual del teorema 4.11. Podria demos-
trarse también recurriendo a la autodualidad del reticulo de subgru-
pos de un grupo abeliano finito mostrada por Baer [Bae37] (véa-
se también [Sch94, Theorem 8.1.4]), tal como hace Tarnauceanu en
[Tar12b, Tarl2a]. Presentaremos una demostracion directa de este he-
cho. Recordemos que para un p-grupo G y un entero n > 0, G,(G) =
({¢” | ¢ € G}). Necesitaremos el siguiente lema, cuya prueba es en
parte dual de la de [Sch94, Lemma 2.3.11].

Lema 4.12. Sea G un p-grupo abeliano para un primo p y sean X y H dos
subgrupos de G con G/X ciclico de orden el exponente de G y XH = G.
Entonces existe un subgrupo Cde Gecon XNC=1, XC=GyC<H.

Demostracion. Razonamos por induccion sobre |G|. Supongamos pri-
mero que H # G. Entonces H/(X N H) = HX/X es un cociente ciclico
de orden méximo de H. Por lo tanto, existe C < G tal que C < H,
(XNH)C=HyXNC =1.Deeste modo, XC=X(XNH)C=XH=G
y C cumple las condiciones deseadas. Por lo tanto, podemos suponer
que H = G. Seré suficiente con demostrar que X tiene un complemento
en G. Supongamos ahora que existe un subgrupo Z < G de modo que
|G : Z| = py ZX = G. Razonamos como antes con Z en vez de H y
concluimos que existe un complemento C de H con C < Z. De este
modo, tenemos que X < ®(G). Pero entonces G/®(G) es ciclico y, por
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el teorema de la base de Burnside [Hup67, Kapitel III, Burnsidescher
Basissatz 3.15], G es también ciclico, con lo que X = 1y C = 1 cumple
la condiciéon deseada. a

Teorema 4.13. Sea G un p-grupo abeliano para un primo p y sea H < G. Si
H es un subgrupo solitario para cocientes de G, entonces H = O, (G) para un
cierto enteron > 0.

Demostracion. Existe un entero n de manera que O,(G) < H, pero
0,-1(G) £ H. Supongamos que U,(G) es un subgrupo propio de H.
Asi, G/H es un cociente de G/0,(G), que tiene exponente p", mientras
que G/H no es un cociente de G/0,_1(G). Se concluye que el exponente
de G/H es p". Existe un subgrupo X de G con H < Xy G/X = Cp.
Ademas, G tiene un cociente G/Y con H £ Yy G/Y = C,:: en otro caso,
H estaria contenido en todos los subgrupos que dan cociente C,», con
lo que estaria contenido en todos los subgrupos que dan cociente de
exponente divisor de p" y, como la clase de los grupos abelianos de
exponente divisor de p" es una formacién, H estaria contenido en el re-
sidual para esta clase, que es U, (G), en contra de nuestra hipétesis. Por
el lema 4.12, existen subgrupos Ky Lde Gcon XNK =Y NL =05,(G),
XK = YL = G. De este modo, H = HO,(G) = H(X N K) = X N (HK).
Como G/L = G/K, existe un subgrupo L; de G de manera que L < L,
y G/Li = G/HK. Notemos que G/(Y N L;) es isomorfo a un subgrupo
de (G/Y) x (G/L;). Ademds, como G = YL < YL, se tiene que G = YL;.
Por otra parte,

|G| _ 6P

G/(YNLy)l = =
/YN L)I= AL~ ML

= (G/Y) X (G/Ly)I.

Por tanto, se tiene que G/(Y N L;) = (G/Y) X (G/L,). Andlogamente, se
tiene que G/H = G/(X N HK) = (G/X) X (G/HK) = (G/Y) x (G/L,) =
G/(YNL;). Como H es solitario para cocientes, se sigue que H = YN L;.
Pero esto contradice que H £ Y. Concluimos que H = G,(G). m|

Sin embargo, la conjetura que nos planteamos al principio de la
seccién no es cierta en general. La clave para mostrar esto es observar
que la formacién (respectivamente, la clase de Fitting) mas pequefia
que contiene el grupo diédrico de orden 8, también contiene el grupo
cuaternio de orden 8 y la formacién (respectivamente, la clase de Fit-
ting) mas pequefia que contiene el grupo cuaternio de orden 8 contiene
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el grupo de diédrico de orden 8. Por completitud, damos pruebas de
estos hechos.

Lema 4.14 ([ERL, Lemma 4.10]). La clase de Fitting mds pequefia que
contiene el grupo cuaternio Qg de orden 8 coincide con la clase de Fitting mds
pequefia que contiene el grupo diédrico Dg de orden 8.

Demostracién. Esto se deduce del hecho bien conocido que el grupo
extraespecial de orden 32, que es un producto central de dos copias
de Dg, es isomorfo a un producto central de dos copias de Qg (véase
[DH92, Chapter A, Lemma 20.4]). O

Lema 4.15 ([ERL, Lemma 4.11]). La formacion mds pequefia que contiene
el grupo cuaternio Qg de orden 8 coincide con la formacion mds pequefia que
contiene el grupo diédrico Dg de orden 8.

Demostracién. Sea
G=b,clat=b*=2=1b"=bc," =c,c" =c).

Entonces G posee cuatro subgrupos normales N7 = (a%, V%), N, =
(ca?, b*), N3 = {(cb?,a*) y Ny = {ca?,a*b*) de manera que NyNN,NN; =1,
G/N; = Dg parai € {1,2,3} y G/N4 = Qg. Esto prueba que Qg pertenece
a la formacién mas pequefa a la que pertenece Ds.

Ahorasea H = {a,b,c | a* = c* = 1,a> = V51" = 1%, c* = 3,c = ¢).
Entonces H tiene tres subgrupos normales T; = {(c), T, = {ca?,c?),
Ts = (b%,a°c*) demaneraque G/T; = G/T, = G/T; = Qs y T1NT,NT; = 1
y un subgrupo normal T, = (b) tal que G/T; = Dg. Esto prueba que Dy
pertenece a la formacién més pequefia que contiene Qs. O

Ejemplo 4.16 ([ERL, Example 4.12]). El grupo cuasidiédricoG = {a, b, c |
at = = 1,62 = d® 0 = ba®,¢* = ca®, ¢’ = ca®) de orden 16 tiene
subgrupos solitarios {a,c) = Qg y (b,c) = Ds. Por lo tanto, ninguno de
ellos puede ser el radical para una clase de Fitting.

Ejemplo 4.17 ([ERL, Example 4.13]). Sea G = {a,b | a* = b* = 1,1 =
b*). Como G tiene dos subgrupos solitarios para cocientes A = (a?) y
B = (b*a?), se tiene que G/A = Dg y G/B = Qg. Por lo tanto, ninguno de
estos subgrupos puede ser el residual para una formacién.






Capitulo 5

Grupos cuyos subgrupos
minimales son solitarios

Una de las lineas mds fructiferas en la investigacién en la teoria
abstracta de grupos durante los tltimos afios ha sido el estudio de
los grupos en los que los miembros de una determinada familia de
subgrupos satisfacen una cierta propiedad de inmersién de subgru-
pos. La familia de los subgrupos de orden primo (también llamados
subgrupos minimales) y la de los subgrupos maximales han atraido el
interés de muchos matematicos. Por ejemplo, un resultado bien cono-
cido de Itd ([Itd55], véase [Hup67, Kapitel 11, Satz 5.3]) afirma que un
grupo de orden impar con todos los subgrupos minimales centrales es
nilpotente.

El principal objetivo de este capitulo es el estudio de los grupos
en los que todos los subgrupos minimales son solitarios. Estos son los
grupos G con un tnico subgrupo de orden p para cada primo p divisor
de |G|. Los resultados de este capitulo forman parte del trabajo [ERL16].

5.1. Grupos cuaternios generalizados

El punto de partida de nuestra investigacion de los grupos que
poseen un Unico subgrupo de orden p para cada primo p divisor del
orden del grupo es el siguiente bien conocido caso particular.

Teorema 5.1 ([Hup67, Kapitel 111, Satz 8.2]). Sea p un primo. Supongamos
que el p-grupo G tiene un tinico subgrupo de orden p.

47
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1. Sip > 2, entonces G es ciclico.

2. Sip = 2, entonces G es ciclico o isomorfo al grupo cuaternio generalizado
Qos para un s > 3, con presentacion

25—2

Qx =(x,y| 2 =1, = y2, Yl =7t (5.1)

El teorema 5.1 muestra el interés del grupo cuaternio generalizado
de orden 2°, para un cierto s, en el &mbito de nuestra clasificacion.
Los siguientes lemas presentan algunas propiedades conocidas de los
grupos cuaternios generalizados. Se pueden encontrar, por ejemplo,
en el trabajo de Conrad [Con13]. Damos sus demostraciones para la
comodidad del lector.

Lema 5.2. Sea S un subgrupo no ciclico de un 2-grupo cuaternio generalizado
Q. Entonces S es cuaternio generalizado.

Demostracion. Como S no es ciclico, S no esta contenido en (x). Por lo
tanto, existe un elemento x"y € S\ (x). Por otra parte, |[S : SN (x)| =
IS¢x) = (x)| < 2.Sea SN (x) = (x?). Esta claro que S = (x*,x"y) es un
grupo cuaternio generalizado de orden 2°7" si s — r > 3; en otro caso,
[(x?)|< 2, con lo que S serfa ciclico, en contra de nuestra hipétesis. O

Lema 5.3. El grupo cuaternio generalizado Q = Qo con presentacion (5.1)
para s > 4 no posee automorfismos de orden primo impar.

Demostraciéon. Notemos que, por el teorema de la base de Burnside
[Hup67, Kapitel III, Burnsidescher Basissatz 3.15], Q posee exactamen-
te tres subgrupos maximales, tantos como el grupo abeliano C, X C,.
Sis > 4, los subgrupos maximales (x?, y) y (x?, xy), por el lema 5.2, son
isomorfos al grupo cuaternio generalizado Q1. Por lo tanto, el sub-
grupo maximal ciclico (x) es un subgrupo solitario de Q. En particular,
(x) = Cx-1 es un subgrupo caracteristico de Q. Sea a un automorfismo
de Q de orden primo impar. Entonces a puede ser considerado como
un automorfismo de (x). Como el grupo de automorfismos de Cy-1 tie-
ne orden 2572, por [Hup67, Kapitel I, Satz 4.6] resulta que a centraliza
(x). Por otra parte, a puede ser considerado como un automorfismo
de Q/(x) = C,. Resulta que a centraliza Q/({x). Por [DH92, Chapter A,
Proposition 12.3], a centraliza a Q. Esta contradiccién completa la de-
mostracion del lema. m]
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Lema 5.4. Si N es un subgrupo normal no ciclico de un 2-grupo cuaternio
generalizado Q, entonces |Q : N| < 2.

Demostraciéon. Como N £ (x), existe un elemento x*y € N \ (x). Por lo
tanto,
'y) (')t = y i I yx = 22 € N

De aqui resulta que (x?) es un subgrupo propio de Ny |Q : (x?)| = 4. Se
sigue que |Q : N| < 2. m]

Lema 5.5. Si A/B es una seccion abeliana elemental no ciclica de un 2-grupo
cuaternio generalizado, entonces A/B = C, X C.

Demostracion. Sea A/B una seccién no ciclica de Q. Entonces A no
puede ser ciclico. Por el lema 5.2, A es cuaternio generalizado. Si A/B
es abeliano elemental, el subgrupo de Frattini ®(A) de A esta contenido
en B. Pero como A estd generado por dos elementos, |A/P(A)| = 4
y asi |A/B| < 4. Como |A/B| > 2, concluimos que |A/B| = 4 y asi
A/B = Cy, X C,. |

5.2. Enunciado del teorema

Como se ve en el teorema 5.1, los grupos cuaternios generalizados
tienen una gran importancia en la clasificaciéon de los grupos cuyos
subgrupos de orden primo son solitarios. Las siguientes construcciones
de grupos también tendran un papel importante en esta clasificacion.

Definicién 5.6. Sea s un niimero natural con s > 2.

1. V(s) = [Qs]Css, donde s > 2 y el generador a de Cs: acttia sobre
Qs =<x, vy | xt=1, ]/2 =x2,x¥ = x') mediante x* = v, Y =xy.

2. W(S) — <a’x,y | a3s — X8 — 1’y2 — x4,xy — x—ll(xZ)a — y,yﬂ =
X2y, = a™y,

Notemos que el grupo W(s) tiene un 2-subgrupo de Sylow isomorfo
a un grupo cuaternio generalizado de orden 16 y tiene un subgrupo
normal de indice 2 isomorfo a V(s).

Ya estamos en condiciones de poder enunciar el primer resultado
principal de este capitulo, que es el siguiente.
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Teorema 5.7 ([ERL16, Theorem 1.3]). Un grupo G tiene todos sus sub-
grupos de orden primo solitarios si, y solo si, G es un grupo de uno de los
siguientes tipos:

1. G = [L]H, donde H y L son grupos ciclicos de érdenes coprimos, |L| es
impar y todo elemento de orden primo de H centraliza a L.

2. G =[LI(H x Q), donde H y L son grupos ciclicos de érdenes coprimos
e impares, Q es un 2-grupo cuaternio generalizado, todo elemento de
orden primo de H centraliza a L y Q' centraliza a L (en particular,

1Q/Co(D) < 4.

3. G = [L] (H X V(s)), donde [Q]C = V(s), con L y H {2,3}'-grupos
ciclicos de érdenes coprimos, Q = Qs, C = Css, Q centraliza a L y todos
los elementos de orden primo de H y C centralizan a L.

4. G = [L](H x W(s)), donde L y H son {2,3)/-grupos ciclicos de érde-
nes coprimos, los elementos de orden primo de H centralizan a L y el
subgrupo maximal EC de W(s) centraliza a L (E = (x*,y) = Qg y
C= <Ll> = C3s).

Aqui [V]X denota el producto semidirecto de un subgrupo normal
X que acttia sobre V.

5.3. Demostracion de los resultados

Para demostrar el teorema 5.7 necesitamos unos resultados cuya
prueba hemos encontrado en unas notas de Schmidt [Sch09]. Su de-
mostracion depende de los teoremas 1.39 y 1.40 (pédgina 23).

Proposicién 5.8 ([Sch09, Proposition 5]). Sea p un primo impar. Supon-
gamos que G tiene un inico subgrupo de orden p. Entonces, o bien G es

p-nilpotente o bien O,(G) N Z(G) = 1. En particular, Cg <Q1 (OP(G))> es
p-nilpotente.

Demostracion. Por el teorema 5.1, el p-subgrupo de Sylow P de G es
ciclico, ya que tiene un tinico subgrupo de orden p. Por el teorema 1.40
(pagina 23), P se descompone como un producto directo de PN N’ y
P NZ(N), donde N = N¢(P). Como un p-grupo ciclico es directamente
indescomponible, se sigue que o bien P < Z(N) o PN Z(N) = 1. En
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el primer caso, el teorema 1.39 (pagina 23) nos muestra que G es p-
nilpotente. En el segundo caso, se tiene que O,(G) N Z(G) = PN Z(G) <
PNZ(N) = 1. La afirmacién final se sigue del hecho de que Q; (0,(G)),

el tinico subgrupo de orden p, es central en C <Q1 (0,(G)) ) ,con lo que
estamos en el primer caso. m|

El siguiente resultado es la clave para establecer la resolubilidad de
un grupo con todos los subgrupos minimales solitarios.

Teorema 5.9 (Schmidt [Sch09, Theorem 7]). Sea p un primo impar. Cada
grupo G con un inico subgrupo de orden p es una extension de un subgrupo
normal p-nilpotente con un 1inico subgrupo de orden p por un cociente ciclico
de orden divisor de p — 1 que actiia sobre él fielmente. Reciprocamente, cada
extension de este tipo tiene un iinico subgrupo de orden p. En particular, cada
uno de esos grupos es p-resoluble de p-longitud igual a 1.

Demostracion. Esto es simplemente porque Cg <Ql (OP(G))) es un sub-
grupo normal p-nilpotente con un tinico subgrupo de orden p por la
proposicion 5.8 y G/Cg <Q1 (O,,(G))) es isomorfo a un subgrupo del
grupo de automorfismos de un grupo de orden p, que es ciclico de
orden p — 1. Reciprocamente, también se tiene que la extension norma-

liza €3;(P) para el p-subgrupo de Sylow ciclico P. La afirmacién final es
clara. o

Los grupos en los que todos los p-factores principales para un primo
p son ciclicos y G-isomorfos cuando se consideran como G-médulos
por conjugacion tienen un papel importante en la demostraciéon del
teorema principal. Esta clase de grupos aparece cuando se analizan los
grupos en los que la permutabilidad con los subgrupos de Sylow es
transitiva, o, equivalentemente, todo subgrupo subnormal es permuta-
ble con los subgrupos de Sylow, los llamados PST-grupos, y constituyen
una localizacién de esta clase. Usaremos la siguiente propiedad de es-
tos grupos.

Teorema 5.10 (véase [BBERA10, Theorem 2.1.8]). Sea G un grupo con
residual nilpotente L. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para cada primo p, los p-factores principales de G son ciclicos y G-
isomorfos cuando se consideran como médulos para G por conjugacion.
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2. L es un subgrupo de Hall abeliano de orden impar de G sobre el que G
actiia por conjugacién como un grupo de automorfismos de potencias.

Ya podemos demostrar nuestro resultado principal.

Demostracién del teorema 5.7. Es claro que los grupos de los tipos 1, 2, 3
y 4 tienen todos los subgrupos de orden primo solitarios.

Supongamos ahora que G tiene todos los subgrupos de orden primo
solitarios. Vamos a demostrar que G es de uno de los tipos 1, 2, 3 o0 4.
Para mayor comodidad del lector, descomponemos la prueba en pasos
enunciados por separado.

Paso 1. G es resoluble.

Por el teorema 5.9, tenemos que G es p-resoluble para todo primo
impar p. En particular, cada factor de composiciéon de G es p-resoluble
para todo primo impar p. De ello se desprende que todo factor de
composicion de G debe ser ciclico.

Paso 2. Todo subgrupo de G tiene todos los subgrupos de orden primo
solitarios.

Fijamos un sistema de Hall H en G, que existe por el paso 1 y la
proposicién 1.8 (pagina 17). Si p es un primo y 7 es un conjunto de
primos, denotamos por G, un p-subgrupo de Sylow de G en H y por
G un n-subgrupo de Hall de G en H.

Paso 3. Si p es un primo impar, entonces G, es ciclico. Por otra parte, G,
es ciclico o cuaternio generalizado.
Esto es una consecuencia del teorema 5.1 y del paso 2.

Paso 4. Todos los factores principales de G son ciclicos o isomorfos a Ca X Cs.

Sea p un primo impar. Si G, es ciclico, todos los p-factores principales
de G son ciclicos. Si G; es ciclico, todos los 2-factores principales de G
son ciclicos. Supongamos que G; no es ciclico. Entonces G, es cuaternio
generalizado por el teorema 5.1. Dado un 2-factor principal A/B de G,
tenemos que A/B es isomorfo a una seccién abeliana elemental de G,.
Pero cada seccién abeliana elemental de G, es un grupo ciclico o un
grupo abeliano elemental de orden 4 por el Lema 5.5.

Paso 5. Si|G| no es divisible por 3, entonces G no tiene factores principales
isomorfos a Cy X Cj.

Supongamos que A/B es un factor principal de G isomorfo a C, X
C». Se tiene que G/Cg(A/B) es isomorfo a un subgrupo del grupo de
automorfismos de C, X C;, que es isomorfo a GL,(2) = ¥3. S5i 3 no divide
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a |G|, G/C¢(A/B) tiene orden no divisible por 3 y asi es un 2-grupo. Pero
esto es imposible por [DH92, Chapter A, Proposition 3.12].

Paso 6. Supongamos que G, es ciclico o que G no tiene factores principales
isomorfos a C, X C,. Entonces G es superresoluble.
Esto es una consecuencia inmediata del paso 4.

Paso 7. Si G, es ciclico o G no tiene factores principales isomorfos a C; X C,,

entonces, para cada primo p, los p-factores principales de G son G-isomorfos.

Por el paso 6, G es superresoluble. Supongamos que p; < p, <

-+ < p, son los divisores primos de |G|. Entonces, por el teorema 1.10
(pagina 18), G tiene una torre de Sylow

1=P, <P < <P <Py=G (5.2)

donde P; < G para todo i y P;_1/P; es un p;-subgrupo de Sylow de
G/P; para 1l < i < r. Por otra parte, P,_1/P; = G, P;/P; para 1<i<r.
Podemos refinar (5.2) a una serie principal de G. Si G,, = (a;), con
Gl = 791 , entonces los factores pr1nc1pales de esta serie tendrdn la

forma (ap’ YP; /(ap’ )P paral<i<ry0<j<s;—1. Dadoge€g, agP
i 8
(a;P; )3 i = (a;P))s" = a; 5P para un cierto r, € Z Por lo tanto, (af’) P; =

i T i+1
(ap‘) P;para 0 < j <s; — 1. En particular, (ap‘) (ap : )P (af‘]') g(aﬁ7 ; P,
y g induce el mismo automorfismo en todos los p-factores principales
en esta serie. Por el teorema de Jordan-Holder [DH92, Chapter A,
Theorem 3.2], todos los p-factores principales de G son G-isomorfos.

Paso 8. R = Gy es normal en G.

El grupo Gy tiene todos sus subgrupos de orden primo solitarios
y un 2-subgrupo de Sylow trivial. Por el paso 6, Gy es superresoluble.
Como 3 es el divisor primo mas pequefio del orden de Gy si 3 divide
|G|, tenemos que el 3’-subgrupo de Hall R es normal en Gy por el
teorema 1.10. En particular, G; normaliza a R. Por otro lado, el grupo
Gy tiene todos sus subgrupos de orden primo solitarios y su orden no
es divisible por 3. Por lo tanto, Gy es superresoluble por los pasos 5y 6.
Asi, su 2’-subgrupo de Hall R es normal en G, por el teorema 1.10. En
particular, el 2-subgrupo de Sylow G, de Gz normaliza a R. Se concluye
que R es normal en G.

Paso 9. Si G, es ciclico o G no tiene factores principales isomorfos a Co; X Cy,
entonces el residual nilpotente L de G es un subgrupo de Hall ciclico de orden
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impar y G induce un grupo de automorfismos de potencia en L.

Por el Teorema 5.10, el residual nilpotente L de G es un subgrupo
de Hall abeliano de G de orden impar. Como los p-subgrupos de Sylow
de L son ciclicos y el producto directo de subgrupos ciclicos de 6rdenes
coprimos dos a dos es ciclico, se sigue el resultado.

Sea 7 el conjunto de los ntimeros primos divisores del orden del
residual nilpotente L de G.

Paso 10. Si G, es ciclico, entonces G es un grupo de tipo 1.

Sea H = Gr. Como H = G/L, H es nilpotente. Ahora bien, H tiene
todos sus subgrupos de Sylow ciclicos. Por lo tanto, H es ciclico. Como
todos los subgrupos de orden primo de H son solitarios en G y tienen
interseccion trivial con L, deben centralizar a L. Por lo tanto, G = [L]H
es un grupo de tipo 1.

Paso 11. Si G, no es ciclico y G no tiene factores principales isomorfos a
Ca X Cy, entonces G es un grupo de tipo 2.

Sea D un 7’-subgrupo de Hall de G. Notemos que D es nilpotente,
ya que D = G/L. Sea H un 2'-subgrupo de Hall de D. Como H es
un producto directo de grupos ciclicos, H es ciclico. Entonces D es un
producto directo de H y un 2-grupo cuaternio generalizado Q. Por otra
parte, como todos los subgrupos de orden primo de H son solitarios
en Gy tienen interseccién trivial con L, centralizan a L. Por otro lado,
Q/Cq(L) es un grupo de automorfismos de L. Como este grupo de
automorfismos es abeliano, obtenemos que Q" < Cp(L).

Paso 12. Supongamos que G no es superresoluble. Entonces T = Gy 3 tiene
un unico factor principal de orden 4, Oy »(T)/Ox(T) = Qs, y T/O2 »(T) es
isomorfo a C3 0 Xs.

Sea T = Gppz;. Notemos que T'y G/R son T-isomorfos y asi los facto-
res principales de T se pueden identificar con los factores principales
de G sobre R.

Consideremos la serie principal
1=Ty<Ti1<Tp <+ <Tp1<T,=T (5.3)

de T, que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que contiene
los términos Oy »(T) y Oy (T). Al realizar la intersecciéon de los miembros
de esta serie con Q = G,, obtenemos una serie normal

1=ToNQ<KTiNQLTHNQ<  <TuaNQ<KTuNQ=0Q (54)
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de Q, y que, al ser Q un 2-subgrupo de Sylow y T;/T;,1 un 2-factor,

(TinQ) /(TN Q) =T (QNT)/Ti1 = QT /Tia N Ti/Tisa = Ti/Tisa.
(5.5)

Supongamos que (T;NQ)/(T4-1 N Q) es un factor de orden 4, con lo que
la seccion (T; N Q)/(Ta-1 N Q) es isomorfa a C; X C,, y que entre todos
los factores de orden 4, d es el mas grande posible. Por lo tanto, T; N Q
es un subgrupo normal no ciclico de Q. Por el Lema 5.2, T; N Q es un
grupo cuaternio generalizado. Como [(T; N Q)/(T4-1 N Q)| = 4, tenemos
que T;—1 N Q es ciclico por el Lema 5.4. Se sigue que (5.4) contiene
un unico factor (T; N Q)/(T;-1 N Q) de orden 4. Consecuentemente, a
la vista del isomorfismo (5.5), la serie (5.3) contiene un tnico factor
principal T;/T;-; de orden 4. Por otra parte, por el Lema 5.4, tenemos
que |Q: T, N Q| <2.Sea U = Cr(T;/T4-1). Entonces U es un subgrupo
normal de T y T/U es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico
Y3 de grado 3 que contiene el grupo alternado A; de grado 3, ya que
es isomorfo a un subgrupo del grupo de automorfismos de C, x C,
con 2-radical trivial por [DH92, Chapter B, Proposition 3.12]. Todos
los demads 2-factores principales de T son centrales. Como Oy »(T) es
la intersecciéon de los centralizadores de los 2-factores principales de
G por [DH92, Chapter A, Theorem 13.8], obtenemos que Oy »(T) = U.
Sea Y = Oy(T). Como T/U tiene un subgrupo de orden 3, el grupo
U/Y tiene un automorfismo de orden 3 (notemos que este subgrupo de
orden 3 no centraliza el factor principal T;/T;—; por [DH92, Chapter A,
Proposition 12.3] y por ser los demds 2-factores principales de orden 2
y que T; < U). Por el lema 5.3, U/Y = Q.

Paso 13. Supongamos que G no es superresoluble. Sea T = Gz y U =
Oy o(T). Si T/U = C5, entonces T = V(s) para un cierto s > 2.

Supongamos primero que T/U = C;. Sea C = G3 = (1) = Cs. El
elemento 4° pertenece a U vy, por lo tanto, pertenece al 3-subgrupo de
Sylow Y = Os(T). En consecuencia, Y = ®(C). Como Y es un subgrupo
normal de T, por [DH92, Chapter A, Theorem 9.2(d)], Y < ®(T). Pero
T/Y es un grupo 3-nilpotente. Resulta que T es un grupo 3-nilpotente,
ya que la clase de todos los grupos 3-nilpotentes es cerrada bajo ex-
tensiones de Frattini (véase [Hup67, Kapitel VI, Hilfssatz 6.3]). Por lo
tanto, el 2-subgrupo de Sylow Q = G, de G esnormal en T y es comple-
mentado por el 3-subgrupo de Sylow ciclico C = Css. Por consiguiente,
T = V(s).

Paso 14. Supongamos que G no es superresoluble. Sea T = Gz y U =
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Oy o(T). Si T/U = X3, entonces T = W(s) para un cierto s > 2.
Supongamos ahora que T/U = Xj. Sea M/U un 3-subgrupo de
Sylow de T/U. En este caso, el 2-subgrupo de Sylow Q = G, de G es
isomorfo a un grupo cuaternio generalizado de orden 16. Supongamos
que Q = (x,y | ¥* =1, = x*, ¥ = x7!) y que a es un generador
del 3-subgrupo de Sylow de C = Gs; ademas, el subgrupo (x*) de
orden 2 es un subgrupo normal de T, ya que es solitario, contenido en
®(Q) y asi (x*y < O(T), por [DH92, Chapter A, Theorem 9.2(d)], y el
elemento a® pertenece a U, por lo tanto, pertenece al tnico 3-subgrupo
de Sylow de Y = O3(M) de U, y asi Y < O(T). Si (x*)Y < O(T), como
U estd contenido en el residual superresoluble de T y U/{x*)Y es un
factor principal de T isomorfo a C, X C;, concluimos que ®(T) = U,
pero entonces T seria superresoluble, ya que la clase de los grupos
superresolubles es una formacién saturada por [DH92, Chapter 1V,
Examples 3.4], en contra de la existencia de un factor principal de tipo
Cy X C,. Se sigue que el residual superresoluble de T/®(T) coincide
con U/®(T) y es un subgrupo normal abeliano elemental de orden 4 y,
por lo tanto, estd complementado por un subgrupo D/®(T) = X3 por
[BBEO6, Theorem 4.2.17] y todos los complementos son conjugados.
Por la conjugacién, podemos suponer que un 2-subgrupo de Sylow
de D/®(T) estd contenido en el 2-subgrupo de Sylow Q®(T)/P(T) de
T/®(T)ya € D. Ademas, si D, es un 2-subgrupo de Sylow de D de modo
que D, ®(T)/D(T) sea el 2-subgrupo de Sylow referido anteriormente,
D,®(T) = Dy{x*)Y y QO(T) = Q¢x*)Y = QY. De este modo, D, < QY.
Se sigue que D, estd contenido en un conjugado de Q por [Hup67,
Kapitel VI, Satz 4.6], podemos suponer que D, < Q. Por lo tanto, existe
un elemento z € (Q N D)\ Uy a*®&(T) = a”'d(T), esto es, a*a € O(T).
Podemos suponer que E = (x?,y) es el 2-subgrupo de Sylow de M y
que a acttia sobre E mediante (x?)" = y, y* = x*y. Como 2% € O(T) y z
no es el elemento de orden 2 de T porque z # x*, z es un elemento de
orden 4. Por otra parte, z ¢ E. En consecuencia, tenemos que z = x'**y
para un cierto niimero entero e. Por otro lado, como a*a € ®(T), este
elemento centraliza E. Notemos que y* = x™'yx = x~2y. Por lo tanto,

Laza 1 1‘2”ux1+2‘“yu _ (x2(1+26) )ﬂx1+23yu

y=y "=y y
xl+23 a e — xl+2e a
— (y(l+2€)x2y) ya _ ( 2+2 y 1x2y) Y

2+46)W — (x—2—4e)‘Z — y—l—Ze
7

= (x4 x—z)xl*ew

:(x
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lo que implica que e = 3 (mod 4). Esto da la presentaciéon de W(s).

Paso 15. Supongamos que Gp 3 = V(s). Entonces G es un grupo de tipo 3.

Sean Q = G, y C = Gs, entonces Q = Qg, C = C3 y QC = V(s).
Claramente, el 2’-subgrupo de Hall G,» = RC es un grupo de tipo 1y
asi RC = [L](H x C), donde H y L son {2, 3}'-grupos ciclicos de érdenes
primos entre si, y todos los elementos de orden primo de HC centralizan
a L. En particular, todos los elementos de orden primo de H y los
elementos de orden primo de C centralizan a L. Ahora bien, QC acttia
sobre todos los G-factores principales de R, que son ciclicos. Por lo
tanto, su subgrupo derivado (QC)’ = Q centraliza todos los G-factores
principales de R. Por [DH92, Chapter A, Proposition 12.3], Q centraliza
aR.

Paso 16. Supongamos que Gy 3 = W(s). Entonces G es un grupo de tipo 4.

El 3’-subgrupo de Hall Gy = RQ de G es un grupo de tipo 2.
Por lo tanto, G = [L](H X Q), donde H y L son {2, 3}'-grupos ciclicos
de 6rdenes coprimos, y todos los elementos de orden primo de H
centralizan L. Por otra parte, todos los G-factores principales de R son
ciclicos. Por eso el subgrupo derivado EC de Gy 3 centraliza todos los
G-factores principales de R. Por [DH92, Chapter A, Proposition 12.4],
EC centraliza a L y a H. Se concluye que G es un grupo de tipo4. O

5.4. Observaciones finales

Como los subgrupos solitarios son normales, se puede dar una
demostracién alternativa del paso 1 de la demostracion del teorema 5.7
sin utilizar el teorema 5.9 ni los teoremas 1.39 y 1.40 de los que depende,
usando el siguiente resultado de Gaschiitz e It6 ([It655], véase también
[Hup67, Kapitel IV, Satz 5.7]), tal y como se ha hecho en [ERL16].

Teorema 5.11. Un grupo G cuyos subgrupos minimales son normales es
resoluble y su subgrupo derivado G" posee un 2-subgrupo de Sylow normal
con cociente nilpotente.

También podriamos considerar el problema dual de la clasificacién
de los grupos con todos subgrupos maximales solitarios. Es claro que
un grupo con todos los subgrupos maximales solitarios debe ser nilpo-
tente, porque en este caso todos los subgrupos maximales son normales
y podemos aplicar el teorema 1.16 (pagina 19). Los siguientes ejemplos
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fueron obtenidos con ayuda del sistema de algebra computacional
GAP [GAP15] y parecen indicar que la clasificacién de los p-grupos
con todos los subgrupos maximales solitarios, para un primo p, es un
problema dificil.

Ejemplo 5.12. El grupo cuasidiédrico
QDys ={a,b|a® =1 =1,a" = 2%

tiene tres subgrupos maximales (ab™!,a?) = Qg, (b,a?) = Dg, (a) = Cs.
Por lo tanto, todos ellos son solitarios.

Ejemplo 5.13. El grupo G = CsxQD tiene siete subgrupos maximales,
todos ellos solitarios en G.

Ejemplo 5.14. El grupo G = {a,b,c,d,e,f | ¢ = [b,a],d = [c,a],e =
le,b], f = [dal,a® =c3 = P =d=¢€ = 2 =1,[da] = [ea] =
[4,b] = [e,b] = £,[f,b] = [f,d] = [f.e] = [d,] = [e,c] = [e,d] = 1),
correspondiente al grupo SmallGroup(729, 41) en la biblioteca de
grupos de orden pequetio de GAP [GAP15], es otro ejemplo de un 3-
grupo 2-generado no ciclico en el que sus cuatro subgrupos maximales
son solitarios.

No hemos sido capaces de generalizar el ejemplo 5.14 a primos
cualesquiera.

También podemos considerar el resultado dual del teorema 5.7 ob-
tenido al sustituir subgrupos minimales por subgrupos maximales y
subgrupos solitarios por subgrupos solitarios para cocientes. El resul-
tado es més simple.

Teorema 5.15. Supongamos que todos los subgrupos maximales de un grupo
G son solitarios para cocientes. Entonces G es ciclico.

Demostracién. En primer lugar, notemos que todos los subgrupos ma-
ximales de G son normales. En particular, G es nilpotente por [DH92,
Chapter A, Theorem 8.3]. Sea (G) = {p1, ..., p,} y sea P; un p;-subgrupo
deSylow de G, 1 < i < r.Por tanto, G = Py X- - -XP,. Sea M; un subgrupo
maximalde P;,1 <i<r.EntoncesT; = Py X---XP;_1 XM;XPji1X---XP,
es un subgrupo maximal de G de indice p;. Como T; es solitario en G,
se sigue que T; es el tinico subgrupo maximal de indice p; de G. Por
lo tanto, M; debe ser el tinico subgrupo maximal de P;. Se sigue que
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P; es ciclico por [Hup67, Kapitel III, Satz 3.16]. De este modo, G es un
producto directo de grupos ciclicos de 6rdenes coprimos dos a dos, y
asi G es también ciclico. O

Los grupos con un tnico subgrupo de orden p para cada primo
p divisor de su orden son grupos cuyos subgrupos minimales son
solitarios para cocientes. Pero también hay otros ejemplos de grupos
que satisfacen esta condicion.

Ejemplo 5.16. Sea G = (a,b | a* = b* = 1,4 = a7!). Entonces los
subgrupos de G de orden 2 son N; = (a?), N, = (b*) y N3 = (a?b?), todos
ellos normales en G. Ademas, G/N; = C4 X Cy, G/N; = Dg, G/N3 = Qs,
por tanto, todos los subgrupos minimales de G son solitarios para
cocientes.
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