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Introduccion

Desde que en 1901 Marconi realizara con €xito las primeras experiencias de
comunicacion via radio, la Teoria Electromagnética ha sido una continua fuente de
aplicaciones de toda indole. Probablemente sean los sistemas de comunicacion los
que han gozado de un mayor impulso, pero junto con ellos hay otras aplicaciones,
tales como los sistemas radar, los sistemas de radionavegacion, los sistemas de
radiolocalizacién, las aplicaciones biomédicas de las microondas, etc., que se han
visto beneficiadas de las propiedades del fenomeno electromagnético. El creciente
interés en el desarrollo de nuevos sistemas y en la mejora de los ya existentes, lleva
aparejado un conocimiento cada vez mas profundo de esta rama de la fisica, asi como
de la matematica asociada.

A medida que se ha ido incrementando el grado de complejidad de los
dispositivos y las estructuras presentes en un sistema, la descripcion a priori de su
comportamiento, mediante modelos matematicos y herramientas precisas de célculo
se ha ido convirtiendo en una exigencia, ya que en muchos casos no resulta practico
ni econdmico ajustar un dispositivo después de fabricarlo.

Centrandonos en el terreno de las estructuras pasivas de microondas, la
observacion de la bibliografia existente pone de manifiesto el esfuerzo realizado en
el modelado de los fendémenos electromagnéticos, asi como los avances logrados en
la elaboracion de las herramientas numéricas que los describen. Resulta imposible
enumerar todos los métodos disponibles. Cada uno permite resolver algiin problema
concreto, algiin aspecto de la realidad, de la forma mads eficiente. En particular,
algunos métodos gozan ciertamente de mayor popularidad dada su versatilidad y su
sencillez; pero en general, cuando se trata de analizar una estructura concreta uno
tiene que elegir el método mas apropiado a dicha estructura de entre los existentes, o
desarrollar uno nuevo.



2 Introduccion

Tradicionalmente, al hablar de problemas electromagnéticos, se suelen
distinguir dos categorias: en una de ellas se encuentran los llamados problemas
abiertos, en los que tanto la fuente como la estructura analizada se disponen en
espacio libre; en la otra, se engloban los problemas cerrados, asociados a la
transmision guiada de las ondas por distintos medios.

Entre los primeros se encuentran por ejemplo los problemas de difraccion, la
influencia de estructuras arbitrarias sobre el diagrama y la impedancia de las antenas,
la deteccion remota, etc. Entre los segundos se recogen dispositivos como filtros,
circuladores, cavidades, lineas de transmisién con distintas tecnologias, problemas
de interconexion, discontinuidades entre tramos de lineas, entre otros. Obviamente
también pueden presentarse situaciones intermedias en donde es posible distinguir
unas regiones abiertas junto a otras cerradas o guiadas, como es el caso de las
antenas de bocina, por ejemplo.

Aunque tanto los problemas abiertos como los cerrados responden a las
mismas leyes, sintetizadas en las ecuaciones de Maxwell, sin embargo, las
caracteristicas geométricas asociadas a cada categoria determinan la conveniencia de
aplicar en cada una, unas técnicas de analisis frente a otras. Algunos de estos
métodos son comunes a ambos tipos de problemas y otros son mas exclusivos. Sin
duda son los problemas cerrados, dada la variedad de configuraciones existentes, los
que han dado lugar a la aparicion de un mayor nimero de técnicas y métodos de
analisis especificos. Ademas, desde un punto de vista conceptual la extension en los
afios 50 de la teoria de circuitos al tratamiento de redes de microondas ha favorecido
su rapido desarrollo, dotando a este campo de un grado de sistematicidad en el
tratamiento de estructuras arbitrarias, del que probablemente carecen los problemas
abiertos. De esta forma, un problema cerrado complejo, expresado en términos de
ondas electromagnéticas y donde se pueden presentar variados fenomenos tales como
difracciones, ondas de superficie, energia almacenada en las esquinas, ondas
reflejadas, resonancias, etc., se puede expresar en términos de tensiones, corrientes
impedancias. Entonces, cada elemento de una red queda definido por un parametro
caracteristico, ya sea su impedancia, su admitancia o sus parametros de dispersion;
posteriormente estos elementos se conectan y el circuito resultante se resuelve
siguiendo reglas algebraicas. Este planteamiento es atractivo en si mismo, pero lo es
aun mas si observamos que cada elemento de la red puede ser caracterizado de forma
independiente al resto de circuito (como se demostrara mas adelante) y empleando
aquel método de analisis que se considere mas apropiado a sus caracteristicas fisicas
y geométricas particulares. La teoria de circuitos es capaz de reunir las distintas
técnicas susceptibles de caracterizar una estructura mediante los parametros citados,



y por lo tanto puede considerarse como un método hibrido. La exactitud de los
resultados vendra limitada 16gicamente por la precision del método menos eficiente
de entre los utilizados para caracterizar el problema.

La teoria de circuitos puede considerarse entonces como la base sobre la que
se asienta el analisis de problemas cerrados en microondas y milimétricas.
Habitualmente un tnico método suele ser suficiente para afrontar el analisis de una
red. Sin embargo la creciente complejidad de los circuitos estd introduciendo la
necesidad de combinar varios métodos de analisis, por lo que solo en la bibliografia
reciente se encuentran algunos ejemplos de estas técnicas hibridas, como tendremos
ocasion de ir comentando a lo largo de esta tesis.

Los problemas abiertos por el contrario no se suelen afrontar teniendo
presente la teoria de circuitos. En muchos casos no resulta inmediato en ese tipo de
problemas reconocer regiones susceptibles de caracterizarse mediante impedancias o
admitancias, y el andlisis se realiza directamente aplicando el mejor método de entre
los disponibles. Sin embargo, al igual que ocurre con los problemas cerrados, cada
vez es mas necesario combinar distintas técnicas para explicar eficientemente el
comportamiento de una estructura compleja.

El primer objetivo de esta tesis se centra precisamente en extender el
tratamiento circuital caracteristico de los problemas cerrados al analisis de problemas
abiertos. Las ventajas que se derivan de tal extension son las mismas que
encontramos en un problema cerrado: la sistematicidad en el tratamiento de los
problemas, la facilidad para combinar distintas técnicas y el poder disponer de una
caracterizacion unitaria de cada estructura e independiente de la excitacion aplicada.

En la actualidad, el Departamento de Comunicaciones de la Universidad
Politécnica de Valencia posee una sélida experiencia en el analisis de problemas
electromagnéticos mediante el método de los elementos finitos [1]. Se estd en
disposicion de resolver complejas estructuras tanto cerradas como abiertas en medios
anisotropos e inhomogéneos. Paralelamente se dispone de un extenso conocimiento
de las técnicas de transformacion espectral, que permiten las conversiones entre las
distintas soluciones de la ecuacion de onda homogénea [2]. Este departamento cuenta
ademas con capacidad para el analisis de circuitos y estructuras radiantes en
tecnologia impresa [3], asi como para el tratamiento de circuitos en guia [4]. Al
mismo tiempo se estd realizando un importante esfuerzo en el campo de las
aplicaciones industriales de las microondas en terrenos como el alimenticio, el de la
ceramica o el del caucho. Todas estas capacidades dispersas, encuentran en el
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modelado circuital que introducimos la posibilidad de integracion y el consiguiente
ensanchamiento del espectro de problemas que el departamento estaria en
condiciones de abordar.

Para alcanzar este objetivo es necesario revisar los métodos de
caracterizacion empleados comuinmente en problemas cerrados y estudiar su
aplicabilidad a los problemas abiertos. Concretamente, un aspecto importante es el
que concierne al tamafo eléctrico de una estructura. Buena parte de las técnicas
numéricas emplean considerables recursos informaticos cuando se aplican a
problemas cuyas dimensiones son comparables a la longitud de onda. Esto hace que
debamos fijar nuestra atencion en aquellos métodos que se muestren eficientes
también en la caracterizacion de estructuras eléctricamente grandes, ya que son
comunes en problemas abiertos. En particular los métodos modales, basados en las
soluciones de la ecuacion de onda homogénea, proporcionan una rapida
convergencia, constituyendo un compromiso razonable entre precision y coste
numérico, en el analisis de una region homogénea.

A la vista de las interesantes propiedades de los métodos modales, el segundo
objetivo que se plantea este trabajo es la caracterizacion circuital de regiones
homogéneas de seccion arbitraria mediante estas técnicas, a menudo restringidas a
problemas con geometrias separables.

La combinacion de las técnicas existentes con la que aqui proponemos nos va
a permitir resolver eficientemente problemas arbitrarios como el mostrado en la
figura la, donde se combinan situaciones muy diversas. A cada region se le asocia
una red que la caracteriza, construyéndose el circuito de la figura 1b, cuya resolucioén
sigue reglas algebraicas.

Con el fin de presentar estos dos objetivos hemos dividido la exposicion en
seis capitulos.

El primer capitulo es introductorio y pretende exponer brevemente las
alternativas existentes en el modelado numérico de un problema electromagnético.
Lejos de enumerar todos y cada uno de los métodos existentes, se comentan los
métodos mas versatiles empleados en la resolucion de las ecuaciones de Maxwell.
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figura 1 La figura (a) muestra esquematicamente un problema arbitrario, cuyo circuito equivalente
se muestra en la figura (b).

En el segundo capitulo se recogen aquellos aspectos basicos de la teoria
electromagnética que serviran de referencia para los capitulos posteriores. Tales
fundamentos son esencialmente los relacionados con las soluciones de la ecuacion de
onda homogénea en cartesianas y cilindricas.

El concepto de impedancia de onda y la definicion de la matriz de
admitancias generalizadas es el objeto del tercer capitulo. A partir del teorema de
unicidad y del principio de equivalencia se justifica que es posible caracterizar un
recinto cerrado definiendo una inmitancia (impedancia o admitancia) generalizada
que relacione las componentes de campo eléctrico y magnético en su contorno. Se
demuestra ademds, que para efectuar esta caracterizacion basta con conocer el
operador asociado al recinto, pudiendo ser este diferencial o integral; y éste ultimo a
su vez puede estar basado en la funcion de Green o incluso en la funcién de onda.
Ademas la caracterizacion es independiente del medio externo.

En el capitulo cuarto se considera la problematica de la segmentacion de un
problema complejo. Se analizan las posibles vias de segmentacion apoyandose en las
tres modalidades del principio de equivalencia. Una vez caracterizados los recintos,
se analizan las distintas posibilidades de interconexion entre ellos, empleando
matrices de inmitancia o de dispersion generalizadas.

El capitulo quinto se dedica a la aplicacién del modelado circuital a una serie
de problemas bidimensionales representativos, tanto abiertos como cerrados. Se
combinan las distintas técnicas y se valora la precision y la eficiencia numérica del
método frente a otras técnicas.
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Finalmente en el capitulo seis el modelado circuital se extiende a una clase

de problemas tridimensionales. Se trata de aquellos en los que una fuente finita se

encuentra junto a una estructura cilindrica infinita de seccion arbitraria. En ese caso

el modelado circuital aporta una solucion sencilla y eficiente a un problema que de

otro modo so6lo encuentra soluciones aproximadas. Comprobaremos que este

problema tridimensional se puede descomponer en un espectro de problemas

bidimensionales cuyo analisis es inmediato con las técnicas empleadas en los

capitulos precedentes.

Juan Vicente Balbastre Tejedor, “Solucion de Problemas Electromagnéticos
Cerrados y Abiertos Mediante el Método de los Elementos Finitos,
Incluyendo Materiales Anisotropos e Inhomogéneos”, Tesis Doctoral
presentada en la U.P.V., Julio 1996.

Mariano Baquero Escudero, “Transformaciones Espectrales y Aplicaciones a
Sintesis de Ondas, Medida de Antenas y Difraccion”, Tesis Doctoral
presentada en la U.P.V., Abril 1994.

David Sanchez-Hernandez, “Active Microstrip Patch Antennas for
Monolithic Microwave Integrated Circuits (MMICs)”, Tesis Doctoral
presentada en el King’s College, University of London, Dic. 1995.

Vicente Boria, “Andlisis de Problemas Electromagnéticos Mediante Métodos
Modales y Matrices Generalizadas. Aplicaciones”, Tesis Doctoral presentada
en la UPV, Junio, 1997.



1

Métodos Numeéricos en
Electromagnetismo

El continuo crecimiento de la capacidad de procesado de los ordenadores en
los ultimos tiempos estd permitiendo abordar problemas electromagnéticos que hace
algunos afios se consideraban inalcanzables. Los métodos numéricos han
experimentado paralelamente un grado de maduracion notable, tanto en el modo de
formularse, como en la eficiencia con que explotan los recursos informaticos.

Clésicamente, la solucion a los problemas de contorno en electromagnetismo,
se basaba en técnicas analiticas, buscando soluciones cerradas. Estas soluciones sin
embargo solo estan disponibles para una clase limitada de problemas con geometrias
canodnicas. Los métodos numéricos amplian el espectro de las soluciones conocidas
que, si bien deben considerarse aproximadas, en muchos casos puede seleccionarse
el grado de precision con que los resultados calculados describen la realidad fisica
que se analiza.

No es intencién de este capitulo introductorio realizar una exposicion
exhaustiva de este extenso campo, pero si resefar las grandes lineas de estudio para
situar las aportaciones de esta tesis en su contexto.

El electromagnetismo trata de las fuentes eléctricas y magnéticas y de los
campos que éstas producen. Las ecuaciones de Maxwell son precisamente las que
describen el modo en que se relacionan las fuentes y los campos. El modelado de un
problema electromagnético debe ser capaz de describir esa relacion en el contexto de
una geometria y un medio determinados, es decir, de unas condiciones de contorno.
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Para describir un problema electromagnético podemos hablar entonces de una
funcion de transferencia, deducida partiendo de las ecuaciones de Maxwell y las
propiedades eléctricas y geométricas del problema. Esta funcion de transferencia, a
partir de una excitacion en forma de corrientes o campos, proporciona como
resultado, otras corrientes inducidas o nuevos campos.

La formalizacion del modelo o funcion de transferencia es un paso previo
inevitable para formular cualquier método numérico. Existen, no obstante distintas
formas de plantear un mismo problema, si bien unas se adaptan mejor a unas
situaciones que a otras. Podriamos distinguir cuatro tipos de modelos

1) Expansiones modales: Son las soluciones a las ecuaciones de Maxwell en
un determinado sistema coordenado sujetas a unas condiciones de
contorno por imponer.

2) Operador integral: Es una ecuacion integro-diferencial basada en la
funcion de Green de espacio libre u otra més especializada.

3) Operador diferencial: Son las ecuaciones rotacionales de Maxwell, o su
formulacion integral.

4) Descripcion optica: El modelo se establece en forma de rayos y de
coeficientes de difraccion.

1.1 MODELOS ANALITICOS

Nos detendremos brevemente en el modo de obtener los operadores integrales o
diferenciales dado que han recibido mayor atencion desde el punto de vista
numérico.

a) Operadores integrales

El punto de partida para generar una ecuacion integral en electromagnetismo,
radica en seleccionar una funciéon de Green apropiada al problema considerado.
Resulta habitual emplear la de espacio libre por ser la mas sencilla en su
formulacion, ademas de facilitar la discretizacion del modelo. La funcién de Green
junto con el teorema de Green nos conducen a una ecuacion integral [1] de la cual se
obtiene el campo en un recinto cerrado en términos de integrales sobre las
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superficies que lo envuelven, e integrales de volumen extendidas a las fuentes en su
interior.

El operador integral obtenido se caracteriza por un nucleo que puede incluir
también operadores diferenciales actuando sobre la fuente o el campo incognita. Las
ecuaciones integrales que se obtienen son de dos tipos, conocidos como de Fredholm
de primera y segunda especie. En el primero la incognita aparece unicamente debajo
de la integral, mientras que en el segundo también aparece fuera de ella.

b) Operadores diferenciales

Los modelos basados en operadores diferenciales requieren menos esfuerzo en su
deduccion que los modelos concebidos a partir de una ecuacion integral. Sin
embargo, la implementacion numérica del modelo diferencial puede diferir
notablemente de la seguida en el modelo integral. En primer lugar el operador
diferencial es local a diferencia del operador integral que es global. Esto supone que
para describir el comportamiento del campo es necesario tomar muestras en todas las
dimensiones que considere el problema. El operador integral por el contrario permite
considerar una dimensién menos. Una segunda diferencia importante es el hecho de
que el operador integral incluye explicitamente la condicidon de radiacion. Por otro
lado el operador diferencial posee la capacidad de tratar més directamente todo tipo
de inhomogeneidades y no linealidades, frente al operador integral. Finalmente,
conviene sefialar que un modelo basado en las ecuaciones diferenciales da lugar a
una matriz mas grande, aunque dispersa, mientras que las matrices que se generan
tras un modelado integral son menores, pero también densas, lo que influird en el
modo de obtener sus respectivas soluciones.

1.2 ANALISIS NUMERICO DE LOS MODELOS ANALITICOS

La idea central asociada al andlisis numérico de un modelo matematico radica
en aproximar las cantidades de interés mediante la sustituciéon de éstas por un
conjunto discreto de funciones, a menudo polinomios, cuya suma ponderada
converja a la solucidon. De esta forma los operadores integrales se sustituyen por
sumas finitas, mientras que los operadores diferenciales son sustituidos por
diferencias finitas.
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1.2.1 E1 Método de los Momentos

La idea basica comentada encuentra su expresion mas elaborada en el Método
de los Momentos. Este procedimiento de analisis numérico fue descrito inicialmente
por Harrington [2] y constituye la herramienta computacional mas utilizada en
electromagnetismo en los ultimos 30 afios [3,4].

Cuando los modelos analiticos se expresan mediante ecuaciones funcionales
de la forma

L(f)=¢ (1.1)

el primer paso es aproximar la funcidon incognita f/ por una combinacion lineal de
funciones base, b,

/= ZN:Fnbn (1.2)

donde F, son muestras de la discretizacion de f, y son las incdgnitas del problema a
resolver. Si sustituimos (1.2) en (1.1)

> FL(b)=g ~¢g (1.3)

La expresion (1.3) sigue siendo una ecuacion funcional donde ahora la
incognita no es una funciéon sino un conjunto discreto de valores numéricos F),.
Ahora, para que exista una buena solucion, una combinacion lineal de las funciones

L (bn) debe aproximarse a g, de manera que se minimice el error o residuo.

R:g—ga:g—ZFn~L(bn) (1.4)

La ecuacién funcional (1.3) puede convertirse en un sistema de ecuaciones
haciendo nulo el residuo, tras ponderarlo por unas funciones peso, w,,
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m?

(w,,R)=0 (1.5)
La ponderacion se realiza aplicando el producto simétrico definido como

(F.G)=[F"-Gap (1.6)

El sistema de ecuaciones resultante es

N

(w,.8)=> F,(w,.b,) (1.7)

que matricialmente se expresa como
b=Ax (1.8)

siendo

b= [<wm’g>]Mx1
x=[F,],. (1.9)

A= [<w’”’ b, >] MxN

En el caso de las ecuaciones integrales de campo eléctrico
L(J)=E (1.10)

La matriz de coeficientes 4 se suele conocer como matriz de impedancias ya que su
multiplicacion por un vector de corrientes incognita /,, origina un vector de campos
eléctricos o voltajes, V,. Su inversa por tanto se suele llamar matriz de admitancia, y
su multiplicacion por el vector campos eléctricos o voltajes proporciona el vector de
corrientes. La formulacion matricial, junto con la interpretacion circuital permite ver
el problema como una red de N accesos, cada uno de los cuales resulta excitado por
un generador de tension de valor V,. Los coeficientes de la matriz de impedancias
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son entonces las impedancias mutuas entre los accesos de esta red que aproxima el
problema modelado. Entonces, si las funciones base escogidas son de dominio
discreto, estas impedancias representan interacciones espaciales entre las N puertas
del modelo. Por el contrario, si las funciones base son de dominio completo las
impedancias indican interacciones modales.

Se podrian realizar comentarios similares para los modelos basados en
operadores diferenciales, aunque los coeficientes de la representacién multipuerto
ahora describen interacciones locales en lugar de globales. Dado que el modelo
diferencial conduce a matrices dispersas no se suele calcular su inversa para obtener
la solucion. En el andlisis numérico de los operadores diferenciales, hay dos
enfoques principales, uno conocido como método de las Diferencias Finitas y otro
como M¢étodo de los Elementos Finitos [5,6]. Los métodos difieren principalmente
en el modo en que se aproximan los operadores diferenciales y en como se satisfacen
las ecuaciones diferenciales. El método de los elementos finitos suele ser mas
apropiado para modelar problemas con geometrias complicadas, las cuales pueden
aproximarse por funciones lineales a trozos.

a) Funciones base y peso

La eleccion de las funciones base y peso de las que hablabamos juega un
papel decisivo en la precision y en la eficiencia del modelo numérico resultante. Esta
eleccion no es trivial ya que, si bien existe una gran variedad de funciones, el
conjunto elegido limita implicitamente la geometria y el tamafio eléctrico del
problema considerado. A priori, el conjunto de funciones base ideal es aquel que mas
se asemeja a la funcion incognita, proporcionando una soluciéon convergente con el
minimo nimero de elementos de la expansion, y en el menor tiempo posible. Sin
embargo, un conjunto asi, es necesariamente poco flexible y limita el ambito de
aplicacion de un modelo numérico.

Las funciones base se clasifican en tres grandes grupos: funciones de dominio
discreto, de dominio completo y mixtas. Las funciones de dominio discreto se
definen sobre un subdominio del operador integral y se anulan en el resto. Entre ellas
se incluyen los pulsos, los tridngulos y las funciones sinusoidales a trozos. Cuando
las funciones base se extienden a todo el dominio del operador integral, se dice que
son de dominio completo. Ejemplos son las series de Fourier o los polinomios de
Legendre o Hermite.



Métodos Numéricos en Electromagnetismo 13

Tradicionalmente las funciones de dominio discreto se han visto favorecidas
dada su flexibilidad para amoldarse a la geometria del problema, y porque facilitan
la evaluacion de las integrales resultantes. También hay que sefalar en su contra que
es necesario emplear aproximadamente diez funciones base por cada longitud de
onda de funcidon incédgnita, ya sea corriente o campo. Esto conduce a grandes
sistemas de ecuaciones, incluso en problemas ligeramente por encima de la region de
resonancia.

Las funciones de dominio completo por su parte hacen mas dificil la
evaluacion de las integrales involucradas, a no ser que la geometria del problema sea
canodnica, es decir, se genere a partir de un sistema coordenado separable. Estas
funciones no son apropiadas para cuerpos pequefios o para describir fendmenos muy
localizados. Sin embargo, cuando la estructura del problema es eléctricamente
grande, éste puede resolverse con relativamente pocas incdgnitas. Ademas, en
ocasiones es posible asociar una interpretacion fisica a las funciones base como
expansiones modales. Numéricamente, una correcta eleccion de las funciones base y
peso permite obtener matrices bien condicionadas.

Los conjuntos de funciones mixtos pueden compensar los inconvenientes y
las limitaciones propias de unos y otros como se sostiene en [7].

Recientemente estan apareciendo nuevos enfoques en la eleccion de las
funciones base que simplifican el calculo de las ecuaciones integrales, conservando
su flexibilidad. Asi, James [8] utiliza series de Fourier como funciones globales
extendidas al contorno, lo que le permite llegar a la solucion sin calcular integrales
para obtener los coeficientes de la matriz y apoyandose unicamente en la FFT. Otra
técnica especialmente prometedora introduce la transformada basada en wavelets en
la solucion de ecuaciones integrales [9-14]. Esta técnica se adapta a problemas que
contienen zonas en las que la incognita varia suavemente y a la vez zonas en las que
la variacion es mas rapida. Las wavelet pueden adaptarse a estas regiones dando
lugar a matrices dispersas.

b) Obtencion de la solucion en ecuaciones integrales

Para obtener la solucion al sistema de ecuaciones en (1.8) es necesario seguir
tres pasos. El primero nos proporciona los coeficientes de la matriz de impedancias
que, en un caso unidimensional, son de la forma general
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z; = Iwi(s)[j b_/(s’)K(s,S’)ds'}ds ~ meqnw[(sn )bj(s,’n)K(sn,s,;) (1.11)

donde K(s,s") es el nicleo de la ecuacion integral y s, y s, son las posiciones n-
ésima y m-ésima del punto de observacion y de la fuente, respectivamente. Los
elementos de la matriz se obtienen como sumas, ponderadas por los coeficientes p,, y
¢, resultantes de las integraciones numéricas efectuadas.

Una vez obtenida la matriz de impedancias, existen varias posibilidades para
obtener la matriz de admitancias solucion. Directamente mediante inversion,
factorizando o empleando métodos iterativos. La solucion final es inmediata tras
multiplicar la matriz de admitancias por el vector excitacion.

Una cuestion importante desde el punto de vista practico es el tamano de la
matriz impedancia. Ciertamente, a medida que se incrementa el tamafio eléctrico del
problema el numero de incognitas a resolver aumenta en relacion directa.
Andalogamente, resulta mas costoso, computacionalmente hablando, considerar un
problema tridimensional que uno bidimensional, y éste a su vez lo es mas respecto al
unidimensional. Todo ello nos sugiere la necesidad de reducir el tiempo de
procesado introduciendo mejoras tanto desde el punto de vista analitico como
numeérico.

¢) Mejoras Analiticas de los Modelos
A continuacion se recogen algunos de los procedimientos analiticos

propuestos en los Ultimos afios para reducir el coste asociado a la solucion de
problemas electromagnéticos mediante el método de los momentos [15].

i) Funciones de Green Especializadas

La funcién de Green mas cominmente empleada es la de espacio libre por su
sencillez y flexibilidad. Sin embargo esta funcién so6lo satisface la condicion de
contorno de radiacion, r—»o0, y fuerza al modelo a situar corrientes incognita en todo
el contorno del volumen considerado. Las funciones de Green especializadas
satisfacen condiciones de contorno adicionales, reduciendo asi el nimero de fuentes
incdgnita. Aunque solo se conocen unas pocas funciones de Green para geometrias
separables, éstas pueden aplicarse a un buen niimero de problemas de interés
practico, tales como fuentes en presencia de planos, cilindros, esferas, etc. Sin
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embargo, al mismo tiempo que se reduce el numero de incognitas, el nucleo de la
ecuacion integral se vuelve mas complejo. Aun asi, las ventajas de estas funciones
especializadas representan una interesante alternativa. Como ejemplos, en [16] se
recoge su empleo para un cilindro, en [17] para un sector cilindrico y en [18] para
una esfera.

ii) Métodos Hibridos

Un ejemplo de método hibrido lo constituye la combinacion del Método de
los Momentos (MM) con la Teoria Geométrica de la Difraccion (GTD) recogida en
[19] y mas recientemente en [20]. La técnica de GTD tiene la atractiva propiedad de
que el tiempo de procesado es independiente del tamano eléctrico del problema, a
diferencia del Método de los Momentos. Por otro lado, el aumento de la complejidad
del problema obliga a trazar mas rayos y a calcular mas coeficientes de difraccion,
limitando la aplicabilidad de la GTD. La combinacion de los métodos puede explotar
las ventajas de ambos, proporcionando un modelo notablemente mejor que
cualquiera de los dos en solitario.

Otra técnica hibrida, conocida como Método del Unimomento [21], consiste
en combinar un operador diferencial con una expansion modal. Esta técnica modela
un cuerpo cilindrico mediante un operador diferencial extendido al circulo que lo
contiene y posteriormente acopla la solucion interior con el espacio exterior en
donde la solucion viene expresada mediante una expansion modal.

Finalmente podemos apuntar otra técnica hibrida que combina el Método de
los Momentos con la funcidon de Green asociada a una geometria concreta [22]. Este
método puede resolver asi problemas en los que un objeto arbitrario se encuentra en
un medio donde la funcion de Green es conocida. El objeto arbitrario se sustituye por
unas corrientes incognita y la ecuacion integral se obtiene convolucionando estas
corrientes con la funcion de Green del problema. Este método auna la flexibilidad del
método de los momentos con el ahorro en el nimero de incognitas que proporciona
una funcion de Green especializada.

iii) Otros Métodos

Existen otros métodos analiticos para simplificar la formulaciéon y el
consiguiente procesado, aunque asumiendo ciertas aproximaciones. La condicion de
impedancia de contorno (IBC) [23] supone que los campos eléctrico y magnético en
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la superficie de un objeto pueden relacionarse mediante una impedancia superficial

Zap, tal que E, =-z #AxH, 6 donde 71 es un vector normal a la superficie y

tan

Zgp = (1+ j)a) 1 8/2 siendo & la profundidad de la pelicula superficial. Con esta

suposicion, el nimero de incdgnitas necesarias para modelar el objeto se reduce a la
mitad.

Del mismo modo que la condicion IBC reduce el nimero de incognitas a la
mitad, la aproximacién de Optica fisica elimina es resto de incdgnitas. Para ello
suponemos que la corriente superficial se puede expresar directamente en términos
del campo incidente. Para un conductor perfecto basta con imponer que J = 27 x H'.
De este modo evitamos calcular la matriz de impedancias.

Los métodos recogidos son sélo una pequeiia muestra de los continuos
esfuerzos que se han venido realizando para plantear los problemas
electromagnéticos de manera mas eficiente a la vez que mas exacta. Como hemos
podido comprobar, unos modelos son mas flexibles que otros. Ciertos métodos por el
contrario son muy exclusivos en cuanto al tipo de problema que pueden resolver. La
teoria de circuitos aplicada a la solucion de problemas electromagnéticos puede ser
una via atractiva para combinar distintos métodos. La bibliografia especializada
recoge un sinfin de técnicas, algunas de las cuales solo se diferencian entre si en
pequetios matices. Sin embargo todas ellas pueden incluirse en alguna de las cuatro
categorias establecidas al comienzo de este capitulo. Esta observacion lejos de
reducir el valor de estas técnicas, pretende poner de manifiesto la viabilidad de su
utilizacion combinada. Dejando a un lado los métodos asintdticos (GTD, UTD),
demostraremos que las técnicas diferenciales, integrales o modales son susceptibles
de proporcionar una matriz de caracterizacion asociada a cada recinto. Entonces, en
lineas generales un problema arbitrario se segmenta en recintos donde se aplica el
modelo mds apropiado a sus caracteristicas. La conexion de los recintos y su
resolucion algebraica proporciona la solucidn, siendo esta tan precisa como lo sean
los modelos parciales aplicados a cada region. Esta es la propuesta que se recoge en
esta tesis.
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Ecuaciones Basicas del
Electromagnetismo

Las ecuaciones de Maxwell nos proporcionan el punto de partida en el
estudio de cualquier problema electromagnético. Junto a ellas contamos, ademas, con
ciertos principios y teoremas tales como los de superposicion, reciprocidad,
equivalencia, unicidad, etc. que las desarrollan y facilitan su interpretacion. En este
capitulo hemos tomado de [24] y [25] aquellos aspectos basicos que se consideran
relevantes para orientar la exposicion hacia los propdsitos expuestos en la
introduccion. Asimismo servirda como referencia para las formulaciones de los
capitulos posteriores y para establecer la nomenclatura a utilizar.

Se formula la ecuacion de onda y se recogen sus soluciones en coordenadas
cartesianas y cilindricas para el caso homogéneo. Posteriormente se comenta de

forma general la solucion de la ecuacion de onda en presencia de fuentes.

Las ecuaciones que ligan los campos eléctricos y magnéticos con las fuentes
que los producen, en forma diferencial, son

o8

VxE=-""—nm 2.1

8 ot @D
oD

Vxg=""4 22

X#F= 22)

V&8=p, (2.3)

17
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V-D=p, (2.4)

a las que se suelen afiadir las ecuaciones de continuidad

ap
Vg=-—2° 2.5
y
v.%z_% (2.6)
ot

aunque ¢éstas se pueden deducir de las anteriores. En estas ecuaciones las variables
que intervienen son:

intensidad de campo eléctrico (V/m)
intensidad de campo magnético (A/m)
densidad de flujo eléctrico (C/m?)

L B U

densidad de flujo magnético (Wb/m?)
4. densidad de corriente eléctrica (A/m?)
#: densidad de corriente magnética (V/m?)
p o densidad de carga eléctrica (C/m’)

0 m: densidad de carga magnética (Wb/m”)

Como es sabido, las cargas y corrientes magnéticas (o ,,, 7) no tienen sentido
fisico. Esto no impide sin embargo que dichas cantidades se puedan introducir en las
ecuaciones de Maxwell. Desde un punto de vista matematico la simetria de estas
ecuaciones admite su presencia y como tendremos ocasion de comprobar en el
capitulo 3, el empleo de unas corrientes magnéticas ficticias facilita la interpretacion
de numerosos problemas.

Si asumimos una variaciéon armonica para los campos, entonces el analisis

matematico se simplifica usando cantidades complejas, de tal forma que el campo
instantaneo & y el nuevo campo complejo E se relacionan mediante

£ =2Re(Ee™"| (2.7)

A 1o largo de la exposicion emplearemos los caracteres en negrita para indicar que se trata de
funciones vectoriales.
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Si ademas de suponer que estamos en régimen sinusoidal nos limitamos a
estudiar problemas electromagnéticos en regiones homogéneas e isotropicas la
permitividad (¢) y la permeabilidad () seran constantes escalares y podremos poner

las ecuaciones de Maxwell como

VxE=—jouH-M (2.8)

VxH= jwocE+J (2.9)

V.H="n (2.10)
U

V-E:’Oge @.11)

y las ecuaciones de continuidad

ViI=—jop, (2.12)
V-M=-jop, (2.13)

2.1 LA ECUACION DE ONDA

Tratemos a continuacion de desacoplar las ecuaciones diferenciales (2.8) y
(2.9) para que en ellas aparezcan exclusivamente el campo eléctrico o magnético.
Tomando el rotacional en (2.8) y (2.9) y tras algunas manipulaciones llegamos a

VE+K’E=VxM- jouJ-——V(V-J) (2.14)
joé&
V2H+k2H=—VxJ—ja)gM—;V(V-M) (2.15)

jou

donde K’=aue .

El método habitual para resolver estas ecuaciones pasa por la definicion de
unas funciones vectoriales A y F llamadas potencial vector magnético y eléctrico,
respectivamente.
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En una region donde solo existan fuentes eléctricas (J#0, M=0) se tiene que

V-B=0; por lo tanto, dado que la divergencia del rotacional es cero, podemos afirmar

que
B=VxA (2.16)

introduciéndolo en (2.8)
Vx(E+ joA)=0 (2.17)

lo cual solo es posible si
E+joA=-Vy (2.18)

donde ¢ es un potencial escalar arbitrario.

Si ahora tomamos el rotacional en (2.16) e introducimos en ella (2.9) y (2.17)
obtenemos

VA+KEA=-pJ+V(V-A+ joucp) (2.19)

Ahora bien, la divergencia de A ain no ha sido definida. Para simplificar
(2.19) podemos definir

V-A=—joucgd (2.20)
que se conoce como condicion de Lorentz. Con ella, (2.19) queda como

VA+KA=-ul 2.21)

y el campo eléctrico en (2.18) se puede expresar en funcion de A como

E=—joA+ V(V-A) (2.22)

jous
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De forma dual podriamos suponer ahora una region donde sélo existiesen
fuentes magnéticas, M=0 y J=0, lo que llevaria a que D fuera solenoidal, pudiendo
definir

D=-VxF (2.23)

procediendo de forma anéloga al caso anterior

VF+kF=-M (2.24)
1
E=-_VxF (2.25)
H=-joF+——V(V-F) (2.26)
joue

Por superposicion de los dos casos particulares obtenemos las expresiones
generales de los campos en funcion de los potenciales A y F:

E=-joA+— VWuﬂ—lVXF (2.27)
jous 2
H=leAfij+. V(V-F) (2.28)
M Jjoue
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2.2 REGIONES LIBRES DE FUENTES

En una region libre de fuentes, las ecuaciones de onda (2.21) y (2.24) pasan a
ser ecuaciones diferenciales vectoriales homogéneas

VA+KkKA=0 (2.29)
V’F+k’F=0 (2.30)

Se puede demostrar [24] que un campo arbitrario en una region homogénea
libre de fuentes puede descomponerse en suma de dos funciones vectoriales

independientes. Una de ellas esta definida por los vectores potenciales A=7y “*y
F =0 y que se caracteriza porque H,=0. A este campo se le conoce como transversal
magnético a 7 (TM,). La otra funcién de campo se caracteriza porque A=0 y

F=iy /. Ahora es la componente de campo eléctrico segiin 7 la que se anula,

E~0, y la funcion de campo se llama transversal eléctricaa ¢ (TE,).
Tanto * como y / cumplen la ecuacion de onda escalar
Vy+kly=0 (2.31)

Asi pues, para definir totalmente el campo en una region libre de fuentes
basta con conocer dos soluciones escalares, ¥ * y /. y la direccion ¢ a la que

estan asociadas.

* ¢ es un vector unitario arbitrario.
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2.3 SOLUCIONES MODALES EN REGIONES LIBRES DE
FUENTES

En el punto anterior se puso de manifiesto que la descripcion de un problema
electromagnético en una region homogénea libre de fuentes pasa por la obtencion de
las soluciones de la ecuacion de onda escalar en (2.31). con ellas es inmediato
conocer los potenciales A y F y posteriormente el campo con (2.27) y (2.28).

Las soluciones a esta ecuacion diferencial, también conocida como de
Helmbholtz, se obtienen mediante el método de separacion de variables. Hay distintos
sistemas coordenados respecto a los cuales se puede plantear la resolucion de la
ecuacion, sin embargo los més frecuentes son el cartesiano y el cilindrico (sobre todo
en problemas bidimensionales). Comentaremos brevemente las soluciones en ambos
sistemas ya que constituyen uno de los polos sobre los que girard el anélisis de los
capitulos posteriores. Nos apoyaremos en las soluciones que obtiene Harrington en
[24].

2.3.1 La Ecuacion de Helmholtz en Cartesianas

La ecuacidn de onda escalar en cartesianas es

2 2 2
2‘%2‘%2‘{%%:0 (2.32)

El método de separacion de variables busca soluciones de la forma

y=X(x)Y(y)Z(z) (2.33)

Tras sustituir (2.33) en (2.32) y dividir por (2.33) es posible identificar tres
ecuaciones independientes

2 2 2
ié’_‘i(=_kr2 lé’_ZY:_kZ lé,_zzz_kj (2.34)
X & Yo g Z
cuya suma debe satisfacer
kI +k:+k:=k® (2.35)

siendo k, k, y k. constantes independientes de x, y y z.
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Las tres ecuaciones en (2.34) son iguales y por tanto sus soluciones son de la misma
forma. Las funciones solucion son del tipo

jkx

h(k.x)=senk x, cosk.x, e, e/ (2.36)

Se trata de funciones linealmente independientes también conocidas como modos
cuya combinacion lineal es también solucion de la ecuacién de onda. Notese la
dependencia del modo con x y con k,. Debemos tener presente que k. en (2.36) es
también una variable cuyos valores vienen impuestos por las condiciones de
contorno del problema considerado. No obstante, de los tres k;, s6lo dos son
independientes entre si, como vemos en (2.35). La solucion mas general que
podemos plantear a la ecuacion de onda considera la adiciéon (integracion) de las
soluciones para cada k;:

W= j f 1k, ke, Yh(k xRk, y)h(k,2)dk, dk, (2.37)

siendo f(k,, k) una funcion analitica.

Observamos entonces que en general existen infinitas soluciones o modos
para la ecuacion de onda en cartesianas. No obstante, dado que los valores de &; estan
condicionados por las condiciones de contorno, existen ciertas situaciones (guia
rectangular por ejemplo) donde las soluciones se limitan a un conjunto discreto de
modos.

2.3.2 La Ecuacion de Helmholtz en Cilindricas

La resolucion de un problema electromagnético estd intimamente ligada a su
geometria y, paralelamente, estd condicionada por el sistema coordenado escogido
para describirla. Ciertamente la solucioén de la ecuacion de onda es tnica y se puede
alcanzar sea cual sea el sistema coordenado elegido. Sin embargo una correcta
eleccion de éste facilita considerablemente la convergencia de la solucion. En el caso
de problemas abiertos, y sobre todo si son bidimensionales, el sistema mas
conveniente es el cilindrico. En ese caso, la ecuacion de Helmholtz se expresa como

2 2
li(pé’—lﬂ}+%ﬂ VOV kg =0 (2.38)
pp\’ dp) p- 0P oz
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El método de separaciéon de variables permite encontrar soluciones de la

forma
v = R(p)P(9)Z(z) (2.39)
Asi, tras algunas manipulaciones podemos identificar las tres ecuaciones
siguientes
d dR 2,
—| p—|+|lk,p) —n" |R=0 2.40
iGN =
2
d ?+n2®:0 (2.41)
d¢
a’z
—+kZ=0 (2.42)
dz
donde ademads ahora se cumple que
k! +k:=k? (2.43)

La solucion a (2.40) es una combinacion lineal de funciones de Bessel (ver
apéndice I); por ejemplo

B(k,p) = 4,J,(k,p)+ BY,(k,p) (2.44)

Las ecuaciones (2.41) y (2.42) se solucionan con combinaciones lineales de
funciones armonicas,

h(ng) = A,e™ + B,e™* (2.45)

— ijZ 7jkzz
h(k.z) = A,e’ + Bye (2.46)
Dado que la coordenada ¢ es periddica, la variable n esta formada por un
conjunto discreto de valores. Dichos valores seran enteros o fraccionarios en funcion
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de las condiciones de contorno. Por su parte &, es un conjunto continuo de valores

reales, como en cartesianas.

Asi pues, la solucion a un problema en coordenadas cilindricas, en su forma

mas general puede expresarse como
w= ZL £,(k)B, (k,0)h(ng)h(k.z)dk (2.47)

Ahora, para expresar el campo electromagnético en términos de la funcion de
onda y, podemos en primer lugar descomponerlo en suma de un modo TE y otro TM

transversales a 7 . En cilindricas es habitual escoger t =Z ya que Z es invariante

con la posicion, a diferenciade p y ¢.

Si hacemos A = Zy “ y F=0, y sustituimos en (2.27) y (2.28)

E o1 oW 11dy°
P jous pdz H,=———"
JoHE op up op
2. a a
__ 1 17 g oo Lo (2.48)
¢ : ¢
jo us p 9oz U ap
2 H.=0
Ez: - 1 (O”z'f'szl//a
Jjo ue\oz

que constituyen las componentes de campo eléctrico y magnético del modo TM,.

Analogamente, haciendo A=0y F = 2y / obtenemos, para el modo TE,,

__ll&//f o 1 é’ZW‘f
oep O P jouedpd:z
S 2. f
E¢=15‘/’ g1 17w (2.49)
g Op " jouep 09z
EZZO 2 )
sz - 1 [§2+k2jW‘f
joue\oz
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2.4 REGIONES CON FUENTES. FUNCION DE GREEN

Para obtener la solucion completa a las ecuaciones (2.27) y (2.28) es
necesario resolver la ecuacion de onda vectorial debido a las fuentes en el interior de
la regidon bajo estudio. Las soluciones obtenidas en 2.3 corresponden tnicamente al
campo creado en esta region por unas hipotéticas fuentes exteriores a ella. El
problema de las regiones con fuentes se considera en detalle en los capitulos 3 y 4,
por lo que aqui so6lo se recogen las ideas generales.

Las ecuaciones a resolver son

VA+kKA=-uld (2.50)

VF+k’F=-sM (2.51)

La soluciéon a una ecuaciéon como la (2.50) no es en general sencilla y
depende tanto de la geometria del problema como de la orientacion de la fuente.

Supongamos por simplicidad, que el problema viene descrito por una o mas
ecuaciones escalares como la siguiente

Vi (r)+ £y (r)= f(r) (2.52)
para una excitacion impulsional situada en r” quedara como
Vig(r,r)+kg(r,r')=-5(r—r’) (2.53)
Donde ¢(r,r’) se conoce como funcién de Green.

Haciendo uso de la segunda identidad escalar de Green [25] se puede
demostrar que la solucién a (2.34) es

v ()= [ £ r)dr + Py (0)V g () = g )V (e))ds” 2.54)

N
donde V' es el volumen de la region bajo estudio y S la superficie que lo envuelve.

La expresion (2.54) permite disponer de una solucion integral a una ecuacion

del tipo (2.52), a partir de la respuesta impulsional del problema, ¢(r,r'). La
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obtencion de la funcidn de Green es no obstante, un problema en si mismo y depende
fundamentalmente de la geometria.

En problemas mas generales como los definidos por (2.50) y (2.51), la
funcion de Green deja de ser escalar para convertirse en diadica, es decir, un tensor
de funciones de Green [25,26].
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La Matriz de Admitancias
Generalizadas

El analisis circuital que se pretende abordar se asienta sobre el concepto de
impedancia de onda (o admitancia de onda). Este parametro, que establece la
relacion entre los campos eléctrico y magnético en cada punto del espacio, nos habla
de la interaccidon entre los campos electromagnéticos y el medio. El concepto de
impedancia, asociado a cada punto, puede extenderse a la caracterizacion de todo un
volumen mediante la introduccién de la llamada matriz de admitancias’'
generalizadas (MAG). Su empleo nos va a permitir segmentar el espacio y asociar a
cada una de las regiones resultantes una de estas matrices, cuya posterior
interconexion constituird el modelo circuital del problema. Pero para llegar a obtener
la MAG es necesario establecer primero las condiciones de su existencia, para lo
cual nos serviremos del teorema de unicidad. Posteriormente nos apoyaremos en el
principio de equivalencia con el fin de formular los operadores integrales que
determinan la relacion entre E y H en una region homogénea arbitraria. Finalmente
la MAG se obtendra como resultado de la discretizacion de los operadores mediante
alguno de los procedimientos disponibles, tales como los métodos modales, el
método de los elementos de contorno, o el método de los elementos finitos; este
ultimo especialmente apropiado para regiones inhomogéneas.

" Por lo general hablaremos preferentemente de admitancia generalizada frente a impedancia
generalizada por la conveniencia de su manejo en la segmentacion de problemas. No obstante ambas
estan ligadas dado que una es la inversa de la otra.

29
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3.1 EL CONCEPTO DE IMPEDANCIA DE ONDA

Tal y como introdujo S.A. Schelkunoff en los afios 30 y como recoge
Harrington en [24], en la teoria electromagnética, los cocientes entre componentes de
E y componentes de H se denominan impedancias de onda. Similarmente podemos
hablar de admitancias de onda cuando planteamos el cociente entre componentes de
H y componentes de E. La impedancia de onda tiene como unidades los ohmios al
ser E(V/m) y H(A/m). En principio estas definiciones son puntuales; es decir,
asocian al campo en cada punto un valor de inmitancia (impedancia o admitancia). Si
el medio es lineal, este valor es inico e independiente de la intensidad del propio
campo.

La descomposicion modal de las soluciones de la ecuacion de onda, descrita
en el capitulo anterior, permite extender el concepto de inmitancia a superficies en
lugar de puntos. Estas superficies se hacen coincidir con los frentes de fase de los
modos. Entonces, dada una superficie imaginaria, el cociente entre las componentes
del campo eléctrico y las de campo magnético tangenciales a esta superficie,
proporciona la impedancia de onda superficial de cada modo, asociada a su
propagacion en la direccion normal a la superficie. El sentido de propagacion del
modo dicta el sentido de su impedancia de onda seglin la regla de la mano derecha
aplicada de E a H. Asi pues, cuando el concepto de impedancia se liga al de modo
aparece la idea de impedancia caracteristica como la oposicion que ofrece un medio
a la propagacion de ese modo por €l. Dicha impedancia caracteriza todo un frente de
fase y por lo tanto una superficie. Vedmoslo sobre unos ejemplos.

a) Guia rectangular.

Supongamos que por una guia rectangular como la mostrada en la figura 3.1

se propagan M modos TM? ;. La funcion de onda es [25]

A, = ﬁ: (a,,ze‘*’k"" + bme"'k-*") sen[?(y + a)} (3.1)

a

m=1

2
donde k, =, |[k* - (m—ﬂ)
2a
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el campo magnético transversal a la direccion de propagacion es

1 24 1= < . mru
H=-——>=—— —jk, )e /- ik, )’ |sen| —— 2
ST o p % [am( jk)e " + b, (jk, )e ]sen[ » (v+ a)} (3.2)

|
|
<~ X
|
2a) -,
|

A\ 4

figura (3.1) Seccion de guia rectangular.

Si entendemos por ondas incidentes (i) las que se propagan de izquierda a
derecha, la admitancia caracteristica relaciona el campo eléctrico y magnético de
cada modo seglin

. H!(m)
), == 33
donde
. 1 ; mrnr
Hi(m)=j—a ke ™ sen|—(y+a 34
)/() Jﬂ mx |:2a(y ):| ( )
y
2 2
E!(m)=— k Al(m)= _k a, e’ sen[ﬂ(y + a)} (3.5)
jo ue jo g 2a
El cociente entre (3.4) y (3.5) nos proporciona la admitancia caracteristica de
cada modo

: 1 &
= 3.6
yOm 77 k ( )
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Actuando de forma analoga sobre la onda que se propaga de derecha a
izquierda (r), obtenemos

r 1 X
n

Estas admitancias son validas en cualquier seccion transversal de la guia,
puesto que no dependen de la variable longitudinal x.

En problemas cuyas soluciones sean del tipo TE!, las admitancias

caracteristicas serian

; 1
Vomw =—" (3.8)
n

, 1
Yow =~""7— (3.9)
n

b) Guia radial

Otro ejemplo de medio guiado lo constituye el mostrado en la figura 3.2

1\H/

figura (3.2) Guia radial.

En esta situacion la funcion de onda para el caso TM, es [25]

A = i[a J, kp +b H(z)(kp]sen[v ¢+a)] (3.10)

m=1
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donde v = nr
2a

Ahora el campo magnético transversal es

JA > ' 2
H, :—% apz =—k;[avJV (k/?)+va(v)(kp)}sen[‘/(¢+“)] (3.11)

Entendiendo por ondas incidentes aquellas que se propagan hacia el origen,
es decir, las asociadas a las funciones de Bessel de primera especie, ahora el campo
magnético asociado a estas ondas es

Hj(m)= —kJV,(kp) sen[v(¢+ a)] (3.12)
y el campo eléctrico

k2
- jo us

2
()=~

E! -
(m) o g

J,(kp) sen[v(¢+ a)] (3.13)

El cociente entre (3.12) y (3.13) permite obtener la impedancia caracteristica
asociada a cada modo incidente como

i 1 Jv’ kp
yOm =—-— ( ) (314)
in J,(kp)
y para las ondas que se propagan emergiendo del origen
H 52), kp
Yom =.——2)( ) (3.15)
jn H(kp)

Como se puede observar, a diferencia de la guia rectangular, la admitancia
caracteristica depende de la variable p.
Para el caso TE, , las admitancias caracteristicas son
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| k
i = L LuldP) (3.16)
. (ko)
. 1 HY(k
Vow=——""——— ,( F) (3.17)
71 (ke)

Las admitancias caracteristicas consideradas en los ejemplos nos hablan de la
oposicion que ejerce el medio a la propagacion de los modos por él. Estas
definiciones, si bien tienen aplicacion en medios guiados, por lo general son de
escasa utilidad en la caracterizacién de recintos con geometrias arbitrarias. No es
posible servirse de las admitancias caracteristicas anteriormente definidas para
determinar la relacién entre E y H en un contorno arbitrario. Para ello es necesario
introducir el concepto de admitancia generalizada.

3.2 LA MATRIZ DE ADMITANCIAS GENERALIZADAS (MAG)

Si la admitancia de onda caracteriza al medio en cada punto mediante una
relacion univoca entre E y H, la admitancia generalizada caracteriza a todo un
volumen V libre de fuentes mediante la relacion que se establece entre E y H en la
superficie S que lo envuelve. La admitancia generalizada también es Unica aunque
para comprobarlo debemos servirnos del teorema de unicidad [24]. Este teorema
establece que el campo en el interior de una region cerrada y con pérdidas queda
completamente definido por el conocimiento de las fuentes en su interior, junto con
las componentes de campo eléctrico o magnético tangenciales a la superficie ficticia
que envuelve dicha region. En la figura 3.3 se muestra esquematicamente esta
situacion. En esta misma figura, observamos que la region 2 esta libre de fuentes. En
ella, el teorema de unicidad nos garantiza que para conocer E y H de forma univoca
en cualquier punto no es necesario disponer de las fuentes reales situadas en la
region 1. En realidad es suficiente con disponer de E; sobre la superficie S para
conocer el valor de E y H (incluido H;). Analogamente bastaria con conocer H; sobre
S para obtener el valor de los campos E y H (incluido E,), en la region 2.
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Region 2 E.H
,S ______ Et o Ht

/ EH N

f i/ S

| M !

\

N Region 1/

figura (3.3) La superficie S encierra las fuentes J
y M.

Observamos entonces que ciertamente debe existir una relacion entre E, y H,.
Ademas esta relacion debe ser Unica para garantizar el cumplimiento del teorema de
unicidad. Por otra parte, si esta relacion es unica, su conocimiento basta para tener
completamente caracterizada una region (la region 2 en este caso).

Ahora bien, como apuntamos en el capitulo 2, las ecuaciones de Maxwell
establecen relaciones entre fuentes y campos. Por ello, si queremos obtener un
operador que relacione componentes de campo E, con componentes de campo H,, el
principio de equivalencia va a ser de gran utilidad.

El teorema de equivalencia [24] es un principio por el cual las fuentes reales
se sustituyen por otras equivalentes. Asi, retomando el ejemplo de la figura 3.3, los
campos en el interior de una superficie cerrada como la region 2 se obtienen
igualmente eliminando las fuentes reales J y M de la regién 1, y situando unas
fuentes equivalentes J; y My sobre S, tales que se cumplan las condiciones de
contorno del problema original. Si elegimos J; =7 xH, y My =E, x i1, siendo 7
un vector unitario entrante en el volumen bajo estudio (figura 3.4), entonces el
campo en la region 1 es cero, pero en la region 2 la solucion es idéntica a la de
partida.
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M=Exy  J=ixH
//” \\
/ N
, N
i y
am !
' Campo ~i>
\ cero ;
\\\ 1
SN /

figura (3.4) Las corrientes equivalentes producen el
mismo campo exterior a S que las fuentes originales

Ahora es posible plantear un operador E/(Js, M;), tal que a partir de las
corrientes equivalentes proporcione el campo eléctrico sobre S. Del mismo modo
podriamos considerar otro operador, Hi(Js, M), para obtener el campo magnético en
S partiendo de las mismas corrientes. En este punto conviene enfatizar que ambos
operadores, si bien son distintos, conducen a la misma caracterizacion de la region 2.
Ademas debemos recordar en primer lugar que Js y M no son independientes entre
si; y en segundo lugar que, numéricamente, H, y Js por un lado, y E, y M; por otro,
describen el mismo valor de campo. En definitiva ambos operadores relacionan
esencialmente E, y H,.

Justificada la existencia de un operador, podemos ahora adelantar que para
obtener una relacion numérica entre E, y H, serd necesario discretizar dicho
operador. Para ello, ambas componentes deben expresarse como una combinacion
lineal de funciones base

N

E =) Ee, (3.18)
n=1
N

H,=) H,h, (3.19)

Ahora, la relacion entre ambas componentes de campo se establece mediante una
matriz. Cuando esta matriz proporciona los pesos de la expansion de H; a partir de
los pesos de la expansion de E, hablamos de una matriz de admitancias

. 31
generalizadas, Y .

~l

H=Y-E (3.20)

" En adelante la doble raya servira para designar matrices en general MxN, y la raya sencilla a las

matrices columna, Nx1.
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donde
H=[H],,
E=[E],,
Y =[]

La formulacion matricial permite ver la region delimitada por la superficie S
como una red de N accesos. Los coeficientes de la matriz de admitancias son las
admitancias mutuas de esta red que aproxima la region modelada. Entonces, si las
funciones base escogidas son de dominio discreto, las admitancias representan
interacciones espaciales entre las N puertas del modelo. Si por el contrario las
funciones base son de dominio completo las admitancias indican interacciones
modales.

La discusion del problema que nos ocupa no quedaria completa si no
matizdramos que los operadores anteriormente propuestos no son los unicos. En
realidad no es necesario disponer de las corrientes Js y Mg simultaneamente para
generar un operador. Volviendo a la figura 3.4, el teorema de equivalencia nos hace
observar que, dado que se ha forzado campo cero en la region interior, el medio en
ella puede cambiarse sin que afecte al problema externo. En particular, si rellenamos
la regién interior con un conductor perfecto como muestra la figura 3.5, la corriente
J; resulta cortocircuitada, conservandose M;. Del mismo modo, si la region interior
se rellena con un hipotético conductor magnético, la corriente M, se anula, actuando
solo J,.
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Conductor Conductor

eléctrico

magnético

() (b)

figura (3.5)El campo fuera de las regiones sombreadas es el mismo en
(a) y en (b).

En el primer caso debemos encontrar un nuevo operador, H(M;), que
proporcione el campo magnético sobre S a partir de M; inicamente, y en presencia
del conductor eléctrico. La matriz de admitancias generalizadas que se obtenga como
resultado de la discretizacion de este operador es la misma' que con los operadores
anteriores. Similarmente, en el segundo caso debemos obtener un operador E(Js) que
proporcione el campo eléctrico sobre S a partir de Js exclusivamente, y estando
presente el conductor magnético. La discretizacion del operador proporciona ahora

una matriz de impedancias generalizadas, Z, cuya inversa coincide con las definidas
con anterioridad.

Disponemos en definitiva de varias alternativas a la hora de formular la
relacion entre E, y H, en el contorno de un recinto arbitrario. Nuestro interés se
centra ahora en formular las distintas vias que nos conduciran hasta la matriz de
admitancias generalizadas.

3.3 ECUACIONES INTEGRALES DE CONTORNO BASADAS
EN LA FUNCION DE GREEN

Veamos como podemos formular matematicamente la relacion entre E, y H,
como un problema de contorno.

" En este punto conviene recordar que las tnicas formulaciones que proporcionan una solucién tinica
a todas las frecuencias son aquellas que involucran las corrientes equivalentes eléctrica y magnética
simultaneamente; de lo contrario las soluciones presentan singularidades a aquellas frecuencias que se
corresponden con las de resonancia del resonador resultante de situar un conductor perfecto en el
contorno de la region [27].
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Sea un problema general como el mostrado en la figura 3.6. Se distinguen
en ¢l dos regiones. La region 1 de permitividad y permeabilidad complejas (&, 1)
estd delimitada por la superficie de infinito y la superficie S. En esta region hay unas
corrientes impresas J; y M;. La regidon 2, cuyos parametros eléctricos son (&, 1),
estd encerrada en S y contiene las fuentes impresas J, y Ma.

Las ecuaciones de Maxwell en las regiones 1 y 2 son:

vk =-M, - jouH, en'V, (3.21)
VxH, =J + jockK,

VxE, =-M,-jou.H, en 'V, (3.22)
VxH,=J,+ joskE,

.\/1 (Slaul) .

figura (3.6) Geometria del problema: La region 2, de volumen V,, esta delimitada por la
superficie S y tiene como parametros eléctricos (&, f5) y contiene a las fuentes (J,, My).
Esta rodeada por la region 1 con un volumen infinito V;, pardmetros eléctricos (&, ;) y
fuentes (J;, M,). (E;,H;) es el campo electromagnético en V; y (E,H,) en V,.

Consideremos la region 1 y apliquemos el segundo teorema de Green en su
forma vectorial [24]:
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I(Q-V'xV’xP—P-VxVxQ)dv’:J(QxV’xP—PxV’xQ)-ds (3.23)

" S
donde Q y P son dos funciones vectoriales continuas en V; hasta su segunda
derivada. S es la superficie total que encierra V.

Escogemos
P(r")=E;(r") (3.24)

y Q es una funcién de Green que cumpla las condiciones de contorno en la region 1,
Q=a¢ 1(r,r’) (3.25)

En estas ecuaciones r' apunta a una fuente arbitraria y r indica el punto de
observacion. E;(r') es el campo eléctrico en r' y 4 es un vector unitario constante.

Sustituimos (3.24) y (3.25) en (3.23) y la fuente de ¢, situada en r', se rodea
con una esfera infinitesimal S,. Manipulamos sus términos [1] y obtenemos

.[|:_ja)ﬂ1Jl¢l_Ml XV'¢1+%V'¢1 dv' =
1

"

= [[eou (i x H)p o+ (E, x7) x V' §,~ (7 E, V', Jds’ (3.26)

S+S8,+S,

Se puede demostrar que

[[ Jas' = 47 E,(x) (3.27a)

j [ ]ds'=0 (3.27b)

S

EY

con lo que (3.26) se convierte en

1 : ’ ! !
El(r):EJ'|:_]a)/ulJl¢l_Ml xV ¢1+%V g, |dv'+
1
4

1 A
+Ej[jwﬂ1¢le + M xV'g,—(7-E,)V',|ds’ (3.28)
N
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siendo Jg =nxH, y M; =E, xn.

El significado fisico de (3.28) es el siguiente: el campo eléctrico en el interior
de Vi, Ei(r;) se debe a las fuentes impresas (J;, M;) en V; y a las corrientes
superficiales equivalentes (Js, Ms) sobre S. Por su parte las caracteristicas del medio
2 se sustituyen por las del medio 1 y las fuentes (J,, M») se suprimen.

El razonamiento sobre el medio 2 seria totalmente andlogo, y las expresiones
finales iguales, intercambiando el subindice 1 por el 2. Por ello nos centraremos en
esta region para obtener las expresiones que la caracterizan.

Particularicemos el estudio de la expresion (3.28) a una region bidimensional,
homogénea y libre de fuentes caracterizada por (¢&,u). Para ello resulta conveniente
descomponer el problema en dos modos ortogonales; en particular escogemos TM, y

TE,. Como funcion de Green tomamos la bidimensional de espacio libre, que en
cilindricas se expresa como

#(p.p") =4 Hi'(Ko o) (3.29)

Asi, para el caso TM; se obtiene que el campo eléctrico E.(p) es

EEZ(p)zﬁ[ja),u¢JS+MSxV’qﬁ]ds' (3.30)

C

y para TE, , el campo magnético H.(p)

sz(p)ZSB[ja)wMﬁ I x Vg ]ds’ (3.31)

siendo C el contorno que envuelve a la region bidimensional bajo estudio.

Si ahora situamos el punto de observacion, p, sobre el propio contorno,
obtenemos una expresion donde so6lo intervienen componentes de campo eléctrico y
magnético tangenciales al mismo, ya que M = ZE_(C) en (3.30) y J; = 2H_(C) en
(3.31).
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Podemos concluir que la funcion de green nos ha permitido formular una
ecuacion integral relacionando las componentes tangenciales del campo eléctrico y
magnético en el contorno. Las expresiones (3.30) y (3.31) séran de aplicacion en
problemas bidimensionales.

3.3.1 Otras Integrales de Contorno

Este tipo de relaciones integrales pueden formularse también mediante los
otros dos modelos del principio de equivalencia; es decir, sin emplear ambos tipos de
corrientes ficticias simultaneamente.

En (3.30) y (3.31) se obtuvieron las relaciones entre Js y Mg para problemas
TM, y TE, respectivamente. Centrandonos en el caso bidimensional, si imponemos
ahora un conductor eléctrico perfecto en el contorno, la corriente Jgs se cortocircuita,
resultando

2E.(p) = PM x V' ds (3.32)

para TM,, y

2 (p) = jo o §é:M ds (3.33)

para TE,. En (3.33) se observa una relacion sencilla entre H, y Ms que se puede
expresar en forma de matriz de admitancia. Sin embargo en (3.32) es necesario
aplicar el rotacional a la igualdad y seleccionar la componente tangencial del campo
magnético:

A ﬁx{vX(jSMsxv'g»zdsﬂ (3.34)
JOH c

donde ¢ es un vector unitario tangencial al contorno C.

El modelo restante del principio de equivalencia impone un conductor
magnético perfecto en el contorno. Por tanto ahora, aplicando dualidad sobre (3.33),
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2E = jou 36¢3J5ds (3.35)
C

para TM_, y andlogamente sobre (3.34)

tH. =- '1 ﬁx{Vx@;Js xV'¢3dSJ] (3.36)
joe .

para TE,. Como ya se apunt6 en 3.2, los tres modelos del principio de equivalencia
nos conducen a la misma solucidn. Sin embargo, el operador integral en cada caso es
distinto como se ha querido reflejar con los subindices de las funciones de Green, ¢.
La funcion de Green valida para (3.30) y (3.31) es diferente de las que se ajustan a
(3.32) v (3.34) o a (3.35) y (3.36): en estos dos ultimos casos, las fuentes
equivalentes radian en presencia de los conductores eléctrico o magnético del
contorno.

3.3.2 Utilizacion de Funciones de Green Especializadas

La combinacion del principio de equivalencia y las funciones de Green
especializadas puede ampliar notablemente el conjunto de soluciones conocidas. La
formulacion obtenida en (3.28) es general y la funcion de Green empleada puede ser
cualquiera con tal que cumpla las condiciones de contorno del recinto considerado.
La obtencion de la funciéon de Green de un problema concreto no obstante, no
siempre es una tarea sencilla y s6lo se conocen estas funciones para ciertos casos
muy particulares.

Consideremos por ejemplo el problema de la figura 3.7a. Se trata de una cuia
de extremo irregular. Ademas cuenta con una apertura en una de sus caras y una zona
rugosa en la otra. La funciéon de Green de este problema no es conocida, pero la
aplicaciéon del principio de equivalencia permite sustituir la configuracion original
por la mostrada en la figura 3.7b. Desde el punto de vista de la region V, limitada por
S1, S,, las paredes metalicas de la cufia y la superficie de infinito, ambos problemas
son idénticos. Ademas, las caracteristicas de los medios V; y V, pueden ser
sustituidas por las propias de V (&,u). Ahora, la funcién de Green del problema de la
figura 3.7b si es conocida [25, pag. 635].
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/

figura (3.7a) La cuia de extremo irregular tiene una apertura en una
de sus caras y una zona rugosa en la otra.

en VvV

L

FE Y|
Js &l‘\ \ ;
M;

figura (3.7b) Las zonas irregulares de la cufia pueden rodearse con
circunferencias ficticias sobre las que circulan corrientes equivalentes.
Ahora se puede emplear la conocida funcion de Green para la cufia
metalica.

Por tanto, particularizando la expresion obtenida en (3.28) para el caso
bidimensional, y utilizando la funcién de Green propia del problema de la figura
3.7b, tendremos como incdgnitas Unicamente las corrientes eléctricas y magnéticas
ficticias que se han impuesto rodeando los elementos irregulares. La discretizacion
de la ecuacion integral permite caracterizar la regiéon V como una red de tres accesos
como se justificard en 3.5. El numero de incognitas a resolver es manifiestamente
menor al que requiere la aplicacion de la funcion de Green de espacio libre. Sin
embargo el ahorro de incdgnitas citado se logra a costa de complicar, notablemente
en muchos casos, el nticleo de la ecuacion integral.

3.4 ECUACION INTEGRAL DE CONTORNO A PARTIR DE LA
FUNCION DE ONDA

Dado que, en muchos casos, se trata de caracterizar regiones homogéneas
libres de fuentes, cabe plantearse si fuera posible establecer una relacion entre Js y
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Ms a partir de la funcién de onda, que es la soluciéon de la ecuacion de onda
homogénea, en lugar de emplear la funcion de Green, solucion de la ecuacion de
onda inhomogénea.

La formulacion desarrollada en 3.3 nos permitio establecer la relacion entre
Js y Mg y para ello nos apoyamos fundamentalmente en la funcién de Green, ya
fuera la de espacio libre u otra especializada a una geometria concreta. El empleo de
la funcién de Green presenta en ocasiones problemas de singularidades. Asimismo el
empleo de funciones de Green especificas hacen que el ntcleo de la ecuacion
integral se complique en exceso, dificultando su tratamiento. Por supuesto, todos
estos inconvenientes se ven reforzados cuando en la solucion numérica de la
ecuacion empleamos funciones de expansion de dominio completo para las
incognitas. La idea de emplear la funciéon de onda en una ecuacion integral fue
originalmente propuesta por Kishi y Okoshi [28,29], y a pesar de las favorables
implicaciones que de ella se derivan, no ha recibido gran atencion en la bibliografia.
La funcion de onda puede ser mas sencilla que la funcion de Green. Ademas este
planteamiento carece de la presencia de singularidades en las ecuaciones integrales.

Originalmente la formulacion del método, tal y como se recoge en [28],
utiliza una familia muy particular de soluciones de la ecuacion de onda homogénea,
lo que hace que las expresiones que se obtienen sean aplicables a una clase
restringida de problemas. Al mismo tiempo la relacion entre Js y Mg en el contorno
no aparece recogida de forma explicita. Sin embargo, como comprobaremos a
continuacidn, cualquier solucion de la ecuaciéon de onda es susceptible de ser
utilizada en esta integral de contorno. Ademas, llegaremos a formular una relacion
entre J; y M con la que posteriormente podremos hablar de una admitancia
generalizada asociada a la region bajo estudio.

Consideremos una region homogénea y libre de fuentes de la que se conoce
su funcion de onda . Inicialmente supondremos que el problema es TM, por lo que
disponemos de una funcién potencial A = Zy . Tomemos un recinto R rodeado por
un contorno ficticio C (ver figura 3.8). En todo punto del espacio considerado se
cumple que

VA+KA=0 (3.37)

V’E+KE=0 (3.38)
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figura (3.8) En una region cualquiera del espacio caracterizada por una
determinada funcion de onda y, se define un recinto arbitrario R.

Si aplicamos la segunda identidad de Green sobre A y E en la region R

&ﬁ-(AxVxE—ExVxA)dC:”.[E-(VXVXA)—A-(VxVxE)]dS (3.39)

C
Dado que en R se cumple que V-E=0, entonces
VxVxE=V(V-E)-V’E=k’E (3.40)
Al mismo tiempo, al tratarse de un problema TM,, V-A=0, y
VxVxA=kA (3.41)
introduciendo (3.40) y (3.41) en (3.39) la integral de superficie se anula. Por otra

parte, reordenando la integral de contorno e introduciendo la definicion de las
corrientes equivalentes, obtenemos

i‘;(ja),ut//JS—i-MSngy)-de:O (3.42)

C

y aplicando dualidad se obtiene una expresion analoga para el caso TE, (F =Zy )

$(joewM;+J5x V) 2dc=0 (3.43)

C

Este nuevo procedimiento de caracterizacion de regiones homogéneas
mediante la matriz de admitancias generalizada no sustituye al desarrollado en 3.3.
En realidad la integral de contorno basada en la funcion de Green puede
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proporcionar la admitancia de cualquier configuracion. Por el contrario, esta
ecuacion integral basada en la funcién de onda requiere que dicha funcidon sea
conocida en todo el contorno de la region analizada. Esta condicion impide ademas
la aplicacidon de aquellos otros modelos del principio de equivalencia que imponen
un conductor eléctrico o magnético sobre el contorno. Es inmediato comprobar que
si se cortocircuita la corriente J; 0 M en (3.42) o (3.43), no es posible establecer una
relacion en forma de admitancia. El método propuesto, sin embargo complementa a
las técnicas apuntadas y es un enfoque mas directo y sencillo que éstas, en muchos
casos. En el capitulo 5 se plantean varios ejemplos de aplicacion tanto en problemas
abiertos como cerrados que nos daran la medida de la utilidad del método.

3.5 OBTENCION DE LA MAG MEDIANTE EL METODO DE
LOS ELEMENTOS DE CONTORNO

La matriz de admitancias generalizadas se puede obtener discretizando los
operadores obtenidos en (3.30) (3.31) mediante el método de los elementos de
contorno [30-33]. Se trata de una técnica que combina los métodos basados en
integrales de contorno con las técnicas de discretizacion propias de los elementos
finitos. En el caso bidimensional la discretizacion del operador se suele realizar
expandiendo la incdgnita mediante funciones pulso. A continuacion la técnica de
colocacion o point-matching proporciona las ecuaciones necesarias para despejar la
incognita. Sin embargo, esta técnica no se puede aplicar directamente sobre
integrales como la (3.30) o la (3.31) ya que cada vez que p=p’ la funcion de Green
presenta una singularidad. Kagami y Fukai presentan en [29] los pasos a seguir para
resolver dicha singularidad, dando como resultado para la expresion (3.30),

M, (i) = ﬂ(— %j cos 0, H{ (kr, )- M () + (— %j H (kry ). j)}ds L (3.44)

siendo ry=|pi-p;’|y J. =(AxH)-Z.

La figura 3.9 muestra el modo en que se discretiza el contorno sobre el que se
aplica (3.44)
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figura (3.9) El MEC bidimensional discretiza el contorno en N segmentos
sobre los que se sitiian fuentes ficticias. Los segmentos 1..M representan. la
puerta de acceso al recinto.

Ahora, la discretizacion del contorno antes citada convierte la ecuacion
integral (3.44) en una ecuacion matricial de la forma:

HJ.=UM, (3.45)

donde los elementos de las matrices H y U vienen dados por

u; =90, +%J‘cosz9inl(2)(k\/(xi —)cj)2 +(y,. - yj)zjds (3.46)

hy :—%J‘H((f)(k\/(xi—xj)2+(yi—yj)2jds (3.47)

siendo ¢ la delta de Kronecker.
Reordenando la igualdad (3.45) obtenemos
J.=YM, (3.48)

donde la matriz de admitancias es

-1

<

Y=H (3.49)
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Concluimos por tanto que posible establecer una relacion numérica entre las
componentes tangenciales de E y H en el contorno. Tal relacion se efectia a través
de una matriz conocida como matriz de admitancias generalizadas. En esta matriz de
dimensiones NxN, el elemento y;; relaciona el campo eléctrico (M) en el punto j con
el campo magnético (J.) en el punto i del contorno.

Desde el punto de vista de la caracterizacion de una region de una sola puerta,
como la mostrada en la figura 3.9, solo interesa la relacion M-J entre los puntos

ij={1,2,...M} de la apertura. La matriz M x M que caracteriza la apertura )=’ap se

obtiene de la matriz completa Y, para lo cual es necesario imponer las condiciones
de continuidad apropiadas en el resto de los puntos N-M del contorno segun el
problema de que se trate. Por ejemplo, si se trata de paredes eléctricas perfectas,

E,=0 en i=M+1,...,N y la extraccion de I_/ap es inmediata.

Esta caracterizacion circuital basada en el método de los elementos de
contorno (MEC) fue introducida por Ling para el tratamiento de cavidades
bidimensionales en [34,35] y fue extendida por Wang y Ling al caso tridimensional
en [36].

Pero el MEC, tal y como se ha expuesto (y como se aplica habitualmente),
presenta ciertas limitaciones practicas que reducen su campo de aplicacion. Como
hemos visto, la funcién de Hankel de segunda especie y orden cero es singular en
r7=0, lo que ha dificultado la solucion directa de la ecuacion. Ademas la
discretizaciéon de la integral mediante pulsos limita su aplicacion a problemas
eléctricamente pequeinos, sobre todo si tenemos en cuenta que el empleo de la
funcion de Green de espacio libre nos obliga a discretizar todo el contorno.

3.6 OBTENCION DE LA MAG A PARTIR DE SOLUCIONES
MODALES

Para obtener la MAG mediante soluciones modales podemos partir de las
ecuaciones integrales formuladas en 3.4 y que relacionan las componentes
tangenciales de E y H en un contorno ficticio, conocida la funciéon de onda. Como se
apunto en 2.3, la soluciébn mdés general de la ecuacién de onda homogénea se
compone de una combinacion lineal de modos y; linealmente independientes. Dado
que las relaciones (3.42) y (3.43) deben cumplirse para cada una de estas soluciones,
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podemos disponer de un conjunto de N ecuaciones integrales. Si a continuacion
expandimos las fuentes incdgnita como combinacién lineal de funciones base

N
Jo= Y00, (3.50)
j=1
N
M=) Mm, (3.51)
j=1

Podemos convertir el operador integral en otro matricial de la forma

M (3.52)

S

J =

S|

donde, para el caso TM,, los elementos de las matrices H y U son

hy = ja),u{) w,j 2 dC (3.53)
C
u, =—§(mj xVy,)2dC (3.54)
C

y posteriormente

J=YM (3.55)
siendo

= =] =

Y=H -U (3.56)

la matriz de admitancias generalizadas buscada.

Pero el anterior no es el tnico procedimiento que, partiendo de la funcion de
onda proporciona una MAG. Cuando el recinto considerado es candnico, es decir, su
geometria se genera a partir de un sistema coordenado separable, podemos imponer
una pared électrica en el contorno. Entonces, la funcién de onda es conocida en el
interior, las condiciones de contorno son faciles de imponer y es posible prescindir
de las relaciones integrales anteriores. Para proceder al calculo de la MAG se
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requiere ademas imponer una corrientes magnéticas equivalentes sobre la pared
eléctrica que garanticen la continuidad électrica con el problema externo.
Posponemos la descripcion detallada de este procedimiento al capitulo 4, en el
contexto de la segmentacion de problemas electromagnéticos.
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3.7 LA MAG A PARTIR DEL METODO DE LOS ELEMENTOS
FINITOS

Otro procedimiento numérico que puede proporcionar una matriz de
admitancias generalizadas es el método de los elementos finitos (MEF). El método
de los elementos finitos ha sido ampliamente utilizado en electromagnetismo desde
principios de la década de los 70 revelandose como una herramienta potente y
versatil para la solucion de numerosos problemas electromagnéticos.

El MEF presenta ciertas ventajas respecto a los métodos de contorno
estudiados por cuanto permite manejar cualquier tipo de inhomogeneidad e incluir el
efecto de pérdidas en los materiales sin una complicacién adicional de su
formulacion caracteristica. No es el proposito de este trabajo ahondar en las
particularidades de esta técnica y tan sélo vamos a recoger brevemente las ideas
fundamentales del método con el fin de reforzar la tesis en favor de la segmentacion
de problemas electromagnéticos y su interpretacion circuital. En [37-39] se pueden
encontrar estudios mas rigurosos y detallados de este método.

El método de los elementos finitos permite convertir un problema diferencial
en un problema algebraico. El primer paso es formular una ecuacion integral
equivalente a la ecuacion diferencial de partida. Una vez convertido en problema
integral, el recinto R en el que estd definida la soluciéon se descompone en N
subrecintos o elementos, y en cada uno de ellos la funcidon incdgnita es interpolada
mediante determinadas funciones base, procedimiento caracteristico del método de
los elementos finitos. La interpolaciéon de la incoégnita conduce finalmente al
problema algebraico equivalente al problema diferencial original.

En general, el problema diferencial que se pretende resolver es de la forma

L(u)=g (3.57)

donde L es un operador diferencial que actiia sobre cierta familia de funciones u,
definidas en un dominio R. La funcidn g representa la excitacion. En la periferia, se
especifican las condiciones de contorno que debe satisfacer la solucion del problema
y que en general son de la forma

Lc(u)+au=u0 (3.58)
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Asi por ejemplo, en la ecuacion de onda

VX(LVXE]—kzg,Ez—jmyoJ (3.59)

M,

el operador es

L IVX(LVX j—kzgr (3.60)

H,
y las condiciones de contorno son del tipo
AxE[, =0 (3.61)
| A
—nxVxE+anx(an) =0 (3.62)

M,

G

con C=C;U(C,.

Para obtener la ecuacion integral equivalente, se multiplica (3.57) por una

funcién peso w arbitraria, y se integra en el dominio, dando lugar a

Jw[L(u)+g]dR=O

R

(3.63)

En general las funciones peso e incognita se suelen tomar dentro del mismo

espacio de funciones H

(3.64)

(3.65)
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y lo mismo con la funcidn excitacion

g=> G4, (3.66)

i=1

La caracteristica fundamental del método de los elementos finitos es la forma

en que se construyen las funciones base @

—

figura (3.10) El recinto R se subdivide en R,
subrecintos.

Para ello el dominio R se divide en Ng subdominios R, llamados elementos y
que cumplen

R=UR, e=12,...,N,

3.67
RNR =  Viz 567

lo que nos permite discretizar (3.63) y asi , introduciendo (3.64), (3.65) y (3.66) en
(3.63) y tras algunas manipulaciones, obtenemos una ecuacion algebraica

[4]u]=[¢] (3.68)

de donde obtenemos las incognitas U,. En el caso de tratarse de la ecuacion (3.59), la
solucion seria el campo eléctrico E.

El MEF proporciona asi el campo eléctrico o magnético en cada punto de la
region R.
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La caracterizacion circuital del recinto requiere sin embargo, la relacion entre
E y H en el contorno. Un método eficiente de obtenerla se basa en el método del
unimomento [21,40-42]. Este método surgidé como un intento de extender a
problemas de difraccion en espacio libre el método de los elementos finitos,
tradicionalmente restringido a problemas cerrados dada su naturaleza: un recinto de
dimensiones infinitas requeriria infinitas incdgnitas para su solucion.

figura (3.11) El contorno arbitrario se encierra en una
circunferencia de radio a.

Por el contrario, el método del unimomento encierra un objeto difractante
arbitrario en un recinto ficticio. En un problema bidimensional como el de la figura
3.11, un cilindro de seccion arbitraria es rodeado por una circunferencia de radio a.
Si suponemos por sencillez una excitacion de tipo TM;, el campo magnético en el
exterior del cilindro seré

2+ E‘s (3.69)

los campos incidente y difractado pueden expresarse en términos de las funciones de
Bessel y de Hankel,

El=Ya,J,(kp)e" (3.70a)
E!="b,H (kp)e™ (3. 70b)

podemos imponer entonces que el campo en p =a es de la forma
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E!=Yce™ (3.71)

n

Cada funcién excitacion en((é):ej’wj impone el valor del campo en los

elementos de arista del contorno. Una vez establecidas las condiciones de contorno,
el problema se resuelve mediante elementos finitos, proporcionando como resultado

el campo magnético H,(¢) sobre el contorno. Esta funcidn se puede expandir como

H(¢)=> H,, h,(¢) (3.72)

Dado que el campo eléctrico en el contorno esta normalizado, los coeficientes

del desarrollo coinciden con los elementos de la matriz ¥ buscada

Y, =—|H,(¢)edg (3.73)

De esta forma, la matriz Y caracteriza una region de una puerta y es por
tanto, una admitancia de carga. El concepto de matriz de admitancia generalizada
enriquece al método del unimomento, inicialmente concebido para resolver
problemas de difraccion, y lo hace aplicable a situaciones mds variadas donde se
consideran regiones con mds de una puerta. Buen ejemplo de ello lo representa el
trabajo recogido en [38] donde estas ideas se desarrollan en profundidad.
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3.8 CONCLUSIONES

A lo largo del capitulo hemos podido comprobar que es posible formular una
relacion entre las componentes tangenciales del campo eléctrico y magnético en el
contorno de un recinto cerrado. Tal relacion tiene las caracteristicas de una
admitancia asociada al propio recinto. Antes de proseguir debemos establecer las
siguientes conclusiones:

1) La admitancia asociada a una region libre de fuentes es unica y depende
exclusivamente de su forma geométrica y de sus propiedades eléctricas.

2) La admitancia no resulta condicionada por las propiedades eléctricas del
medio circundante o del propio contorno.

3) Para obtener la admitancia asociada a un recinto es posible partir tanto de
una funcion de Green (@), como de una funcion de onda (), o un operador
integral extendido a su volumen (MEF).

Estas conclusiones resultaran de gran utilidad en el proceso de segmentacion
de un problema arbitrario, como veremos en los capitulos 4 y 5.
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La Teoria de Circuitos en la Solucién de
Problemas Electromagnéticos

Si nos enfrentamos a un problema electromagnético arbitrario formado por
distintos medios, elementos conductores, etc., abordar su solucion directamente
puede resultar inviable desde un punto de vista computacional. Por el contrario la
segmentacion del problema en regiones, y la caracterizacion matricial de cada region
por separado, traduce los conceptos electromagnéticos a otros matematicos asociados
a la teoria de circuitos [24,43]. En el capitulo anterior hemos tenido ocasién de
repasar un buen nimero de métodos que han permitido caracterizar un problema
confinado en una region del espacio mediante la relacion entre E y H en su contorno.
La caracterizacion efectuada es totalmente independiente de la naturaleza del medio
circundante y se ha materializado en forma de matriz de admitancias. Ahora, todos
los conceptos matematicos asociados al andalisis matricial de circuitos son aplicables,
y van a facilitar incluso, en muchos casos, la interpretacion de los propios fendmenos
electromagnéticos.

La teoria de circuitos, no obstante, ha sido ampliamente empleada en
ingenieria de microondas en las cuatro ultimas décadas en el tratamiento de
problemas cerrados y en menor medida, en problemas abiertos. En este capitulo se
van a analizar con detalle los pasos a seguir en la extension de la teoria de circuitos a
problemas electromagnéticos arbitrarios. Para ello se consideran los criterios que se
siguen para su segmentacion y posterior analisis individualizado de cada recinto. Se
estudiaran las distintas posibilidades de interconexion y se introducird la conocida
matriz de dispersion dada su utilidad en configuraciones guiadas.

57
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4.1 SEGMENTACI(')N’DE PROBLEMAS
ELECTROMAGNETICOS

Las conclusiones extraidas en el capitulo 3 apuntan a la posibilidad de
segmentar un problema en un conjunto de recintos que puedan analizarse de forma
independiente unos de otros. La solucion global, considerando las interacciones entre
las distintas regiones, se obtendria tras la caracterizacion de cada una y tras imponer
las necesarias condiciones de continuidad en las superficies de contacto entre las
regiones.

Histéricamente fue Harrington [44] quien primero introdujo el concepto de
segmentacion en un problema electromagnético, y lo hizo para el andlisis de
aperturas en estructuras conductoras. En lineas generales Harrington cierra la
apertura con un conductor eléctrico, dividiendo el problema en dos regiones (en su
caso una de estas regiones es cerrada y la otra abierta). Posteriormente fuerza la
continuidad de los campos E y H imponiendo la presencia de unas corrientes
magnéticas equivalentes a ambos lados de la apertura e igualando los campos
magnéticos tangenciales. Tal operacion desemboca en una ecuacion integral cuya
incognita es el campo eléctrico en la apertura. Esta técnica se conoce como
Formulacion Circuital Generalizada y ha sido ampliamente secundada, sobretodo en
el estudio de cavidades alimentadas a través de pequefias aperturas o en el andlisis
del acoplamiento a través de ranuras [45,46]. Recientemente este procedimiento ha
empezado a introducirse como una herramienta sistematica para el tratamiento
multimodal de diversos problemas en guia, tales como transiciones o codos [47-50].

Por las conclusiones vertidas en el capitulo 3 sabemos que no es necesario
encerrar una region con un conductor eléctrico para poder caracterizarla mediante su
admitancia generalizada. De hecho cada problema sugiere la conveniencia de aplicar
un modelo u otro del principio de equivalencia. Sin embargo la Formulacion
Circuital Generalizada permite describir el procedimiento de segmentacion de un
modo mas intuitivo puesto que las regiones aparecen claramente independizadas por
el conductor que las separa. Por ello nos apoyaremos en esta técnica para describir
como se convierte un problema electromagnético en otro circuital o algebraico.
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4.1.1 Formulacion Circuital Generalizada

La figura 4.1 muestra un problema general de acoplamiento entre dos
regiones ¢ y b. En la regiéon a hay unas fuentes impresas J', M' y la region b se
supone libre de fuentes sin pérdida de generalidad. El caso mas general con fuentes
en ambas regiones se puede tratar mediante la superposicion de dos problemas, uno
con fuentes Uinicamente en la regioén a, mas otro con fuentes solo en la region b. Cada
region esta limitada por un conductor eléctrico.

Conductor

Apertura

Region b
Region a

figura (4.1) Las regiones a y b estan comunicadas a través de
una zona comun llamada apertura.

Mediante el principio de equivalencia ya citado el problema puede dividirse
en dos problemas equivalentes como muestra la figura 4.2. El campo producido en la
region a es resultado de las fuentes J', M’ mas la corriente magnética equivalente
M =E x 71 sobre la superficie de la apertura. Esta ha sido cubierta con un conductor
eléctrico, por lo que no es necesario el empleo de las corrientes eléctricas
equivalentes (J). En la region b el campo es el creado por una corriente magnética
equivalente —M tunicamente. Esta corriente se encuentra también sobre el conductor
eléctrico que cubre la superficie de la apertura. Teniendo en cuenta que el vector 7,
normal a la superficie de la apertura es el mismo para los dos subproblemas, las
corrientes magnéticas equivalentes deben tener signos opuestos para garantizar la
continuidad del campo eléctrico tangencial en la apertura.
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Region b

Conductor

(a)

figura (4.2) Las problemas(a) y (b) pueden estudiarse de forma independiente

Para que el problema quede completamente planteado es necesario imponer
también la continuidad en el campo magnético tangencial.

El campo magnético tangencial total sobre la apertura en la region a, HY , es
la suma del debido a las corrientes impresas, Hj, mas el debido a las fuentes

equivalentes M, H{ (M), es decir
H! = H| +H/(M) (4.1)

Notese que H! y Hf(M) se calculan ambas con el conductor cubriendo la
apertura. De forma similar podemos establecer que el campo magnético tangencial
en la region b, H” se debe ahora exclusivamente a las fuentes magnéticas

equivalentes —M . Por tanto
H) =H;(-M) (4.2)
Igualando ambas componentes
H!(M)-H)(M)=-H, (4.3)

La expresion (4.3) representa la ecuacion basica que permite calcular M
supuesto conocido el operador que liga los campos con las fuentes en cada region.
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Cuando no es posible obtener la solucion exacta de (4.3), podemos obtener
una solucidn aproximada aplicando el método de los momentos [2].

Para ello expresamos la fuente incognita M como suma de un conjunto de

funciones de expansion {mn}

M=>7Vm, (4.4)

donde los coeficientes V, estdn por determinar. Si sustituimos (4.4) en (4.3) y
aprovechamos la linealidad de los operadores H;, obtenemos

> v, H(m, Z V,H'(-m,)=—H, (4.5)

Definamos ahora un producto simétrico

(A.B)=[[A-Bds (4.6)

apertura

y un conjunto de funciones peso {wn}, en general distinto de las funciones de

expansion. Aplicando el producto simétrico entre (4.5) y cada una de las funciones
peso w,, y aprovechando la linealidad del producto simétrico, se culmina en el
siguiente sistema de ecuaciones

Z 7,(w,.H!(m,))- Z V,(w,.—H,(m,))=~(w, H) (4.7)

la ecuacion (4.7) puede ponerse en notacion matricial definiendo una matriz de
admitancia para la regién a

[ ]=[(w, 1 (m, )] 4.8)

y otra para la regién b

[»']=[~(w..—H!(m,))] (4.9)

Ademas definimos un vector fuente como
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I =—[<wm,Hj>]le (4.10)

y un vector de coeficientes

V=1, (4.11)
y asi la ecuacion (4.7) en forma matricial resulta

[y +y' =1 (4.12)
y el vector solucién es

V=[y+y T (4.13)

con el que obtenemos M de acuerdo con la expansion (4.4).

La ecuacion (4.12) tiene una interpretacion circuital evidente puesto que

representa dos redes de una puerta caracterizadas por las matrices Y, =[)“] e

Y, =[)"], dispuestas en paralelo con una fuente de corriente 7', como se muestra en

la figura 4.3.

—
Y]V G
]

figura(4.3) El circuito equivalente asociado al problema consiste en dos

J—
[Y']
|

matrices de admitancia conectadas en paralelo con la fuente .

En este punto podemos retomar algunas de las conclusiones, asi como

establecer ciertas consideraciones de método:
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En el calculo de Y, solamente es necesario considerar la region a, del mismo

modo que para el célculo de ¥, sélo intervienen las caracteristicas propias de la

region b. Es decir, el problema ha quedado dividido en dos partes cuyas
formulaciones son independientes. Ademas el calculo de estas admitancias se realiza
suprimiendo las fuentes impresas y manteniendo las fuentes equivalentes en la
superficie.

Asi, una vez que las regiones han sido caracterizadas por su matriz de
admitancias generalizadas, las fuentes presentes en el problema se incorporan a éste
en el punto y con la orientacion espacial que imponga el problema. Constituyen el
elemento excitador y su efecto es independiente de la caracterizacion de las regiones.

4.1.2 Caracterizacion de Regiones con N Accesos

El problema considerado anteriormente involucraba dos regiones con una
superficie de contacto entre ellas. Empleando el mismo método, resulta inmediato
extender la teoria a situaciones en las que se considere apropiado segmentar el
problema en mas de dos regiones, alguna de las cuales puede tener dos o mas
accesos. Sea por ejemplo la situacion de la figura 4.4a. Supongamos que fuera
conveniente separar el problema en tres regiones tal y como muestra la figura 4.4b.
Las regiones se independizan imponiendo planos metalicos en las puertas y las
correspondientes corrientes magnéticas por determinar. Las zonas a y ¢ quedan
definidas como ya se razon6 en el apartado anterior. Fijémonos pues en la region b.

Regién a

Region b Region ¢ Region b

Region ¢

(@) (b)

figura (4.4) Un problema puede segmentarse en mas de dos regiones, alguna de las cuales puede tener
dos o mas accesos
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El conocimiento del operador integral que relaciona fuentes con campos y la
aplicacion del principio de superposicion, permiten definir una matriz de admitancias
en la region b.

(i[l] . (i i} -(%j (4.14)
H 2 Yzl Yzz 2
donde
Y, = [<wm,H1(Ml)>] . (4.15a)
)=
Representa el campo magnético tangencial en
la puerta 1 debido a M, cuando M,=0 y cuyo
calculo es analogo al realizado en el apartado
anterior.
v =[(w, B (ML))| (4.15b)
Es el campo magnético tangencial en la
puerta 1 debido a M, cuando M;=0.
Y, = [(w, Hy(M, )] L (4.15¢)
Y =[(w,. H,M))]| (4.15d)

Un caso especialmente importante es el que se refiere a la caracterizacion de
recintos con formas canodnicas. Como se comentd en 3.6, estos recintos pueden
caracterizarse sin necesidad de utilizar operadores integrales, empleando las
soluciones modales del propio recinto tras cortocircuitar el contorno. En efecto, si
consideramos el ejemplo de la figura 4.5, procediendo como en el ejemplo de la
figura 4.4, el recinto candnico se aisla del exterior mediante un conductor eléctrico.
Al mismo tiempo se imponen corrientes magnéticas en cada uno de los accesos al
mismo. Aplicando superposicion, como en el ejemplo anterior, se van considerando
sucesivamente los campos magnéticos Hi(M;) en cada uno de los accesos (ver figura

4.5). La relacion H;-M;, que da lugar a la admitancia T’;,- se establece de forma

sencilla mediante la funcion de onda solucidon del recinto. Dado que éste es de
geometria separable, las condiciones de contorno son inmediatas de imponer (E=0 en
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el contorno excepto en el acceso j) y la unica incégnita resultante se resuelve
precisamente obteniendo Hi(M;). En el capitulo 5 consideraremos en detalle varios
ejemplos de aplicacion de esta técnica.

(a) (b)

figura (4.5) La figura (a) muestra un problema donde se distinguen
tres zonas. La figura (b) muestra la region central tras cerrar las
puertas con un conductor e imponer las corrientes magnéticas

Una vez conocidas las matrices de admitancia de cada region por alguna de
estas técnicas, podemos caracterizar el conjunto de regiones sin fuentes ( en este caso
las regiones b y ¢ ) por una Unica admitancia de entrada; la relacion entre M, y H, en
la region c es

H,=-Y - M, (4.16)

donde el signo menos se debe a que la corriente de excitacion en esta region es -M,
para forzar la continuidad del campo eléctrico tangencial. Introduciendo (4.16) en
(4.14), el circuito de la figura 4.6, que esquematiza el conjunto de las regiones b y ¢
presenta una admitancia global dada por

e _ = [ =\-1 =
R A A A A (4.17)

Yin

[Y'] [Y ]

figura (4.6) El conjunto de las regiones b y ¢ presenta una admitancia
global dada por Yj,.
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Ahora el problema ha quedado reducido a dos regiones y su solucion,
siguiendo los pasos dados en 4.1.1, nos proporcionara M, y a partir de ella M.

Este procedimiento es generalizable a un conjunto de N regiones con N-1
puertas. Las N-1 regiones libres de fuentes se agrupan formando una red. Dicha red
se resuelve usando la teoria de circuitos dando como resultado una admitancia de
entrada. Forzando la continuidad de H; en la frontera entre esta region y la region
con fuentes obtenemos la corriente magnética en la puerta 1 y, recursivamente, en las
N-2 puertas restantes a partir de ella.

4.2 SEGMENTACION SIN IMPOSICION DE CONDUCTORES
EN LOS ACCESOS

Cuando no se imponen las paredes conductoras no es posible aplicar el
principio de superposicion y el problema de contorno debe formularse globalmente,
proporcionando como resultado todas las admitancias mutuas conjuntamente.

Como ya se comentd en el punto 4.1 la segmentacion de un problema no
exige la imposicion de paredes conductoras en los contornos de separacion. La
segmentacion da lugar a recintos encerrados por un conjunto de superficies, algunas
son ficticias (impuestas) y otras son reales. Algunas de estas superficies hacen las
veces de accesos o puertas que los “conectan” con otros recintos adyacentes. Estos
recintos cerrados pueden caracterizarse como tales mediante una MAG empleando
cualquiera de las relaciones integrales formuladas en el capitulo 3 sin necesidad de
imponer paredes conductoras. Sin embargo, el empleo de estas paredes ha permitido
aplicar el principio de superposicion para obtener de forma independiente cada una

de las admitancias Y; de una red multiacceso.

Consideremos el ejemplo de la figura 4.7. En ella una guia rectangular se ha
segmentado con dos contornos ficticios, C; y Co.

1y .
[y
Y .

Cy e

.

’ Y
’ 1
‘ i
r )

figura (4.7) Segmento de guia rectangular limitado por
dos accesos arbitrarios C; y C,.
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Apliquemos, por ejemplo, la ecuacion integral basada en la funcion de onda.
Debemos plantear que

)B(ja)ﬂws +M, x Vy)2dC=0 (4.18)

C+C,

Tras discretizar el operador como se detalla en 3.6 obtenemos
I vy vo||M
Sris{ I Yo || M (4.19)
J2 Yo Y| |[M:2

Ahora, todas las admitancias mutuas Y; de la red multiacceso se han obtenido con
una sola operacion a diferencia del procedimiento descrito en 4.1.  Esta
circunstancia, sin embargo, tiene como contrapartida el aumento de la matriz
involucrada en la inversion.

Podemos concluir finalmente que a la hora de segmentar un problema se
dispone de varias alternativas. Tales alternativas se pueden incluso combinar
buscando favorecer el empleo del operador mas beneficioso en cada recinto, ya sea
mediante la imposicion de superficies conductoras, por el conocimiento de su
funcién de onda, o incluso por disponer de una funcion de Green especializada.

4.3 MATRIZ DE DISPERSION GENERALIZADA [S]

Si bien gran parte de la teoria de circuitos se puede expresar en términos de la
matriz de admitancias [Y] o de impedancias [Z], a menudo es mas conveniente
emplear otras matrices que resalten el caracter de guiaonda en las puertas de la
region a caracterizar. Cuando dicha region estd conectada a guias, ya sean éstas
rectangulares o radiales, como las que muestra la figura 4.8,
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J=1+1] e L+,
\ _)o— —
« i r i t
/ : > M=M,+M; Yo |(1) )| Yo M=M,+M,
/ PUW Puerta 2
(a) (b)

figura (4.8) En la figura (a) una region con forma arbitraria esta conectada a una guia rectangular
y otra radial. En la figura (b) el campo en las puertas se ha descompuesto en incidente y reflejado.

las tensiones M y las corrientes J en las puertas pueden considerarse como la
superposicion de las componentes incidente y reflejada en cada puerta.

Asi, en la puerta 1 de la figura 4.8

My =M+ M, (4.20)
71 = 7; +7i = ?glﬁi + ?:)1]\_4;

=i =r

donde Yo e Yo son las admitancias caracteristicas asociadas a las ondas incidente y
reflejada respectivamente. En la puerta 2 se cumplen unas relaciones similares. Con
esta descomposicion podemos definir la matriz de dispersién para una red de dos

(@j = (E“ E”J (@j (4.21)
M, Sa S»n/\M:

Donde Si es el coeficiente de reflexién en la puerta 1 cuando la onda

puertas como:

incidente por la puerta 2 es nula. S tiene una interpretacion analoga. Por su parte

San representa el coeficiente de transmision de la puerta 1 a la 2 en la region

caracterizada.

La matriz de dispersion (o scattering) asi definida, estd relacionada con la
matriz de admitancias:
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(f‘j = (Z” Z”J (A_ll] (4.22)
J2 Yo Yn)\M:>

y M3 =SuM

Dado que M = Su M

, podemos introducir (4.20)

M>=0

M2=0

en (4.22) y obtener ?11 y Sa conjuntamente de las expresiones:

=i —; =r —

j1 ZY01M1+Y01M1‘ 2?11(Mi+ﬁf)+)_]1zﬂg (423)
Jo = Yo M = Y M+ M3 |+ Vo M
Asi,
1

= =r = = =r = = - =i = = =r = 1=
Sn=—[Y01—Y11—Y12[Y02—Y22) Y21:| -{Ym—Yn—le(Yoz—Yzzj Y21} (4.24)

= = = pL— = =
Szlz(Yoz—Yzzj -Yzl-(I+S11) (4.25)

donde 7 es la matriz identidad.

Analogamente para ?22 y ?12,

1

= =r = =r = L - =i = = =r = =
S22=—[Y02—Y22(Y01—Y11) le} -{Yoz—Yzz—Ym(Ym—Yu) Y1z} (4.26)
= =r = -1 = = =

Slz=(Y01—Y11) -Y12-(1+Szz) 4.27)

En el caso particular, aunque frecuente, de las redes de una puerta, la matriz
de dispersion se reduce unicamente a un coeficiente de reflexion y las expresiones
anteriores se simplifican, resultando:

r-(v-7) (v-7) @29
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4.3.1 Calculo de las Admitancias Caracteristicas I=/f>, Yo

Es bien sabido que cada guia puede caracterizarse por una admitancia de
onda que se obtiene a partir de su geometria y sus dimensiones. Dicha admitancia
afecta de forma diferente a cada solucion o modo que se propaga por la guia. Por
tanto, en un tratamiento multimodal como el que nos ocupa, la admitancia de onda
vendra dada por una matriz diagonal.

Los ejemplos considerados en 3.1 son dos casos bidimensionales muy
habituales. El primero de ellos hace referencia a una guia rectangular. En ese caso las
matrices de admitancia asociadas a las ondas progresiva (i) y regresiva (r) de los

modos 7M  relacionan el campo eléctrico y magnético de cada modo segin

=r—,

J=voM yJ =YoM

donde
N
Yo = diagl +- 1= (4.29)
0k

77 m=1
—7 N
Yo = diag LA (4.30)

k
77 m=1

4.4 CONEXION DE REGIONES EN CASCADA

La necesidad de segmentar una regioén en cascada se presenta especialmente
en problemas cerrados: discontinuidades en guia [47] o cavidades con formas
arbitrarias [33], entre otros.

4.4.1 Matriz de Transmision Generalizada [T]

Como vimos en el punto anterior, la matriz de dispersion podia resultar muy
conveniente para definir problemas como el mostrado en la figura 4.8 en el que los
accesos al recinto se realizan a través de contornos rectos o circulares y donde es
posible hablar de ondas incidentes y reflejadas conforme a una determinada funcion
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de onda. Cuando tenemos varias regiones con tales caracteristicas conectadas en
cascada, resulta ain mas conveniente emplear la matriz de transmision [77], definida

por [24]
(@j = [Z“ Z”J (@j (4.31)
M T T»n)\ M

Con esta definicidn, la conexion de redes de dos puertas como las mostradas

en la figura 4.9, se realiza de forma sencilla, ya que la matriz de transmision global
es

[7]=[7 ] 7} 7] (4.32)
M_) — — M
M| [B1] | [T [T] M

figura (4.9) La matriz [T] es apta para la conexion de diferentes guias en cascada.

La matriz de transmision se relaciona con la de dispersion mediante

1=

?11 = ?21 —§22§12 Ell

-1

Ti=S8»nS

f ? 2_2715 (4.33)
T =-S128n

= —

T»n==S8n

4.4.2 Conexion en Cascada de Regiones Arbitrarias

La geometria de las zonas en que se segmenta un problema electromagnético
no tiene por qué cumplir las condiciones comentadas en el punto anterior, y que nos
permitirian emplear la matriz de dispersion o de transmision. De hecho en problemas
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arbitrarios la conectividad tiene que hacerse a partir de la propia matriz de
admitancias. Un ejemplo de ello lo representa la cavidad de la figura 4.10

<
<

Yc

(b

figura (4.10) La figura (a) muestra una cavidad con forma arbitraria que se segmenta en 3 partes.
La figura (b) muestra esquematicamente la division efectuada.

Si dividimos el problema en N regiones, cada una definida por su matriz de
admitancias, podemos conectarlas en cascada. Para obtener la matriz de admitancias
del conjunto, podemos obtener primero la matriz equivalente de las dos primeras y
proceder iterativamente con el resto.

Asi, si la matriz Y 4 relaciona los puertos 1y 2 de la figura:

L] Y YoM
e X Xe g (4.34)
J> Yoo Yu || M

y la matriz Y los puertos 3 y 4,
Ji| |Ys Yu|M
Tl |Xn Yu ) Ms (4.35)
Ja Yis0 Yau || Ma

podemos conectarlas imponiendo las condiciones de continuidad en las superficies
comunes a las regiones A y B. Los campos eléctrico y magnético son continuos en
estas aperturas. Dado que los vectores normales a esas superficies son entrantes en
cada region, las corrientes equivalentes Js y My definidas a partir de ellas deben ser
opuestas:
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f :_‘]3_ (4.36)
M>;=—M;

Introduciendo (4.36) en (4.34) y (4.35) obtenemos la matriz de admitancias
resultante del conjunto consistente en las cuatro submatrices siguientes:

= = 1=

Yu 2?11 + Y12(¥’33 —?22) Y2

-1=

21()=733 —?22) Y4

~

?12 =
_ (4.37)

- - — \-l—
Y =—Y43(Y33—Y22) Yo

-1=

Y4

?22 = ?44 - ;43 (?33 - ?22)

Si la region B fuera el elemento final de la cadena, Ys constituiria la
admitancia terminal. En ese caso la admitancia total del conjunto vendria dada por:

ey
Y =Y11—Y12(Y22—Y3) Yo (4.38)

4.5 ACOPLAMIENTO MULTIPLE ENTRE REGIONES

Siempre que tras la segmentacion de un problema electromagnético
identifiquemos dos o mas regiones que estan interactuando entre si, tenemos que
hablar de la existencia de un acoplamiento miltiple entre ellas. Esta es la situacion
mas general. En ella las distintas regiones tienen varios accesos y el circuito no se
ajusta a ninguno de los prototipos repasados. El problema, no obstante, tiene
soluciéon y para obtenerla se debe proceder planteando las condiciones de
continuidad en todas las superficies de contacto y operar algebraicamente hasta
proporcionar una matriz de admitancias para el conjunto o hasta despejar alguna de
las corrientes equivalentes incognita.

4.5.1 Matriz de Acoplamientos



74 Capitulo 4

Consideremos a modo de ejemplo el problema de la figura 4.11. Se trata de
un cilindro conductor de seccidon triangular. Con el fin de segmentarlo para su
estudio como elemento difractante, lo mas conveniente es inscribirlo en una
circunferencia ficticia.

figura (4.11) Segmentacion de un cilindro de seccidon
triangular. El anillo central tiene cuatro accesos y caracteriza el
acoplamiento mutuo entre las regiones a, by c.

De este modo podemos distinguir tres zonas (a, b y ¢) delimitadas por cada una de
las caras del tridngulo y dicha circunferencia. Para considerar la interaccion multiple
entre las tres zonas es necesario imponer una segunda circunferencia mas externa. La
corona circular limitada por ambas circunferencias puede considerarse como una red
de acoplamientos de una entrada, la circunferencia exterior, y tres salidas, cada uno
de los arcos de circunferencia limitado por los vértices del triangulo. Las tres salidas
de la red estdn cargadas por las correspondientes admitancias terminales, como se
muestra en la figura 4.12. Dichas admitancias caracterizan a cada una de las tres
regiones limitadas por el cilindro triangular y la circunferencia mas interior.

[Y.]

Yin o [YM] [Yb ]

[Y.]

C

figura (4.12) Esquema de conexion de las regiones
entorno al cilindro triangular.

La matriz de acoplamientos Yu es por tanto 4x4,
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71 ?ll ?12 ?13 ?14 Ml

AR a0

J3 Ysi Yn Y Y| Ms

Ja 1741 1742 1743 ?’44 M4

En las zonas a, b y ¢ se cumple que

72 = )=7a MZ
Js=Ys Ms (4.40)
_4 = )=’c M4

introduciendo (4.39) en (4.40) y operando, obtenemos la relacion entre Ji y M, que
constituye la admitancia de entrada del conjunto

= = = = = _ = = t
Yin = [Yll —(le Yis Y14)[A]1 '(Y2l Y Y41) ) (4.41)
donde
?22_ ~Y. _ )=’23_ ?24
[A] = Y Yss =Yy  Yau (4.42)
Ya Y Yu-Y.

La configuracion circuital resuelta representa tan solo un ejemplo de los
muchos que se pueden presentar en el marco de la interaccion multiple. No obstante,
la resolucion de cualquier otro problema sigue la linea genérica establecida al inicio
de este punto que obliga la continuidad en todas las superficies, y que nos permite
asegurar la existencia de solucion, por complicado que sea el circuito.

4.5.2 Realimentacion Modal
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En ocasiones la interaccion multiple se resuelve de forma mas eficiente si los
elementos que componen el problema se pueden caracterizar por sus coeficientes de
reflexion. Tal seria el caso, por ejemplo, de un conjunto de elementos difractantes
separados, ya sea en espacio libre o en el interior de una guia. Entonces el
planteamiento se hace en términos de las ondas incidentes y reflejadas en cada uno
de ellos, empleando técnicas de realimentaciéon modal [32]. Esta técnica se apoya en
la teoria de grafos [43] y basa su eficiencia en la aplicacion de un algoritmo de
realimentacion modal sobre dos de los elementos difractantes que forman el
problema. Posteriormente el resto de los elementos se van afiadiendo de uno en uno,
aplicando el algoritmo recursivamente.

El anterior, no obstante, no es el tinico enfoque que cabe adoptar desde el
punto de vista de la realimentacion modal. A continuacion se propone un
acercamiento circuital basado en [51] y que permite obtener directamente la solucidén
al problema completo.

Consideremos la configuracion que se muestra en la figura 4.13. En ella se
observa un nimero N de elementos difractantes de seccion arbitraria que interactiian
entre si. Cada elemento estd caracterizado por un coeficiente de reflexion que
relaciona los espectros de las ondas incidentes y reflejadas (a; ,b;) referidas a un
sistema centrado en el propio elemento. Ademas se considera un sistema de
referencia también para la fuente.

X[l
Fuente

ks 4

figura (4.13) La figura describe una situacion en la que una serie de
cilindros de seccion arbitraria estan iluminados por una fuente puntual.

A diferencia de lo que ocurria en problemas como el contemplado en 4.3.1,
ahora no se segmenta imponiendo superficies sobre las que forzar continuidad
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eléctrica y magnética entre las regiones resultantes. Ademas, cada elemento posee su
propio sistema de referencia. Ahora el elemento circuital que mejor explica esta
situacion es el transformador. El circuito equivalente se detalla en la figura 4.14. En
¢l, la interaccion entre los elementos se realiza mediante el acoplamiento entre los
transformadores. Las relaciones de transformacion describen la traslacion de las
soluciones modales entre los distintos sistemas de referencia. Veamos como plantear
la solucion.

Si suponemos conocidos los coeficientes de reflexion de cada elemento, se
debe cumplir que la relacion entre los pesos de las ondas incidente y reflejada es

o
I
=l

iai (4.43)
Al mismo tiempo la onda incidente sobre el elemento i-ésimo abarca la

contribucion de la fuente asi como la de los campos difractados por el resto de
elementos

0

—>
iy
T
Rl
D
S
T|
E R‘
%
R,
«—

M

[

&
Z

figura (4.14) Habiendo definido cada elemento por su coeficiente de
reflexion la interaccion multiple entre ellos es equivalente a la presencia de
un transformador en un circuito. Ahora las relaciones de transformacion
representan la traslacion de las soluciones entre los sistemas de referencia
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— = — M — —
Cli=TOi'10+ZTmi'bm (4.44)
m=1

m#i

donde 7o es el vector fuente referido a su origen y T, es la matriz de

transformacion (o traslacion) de las ondas emergentes referidas al sistema j, en
ondas incidentes referidas al sistema i.

Introduciendo (4.44) en (4.43) y reordenando los términos

J— p— = — E— M = —
“Ri-Toi-To=—bi + R Z Ti b (4.45)
m=1

m#i
Si forzamos el cumplimiento de (4.45) en cada uno de los M elementos que
componen el problema, obtenemos un sistema de ecuaciones cuyas incdgnitas son

los vectores b:, es decir, las ondas reflejadas por cada elemento, referidas a su
sistema de referencia en presencia de todos los demas.

Matricialmente podemos expresar el sistema como

I ?1 ~?01 | | ? —?1 -?11 —?1 '7M1__El |
R -To: Lo=| R, -Tu - 7 o —Ri-Tuwi | B | (4.46)
_EM '?OM_ _—?1\4 '711\4 —ﬁM '71‘1\4 7 __EM_

donde 7 es la matriz identidad.

En el sistema de ecuaciones (4.46) las incognitas son los espectros bi. Su
solucioén proporciona estos espectros. Sin embargo debemos recordar que cada uno
de ellos esta referido a su propio origen. Para extraer alguna utilidad del célculo
realizado debemos referirlos todos a su origen comin y sumar sus contribuciones.
Por ejemplo podemos tomar como referencia la posicion de la fuente, y expresar el
espectro total como
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br = 710"‘Ti0...?M0 | b (4.47)

donde ahora las matrices 7o realizan la transformacion delos espectros centrados en
el origen i-ésimo en espectros referidos al origen 0.
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Solucién a Algunos Problemas

Electromagnéticos Mediante
Modelado Circuital

En los capitulos precedentes se han repasado las distintas alternativas
disponibles para caracterizar un recinto por su matriz de admitancias generalizadas.
Se ha descrito también el procedimiento a seguir en la segmentacion de un problema
y en la posterior interconexion de los elementos resultantes. Se ha destacado la gran
diversidad de configuraciones circuitales posibles y se han contemplado diversas
vias genéricas para su resolucion.

Corresponde a continuacion plantear algunas situaciones que nos permitan
evaluar las prestaciones numéricas del modelado circuital; es decir, su
sistematicidad, precisién, consumo de recursos, versatilidad, etc.

Inicialmente se consideran estructuras conductoras abiertas. El primer
ejemplo es un reflector de esquina. Esta, es una estructura es especialmente sencilla
de tratar dada su geometria, ya que puede segmentarse en regiones canonicas cuya
caracterizacion es inmediata a partir de la funcion de onda. De hecho el método que
se propone puede considerarse como la extension de la técnica de mode-matching a
problemas abiertos. Seguidamente se plantea la caracterizacion de cilindros
conductores de seccion poligonal. En este caso las regiones obtenidas como
resultado de la segmentacion no tienen una geometria separable y serd necesario
emplear los procedimientos integrales descritos en el capitulo 3. En particular, se
aplicara la ecuacion integral basada en la funcion de onda, lo que nos permitira
optimizar el tamafio de las matrices involucradas.

81
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El cilindro hueco ranurado es otro de los elementos que se caracterizan en
este capitulo. En este caso los pardmetros escogidos son los de dispersion, lo que nos
facultara para analizar problemas complejos con varios cilindros anidados de forma
sencilla.

Finalmente, se plantea un problema cerrado: el analisis de postes en guia
rectangular. Este ejemplo permitird evaluar la capacidad de caracterizar regiones con
varios accesos y contornos que no se ajustan a una geometria separable. Sera
necesario ademds combinar desarrollos modales planos y cilindricos con el fin de
abordar de forma eficiente la presencia del poste.

Sin duda los casos que se contemplan son una minima parte de los que se
pueden plantear pero abordan un buen nimero de situaciones que suelen presentarse
de forma recurrente en casi todos los problemas, tales como la presencia de esquinas,
la presencia de obstaculos o los acoplamientos multiples.

5.1 REFLECTOR DIEDRICO

El reflector diédrico, o reflector de esquina, es una estructura compuesta por
dos paneles conductores unidos por uno de sus extremos formando un diedro.
Cuando se situa un dipolo en el interior del reflector, con la posicion y orientacion
adecuadas, es posible mejorar considerablemente las caracteristicas de radiacion de
¢éste. Esta propiedad junto con su sencillez de fabricacion, han hecho del reflector de
esquina un elemento ampliamente valorado como elemento radiante, desde que
Kraus lo disenara en la década de los 30 [52]. Por otra parte, la presencia de esquinas
y bordes en el reflector hacen de éste un elemento interesante en la evaluacion de los
fendmenos de difraccion multiple. En ese caso el reflector es un elemento pasivo que
recibe una onda lejana, que a su vez es difractada por €l.

Sin duda las ecuaciones integrales de campo eléctrico (EFIE) o magnético
(MFIE) son los métodos mas exactos en el estudio del reflector, tanto en modo
antena como actuando de elemento difractante. Sin embargo, los reflectores
eléctricamente grandes imponen ciertas limitaciones a la aplicacion de estos métodos
dado el gran numero de incdgnitas que es necesario plantear. Los métodos conocidos
como de alta frecuencia (GTD, UTD) son lo que se sugieren en estos casos. Balanis
[53-55] ha estudiado el reflector de esquina empleando estas técnicas y ha recurrido
a coeficientes de difraccion de orden superior, obteniendo resultados aceptables en
algunos casos.
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Existe también otro enfoque que aprovecha la convolucion presente en la
ecuacion integral para introducir la transformada discreta de Fourier en el calculo
numérico (Shen [56]). El método proporciona unos resultados comparables al
método de los momentos y es eficiente incluso con reflectores eléctricamente
grandes.

Veamos a continuacion cOmo caracterizar este elemento circuitalmente tanto
en problemas de radiacion como de difraccion.

5.1.1 El reflector diédrico como elemento difractante

En el analisis del reflector como elemento difractante, la fuente se supone situada
lejos del objeto. En este caso la segmentacion que se propone es la mostrada en la
figura 5.1a

figura (5.1a) El reflector se encierra en una circunferencia de radio a.
Ademas se impone una segunda circunferencia de referencia de radio .

Esquematicamente el problema considerado adopta el modelo de la figura
5.1b
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Yin YHI

figura (5.1b) El anillo central es una red de tres
accesos que conecta las dos caras del reflector entre si ,
y éstas con el espacio libre.

Como se puede ver, el anillo central puede considerarse como una red que
conecta las dos caras del reflector. Para la caracterizacion de cada una de las regiones
podemos imponer unas paredes eléctricas en las superficies p=a y p=b. La
continuidad del campo eléctrico en dichas superficies se obtiene forzando la
existencia de corrientes magnéticas equivalentes a ambos lados de la pared eléctrica.
Estas corrientes deben ser iguales y de sentido contrario para garantizar la
continuidad del campo eléctrico.

Las regiones I, II y III en la figura 5./.a estan delimitadas por superficies
canodnicas con p=cte y ¢=cte, de manera que la funcién de onda es conocida en cada
una de ellas. Utilizaremos esta funciéon de onda para obtener las matrices de
admitancias asociadas a cada region.

Debemos distinguir dos casos, seglin la iluminacion de la onda incidente sea
TM, o TE,.
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a) Incidencia TM,

e Caracterizacion de las regiones | y I

Las regiones I y II pueden considerarse como cavidades en forma de sector
circular (figura 5.2)

figura (5.2) Las regiones I y II se encierran con un conductor
perfecto en p=a, sobre el que se sitia la corriente magnética M.

En ellas, la funcion de onda solucion es

o0

y/:ZaVJV(kp)sen[v( +a)] (5.1)

n=1

) nrw
siendo v =—.
2a

La caracterizacion de las regiones I y II pasa por la obtencidon de una relacion

entre M y H en p=a. Las corrientes magnéticas M estan asociadas al campo eléctrico

en p=a,yaque M=-nxE".

En esta ocasion n=-p y E? sblo tiene componente segin Z. Es decir,

M, =-E°.

¢

Las expresiones en (2.48) nos permiten afirmar que
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o0

E‘ = ope ;a J,(ka) sen[ (¢ +a)] (5.2)
y
Hj :—i%z—fgavﬁ'(ka)sen[v(qﬁ +a)] (5.3)

el campo eléctrico E! en (5.2) aparece como un desarrollo en serie de funciones

F :{fn

f, = sen[v(¢ +0{)], con v= Z—” y n= 1,2,3...} ortogonales en el
a

intervalo [-¢, @], lo que permite escribir

_2 jous 1 [ R
a,=> I E* (¢ )sen[v(p "+a)|dg (5.4)

introduciendo (5.4) en (5.3), obtenemos la relacion buscada entre Myy Hy

Cl

Z‘O: JV sen[ P+ a '[ M,(¢ sen[v(¢ '+a)]d¢' (5.5)

_21
o 77”=1J

v -a

En este caso es obvio que tanto My ¢) como H (¢) pueden expandirse como

combinacion lineal de las funciones del conjunto de funciones F anteriormente
definido:

M, =§:M, sen[vl(¢+a)] (5.6)

Z H sen[ ¢ + a)] (5.7

introduciendo (5.6) y (5.7) en (5.5) y aplicando el producto interno definido en (4.6)
a ambos lados de (5.5)
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(. 1,)= {3 (M,). 1,) (5.8)
obtenemos
Iy L ka)
=41 k) e (5.9)
0 q#l

Por tanto la matriz de admitancias de carga para la region I es diagonal y sus
elementos son

, H, JV'(ka)
_J. =l=n 5.10
Yal M, n Jv(ka) ’ 7 ( )

De forma analoga en la region Il se obtiene

n _ ] Jv"(ka) — ] —
Yl =0 (k) g=Il=n (5.11)

(ka)

, nrmw
aunque ahora v' = ﬁ

Antes de proseguir, conviene hacer algunas consideraciones acerca de la
eleccion de las funciones base y peso asociadas a E y H, respectivamente. En
problemas sencillos como este, la propia funcién de onda sugiere la eleccion de estas
funciones. Sin embargo en la mayoria de los casos, es necesario escoger conjuntos de
funciones ortogonales mas generales. En los casos que se analizan en este capitulo
las funciones base y peso que se emplean son desarrollos en serie de Fourier
ortogonales en el dominio que en cada momento constituye el acceso a caracterizar.
Formulemos de nuevo la caracterizacion de la region I con un conjunto de funciones
base y peso mas general, con el fin de resaltar la influencia de su eleccion. Asi, en

esta region, las funciones incognita H,; y M, se pueden expandir también como
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L L
My=> Mgl +> Mg (5.12a)
I=1 =0
y
Q 9
Hy =) Hjgl+) H:g: (5.12b)
q=1 q=0
siendo

Go:{g;’ g =senZg, n=12,..., ¢ e[—a,a]} (5.13a)
a

un conjunto de funciones impares, y

G’ ={g: g =COSM¢, n=01.., ¢ e[—a,a]} (5.13b)

2a

un conjunto de funciones pares escogidas junto con las impares para cumplir las

condiciones de contorno de este reflector en .

Al mismo tiempo, en ciertos casos la simetria del problema nos puede llevar a
afirmar que las soluciones par e impar d¢ M y H en los contornos estan
desacopladas, lo que permite obtenerlas de forma independiente entre si. Esto puede
aprovecharse desde un punto de vista computacional para reducir a la mitad el
nimero de incognitas involucradas en el calculo, ya que se formulan dos problemas
independientes formalmente idénticos (par € impar), pero con la mitad de incognitas
cada uno. Este es el caso del reflector diédrico, donde se pueden definir matrices de
admitancia par e impar asociadas a estas familias de funciones asi definidas.

Sean m; yh, €G las funciones base y peso del problema par y

m; y h; €G las funciones base y peso del problema impar.

Ahora la expresion (5.5) se puede dividir en dos. La componente par de H;
se debe unicamente a la componente par de M, y analogamente con la componente

impar. Podemos formular ambas relaciones con una tinica expresion como
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TNENVA AL
H¢(¢)_a nz J,(ka)

n=1

~~—"

'sen[v(¢ + a)]z M; - j mi (@) sen[v(¢ '+a)]d¢ '(5.14)

aplicando de nuevo el producto interno a ambos lados de la igualdad como en (5.8) ,

22 iy, . ST \ :
H; :_._.é; Jv(ka) . h;(¢)-sen[v(¢ +a)] d¢~; My :[!m,(qﬁ )sen[v(¢ +a)]d¢
(5.15)

R 8

La relacion entre My y Hy para los casos par e impar puede entonces

expresarse matricialmente como

Yi=W Yor-G (5.16)
donde los elementos de cada matriz son
2 F
Wy = jh;(qﬁ)-sen[v@ +a)]dg (5.17)

¢ 2 K ¢ " ' ]

&= J.m; (@ )sen[v(¢ +a)]d¢ (5.18)

en ellos, el primer subindice indica la fila y el segundo la columna.
, N
=a i J, (K
Yo = diag J A (ka) (5.19)
n J,(ka)
n=1

Para la obtencion de las matrices Y);, asociadas a la region II, basta con

sustituir a por fen (5.17), (5.18) y (5.19).
La relacion (5.16) nos permite profundizar en la comprension de las

=a
admitancias que estamos definiendo. La matriz Yo; representa la admitancia
caracteristica en p=a tal y como se defini6 en 3.1. Los coeficientes contenidos en las



90 Capitulo 5

matrices W y G representan la interaccién o acoplamiento entre cada una de las

funciones expansion de Myy Hy, y la funcion de onda y asociada al problema.

En lo sucesivo adoptaremos este enfoque mas general, en la obtencion de las
matrices de admitancia.

e Caracterizacion de la reqgion lli

Esta region es un anillo circular en el que se distinguen tres accesos. Uno
constituido por la circunferencia exterior y los otros dos en la circunferencia interior
como se observa en la figura 5.3. La matriz que caracteriza la region estd compuesta
por nueve submatrices que consideran todas las interacciones posibles entre las tres
puertas.

Yu Yo Y1}3
Y =|Ya ?;z )_’;3 (5.20)
Yy Yn Yi

Tal y como se detalla en 4.1.2 las submatrices de la primera columna
corresponden al campo magnético creado por la corriente magnética M; en cada una
de las tres puertas, cuando las puertas 2 y 3 estan en cortocircuito, M,=M3=0.

figura (5.3) En el anillo central se distinguen tres accesos. Uno
constituido por la circunferencia exterior y los otros dos por sendas
porciones de la circunferencia interior

La funciéon de onda en términos de las funciones de Hankel de primera o
segunda especie es
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0

=Y an(H,(,l)(kp )+ R H (kp ))e-fw (5.21)
siendo
R =~ (ka) (5.22)
"1 (ka) |

el coeficiente de reflexion del cilindro conductor interior.

Ahora, la relacion entre la corriente magnética My y el campo eléctrico en b

es M\, =-E . Dado que M4 se extiende a un dominio de 2z radianes, las funciones

base y peso asociadas a esta puerta, myj, y h; , pertenecen a los conjuntos

Fe ={f,f £.¢ = cosng, n=0,1,...} y F° ={f,,° £ =senng, n=1,2,...}.

Siguiendo los mismos pasos que en el apartado @) podemos escribir que

= =i = =
Yu=Wi -Yom -G (5.23)
donde
2” 1 g#0
L hi(s)e™dp | e = 5.24
v = [ K@) e, {2 i (5:24)
1 2z
g = | mi(d)e " dg (5.25)
T 0
/ ! N
= i HY (kb)+ R“H' (kb
Your = diag J n(l( ) < IZZ ( ) (5.26)
n H(kb)+ R*HY (kb)
n=—N

La definicion de la matriz Y21 es muy similar. Ahora el campo magnético de
interés es el inducido en la puerta 2, por lo que las funciones peso h;, pertenecen a

los conjuntos definidos en (5.13a) y (5.13b):
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Yo =We-You -G (5.27)
donde
we =lth5 (¢)e*d¢ (5.28)
qn a ) 2q
y
, ' N
You = diag é Igl()l)il;; I 1;2 Z ;Z ((k’;‘;) (5.29)

Para definir la matriz Ys basta con cambiar la matriz asociada a las
funciones peso en (5.27). Ahora estas funciones , hfq, se definen a partir de los

conjuntos (5.13a) y (5.13b), sustituyendo « por £.
)=7§1 = W;] -73111 210 (5.30)

) =3
donde los coeficientes de W5 son

N 4
wi = Zef"” [ 1y, (p)edg (5.31)
-5

Los seis elementos restantes de la matriz Y se construyen de manera
similar. Su definicion se recoge en el apéndice I1.1 para agilizar la solucion.

Una vez caracterizadas las tres regiones, la admitancia total Yo , que
considera el acoplamiento entre todas ellas, se calcula mediante las expresiones
(4.41) y (4.42). En ellas se utiliza la corriente eléctrica equivalente en la puerta i, J;,
en lugar del campo magnético tangencial H;. Sin embargo ambas estan relacionadas
mediante J, =7 x H,.
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En un problema de difraccion como el analizado, la fuente estd a una cierta
distancia del objeto, lo que permite caracterizarlo por un coeficiente de reflexion.

—=e =0
Para ello es conveniente convertir las matrices Yi € Yi, definidas a partir de los

conjuntos F° y F“, respectivamente, en una tnica matriz global asociada a la

familia de funciones {fn £, =e™ n =—N,...,—1,0,1,...N}, mas apropiada para

problemas de propagacion en espacio libre. Conocida la nueva matriz de admitancias
(apéndice I11.1), el coeficiente de reflexion se obtiene segln se indica en 4.3

= = =r -1 =i =
F:(Yin_Yo) '(YO_Yin) (532)

=i =r
siendo Yo e Yo las admitancias caracteristicas de las ondas incidente y reflejada,

respectivamente
, N
Vo = diag| . nn((::)) B (5.33)
, N
Yo = diag %%((Z))) (534)

e Resultados obtenidos

Para verificar la exactitud del método circuital se ha calculado la seccion
recta radar monoestatica del reflector diédrico. Esta parametro se define como

2

[E*

O,y = lim| 27p (5.35)

412
2
Consideremos que el campo incidente es una onda plana polarizada

linealmente segun Z que se propaga en la direccion ¢.

o0

El=Ya,J,(kp)e" (5.36)

n=-—ow
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donde su espectro a, es

o =) (5.37)

La onda dispersada por el reflector se expresa en términos de funciones de
Hankel de segunda especie como

E = i b, H (kp )e™ (5.38)

n=—0w

cuyo espectro b,, se calcula a partir del coeficiente de reflexion obtenido en (5.32),
mediante

b, = [diag(Hf)(kb)) T diag(Jn(kb))} a, (5.39)

En las figuras que se incluyen a continuacion se muestra la seccion recta
radar monoestatica para distintos reflectores segin el dngulo de apertura de estos.
Los resultados aparecen comparados con los que proporciona una ecuacion integral
de campo eléctrico tradicional, en la que la incégnita es la corriente superficial sobre
el conductor.
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— Modelo circuital
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figura (5.4) La grafica muestra la seccion recta radar monoestatica de un reflector diédrico

de 90°. Las placas que lo forman tienen una longitud de 5.6088A. Los resultados obtenidos

se comparan con los que proporciona una ecuacion integral tradicional.
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figura (5.5) La grafica muestra ahora la seccion recta radar monoestatica de un reflector

diédrico de 77°. Las placas que lo forman tienen una longitud de 5.6088A..
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— Modelo circuital
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figura (5.6) La grafica muestra la seccion recta radar monoestatica de un reflector diédrico
de 98°. Las placas que lo forman tienen una longitud de 5.6088A.
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En las figuras siguientes se puede observar también el campo proximo en el
interior del reflector para dos tamanos distintos de éste.

figura (5.7)

figura (5.8)
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figura (5.9)

figura (5.10)
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b) Incidencia TE,

e Caracterizacion de las regiones | y I

Volviendo sobre la figura 5.2, ahora la funcion de onda para el modo TE, se
expresa como

W= i bUJU(kp)cos[u ((,/5 + a)] (5.40)

mi
con v=——
2a

La admitancia en la superficie p=a es ahora la relacion entre las componentes

H.y E4del campo. Las corrientes magnéticas equivalentes son M.=E4. Operando de
forma idéntica al caso TM,

p—
0

Yi=W' Yo-G (5.41)

Ahora no obstante, la admitancia caracteristica es diferente:

N
Yor = dmg[‘—f M} (542)
T J, (ka) o

y los elementos de las matrices base y peso se expresan mediante

g = é j mi (¢ )cos[v (¢+ a)]ds (5.43)

i, = [1i(#)eos[w ¢+ a))dg (5.44)
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donde ahora las familias de funciones asociadas a M, y H, que cumplen las

-fne = COS(ﬂ¢j s = 031} para
a

condiciones de contorno en los extremos son { £

2n—1
las soluciones pares y { oL = sen((nz_)ﬁ¢j , N = 1,2..} para las soluciones
a

impares.

e Caracterizacion de las region Il

Los elementos de la matriz Y se calculan como sus homologos para el
modo TM; por lo que su desarrollo se puede seguir en el apéndice 11.2.

El nuevo coeficiente de reflexion del reflector se obtiene también con (5.32),
pero ahora las admitancias caracteristicas son

N
Yo = diag{_—j J"'(kb)} (5.45)
mJ, (kb))
N
- g0
Yo = diag) =L 1 ,(kb) (5.46)
T HY (kb))

e Resultados obtenidos

Considerando ahora la incidencia de una onda plana uniforme cuyo campo
magnético esté polarizado linealmente segun Z,

HE =" j"J,(kp)e" ") (5.47)

el campo magnético difractado por el reflector sera
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HY =Y b, H(kp) e (5.48)

n=-w
donde ahora

!

n

b, = diag[Hf) (kb)j_ T - diag(J} (kb)) |-a, (5.49)

A continuacion se muestran varias graficas con la seccidn recta radar
monoestatica del reflector diédrico para distintos angulos de apertura de este.

30
. 20t — Modelo circuital
-
== O Ec. Integral
=1
2 10}
=
n
]
g |
g H
S 0
$ o1
o~ o

10 90

y |
-100 50 0 50 100
¢ (grados)

figura (5.11) La grafica muestra ahora la seccion recta radar monoestatica de un reflector

diédrico de 90°. Las placas que lo forman tienen una longitud de 5.6088A. La incidencia es
TE,.
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30 - - . |
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figura (5.12) La grafica muestra la seccion recta radar monoestatica de un reflector
diédrico de 77°. Las placas que lo forman tienen una longitud de 5.6088A. La incidencia es
TE,.
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figura (5.13) La grafica muestra la seccion recta radar monoestatica de un reflector
diédrico de 77°. Las placas que lo forman tienen una longitud de 5.6088A. La incidencia es
TE,.

También se puede observar la distribucién de la componente H, del campo proximo

para distintos angulos de incidencia.
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figura (5.14)

figura (5.15)
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figura (5.16)

figura (5.17)
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5.1.2 El reflector de esquina como antena

El andlisis del reflector diédrico no se agota con el estudio de sus
caracteristicas como elemento difractante. Como se comentd anteriormente, este
elemento cumple una interesante funcion cuando se utiliza para mejorar la
directividad de un dipolo aislado. El modelado circuital bidimensional nos permite
analizar las caracteristicas de esta antena en lo que se refiere a su diagrama plano-H.

Ahora la configuracion a considerar difiere de la vista en 5.1.1 en cuanto a la

posicion de la fuente. En la figura 5.18 se puede observar la situacion de ésta, asi
como la segmentacion aplicada.

III

figura (5.18) Modelo bidimensional que describe el comportamiento
del reflector de esquina como estructura radiante

El circuito equivalente se simplifica respecto al empleado en el apartado
anterior, como se ve en la figura 5.19 . Sin embargo ahora no va a resultar apropiado
hablar de un coeficiente de reflexion para el reflector, ya que la fuente estd en su
interior.

Es necesario proceder como se indica en 4.1.1 y obtener las corrientes
magnéticas incognita M; y Mo.
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I 11 0|

figura (5.19) El bloque I contiene la fuente. Los bloques II y III hacen de
carga y se caracterizan por sendas matrices de admitancia.

Las matrices de admitancia que caracterizan las regiones I y II se calculan en
ausencia de la fuente y son formalmente idénticas a las ya obtenidas en 5.1.1.

La region 11 al estar en contacto con I y II debe considerarse como una red
de dos accesos, cuya matriz de caracterizacion es

= Yll ?102 (5 50)
Yo Yo

Dado que la fuente es un hilo de corriente orientado segin z, el problema
vuelve a ser TM, y la funcioén de onda asociada al recinto III ahora es

W= ianHiz)(kp )e’* (5.51)

n=-ow

Como funciones expansion para M y H empleamos las mismas que las
utilizadas en 5.1.1.a para los accesos a las regiones [ y II.

e

En cuanto a la region 111, los elementos de su matriz Yz son

-?Zm Ef (5.52)

a

e _ Lo\ g
W=~ j H (¢ )e"*dg (5.53)

—-a
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A N PN
i =5 [ mi(0)e " ap (5:54)
, N
—a  H? (k
You = diag i# (5.55)
n H, (ka)
n=-N
)=/102 = 710 '73111 E; (5.56)
1 B
8u = Z_J‘ mi (¢ )e " dg (5.57)
= = =« = g=
Yu=W: -Yom-Gi =—=Yn (5.58)
B
)=’§2 = 73 '?gm E; (5.59)

Como se justifica en 4.1.1 la corriente incognita M, se obtiene forzando la
continuidad del campo magnético en la superficie de separacion entre las regiones I 'y
I

H (Ml) + Hin(Ji) = Hext(_Ml) (5.60)

in

Conocidas las admitancias en cada region, podemos formular matricialmente
la expresion (5.60), ya que

[<h1q,Hm(Ml)>] =Y, M (5.61)

(1, B, (M) = Yoo B, (5.62)

siendo
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-1 =

?m = ?11 + ?12(?11 — )=’22) - Yo (5.63)

Por su parte el campo magnético creado por la fuente impresa J' sobre la
superficie metalica que separa las regiones [ y III se expresa como un vector

(b1, ()] =1 (5.64)

Para la obtencion del vector / empleamos la funcion de Green bidimensional
de una fuente axial en una cavidad radial

G(p.p;p'.9') =

) LIZ Ju(kp')[Hl()Z)(kp)+ R.J,(kp )] sen[u(¢'+a)] sen[u(¢+ a)] p=p' (5.65)

P ko 2 k0 r2(hp penf e+ sl (s o
donde v = i
2a
y
(2)
J,(ka)

El campo magnético producido por la fuente J' en la superficie p=a es

— 5.67
'S, (5.67)

introduciendo (5.65) en (5.67)

H](p=a)=

El Wronskiano (apéndice I) nos permite simplificar (5.68) resultando
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Hj(p=a)= éz ?U((IZL:)) -sen[u(¢' + a)] : sen[u(¢ + a)] (5.69)

Finalmente, el vector T° se calcula como resultado del producto interno entre
H (}{ (¢) y hfq (¢ ) , siendo estas ultimas las funciones peso empleadas al caracterizar
la region I
7' = —[<th , H¢>] (5.70)
Ox1
Podemos formular la relacion (5.60) como dos sistemas de ecuaciones

F/; —?th]ﬁf -7 (5.71)

considerando por separado los problemas par e impar. Finalmente, la corriente

magnética incognita M/ se obtiene como
e = = -1 e
Mi = [an - Y;t} v (5.72)
y conocida la corriente M, la corriente M, se obtiene de forma inmediata mediante
P = =¢ -1 = e
M; = {(Y‘H —~ Yézj -YZI} M (5.73)

Ahora, para calcular el campo radiado por la antena debemos obtener las
contribuciones de M; y M, al espectro de la funcion de onda (5.51). Resulta
inmediato concluir que dicho espectro es

‘ i+[ [un(o)eas e | M2<¢>e-f"¢d¢} 674

-B

y empleando la expresion asintotica de H 52)(kp) cuando p —©
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Enu(#) o Ya,j e (5.75)

n=-—o0

En la figura 5.20 se observan los diagramas de radiacion de distintos
reflectores en funcion de su tamafio. También se puede ver la influencia de la
posicion de la fuente en la figura 5.21. En la figura 5.22 se muestra el efecto que
tiene sobre el diagrama el rellenado del reflector con material dieléctrico.

— L=4\

--- L=I
—-- L=0.5)

180

270°

figura (5.20) En la gréafica se muestra el diagrama de radiaciéon de un reflector de
esquina. La fuente esta situada en la bisectriz del diedro y a una distancia d=\/2 del
vértice. Se observa que al aumentar la dimension L de los planos del diedro la
antena se hace mas directiva.
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150° /

180°

210° Y

270°

figura (5.21) El diagrama corresponde a un reflector de esquina de 90° cuyo

alimentador esta sobre la bisectriz y a una distancia d=A del vértice. Los paneles
tienen una longitud L=4A\.

270°

figura (5.22) La grafica muestra la influencia de ¢, en el diagrama de radiacion de

un reflector de esquina. El sector circular ocupado por la fuente es rellenado por

distintos materiales dieléctricos. La fuente esta a d=A/2 del vértice y los paneles son
de L=A.



116 Capitulo 5

En la figura 5.23 se muestra el conocido diagrama de radiacion de una fuente
junto a un panel conductor finito. Para obtener este resultado basta considerar que el

angulo de apertura del reflector diédrico es de 180°.

300°

90°

270°

O 120°

E

210° :
180°

figura (5.23) La figura muestra el diagrama de radiacion de un dipolo sobre un
panel finito. La anchura de éste es 2A y la fuente esta 0.5\ sobre él.

5.1.3 Caso particular: La placa metalica

La placa metalica es un elemento ampliamente utilizado como primera
referencia a la hora de evaluar la exactitud de un método numérico. La segmentacion
que se ha realizado para analizar el reflector diédrico permite considerar la placa
metalica como un caso particular de aquel cuando el angulo de apertura es 2o=r.
Vamos a servirnos de la placa metalica para observar el comportamiento del
modelado circuital en objetos eléctricamente grandes.

En la figura 5.24 se observa la seccion recta radar monoestatica de una placa
conductora de 20A. En la figura 5.25 la seccion recta es biestatica y la placa

conductora es de 10A. En ambos casos la incidencia es TM,,.
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figura (5.24) La grafica muestra la seccion recta radar monoestatica de una placa
metalica de 20A. La incidencia es TM,.
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figura (5.25) La figura muestra la seccion recta biestatica de una placa conductora
de 10A. La incidencia es TM,.

En las figuras 5.26 y 5.27 se considera la incidencia TE,. En todos los casos la
concordancia entre los resultados generados y las referencias empleadas es excelente.
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figura (5.26) La grafica muestra la seccion radar monoestatica de una placa
conductora de 25X, para incidencia TE,.
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figura (5.27) Se muestra la seccion recta radar biestatica de una placa conductora de
10\ cuando la onda incidente forma 45° con la vertical. El problema es TE,.

En las figuras 5.28 y 5.29 se muestran dos ejemplos del comportamiento del
campo en las proximidades de la placa metalica
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figura (5.28)

figura (5.29)
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5.1.4 Discusion de los resultados

Antes de proceder al estudio de nuevas configuraciones, conviene detenerse a
analizar algunas particularidades surgidas en la aplicacion del modelo circuital.

En primer lugar salta a la vista que existe una gran coincidencia entre los
resultados obtenidos mediante segmentacion y los proporcionados por el método
integral usado como referencia. Mas concretamente hay que decir que la solucion
alcanzada mediante modelado circuital converge a la obtenida por el método de los
momentos en los casos considerados. El modelo circuital sitia la incognita de la
ecuacion integral (M) en una circunferencia de radio p=b, por lo que la exactitud de
la solucion va a depender del nimero de armdnicos circunferenciales escogidos en la
expansion de M, segun la relacion

M,($)= 3 a,B,(kb)e"* (5.76)

n=—o0

donde B, (kb) es una combinacion de funciones de Bessel de orden n particularizada
en p=>b . En principio los limites de la serie en (5.76) parecen indicar una dificil
convergencia a la solucion, sin embargo el comportamiento de las funciones de
Bessel nos va a permitir truncar la serie para un cierto valor de N, con la seguridad
de haber alcanzado la convergencia en la suma de ésta. Es conocido que, dada una
familia de funciones de Bessel B,(x), aquellas cuyo orden n supere al valor del
argumento, n>x, tienen una amplitud notablemente inferior al resto, hasta el punto de
que algunos autores [57,58] sugieren truncar series como la (5.76) en N=kb, ya que
la contribucién de los términos n>N puede considerarse despreciable. La practica
nos dice sin embargo que con ese valor para N no se puede asegurar ain la
convergencia. Para afirmar que la serie converge es necesario que N=kb+10. Algo
similar ocurre cuando consideramos la expansion de la corriente magnética en una

guia radial para p=cfe. Ahora ésta se expresa como

. sen[u (¢+ a)] o
M,(¢)=" a,B,(kb)- o= (5.77)
n=! cos [u (p+ a)]
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y la convergencia de la serie se obtiene para N = 2—a[kb + 10] , siendo 2« el angulo
V4

que define la guia radial. Se observa que a medida que se estrecha la guia, el nimero
de modos necesario se reduce en proporcion precisamente al angulo que la define.

En consecuencia, el nimero de términos de la serie que define M;(¢) en
(5.76) es 2N+1. Este es, por otro lado, el nimero de incognitas a calcular en la
solucion del problema. Si ésta se plantea matricialmente, debemos invertir una
matriz de (2N+1)x(2N+1). Sin embargo, en casos como los estudiados, en los que las
simetrias nos permiten afirmar que no hay acoplamiento entre las soluciones par e
impar, s6lo habra que plantearse la inversion de dos matrices de (N+1)x(N+1) y NxN
asociadas a los problemas par e impar respectivamente, con el consiguiente ahorro de
recursos.

Una vez acotado el nimero de incdgnitas podemos contrastar el coste
computacional de este método con el que requieren las ecuaciones integrales de
campo eléctrico o magnético tradicionales. El numero de incognitas que plantea la
solucion mediante estos métodos depende de la resolucion deseada. Cuando se
emplean funciones base de dominio discreto, el muestreo habitual de la corriente
incognita es de 0.14 a 0.24 [59]. Para un objeto bidimensional cuyo perimetro
eléctrico sea L,, el nimero de incognitas a resolver seria de 10L ;. Si se tratase de una
placa metdlica, el modelado circuital, por su parte, necesitaria plantear N=xL;+10
incognitas y por lo tanto las ventajas computacionales no empezarian a manifestarse
hasta que la placa fuera eléctricamente grande. Si tenemos en cuenta ademas, que
una juiciosa combinacioén de funciones de dominio discreto y de dominio completo
reduce apreciablemente el nimero de incognitas de las ecuaciones integrales
convencionales [7], el ahorro de recursos del modelado circuital puede resultar
insignificante. Ahora bien, a medida que el perimetro del objeto contenido en la
circunferencia de radio p=b aumenta, el modelado circuital mantiene el nimero de
incdgnitas, mientras que el método de los momentos lo incrementa. Asi por ejemplo,

un cilindro metalico de seccion cuadrada de lado \/ELA requiere N =56L,

incognitas. Si el cilindro es eléctricamente grande, entonces el modelado circuital si
reduce el coste numérico. Ademads, se eluden las singularidades en las esquinas, que
condicionan precisamente la eleccion de las funciones de expansion de las corrientes
de conduccion sobre el objeto. Conviene anadir también que el calculo de la RCS
monoestatica mediante una ecuacion integral convencional implica la evaluacion de
la misma para cada angulo de incidencia, ya que las corrientes inducidas son
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diferentes cada vez. Sin embargo, el modelado circuital caracteriza el objeto
independizandolo de la fuente que lo ilumina.

Otra cuestion interesante es la que tiene que ver con las singularidades en los
extremos del reflector diédrico o de la placa. Es sabido que bajo una iluminacién del
tipo TM, la corriente inducida en las discontinuidades o esquinas de un objeto es
singular. Esta singularidad en la corriente tiene su reflejo también en el campo
magnético tangencial en cuanto que lleva aparejada un salto o discontinuidad en las
funciones H, y Hy, precisamente en los puntos donde la corriente es singular. Sin
embargo, tal discontinuidad se manifiesta s6lo en la variacion radial de estas
funciones, como podemos ver en la figura 5.30a y 5.30b, mientras que la
componente 4 es continua en ¢. En la figura 5.30a se observa que la componente H 4
del campo magnético se concentra en el extremo de la placa y constituye la energia
almacenada asociada a la discontinuidad. La componente H, se distribuye a lo largo
de la placa como se puede ver en la figura 5.300, y esté relacionada con la corriente
en su superficie, ya que J¢ =7 x H,. Si retomamos el enfoque circuital que hemos

venido asociando a los problemas electromagnéticos, podemos interpretar que las
discontinuidades que aparecen en la transicion entre dos regiones, son responsables
del desacoplo entre las soluciones modales de cada una de ellas. Tal desacoplo se
manifiesta no sélo en forma de ondas reflejadas, que ya se consideran en la propia
soluciéon modal, sino también por la acumulaciéon de energia en forma de ondas
evanescentes (0 modos de orden superior) en las proximidades de la discontinuidad.
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figura (5.30a)

figura (5.30b)
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5.2 CILINDROS CONDUCTORES DE SECCION POLIGONAL

En los ejemplos analizados hasta el momento, la segmentacion aplicada ha
permitido que las distintas regiones involucradas tuvieran una geometria separable;
es decir, estuvieran limitadas por contornos donde p=cte o ¢=cte . Esto ha facilitado
el empleo de la funcion de onda y la caracterizacion de los recintos. Esta situacion, si
bien es frecuente en problemas cerrados no lo es en absoluto en problemas abiertos.
Para caracterizar regiones homogéneas cuyos contornos son arbitrarios debemos
recurrir a métodos integrales mas generales como los descritos en el capitulo 3.

Como ya se comentd, el modelado circuital basado en el M.E.C. se apoya en
la funcion de Green de espacio libre y resuelve la ecuacion integral empleando el
método de los momentos. La discretizacion del problema con funciones discretas nos
conduce a grandes sistemas de ecuaciones con matrices llenas, por lo que urge buscar
alternativas. Una de ellas la constituye la ecuacion integral de contorno basada en la
funcién de onda y descrita en 3.4. A modo de ejemplo abordaremos el caso de los
cilindros conductores de seccion poligonal para ilustrar la posibilidad de emplear
ciertas soluciones de la ecuacion de onda a pesar de que la presencia de
singularidades de corriente pueda disuadirnos de su aplicabilidad.

a) Incidencia TM,

Consideremos que la estructura conductora de la figura 5.31 estd iluminada
por una onda plana eléctricamente polarizada segin Z .

Y
0.70712
0.7071
Y X

figura (5.31) Cilindro conductor de seccion triangular
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Para segmentar el problema, trazamos una circunferencia de radio p=4 que
pasa por los vértices del triangulo. Ademas imponemos otro contorno circular mas
exterior de radio b>A. El problema segmentado queda como muestra la figura 5.32a
y su circuito equivalente es el de la figura 5.32b

figura (5.32a) Segmentacion del problema para su andlisis
circuital.

YSXI YlI'l
=1
I
\% v |
111

figura (5.32b) Representacion esquemdtica de la
descomposicion efectuada sobre el problema de la figura
5.32a.

El circuito equivalente es muy similar a los estudiados en 5.1 ya que la region
multiacceso es de nuevo una corona circular y su caracterizacion es analoga a la ya
realizada. Por el contrario las regiones de carga I, II y III no pueden analizarse con
los criterios empleados en 5.1 ya que ahora no son recintos canonicos.
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Tomemos por ejemplo la region I y analicémosla por separado. En la figura
5.33 se identifica esta region como la porcion de un circulo de radio a y centrado en O,

X
Hy
E, 4~ H; H
PECAm 3
- ~
- ¢ 7N
y o>/
AN Ve
AN 7
AN N P Ve
N p
Plano conductor > AN d d) e /a
N o -
7/
N

\\
y /

figura (5.33) Detalle de la geometria asociada a cada una de las caras

o

del triangulo.

intersecado por un plano conductor perfecto a lo largo del eje Y. En el espacio que
se sitia por encima del plano conductor, la funcion de onda referida al origen O’ es
de la forma

v = iaan(kp') sen{n@ﬁ '+§ﬂ (5.78)
n=1
Atendiendo al principio de equivalencia la region limitada por el plano
conductor infinito y el arco de circunferencia C debe tener la misma matriz de
admitancia que la region I en la figura 5.32a. La funciéon de onda (5.78) nos va a
permitir obtener una relacion entre E 'y H en C y en consecuencia su admitancia
generalizada.

A lo largo del contorno circular C, la funcién de onda (5.78) depende tanto de
p' como de ¢, por lo que la relacion entre las componentes tangenciales del campo
E, y Hyno se obtiene de una forma tan inmediata como en el problema del reflector
diédrico. Ademas Hy es una combinacion de las componentes H, y Hy. En 3.4, se
estableci6 que

§(jouy I, +M, x V'y)2dC =0 (5.79)

C+plano
conductor
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Dado que sobre el plano conductor tanto i como M; son nulas, podemos
escribir

Jljouy . +(Mpxvy)elac =0 (5.80)

donde la prima (") hace referencia al sistema coordenado centrado en O’.
Teniendo en cuenta que

~ 10
+¢—
é’p’ p oy

(5.81)

y expresando los vectores unitarios p' y &’ en funcion de p y &, podemos

particularizar (5.80) como

jou] (8w (g)db= | M,(6)-G(g)do (5:82)
donde
oy oy
G(¢):—cos o—¢ ——sen o— ¢ (5.83)
~eolo=9) e~ Esenlg-4)

aparentemente G es funcion tanto de ¢ como de ¢’ aunque en realidad

p'=AJa* +d* —2ad cos ¢ (5.84)
y
¢'= sen‘l[—a = ¢] (5.85)
p 1

son a su vez funciones de ¢.
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Para convertir la ecuacion integral (5.82) en una ecuacion algebraica, en
primer lugar expandimos J; y My en un conjunto de funciones j; e J* y m; eM *

siendo

Jiz{jj
M * :{mf

2qg -1
Jg = cos(ﬂcéj ,q=01..0,;j = sen(—( a-1)z
a 2a

¢j .q :1,2...Q0}(5.86)

m; = cos(wqﬁj ,q=01..0;m; =sen(%¢) ,q :1,2...Qo}

2a
(5.87)
con lo que
L2 ..
Jo = Z;Jq”]q" (5.88)
9=
e L e e
M; = > Mym; (5.89)

Dado que la igualdad (5.82) debe verificarse para cada una de las N funciones
de onda en (5.78), podemos plantear N ecuaciones que en forma matricial se

expresan como

]

“Ji=H M (5.90)

<

donde la simetria del problema respecto a x permite considerar una vez mas los casos
par e impar por separado.

Los elementos de la matriz U son

ui, = jou[wiidy (5.91)

-a
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y los de la matriz H

Wy = | G; -midg (5.92)

si escogemos N.=Q. y N,=Q, podemos invertir la matriz U’ para obtener la
admitancia buscada

e—1
0

=]
1]

Y = (5.93)
Las matrices correspondientes a las regiones II y III de la figura 5.32a se
generan de forma idéntica, adaptando inicamente el dominio de integracion en ¢, al

nuevo contorno.

Conocidas las admitancias de carga Y;, Yn e Y, asi como la matriz de

acoplamientos Y, sélo resta obtener la admitancia de entrada Y. Ahora sin
embargo la falta de simetrias en la disposicion de los elementos nos obliga a
considerar el acoplamiento entre soluciones pares e impares entre si. Es necesario
plantear ambos problemas conjuntamente.

La admitancia de carga en la region i-ésima es ahora

JU Uy, ol | M
=Y 0 M (5.94)
J?! 0o v, ||M

1

siendo 0 la matriz nula.

En cuanto a la matriz de acoplamientos multiples que describe la region 1V,
las admitancias mutuas entre los accesos i y j constan a su vez de cuatro submatrices

—=ce =e0

Y, =| Yo Yi (5.95)

=pe =00
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No obstante conviene hacer notar que en la matriz Y, en las admitancias

= =eo ==oe

que ocupan la diagonal principal, Yi, las autoadmitancias cruzadas Y: e Y
también son nulas dadas las simetrias que se presentan.

==eo

==oe
Las nuevas admitancias cruzadas Y; e Y; , responsables del acoplamiento

par-impar, se calculan siguiendo el mismo procedimiento sistematico descrito para el
reflector diédrico en 5.1.

La observacion de la admitancia de entrada resultante, Y., nos muestra que

=e0 =e0

los elementos cruzados Y. e Yi son nulos. Recordemos que las funciones de

expansion para el acceso exterior son cosn@ y senng, que estan desacopladas entre

si en el dominio [0,27].

You=|"" _) (5.96)
0 Y[n
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e Resultados obtenidos

En la figura 5.34 se puede ver la seccion recta radar biestatica del cilindro de
seccion triangular de la figura 5.31. Este mismo elemento ha sido estudiado en
[38,60] por el método del unimomento. Los resultados se avalan entre si y coinciden
también con los obtenidos aplicando el método de los elementos de contorno en la
caracterizacion de las regiones I, 11 y III.

RCS Biestatica (dBL)

— Funcidn de onda

© ME.C

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
¢ (grados)

figura (5.34) Seccion recta radar biestatica de un triangulo isdsceles. La incidencia
es TM, y la direccion de llegada se indica en el dibujo interior.

En las figuras 5.35 y 5.36 se observa la RCS biestatica de un cuadrado, para
dos incidencias y tamanos distintos.
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figura (5.35) Seccion recta radar biestatica de un cilindro conductor de seccion
cuadrada de lado 1.5A. La incidencia es por un vértice y su naturaleza es TM,.
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— Mod. Circuital
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$;=0° ©  Ec. Integral
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figura (5.36) Grafica de la seccion recta radar biestatica de un cuadrado conductor
de seccion cuadrada y de lado 5A. La incidencia es frontal sobre una de las caras y
de tipo TM,.
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figura (5.37)

figura (5.38)
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ESTA PAGINA ESTA EN BLANCO
INTENCIONADAMENTE
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figura (5.39)

figura (5.40)
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ESTA PAGINA ESTA EN BLANCO
INTENCIONADAMENTE
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b) Incidencia TE.. Método de los modos proyectados

Para analizar la incidencia TE, podemos mantener la segmentacion
establecida en el apartado anterior. Los acoplamientos multiples se analizan como en
5.1.1.b y las regiones de carga I, Il y III deben caracterizarse ahora por la funcién de

onda

v = iaan(kp') cos[n(¢’ +§ﬂ (5.97)

n=0

que es la solucion general para la ecuacion de onda en el caso TE,, en presencia de

un plano conductor eléctrico perfecto.

X
Ey
Hz __4-E: Ep'
c-" 0 7~
.7 (0} p N
y - "
N e
\\\ d ¢ p//é
N a_ s
N

o

Y ?

figura (5.41) Detalle de la geometria asociada a las caras de un cilindro

de seccion poligonal.

La relacion que se aplica ahora al contorno de la figura 5.41 es la dual de
(5.79):

fjocyM, +J xVy)-2dC=0 (5.98)

C+ plano
conductor

Alternativamente a lo que ocurria en (5.79), ahora es V i/ la que se anula en el

conductor junto con M. Podemos escribir entonces
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$(jocyM +J xVy)-2dC=0 (5.99)

C

El desarrollo de esta relacion corre paralelo al descrito en el apartado
anterior, por lo que no lo repetiremos. Conviene, no obstante, matizar que las
funciones expansion para Js y M son ahora diferentes. Concretamente la funcion
vectorial Mg en los extremos del contorno C no es tangencial al plano conductor y
por lo tanto no se anula en él. Podemos entonces utilizar para M; el mismo conjunto
de funciones que para Js y que fue definido en (5.86).

Pretendemos introducir ahora, sin embargo, un nuevo procedimiento de
caracterizacion sumamente sencillo basado también en la funcion de onda definida
en (5.97). En realidad puede considerarse como una particularizacion de las
expresiones obtenidas en 3.4 para el caso de redes de un acceso. A pesar de ello, este
enfoque puede contribuir a facilitar la comprension del significado matematico de
relaciones como (5.79) y (5.98).

La funcion de onda (5.97) describe el comportamiento del campo en cada
punto del semiespacio y’ >0,y en particular en los puntos del contorno C definidos
por p”y ¢’ Entonces, cada una de las soluciones de la ecuacién de onda, tras
evaluarla en C puede considerarse como un modo proyectado sobre C que
llamaremos M ” (¢):

M (p)=J, (kp')sen{n(% +§ﬂ (5.100)

donde p’y ¢”son a su vez funcion de ¢, y p=cte en este caso.

El conjunto de los modos proyectados constituye una familia de funciones
que si bien no es ortogonal, al menos puede considerarse una base para las
soluciones sobre el contorno C, lo que nos asegura que podemos expresar cualquier
funcion (que sea solucién de la ecuacion de onda) como combinacion lineal de
aquellos.

El campo magnético HZ(¢) puede desarrollarse entonces como combinacion

lineal de estos modos proyectados



Solucién a Algunos Problemas Electromagnéticos Mediante Modelado Circuital 143

H($)=) a,M!(¢) (5.101)

n=1

Al mismo tiempo, el campo magnético puede expresarse también como
desarrollo en serie de un conjunto completo de funciones ortogonales conocidas

H ={n(¢)}.
H.(¢)= inhq@f) (5.102)

Igualando (5.101) a (5.102) y aplicando a ambos lados el producto interno
con los modos proyectados seglin se definié en (4.6), obtenemos

Y N
ZHq<hanﬁ*>=Zan<M,f’,Mﬁ*> (5.103)
q=1 n=1
que expresado matricialmente resulta
[t”q]NxQ[H‘i]Qxl - [Wm”]NxN [an] (5.104)

Despejando ¢, y normalizando H,=1 Vg, obtenemos

L PR AT e [ (5.105)

[a,] es la matriz que convierte el conjunto de los modos proyectados en los
nuevos modos de H. Ademas, dado que para cada modo proyectado hay una unica
funciéon de onda asociada, cada columna de [a,] contiene los pesos de estas

funciones de onda, af, atribuidos a cada excitacion normalizada de campo

magnético H.(@)=h,(@). Conocido este espectro para cada /(@) resulta inmediato
generar una matriz, en este caso de impedancias, que proporcione el campo eléctrico
tangencial E; producido por H..

El campo eléctrico tangencial depende de las componentes E, y E4segin

E(¢)=sen(¢'—¢)E, +cos(¢'—¢)E, (5.106)
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y también se puede expresar como desarrollo en serie de un conjunto de funciones

ortogonales, en general F = {€I(¢ )}

E(¢)= gEle,(cé) (5.107)

La relacién de las componentes E, y E4 con la funcion de onda puede verse
en 2.48, y el espectro es conocido para cada hy(¢), como ya se indico. Si expresamos
(5.106) en forma matricial y aplicamos el producto interno con las funciones peso e,

1
[El]Lxl z?{[rln]LxN +[~f‘lﬂ]LxN}[a]NxQ (5108)

donde T es un factor de normalizacion resultante de aplicar el producto interno.

Los elementos de R = [r,n] y F= [fln], son

J; ﬁ—"” o(¢ )dg (5.109)
y
S = I oV -e(p)dy (5.110)
In _aé’p'

La expresion (5.108) supone que las amplitudes H,=1 por lo que finalmente
podemos escribir que

E =2 H- (5.111)

donde
?:l(ﬁﬂ?)[a] (5.112)
= .

y la matriz de admitancias

Y=2 (5.113)
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e Resultados obtenidos

En las figuras 5.42 y 5.43 se muestra la RCS biestatica para dos cuadrados
con distintos tamafios. Los resultados se comparan con los obtenidos mediante el
método de los momentos y con los obtenidos por Balanis [61] utilizando UTD,
mostrando una gran concordancia. Conviene apuntar que Balanis en la referencia
citada utiliza difracciones de hasta tercer orden para obtener unos resultados
semejantes a los obtenidos aqui.

Los comentarios apuntados en 5.1.4 son aplicables también a las nuevas
estructuras estudiadas. En el caso del cilindro de seccion cuadrada es patente la
economia de recursos del modelado circuital respecto al método de los momentos: la
superficie a considerar se multiplica aproximadamente por cuatro respecto a la placa
conductora, y con ella el nimero de incognitas. Por el contrario, en el modelo
circuital el radio de la circunferencia que lo envuelve permanece constante y con €l
las incognitas necesarias.

20 . . . : . . 2
—— Mod. Circuital

" e ©  Ec. Integral
, ‘%i—zxs

10 1 1

RCS Biestatica (dBL)

0 50 100 150 200 250 300 350
¢ (grados)

figura (5.42) Seccion recta radar biestatica de un cilindro conductor de seccion
cuadrada de lado 1.5\. La onda incidente es plana y de naturaleza TE,.
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figura (5.43) Seccion recta radar biestatica de un cilindro conductor de seccion
cuadrada de lado 5. La onda incidente es plana y de naturaleza TE,.

En las figuras 5.44 y 5.45 se puede observar la distribucion del campo
proximo en los alrededores de un cilindro de seccion cuadrada, cuando sobre ¢l
incide una onda plana.
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figura (5.44)

figura (5.45)
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ESTA HOJA ESTA EN BLANCO
INTENCIONADAMENTE
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5.3 CILINDRO HUECO RANURADO

A continuacion consideraremos un problema clasico en teoria
electromagnética. El cilindro metalico ranurado es una estructura candnica muy
interesante en el analisis del acoplamiento de cavidades a través de ranuras. También
permite estudiar de forma sencilla la penetracién de las ondas electromagnéticas a
través de la ranura lo que hace de esta estructura un modelo apropiado en el analisis
de problemas de compatibilidad electromagnética. Por otra parte, cuando
consideramos aperturas de mas de 180° en el cilindro, éste puede considerarse como
un reflector y emplearse en el estudio de algunos de los problemas fisicos asociados
al mismo, tales como la difraccion en los bordes o el efecto de bloqueo del
alimentador.

El cilindro ranurado ha sido estudiado en las ultimas décadas por distintos
métodos. Aparte de disponer de la ecuacion integral asociada al cilindro ranurado, y
resuelta numéricamente con el método de los momentos [62], se encuentran otros
planteamientos basados en la imposicion de las condiciones de continuidad en la
propia apertura. Asi, Harrington aplica su formulacion circuital generalizada a este
problema en [63]. Otro enfoque similar puede encontrarse en [64], si bien se trata de
una solucion aproximada ya que impone la forma del campo en la apertura.
Ziolkowski [65-67] hace un estudio detallado de este problema considerando una
gran variedad de configuraciones en cuanto al tamafio de la apertura o la presencia
de otros cilindros internos y coaxiales. El analisis se realiza empleando técnicas de
Riemann-Hilbert en el dominio complejo. El cilindro ranurado de seccidon eliptica
también ha merecido alguna atencion [68] aunque el método de anélisis recuerda al
empleado en [63], sustituyendo las funciones de Bessel por funciones de Mathieu.

El analisis que vamos a realizar a continuacion es mas general que los
resefiados en cuanto que considera al cilindro ranurado como un elemento de
circuito. Dispone por tanto de dos accesos, uno interno y otro externo. Con esta
concepcion la agregacion de nuevos elementos coaxiales internos o externos al
cilindro supone tnicamente la conexion en cascada de estos elementos, y el analisis
circuital del conjunto se realiza de forma mas sencilla que si considerdsemos el
problema electromagnético globalmente.

El cilindro ranurado tiene la geometria mostrada en la figura 5.46. En general
puede considerarse como una red de dos accesos ya que la fuente u otras estructuras
pueden situarse tanto interna como externamente al cilindro.
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figura (5.46) El cilindro ranurado divide el
espacio en las regiones [ y II.

La funcion de onda que describe el comportamiento del campo tanto en la
region interna (I) como en la externa (I) es de la forma

0

=3 [anH,ﬁ‘)(kp )+ b, H (kp )] e (5.114)

n=-ow

Dado que la superficie de contacto entre ambas regiones se ajusta a un
contorno donde p=cte, es posible caracterizar la estructura en términos de las ondas
cilindricas incidentes sobre el cilindro y reflejadas en cada region. Asi, en la region I,

las ondas incidentes estdn asociadas a las funciones H ﬁz)(kp) mientras que las
reflejadas lo estan a las funciones H fll)(kp ) Por el contrario en la region 11 las ondas
incidentes sobre el cilindro varian radialmente segin H fll)(kp) y son sus conjugadas,

H r(,z)(kp), las asociadas a las ondas reflejadas. Caracterizamos entonces el cilindro

ranurado mediante una matriz de dispersion asociada a los espectros en cada region
seguin muestra la figura 5.47
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a, Cn
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bﬂ d n

figura (5.47) El cilindro ranurado se caracteriza por
una matriz de dispersion asociada a los modos
incidentes y reflejados por ambos lados de éste

Los parametros de dispersion son matrices que relacionan los espectros a
ambos lados del cilindro segun la definicion

(f"j:(i“ ﬁ”j(‘f”} (5.115)
dn Sa San/\cn

Para obtener los cuatro elementos de la matriz S debemos estudiar dos casos
segun la posicion de la fuente. Cuando la fuente se sitia en el interior del cilindro y

hacemos que la incidencia desde el exterior sea nula, ¢, = 0, podemos calcular S
y S21. Analogamente, anulando la fuente en el interior, a,, y situandola en el

exterior calcularemos Si2 y S».

a) Fuente en el interior

Si suponemos que la fuente (normalmente un hilo de corriente eléctrica)
impone una solucién de tipo TM,, la obtencion de los parametros de dispersion va a
requerir como paso previo el célculo del campo eléctrico en la apertura. Para ello
procedemos como se indica en 4.1.1. Cerramos la apertura con un conductor

eléctrico perfecto ajustado a la curvatura del cilindro ( p =a, ¢| < a). Situamos una

corriente magnética M en el interior de la apertura y otra —M en la parte exterior de
la misma. Con ellas aseguramos la continuidad del campo eléctrico en la apertura. Si
ademds imponemos la continuidad en el campo magnético tangencial, la situacion es
analoga al caso en que la apertura no ha sido cerrada:

Hy(M)+ H,(J)=H,/(-M) (5.116)
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H' (M) es el campo magnético en el interior debido a la corriente magnética
M, H” (—M) es el campo magnético en el exterior debido a la corriente —M, y
H' (J ) es el campo magnético que existiria si las ondas producidas por J incidieran

en el cilindro cuando su apertura estd cerrada con un conductor sobre p=a.
Reordenamos la ecuacion (5.116) como

Hy(M)— H,'(-M) = H;(J) (5.117)

Expresemos

M =g (M + M) (5.118)

donde My M’ son funciones par e impar respectivamente. Dada la simetria que
presenta el problema podemos analizar una vez mas los casos par e impar por
separado. La solucién numérica de (5.118) la obtenemos expandiendo M segun

L
M> =) Vi mj (5.119)
=1

(21-1)x

!
$.1=12...Liym’ =sen—g,1= 1,2...L}.
2c a

donde m; e{ml ‘m,e = cos

En la region I, el campo magnético H ; (M 5) puede expresarse como

I i 1 H,(Il) k in(gs
Hyg) =200 [mi(9)— % H<1>((kj))'e g (5.120)
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2

Si imponemos para J soluciones del tipo H l.(z)(kp )e’w incidentes en el

joue
cilindro y de amplitud a;=1, los modos reflejados y transmitidos que obtendremos

coincidiran con los parametros de dispersion:

b :Sll

d =5
El campo magnético inducido en el interior del cilindro por cada modo J; es

8 e’

¢(¢):jEf1,(‘>—(lccz) (5.122)

Introduciendo (5.120), (5.121) y (5.122) en (5.117) obtenemos una ecuacioén
funcional en la que la incognita es el campo eléctrico en la apertura.

Para obtener las L ecuaciones necesarias para resolver el problema,

multiplicamos (5.117) por L funciones peso w* definidas por
e 2 - 1
w; e{wq‘w; = cosﬂ¢, g=0l..,yw = senuqﬁ, q= 1,2..}
a 2a

e integramos con respecto a ¢’, entre -y .

La solucidn del sistema de ecuaciones proporciona los coeficientes de la serie
que define el campo en la apertura, EZ"(¢), para el modo excitador i-ésimo. Ahora

podemos calcular los pardmetros de dispersion correspondientes.

En la region I se cumple que

k2 k2 . . .
H(k b 'HY (k)™ = E 5.123
e (a)+jwﬂ8§ JH,) (ka)e () ( )
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En la region I por su parte

2
jcfﬂgzd"f P(ka)e™ = E'(9) (5.124)

despejando b,, en (5.123) obtenemos los elementos de la columna i-ésima de ?11

b =S = H“)l(ka) jope lﬁ jE Je " dg' — HO (ka)s, | (5.125)

donde J;, es la delta de Kronecker.

Del mismo modo, despejando d,, en (5.124) se obtienen los elementos de la

columna i-ésima de S

d;n:ggﬂnga’“g o zij e dgy (5.126)

b) Fuente en el exterior

Para obtener los pardmetros S1» y S, situamos la fuente en el exterior del
cilindro ranurado de manera que la ecuacion funcional (5.117) s6lo resulta afectada
en el término independiente. Ahora el i-ésimo modo excitador, J;, produce un campo
magnético sobre la superficie exterior del cilindro que viene dado por

8 /l¢

W(p)=J kaH()—(k) (5.127)

Resolviendo numéricamente la ecuaciéon como en el apartado anterior,
llegamos finalmente a los pardmetros de dispersion restantes

1 i | e
H')(ka) s [ E@)e M dg - i (ka)s,, | (5.128)

m

2 g _
Smi_dm_

S’InZl — brln — Jal){;ug 1 Lﬂ- TEZI'(¢r)e—jm¢'d¢/ (5129)
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Una vez caracterizado el cilindro ranurado como elemento de circuito resulta
inmediato evaluar la distribucion del campo para un buen numero de
configuraciones. Consideremos por ejemplo que el cilindro de la figura 5.46 tuviera
una apertura de 180° y estuviera iluminado por una onda plana incidente segin
¢ =0°. El circuito equivalente se muestra en la figura 5.48. En él, el origen de

coordenadas (p=0) constituye un circuito abierto para los modos incidentes,
H gl)(kp), por lo que a,=b,. Dado que el cilindro ranurado ha sido caracterizado en

términos de las funciones de Hankel de primera y segunda especie, la onda plana
debe descomponerse en suma de ambos tipos de ondas para considerar la incidencia
en el cilindro.

a, . P2 P2

—> <, &5
[S] épn

n =

figura (5.48) Representacion esquematica de los
modos incidentes y reflejados a ambos lados del

cilindro.
B = 3 21 (ke + 21 kp Je (5.130)

La relacion entre los modos incidentes y reflejados en ambas zonas se
establece mediante la matriz de dispersion

5 (5. S0\ b
(_ ) :(ﬁ“ ﬁ”] P, (5.131)
dn Sa Sx By

que nos proporciona los espectros incognita b, y d, .

En la figura 5.49 se puede ver la distribucion del campo cuando sobre el
cilindro incide dicha onda plana.

En la figura 5.50 se ha situado un hilo de corriente eléctrica en el centro del
cilindro. Se aprecia ahora el comportamiento de éste como reflector.
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figura (5.49)

figura (5.50)



158 Capitulo 5




Solucién a Algunos Problemas Electromagnéticos Mediante Modelado Circuital 159

A continuacion se considera la presencia de un cilindro conductor situado
coaxial con el cilindro ranurado. La figura 5.51a muestra la disposicion de los
elementos, mientras que en 5.51b se observa el circuito equivalente.

Y

/a
Jx

figura (5.51a) Cilindro ranurado conteniendo
otro cilindro conductor coaxial.

R, [S] S
- —
ba d.

figura (5.51b) Representacion esquematica  del
problema de la figura (a)

El cilindro interior se caracteriza por un coeficiente de reflexion

= HOk))
R. zdlag —HT(kb) (5132)

n=—N

Si suponemos que incide una onda plana segin ¢=0°, las relaciones que
deben cumplir ahora los espectros son

dn = Rebn (5.133)
7 an
f (S“ S“j —n (5.134)
d S S»

En la figura 5.52 se pueden observar los resultados para el campo eléctrico,
cuando el radio interior es b=1.11y el exterior a=1.64.
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figura (5.52)
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ESTA HOJA ESTA EN BLANCO
INTENCIONADAMENTE
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Podemos considerar también el caso de dos cilindros ranurados coaxiales. En
la figura 5.53a se muestra la disposicion de éstos. El cilindro interior esta girado 90°
respecto al exterior, y las ranuras en ambos son de 20°.

Y

1.31732,

0.8173A

figura (5.53a) Dos cilindros ranurados coaxiales. Sus
aperturas estan giradas 90° entre si. Las ranuras son de

20°.
— o
[S.] [S] ém
< | < =

figura (5.53b) Representacion esquematica del problema de la
figura (a), empleando matrices de dispersion.

El circuito equivalente ahora es el mostrado en 5.53b. La matriz de dispersion
del cilindro ranurado girado se obtiene multiplicando por una matriz de giro
(apéndice III) a cada uno de los elementos de la matriz de dispersion original. En la
figura 5.54 se observa como penetra el campo hasta llegar al mas interno donde se
acopla el modo TM,; de la cavidad circular, dado que el radio escogido es
R;=0.8173 1.

Finalmente, resulta interesante comprobar como la penetracion del campo
eléctrico es minima en un caso cuasiestatico. Si consideramos un cilindro de radio
0.21y en €l una apertura de 20°, el campo eléctrico apenas se introduce en el cilindro
como se puede ver en la figura 5.55.
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figura (5.54)

figura (5.55)
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ESTA HOJA ESTA EN BLANCO
INTENCIONADAMENTE
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Analisis de Fuentes Finitas Junto
a Estructuras Cilindricas

Algunas estructuras radiantes pueden considerarse cuasi-bidimensionales; esto es,

mantienen su seccion inalterada a lo largo de un eje excepto por la presencia de

ciertas fuentes (reales o equivalentes) equiespaciadas a lo largo de dicho eje de

traslacion. Tal es el caso por ejemplo de las agrupaciones de dipolos sujetos a

mastiles y empleados en aplicaciones de radiodifusion, y que esquematicamente se

puede identificar en la figura 6.1a. Del mismo modo los arrays de ranuras en guia

pueden considerarse antenas cuasi-cilindricas. Similarmente, un problema de

difraccion en el que el objeto difractante es cilindrico y el elemento iluminante es

finito (figura 6.1b) puede considerarse como cuasi-bidimensional, presentandose

ahora el fendémeno de la incidencia oblicua que no aparece en un problema

puramente 2-D.

Ranura

~

figura (6.1b) Una antena de dimensiones
finitas ilumina una estructura con simetria de
traslacion

figura (6.1a) Arrays de dipolos y de ranuras
sobre una estructura cilindrica.

179
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El analisis de este tipo de problemas constituye una extension natural del
realizado en los capitulos precedentes ya que, como podremos comprobar, un
problema tridimensional en el que una fuente finita estd confinada por contornos
cilindricos (estructura con simetria de traslacioén), puede convertirse en un espectro
de problemas bidimensionales aplicando una transformada de Fourier respecto a la
coordenada axial [24] (habitualmente z). De esta forma, el analisis en el dominio
transformado sera similar al ya efectuado con anterioridad sobre problemas
bidimensionales.

El estudio que vamos a realizar va a girar entorno al calculo de la influencia
de la estructura cilindrica sobre la fuente. Plantearemos entonces como se altera la
distribucion de corriente o la impedancia de entrada en un dipolo cuando se situa en
las proximidades de una estructura cilindrica arbitraria. En este contexto, el analisis
de estos parametros por otros métodos puede resultar inabordable: la aplicacion de
una ecuacion integral sobre el problema tridimensional formado por el conjunto de la
estructura y la fuente exigiria un esfuerzo computacional excesivo. No obstante,
pueden encontrarse en la literatura algunos intentos de abordar este problema
empleando métodos hibridos que alivian el coste numérico. Asi, Thiele considera en
[18,81] el caso de un dipolo junto a una estructura conductora eléctricamente grande.
Para su estudio, al anélisis del dipolo en espacio libre mediante una ecuacién
integral, le superpone el efecto de la interaccion con la estructura conductora
empleando técnicas de alta frecuencia como GTD o UTD. Los resultados son
bastante satisfactorios si bien el método puede complicarse en exceso cuando en la
estructura se multiplican las esquinas o aparecen elementos dieléctricos.

Por el contrario, la técnica que vamos a emplear se beneficia de las
facilidades de trabajar en un contexto bidimensional proporcionando soluciones mas
completas, si bien para ello es necesario pasar al dominio espectral. Esta tipo de
técnicas ya han sido empleadas en otro contexto para el tratamiento de estructuras
multicapa en antenas microstrip [82]. Alli, un problema tridimensional se reduce a
otro unidimensional expresado en términos de ondas planas, para lo que se aplica una
transformada de Fourier bidimensional. En nuestro caso so6lo se aplica una
transformada unidimensional y el problema resultante, como veremos, es 2-D.
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6.1 FUENTES Y CAMPOS EN EL DOMINIO TRANSFORMADO

Antes de plantear el problema estructura-fuente en su conjunto, conviene
analizar el campo producido por una fuente aislada en espacio libre y su formulacién
en el dominio transformado. Consideremos un hilo finito centrado en el origen y con
distribucion conocida de corriente /(z), de la que se supone que existe su
transformada de Fourier. Para una fuente asi, es sabido que la solucion de la ecuacion
de onda es de tipo TM, siendo la funcién de onda de la forma general indicada en
(2.47).

W = i ]O S(k)HS (ko )e™ dk, (6.1)

—00

La ecuacion (6.1) es solucidn de la ecuacion de onda tridimensional

2
lﬁ(pﬁ_‘/’ijLza_‘z”Jrkzv,:o (6.2)
pap\ dp) p-I¢

Ahora bien, la funcidon de onda en (6.1) tiene la forma de una transformada
inversa de Fourier. Si aplicamos la transformada directa sobre ella

0

v=[yedz (6.3)

—00

la transformada de la funcion de onda, i, serd solucion de la ecuacion de onda

transformada
- 5
li(p@}rizﬁ k=0 (6.4)
pap\ dp) p- ¢
donde
ki =k*- kz2 (6.5)

La ecuacion de onda en (6.4) es ahora bidimensional, y su solucion es
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v = 1(k)H (k,p)

(6.6)

donde f(k,) se determina imponiendo las condiciones de contorno. En este caso es la

propia fuente en el origen la que condiciona el valor de f{k.) puesto que debe

cumplirse que
2z
lim | H,pdg=1
;ﬁg{ P dp=1(z)
y en el dominio transformado

2z
lim £H¢p dg=1(z)

Para argumentos pequeios de H, éz)(kp) se tiene que

IT]¢ — lim _lﬂ_l//:l2_1f(kz)
O pudp pump

P>

de donde se concluye que

(k)= 4%.7(@)

Conocida la funcién de onda en el dominio transformado

k)= 106 )

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

es inmediato obtener cualquiera de las componentes del campo transformado

mediante
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7.k oy g _1lloy

" wwpes dp " oup g

E¢:Lé’_w F[¢:_lé’_w (6.12)
o us 0P uop

~ k? ~

EZ = . 2 l’/~/ HZ :O
J e

que son las transformadas de las componentes obtenidas en 1.4.7.

Una vez conocido el valor del campo en el dominio espectral o transformado,
la aplicacion de la transformada inversa nos proporciona su valor real. Asi por
ejemplo, la componente E, se obtiene mediante

E =L E (k.,p)e’dk (6.13)

¢ Interpretacion fisica del problema transformado

La expresion (6.13) nos permite interpretar el campo eléctrico E. como el

resultado de la superposicion de un espectro de ondas de amplitud Ez(kz, p)dkz y

fase lineal dada por ¢/“*. La independencia con ¢ en la amplitud del espectro, y la
fase progresiva, nos indican que se trata de ondas de naturaleza conica cuyo frente de

fase es normal al vector de propagacion dado por k =k, p+k.z, como se ilustra en

la figura 6.2
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figura (6.2) Cada una de las fuentes transformadas produce una onda
conica. Se muestran los conos para dos valores de &, uno positivo y
otro negativo

Igualmente, la corriente /(z) puede considerarse como resultado de la
superposicion de un espectro de filamentos de corriente infinitamente largos de

amplitud constante, (k. )dk. , y fase progresiva ¢’

I(z)= €L f 1(k.)e’™ dk. (6.14)

Cada uno de los filamentos de corriente es responsable de la onda conica
elemental que se propaga en la direccion 6 = arccos(kz / k). Esto es logico pues la

fase lineal en la corriente es la responsable del apuntamiento de la onda. En
particular, cuando k=0 el frente de onda deja de ser conico para convertirse en
cilindrico. Si particularizamos la expresion del espectro de la corriente y del campo
eléctrico en (6.12) para este valor de £,

~

I(k

z

~ K
=0)= 10<—>E(0,p)=—mHg”(kp)a(kz) (6.15)

El campo eléctrico obtenido en (6.15) constituye la conocida solucion al
problema bidimensional de un hilo de corriente invariante con z ya que en este caso

E(p)=E(0,p).

Andlogamente, si consideramos cualquier otro hilo infinito con corriente

1,6’ , el espectro de su campo eléctrico es



Analisis de Fuentes Finitas Junto a Estructuras Cilindricas 185

2

K1,
#MHOZ (k,.0)5(k. &) (6.16)

~

Ez(kz9p) ==

y en consecuencia, el campo eléctrico resultante es

I |
E(z.p)=- 2"~ H(k,p)e’ (6.17)

¢ Obtencion de la impedancia de entrada de un dipolo con el teorema de Parseval

Habiendo resuelto un problema en el dominio transformado, hay pardmetros,
no obstante, que no requieren la aplicacion de la transformada inversa para obtener
su valor. Tal es el caso de la impedancia. El método de la f.e.m. inducida [83]
proporciona la impedancia mutua entre dos hilos de corriente con orientacion axial
mediante

1 L/2

z, =——— | E_(2)1,(z)dz (6.18)
12 1112!/21()2()

donde E/.(z) es el campo eléctrico que crea el dipolo 1 sobre el dipolo 2, e I5(z) es la
corriente que circula por el dipolo 2. Ahora bien, el teorema de Parseval [24] permite
afirmar que

L2 1 ©

) {/ZEIZ(Z)I;(Z)CZZ = [ E,.(k.)I, (. )dk, (6.19)

y el calculo de (6.19) puede resultar en muchos casos mas sencillo y preciso en el
dominio transformado que en el original. El hecho de que los limites de integracion
sean infinito nos permite ademas ahondar en la interpretacion fisica del espectro de

ondas conicas, Elz(kz). Cuando |k.|<k, entonces k>0 y la funcion de Hankel Héz) en
(6.16) representa las ondas que se propagan alejandose de la fuente, y que en campo
lejano se atenuan segln 1/ \/; . Sin embargo, cuando |k[>k, k, es negativo y la

funcion de Hankel pasa a tener argumento imaginario, con lo que

Hk,p) = j%KO(q/kf —kzp) (6.20)
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La funcion modificada de Bessel de orden cero, Ky(x), se atenta rapidamente con x e
indica que los valores |k.[>k del espectro son ondas evanescentes y estdn asociadas a
la energia almacenada entorno a la antena. Si bien su influencia puede considerarse
despreciable en el célculo de la impedancia mutua, no ocurre lo mismo cuando se
trata de calcular la impedancia de entrada, ya que entonces

z, =limz,
p—0

y entonces las ondas evanescentes contribuyen notablemente a la parte reactiva de la
impedancia de entrada.

6.2 ANALISIS ESPECTRAL DE FUENTES REALES DE
CORRIENTE EN ESPACIO LIBRE

En el apartado anterior hemos supuesto que la distribucidon de corriente por el
dipolo era conocida. Habitualmente se suele asumir que dicha corriente es sinusoidal.
Sin embargo, para dipolos de seccion finita (didmetros d>0.051) la distribucion
sinusoidal es orientativa pero no exacta. Para obtener una distribucion de corriente
mas exacta es necesario deducir una ecuacion integral en donde se consideren las
condiciones de contorno, y resolverla con técnicas basadas en el método de los
momentos. Si conocemos la tension aplicada en bornes del dipolo, y calculamos su
corriente, podremos obtener luego su impedancia de entrada y su diagrama de
radiacion.

Una de las ecuaciones integrales clasicas que describen el comportamiento de
la corriente por el dipolo es la ecuacion integrodiferencial de Pocklington [25].

II(Z')|:§ +k2}¢(z,z’)dz':—ja),ugEz"(p:d/Z) (6.21)

2
z
-L/2
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Donde ¢(z,z") representa la funcion de Green del problema.

Esta ecuacion permite determinar la corriente
equivalente por el dipolo /(z), conocido el campo incidente

1) E en la superficie del hilo, E!(p=d/2). En la figura 6.3
' puede verse la situacion de I(z) y de E! ( p=d/ 2)

LT En la solucion numérica de la ecuaciéon (6.21), la
— funcion incognita puede discretizarse como

figura (6.3) modelo de dipolo. N

siendo i,(z) funciones de subdominio o de dominio completo.

Asi tenemos N incognitas. Para obtener N ecuaciones aplicamos el producto
interno entre un conjunto de N funciones peso wy(z), y la ecuacion (6.21)

(w,(2). L[1(z)]) = —jw &(w,(2). EL) (6.23)

El conjunto de N ecuaciones puede escribirse en notacion matricial como

[z 2]=17.] (6.24)
donde

[2,]=[1.L,.. 1] (6.25)

v, ]=-jos [<wl,Ej>,<w2, E><WNE>] (6.26)

[zmn] = [<w; (z),L [In (Z')]>]MXN (6.27)

Los elementos de la matriz de impedancias generalizadas, [zmn] , se obtienen

desarrollando el producto interno en (6.27)
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Z,, = J‘w;(z)- jln(z’)(jzzz +k2J ¢(z,z’)dz’ dz (6.28)

Am

donde A, y A, representan los subdominios de integracion [z,,zm+1] Y [Zn,Zn+1]
respectivamente.

Si ahora aplicamos el teorema de Parseval sobre (6.28)
(k. )dk (6.29)

donde

E(k)= j]n(z')(j; +k2j¢(z,z')dz’ e gy (6.30)

A m A

n

Admitiendo que el integrando es continuo en el dominio de integracion, es
posible intercambiar el orden de integracion en (6.30), resultando

' ’ 52 2 r\,—Jk.z ’
En(kz):J‘In(z)J. Ca kol )e M dz e (6.31)
A/l

m

La integral mas interna tiene la forma de una transformada de Fourier
aplicada sobre el operador integrodiferencial. Podemos expresar En (kz) en funcién

de la transformada de dicho operador

E (k.)=k j I,(z')- (k.. )z’ (6.32)

La funcion de Green tridimensional en espacio libre es conocida
habitualmente en coordenadas esféricas
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— jk|r=r'|

¢(r,r') (6.33)

|r—r’

Para nuestro proposito resulta conveniente sin embargo expresarla en
coordenadas cilindricas. Se puede demostrar [24] que dicha funcién tiene entonces la
forma

0

Hr,v') = % HY (k,p )¢ dk, (6.34)

Como puede verse, se trata de una transformada inversa de Fourier, por lo
que es inmediato extraer que

ko' p) = HP (K p)e (6.35)
4)
Si particularizamos en (6.32)

E (k.,p)= 4ij;H32>(kpp) [1,(z")e " dz' (6.36)

An

La integral en (6.36) es la transformada de Fourier de una funcioén discreta

desplazada al punto z/; de modo que si /,(z') = I, (z' - z,;) , entonces

z z

~ 1 ~ .
E (k.,p)= py 2 H (ko )T, (k. )e (6.37)

Ahora podemos obtener los elementos de la matriz de impedancias
generalizadas para el dipolo aislado. Empleando la técnica de colocacion o point-

matching, las funciones de peso son deltas w,(z) =& (zn - zm) , Y podemos escribir

que

S sz((f)(kp i)TO(kz)e‘f"z“m)dk (6.38)

YT
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De forma similar, hubiera resultado sencillo aplicar el método de Galerkin en
el célculo de las impedancias. En ese caso las funciones base y peso coinciden,
w,(z) =1,(z), y sustituyendo en (6.29)

= ] sz(gZ)(kp %)‘To(kz)

- e /e Emn) g 6.39
mn 87[ ] J P ( )

Los comentarios realizados en 6.1 acerca del dominio de integracion y de la
interpretacion fisica del espectro de ondas, son igualmente aplicables a las
impedancias obtenidas en (6.38) y (6.39). Notese que el término exponencial de la
integral tiene en cuenta el desplazamiento axial relativo entre los segmentos m y n'y
la impedancia mutua entre ambos, z,,, es formalmente idéntica a la deducida en
(6.14) a partir del método de la f.e.m. inducida.

6.3 ANALISIS ESPECTRAL DEL DIPOLO FRENTE A UN
CILINDRO CONDUCTOR DE SECCION CIRCULAR

El procedimiento espectral deducido en el punto 6.2 para el dipolo aislado se
puede extender al caso en que el dipolo estd junto a un cilindro conductor. La
geometria se muestra en la figura 6.4. La funcién de Green del nuevo problema ahora
es [84]

. J,(k,R) .
)= g [ Z["n(’wo)-fﬂ”(sz)Hf)(kppo)]Hi”(kpp)e’ Wk, pz p,
—o0 P
(6.40)
que es aplicable cuando la fuente esta orientada paralela al eje del cilindro. En (6.40),

R es el radio del cilindro y (py,dp) es la posicion de la fuente'. Para el calculo de la
corriente por el dipolo las variables p y ¢ se particularizan como p=p,+d /2 y

=.

' La expresion de la funcion de Green aplicable para p<p, se puede obtener a partir de la propia
expresion (6.40) intercambiando py pp.
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figura (6.4) Dipolo junto a un cilindro conductor.

De nuevo la funcion de Green tiene la forma de una transformada inversa de
Fourier, y resulta inmediato obtener su espectro

~ k R o
W)=Y Jn("ppo)—Mﬂf)("ppo)ilfi”(kp(po+‘;De’“ pzp, (64D)
P

La funcidn de Green transformada es la solucidn de la ecuacion diferencial
Vg+k2g=5(p—p,)e’ (6.42)
sujeta a las condiciones de contorno ¢(p=a,0< ¢ <27,k )=0.

En ella podemos reconocer el mismo comportamiento analizado en 6.1 para
la fuente aislada. Reordenando (6.41) e introduciendo en la formulacion la notacién
matricial, [ ]°, para matrices fila y [ 16, para matrices columna, obtenemos

F
~ 1 d —jk.z' 1 d = c —ik.z'
¢(kZ,Z'):4_jH(()2)(ka)e Jk. +E|:H;(12)(kp(p0 +5j):| RC(kZ)[Hy(,2)(kpp())] .o~

(6.43)

donde
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Re(k.)= a’iag[— LPR))] w (6.44)

H,(f)(kpR -

es el coeficiente de reflexion que caracteriza al cilindro conductor. Ahora resulta mas
sencillo constatar que el espectro de esta funcion de Green se compone de dos
contribuciones, la primera debida a la incidencia directa, anadloga a la obtenida en
(6.16), y la segunda asociada al campo reflejado por el cilindro, donde lo mas
llamativo es su coeficiente de reflexion, el cual es funcioén de k, para satisfacer las
condiciones de contorno, manifestando ademads su influencia en el apuntamiento de
las ondas conicas reflejadas.

Introduciendo (6.43) en (6.28) y (6.29) podemos calcular la matriz de
impedancias generalizadas con el mismo procedimiento seguido en 6.2 para el dipolo
aislado.

6.4 CARACTERIZACION ESPECTRAL DE CILINDROS DE
SECCION ARBITRARIA

La observacion de la funcion de Green espectral en (6.43) nos permite
extender los resultados previos a problemas con geometrias cilindricas cuya seccion
y composicion sean arbitrarias.

Las distintas geometrias consideradas son invariantes con z. En ese caso, la
variacion armonica de las fuentes espectrales / (kz )ejkzz, se traslada a los campos

totales, mostrando la misma dependencia con z para poder satisfacer las condiciones
de contorno. En el caso del cilindro conductor de seccion circular estas condiciones
se manifiestan a través de su coeficiente de reflexion, que depende de k. a través de
ky. Sin embargo la variacion acimutal es independiente de k. y se conserva para
cualquier valor que tome ¢€ste. De hecho, cuando £.=0 el coeficiente de reflexion del
cilindro adopta el conocido valor del caso bidimensional

J,(kR)

RO~

(6.45)
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Podemos concluir entonces que una estructura cilindrica de seccion arbitraria
puede analizarse por cualquiera de los métodos bidimensionales descritos en los
capitulos 3 y 4. Aquel andlisis nos ha proporcionado una matriz de admitancias, de
dispersion o de reflexion asociada a la incidencia normal definida por k;=k. Para
obtener las matrices asociadas al resto de las incidencias del caso tridimensional sera
necesario realizar el mismo calculo sustituyendo unicamente k por k,. Esto respeta
las condiciones de contorno en el plano acimutal y asegura el cumplimiento de las
mismas a lo largo de z cuando la fuente es finita.

De esta forma, el problema se reduce a calcular el campo total como resultado
de la superposicion de los campos debidos a unas fuentes armonicas bidimensionales
I(k

z

)ejkzz , en presencia de una geometria que esta caracterizada por su matriz de

admitancias I_/(kz), o su coeficiente de reflexion l:(kz). Este es un problema mas

sencillo de resolver que el original porque las fuentes armodnicas se extienden hasta
infinito en el dominio tridimensional, ajustandose a la geometria cilindrica del
problema (ver figura 6.5). Lo Unico que hace este problema diferente de uno
bidimensional es la variacion armoénica en las fuentes, pero esta diferencia puede
asumirse matematicamente gracias a la dependencia con k. del coeficiente de
reflexion o la admitancia, como hemos justificado.

Dipolo

/

’Iv(pakz) ejk,Z

figura (6.5) Comparacion del problema real (tridimensional) y el
espectral (bidimensional).
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La descripcion del método se ha realizado sobre una fuente de corriente
eléctrica orientada axialmente como representativa del modo TM, . Recientemente,
Kildal ha propuesto una técnica espectral muy similar a la que acabamos de
describir, y la ha aplicado al estudio de corrientes magnéticas axiales (ranuras) sobre
estructuras radiantes en guia [85-87]. Ademas este mismo autor ha presentado en
[88] un estudio profundo aunque tedérico de su método, extendiéndolo a fuentes con
orientacion arbitraria; para lo cual se ha apoyado en la funcion diddica de Green de
espacio libre. El procedimiento que hemos descrito, a diferencia del planteado por
Kildal, se sirve de funciones de Green especializadas, como la de una fuente junto a
una estructura cilindrica, y estd concebido para facilitar la introduccidon del modelado
circuital del problema y favorecer asi su analisis numérico [89-91].

6.5 APLICACION DEL METODO ESPECTRAL AL CALCULO
DE LA Z,, DE DIPOLOS FRENTE A CILINDROS

A continuacion se recogen los resultados obtenidos al aplicar el método
espectral en el calculo de la impedancia de un dipolo orientado axialmente junto a
una estructura cilindrica arbitraria.

Inicialmente el método se aplica a un dipolo axial en presencia de un cilindro

conductor de radio 0.5A. Los resultados se comparan en la figura 6.6 con los
obtenidos por Ekelman en [81] mediante el MM-GTD, mostrando una gran similitud.

100

90 | TN
= 80r \\I\{in
Rt /,‘ X <d—>.
g 70 , N
< ’ Q
b I N\
=} I ’ i
s B R=0.52
-U 7
s 01 / \
S )/ A\ Xin
g 40| / N
ks Y
5] ‘ / N\
g 0f L/
—_ /I /

20 1 A — MM-Funcién de Green

7 ,'
10| 4 ---MM-GTD
O 4 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6

Separacion dipolo-cilindro (d/A)

figura (6.6) Impedancia de entrada de un dipolo frente a un cilindro conductor perfecto.
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A continuacién se considera el caso del dipolo frente a un cilindro dieléctrico
de seccion circular de radio 0.5A y cuya constante dieléctrica es &=4-j0.5. El
coeficiente de reflexion de este cilindro se ha obtenido mediante el método de los
elementos finitos. Podemos observar su influencia en la impedancia de entrada del

dipolo, respecto a la que ejerceria si fuese conductor.

100

90

80

70

60

50

30

Impedancia de entrada (Q2)

20

figura (6.7) Impedancia de entrada de un dipolo frente a un cilindro dieléctrico de seccion

circular.

En la figura 6.8 podemos observar la variacion de la impedancia de entrada
cuando el dipolo se desplaza lateralmente junto a un cilindro metalico de seccidon
cuadrada. El lado del cuadrado es L=1.25A. Se puede comprobar que la variacion en
el valor de la Z;, es minima a lo largo del recorrido. Los valores calculados son
similares a los que se obtienen cuando el dipolo estd junto a un plano conductor

40

—— Cilindro conductor

--- Cilindro dieléctrico

0.1 0.2 0.3 0.4
Separacion dipolo-cilindro (d/A)

0.5 0.6

infinito y a una distancia d=0.375\ de éste.

Impedancia de entrada (Q)

figura (6.8) Impedancia de entrada de un dipolo axial proximo a un cilindro conductor de seccion
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La figura 6.9 nos muestra como decrece la impedancia mutua entre dos
dipolos cuando uno de ellos se desplaza alrededor de una estructura metalica de

seccion triangular, manteniendo fijo el otro dipolo. el lado del tridngulo es L=1.4A.

80

60

ol \Ru

20

X

‘mutua

-20

Impedancia mutua (€2)

-40

-60

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Separacion angular entre los dipolos (¢°)

figura (6.9) Impedancia mutua entre dos dipolos situados alrededor de un cilindro conductor de
seccion triangular.

Finalmente, en la figura 6.10 se presenta la influencia de un radomo
dieléctrico en la impedancia mutua entre dos dipolos. El cilindro interno es
conductor y su radio es Rc=2A. El radomo tiene un radio Rq=4A y su grosor es de
0.1A. La permitividad del radomo es €,=2.56. Uno de los dipolos esta fijo a 0.25A del

cilindro interior mientras que el otro se va separando radialmente de éste una
distancia d.

100

. 4N
80

—— Sin Radomo

60 —-~ Con radomo

40

20 |

Impedancia mutua ()

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
separacion entre los dipolos (d/A)

figura (6.10) Influencia del radomo en la impedancia mutua entre dos dipolos.
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Conclusiones
y Lineas Futuras

1. CONCLUSIONES

El trabajo que se ha desarrollado en los capitulos precedentes constituye un
acercamiento unificado y sistematico al tratamiento de los problemas
electromagnéticos. Es unificado porque se muestra como una alternativa elegante
que facilita la combinacion de distintas técnicas de analisis apoyandose en una
metodologia matricial comun. Y es sistematico porque tras obtener la caracterizacion
matricial de un elemento en el contexto de un problema, su matriz de admitancias
generalizadas es reutilizable en otros problemas distintos donde aparezca el mismo
elemento. Esta es una caracteristica cada vez mdas apreciada por cuanto permite la
creacion de bibliotecas de elementos que pueden conectarse entre si, sin necesidad de
rehacer los célculos cada vez. En este sentido algunos de los ejemplos aportados son
el resultado de la combinacion de distintas técnicas numéricas: modales-elementos
finitos, espectrales-elementos finitos 0 modales-MEC.

La correcta aplicacion del principio de equivalencia en la definicion de la

admitancia generalizada de un recinto ha desempefiado un papel esencial, ya que ha
permitido identificar cada recinto e independizarlo del resto del problema para su
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caracterizacion por el método mas idoneo. Se ha podido comprobar que los
problemas abiertos, al igual que los cerrados, son susceptibles de resolverse mediante
procedimientos circuitales sin necesidad de introducir modificaciones en las técnicas
de segmentacion.

A pesar de que algunos de los operadores integrales descritos, y las técnicas
numéricas que los discretizan son conocidos desde hace tiempo, la bibliografia
consultada no dispone de ningln estudio que sintetice y compare las distintas
técnicas adaptandolas al modelado circuital.

Se han aportado soluciones analiticas a algunos problemas tradicionalmente
resueltos con técnicas numéricas o de alta frecuencia; tal es el caso del reflector
diédrico o de la placa conductora, donde las regiones resultantes de la segmentacion
presentaban una geometria separable.

El operador integral basado en la funcion de onda es una de las aportaciones
de esta tesis. Este operador se ha mostrado especialmente sencillo de aplicar,
proporcionando una notable exactitud y una rapida convergencia en todos los
problemas estudiados. Esta ultima facultad es particularmente importante en
problemas abiertos, donde se ha podido comprobar que es posible abordar la
caracterizacion de objetos eléctricamente grandes empleando un nimero razonable
de incognitas.

Posteriormente se han apuntado varios procedimientos de segmentacion, con
paredes conductoras o sin ellas, facilitando asi la descomposicion del problema y su
posterior modelo circuital. El fendmeno de la interaccion multiple entre elementos
inconexos ha encontrado también una descripcion circuital empleando el
transformador como componente que explica dicha interaccion.

La descripcion circuital ha facilitado la conexion de situaciones comunes en
problemas abiertos, con otras mas propias de contextos cerrados. Asi, se ha podido
analizar un conjunto de postes en guia sin apenas alterar la formulacion basica.

Finalmente se ha considerado una clase de problemas tridimensionales:
aquellos en los que una fuente finita se situa junto a una estructura con simetria axial.
Se ha desarrollado un nuevo procedimiento espectral que nos ha permitido calcular
de forma eficiente parametros que hasta ahora soélo recibian un tratamiento
aproximado, como la impedancia de entrada de un dipolo. El enfoque descrito en el
capitulo 6 ha resultado especialmente apropiado al facilitar la extensiéon de los
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métodos bidimensionales aportados en los capitulos 3 y 4 al analisis circuital de este
tipo de problemas tridimensionales. Esto es particularmente notable porque el tinico
procedimiento alternativo, basado en la combinacion MM-GTD, se muestra
completamente ineficiente frente a estructuras cilindricas complejas.

2. LINEAS FUTURAS

Debemos apuntar algunos aspectos que no han quedado recogidos en este
trabajo y que seran objeto de posterior estudio.

La sistematizacion del tratamiento de problemas electromagnéticos
conllevara el desarrollo de facilidades para la creacion de una biblioteca de
elementos. Asimismo se creard un entorno que permita la interconexion de elementos
y el analisis del circuito.

Otro aspecto que merecera atencion es la extension del modelado circuital a
estructuras tridimensionales arbitrarias introduciendo los desarrollos modales en
coordenadas esféricas.

Entre los procedimientos espectrales sera de gran utilidad la combinacion
eficiente de las técnicas espectrales cilindricas con los métodos basados en espectros
de ondas planas. Esto puede ser de gran utilidad para la caracterizacion de objetos en
estructuras planas multicapa.

El método espectral descrito en el capitulo 6 debe ser desarrollado también
para considerar fuentes con orientacion arbitraria. También se pretende estudiar la
posibilidad de caracterizar cuerpos cilindricos de longitud finita. Este aspecto puede
resultar especialmente util en el analisis de postes finitos en guia.
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