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“Seguro que también ti, querido lector, entablaste de nino cono-
cimiento con el soberbio edificio de la Geometria de Fuclides y
recuerdas, quizd con mds respeto que amor, la imponente cons-
truccion por cuyas altas escalinatas te pasearon durante horas
sin cuento los meticulosos profesores de la asignatura. Y sequ-
ro que, en virtud de ese tu pasado, castigarias con el desprecio
a cualquiera que declarase falso incluso el mds recondito teore-
mita de esta ciencia. Pero es muy posible que ese sentimiento
de orgullosa sequridad te abandonara de inmediato si alguien te
prequntara: “; Qué entiendes ti al afirmar que estos teoremas

son verdaderos ?”. Detengdmonos un rato en esta cuestion.”

Albert Einstein, Sobre la teoria de la relatividad especial y general.

v
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Capitulo 1

Introduccion

La cita que abre esta tesis es una de las mas acertadas que hay en la historia de la
ciencia. Y es que es una actitud muy humana el descartar de antemano alternativas
que chocan de frente con nuestra intuicién natural, o al menos con la forma de ver

las cosas que hemos aprendido a lo largo de nuestra vida.

La presente tesis tratara de llevar este ejemplo al mundo matematico, cinéndonos a
un campo particular del Calculo como es el de la resolucién de problemas con deri-
vadas parciales sobre recintos espacialmente acotados. Evidentemente, no vamos a
provocar ninguna revolucion en dicho entorno, pero pensamos que habremos logrado
nuestro objetivo si, al menos, la proxima vez que el lector se enfrente con uno de
dichos problemas, antes de decantarse por un método de resoluciéon y descartar el
resto, se para un momento a considerar una cuestién que a primera vista puede pa-
recer pueril: hasta qué punto la falta de informacién que nos proporciona un método
sobre los valores exactos que toma la solucion en cada punto nos obliga a ignorar-
lo aunque nos asegure al menos la existencia de la soluciéon. O escribiéndolo de otro

modo: por qué saber que una solucion existe es tan importante como saber calcularla.



Los ejemplos que trataremos giraran fundamentalmente en torno al conocido méto-
do de separacion de variables. Esta técnica, de la cual hay bibliografia abundante,
consiste en separar un problema constituido por una ecuacion en derivadas parcia-
les junto con unas condiciones iniciales y de contorno, en problemas compuestos de
ecuaciones diferenciales ordinarias independientes para cada variable. La resolucion
de dichos problemas en todas las variables y la superposicion de las soluciones obte-
nidas en forma de serie nos ofrece una serie candidata a solucion cuya validez hay que

comprobar a posteriori.

Este método suele tener bastante éxito cuando los problemas que se nos presentan
contienen ecuaciones diferenciales en derivadas parciales simples. Sin embargo, cuan-
do éstas se complican, las ecuaciones diferenciales ordinarias que se obtienen para
cada variable suelen ser extremadamente complicadas, en muchos casos irresolubles.
Ello es muy frecuente cuando dichas ecuaciones son de grado igual o superior a dos,
pues para éstas no existe ninguna expresion general que nos dé la solucion. Dada
la abundancia de tales ecuaciones, no es de extranar que el método goce de escasa

popularidad para el tratamiento de problemas complejos.

Sin embargo, y éste es el punto fundamental de nuestro desarrollo, demostraremos
que aunque no sepamos resolver las ecuaciones obtenidas para cada variable si po-
demos extraer de ellas la suficiente informacién para construir una serie soluciéon del
problema (constituida por las soluciones de momento desconocidas de cada proble-
ma) incalculable pero valida. Notese la diferencia entre ambos términos: sabemos
que la solucion construida es solucion, lo que no sabemos es como calcularla con total
exactitud. De hecho, en un primer momento no nos va a preocupar ni siquiera el

c6émo calcularla.



Por ello, el siguiente paso sera siempre aprovechar las propiedades que hayamos po-
dido deducir de la solucién exacta para aproximarla por medio de otros métodos
numéricos (la aproximacion de la solucion exacta por métodos numeéricos es lo que
otorga el calificativo de técnica mixta analitico-numérica al proceso total seguido).
A lo largo de esta tesis nos hemos decantado, en general, por métodos numéricos
multipaso, pero no tienen porqué ser los tinicos. De hecho, seria interesante examinar
el esfuerzo computacional que supone la aproximacion de la soluciéon por medio de

otras vias.

Todos los ejemplos expuestos hardn hincapié en el calculo y acotacion del error pro-
ducido al aproximar. Entendemos que los conceptos de aproximacién y error son
inseparables: de nada sirve saber que una funcién es una aproximacion de otra si no
conocemos el error maximo cometido al aproximar, pues nada nos permite asegurar
que cualquier otra funciéon que escojamos estara mas cerca de la solucion que nuestra

“aproximacion”.

Los problemas que estudiaremos estaran relacionados fundamentalmente con la ecua-
cion de ondas en sus diferentes versiones, pues ésta contiene ecuaciones de segundo
orden en todas las variables involucradas en el problema. Es en dichas ecuaciones
donde el método de separacién de variables, con el necesario desarrollo, se revela
como més eficaz, dada la ausencia de otros métodos exactos para resolverlas. No
obstante, también se analizara un problema con la ecuacién de difusion, para probar

la eficacia del método para otras ecuaciones.

Asimismo, todos los casos a analizar seran bidimensionales. Si bien este hecho puede
considerarse como una pérdida de generalidad respecto a problemas més interesantes,

pensamos que los resultados obtenidos son suficientemente comprensibles y sugerentes



para hacernos una idea de como extender el método a un niimero superior de variables.

El hilo argumental de esta tesis se basa en la exposiciéon de una serie de problemas
paulatinamente crecientes en dificultad. No obstante, tal sucesion de ejemplos sera
méas un medio para probar nuestros planteamientos que un fin en si misma: no trata-
mos Unicamente de mostrar variaciones mas o menos sofisticadas del mismo problema
(en cualquier caso, ahi estaréan sus soluciones), sino que pretendemos desarrollar un
habito para resolver las posibles complicaciones que nos pueden aparecer al extender

el método expuesto a otros ambitos.

De paso, proporcionaremos al lector suficientes herramientas para resolver cualquier

tipo de problemas donde aparezca una ecuacién como

2 [T(x)g—ﬂ - ﬁ% {p(t)%} C t>00<z<L (1.0.1)

Ejemplos de tales situaciones aparecen en muchos campos de la Fisica moderna: el
estudio de propagacion de ondas electromagnéticas en medios no homogéneos, como
ferritas o medios anisotropos [14], estudio de calentamiento de sustancias por me-
dio de microondas (|39, cap.3| y [23|), procesado electromagnético de materiales por
medio de altas densidades de potencia , procesos de secado de materiales finos higros-
copicos [41, cap.10], propagacion de ondas electromagnéticas sobre una fibra optica

(I36]), etc. Su utilidad, pues, resulta evidente.

En general, los métodos empleados para resolver ese tipo de problemas suelen ser por
defecto los numéricos basados en esquemas de diferencias o de elementos finitos (ver
|16] o [50]). Estos métodos poseen inconvenientes tanto a nivel matematico como
fisico. A nivel matemaético, la solucién numérica presenta un error dificil de controlar

en la mayor parte de los casos, ademas de tener un elevado coste computacional. A



nivel fisico, la aproximacion obtenida no es mas que un conjunto discreto de datos
del que no se puede extraer ninguna propiedad fisica: son valores véilidos para un
problema y entorno determinado, sin posibilidad de abstraer o generalizar pautas
de comportamientos que nos revelen algiin hecho fisico interesante. Las soluciones
exactas, por el contrario, al darse en formulas compactas, pueden interpretarse fisi-
camente y nos pueden servir de base para futuros modelos. Es por esto por lo que
el método de separacion de variables, como cualquier otro que nos proporcione una
formula explicita (en este caso una serie de funciones), nos parece tan interesante
frente a soluciones directamente obtenidas mediante métodos numéricos. Y es por

ello por lo que trataremos de justificar su uso.

Ademaés de esta introduccién y una conclusion, esta tesis constard de otros seis ca-
pitulos. El primero de ellos examinard un problema con la ecuacién de ondas con

variacion exclusivamente temporal en su forma més simple:
() Ugy = Uy

Este capitulo nos servira de introducciéon para comenzar a enfrentarnos a las dificulta-
des inherentes al método. En él se presentaran algunos resultados claves para el resto
del documento. El capitulo 3 complicara el problema anterior al anadir un término
de amortiguamiento. Como se verd, ello nos obligar4 a rehacer los célculos hechos en
el capitulo 2 siguiendo la misma filosofia, e introducird otros problemas a nivel de la
aproximacion:

U + a(t)uy = c(t) Uy

El capitulo 4 cerrara la serie de problemas caracterizados por la variaciéon de los
coeficientes exclusivamente temporal al anadir un nuevo y definitivo término a la
ecuacion. Como se verd aqui, las técnica seguida se complicard sobremanera y nos

obligara a un verdadero esfuerzo imaginativo para obtener resultados similares a los



del capitulo 3.

U + c(t)ur + b(t)u = a(t)tys.
En el capitulo 5 se analizard el primer caso de variacion espacial en los coeficientes
de la ecuacion. Concretamente, se probard un caso con variacion lineal en z. Ello
nos permitird salir de los desarrollos en serie de Fourier usados hasta ese momento
para analizar otra categoria de desarrollos en serie como los de Bessel-Dini. Por ello,
la obtencién de las cotas para expansiones en serie de determinados conjuntos de

funciones ortogonales empezara a cobrar importancia.

[Tus]e = [p(t)ure.
A partir del capitulo 6 se generalizara el problema al admitir variaciones en x de
cualquier tipo (con las minimas restricciones admisibles, que se determinaran). Ello
va a complicar notablemente la obtencion de soluciones, especialmente en lo que
atane al calculo de cotas de expansiones en serie de autofunciones, por lo que hemos
decidido dedicar a este tema dos capitulos. Asi, el capitulo 6 analizard un problema
mas simple, al tratar la ecuacion de difusion. En él se desarrollarén los resultados
bésicos para un estudio de ese tipo. Dichos resultados se aplicaran finalmente en el

capitulo 7, que analizara el problema generalizado de la ecuacion de ondas
b(t)uy = a(r)ugy.

problema con el que cerraremos la exposicion tedrica de esta tesis.

1.1 Algunas definiciones

A lo largo del presente documento emplearemos algunos conceptos y resultados en
repetidas ocasiones, por los que hemos consideramos conveniente mencionarlos pre-

viamente para facilitar la posterior lectura del texto.



Definiciéon 1. Si A es una matriz en R™™, su norma de Frobenius, denotada por
|Al|r, se define como

A4l = {fz}

i=1 j=1

Definiciéon 2. Si A es una matriz en R™*" su norma-2, denotada por ||A|l2, se
define como

A
1All, = sup 1A2l2
T

1
donde para cualquier vector y € C™, ||lylla = (yTy)2 no es mds que la comunmente

usada norma euclidea de y.

De |20, p.57], si A € R™*™, queda claro que ambas normas estan relacionadas por

1Al < [JAllp < VallAll, (1.1.1)

max |a;;| < [|All, < vmnmax |ag]. (1.1.2)
2y} 2y}

Teorema 1 (Leibniz). [17, teorema 8.11.2 p. 174]
Sean a,b,c,d € R, y sea

f: la,b]x]e,d] — Cr=4
(,t) = flz1)
una funcion tal que ¥ (z,t) € a,b]x]c,d| % eriste y es continua. FEntonces, la
funcion
g: le,d — Crxa
t —  g(t) :fabf(a:,t) dx

es diferenciable, y

b
0
g0 = [ 2wty

a



Capitulo 2

Existencia, unicidad y construccion
de problemas mixtos para la ecuaciéon
de ondas unidimensional con
coeficientes variables dependientes del
tiempo

2.1 Introducciéon

Este capitulo trata de ser un primer acercamiento a la resolucién de problemas con
ecuaciones diferenciales mediante técnicas analitico-numéricas. En él se plantea el

problema, en apariencia simple!

et (2,8) — c(t)uge(2,) =0, O<z<p, t>0, (2.1.1)
w(0,8) = u(p,t) =0, t>0, (2.1.2)
u(z,0) = f(z), 0<z<p, (2.1.3)
u(w,0) = g(z), 0<z<p, (2.1.4)

'El problema aqui expuesto se puede considerar como una version corregida y aumentada de [25]
y [26].



donde ¢(t) es una funcion real positiva definida en [0, +00[, que cumple

c(t) es 2 veces continuamente diferenciable y

(2.1.5)
| ()| + |¢"(t)| > 0 para todo t >0,

y f(z), g(x) son funciones con propiedades a determinar.

El problema anterior es un claro ejemplo de propagaciéon de ondas estacionarias en
medios cambiantes con el tiempo. De hecho, se puede asimilar al de una cavidad reso-
nante en el que en dos dimensiones (las transversales al objeto) se verifica la ecuacion
de Laplace, y en el que se inducen ciertos cambios en el dieléctrico contenido que
provocan variaciones de la constante dieléctrica con el tiempo, por ejemplo por ca-
lentamiento. El modelo es muy exacto cuando el dieléctrico tiene como mecanismo

fundamental de polarizacion el de polarizacion por orientacion (ver [3]).

La aparente sencillez del problema propuesto no debe conducir a engano al lector.
La variaciéon temporal mostrada invalida muchos métodos de anélisis tedricos como
Fourier, Laplace o, en general, todos los basados en transformaciones sobre la varia-
ble t. El método de separacion de variables, a priori, tampoco parece un candidato
claro, dado que la ecuacion obtenida para t es en principio irresoluble (asi como para
las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden hay féormulas generales que
nos permiten encontrar su soluciéon para cuaquier expresion del coeficiente, para las
de segundo orden la afirmacion anterior es falsa. En general, pocas ecuaciones de
segundo orden tienen solucién conocida. El método mas empleado para resolverlas,
el de Frobenius, presenta el inconveniente de que requiere que la funcion coeficiente
sea analitica, lo que invalida buena parte de las funciones posibles). Trataremos, no
obstante, de mostrar que atn sin conocer la soluciéon de la ecuacion para t, podemos
extraer ciertas propiedades de dicha solucion, a partir de la forma de la ecuaciéon, que

nos permitan aplicarlas donde convenga.
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Los resultados obtenidos aqui, seran ampliados en sucesivos capitulos, lo que confir-
mara la validez del método para problemas aparentemente muy complejos. Creemos
conveniente comenzar con un problema simplificado antes de tratar de saltar a si-
tuaciones de mayor dificultad para aumentar la claridad e inteligibilidad del presente
texto, de modo que el lector sea consciente en cada caso del grado de dificultad que

anade cada variacion de este problema inicial.

El capitulo esta organizado como sigue. El apartado 2 analiza la ecuacion diferencial

ordinaria
Y'+ Met)Y =0, 0<t<T (2.1.6)

donde A > 0. Se probard que dicha ecuacién posee un sistema fundamental de
soluciones {z(t), w(t)} que verifican z(0) =1, 2/(0) =0, w(0) =0, w'(0) =1,y que
estan uniformemente acotadas en [0,7] cuando A — oo. Este hecho nos permitira
garantizar la existencia de un sistema fundamental de soluciones {z,(t),w,(t)} de

la ecuacidon

T”+(%T)Zc(t)T:0, 0<t<T, n>1 (2.1.7)
que cumplen
2,(0) =1, 2(0)=0, w,(0)=0, w,(0)=1, (2.1.8)
con
|zn ()], |wn(t)] uniformemente acotadas en [0,T], para todo n>1.

El apartado 3 esta dedicado a probar la existencia de una soluciéon en serie del pro-

blema (2.1.1)-(2.1.4), de la forma

(@, t) = {anz(t) + bywa(t)} sen (%)

n>1
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En el apartado 4 trataremos la siguiente cuestion: Dado un error admisible € > 0
y un dominio compacto D(T) = {(z,t); 0 <z <p, 0 <t <T},con T >0,
c6mo construir una solucién numeérica continua del problema (2.1.1)-(2.1.4), de modo
que el error en la aproximacion esté uniformemente acotado superiormente por €
en D(T). La construccion sera de la siguiente manera. Primero la serie infinita sera
truncada de manera apropiada. Después, la soluciones teoricas z,(t) y wy,(t) del
problema (2.1.7)-(2.1.8), seran aproximadas en una malla de puntos 0 =1t, < t; <
coo < t,, =T, por medio de la formula de Stormer. Finalmente, usando funciones
B-spline lineales, se construira la solucién numérica continua buscada tomando como
referencia las aproximaciones sobre los puntos de la malla.

El tamano del paso h a usar en la formula de Stormer sera elegido de modo que el

error en la aproximacion esté uniformemente acotado por € en D(T).

Al final de este capitulo, el dltimo apartado demostrara la unicidad de la solucion

encontrada en el apartado 3.

2.2 La ecuacion diferencial Y + N?k(t)Y =0

El proposito de este apartado es la demostracion del siguiente resultado, fundamental
tanto en este capitulo como en el resto del presente documento.

Teorema 2. Sea A >0 y k(t) una funcion positiva 2 veces continuamente dife-
renciable, tal que

|K'(t)] + |K"(t)] > 0, para t>0 (2.2.1)
Sea K > 0 el real que cumple
K = max{k(t); 0<t<T}. (2.2.2)
Sea T >0,y {z(t),w(t)} el sistema fundamental de soluciones de
Y" + NXEt)Y =0, t>0, (2.2.3)
tal que
2(0)=1; Z/(0)=0; w(0)=0; w'(0)=1. (2.2.4)
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Entonces existe una constante M > 0, independiente de X, tal que

sl <M ] <M (AVED)
para todo t€[0,T]. (2.2.5)

|2/(t) < WEKM , |w'(t)] < M,/% ,
DEMOSTRACION. Distinguiremos 4 casos.

k(t) es creciente en [0,77].

Sea Y(t) una solucion de (2.2.3) en [0,77], y asociémosle la funcion

F(}/,t):[Y(t)]er%{Y;Et)] e, (2.2.6)

Tomando derivadas respecto a t y teniendo en cuenta que Y (¢) es una solucion de

(2.2.3), se tiene

FIY.1) = 2y ()Y'(1) + 2HY OY"(0) — (V0K (1)

N (k(D)?
oy (e — W) Y’(t);((t;?t); (V' (1)*K' (1)
P =~ {AY/;((?)] K(t)<0, telo,T]. (2.2.7)

De (2.2.7) se sigue que F(Y,-) es decreciente en [0,7] y

F(Y,1) < F(Y,0) = (Y(0)) + ﬁ {Y'A(O)] Ctefo,T]. (2.2.8)
Particularicemos para F(z,t) y F(w,t). Por (2.2.4) y (2.2.8), es evidente que
F(z,t) = (2(1))* + % [Z/)(\t>] < F(z,0)=1, tel0,1];
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Por tanto

B <1y jwb)| < (A\/k(0)>_1, te[0,7]; (2.2.9)

)] < AWk < MWK y [W'(t) \_1/ 1/ (2.2.10)

De (2.2.9) y (2.2.10) se concluye, tomando
M=1, (2.2.11)

la validez de (2.2.5).

k(t) es decreciente en [0,77].

Como antes, sea Y (t) una solucion de (2.2.3) en [0,7], y asociémosle la funcion

G(Y,t) = Nk@)(Y(t)*+ (Y'(t)*, tel0,T]. (2.2.12)
Dado que Y () es solucion de (2.2.3), se sigue que

G'(Y,t) = NE ) (Y () + 2 k()Y ()Y (t) + 2Y' ()Y (t)

= NE )Y () + 20 k()Y ()Y (t) — 202 ()Y (£)k(1)

G'(Y,t) = K@) (Y()* <0, tcl[0,T]. (2.2.13)
De (2.2.13), la funcion G(Y,-) es decreciente en [0,77],y
G(Y,t) < G(Y,0) = N2k(0)(Y(0))* + (Y'(0))*, te0,T]. (2.2.14)
Particularizando para G(z,) y G(w,-), de (2.2.4) y (2.2.14), se tiene que

G(z,t) < G(2,0) = XNE(0)(2(0))* + (£/(0))* = N?k(0), te 0,77, (2.2.15)

G(w,t) < G(w,0) = NE(0)(w(0)* + (w'(0))> =1, tel0,T]. (2.2.16)
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De (2.2.15), (2.2.16) y la definicion de G(z,-), G(w,-), se llega a

1/2
A%mmm%uwm;vwm(§%), tef0.1]

AEOw®)? <1;  |wt)] < (A\/k(t))_lg </\\/k(T))_1, telo,T],

De lo cual se concluye que

2()] < %%=MAMMsQWE®*=MQW%Df

2'(1)] < MWEIM < WEKM y [w'(t)] < /%M < /%M, (2.2.17)

tel0,T].
Existe una particion 0 <ty <t; <--- <T, tal que k(t) is creciente en
[0,20], [ti,t2], ..., [tor+1,torso] y decreciente en [to,t1], [ta,ts], ... [tow,tors1],

con T = t2k+1 ol = t2k+2.

Sea Y (t) una solucion de (2.2.3), y consideremos las funciones asociadas F(Y,-) y
G(Y,-), definidas por (2.2.6) y (2.2.12) respectivamente. Notese que ambas funciones

vienen relacionadas por la ecuacion
NEQF(Y,t)=G(Y,t), 0<t<T. (2.2.18)
Por (2.2.7) sabemos que

F(Y,-) es decreciente en [0,to], [t1.ta], ..., [tort1,tortal, (2.2.19)



y por (2.2.13),

G(Y,:) es decreciente en [to,t1], [ta,ts], ..., [tok, togs1].

De (2.2.18) y (2.2.19) se tiene

G(Y,t) < Nk(to)F(Y,0), 0<t<tg.
Con lo que, de (2.2.12), (2.2.18) y (2.2.20), se deduce

G(Y,t) <G(Y ty), to<t <ty G(Y,t1) < Nk(ty)F(y,0) ,

PVt = S < eI F(0).

De (2.2.18), (2.2.19) y (2.2.22) se tiene

F(Y,t) < F(Y,t;) < ZE?;F(Y, 0), t1<t<ty,
G(Y,ta) = Nk(t2) F (Y, t;) < WF(Y, 0) .

De (2.2.18), (2.2.20) y (2.2.23), se sigue ahora

GV, 1) <G(Y,ty), ta<t<tly,

N2k (to)k(t2)

G(Y, t3) < k()

F(Y,0),

G(Y,t3)  k(to)k(t2)
FOO) = Skt = kit 0

De manera analoga, se tiene

F(Z, t4) < k(tO)k(t2)

— k’(tl)k(tg)F(Y’ O) )

15

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)

(2.2.23)

(2.2.24)

(2.2.25)



16

Y en general,

k(tog) - k(ta)k(to)
- k(t2k+1) k?(tg)k(t1>

De (2.2.6) y (2.2.26), por tanto, podemos establecer

(tor) - - k(t2)k(to)
Yl < {k’(tgkﬂ) k(t3)k(t

F(Y,t) < F(Y, taps) < F(Y,0), toprr <t <topps . (2.2.26)

)]1/2 F(Y,0),

> b1 <t < lopyo

( tor) - k(ta)k(to) 17
YOl < vkl {t%m k(@k(m} F.0),

J

(2.2.27)
Respectivamente, para G(Y,t) podemos también asegurar
Nk (t k(1
G(Y,t) < G(Y, toy) < (t2r) - -k O)F(Y, 0), tor <t<topsr . (2.2.28)
k(tor—1) -+ k(ty)
y por (2.2.12), (2.2.20) y (2.2.28), tenemos
1/2
k(tor,)--k(to)
YOl < |miism] V)
(2.2.29)
< [ Rk 1V Ry g <<
>~ m ( ) )7 2k > U > U2k+1
1/2
e(tor)-k(to)
V(1) < |kt | /R(Y,0)
(2.2.30)

1/2
K
< AE(tors1) [ t;i)l ,:&1] F(Y,0), to <t <topyr-

Podemos aplicar ahora los resultados (2.2.27), (2.2.29) y (2.2.30) a z(t) y w(t). En
efecto, de (2.2.4) resulta evidente que

k(to) - - - k(tar)
(0] < |:k(t1) EE k(tQkil

1/2
)} ;o tag S U< topgo (2.2.31)

1/2
i me K0 g s, 02

2k+1 <t<tog42
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1 [ k(to) - - - k(tax)
A EO)k(ty) - - - k(torsa

1/2

lw(t)| < \/t max k() k(to) - - - k(tar)

1/2
;o o <t <1 . (2.2.34
2k+1St<tok 42 [k(())k;(tl) e /{;(t%ﬂ)} ok ST <ok . ( )

Ademas, por las hipotesis, k(tax) > k(tox+1), con lo cual

k(to) - K(tar) 172 Thto) -~ - k(tan_o)]2
{k(tl) e k(t2k+1)} > lk(tl) . k(t%—l)} (2.2.35)

k(to) - - - k(ta) 1/2 k(to) - - - k(tog_o) 1/2
[k(O)k(tl) cee k(t2k+1):| = [k(O)k(tl) .. k(t%_l)} . (2.2.36)

Asi, por (2.2.31), (2.2.33), (2.2.35) y (2.2.36) se concluye que

Ol < M Jwt)] < (AVE(0) M

0<t<too=T, (2.2.37)

Z0 < AWEM y |w'(t)] < %M,

donde

1/2
km»~k@w)] (2.2.38)

E(ty) - k(togsr

Con ello, el resultado queda establecido para el caso 3. Notese el ligero cambio de

|

situacion que aparece cuando 0 < tg < t; < ... < topy1 = T, donde k(t) es creciente
en [0, o], ... [tak—_1, tox], y decreciente en [to, t1], ... [tak, tar+1]. En ese caso, el resultado

sigue siendo cierto dado que la ecuacion (2.2.37) se verifica para 0 <t < topy =T.

Existe una particion 0 < sp < 57 < -+- < sopy1 = 1, tal que k(t) es

decreciente en [0, 0], [s1,82], ..., [Sok_1,S2k] y creciente en [so, s1], [S2,s3], ...

[SQka 32k+1] .

La demostracion de este caso es analoga a la del caso 3, considerando la particiéon ¢,
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=0<t; <+ <t2k+2:T,COH ti:Sifl,Z-Il,...,2k+2.

Estos cuatro casos cubren todas la posibilidades, pues el intervalo compacto [0, 7]
no puede tener una sucesion infinita {¢;}:°,, de modo que k(t) sea alternativamente
creciente y decreciente en intervalos consecutivos [t;,tiv1] v [tiz1,tiso], con 0 <
to <ty <---, lim;_ot; <T. De hecho, si asi lo fuera, existiria una sucesion {t;}°,

de puntos en [0,7] tal que
K(t) =0, i>0. (2.2.39)

Por el teorema de Rolle (k(t) es 2 veces continuamente diferenciable), existiria enton-

ces otra sucesion de puntos & €|t;, ;1| tal que
K'(&) =0, i>0, 6<&<ti. (2.2.40)

Dado que [0,7] es compacto, por el teorema de Bolzano-Weierstrass deben existir
subsucesiones {t,,}i>0 v {&,}i>o de las sucesiones {t;}3°, v {&}52,, respectiva-

mente, tales que

t"=limt, y t"=Ilim¢,, . (2.2.41)

1—00

Como k'(t) y k"(t) son continuas [0,7],de (2.2.41) se obtiene
k/(t*> — k”(t*) — 07

lo que contradice las hipotesis (2.2.1).

Si k(t) fuera analitica, el argumento se podria repetir hasta el infinito, es decir, existi-
ria un punto t* € [0,7] en el que todas las derivadas de k(¢) se anularian. Como una
funcion analitica se puede descomponer en serie de potencia alrededor de cualquier
punto, por ejemplo t*, resultaria que la funciéon deberia ser constante, situacion que
se puede englobar perfectamente dentro de los casos 1 6 2. Por tanto, una funciéon

analitica no necesita siquiera cumplir la condicion (2.2.1).

Con todo lo anterior, el resultado queda establecido. O
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Nota 1. Notese que de la prueba del teorema 2, la constante M que aparece en

(2.2.5), viene dada por M =1 si k(t) es creciente, por M = % si k(t) es decre-

ciente en [0,T], y por (2.2.38), si k(t) es creciente y decreciente alternativamente
en intervalos consecutivos [titiv1] y [tiv1,tive], donde 0 <tg <ty <--- <T, es
una particion de [0, T).

Ndtese que para cualquier real B > 1, la funcion k(t) = 0+ sen(t), es positiva y
verifica las hipdtesis del teorema 2 (si bien su periodicidad la hace propicia a otros
métodos de andlisis).

2.3 Solucién teodrica en serie

En este apartado aplicaremos el método de separaciéon de variables para obtener una
solucion exacta del problema (2.1.1)-(2.1.4).
Buscando soluciones de (2.1.1)-(2.1.3) de la forma

(e, t) = X (2)T(#), (2.3.1)

resulta evidente que X (z) y T'(t) deben cumplir:

X"+ MNX=0; X(0)=X(p)=0, 0<z<p, (2.3.2)

T4+ Nc(t)T =0, t>0. (2.3.3)

El problema de Sturm-Liouville (2.3.2) es relativamente simple, y posee unos autova-

lores y autofunciones

2
2\ = (%) , Xn(x) = sen (@> , n>1. (2.3.4)

p

Para dichos valores de A, la ecuacion (2.3.3) adquiere la forma
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2
T" + <T> ()T =0, t > 0. (2.3.5)
p

Bajo las hipotesis de que ¢(t) es una funcion positiva 2 veces continuamente diferen-
ciable que verifica la condicion (2.1.5), por el teorema 2, para cada entero positivo
n > 1, la ecuacion (2.3.5) admite un sistema fundamental de soluciones en [0, 77,

definido por

{za(t),wa(t)}, n > 1, (2.3.6)
2,(0) =1, 2/(0) =0, w,(0) =0, w,(0) =1, (2.3.7)
tal que
L <My |2L(1)] < %”M\/E, 0<t<T, (2.3.8)
e R GM0StET 239)

donde M viene dado por el teorema 2, aplicado a k(t) = ¢(t), y

C = max{c(t), 0 <t <T}. (2.3.10)

Por superposicion de las soluciones u,(x,t) de (2.3.1), dadas por
up(z,t) = X, (2)TL(t)

un(w,t) = sen (%) {anzn(t) + bpwn()}, 0<a<p, 0<t<T.  (2.3.11)
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se obtiene una serie candidata a solucién

un(,1) = 3 sen (@) {nza(t) + bywa(t)} = 3 unla,t). (2.3.12)

n>1 p n>1

Si imponemos las condiciones iniciales (2.1.3) y (2.1.4), podemos asumir por un mo-

mento que tomamos

P P
ay, = Z%/o f(z)sen <%) dr, b, = ]%/0 g(x)sen (npg) dx . (2.3.13)

Para garantizar que u(z,t) definida por (2.3.12)-(2.3.13), es 2 veces parcialmente
diferenciable respecto a ambas variables x y t, en [0,p], debemos asumir (como se

verd) las siguientes hipotesis:

f(z) es cuatro veces diferenciable y f*(z) es continua a trozos } (2.3.14)
en [0,p], con f(0) = f(p) = f"(0) = f"(p) = 0,

g(x) es tres veces diferenciable y ¢”'(z) es continua a trozos } (2.3.15)

en [0, p], con g(0) = g(p) = ¢"(0) = g"(p) = 0.

Entonces, por el teorema 4.4 de [7], la serie u(z,t) definida por (2.3.12), (2.3.13) es 2

veces parcialmente diferenciable respecto a z, y

() =S %T{anzn(t) + b, (t)} cos (’%x) ,

n>1

e, ) = =Y (%”)2 {@nzn(t) + bywn(t)} sen (”%w) . (2.3.16)

n>1

Por otro lado, las series obtenidas por derivacion parcial término a término de u(z,t)

respecto a t tienen la forma



22

> % > Aanz,(t) + byw), (1)} sen (?) (2.3.17)

n>1 n>1

aQun z,t y . -
Z 8—252 ) = Z?’LZl{anzn(t) + bnw ( )} Sen < » >
n>1

(2.3.18)

== T () e ana®) + a0} sem ().

Bajo las hipotesis (2.3.14)-(2.3.15), después de integrar por partes en la expresion de

los coeficientes a,, b, (ver teorema 2.6 de [19]), se sigue que

P,
’%’SE P =2 fo\f r)|de, n>1,
(2.3.19)
P
|b|< 5 2= fo\g x)|dr, n>1.
De (2.3.8)-(2.3.10) y (2.3.19) se obtiene
MrVCP, MP, | C
O] < VT ()] < 2 [ 0<t<T, n>1. (2.3.20
st < T 0] € S [ 0<EST s (2320)

De (2.3.20) se sigue que la serie (2.3.17) es uniformemente convergente en 0 < z < p,
0 <t <T,y por el teorema de derivacion de series de funciones, [8, p.385|, la serie
u(x,t) definida por (2.3.12)-(2.3.13), es 2 veces parcialmente diferenciable término a

término respecto a ¢, y

w(2,t) =Y {anz(t) + bty (1)} sen (?) .

n>1

De (2.3.8)-(2.3.9) y (2.3.19), se tiene
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(W/p)2P1M

——, 0<t<T, n>1, (2.3.21)
n

2
M b1
|(nw) bmmxw‘é-—lfﬁﬁ—i—- 0<t<T, n>1. (2.3.22)

Ve()
Por (2.3.21), (2.3.22) esta claro que la serie (2.3.18) converge uniformemente en

(x,t) € D(T), y por el teorema de derivacion de series de funciones, u(x,t) es 2

veces parcialmente diferenciable respecto a t, obteniéndose para (z,t) € D(T)

u(z,t) = = 2@1{@” 2"(t) + byw(t)} sen (%)
= T (= )mwaywwMMdmm(T)
Finalmente, de (2.3.16) y (2.3.23), para (z,t) € D(T) se tiene

(2.3.23)

; ug(, t) (t)um( ) =
S {00+ (2 el0)2a(0) b 6) + (=) elt)ua(1)) sen (222) = 0

y por (2.3.14)-(2.3.15) y el teorema 4.3 de [7],

u(z,0) = f(z), w(r,0)=g(x), 0<z<p.
Por tanto, podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 3. Sea c(t) una funcidn positiva 2 veces continuamente diferenciable en
0, +00[, que satisface la condicion (2.1.5), y sean f(x) y g(x) funciones en [0, p],
que cumplen las condiciones (2.8.14) y (2.8.15), respectivamente. Si a,, b,, vienen
definidos por (2.8.13), y {zn(t), wn(t)} es el sistema fundamental de soluciones de la
ecuacion (2.3.5), que verifica (2.3.7), entonces la funcion u(x,t) definida por (2.3.12)-
(2.8.13) es una solucion exacta del problema (2.1.1)-(2.1.5).

Nota 2. La solucion en serie u(z,t) proporcionada por el teorema 3, presenta dos
obstaculos desde un punto de vista computacional. Primero, la infinidad de la serie,
y sequndo, el hecho de que la expresion exacta del sistema fundamental de soluciones
{zn(t), wn(t)} de la ecuacion (2.8.5) que verifica (2.3.7), no nos es conocida. Estos
2 hechos motivan la bisqueda de soluciones numeéricas.
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2.4 Soluciones numeéricas continuas con precision pre-
fijada

En este apartado nos enfrentaremos a la siguiente cuestion: coémo construir una so-
lucion numérica continua u(x,t) del problema (2.1.1)-(2.1.5) en D(T) = {(z,t) / 0 <
x <p, 0<t<T}demodo que el error u(x,t) — a(x,t) respecto a la solucion exacta
u(z, t) proporcionada por el teorema 3, sea menor que un error admisible prefijado e,

uniformemente en (z,t) € D(T).

Nuestra estrategia seré la siguiente. En primer lugar, truncaremos la serie (infinita)

u(z,t) definida en (2.3.12)-(2.3.13), de modo que

3 Junle,t)] < % uniformemente en (z,t) € D(T). (2.4.1)
En segundo lugar construiremos soluciones numéricas continuas

Tl(ZL‘,t>, TQ(ZE,t), PN ,Tno_l(x,t),

que aproximen

uy(z,t), ug(z,t), ...  upy_1(x,t),

respectivamente, de manera que

no—1
| Z(Tn(a:,t) — up(x,t))] < %, uniformemente en (x,t) € D(T). (2.4.2)

n=1
Para tratar de facilitar la presentacion de los préoximos resultados, a continuacion
expondremos algunas cuestiones sobre resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales

de segundo orden del tipo
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Y' = f(t,Y), Y(0) =7, Y'(0)=1, 0<t<T, (2.4.3)

cuyas demostraciones pueden encontrarse en el capitulo 6 de [24]. Si consideramos la

formula de Stormer de 2 pasos

Yoso — 2Vt + Yy = B2 furr, n >0, (2.4.4)

donde

fn+1 = f(tn+1, Yn+1), tn+1 = (n -+ ].)h, h > 0, (245)

f(t,Y) satisface una condicion de Lipschitz con constante L, y Y, Y7 son valores

iniciales, que dependen de h,

Yo =no(h), Y1 =m(h), (2.4.6)

tales que

m(h) —mo(h) _

lim 70 (h) = 7y lim - =1, (2.4.7)
entonces el error de discretizacion
en=Y,—Y(t,), 0<t,<T, (2.4.8)

donde Y (t,) es la solucion tedrica exacta de (2.4.3) en t,,, y Y,, viene dado por (2.4.4),

satisface la desigualdad:

(tn + 1)

2
[en] < 8(tn +1)0 + =5 ==Y R eap((ta + h)°L), 0<t, <T, (2.4.9)
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siendo

Y =sup{|[Y#P(t)|, 0<t, <T}, (2.4.10)

En la formula (2.4.10), L (como hemos mencionado antes) es la constante de Lipschitz

de f, y 0 es un valor a determinar que cumpla

Voo — Y ()] < 0o, m=0,1. (2.4.11)

Suponemos que la aproximacion Y,, se calcula por medio de (2.4.4) sin tener en cuenta

los (obligados) errores de redondeo.

Pensando en la aplicacion de los resultados arriba expuestos a la resoluciéon numérica

de la ecuacion diferencial (2.3.5), ndtese que la solucion teodrica de (2.3.5) verifica

0 == (%) i
™t :_(%) )+ e(OT'(1)}; \i 1o
) =~ (%) {—c(t) (%)2c<t>T<t>+c"<t>T<t>+2c'<t>T’<t>}s e

T = — (%)2 [{c”(t) - (%f (2T () + 20 ()T (1)

Con el objetivo de asegurar que los valores iniciales Y y Y satisfacen las condiciones

(2.4.7) y (2.4.11), escojamos

Yo =Y (0), Y; =Y(0)+hrY"(0). (2.4.13)

De ese modo, teniendo en cuenta el teorema de Taylor, se cumple Y (h) = Y (0) +
RY'(0) + %Y”(zﬂh), con 0 < 1, < h. Por lo tanto, la constante § > 0 que aparece en

(2.4.11) puede escogerse como
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h
5:§nmﬂWW®LOSt§hh (2.4.14)

siendo Y'() la solucién tedrica del problema (2.4.3).

Una vez presentadas las herramientas a utilizar, pasemos a su aplicacion al problema
especifico.

Sea € > 0 un error admisible en el domimio D(T'). De (2.3.8)-(2.3.9), (2.3.10) y
(2.3.19), se sigue

PM

BMp 1
|an2n(t)| S 77 y |bnwn(t)| S 2 P

7T\/c(0)F7

Dado que }_, -, 1/n* = 71/90 (ver |8, p.479]) sea ng el primer entero positivo que tal

0<t<T, n>1. (2.4.15)

que

nog—1 4 -1

1 T €. pPs

—>_—— (=M1 P . 2.4.16
27w |2 <1+wc@> (2410

Entonces, de (2.3.12) y (2.4.16), se sigue que

(e 1) = 0, () + b (6 sen (222

<D s [anzn(t) + buw, (1) (2.4.17)

<M (P1 + W%) > ome 1 < 5, (x,t) € D(T).

Acabamos, pues, de encontrar el entero a partir del cual truncar la serie cometiendo
un error acotado por €/2. Ahora, sea n un entero con 1 < n < ng— 1, y consideremos

los problemas de valor inicial
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Y'(t) = — (%ﬁ) c®)Y(t), Y(0)=1, Y(0)=0, 0<t<T, (2.4.18)
y
Y'(t) = — (%)20(75)}/(75), Y(0)=0, Y(0)=1, 0<t<T, (2.4.19)

cuyas soluciones teoricas exactas son z,(t) wy,(t), respectivamente. Sea N un entero

y h > 0 tal que

Nh =T, (2.4.20)

sea {zmn}N_, la aproximacion de z,(t) en los puntos de la malla ¢ = ¢,, = mh,

construida por medio de la formula de Stormer

2
Zmt2m — 2%m n+zmn:—h2<"“> c(tms1)Zmetn, 0<m < N —2
P S (i)omirs 0<m .

y sea {wmn}_, la aproximacion de w,(t) en los puntos de la malla t = ¢,, = mh,

obtenida también usando la féormula de Stormer

2
Wintan = 2Wmiin + Wi g = —h? (%) c(bmi)Wmirn, O<m <N =2 (2.4.22)

Wo,n = 0, Wi = h.
De (2.3.8) y (2.4.14), la constante d; , asociada a los valores iniciales de (2.4.21), por
(2.4.11), toma la forma

b 2
O1n = 5 (H) MC, 1<n<ny—1, (2.4.23)
p
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y de (2.3.9), (2.4.11) y (2.4.14) la constante d2, asociada a los valores iniciales de
(2.4.22), viene dada por

h MC
5M:—(TQ 1<n<mng—1. (2.4.24)
2\p c(0)
Si definimos C; como
C; = max{|cD(t)], 0<t<T}, i=1,2, (2.4.25)

entonces, por (2.3.8)-(2.3.10), (2.4.12) y (2.4.25), las soluciones tedricas 2, (t) y w,(t),
de los problemas (2.4.18) y (2.4.19) respectivamente, verifican

0<t<T -

2 2
max |24 (1)] <M(T) <C’2+ (T) 02—1-201@\/5) , 1<n<ng—1,
p p D

(2.4.26)
y
maxo<icr [wh ()] <
2 2
M(c(0))~2 (%) ch + ("7”) C2> 2oy 20101/2} , (2.4.27)
1<n<nyg—1.
La constante de Lipschitz para los 2 problemas (2.4.18) y (2.4.19) es
nr\?
%:C(—),lgngm—L (2.4.28)
p

De (2.4.9) y (2.4.23)-(2.4.28) se deduce que el error de discretizacion para 0 < h < 1,
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e — = 2a(tm), €2 = Wpn — wa(ty), 0<m <N. (2.4.29)

m,n

satisface

bl <8 () e e ()
cfers () e ricvmg] o (e (5))

p

- 2 3 2
< AT+ )MC (=) h T ne ()

x 02+("—“)202+20101/2%_ exp (T+1)2C(m)2) ,

p

e | =hE,, 0<m<N, 1<n<ng—1, (2.4.30)

siendo

Ein=4(T+1)MC (T)Q LTy (@)z

p 24 p
(2.4.31)
nm\” nm nm\’
x |Cy + (—) C? + 2(1101/2—] exp ((T +1)*C (—) > .
p p p
De manera analoga se obtiene
e | = hEsy,, 0<m<N, 1<n<ny—1, (2.4.32)
siendo
2 2
B =4+ 1) (") T T a2 (1)
p c(0) 24 P
(2.4.33)

X

2
<02 42 (”—”) ) P Loc,c1?
P nmw

exp ((T +1)*C (%)2) .
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Notese que de (2.3.19), (2.4.29)-(2.4.33) se sigue que
|an[2n(tm) = 2mn]| + [bawn(tm) — Wil

< h(‘an|E1,n + |bn|E27n)

Si definimos ,, como

Vn = " + 3 =, (2.4.34)
entonces, para 1 <n < ng — 1, se tiene
_ — < . 4.
Ogrlnang |an[20(tm) = Zmal| + [bn[Wn(tm) = Winal| < hyn (2.4.35)
Notese también que para 0 < h <1, Nh =T,
AnZmm + 0pWmp, 1<n<ng—1, 0<m <N, (2.4.36)
es la aproximacion numeérica en los nodos t = t,, = mh, de la funcién
A zn(t) + bpw,(t), 1 <n<ng-—1. (2.4.37)

Construyamos ahora la funcion B-spline lineal S, () que interpola los valores a,,z,(t)+

byw,(t), 0 < m < N, definida por (ver capitulo 6 de [22]),

Su(t) = %{(tmﬁ-l — t)(anzn(tm) + bnwn(tm)) + (t = tm)(@nzn(tmr1) + bnwn(tmi1))

b <t <tmir, 0<m<N-—1.
(2.4.38)
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Si consideramos el B-spline lineal T},(¢) que interpola las aproximaciones numéricas

pZmn + bW, 0 <m < N,y que viene definido por

1
Tn(t) = E{(tm-ﬁ-l - t)(a'nzm,n + bnwm,n) + (t - tm)(anzm-‘rl,n + bnwm—i—l,n)}a

b < <tpi1, 0<m<N—1,

(2.4.39)
por [22, p.257], para 1 <n <ng—1y 0 <t <T, se sigue que
C (nrh\’
_ < 222
|z (1) + bpw, () — Sy (t)] < 3 ( ; ) Orgtangmnzn(t) + bw, (1), (2.4.40)

y de las propiedades de los B-splines, [22, p.247|, y (2.4.35), resulta

Orgtaé}% |Sn<t) Tn(t)| = OIgtaS}%" |an [Zn(tm) Zm,n] bn [wn(tm) wm,n” = h’)/n
(2.4.41)

Aplicando (2.3.8), (2.3.9), (2.3.19) y (2.4.40), para 1 <n <ny—1y 0 <t <T, se

tiene

2
|z (t) + buwn () — Su(t)] < cm mp + PV ) (2.4.42)
8n 7/ ¢(0)
Con lo cual, de (2.4.40)-(2.4.42),si 0 < h <1y 0 <t <T, se llega a
|@n2n(t) + bpwn(t) — To(2)|
S |anzn(t) + bnwn(t) - Sn(t)| + |Sn(t) - Tn(t)| (2443)

2
Sh[fynJrMTC(nlp) (P1+ pPZ‘(O))l, 0<t<T, 1<n<no—1.
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Asi pues, tomando 0 < h < 1 tal que

€

h < . , (2.4.44)
2 [ 4 (5) 1 2

entonces de (2.4.43)-(2.4.44), para (z,t) € D(T), se deduce

no—1

Z{anzn )+ bywa(t)} sen (mm) Z T.(t) sen (nm;)

p

Finalmente, de (2.4.17) y (2.4.45) se concluye

no—1
a(zx,t,np) Z T,.(t) sen <n7rx> , (2.4.46)

p

donde T,,(t) es la funcion B-spline lineal definida por (2.4.39), es una aproximacion de
la solucién en serie u(z,t) del problema (2.1.1)-(2.1.5), proporcionada por el teorema

3, tal que el error u(z,t) — u(x,t, ng) esta uniformemente acotado superiormente por

een D(T).

Resumiendo todo lo anterior, bajo las hipotesis y notacion del teorema 3, el siguiente
algoritmo permite la construccion de una soluciéon numérica continua cuyo error res-
pecto a la solucion exacta u(z,t) definida por (2.3.12)-(2.3.13), esta uniformemente

acotado por € en D(T).

PASO 1 TRUNCAMIENTO DE LA SERIE.

1. Sea M definida por el teorema 2, con A = %%y c(t) = k(t). Calcular las
constantes P, y P» por medio de (2.3.19), y C' por medio de (2.3.10).

2. Elegir el primer entero positivo ny que verifique (2.4.16).

PASO 2 CONSTRUCCION DE SOLUCIONES NUMERICAS CONTINUAS.
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1. Calcular la constante Cy definida por (2.4.25), y para 1 < n < ng— 1
calcular L,, por medio de (2.4.28), 1, con (2.4.23) y s, con (2.4.24).

2. Calcular E;,, por (2.4.31), Es, por (2.4.33) y v, por (2.4.34), para 1 <
n <ng—1.

3. Seleccionar 0 < h < 1 que verifique (2.4.44) con % entero.

4. TomarN:%ytm:mhparaOSmSN.

5. Fijar 20, =1, 21, = 1, wo, =0, w1, = hparal <n <ny— 1.

6. Construir las sucesiones {zy, o} _o v {wmn}_o parar 1 < n < ng — 1,
usando para ello la formulas de Stormer (2.4.21) y (2.4.22).

7. Calcular los valores a,, b,, para 1 < n < ng— 1, via (2.3.13) y aplicarlos

para calcular a, 2y, n + bW pn, 0 <m < N.
8. Construir el B-spline T,,(t) definido por (2.4.39) para0 <t <Ty1<n <
ng — 1.

9. La funcion a(x,t,ng) definida por (2.4.46) es la aproximacion numérica

buscada.

2.5 Unicidad de la solucion

En los apartados anteriores hemos probado la existencia de la solucién del problema
(2.1.1)-(2.1.5) y la hemos aproximado. Sin embargo, sin una garantia de unicidad,
soluciones numeéricas distintas podrian aproximar soluciones también diferentes del
problema, y por tanto el interés del método numérico propuesto seria muy limitado.
Esto evidentemente motiva el estudio de la unicidad de la solucion del problema plan-

teado.

Comenzaremos con un lema que jugara un papel crucial en el estudio de la unicidad.

Lema 1. Sea T(z,t) una solucion del problema (2.1.1)-(2.1.5) con f =g =0, y
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supongamos que.

T(x,tg) = Ti(x,t9) =0, 0<x<p,ty>0, (2.5.1)

c(t) tiene signo constante en |tg,t1]. (2.5.2)

Entonces T(x,t) =0 para (x,t) € [0,p] X [to, t1].
DEMOSTRACION. Distinguiremos tres casos.

CASO 1:|d(t) <0 para t €]ty t1].

Sea T'(z,t) una soluciéon del problema (2.1.1)-(2.1.5) con f = g = 0, satisfaciendo
(2.5.1) y (2.5.2), y sea E(t) definida por

B(t) = % /0 T2 ) + T2, 1) de,  to <1< . (2.5.3)

Tomando derivadas en (2.5.3), de la regla de Leibniz, las hipotesis e integrando por

partes, se tiene

4 P 4
E'(t) = 3 / d()T? dx + c(t) / T, Ty d + / T, Ty dx =
0 0 0

P p P
/ (T2 dx + c() [T, Ty)h — c(t) / T\ T, dx + / T, Ty dx =
0 0 0

— % /Op d(t)T2 dx + c(t)[Ty(p,t)Ty(p, t) — T,(0,)T4(0,1)].

Por tanto

E(t) = % /0 BT dr <0, tE ol (2.5.4)

dado que T,(z,ty) =0y (t) < 0en Jty,t;]. Notese que por (2.5.1) se tiene E(ty) =0
y por definicion E(t) > 0. De (2.5.4) se concluye E(t) = 0 para t € [to,t;[. Por
continuidad de T2(-,t) y T2(-,t), y por (2.5.3), resulta
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To(x,t) =Ty(z,t) =0 para 0 <z <p, tg <t <t. (2.5.5)

De (2.5.1) y (2.5.5) se tiene T'(x,t) = T(x,ty) = 0 para (z,t) € [0,p] X [to, t1].

CASO 2:|d(t) > 0 para ]to, t1].

Dado T'(x,t), definamos H(t) como

1

H(t) = §/Op [Ti(x,twm

c(t)

De las hipotesis, la regla de Leibniz y el método de integracion por partes, la derivada

de H(t) puede escribirse de la forma

H'(t) = /Op(Tszt) dz + Tlt) /Op(TtTtt) dz — %2) /Op T2 da =

- [ nyde+ [ (@) de — S0 [Tz
- xLt|o 0 xxlt X 0 xxlt X 202(t) 0 t Z.

/ c(t)
=520

P
/ T?dr <0, to<t<ty, (2.5.7)
0

pues Ti(z,ty) = 0y (t) > 0 para top < t < t;. De (2.5.1) y (2.5.6) se sigue que
H(ty) = 0y H(t) > 0 para tg < t < t;. Ya que por (2.5.7) la funcion H(t) es
decreciente en [to, t1], se tiene H(t) = H(ty) = 0 para to <t < t;.

Por continuidad de T2(-,t) y TZ(-,t) y por (2.5.6) se concluye que T, (x,t) = T(z,t) =
0 para 0 < x < p, tog <t < t;. Por tanto T(x,t) = 0 para (z,t) € [0,p] X [to, t1].

¢(t) = 0 para Jto, |

En este caso ¢(t) es una funcion constante en [tg, t1]. Dada T'(x,t), consideremos la

funcion E(t) definida en (2.5.3) con ¢(t) = ¢ >0
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B(t) = % /0 T2, ) + T2, D) dz,  to <1 < b, (2.5.8)

Dado que T'(z,t) es solucion de (2.1.1)-(2.1.5) con f = g = 0, usando el argumento
del caso 1, es facil probar que E'(t) = 0 para to <t < t;. Como E(tg) = 0, se tiene
E(t) = E(tg) = 0,ty <t < ;. Por continuidad de T2(-,t) y T?(-,t) y por (2.5.8) se
sigue que T, (z,t) = Ti(x,t) = 0 para (z,t) € [0,p] X [to,t1]. Por tanto T'(x,t) =0

para (z,t) € [0,p] x [to, 1], como queriamos demostrar.

Nota 3. Como se demostrd en el teorema 2, el signo de c'(t) sdlo puede cambiar un
nimero finito de veces en un intervalo compacto [0,T].

Teniendo en cuenta esta resultado, podemos establecer el siguiente teorema:

Teorema 4. Bajo las hipdtesis (2.1.5), (2.3.14) y (2.3.15), el problema (2.1.1)-
(2.1.4) admite una sola solucion.

DEMOSTRACION. Basta con probar la unicidad en cualquier dominio acotado D =
[0,p] x [0, T], donde T es cualquier namero positivo que fijamos. Asimismo, por la
linealidad del problema (2.1.1)-(2.1.4), es suficiente con probar que la tinica solucion
del problema (2.1.1)-(2.1.4) con f = g = 0, es la solucién trivial T'(x,t) = 0 para
(x,t) € [0,p] x [0,T]. Si el signo de ¢/(t) no cambia en [0,T], entonces el resultado
queda establecido directamente con el lema 1. Si no, supongamos que existe una
particion 0 =ty < t; < --- <ty = T tal que ¢(t) tiene signo constante en |t;, t; 41|
para 0 <i < N — 1. Aplicando el lema 1 al intervalo [0, ¢1], se sigue que T'(z,t) =0
para (z,t) € [0,p] x [0,%1].

Aplicando el lema 1 inductivamente, se obtiene T(x,t) = 0y Ty(z,t) = 0 para
(x,t) € [0,p] X [t1,te] y finalmente T'(x,t) = 0 para todo (x,t) € [0,p] x [0,T].

Con ello queda establecido el resultado.



Capitulo 3

Soluciones analitico-numéricas de
problemas mixtos para la ecuacion de
ondas amortiguada con coeficientes
dependientes del tiempo

3.1 Introducciéon

En este capitulo ampliaremos el problema presentado en el capitulo anterior para con-
siderar problemas de propagacién de ondas amortiguadas en medios de propiedades
cambiantes con el tiempo, de los que el caso del capitulo 2 se puede ver como una

particularizacion. El problema a tratar aqui sera del tipo,'

g + a(t)uy = c(t)uge, 0<x<d, t>0, (3.1.1)
u(0,t) =0, t>0, (3.1.2)

u(p,t) =0, t>0, (3.1.3)

u(z,0) = f(z), 0<z<d, (3.1.4)

'Este capitulo es una version corregida y ampliada de [27].

38
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w(z,0) = g(z), 0<z<d, (3.1.5)

donde a(t), ¢(t), f(x)y g(x) son funciones reales con propiedades a determinar.

La ecuaciéon anterior es bastante més comin que la presentada en el segundo capitulo,
puesto que, en general, al combinar las ecuaciones de la Fisica que dan lugar a un
problema como (3.1.1)-(3.1.5), por ser generalmente dichas ecuaciones de orden infe-
rior, serfa logico encontrar el coeficiente variable dentro de alguna derivada parcial,
lo que evidentemente nos daria més términos (los que hay en (3.1.1) que no hay en
(2.1.1)). Se puede encontrar, por ejemplo, en propagacion de ondas electromagnéticas
en medios con pérdidas de propiedades cambiantes con el tiempo, por ejemplo porque

nosotros estemos influyendo en el material calentandolo, etc.

Las técnicas estandar para resolver el problema, como se cit6 en la introduccién, se
basan en métodos de diferencias finitas o de elementos finitos [16], [49], [50]. No obs-
tante, siguiendo la filosofia de esta tesis, sabemos que soluciones analitico-numéricas
expresadas en términos de los datos de partida nos son mas interesantes que las solu-
ciones discretas dado que permiten una mejor interpolaciéon del problema, asi como
la extraccion de propiedades de la solucion (estabilidad, acotacion) para las que los

métodos discretos resultan ineficaces.

Es bien sabido que el método de separacion de variables es muy eficiente para cons-
truir soluciones en serie de problemas en derivadas parciales mixtas en los que las
ecuaciones diferenciales obtenidas son auténomas. Pero también es normal que en el
caso en que alguna ecuacion tenga algun factor dependiente del tiempo, la separacion
de variables sea descartada debido a la falta de conocimiento sobre la acotacion de
las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias asociadas al problema. Sin

embargo, como se vio en el capitulo anterior (y en general a lo largo de esta tesis)
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para la ecuacion de ondas no amortiguada, aunque la solucion exacta de tales ecua-
ciones diferenciales ordinarias no sea conocida, la acotacion de las soluciones y sus
derivadas puede usarse para construir una solucién exacta en serie del problema, lo
que probaremos. Las expresiones obtenidas aqui serdn bastante mas generales que
las encontradas en el capitulo 2, y podran aplicarse en otros problemas (como el que
aparece en el capitulo 5). Y es que la en apariencia sencilla anadidura de un término
més invalida los resultados obtenidos en el apartado anterior y nos obliga a un es-

fuerzo mayor de analisis (y también de imaginacion).

A pesar de la mayor generalidad del problema (3.1.1)-(3.1.5) frente al del capitulo
anterior (de hecho (2.1.1)-(2.1.4) no es mas que (3.1.1)-(3.1.5) con a(t) = 0), cree-
mos conveniente estudiar ambos casos por separado. En primer lugar, porque resulta
mucho mas intuitivo acercarnos a una situacién més compleja partiendo de una més
simple. Y en segundo lugar porque, como se verd, y cinéndonos al caso en cuestion,
el método utilizado para la aproximacion de los términos del desarrollo en serie ob-
tenido como solucién exacta difiere en ambos casos. Mientras que el empleado en el
caso anterior trata de explotar al maximo la ausencia de un término con derivada de
primer orden en la ecuacion (es un método de Stormer de segundo orden), aqui eso
no es posible, por lo que habra que encontrar algin medio que permita ampliar el
tipo de términos admisible como se necesite. Ello, aunque no se cite ni demuestre
explicitamente, redundara (como era de esperar, por otro lado), en una mayor difi-
cultad computacional. Y es que aunque aqui se proponga un método determinado,
no podemos sino tratar de recomendar al lector que use en cada caso el que més
convenga a la naturaleza de las ecuaciones obtenidas. Este capitulo (esta tesis, en
general), pretende dar formas de resolucion, pero mas atin un mecanismo o o filosofia
de trabajo. Todo lo que sea aprovechar las caracteristicas concretas del problema en
cuestion deberia por lo menos tenerse en cuenta antes de emprender caminos maés

generales, y en general econémicamente (en computacion) mas costosos.
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El capitulo esté organizado como sigue. El apartado 2 analiza la acotacion del sistema

fundamental de soluciones de la ecuaciéon diferencial paramétrica

(p(t)y") + Nq(t)y =0,

donde A > 0, y p(t), q(t) son funciones estrictamente positivas y 2 veces continua-

mente diferenciables. En el apartado 3 se presta una atenciéon particular a la ecuacion
y' +a(t)y + Ne(t)y = 0,

debido a su interés para la resolucion del problema (3.1.1)-(3.1.5) mediante el método
de separacion de variables. En el apartado 4 se construird una solucién exacta en
serie del problema (3.1.1)-(3.1.5). La unicidad de la solucion hallada sera tratada
en la seccion 5. Finalmente, en el apartado 6 enfocaremos la siguiente cuestion. Si
T>0,D(T)=[0,d] x[0,T] y € >0, como construir una solucién numérica continua
cuyo error respecto a la solucion exacta en serie sea inferior a ¢, uniformemente en el
interior de D(T'). Para ello, primero la solucién exacta sera truncada para obtener
una suma finita. Después, cada uno de los términos de la suma finita sera aproximada
por medio de métodos multipaso matriciales y funciones B-spline también matriciales,
de modo que el error global esté superiormente acotado por € en D(7T'). El tamafo
del paso para la discretizacion y el nimero de términos de la serie truncada seran

ambos determinados en funcién de los datos.

3.2 La ecuacioén diferencial (p(t)y’)" + Nq(t)y =0

Este apartado esta dedicado a demostrar el siguiente resultado:

Teorema 5. Sea A\ > 0 y sean p(t),q(t) 2 funciones positivas 2 veces continuamente
diferenciables tales que

(- @) +(p-q)" )| >0 para0<t<T, T>0. (3.2.1)
Sea {z(t), w(t)} el sistema fundamental de soluciones de

(p(t)y) + Xty =0 t >0, (3.2.2)
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tal que
2(0)=1; 2/(0)=0; w(0)=0; w(0)=1. (3.2.3)
y definamos
Q_ max @
5= {p(t)’ OStST} . (3.2.4)

Entonces existe una constante M > 0, independiente de X, tal que

() <M | |()|<M( ))\1, 0<t<T. (3.2.5)

N
[SIE

\Zl(tﬂﬁ)\(%)%M y |w()|<M<p_>

o) (%), 0<t<T (3.2.6)

DEMOSTRACION. Distinguiremos 4 casos.
CASO 1.|p(t)q(t) is creciente en [0, 7.

Sea y(t) una solucion de (3.2.2) en [0, 7], e introduzcamos la funcion

B 2 Py @)
Fly.t) = O + 5 0StsT, (3.2.7)

Tomando derivadas en (3.2.7) con respecto a t y usando el hecho de que y(t) es una
solucion de (3.2.2), se tiene que

2(p(t)y' (1) ()Y’ () p(t)a(t) — [p()y' )] [p(t)a(t))
A2 (p(t)

F'y,t) = 2y(t)y'(t) +

Pt =~ |10 G0y <o, 0<e<T, 3.2
pues (p(t)q(t)) >0, 0 <t < T. Por tanto F(y,-) es decreciente en [0,T] y
F(y,t) < F(y,0), 0<t<T. (3.2.9)

Si consideramos la desigualdad (3.2.9) para y = z y y = w, se obtiene

2 | )2 @]
[2(1)] +m_1, 0<t<T,
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p®w'®F _ p(0)

w(t)]? + < , 0<t<T.
wOF @) < Ng(0)
Por consiguiente
1
~1 [p(0) | 2
=) <1, () <A 23]
0<t<T. (3.2.10)

ZOI <A@ My )] < 2] (§) M,

CASO 2.|p(t)q(t) is decreciente en [0, T].

Sea y(t) una solucion de (3.2.2) en [0, 7], y definamos

Gy, ) = Np(D)a(t) O + POy O, 0<t<T. (3.2.11)
De nuevo, tomando derivadas en (3.2.11) respecto a t y usando (3.2.2) se obtiene
C(y,) = C(®) (pt)a(t)) <0, 0<t<T, (3:2.12)

dado que (p(t)q(t))’ <0, en 0 <t < T, por hipotesis.
De (3.2.12) se sigue que

G(y,t) < G(y,0), 0<t<T. (3.2.13)

Por tanto
p(0)g(0)]2 _ [ p(0)g(0) 17
‘“mslmwmﬂ S[mwwﬂ] =it
Ll a0 1 o)
O S X et = Mpmao 0SS
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o lo que es lo mismo

lw'(t)] < p(0) < {p(o)q(mr [Q(t)r {p(())r <M [QF [@F, 0<t<T.

CASO 3.| Existe una particion 0 < ty < t; < --- <ty =T del intervalo
[0, 7] tal que:

p(t)q(t) es creciente en [0, 0], [t1,t2],. .., [tar+1, tart2],

p(t)q(t) es decreciente en [tg, 1], [ta, ts], . .., [tar, tax+1]s

con ty = togy1 0 by = tagyo.
Si y(t) es una solucion de (3.2.2) y F(y, ), G(y, -) son las funciones definidas en (3.2.7)

y (3.2.11) respectivamente, del estudio de los casos 1y 2 se sigue que

F(y,-) es decreciente en [0, tg], [t1,22], ..., [tex+1, tar+2], (3.2.14)
G(y, ) es decreciente en [to, t1], [ta, t3], . . ., [tar, tarc 1], (3.2.15)

y
Np(t)a(t)F(y,t) = Gy, t), 0<t<T. (3.2.16)

A partir de las expresiones (3.2.14)-(3.2.16) se tiene:

F(yat) SF(yvO)a OStStoa

G(y.to) = Np(to)q(to)F(y.to) < Np(to)q(te)F(y,0).



G(y.t) < G(y,to) < Np(to)q(to)F(y,0), to <t <t

p(to)a(to)

Flo.t) = A?p(t ) (t1) = p(tl)Q(h)F(y’O)'
Fy,t) < F(y, t1) < %F(yﬁ), t <t <ty

2 2P(t2)q(t2)p(to)g(to)
G(y,t2) = N p(ta)q(te) F(y,t2) < A el F(y,0).

Aplicando induccion se llega a

f < )\zp(to)Q(fo)P(tZ‘)(J(b) -+ pltar )q(tar)
p(t1)q(ty) - - p(tax—1)q(tor—1)

G(y,

p(to)q(to)p(ta)q(ts) - - - p(tox)q(tax)

F(y,t) < p(tl)(J(tl) .- -p(t2K+1)C](t2K+1)

Por tanto,

*p(t)q )( ())[( (t>)]2< +)[(( % '(t)]z )
9P(to)q(to)p(l2)q p(lak )q(tok
= A p(t)q(ts) - p(tor—1)q(tax—1) F(y,0)

tog <t <tari1,

y dado que p(t)q(t) es decreciente en [tox, tax 1], de (3.2.18) se obtiene

< { p(to)q(to) - - - ptar)q(tar)
~ p(t)g(ty) - - p(tax—1)q(tar—1)p(t)q(t)

K\J\»—\

ly (1)

F(Fw 0k,

plto)qlto) - pltor)a(tar) ]* 2
vl < |:p(t1)Q(t1) ° 'p(t2K+1)Q(t2K+1):| (Fly, 0)) baw S TS torce,

A [ plto)alto) - pltarc)altar) r ,
p(

t)q(tr) - p(tax—1)q(tax—1)

F(y,0), togs1 <t <togto.
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F(y,0), tox <t <togi1,

(3.2.17)

(3.2.18)
(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

(3.2.22)
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N|=

, a(t)\? plto)alts) -+ pltar)atar) :
o< (53) s | v

(t1) - pltax—1)q(tax—1)p(t)q(t)

(F(y,0))7, tax <t < togin.
(3.2.23)

t1)q(t) - - p(tar+1)q(tar 1)

Si torr1 <t < togya, de (3.2.17) se sigue que

5 )y (1)]? p(to)q(to) - - - p(tar )q(tar)
WOF T+ ep a0 = pt)alt) - pllares)alanss)

y por tanto, se puede escribir

y,0),

, tor <t <togio, (3.2.24)

p(to)a(to) - - plta)altare) 12 1
(o)l < [P(tl)CI(h) i 'p(t2K+1)Q(t2K+1)] £ (y,0)]

W/(8)] < A {Qr [p(P(to)Q(to)'"p(tﬂ()Q(tzK)

1
F(y,0)]2, tags1 <t < tagcpo.
P tl)q(tl)"'p(t2K+1)Q(t2K+1)1 [F(y, 001, tarcsn 2K +2

(3.2.25)
Por (3.2.20)-(3.2.25) y dado que p(t)q(t) es decreciente en [tax,tar1], se tiene que

p(tar)q(tex) > p(taxi1)q(taxs1), y para T = tog 11, 0 T = tog 4o, se concluye

p(to)q(to) - - - pltar)q(tar)
p(t)q(ty) - - p(tak+1)q(tax+1)

SIS

ly(t)| < { r [F(y,0)]2, 0<t<T, (3.2.26)

y

, QT2 [ plto)alte) -~ pltar)altar) 12 ,
WOl <A [ B] [ s | PG 0k, o< T 20)

Aplicando (3.2.26) a y = z, por ser F(z,0) = 1, se llega a

p(to)q(to) - - - pltar)q(tar)
p(t)q(ty) - - p(tak+1)q(tak 1)

12(t)| < [ r =M, 0<t<T; (3.2.28)

2(8)] < A <%> "M, oo<t<T (3.2.29)
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Aplicando ahora (3.2.26) a y = w y tomando M definido en (3.2.28), se sigue que

F(w,0) = —;;g%) y

/()] < [%] (Q>;M, 0<t<T.

CASO /.| Existe una particion 0 < tog < t; < --- <ty =T de [0, T] tal que:

p(t)q(t) es decreciente en [0, 0], [t1,t2],. .., [tar+1, tarc+2],

p(t)q(t) es creciente en [to, 1], [ta, L3, . . ., [tex, Lo +1]-

(3.2.30)

(3.2.31)

En el dominio [tg, T] la prueba de este caso es idéntica a la del caso 3 después de un

cambio en la numeracion de los indices. En [0, o] la discusion sigue del caso 2. Asi

para cualquier solucion y de la ecuacion (3.2.2) se tiene:

o P(t1)q(ty) -+ pltax 1) q(tar 1)
G(y,t) < A (B2 a(t2) - pltar)a(tar) F(y,to), taxs1 <t <togia.

p(t1)q(ty) - - p(tax—1)q(tax—1)
p(ta)q(ta) - - - p(tar ) q(tar)

Del analisis efectuado en el caso 2 para [0,tg] se sigue

B G(y, to) G(y,0)
P10 = Soptioatta) = Wplto)alto)

con lo que de (3.2.32)-(3.2.34) se deduce

F(y,t) < F(y,to), tox <t <tori1.

p(t1)q(ty) - - p(tax+1)q(tok+1)

G0 = oo p()at) - plia)altor)

p(t1)q(t1) - - p(tag—1)q(tar—1)
FO-t) < Sttt (@)alta) - pltar)altar)

G(y,0), tox+1 <t <torio.

G(y,0), tox <t <tori1.

(3.2.32)

(3.2.33)

(3.2.34)

(3.2.35)

(3.2.36)
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Teniendo en cuenta las definiciones de F'(y,-) v G(y,-), las desigualdades (3.2.35)-

(3.2.36) pueden reescribirse de la forma

Np()a(®)[y(®)]* + (p()y (1) <

p(t1)q(t)p(ts)q(ts) - - - p(tars1)q(tar+1)
= T plto)a(te)p(t2)a(ta) - pltarc)a(tarc) G(y,0), (3.2.37)

to+1 <t < tago,

p(t1)q(t1)p(ts)q(ts) - - - p(ta—1)q(tax—1)
= Np(to)q(to)p(ta)q(ts) - - - p(tax )q(tax ) G(y,0), (3.2.38)

tog <t < tog41.

De (3.2.37), dado que p(t)q(t) decrece en [tax i1, tax 2], resulta evidente que

2

1| _p(t)a(t)p(ts)q(ts) - - p(tar1)q(tar 1)
)] < § | e e 600,0)

1 { p(t)at)p(ts)a(ts) - pltaxcn)altacn) Oﬂ
A | p(to)a(to)p(ta)q(ts) - - - p(tar )q(tox )p(tar+2)q(tarc+2) ’

toky1 <t < tloxyo,
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o [a® ]2 [ plt)att)plts)alts) - pltaxcsn)altasr) :
ly0l< [pm] [p<to>q<to>p<t2>q<t2> et )pDaH >]

]5 [ p(t1)q(t)p(ts)q(ts) - - - ptar +1)q(tarc 1) el 0>}
p(to)q(to)p(ta)q(ts) - - - p(tar )q(tax )D(tax+2)q(tarc 12)

to+1 <t < takio,

lo que se puede escribir también como

ly(t)] <
1 [ p(t)q(t)p(ts)q(ts) - - - p(tar—1)q(tar—1) : (3.2.39)
A{ p(to)a(to)p(t2)a(2) - pltar)a(farc) G@’O)] b s s be
y
()] < |
Q : p(t1)q(t)p(ts)q(ts) - - - p(tax—1)q(tar—1) 2
[P] [ p(to)q(to)p(t2)q(ta) - - - pltar Jq(tax) G(y,O)} L tag—1 <t < tyg.

(3.2.40)
De (3.2.38), se tiene que las desigualdades (3.2.39)-(3.2.40) se verifican también para
tok <1< toktr.
Dado que p(tor—1)q(tax—1) > p(tax)q(tax) en [tax_1,t2x], cada cociente

p(tor—1)q(tak—1)
p(tar)q(tor)

con lo que se deduce que (3.2.39)-(3.2.40) también se satisfacen en los subintervalos

>1

— Y

previos. Resumiendo se tiene

1 [p(t)q(t)p(ts)a(ts) - - - p(tax—1)gq(tar—1)
Ol < { Dlio)atto)p(Ea)a(ta) — pltar )altar)

s G(y,O)} L 0<t<T, (3.241)

N|=

, Q12 [p(t)a(t)p(ts)a(ts) -~ pltax—1)a(tarc—1)
W01 (3] im0 0st<T
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tanto si T' = toi como si 1" = tox 1.
Aplicando como antes (3.2.41) a y = z y y = w, y haciendo uso del hecho de que
G(2,0) = A’p(0)q(0), G(w,0) = [p(0)]?, se concluye

p(O)Q<O)p(t1)q(t1) .. 'p<t2K71)Q(t2K71) %
p(to)a(to)p(ta)q(ts) - - - p(tar)q(tare)

IZ(t)ISMz{ L 0<t<T,

|w<t>|s§[@rzw, 0<t<T,

q(0)

20 < |2

%
} M, 0<t<T,

| ——

[NIES

2
2 v osesr,

p(O)} ©

()] < {m

para ambos casos T' =toxg v T = tog 1.

Bajo las hipotesis (3.2.1) los cuatro casos considerados cubren todas las alternativas
posibles. La prueba de esta afirmacion puede verse en el capitulo anterior, sustitu-

yvendo k(t) por p(t)q(t), por lo que no se repetira aqui.

3.3 La ecuacién diferencial y" + a(t)y + Nc(t)y =0

El proposito de este apartado es encontrar cotas explicitas para el sistema fundamen-

tal de soluciones de la ecuacion
Y +at)y +Ne(t)y=0, 0<t<T, A>0. (3.3.1)

Para ello, trataremos de transformar la ecuacion (3.3.1) en la forma (3.2.2) para

funciones apropiadas p(t), ¢(t) a determinar. Notese que (3.2.2) puede escribirse como

pt)y" +p'(t)y + Nq(t)y = 0. (3.3.2)
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Si multiplicamos (3.3.1) por una funciéon cualquiera p(t) tendremos

pt)y" + p(t)a(t)y’ + Np(t)c(t)y = 0. (3.3.3)

Suponiendo por un momento que

P'(t) = p(t)a(t), (3.3.4)

q(t) = p(t)c(t). (3.3.5)
Resolviendo (3.3.4) para p(t) se obtiene

p(t) = exp < /0 ta(s)ds) | (3.3.6)

(3.3.1) serd, pues, equivalente a la ecuacion (3.2.2) con p(t) definida por (3.3.6) y

q(t) = c(t) exp (/Ota(s)ds) , c(t)>0. (3.3.7)
Notese ahora que

p(t)a(t) = e(t) exp (2 Jy als)ds) .

f (3.3.8)
(p(D)a(t)) = (2a(t)e(t) + ¢(8)) exp (2 fy als)ds)
y
(p(t)q(t)) > 0 siy solo si 2a(t)c(t) + ' (t) >0,
(p(t)q(t)) < 0 siy solo si2a(t)e(t) + () <O0.
Asumiendo por un momento que
c(t) es una funcion positiva 2 veces continuamente
(3.3.9)

diferenciable en [0, 77,

a(t) es continuamente diferenciable en [0, 77, (3.3.10)
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por (3.3.8), la condicion (3.2.1) puede expresarse como

12a(t)c(t) + ¢ (t)| + [2a(t) (' (t) + 2a(t)c(t))+

(3.3.11)
+2d'(t)e(t) + 2a(t)d(t) + (t)] >0, 0<t<T.

Si{z(t), w(t)} es el sistema fundamental de soluciones de (3.3.1) que satisface (3.2.3),

entonces por el teorema 5 existe una constante M tal que, si llamamos

C' =max{c(t); 0<t <T}, (3.3.12)

se cumple
lz(O)] < M, |w(t)| < A\/_ <t<T, (3.3.13)
2] < AWCM, /()] <M/ G5, 0<t<T, (3.3.14)

donde M, dependiendo del caso en cuestion, toma la expresion:

CASO 1. 2a(t)c(t) + ¢/(t) es creciente en [0, 7.
M=1. (3.3.15)
CASO 2. 2a(t)c(t) + ¢ (t) es decreciente en [0, T.

_ L%F - LC((;))FeXp (— /OT a(s)ds). (3.3.16)

CASO 3. Existe una particion 0 < tqg <t; < --- <ty =T tal que

2a(t)c(t)
2a(t)c(t)

+ (t) es creciente en [0, to], [t1,t2],- .., [tar 1, t2rcr2),
+ (t) es decreciente en [to, t1], [to, t3], . .., [tar, tarc 1],

con T = th_H ol = t2K+2.

c(to)c(ts) - - - c(tar) f2it1
M= c(t(n():(t()) ? ] ( Z/ ) (3:3.17)

c(tar+1)

CASO 4. Existe una particion 0 <ty <t; < --- <ty =T tal que
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2a(t)c(t) + ¢ (t) es decreciente en [0, tol, [t1, t2], - - ., [tax -1, t2k], ¥
2a(t)c(t) + ¢ (t) es creciente en [to, t1], [ta, ts], . .., [tar, tax+1),

con T = t2K (0} t2K+1.

Vv c(0)c(ty) - - - c(th—l)} 2 exp (_ i /t% a(s)ds> , t_1=0. (3.3.18)

c(to)c(tz) - - - c(tar)
Con lo anterior puede considerarse establecido el siguiente resultado:

Teorema 6. Sean a(t), c(t) funciones reales que satisfacen las condiciones (3.3.9),
(8.8.10) y (3.3.11), sea X > 0 y sea {z(t),w(t)} el sistema fundamental de solucio-
nes de la ecuacion (3.5.1) que satisface las condiciones (3.2.3). Sea C' la constante
definida por (3.3.12) y M la constante positiva que aparece en (3.3.13), cuyo valor
explicito viene dado por (3.3.15), (3.3.16), (3.3.17) o (3.3.18) dependiendo del caso.
Entonces las cotas (3.3.13) y (3.3.14) son vdlidas para 0 <t <T.

3.4 Solucién exacta en serie

Si buscamos soluciones del problema (3.1.1)-(3.1.3), de la forma u(x,t) = X (x)7T(t),

facilmente se llega a la conclusion de que X (z) y T'(¢t) deben cumplir:

X"+ XMNX =0, X(0)=X(d)=0, 0<z<d, (3.4.1)

T" +at)T' + Nc(t)T =0, t > 0. (3.4.2)

Los autovalores y las autofunciones del problema de Sturm-Liouville (3.4.1) son

2= <%>2; X, (z) = sen <n77;x) , n>1. (3.4.3)

Bajo las hipotesis (3.3.9), (3.3.10) y (3.3.11), por el teorema 6, para cada entero
positivo n > 1, la ecuaciéon

2
T" + a(t)T' + (%”) ()T =0, t >0, (3.4.4)
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admite un sistema fundamental de soluciones en [0, 7], denotado por {z,(t), w,(t)}

tal que
2,(0) =1, 2z (0) =0, w,(0)=0, w,(0)=1, (3.4.5)
|zn ()| < M;
0<t<T, (3.4.6)
|z, ()] < nQ,
n(t aM_
|w ( )| — nmy/c(0)
0<t<T, (3.4.7)
[wy, ()] < Qo
siendo
Ql = M\/aga
(3.4.8)

_ /| C
Q=M FOR

Superponiendo las soluciones u,(z,t) de la forma

up(x,t) = sen (%) {anzn(t) + bpwn(t)}, 0<a<d, 0<t<T, (3.4.9)

se obtiene la serie candidata a solucién
u(e,t) =Y un(z,t) = Y sen <@> {anza(t) + bawn(t)}. (3.4.10)
n>1 n>1 d

Si imponemos las condiciones iniciales (3.1.4), (3.1.5) y suponemos por un momento
que podemos derivar respecto a la variable £ tomando derivadas parciales en la serie

(3.4.10), tendremos

=
8

~—
I

u(z,0) = 2@1 a,, sen ("”) ,

K (3.4.11)
u(,0) = 7, by sen (252) .

=)

—

N
I
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Por consiguiente los coeficientes a,, b, deben venir definidos por
Ay = %fodf(:c) sen (“2%) dz, b, = %fodg(a:) sen (“2%) dz, n > 1. (3.4.12)

Estudiemos ahora las condiciones bajo las cuales la serie u(x,t) definida por (3.4.10)-

(3.4.12) es una solucion rigurosa del problema (3.1.1)-(3.1.5). Supongamos que

f(z) es 3 veces diferenciable y f®)(z) es continua a trozos y de

(3.4.13)
variacion acotada en [0, d], con f(0) = f(d) = f?(0) = f@(d) =0,

g(x) es 2 veces diferenciable y g(z) (x) es continua a trozos y de (3.4.14)

variacion acotada en [0, d], con g(0) = g(d) = 0.

Bajo las hipotesis (3.4.13), la continuidad de la extensiones impares de f(z), f'(z) y

f"(x) se obtiene automéaticamente y
> Jan|n® < +oo. (3.4.15)
n>1
Por (3.4.14), la extensiones impar de g(z) y su derivada son también continuas y
> [baln < +o0, (3.4.16)
n>1
ver [53, p.95-99], [48] y [19, p.38-41]. De (3.4.6)-(3.4.8) y (3.4.15)-(3.4.16) la serie
Z{anz;(t) + b,w'(n)} sen (%) :
n>1

es uniformemente convergente en D(7T') = [0,d] x [0, T], y por el teorema de derivacion
de series funcionales (ver [8, p.403]), la serie u(x,t) definida por (3.4.10)-(3.4.12) es

derivable parcialmente término a término con respecto a t, siendo

”m> (3.4.17)

u(z,t) = Z{anzg(t) + bpw,, (t)} sen (7

n>1
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Asimismo, la serie que aparece al tomar de nuevo derivadas parciales término a tér-

mino respecto a t en el miembro derecho de (3.4.17) toma la forma

Z{anzg(t) + byw! (t)} sen (%)
= —a(t) Y {anzl(t) + byl (1)} sen (%) (3.4.18)
— ¢(t) Z <%r>2 {anzn(t) + bpw,(t)} sen (%) . (3.4.19)

Por (3.4.6)-(3.4.7) y (3.4.15)-(3.4.16), las series que aparecen en (3.4.18)-(3.4.19) son
convergentes uniformemente en D(T') y asi por [8, p.403], us(z,t) es derivable par-

cialmente término a término respecto a t, siendo

ug(w,t) = —a(t) 3,5 {anz () + byw, ()} sen (25
= c(t) X (%)2 {anzn(t) + bpw,(t)} sen (222) .

Las series que resultan de derivar parcialmente término a término (3.4.10) con respecto

(3.4.20)

a x pueden escribirse como

> (nfj) {anzn(t) + bnwn(t)} cos (n%x) , (3.4.21)
-2 <%ﬁ>2 {@n2n(t) + bpwn(t)} sen (?) : (3.4.22)

De (3.4.6)-(3.4.8) y (3.4.15)-(3.4.16), se tiene que las series (3.4.21), (3.4.22) son
uniformemente convergentes en D(T"), y por [8, p.403|, la funcion u(z,t) definida por
(3.4.10)-(3.4.12) es 2 veces derivable parcialmente término a término con respecto a

x, siendo

”m> . (3.4.23)

U (2, 1) = — Z (%)2 {anzn(t) + byw,(t)} sen (7

n>1
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De (3.4.20) y (3.4.23), para (z,t) € D(T) se concluye que

u(x, t) + a(t)uy(x, t) — c(t)ugpe(z,t) =

ot (et )+ bl (0} sen ()
05 (25 o0 b0 ()
vl g{anzm) + by ()} sen (57
. c@nz; (2 o t) + by, (1) sem (25

=0
Ademas, de (3.4.12) y |7, teorema 4.3, también se puede afirmar que
u(z,0) = f(x), w(r,0)=g(x), 0<ax<d. (3.4.24)

Con todo lo anterior, el siguiente resultado queda establecido:

Teorema 7. Sean a(t),c(t) funciones reales que satisfacen las condiciones (3.3.9),
(3.8.10) y (3.3.11) en [0, +o0], y sean f(x),g(x) funciones que cumplen las propieda-
des (3.4.13) y (3.4.14). Si an,b, son los calculados en (3.4.12), entonces la funcidn
u(z,t) definida por (3.4.10) es una solucion del problema (3.1.1)-(3.1.5).

Como en el capitulo anterior (y en general, en todos los problemas presentados a
lo largo de la presente tesis doctoral), la solucién en serie u(x,t) proporcionada por
el teorema 7, presenta dos importantes obstaculos desde el punto de vista compu-
tacional. En primer lugar, la infinidad de la serie, y en segundo, el hecho de que
las expresiones exactas del sistema fundamental de soluciones {z,(t),w,(t)} de la
ecuacion (3.4.4) no nos estan disponibles. Esto motivara la posterior busqueda de

soluciones numeéricas.

3.5 Unicidad de la solucion

Este apartado esta dedicado a la demostracion de la unicidad de la solucién exacta

dada por (3.4.10). La prueba es similar a la que aparece en el capitulo anterior sobre
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la ecuacién de ondas no amortiguada.

Para demostrar la unicidad del problema en cuestion, probaremos que la soluciéon del

problema mas general

)T = q(t) e, 0<a<dt>0, (3.5.1)
T(0,t) = T(d,t) =0, >0, (3.5.2)
T(x,0)=0, 0<z<d, (3.5.3)
Ti(x,0) =0, 0<zx<d, (3.5.4)

con p(t) y q(t) verificando las hipotesis del teorema 5, es la solucion trivial T'(x,t) = 0.
En ese caso, dividiendo (3.5.1) por p(t) y empleando (3.3.5) se obtiene el problema ho-
mogéneo asociado al problema (3.1.1)-(3.1.5). Como en el capitulo anterior, primero

demostraremos el siguiente lema:

Lema 2. Sea T(z,t) la solucion de (3.5.1)-(3.5.4), y supongamos que:

T(x,ty) = Ti(z, to) =0 0<x<d, withty>0, (3.5.5)

[p(t)q(t)] tiene signo constante en |to, t1]. (3.5.6)
Entonces T(x,t) =0 para (x,t) € [0,d] X [to,t1].

DEMOSTRACION. Distinguiremos 3 casos.

[p(1)q(t)) < 0 para t fto, t].

Sea E(t) la funcion definida por

B(r) = / POABT? + p(OTI?} da. (3.5.7)
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Tomando derivadas en (3.5.7), por las hipotesis e integrando por partes, se tiene que

El(t) = W/d Tf dr < 0, te [t(),tl]. (358)

Dado que E(tg) = 0 por (3.5.5) y (3.5.7), de aqui y de (3.5.8) se obtiene E(t) = 0

para t € [tg,t1[. Por continuidad se deduce que
T.(x,t) =Ti(z,t) =0 para 0 <z < d,tg <t < t. (3.5.9)

Por (3.5.5) y (3.5.9) se concluye que T'(x,t) = 0 para (z,t) € [0,d] X [to, t1].

y
[p(1)q(t)) > 0 para t €fto, .

Sea H(t) la funcion definida por

I A T .
H(t)—2/0 {ijLq(t)Tt} do, to<t<t. (3.5.10)

Tomando derivadas en (3.5.10) se tiene

H'(t) = _p®a®F /d[p(th dr <0, tE€ [ty t1]. (3.5.11)

H(t)=0 to<t<t. (3.5.12)

Por continuidad de T, y T3, y por (3.5.5) se concluye que T'(x,t) = 0 para (z,t) €
[0, d] X [to, tl[

[p(t)g(t)]’ = 0 para t €]to, t1].

Tomando E(t) como en (3.5.7) se obtiene E'(t) = 0 para t €|ty,t;[. Por (3.5.5),

(3.5.7) y la continuidad de T} y T, se concluye que T'(x,t) = 0 para t € [to, 1]
Teorema 8. Bajo las hipdtesis (3.5.5)-(3.5.6) el problema (3.5.1)-(3.5.4) admite una

sola solucion.

DEMOSTRACION. Por la linealidad del problema, es suficiente con demostrar que la
tinica solucion del problema (3.5.1)-(3.5.4), en cualquier dominio acotado D = [0, d] x

[0,7*], donde T* es cualquier ntimero positivo fijado, es la solucion nula T'(z,t) = 0.
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Como se demostro en el capitulo anterior, el signo de [p(t)q(t)]’ puede cambiar sélo
un namero limitado de veces dentro de [0,77]. Si dicho signo no cambia en [0, 7],
entonces el resultado ha quedado probado con el lema 2. Si no, debe existir una
particion 0 =ty <ty < --- <ty = T* tal que [p(t)q(t)]’ tiene signo constante en cada
subintervalo |¢;,¢;11[ con 0 < i < N — 1. Aplicando el lema 2 al intervalo [0,¢] se
sigue que T'(z,t) = Ty(x,t) = 0 para (x,t) € [0,d] x [0,¢1]. Por continuidad se tiene
T(xz,t1) = Ti(x,t;) = 0. Si se aplica inductivamente del mismo modo el lema 2 se

obtiene finalmente que T'(x,t) = 0 para (z,t) € D.

3.6 Soluciones numéricas continuas

En este apartado trataremos la siguiente cuestion. Cémo construir una soluciéon nu-
mérica continua u(x,t) del problema (3.1.1)-(3.1.5) en D(T) = {(x,t); 0 < z <
d; 0 <t < T } de modo que el error e(x,t) = u(x,t) — @(z,t) con respecto a la
solucion exacta del teorema 7 sea inferior que una cantidad admisible prefijada e,

uniformemente para (x,t) € D(T).

Por la claridad de la presentacion de los resultados siguientes, mostraremos ahora

como encontrar un entero positivo m tal que

1
D5 <8 >0 (3.6.1)
i>m
Por el teorema 1.3 de [52] (ver formulas (1.21) y (1.22) de |52, p.12-17]), sabemos que
1
-3
ZZ:% / dx—i——+4 L+ Ry, (3.6.2)
>m
donde
R 2 0<p <1 (3.6.3)
2 — 2m67 — 2 > . .U,
De (3.6.2) y (3.6.3), si m > 2 se sigue que
Zl<1+1+1+1—1 Ly Loy L
37 2m2  2m3  4mit  2mS  2m? m  2m?  m?

>m
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Z1<1 RSN N R l—5% 1\ 23
B 2m? 2 2 20) 2m2\ 1 22)  32m?

Por tanto, la condicion (3.6.1) se satisface tomando m > 2 que cumpla

23

Por otro lado, bajo las hipotesis (3.4.13)-(3.4.14), integrando por partes 3 veces para
an, y 2 para by, de (3.4.12) se llega a

5!

P
anl < =5 Ibu <5 > 1, (3.6.5)
n

donde

_ 2 2d [
/ 7O @)ldr, P, =5 / 199 (2)|da. (3.6.6)
0

De (3.4.6)-(3.4.8) y (3.6.5)-(3.6.6) se obtiene
M AMPy 1y =1

5 Ibnwn(t)|éﬂm$, <t<T, nx1, (3.6.7)

y entonces, de (3.6.7) se deduce que

lanza(t)] <

Un(,1) = [anzn(t) + bpwn(t)] sen (”%”’”) C >, (3.6.8)
satisface
M AP,
u(x, )| < —= | P+ . 3.6.9
\<>\n(1”<0)> (3.6.9)
Notese que con el fin de garantizar que
3 Junla,t)] < g (z,t) € D(T), (3.6.10)

n>no

por (3.6.4) y (3.6.9), basta con tomar ny como el primer entero positivo tal que

no > 23M (P W\/P_> 1 (3.6.11)
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Por tanto, queda claro que

no

ulw, t) — ;{anzn(t) + bywn ()} sen (?) < % (z,t) € D(T).  (3.6.12)
Asf si denotamos_
v, t) = g;{anzn(t) + bpwn(t)} sen (”%x) : (3.6.13)
se sigue que
u(z, t) — v(z, 1) < g (z,t) € D(T). (3.6.14)

Sin embargo, v(x,t) no es una aproximacion especialmente ttil, al menos en su forma

(3.6.14), dado que ni z,(t) ni w,(t) son conocidas. Por ello trataremos ahora de

construir aproximaciones numéricas continuas de u,(x,t) paran =1,2,...,ng, de la
forma
nmx
Up(z,t) = s,(t) sen (T) , 1< n<ny, (3.6.15)

donde s,(t) es una aproximacion de a,z,(t) + byw,(t) = T,(t), es decir, la solucion

del problema de valor inicial

T+ a(t)T, + (%)’ ()T, =0, 0<t<T, 1 <n<ng (3616
T,(0) = an, T.(0) = b,. .
Si consideramos la transformacién
T, (t
Zn(t) = ®) , (3.6.17)
T5,(t)

el problema (3.6.16) es equivalente al extendido

Z'(t) = Ap(t) Zn(t), Z,(0) = [ fin ] L 0<t<T, (3.6.18)
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donde
0 1
—c(t) ()" —a(t)

Noétese que si Y, (¢) es solucion del problema matricial de valor inicial en IR?*? rela-

A,(t) = [ ] , 1 <n <n,. (3.6.19)
cionado:
Y/(t) = A.(t)Y,(t); Yo(0)=1, 0<t<T,1<n<ny, (3.6.20)

entonces la solucion Z,(t) del problema (3.6.18) puede expresarse en términos de la

solucion Y,,(t) del problema (3.6.20), de la forma

an

bn

],0§t§T,1gn§n0. (3.6.21)

Tratemos, pues, de encontrar Y, (¢). En primer lugar, podemos calcular una solucion
numérica del problema (3.6.20) por medio de métodos matriciales multipaso como los
usados en [34]. Asi, si h > 0y tx = Kh, para los enteros K > 0, consideremos la

sucesion matricial

Yio=1 Y= { [[—2A,(t )] [T+ 2 A0tk 1)] } :
n>1 K>1,

(3.6.22)

para valores lo suficientemente pequenos de h, y definamos la funciéon B-spline matri-
cial
N
Va(t) = Bix(t)Yor, n>1, 0<t<T, (3.6.23)
K=0

donde N es un entero positivo y

h=t(t —ty_ te 1 <t <t
BlK(t):{ (i), fxa Sty (3.6.24)

Wl (tg —t), tx <t <tgy.

Si denotamos por k;, los reales positivos:

Fin = max{[[AD(t)[|l2, 0 <t <T}, i=0,1,2 1 <n < ny, (3.6.25)
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1
h<-—, 1<n <ny,

0,n
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(3.6.26)

entonces, por |34, p.77-78|, la diferencia entre la solucion exacta Y, (¢) de (3.6.20), y

la aproximacion continua V,,(t), satisface

h? )
||Yn(t) - Vn(t)”2 < Z(kln + k(ZJn) eXP(TkOn)+

Th?, |,
+T(k0n + BklnkOn + kgn) exp(BTkOn),

1
conh<k—, 0<t<T, 1<n<n,y.
0,n J

Si definimos

Qn,

bn

]7 OStST,lS?’LSTLQ,

o]

a' = max{|a®(t)]; 0 <t < T},
¢t = max{|c?(t)]; 0 <t < T},

de (3.6.21) y (3.6.28) se sigue que

1 Z(t) = Wa(@)ll2 < [[Ya(t) = Va(®)]2

Introduzcamos las constantes

y notese que

JAn®) ]l = /14 () (e(8)? + (alt))?;

1ALl =/ (5) " (@) + (@)

JALOlr =/ (2)* (@@(0)2 + (@@ (0))>.

(3.6.27)

(3.6.28)

(3.6.29)

(3.6.30)

(3.6.31)



Entonces, de (1.1.1), (3.6.25), (3.6.30) y (3.6.31), se sigue que

kon < \/1 + (%)4 (D)2 4 (a%)2;

klnﬁ\/(%)4(01>2+(a1>23

kan < 2/ (22)H ()2 + (a2)2.

Por (3.6.27) y (3.6.32), para valores de h que satisfagan (3.6.26) se obtiene

1Yo(t) = Vi()|l2 < R*E,, 0<t<T,1<n < ny,

donde

TG ) o (3 T ).
De (3.6.5), (3.6.29) y (3.6.33) se tiene

S
1Z,(t) = Wa()|| S BB\ — +—, 0<t<T, 1<n<n.
n n

Sea s,(t) el primer componente del vector W, (t), esto es:

su(t) = [1, 0]W,(8) = Y Bixc(t)[1, 0]V

entonces, de (1.1.2), (3.6.17) y (3.6.35), se sigue que

2

2 Pt B
T0(t) = su(t)| S VB — +—5, 0<t<T, 1<n<ns.
n n
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(3.6.32)

(3.6.33)

(3.6.34)

(3.6.35)

(3.6.36)

(3.6.37)



Por tanto, tomando

no

u(ng, x,t) :an sen( x), (x,t) € D(T),

n=1

de (3.6.13), (3.6.37) y (3.6.38) se concluye

PQ

v (z, t)—u(no,xt\<h22E s +P (x,t) € D(T).

Por (3.6.39), si

[NIES

h < 1 ’
2 2 2
250, B (o + 1)
resulta evidente que
o(2,t) — di(ng, x,1)] < % (z,t) € D(T),

con lo cual, de (3.6.14) y (3.6.41) se obtiene finalmente

lu(z,t) — u(ng, xz,t)| <e€ (x,t) € D(T).
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(3.6.38)

(3.6.39)

(3.6.40)

(3.6.41)

(3.6.42)

Ahora expresemos en términos de los datos del problema algunas de las condicio-

nes mostradas anteriormente. En primer lugar, notese que ko definida por (3.6.25)

satisface

1
= >
Fon = 1 [AnDllz 2 77 e [Aa (Ol

- % ogtignT \/1 + (alt)” + (%)4 (e(8))*

Por tanto, kg, deberda cumplir

1 a2+ (57) (enin)?

d
V2

kOn 2

1§7’L§n0,

(3.6.43)
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donde
Amin, = min{|a(t)]; 0 <t < T}, Cpin = min{|c(t)]; 0 <t < T}. (3.6.44)

Asi, la condicion (3.6.26) puede escribirse como

N

2
1 + (amin)2 + (%)4 (Cmin)2

h < , 1 <n < ny. (3.6.45)

Asimismo, el producto de matrices [I — LA, (t_;)]7'[I + 2A,(tx_j—1)] = C7 . que

n

aparece en (3.6.22) puede expresarse

J
CnK_

14 ba(tg_;) — 2 (2x
h
2

5 (4) leltiy) +

(3.6.46)
paral <n<ny 0<j<K—-—1,1<k< N, donde N es un entero positivo tal que

si h satisface las condiciones (3.6.40), (3.6.45), entonces N debe ser

Nh=T. (3.6.47)

Resumiendo lo anterior, bajo las hipotesis y la notacion del teorema 7, el siguiente
algoritmo nos permite construir una solucién numérica continua cuyo error respecto
a la solucion exacta u(x,t) definida en (3.4.10), (3.4.12), esta uniformemente acotada

por € en D(T).
e PASO 1. TRUNCAMIENTO DE LA SERIE.

Seane >0y T > 0.

1. Sea M la constante calculada en (3.3.13)-(3.3.18), y sean P, y P, los valores
definidos en (3.6.6).



2.

68

Dado ¢, elegir ny como el primera entero positivo que satisfaga (3.6.11).

e PASO 2. CONSTRUCCION DE SOLUCIONES NUMERICAS CONTINUAS.

Dado ng:

1.

10.

Calcular las constanets c°,a’, ¢!, a', c® y a? definidas en (3.6.30).
Calcular las constantes kg, por medio de (3.6.32) para 1 < n < ny.

Calcular las constantes E,, definidas por (3.6.34) para 1 < n < n,.

. Calcular ain ¥ Cmin por medio de (3.6.44).

Sean h >0y N > 0 tales que Nh =T y satisfacen (3.6.40) y (3.6.45).

Calcular las matrices C7, definidas por (3.6.46) para 0 < j < K — 1,
1<K<N,1<n<n,

Calcular las matrices
Yoo=1, Yok =Tl Clx, 1<k<N, 1<n<ng.

Construir V,,(¢) siguiendo (3.6.23)-(3.6.24).
Calcular a,, b, con (3.4.12) para 1 < n < ngy s,(t) por medio de (3.6.36).

Construir @(ng,z,t) siguiendo (3.6.38). (ng,z,t) serd una aproxima-
cion de la solucion exacta u(z,t) del problema (3.1.1)-(3.1.5) que satisfara

(3.6.42).

Con el algoritmo anterior, el problema puede considerarse resuelto.



Capitulo 4

Soluciones analitico-numéricas de
problemas mixtos para la ecuacion
del telégrafo con coeficientes variables
dependientes del tiempo

4.1 Introduccion

Este capitulo cerrard el estudio de problemas en los que interviene la ecuaciéon de
onda con variacion de los coeficientes de la ecuaciéon tinicamente temporal.

El problema a analizar, pues, sera del tipo?

g + c(B)ug + b(t)u = a(t)ug, , 0 <x <d, t>0, (4.1.1)
w(0,8) =0, t >0, (4.1.2)

u(d,t) =0, t >0, (4.1.3)

u(z,0) = f(z), 0 <z <d, (4.1.4)

u(z,0) = g(z), 0 <z <d, (4.1.5)

'Este capitulo esta basado en parte en [29] y [33].
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donde ¢(t),b(t), a(t) son funciones continuas positivas, con a(t) y b(t) continuamente

diferenciables y de variacion acotada en cualquier intervalo finito, tales que

[exp <2 IN c(s)ds) (b(t) + )\Qa(t))] no tiene ningtin punto critico

(4.1.6)
parat > 0,
0
[exp (2 IN c(s)ds) (b(t) + A%(t))} tiene como mucho un conjunto (4L7)
discreto de puntos criticos en cualquier intervalo compacto [0, H] . .
Las funciones f(z) y g(z) son funciones reales definidas en [0, d] tales que
f(z) es tres veces diferenciable, f®)(z) es continua a trozos y de (4.18)
variacion acotada en [0,d], con f(0) = f(d) = f@(0) = f*(d) = 0, .
g(x) es dos veces diferenciable y ¢ (z) es continua a trozos (4.1.9)

y de variacion acotada en [0,d], con g(0) = g(d) = 0.

La ecuacion (4.1.1), méas conocida como ecuacion del telégrafo (es la ecuacion que
aparece al estudiar la propagacion de una onda electromagnética sobre un cable de
pares, como los empleados para la comunicacion telegrafica), es bastante frecuente en
la naturaleza. En general, cualquier fenémeno de propagacion de ondas en el que se
consideren efectos de amortiguamiento, distorsion, pérdidas, etc., viene definido por

una ecuacion como (4.1.1).

Dicha ecuacion, en su version con coeficientes constantes, juega un papel importante
en la transmision y propagacion de senales eléctricas [21, p.280], sistemas vibrantes
|9, p.517] y mecanicos |53, p.188]. Sin embargo, numerosos y muy distintos proble-
mas requieren un modelo matematico basado en coeficientes variables con el tiempo.
Asi, en la evaluacion de procesos de calentamiento por microondas, el modelo de
coeficientes constantes frecuentemente lleva a resultados erréoneos debidos no sélo a

la complejidad de la distribucién del campo electromagnético en el interior del horno
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sino a la variacion de las propiedades dieléctricas del material debido a las alteracio-
nes que las propias microondas inducen en la temperatura (evidentemente), humedad
(el calor seca los materiales, hace evaporar el agua que contienen), densidad y otros
parametros (no olvidemos que el efecto dieléctrico de los materiales es una manifes-
tacion de su respuesta no instantanea al campo ejercido -ver [3]|-, respuesta en la
que el movimiento, separacion, interacciones y estructura de la propias moléculas del
material influyen decisivamente [39, cap.3|). El procesado electromagnético de mate-
riales homogéneos con altas densidades de potencia, o mas concretamente, el estudio
de procesos de secado por microondas en materiales gruesos y higroscopicos también

conduce a modelos descritos por la ecuacion del telégrafo, ver |45, cap.10].

Como en los casos analizados hasta ahora, el método de separacion de variables sera
el arma que emplearemos para tratar de encontrar una solucion al problema (4.1.1)-

(4.1.9). De nuevo, tres factores cruciales nos permitiran afrontar el problema:

1. La acotacion del sistema fundamental de soluciones de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de segundo orden que aparecen al aplicar el método, lo que
permitird la construccion de una solucion tedrica del problema en forma de

serie.

2. La posibilidad de aprovechar esa cota para truncar la serie obtenida de acuer-
do con un error prefijado admisible en un subdominio compacto D(H) =

{(z,t); 0<z<d 0<t<H}.

3. Una vez la serie ha sido truncada, el uso de métodos discretos de un paso matri-
ciales y técnicas de interpolacion para construir soluciones numéricas continuas
en forma de suma finita. El tamano de paso de la soluciéon numeérica discreta

serd calculado en funciéon de los datos del problema.

El problema analizado en este capitulo, mas que ser una ampliaciéon del anterior,

es un complemento del mismo, pues aqui la funcion b(t) que aparece en (4.1.1) no
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puede anularse en ningin punto, mientras que el capitulo anterior se anulaba en to-
da la recta real. La presencia de dicho término complica sobremanera el calculo de
unas cotas para el sistema fundamental de soluciones para la ecuacién ordinaria que
se encontrard en t, hasta el punto que deberemos desarrollar una expresién que nos
permita ignorar los puntos de inflexion de las funciones que intervienen, pues aqui
éstos no seran constantes para todos los autovalores A\ sino que variaran con dichos
parametros. Si se quiere independizar al maximo las cotas obtenidas respecto a A,
consideraremos primero particiones de [0, H| dependientes de dicho parametro y lue-
go generalizaremos la cota en pos de una expresion en la que la manera de escoger
dicha particion no afecte en absoluto. Este mecanismo, ampliable a los problemas
anteriores, serda fundamentalmente el que anada el grado de calidad a esta soluciéon
respecto a las que aparecen en otros apartados. Con el consiguiente célculo, dicho
resultado se puede ampliar al caso en el que b(t) se anule en algunos puntos, labor

para la que, aunque no se realizara explicitamente, pensamos haber dejado las bases.

La organizacion del capitulo es la siguiente. El apartado 2 analizaréd la acotacion de

las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden del tipo
(p()T") + p(t)(b(t) + Na(t))T = 0, (4.1.10)

donde p(t) es una funcion positiva, continuamente diferenciable y de variacion acotada
en cualquier intervalo compacto, y a(t), b(t) son las funciones que aparecen en (4.1.1).
En el apartado 3, el método de separacion de variables sera aplicado para obtener
una solucion tedrica en serie del problema (4.1.1)-(4.1.5), bajo las hipotesis (4.1.6) o
(4.1.7), y (4.1.8)-(4.1.9). En el apartado 4, por ultimo, se tratara la siguiente cuestion:
dado un error admisible € > 0, y un dominio acotado D(H) = {(z,t);0 <z <d, 0 <
t < H}, H >0, como construir una solucion numérica continua cuyo error respecto

a la serie solucion sea menor que € uniformemente en el interior de D(H).
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4.2 Cotas para las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales paramétricas

En este apartado trataremos de encontrar una acotacién, independiente de A, para

las soluciones de la ecuacién
(p(B)Y) +p)(b(t) + Na(B)y =0, 0<t<H (4:2.1)

donde p(t), b(t) y a(t) son funciones positivas, continuamente diferenciables y de
variacion acotada en [0, H].

Sea {z(t), w(t)} el sistema fundamental de soluciones de (4.2.1) que satisface
2(0) =1; 2(0) = 0; w(0) =0; w'(0) = 1. (4.2.2)
Supondremos que se cumple cualquiera de las siguientes dos hipotesis:

(p(t))*(b(t) + N*a(t)) no tiene ningiin punto critico para t > 0, (4.2.3)

(p())2(b(t) + A%a(t)) tiene como mucho un conjunto (42.4)

discreto numerable de puntos criticos en ¢t > 0.

Con el fin de facilitar nuestra busqueda, distinguiremos los siguientes casos.

CASO 1. [(p(¥))?(b(t) + Aa(t))] > 0 para 0 < ¢t < H y para todo A > 1.

Sea y(t) una solucion de (4.2.1) y consideremos la funcion F(y,-) definida por

/ t 2
AN (4.2.5)
b(t) + Na(t)
Tomando derivadas en (4.2.5) y sabiendo que y es una solucion de (4.2.1), se sigue

2(b(t) + Na(t))y"()y'(t) = (' (1)* (¥ (1) + \a' (1))
(b(t) + A%a(t))?

Fy,t) = (y(t))* +

F'y,t) = 2y(t)y'(t) +

=2y (1)) (L) (1) + N2a()) — (¢ (1)) (1) + X' (1)
(b(t) + A%a(t))? ’
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Fy,t) = — [(p(1))*(b(t) + Na(t))]" < 0, (4.2.6)

por hipotesis.
Con lo cual, si z(t) es la solucion de (4.2.1) que satisface z(0) = 1, 2/(0) = 0, para

valores A > 1 resulta

(z(t)* + b(tgi(i)ga(t) = F(z,t) < F(2,0) =1,
Por tanto
l2(t)] <1, |£'(1)] < AN0°+a%)7, 0<t<H,

4.2.7
b° = max{b(t);0 <t < H}, a°=max{a(t);0<t< H}. ( )

Si w es la solucion de (4.2.1) que satisface w(0) = 0, w'(0) = 1, para A > 1, se tiene

(w'(t))* 1

(w(t))? + TOESYIOI F(w,t) < F(w,0) = 50) 7 2%a(0) ° 0<t<H.
Por tanto
w(t)] < A (a(0)72, [w'(t)] < (b°+a%)2(a(0)) "2, 0<t<H. (4.2.8)

CASO 2. [(p(t))*(b(t) + Aa(t))] < 0 para 0 <t < H y para todo A > 1.

Sea y(t) una solucion de (4.2.1) y consideremos la funcion G(y, -) definida por
G(y.t) = (b(t) + Na(t)) (P(B)y(1)* + (p(1)y ()", 0<t<H. (4.2.9)
Tomando derivadas en (4.2.9) y sabiendo que y satisface (4.2.1), se tiene
G'(y.t) = (y(6))* [(p(£)* (b(t) + Na(1))] <0, 0<t<H, (4.2.10)

por hipotesis.

Consideremos la solucion z de (4.2.1), con z(0) = 1, 2/(0) = 0. Entonces

(p(H)2' (1) + (p(t)2(1)* (b(t) + Na(t)) < G(2,0) = (p(0))*(b(0) + N*a(0)). (4.2.11)
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Dado que (p(t))?(b(t) + Aa(t)) es positiva y decreciente en [0, H| para cualquier A > 1,
y ademaés b(t) > 0 para t € [0, H]|, se sigue que

1

12(1)] < 5((;)}) (b(oi;;)‘(o)> M, 0<t<H A>1, (4.2.12)
y
()] < M(a®+1°)2), 0<t<H A>1, (4.2.13)

donde a° y b° vienen definidos como en (4.2.7).
Consideremos ahora la solucion w de (4.2.1) con w(0) =0y w'(0) = 1, para A > 1.

De (4.2.10) se deduce
(p()w'(t)* + (p()w(t))* (b(t) + Ma(t)) < G(w,0) = (p(0))*. (4.2.14)

Como antes, dado que (p(t))2(b(t) + Aa(t)) es positiva y decreciente en [0, H] para
cualquier A > 1, y b(t) > 0 para t € [0, H], se tiene

p(0) 1 \2 M
lw(t)| < () (AMH)) < I 0<t<H, A>1, (4.2.15)
y
w'(t)] < mlm%m%aogtgH,Azy (4.2.16)

Supongamos ahora que no podemos garantizar que para todo A > 1, (p(t))?(b(t) +
Aa(t)) no tenga puntos criticos. Por ser [0, H| un compacto y por la hipotesis (4.2.4),
en este intervalo el signo de [(p(¢))2(b(t) + Aa(t))]’ s6lo puede cambiar un nimero
finito de veces (ntumero que, fijados p(t), b(t) y a(t), dependera del parametro A).
Notese ademas que, de (4.2.5) y (4.2.9), para cada solucion y(t) de (4.2.1) se verifica

G(y,t) = (p(t))*(b(t) + Na(t)) F(y,1). (4.2.17)

Estamos ya en condiciones para analizar el siguiente caso.
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CASO 3. Existe una particion 0 < g < t1x < ... < ty., tal que [(p(t;2))2(b(tin) +
Na(t; )] = 0 para 0 < i < N, con [(p(t))?(b(t) + ANa(t))] > 0 para t en |0, o],
V1 as toalyeees JE2ktin, tonran [y [(p(8))2(b(8)+A%a(t))] < 0 para ten Jtga, tia[, Jt2 s tanl,

ey Jtapns torp1a ], con topy1n = H 0 topyon = H.

Por la economia en la notacion, denotemos por R(t) a la funciéon
R(t) = (p(t)*(b(t) + Ma(t)), 0<t<H.
Aplicando el caso 1 al intervalo [0, %] y (4.2.17), se obtiene

F(y,t) < F(y,0), 0<t<
(v,

t0,>\7
(t)F(y7t) S R(tO,)\)F 0)7 0 S t S t(),)\-

Q
s
I
=

En el intervalo tg <t <ty ,, del estudio del caso 2 y de (4.2.17), se sigue

G<y7 t) S G(y: tO,)\)7 tO,)\ S t S tl,)u

G(y,tin) _ Gy, ton) _ R(to)
R(t1.) R(t1.)) R(t1.)

Para t;, <t <ty,, del estudio del caso 1 y de (4.2.20), (4.2.17) resulta

F(y,tip) = < F(y,0) .

R(to.))

F(y,t) < F(y,tip) = Rt »)

F(y,0), tia <t <tgyy,

R(ta ) R(to)
R(t1)

Sitor <t <t3,, de (4.2.21) y (4.2.17) se sigue

G(yatZ,A) = R(tQ,)\)F<yat2,)\) S F(y70) .

G(y,t) < G(y,tan), tox <t <ts),

G(y,t3) < R(ta ) R(to)

F(y,ts)) = R(ts)) — R(tsan)R(t1n)

F(y,0) .

(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

(4.2.21)

(4.2.22)
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Por induccién, en general

R(tox)...R(tox)

F(y,t) < F(y,togsin) = R(tori1n)--R(t1x)

F(y,0),

(4.2.23)

logt1n St < topia .

De (4.2.5), (4.2.18) y (4.2.23) podemos escribir, para A > 1,

|y(t)|2 < [ p(tak)...p(to) r

P(tagsin)---p(t1n)

[b(tgk,)\) + )\2a(t2k’,\)]...[b(to,A) + /\2a(t07>\)]
[b(tgk_;_l,)\) + )\2a(t2k+17,\)]...[b(t1,>\) + )\2a(t17,\)]

F(y,0),

Y () < N(a® +1°) [pfffjif i)p%f 1)1

[b(tQk,)\) -+ )\Qa(tQk’))]...[b(to,)\) -+ )\Qa(t07,\)]
[b(t2r+1,0) + Aaltaeiin)]--[b(t) + Aa(tyn)]

F(y,0),

toprin << topyor.

Por otro lado

R(tog—2.)...R(to.)
R(tog—1.)...R(t1.2)

De aqui y de (4.2.9) y teniendo en cuenta que R(t) es decreciente en [tog x, tor+1.1),

G(y,t) < G(y,tarn) < R(torn) [ } F(y,0), topx <t <tops1

para A > 1 se sigue que

R(tax ) |:R(t2]€27)\>...R(t0’,\):| < R(tox)...R(to.x)
R(t) | R(tak—1)--R(tin)] = R(togs1n)--R(t10)

() < F(y,0) ,

|y'(t)|2 < R(tar)[b(t) + Na(t)] |:R(t2k:—2,)\)---R(t0,>\>

R(t) R(tog—1)...R(t1.2)

R(tog)...R(to.)

< MN(a® +8°
<A )R<t2k+1’)\)...R(t1’)\>

F(y,0),
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para topy <t < fogt1n

Por tanto, dado que

Y

(p(t2i0))?[b(t2in) + Aaltz; )] <1
(p(t2it1.0))2[b(t2i11.0) + A2a(taizin)] —

podemos afirmar que si 0 <t < tg519 5, entonces

p(torr)..-p(to)
ly(0)] < P(tar+1n)---p(t1n) 8

(4.2.24)
[ [bltak) + Nataia)]. [b(ton) + Nalton)] ]? :
{[b(tzml,k) + ANa(togs1)].-[b(t1n) + )@a(tl,,\)} (F(y,0))2
y
/ 0, oyt Pawp)--p(ton) y
Y (O] < Aa”+8) P(tagsin)---p(t1n)
(4.2.25)

N|=

X [ [b(tarn) + Aa(tar)]..[b(ton) + Na(ton)]
[b(tokt1,0) + A2a(tog41)]--.[b(t12) + A2a(ty 2)

F (F(y,0))

Si conseguimos acotar el miembro derecho de (4.2.24) (excluyendo F'(y,0)) por una
expresion que no dependa de la particion, habremos conseguido una cota cuya de-
pendencia respecto a A\ sera lo suficientemente simple como para poder usarla en
apartados posteriores.

Por la claridad de la exposicion, detengamonos un poco en este punto. Dado que p(t)
es siempre positiva, podemos escribir

p(taen)--pltonr) exp [10g< p(tarn)--p(ton) )]

B p(tagsin)---p(t1n)

p(tart1)--p(t1)
— exp [log <p]()g§—i’ii)) + ...+ log <§g?i;)] . (4.2.26)

Por otro lado, un simple calculo deja claro que

log(l+z) <z, ax>-1.
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Aplicando este resultado a (4.2.26), se obtiene

p(tor,r)...p(to) _
P(takrin)---p(t1)

= exp [10g (1 4 Plta) _p(t%“’A)) + ... +log <1 4 Plio) _p@“)ﬂ

p(tors1n) p(tin)

t t t — p(t

< [ QkA 2k+1 A) NI p( 0,,\) p( 1,,\)]
tzkﬂ A p(tin)
P(0

< ( (©, ) (4.2.27)

pmzn

siendo
Pmin = min{p(t), 0 <t < H}, (4.2.28)

y P(0, H) la variacion total de p(t) en [0, H].

Repitiendo el razonamiento anterior se puede demostrar que

[b(tzk)\) + )\2(I(t2k7)\)]...[b(to7)\) + )\2a(t0,,\)]
[b(t2r11,0) + Aa(taesr)]---[b(T1n) + Aa(tyn)]

B(0, H) + NA(0, H)
< 2.
< exp ( b Na , (4.2.29)
siendo
Umin = min{a(t), 0 <t < H} by, = min{b(t), 0 <t < H} (4.2.30)

y A(0, H) y B(0, H) las variaciones totales, respectivamente, de a(t) y b(t) en [0, H].

Si definimos

B(0,H) A(0,H
K:max{ (0, ), (0, )} (4.2.31)
min Amin
entonces podemos asegurar que
B(0,H) + N2A(0, H
0.H)+ XAQ.H) _ (4.2.32)

bmin + >\2amin o
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De (4.2.24), (4.2.25), (4.2.27), (4.2.29), (4.2.31) y (4.2.32), se concluye que
(0] < exo (C0 4 B (P 0)F = M (PG00,
/()] < AM(a° + 1) (F(y,0))%, (4.2.33)
0<t<H,

expresion en la que, como se puede observar, no hay dependencia respecto a la par-

ticion usada. La expresion anterior, pues, es valida para cualquier A > 1.

Si aplicamos (4.2.33) a z(t) y w(t), tendremos, por (4.2.2), que

12(t)| < M, 12/(8)] < AM(a® + %)z, 0<t¢< H;

N (4.2.34)
L t <MM 0<t< H

1 Y — — 9

(a(0))>
con M definido como en (4.2.33).

El caso 4 es esencialmente el mismo que el 3, con la tinica diferencia que en el primer

intervalo [0, ] la funcion (p(t))*(b(t) + A*a(t)) es decreciente:

CASO 4. Existe una particion 0 < o\ < t1n < ... < ty, tal que (p(t;2))2(b(tin) +
Na(t;n)) = 0 para 0 < i < N, [(p(t))*(b(t) + Na(t))] < 0 para t en ]0,tg.l,
Jtiastaal, oo Jtas—ins ta[ y [(p()?(b(t) + N%a(t))] > 0 para t en Jtox, tial, [ton, taal;

vy Jtapns tok1a], con topy = H 0 topy1n = H.

Resumiendo lo anterior, podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 9. Sea p(t) una funcidn positiva, de variacion acotada y continuamente
diferenciable en [0, H], y sean a(t),b(t) funciones positivas, continuamente diferen-
ciables y de variacion acotada en [0, H]. Sea A > 1 y sea {z,w} el sistema fundamental
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de soluciones de la ecuacion (4.2.1) que satisface (4.2.2). Bajo las hipdtesis (4.2.3)
0 (4.2.4) existe una constante positiva M (independiente de \) tal que

l2(t)| < M, |2 <AM@° +a)2, 0<t<H,

LO0<t<H, (4.235)

(NI

w(t)] < A (a(0)"2 M, |w'(t)] < M(° +a°)3(a(0))~

1° = max{b(t);0 < t < H}, @ = max{a(t);0 <t < H}, A > 1.

Nota 4. La constante M puede expresarse directamente en funcion de los datos de
acuerdo a los 4 casos anteriores. Asi, si (p(t))?(b(t) + Na(t)) es creciente en [0, H]
para cualquier X > 1, M = 1. Si (p(t))2(b(t) + N2a(t)) es decreciente para cualquier
A > 1, M viene definida por (4.2.12). Si (p(t))*(b(t) + A%a(t)) tiene intervalos de
crecimiento y decrecimiento para algin X\ > 1, M toma el valor dado en (4.2.33).

El principal inconveniente del teorema 9 es la dificultad para asegurar el cumpli-
miento de las hipotesis (4.2.3) y (4.2.4), especialmente de esta tultima, dado que
dicha cuestion pasa por determinar todos los ceros (para conocer su ntumero) de

una funcion (p?(t)[b(t) + A%a(t)]) de dos variables (¢ y A) en un dominio semiinfinito
([0, H] x [1, +o0f).

Una posible solucion parte de ampliar las condiciones a cumplir por parte de p(t),
a(t) y b(t) y exigir que las segundas derivadas de las tres funciones (p®(t), a®(t) y

b®)(t), respectivamente) sean continuamente diferenciables en [0, H].

Siendo asi, si existiera algiin \; para el que p*(t)[b(t) + Aa(t)] tuviera infinitos puntos
criticos, aplicando el mismo argumento utilizado en el teorema 2, deberia existir al

menos un punto de acumulacion ¢* de tales ceros en [0, H| tal que
(P*(E)0(")) + N (P*(t")a(t)) = (P*(¢)b(E"))" + X (p*(t)a(t"))" = 0.

Por la legibilidad del texto, emplearemos en lo sucesivo las funciones r(t) y s(t)

definidas por

r(t) = p*(t)b(t), s(t)=p*t)a(t). (4.2.36)
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De (4.2.36) se deduce que la ecuacion anterior puede expresarse como
() 4+ NS () = " (#) + A2 (1F) = 0. (4.2.37)
En tal situacion podemos distinguir cuatro casos:
L 7(t*) =006 §(t*) = 0y ni r”(t) ni s"(t) se anulan en t* . En ese caso, por

(4.2.37), queda claro, dado que A\; > 1, que §'(t*) = 0 y r/(t*) = 0, respectiva-

mente.

Ademas, también por (4.2.37), se tiene que

v _T//(t*)
i S”(t*) ’

de donde obtenemos una expresion para calcular );. Sea cual sea el valor de \?

(4.2.38)

encontrado, éste debe ser al menos mayor que 0.

2. r"(t*) = 06 s"(t*) = 0 y ni r'(t) ni §(t) se anulan en t*. En ese caso, por
(4.2.37), y dado que \; > 1, se deduce que §'(t*) = 0 y 7/(t*) = 0, respectiva-

mente.

Ademas, por (4.2.37), se tiene que

,r,/ t*
N = _ri#) : (4.2.39)
s'(t*)
de donde obtenemos una expresion para calcular \;. De nuevo esta claro que

sea cual sea el valor de A\? encontrado, éste debe ser mayor que 0.

3. Nir/(t) ni ¢'(t) ni r”(¢) ni s”(¢) se anulan en t*. En ese caso, (4.2.38) y (4.2.39)

se siguen verificando y

= — = — , (4.2.40)
de donde se ha de cumplir que

r'(t)s" () — " (t")s' (t*) = 0. (4.2.41)
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4. r'(t*) = ') =r"(t*) = "(t*) = 0.

Obsérvese que por (4.2.37) no cabe la posibilidad de que 7/(t*) se anule y s'(¢*) no (o

viceversa), ni que r”(t*) se anule y s”(t*) no (o viceversa también), pues A > 1.

De las lineas anteriores podemos extraer el siguiente teorema

Teorema 10. Si p(t), a(t) y b(t) son funciones estrictamente positivas y dos veces
continuamente diferenciables en [0, H] y las funciones r(t) y s(t) definidas por (4.2.36)
verifican que no eziste ningun punto £ en el intervalo [0, H] tal que v'(§) = §'(§) =
(&) = §"(€) = 0, si existe algin \; para el que r(t) + M\2s(t) posea infinitos puntos
criticos en [0, H]|, entonces tales puntos criticos deben tener al menos algin punto de
acumulacion t* € [0, H] que cumplird una de las siguientes condiciones

T/l(t*) .

o r'(t*) = 5'(t*) =0, en cuyo caso \? = — )

~

r (£%)

o (") = (") = 0, en cuyo caso N = —5i

, 0

N

o (%) (t*) — r'(t*)s"(t*) = 0, en cuyo caso \? = —Z:EH = —Z:g;

Del teorema anterior resulta que para averiguar si p(t), a(t) y b(t) verifican las hipote-
sis (4.2.3) y (4.2.4), sera conveniente encontrar primero aquéllos puntos ¢*, si los hay,
para los que 7'(t*) = §'(t*) = 0, o r"(t*) = s"(t*) = 0 o r"(t*)s'(t*) — r'(t*)s"(t*) = 0.
Una vez encontrados, habria que calcular la correspondiente constante A? por medio

de (4.2.38), (4.2.39) y (4.2.40), respectivamente.

Con t* y \;, restaria construir la funcion r(t) + A\?s(t) y examinar sus posibles puntos
criticos en la cercania de t*, para determinar si efectivamente son infinitos o no. La
determinacion de su niimero seria mas simple al haber fijado A; y saber que los puntos

criticos deben estar en la vecindad de t*.

El tnico inconveniente del método expuesto aparece si el nimero de puntos t* encon-

trado es infinito, dado que evidentemente no podriamos analizarlos todos.
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Por el contrario, si no existe ningin ¢* que cumpla las hipotesis mencionadas, podemos

estar seguros de que las hipotesis (4.2.3) y (4.2.4) se verifican en [0, H].

4.3 Solucidon tedrica exacta en serie

En este apartado trataremos de construir una solucion en serie del problema (4.1.1)-
(4.1.5) bajo las hipotesis (4.1.8)-(4.1.9) y (4.1.6) o (4.1.7). Notese que si X (z) es una

solucién no idénticamente nula del problema de Sturm-Liouville
X"+ XX =0, X(0)=X(d)=0, 0<z<d, A\>0, (4.3.1)
y T(t) satisface
T" + ()T + (b(t) + Na(t)) T =0, t>0 (4.3.2)
entonces u(z,t) = X (x)7T(t) es una solucion de (4.1.1) pues

g + c()ug +b(H)u — a(t)uge = T'X +c()T'X +b(t)XT — a(t)X"T
= (T"+ct)T + (b(t) + Na(t))T)X = 0,

y u(0,t) = u(d,t) = 0.

Los autovalores y autofunciones del problema (4.3.1) son
2
2 = <@> , Xp(x) = sen (m) , n>1, (4.3.3)
d d

y para estos valores de \,, la ecuacion (4.3.2) adquiere la forma

T +c®)T + (b(t) + Na@)T =0, n>1. (4.3.4)
Ademas, si

p(t)e(t) = p'(t), (4.3.5)

entonces la ecuacion (4.3.4) puede escribirse de la forma

(p)T") + p(t)(b(t) + N2a(t))T = 0. (4.3.6)
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Resolviendo (4.3.5) e imponiendo la condicion p(0) = 1 resulta

p(t) = exp ( /0 t c(s)ds) >0 (4.3.7)

y notese que p(t) es creciente porque c(s) > 0y ademas p(t) > 1, t > 0. Asi las
ecuaciones (4.3.4) y (4.3.6) son equivalentes. Si {z,,w,} es el sistema fundamental

de soluciones de (4.3.4) que satisface

2,(0) =1, 2/.(0) = 0, w,(0) = 0,w’,(0) = 1, (4.3.8)

rn

entonces bajo las hipotesis (4.1.6)-(4.1.9), (4.2.3), (4.2.4), del teorema 9, si A > 1, o

lo que es lo mismo,

d
n>mny=—, (4.3.9)
m

se obtiene la existencia de una cota M tal que
12a(8)] < M, |2, ()] < nrd M (b° +a°)2,
[wn ()] < (nm) " dM (a(0))7%, Juy(£)] < M(° + %)% (a(0)) 7, (4.3.10)
0<t<H, n>ny

Si denotamos

Un(, 1) = sen (”%‘”) {anzn(t) + bown ()}, n > 1, (4.3.11)
—g/df() n(w)d b—g/d() n<@)d n>1, (4.3.12)
an—ﬂo x)se g x, n—ﬂogxse g T, > 1, 3.

por superposicion se obtiene una serie candidata a solucion del problema (4.1.1)-

(4.1.5) de la forma
uw t) = un(z,t) =Y sen (?) {@nzn(t) + buw, (t)} . (4.3.13)
n>1 n>1
Bajo la hipotesis (4.1.8), de [53, p.95-99|, [48] o [19, p.38-41], la continuidad de las
extensiones impares de f(x), f'(z) y f”(z) como funciones 2d-periddicas en la recta
real se obtiene automaticamente y

> n?lag| < +oo. (4.3.14)

n>1
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De la hipotesis (4.1.9), la continuidad de la extension impar de g(x) y su derivada
como funciéon 2d-periddica en la recta real también resulta automéaticamente y
> nlby| < +oo. (4.3.15)
n>1
De (4.3.10), (4.3.14) v (4.3.15), la serie
D~ {anzi (1) + bu, (6)} sen (57 )
n>1
es uniformemente convergente en D(H) = [0,d]| x [0, H], y por el teorema de derivacion
de series funcionales [8, p.403], la serie u(z,t) definida por (4.3.13) es parcialmente
diferenciable término a término con respecto a t 'y

"”) (4.3.16)

u(z,t) = Z {anz),(t) + byw!,(t)} sen (T
n>1
Asimismo, la serie que aparece al tomar derivadas parciales término a término con

respecto a t sobre el miembro derecho de (4.3.16) tiene la forma

> Aanz)(t) + bywy (1)} sen (%)

n>1

— () Y {anh (8) + bui, ()} sen (“5) - (4.3.17)

n>1

2
-3 (b(t) + (%) a(t)) {anzn(t) + bywn ()} sen (”%”“”) . (4.3.18)
n>1
Por (4.3.10) y (4.3.14)-(4.3.15), las series que aparecen en (4.3.17)-(4.3.18) son conver-
gentes uniformemente en D(H) y asi por [8, p.403|, u¢(z,t) es derivable parcialmente
término a término respecto a ¢, y

uale,t) = —elt) Y anzh(0) + bu (1)) sen (20)

n>1

(4.3.19)
- Z (b(t) + <%T>2 a(t)) {anz,(t) + bpw,(t)} sen <$> .

n>1
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Por otro lado, las series que se obtienen cuando se toman primeras y segundas deri-

vadas parciales respecto a x en (4.3.13) toman la forma

> (%) fauzal®) + buwa (0} cos (“57) (43.20)
-2 <%)2 {anzn(t) + bnwn(t)} sen (n%x) : (4.3.21)

De (4.3.10) y (4.3.14)-(4.3.15), las series (4.3.20),(4.3.21) son uniformemente conver-
gentes en D(H), y por |8, p.403|, u(z, t) definida por (4.3.13) es dos veces parcialmente

diferenciable respecto a x, siendo

Uge (T, 1) = — Z (%)2 {anzn(t) + bpw,(t)} sen (%T) . (4.3.22)

n>1

De (4.3.19) y (4.3.22), para (z,t) € D(H), finalmente se concluye
e, 1) + c(O)un(, 1) + (1) — a(t)ga (s, )

= —elt) " {an(0)+ b (1)) sen (222

n>1

-3 (b(t) + (%)2 a(t)) {anza(t) + bawi(t)} sen (7%1;)

() ) {anz(B) 4 buw, (1)} sen (?) +0(t) 3" {anza(t) + buwa (1)} sen (%T)

n>1 n>1

+a(t) Z (%)2 {anzn(t) + bpwy(t)} sen (?) = 0.

nz

Ademas, de (4.3.12), de las hipotesis (4.1.8), (4.1.9) y de [19, p.46|, queda claro que
u(z,0) = (), w(z,0) = g(x), 0 <z < d

Resumiendo, podemos establecer el siguiente resultado:
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Teorema 11. Sean a(t), b(t), c(t) funciones continuas positivas, a(t) y b(t) ademds
continuamente diferenciables y satisfaciendo hipdtesis (4.1.6) o (4.1.7), y sean f(x)
y g(z) funciones reales que satisfacen (4.1.8) y (4.1.9), respectivamente. Si ay, by,
vienen definidos por (4.3.12), entonces la funcion u(x,t) definida en (4.5.13) es una
solucion del problema (4.1.1)-(4.1.5).

La solucion en serie u,,(z,t) que nos proporciona el teorema 11, presenta dos serios
inconvenientes desde el punto de vista computacional. Primero, la infinidad de la
serie, y segundo, el hecho de que el sistema fundamental de soluciones {z,,w,} de
la ecuacion (4.2.1) no nos es conocido. Estos problemas motivan la bisqueda de

soluciones numéricas.

4.4 Soluciones numéricas continuas

En este apartado trataremos la cuestion de cémo construir una soluciéon numérica
continua U(z,t) del problema (4.1.1)-(4.1.5) de modo que el error e(z,t) = u(x,t) —
U(z,t) con respecto a la serie solucion dada por el teorema 11 esté uniformemente
acotada superiormente por una cantidad prefijada admisible ¢, en el dominio D(H)
con H > 0. Supondremos en lo sucesivo que las funciones a(t), b(t) y ¢(t) son dos
veces derivables para t > 0.

Bajo las hipotesis (4.1.8) y (4.1.9), integrando por partes tres veces para a, y dos

veces para by, los coeficientes de Fourier a,, b, definidos por (4.3.12) satisfacen

Py Py
|an| S ﬁa |bn|§ﬁ7n217
(4.4.1)
2d?

P1 -
7T3

e 2d ")
/ |fx)|de , P = 7T2/ 19 (z)| da .
0 0

Con la notacion del apartado 3, de (4.3.10) y (4.4.1) resulta

M
lanzn(t) + 0w, ()| < | P+ ———P | —, 0<t< H, n>ny. (4.4.2)
) n?
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Por tanto, si m es un entero m > ng (ver (4.3.9)), se cumplira

< <P1 + 4
m(a(0))

Z {anz,(t) + byw,(t)} sen (%T)

n>m

n3

N|=

M
P2> — . (4.4.3)
n>m

De (3.6.4) y (4.4.3), tomando m tal que

2
23M <P1 4+ —4 P2>
m(a(0))2
m >

> T6e , m >max(2,ng) , (4.4.4)

entonces, para 0 <t < H, se tiene

ula,t) — nzl {anzn(t) + buwa(t)} sen (”T:x) < Z: lanzn(t) + buwn(t)] < g

Esto significa que para la funcion u(z,t) definida por

nnx

Uz, t) = 2 {anzn(t) + bpwn(t)} sen (7) , (4.4.5)
el error u(x,t) — u(x,t) satisface
lu(z,t) — @z, )| < % . (2,t) € D(H) . (4.4.6)

A partir de ahora, nuestra tarea serd la de aproximar para n = 1,2,...m — 1 la

funcion a,z,(t) + b,w,(t), que es la tnica solucion del problema de valor inicial

2
T 4 (BT, + (b(t) + (%) a(t)) 7,=0,0<t<H
(4.4.7)
7,0)=a,, T;0)=0b,, 1<n<m-—1.
Si consideramos la transformacion
T, (t
Zn(t) = (®) , (4.4.8)
T3 (t)
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el problema (4.4.7) resulta ser equivalente al problema vectorial extendido

Z,(0) = A0 Za(1)  Zu(t) = [ " ] 0<t<H,
b (4.4.9)
An(t) = 0 ) ! ] , 1<n<m-—1.
—(b(t) + (%) a(t)) —c(t)
Notese que si Y,,(t) es la solucion del problema matricial de valor inicial
YI(t)=A,@)Y,.(t); Y(0)=1, 0<t<H 1<n<m-1, (4.4.10)

donde I denota la matriz identidad en R?*2| entonces por (4.4.8) y (4.4.10) se tiene

T.t)=[1 0]Z.(t), Z.(t)=Y,(¢)

fin ] . (4.4.11)

Emplearemos ahora los resultados expuestos en [34] para construir una soluciéon nu-
mérica de (4.4.10) por medio de métodos matriciales de un paso. Asi, sea h > 0y

t; = ih, para enteros i > 0. Por (1.1.1)

[AROIE < 1+ (e(0)? + (6(0) + (5)%0())” < 1+ @o)? + (B0 + ()%)
4L < (W) + (B() + (4)20/(1)" < @) + (B + (35)? al) ,
[420)||, < @ @)+ @+ epra)’ < @2 + (B + )
(4.4.12)
donde
a =max{|a®(t)]; 0<t<H}, b =max{|pD(t)]; 0<t<H} (1.4.13)

De acuerdo con [34], denotemos

max {[|[AD(B)]|, ; 0<t<H}=hyn , 0<i<2 0<n<m-—1. (44.14)

I,

Si tomamos h > 0 lo suficientemente pequeno y un entero positivo L, de modo que

h<(kon)™', 1<n<m-1, Lh=H, (4.4.15)



y
Yn,O =1 )
i—1
Vo= T1{[l = 2A.(ti)] ' + AL (tij0)]} i1
=0

() ZBIZ()n17 1§n§m—1,0§t§H,

Wt —ticg), tiog <t <t
Wt —t), t; <t <tipq,
entonces, de |22, p.77-78|, para 0 <t < H se obtiene que

h2
Yal) =Va®ll, < 77 (krn + k5,0) exp(Hkon) +

+Hh
6
0, de otro modo,

1V,(t) = Va@®)|l, <R*E,, 1<n<m-1,0<t<H,

o)+ o= e core)

siendo, para 1<n <m — 1,

&Ii

B, =1 <1 + ()2 + (bO

exp <H\/1+(50)2+ ~ + ()25 ) %{ 1+ ()2 + ('50 (22)2G 0)2)

+3\/1+('50)2+(’50 (%)M)\/ )2+<bl+(%)22ﬂ)2

- \/(52)2 + <52 + (%)252> } exp <3H\/1 + (¢0)? <bo (%)250> 2) :

Si denotamos por W, (t) al vector funcion definido por

], 1<n<m-1,

(l{igm + 3]{?1,”]{307n + kQ,n) exp(SHko,n),
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(4.4.16)

(4.4.17)

(4.4.18)

|

(4.4.19)

(4.4.20)



tomando normas en (4.4.20), de (4.4.11), (4.4.18) y (4.4.1) resulta
Qn
bn
pP? P}

1 Z,(t) — Wa ()|, < h*E, (——l——) , 1<n<m-1, 0<t<H.

< B2E, (a2 +12)7 |

2

12n(8) = Wa()lly < [[Ya(t) = Va (@)l
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(4.4.21)

Tomando el primer componente de W,,(¢) y aplicando (1.1.2) y (4.4.21) se sigue que

Sn(t) =11 0]W(t)= ZBMU)[ 1

Ay
b, |

nnx

U(z,t;m,h) = 3 Su(t) sen (7) . (x,t) € D(H),

y tomemos h > 0 lo suficientemente pequenio para que satisfaga (4.4.15) y

m—1
P} P2
h < 5(2 En< ))
n=1

Entonces, por (4.4.5), (4.4.23), (4.4.24) y (4.4.25) se obtiene

m—1

[z, t) = Ulx,tm, h)| < 3 [Sa(t) = Tu(t)] < g . (z,t) € D(H).

n=1

De (4.4.6) y (4.4.26) se concluye

lu(z,t) — U(z,t,m,h)| <e, (x,t) € D(H).

(4.4.22)

(4.4.23)

(4.4.24)

(4.4.25)

(4.4.26)

(4.4.27)
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Con el fin de determinar valores para h que satisfagan (4.4.15), es conveniente obtener

cotas inferiores de ko ,. Asi, notese que por (1.1.1) se tiene

1
— >
kon Jax, | An(t)], > ﬁogg};HAn(t)Hp
1 nmw 2

5 i, \/ 1+ (e(t)? + (b(t) + (7)%@)) .

Por lo tanto

kO,n Z {2

N|—=

| —

(1 4 (o) + (bmin + (%)2amm)2) } , (4.4.28)

donde
amin = min{a(t);0 <t < H}, by = min{b(t); 0 <t < H}, (4.4.20)
Cmin = min{c(t); 0 <t < H} .
Asi, la condicion (4.4.15) se cumplira si h satisface
9 3
< Sv o 1<n<m—1 (4.4.30)
1 + (Cmin)2 + (bmin + (%)QG/min)

Resumiendo, bajo las hipotesis y notaciéon del teorema 11 y la adicional doble de-
rivabilidad de las funciones coeficiente a(t),b(t), c(t), el siguiente algoritmo permite
construir una solucién numérica continua cuyo error respecto a la serie soluciéon exacta
u(z,t) proporcionada por el teorema 11, estd uniformemente acotada superiormente

por € dentro de D(H) para H >0, £ > 0.
PASO 1. TRUNCAMIENTO DE LA SERIE SOLUCION
Sean ¢ > 0, H > 0.
1. Determinar las constantes M, ny que satisfacen (4.3.10) y (4.3.9) de acuerdo

con las hipotesis alternativas (4.1.6) o (4.1.7) y el teorema 9.

2. Determinar las constantes Py y P, definidas por (4.4.1) y el primer natural

m > ngy que satisfaga (4.4.4).
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STEP 2. CONSTRUCCION DE SOLUCIONES NUMERICAS CONTINUAS

Dado m:

1. Calcular las constantes @', b' y & definidas por (4.4.13) para 0 <1 < 2.

2. Calcular las constantes kg, definidas por (4.4.14) que satisfacen (4.4.28),

donde apin, bmin Y Cmin vienen dadas por (4.4.29).
3. Encontrar las constantes F,, definidas por (4.4.19) para 1<n <m — 1.

4. Elegir h > 0, L > 0 tales que NL = H y ademaés verifiquen (4.4.15) y
(4.4.30).

5. Calcular las matrices Y,,; dadas por (4.4.9) y (4.4.16) con t; = ih.

6. Calcular a,,b, dados por (4.3.12) para 1<n < m—1, V,(t) por (4.4.17) y
Sn(t) por (4.4.22).

7. U(x,t,m,h) definida por (4.4.24) es una aproximacion de la serie solucion

exacta del problema (4.1.1)-(4.1.5) que satisface (4.4.27).

Con el algoritmo anterior, el problema queda finalmente resuelto.



Capitulo 5

Soluciones analitico-numéricas para la
ecuacion de ondas con coeficientes
separables dependientes del tiempo y
con variacion lineal en la dimension
espacial.

5.1 Introducciéon

Los problemas hasta ahora tratados contienen la version méas simple de la ecuacion de
ondas, es decir, aquéllas en las que la tinica variacion del coeficiente de propagacion
es temporal. No obstante, en muchos problemas de la naturaleza, las ecuaciones
obtenidas contienen cierta variacién espacial, lineal en su forma més simple, ya no
porque las propiedades de los elementos analizados cambien con la distancia, sino
por la misma geometria del caso. En [15] se presentan algunas de dichas situaciones,
que dan lugar a ecuaciones de ondas con variaciones lineales o cuadraticas. Ello
nos mas que una muestra de que muchos problemas diferentes requieren un modelo
matematico basado en la ecuacion diferencial en derivadas parciales

0 [T 87@ 1 0 ou

o (x)a—x = Lo [p(t)a] , t>0,0<z<L. (5.1.1)

Ejemplos de dichas situaciones, como siempre, aparecen en problemas de propagaciéon

95
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de ondas en materiales de ferrita o medios anisotropos [14]. [36, cap.8| también pre-
senta problemas en los que aparece una ecuacién de onda con variaciones espaciales,
en este caso en el andlisis de la propagacion de un rayo de luz en una fibra 6ptica no
ideal. Para el caso de que dichas variaciones sean separables en funcién de la dimen-
sion, el problema obtenido claramente refleja (5.1.1), con el agravante de que, como
el mismo autor asegura, la asunciéon de propiedades constantes de la fibra suele ser
imposible de mantener, mientras que los métodos existentes para resolver la ecuacion
con variacion lineal no dan siempre buenos resultados (algunos ni siquiera tienen una

justificacion matematica rigurosa).

De entre los numerosos problemas que podemos encontrar con una ecuaciéon como

(5.1.1), en este capitulo analizaremos el problema!l

% {x%} = ﬁ% {p(t)%} , t>0,0<z<L, (5.1.2)
u(L,t) =0, wu(0,t) finita, t >0, (5.1.3)

u(z,0) =g(z), 0<z<L, (5.1.4)

u(z,0) = f(z), 0<az<L, (5.1.5)

donde p(t),q(t), f(x) y g(z) son funciones reales con propiedades a determinar. El
problema (5.1.2)-(5.1.5) describe las vibraciones laterales de una cadena pesada y fle-
xible que cuelga de uno de sus extremos, con tension y densidad variables [15, p.299].
El caso méas general, con T(z) sin especificar -o al menos un problema muy similar
entre éste y el analizado en el capitulo 2-, ser4 examinado en el ultimo capitulo, pues
requiere cierta formulacion adicional que todavia no hemos desarrollado. Baste con

decir que la aplicacion del método de separacion de variables de (5.1.1) conduce a un

'Este apartado es una version corregida y aumentada de [30].
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problema en x de Sturm-Liouville, de solucion a priori desconocida (desde el momento

que T'(x) puede ser cualquier funcién).

No obstante, tampoco debe verse esta simplificaciéon como un intento de marear la
perdiz con problemas gradualmente crecientes en dificultad. No es el objetivo de esta
tesis. Mas bien que, asi como el iltimo capitulo analiza un problema muy general,
nuestro consejo es que, mientras las ecuaciones obtenidas al separar variables sean
resolubles, se trate de utilizar todo el conocimiento disponible sobre las soluciones
de tales ecuaciones. En este caso, como se verd, las ecuacion obtenida en x es la
ecuacion de Bessel de primera especie, de la cual la bibliografia que existe es abun-
dantisima. Ademas, una diferencia importante entre esta ecuacion y las que se veran
en el ultimo capitulo, es que a las segundas se las obligara a tener coeficientes posi-
tivos en todo el dominio, cosa que no ocurre con Bessel. Esta aparentemente sutil
diferencia encierra mucho més significado del que a primera vista se pudiera encon-
trar: la aplicacion directa de los teoremas 2 y 5 no es posible. Sin embargo, como

se verd, los métodos empleados al demostrar los mismos nos pueden todavia ser utiles.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: El apartado 2 esta dedicado a la
obtencién de cotas explicitas en términos de las funciones dato para los coeficientes de
Fourier-Bessel. Esta informacion es crucial a la hora de construir soluciones numéricas
con una precision prefijada. Los resultados del apartado 2 pueden considerarse como
refinamientos préacticos de los resultados clasicos sobre funciones de Bessel dados
por [54] y [56]. El apartado 3 trata de encontrar una solucion exacta en forma de
serie del problema (5.1.2)-(5.1.5) por medio del método de separacion de variables.
En el apartado 4 enfocaremos la cuestion de como construir una soluciéon numeérica
continua en un subdominio acotado D(t*) = [0, L] x [0,t*], con t* > 0, de modo que
el error respecto a la soluciéon exacta sea inferior a € > 0, uniformemente en todo
el dominio D(t*). La construccion seré realizada de la siguiente manera. Primero

la serie solucion exacta serd truncada para obtener una suma finita de términos (en
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nimero dependiente de € y t*). Después, cada una de las funciones que aparezcan
en la serie truncada serd aproximada usando métodos discretos (los cuales ofrecen
soluciones numeéricas en una malla de puntos para la ecuacion diferencial obtenida),
eligiendo el tamano de paso apropiado de la malla A de acuerdo con la precision

requerida.

5.2 Cotas explicitas para los coeficientes de Bessel

Este apartado esta dedicado a la determinacion de cotas explicitas para los coeficien-
tes de la expansion de funciones en funciones de Bessel. Asi, sea Jy(x) la funcion
de Bessel de primera clase y orden 0, y sean Ay, Ao, ..., A, ... los ceros positivos de

Jo(x) ordenados en orden creciente.

Supongamos que f(z) es una funcion regular continua a trozos en [0, 1], con f(1) = 0.

En ese caso, por |56, p.591], o |54, p.231], se tiene que

f@) = endo(Aaz), 0<z <1, (5.2.1)
donde _
¢ = fo;fglﬁ(é;tjﬁdt - (in)]z /O EF(E) Jo(Ant) dt. (5.2.2)

Por el teorema 1 de |54, p.225], si los coeficientes ¢, satisfacen la condicion

|cn] < Y (5.2.3)

donde C'y € > 0 son constantes, la serie

> endo(Anz) (5.2.4)

converge absoluta y uniformemente en [0,1].

Ademas, por el teorema 1 de [54, p.231], si f(x) es cuatro veces derivable y

£(0) = f(0) = f(0) = f@(0) =0, (5.2.5)
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F(z) es continua en [0,1], (5.2.6)

f) =) =121 =0, (5.2.7)
entonces los coeficientes ¢, de Fourier-Bessel definidos por (5.2.2) satisfacen

|cn] < % (5.2.8)
para cierta constante C' que desafortunadamente no nos es dada explicitamente. Dado
que la condicion (5.2.8) es del tipo (5.2.3) con € = 2, bajo las condiciones (5.2.5)-
(5.2.7), la serie (5.2.4) converge absoluta y uniformemente a f(x) en [0,1].
Determinemos ahora el valor de la constante C' que aparece en (5.2.8), en términos
de f(z) y de los ceros A\, de Jy(z). Supongamos que se cumplen las condiciones

(5.2.5)-(5.2.7), y sea

F(z) = Vaf(z), Fi(z)=—
(5.2.9)

_F
Fy(x) = 4;21') ~FP@), 0<z<l.

Un simple célculo nos ofrece
Fy(x) = VafD@) + 2072 f(2) —a 2 fD @) + 275 f/(z), 0<z<1 (5.2.10)

Por las hipotesis (5.2.5) y (5.2.6), y el teorema de Taylor podemos escribir

4 3

Ty f)= f(4)(<,0$)%, 0<f<1,0<p<1, (5211)

f@) = 10005

fA(z) = f(4)(§x)z—7 vy fO@) = fDwr)z, 0<E<1,0<w<1. (5212)
Sea fy > 0 tal que

fD@) < fi, 0<z<l. (5.2.13)
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Entonces de (5.2.10)-(5.2.13) se sigue que

1 1 11

De [54, p.228], se sabe que z(x) = v/xJo(x) es una solucion de

7 1
Z+ (1 + @) z=0, x>0, (5215)
y por (5.2.15), la funcion
(2'(x))”
S(z,7) = (2(z))* + , (5.2.16)
L+ 2]

verifica

1] ()
228 1+

Asi pues, S(z,-) es una funcion creciente con la variable x > 0. Dado que A\, > )\

2
} >0, z>0.

para n > 1, se tiene de inmediato que S(z, A,) > S(z, A1) paran > 1, o, lo que es lo
mismo

(2'(An))?

1+ 57

(2'(A1)?

1 ’
1+4>\§

(z(A\n))? + > (2(M))? + n>1. (5.2.17)

Como z(z) = v/zJo(x) cumple que 2/(z) = % + vz J}(x), podemos escribir
Z'(A) = VAudi(\), n>1 (5.2.18)

De (5.2.17) y (5.2.18) se tiene

An(J5(An))? S M (J5(M))?
1+ﬁ T o l4 ]

(5.2.19)
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De la demostracion del teorema 1 de [54, p.231], bajo las hipotesis (5.2.5)-(5.2.7),

resulta
1 1
I, :/ zf(z)Jo(Apz) dox = )\n4/ Fy(x)zp(z) de, n>1, (5.2.21)
0 0
donde F; viene definida por (5.2.9) y z,(z) = /xJo(Az). De (5.2.14), (5.2.21) y la
desigualdad de Schwarz se sigue
1
11 ! :
|1, < §f4,\;4 (/ zJg (A1) da;> , n>1 (5.2.22)
0
Por tanto, los coeficientes a,, de Fourier-Bessel definidos en (5.2.2), satisfacen
(5) fir*
[fol rJZ (M) dx}

Por las propiedades de las funciones de Bessel ([56, p.18]|; [54, p.219])

|cal <

, n> 1. (5.2.23)

=

Ji(x) = —J)(2), (5.2.24)

1
1
/ vJ3(x) dv = 5Jf(An), n>1, (5.2.25)
0

y de (5.2.23)-(5.2.25), se sigue que

lea] < (%§> fo (H‘?’_ﬁ> G > 1 (5.2.26)
Cpn| = = ; R n -~ 1. L.
[J1(An)] [To(An)]

De (5.2.20),(5.2.24) y (5.2.26) se obtiene

1
_1z 1+4X2)\2 11
len] < CA 2 C = < +3 1) J1 , n>1 (5.2.27)
AT 3V2]J1 (M)
Ahora, por [56, p.748], sabemos que los dos primeros ceros de Jy(x) son
A1 = 2.4048256, Ay = 5.5200781.
Con lo cual Ay > 7, Ay > 2 (g) y
™

2
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Queremos probar por medio del principio de induccién que
Ap>—, n>1. (5.2.29)

Para n = 1,2 el resultado es directamente valido. Supongamos ahora que A, > “F
para m = 1,2,...,n. Por [51, teorema 1.82.2|, sabemos que si ¢(x) es una funciéon

continua decreciente en x > 0 e y es una solucién no idénticamente nula de

y" + ¢(x)y =0,

entonces para tres ceros cualesquiera consecutivos ' < z” < 2’ de y, se verifica

x// _ .I'I < xl/l _ 3:”.

Aplicando este resultado a y = /zJy(x) y a la ecuacion diferencial

yl/ ‘I‘ 1 + L y — 0
472 ’
se sigue

At = A > A= At > o0 > dg — Ay > g (5.2.30)

Dado que A1 = Ay + (Ant1 — An), por (5.2.28), la hipotesis de induccion y (5.2.30)
resulta
n
Asr > 7” + st — M) > (n+ 1)%.

Asi, (5.2.29) se satisface para todo n > 1. De (5.2.27) y (5.2.29) se obtiene
_T T 7
lan] < AN ? < A <§> ny, on>1, (5.2.31)

donde

— . (5.2.32)

Con lo anterior, podemos considerar establecido el siguiente teorema
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Teorema 12. Sea f una funcion cuatro veces diferenciable en [0,1] que satisface las
condiciones (5.2.5)-(5.2.7), y sean A1, Aa, ..., A\, los ceros positivos de Jo(x) orde-
nados en orden creciente. Entonces la expansion de Fourier-Bessel (5.2.1) conver-
ge absoluta y uniformemente en [0,1] y los coeficientes de Fourier-Bessel satisfacen
(5.2.31) donde Jy(x) es la funcion de Bessel de primera especie y orden 1, y fy viene
definida por (5.2.13).

Pensando en aplicaciones del teorema 12 a los proximos apartados, sea g(z) una
funcion definida en [0,L]. Estamos interesados en la expansion de g(z) en serie de
funciones Jy ()\n\/%) donde 0 < < L. Si consideramos el cambio Ly? = z, este

problema es equivalente a la expansiéon de v(y) = g(Ly?) en la forma

v(y) = g(Ly*) =D cado(Any), 0<y <L (5.2.33)

n>1

Notese que v(0) = g(0), v/(0) = 0, v®(0) = 2Lg'(0), v (0) =0 y
v@(y) = 1202 (Ly?) + 48132 ¢® (Ly?) 4 16 L4y g™ (Ly?). (5.2.34)

Las condiciones (5.2.5)-(5.2.7) para v pueden expresarse en términos de g como

9(0) = ¢'(0) =0, (5.2.35)
g(L) =g'(L) = g®*(L) =0, (5.2.36)
gW(z) es continua en [0, L], (5.2.37)

y por el teorema 1, se tiene
@) =1 (/5) = ando [ Any/ > 0<z<L (5.2.38)
g\r) = I _n>1an 0 n I ) ST > L c .

1

yg(Ly*) Jo(Any) dy, (5.2.39)

donde

e}
3
I
)
—~
SIS
3
SN—
O\,;
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y
1 ™"z, _1
lea] < AgAR? < (5) A3 >l (5.2.40)
11 [14+4X272 (12L2G, + 48L3Gs + 16L4G
Ag——{ +3 1] ( 2 i 4>, (5.2.41)
3 273 | J1 (A1)
con
G; = max{|gV(z)]; 0 <z < L}, i=234 (5.2.42)

5.3 Construccion de la solucidon exacta

En este apartado construiremos una serie solucion del problema (5.1.2)-(5.1.5) por
medio del método de separacion de variables. Si buscamos soluciones X (z) y T'(t) de

los problemas

[z X' (z)] + k*X () =0, 0<z<L, keR, (5.3.1)
X(L) =0, X(0) finita, -
y
[p()T' ()] + k*q(t)T(t) =0, t>0, (5.3.2)
facilmente se puede demostrar que
u(z,t) = X(x)T(t) (5.3.3)

define una solucion del problema (5.1.2)-(5.1.3). Por [15, p.299] las autofunciones
X, (z) y los autovalores k,, del problema de Sturm-Liouville (5.3.1) viene definidos

por

T A
Xp(@)=Jdy [ M/ =), kn=—"=, n>1, 0<z<L, 5.3.4
@ = (/7). =5 (534
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donde A, es el n—ésimo cero positivo de Jy(x). Para estos valores del parametro k,

la ecuacion (5.3.2) adquiere la forma

/\2

[p(t)T! ()] + Eq(t)Tn(t) =0, t>0. (5.3.5)
Supongamos que

p(t), q(t) son funciones positivas, 2 veces

continuamente diferenciables tales que (5.3.6)

|(pq)' ()] + |(pq)@(t)] >0 parat > 0.

y sea {z,(t),w,(t)} el sistema fundamental de soluciones de (5.3.5) que satisface
z,(0)=1, 2/ (0)=0, w,(0)=0, w, (0)=1. (5.3.7)
Entonces, cualquier solucion T,,(t) de la ecuacion (5.3.5) puede escribirse de la forma
To(t) = anzn(t) + bpyw,(t),

para valores apropiados de a,, b,.
Bajo las hipotesis (5.3.6), el signo de la funcion (pg)’(t) sélo puede cambiar un ntimero
finito de veces en cualquier intervalo acotado [0,t*], ver teorema 5. Ademaés, se sigue

que

lzo(t)| <M, 0<t<t*, n>1,

(5.3.8)




donde
_ q(t). e o - )
— = max m, 0<t<t'p; my,=min{p(t); 0 <t <t}
p
5] () A=z ()
W= (B () = 2o (2)
1 {qm) P PN )
y
Caso 1
M =1 sip(t)q(t) es creciente en 0 < t < t*,
Caso 2
0)q(0) \ 2
M = (M) si p(t)q(t) es decreciente en 0 <t < t*,
p(t*)q(t*)
Caso 3

Y

_ p<t0)Q(to)p(t2)q(t2) .. 'p(tQS)Q(tgs) i
M = (p(tl)Q(t1)p(t3)q(t3) .. 'p(t25+1)Q(t28+1))

si existe una particion 0 < tp <t; < --- < t,, =t* tal que
p(t)q(t) crece en [O, to], [tl, t2]7 ey [t28+1, t25+2] y

p(t)q<t) decrece en [to, tl], [tg, t3], ey [tgs, t25+1],

con

t" = t25+2 = tm o t'= t28+1 = tm'

Caso 4

_ p<O)Q(O)p(t1)q(t1) .. 'p(t2371)Q(t28,1) %
M = ( p(to)q(to)p(ta)q(ts) - - - p(tas)q(tas) )

si existe una particion 0 < tp < t; < --- < t* tal que

p(t)q(t) decrece en [0, o], [t1,La], .- ., [tas—1,tas] ¥
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(5.3.9)

(5.3.10)

(5.3.11)

(5.3.12)

(5.3.13)
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p(t)q(t) crece en [tg,t1], [t2, t3], ..., [tas, tosi1],
con
tr = tgs = tm O t" = t25+1 = tm.

Para cualquier valor de las constantes a,,, b,, las funciones

up(x,t) = Jo ()\n\/%) {anzn(t) + bpwp(t)}, 0<z <L, 0<t<t", n>1.
(5.3.14)

son soluciones de (5.1.2)-(5.1.3), y por superposicion puede construirse una serie can-

didata a solucion del problema (5.1.2)-(5.1.5) de la forma
= un(zt) =) o ( Y > {anzn(t) + bpw, (1)} (5.3.15)
n>1 n>1
Si suponemos por un momento que u(x,t) es formalmente derivable parcialmente

término a término con respecto a la variable ¢, imponiendo las condiciones iniciales

(5.1.3) y (5.1.4) se obtiene

g(x) = u(=,0) Zanj(]( \/7> 0<z<L, (5.3.16)

f@) = u(2,0) = buJy ()\n\/%> . 0<z<L. (5.3.17)

Si g(z) y f(x) son funciones 4 veces diferenciables en [0, L], que satisfacen las condi-
ciones (5.2.35)-(5.2.37), haciendo el cambio Ly* = z en (5.2.39) los coeficientes a,, b,
pueden escribirse como
a _ o 9D On/E) d b, = @5 Cn/E) dz (5.3.18)
" JE(\) o JE () -

de donde por el teorema 12, las ecuaciones (5.3.16) y (5.3.17) se satisfacen y la con-

vergencia es absoluta y uniforme en [0, L]. Ademas se cumple

z
2

1 -
lan| < Kghn? < K, (g) n-

[SIB

z
2

_z -
|bn|§Kf)\n2SKf(g> n- s n>1,



donde
11
K,=—
g 3
11
Ky=—
I=3
y

G; = maX{|g(i)(I)|; 0<z<L}

—
[S—y
_I_
W~
>
— DN
1
Bl=

(12L%Gy + 48L3G5 + 16 L*Gy)
| J1 (A1) ’

(12L%F, + 48 L3 F3 + 16 L* F))
| J1 (A1) ’

| —
—_
_|_
e~
>
oo
| I
N

i=2,34.

/

F; =max{|g"¥(z)]; 0 <z < L};
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(5.3.20)

(5.3.21)

Ya que |Jo(y)| < 1 para y > 0 (ver [56, p.31]), de (5.3.8)-(5.3.9), (5.3.19)-(5.3.20) y

(5.2.29) se sigue que

Por consiguiente

converge uniformemente en (x,t) € [0, L] x [0,¢*].

Jo ()\\/%) {ans, () + bnw;(t)}‘ \

_5 _T
< T K + WK Ay 2

5o (A5 fanzh )+ bt )

n>1

(5.3.22)

Por el teorema de derivacion de

series de funciones [8, p.403|, la serie (5.3.15) es derivable parcialmente término a

término con respecto a la variable ¢, y

u(z,t) = Z Jo ()\n\/%) {anz,(t) + bywl, (1)}, 0<zx <L, 0<t<t" (5.3.23)

n>1



109

Por (5.3.5) podemos escribir

() = — An alt)

n

p(t),.,
Em n( ) - p(t) Tn<t)7

y de (5.3.8) se sigue

|20(t)] < Rodn + SN2 Jwl(t)] < Ry + Suhay, 0<t<t', n>1  (53.24)

- (3) e (98]

My =max{[p'(t)]; 0 <t <t}, R,=

donde

(5.3.25)

y My, Z1, Wiy % vienen definidos por (5.3.9). De (5.3.19) y (5.3.24)-(5.3.25) se sigue

que
Jo <>\n\/%) {a,z0(t) + bnwj;(t)}’ \

Por tanto la serie

S (A\E) fancll(t) + b (),

converge uniformemente en [0, L] x [0,t*]. Por el teorema de derivacion de series de

funciones, la serie (5.3.23) es derivable parcialmente término a término con respecto

aty

uge(z,t) = Z Jo (M\/%) {anzh(t) + bywli(t)}, 0<z <L, 0<t<t* (5.3.27)

n>1
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Por otro lado, de (5.2.24) y usando el hecho de que |Ji(y)] < - para y > 0, [56,
V2

p.31|, podemos escribir
/
A x —A x
s ) - ) 50
(@) [ 0( L 2L’ L 2vVzxL ' L

V2 A
4Lzg "

De (5.2.29), (5.3.8), (5.3.19) y (5.3.28), para 0 < 2o < x < L, 0 <t <t*;n > 1, se

| X ()] < O<zg<zxz<L, n>1. (5.3.28)

obtiene

|X7,z(x>{anzn(t) + bnwn(t)}l

—s  2K¢+/p(0 -z
< M+/2 (Kg)\nQ—i-f—]?())\nQ)

4v/'Lx q(0)

< 4MZ)§L (Kg (%)n_ + ?x/%f(f (;)771—) .

Por tanto la serie

S

(5.3.29)

> X (@) {anzn(t) + bywa ()}

n>1
converge uniformemente en [zq, L] X [0, t*], y por el teorema de derivacion de series de
funciones, la serie (5.3.15) es derivable parcialmente término a término con respecto

azxy

= X(@){anz(t) +bawa(t)}, 0<a <L, 0<t<t.  (53.30)

n>1

Notese ademas que

X//(x)

n

/\n X A2 , xr
_ Y Y 3.31
O (D) - Ra () e
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y por [56, p.18, p.31| tenemos

J
B@ =1 e a0
x
1
Asi
A A2 1\ 1
X// < n + n 1+ i —, < < L’ > ]_’ 5332
| X5 ()] < Aror/2zoL | 4zl ( a:o) 2 e e ( )

y por (5.2.29), (5.3.8), (5.3.19) y (5.3.32), para xg < < L, 0 <t <t n > 1, se

sigue que

’Xﬂw){anzn(t) + buw, (1)}

™

(2 0 B (1) () (2

< 4 - n
2L \T 8oL o 2V2201/70g(0) \

ol

e () ()

™
Esto significa que la serie

> X0 (@){anza(t) + bywa ()}
n>1
converge uniformemente en [zo, L] X [0,¢*], y asi, por el teorema de derivacion de

series funcionales, podemos tomar derivadas parciales término a término en (5.3.30),

obteniéndose

X

Uzz (T, 1) = Z [JO ()\n Z)} {anzn(t) + bywy(t)}, 0<ax <L, 0<t<t"
n>1

(5.3.33)

7
2



112

De (5.3.4), (5.3.5), (5.3.23), (5.3.27), (5.3.30) y (5.3.33) se concluye

0 1 0

%[l‘um] - ma[ﬁ(t)ut] =

-y o2 1 (35 )] ot + b}
_ ﬁ ; % {p(t)% (anzn(t) + bnwn(t)]} Jo ()\\/%>

5 [ ] o () -0

para 0 <z < L, 0 <t < t*. Por tanto, el siguiente resultado queda establecido:

Teorema 13. Sean p(t),q(t) funciones que satisfacen la condicion (5.3.6) y sean
f(z), g(x) funciones cuatro veces diferenciables en [0, L], que satisfacen

f(0) = f(0) = g(0) = ¢'(0) = 0, (5.3.34)
f(L) = f(L)=f"(L)=g(L) =g'(L) = g"(L) =0, (5.3.35)
fW ) y g9 () son continuas en [0, L). (5.3.36)

Si {\}22 es la sucesion de ceros positivos de Jo(x) ordenada en orden creciente y
A, by, son los valores definidos en (5.3.18), entonces la funcion u(x,t) definida por
(5.8.15) es una solucion del problema (5.1.2)-(5.1.5).

5.4 Soluciones numéricas continuas

En este apartado nos interesaremos por el siguiente problema. Dados t* > 0y e > 0,
c6mo podemos construir una solucién aproximada de (5.1.2)-(5.1.5) con un error in-

ferior a €, uniformemente en (z,t) € D(t*) = [0, L] x [0, t*].

Sea u(z, t) la solucion exacta en serie del problema (5.1.1)-(5.1.4) definida por (5.3.15),

(5.3.18), y consideremos su truncamiento de orden m definido por

u(m, x,t) Zunxt ZJO< \/>>{anzn()+bnwn(t)}. (5.4.1)
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De (5.2.29), (5.3.8), (5.3.19) y sabiendo que |Jy(y)| < 1 para y > 0, resulta

o (A\/%) {anzn(t) + bnwn<t>}‘

7
2\? 2K
< K M (—) n"i 4 =L

|un(z, )| =

_T

2

1
/\

9

ML
720
<KM(2);n‘7+2Kf\/L—(W) n=3

lup (2, 1)) < K,M (%);n?’ L 2O (%) n~t,  (x,t) € D(t*). (5.4.2)

q(0)

De (3.6.4), (5.4.2) y empleando el hecho de que }_, ., n™* = g—g, [52, p.5], param > 2

se tiene
|U(£C,t) - u(m,x,t)| = ’ Z Un(l',t)l
n>m
7 9
2\ 2 2K M+/Lp(0) [2\2 [t &
< ar (2)7 Y s 2RV (237 (2
& n>m Q(O) & 90 n=1
(5.4.3)
7 9
2 2K :M+\/L 2 (gt &
m) 32(m+ 1) q(0) 7T 90

(z,t) € D(t).

Dado € > 0, sea mg el primer entero positivo tal que

m 9
7T_4_ - —4 em24/q(0)
n my > 2, (5.4.4)
90 2" T 8K, M /p(0)L28

y sea my el primer entero positivo tal que

1 - 8mie
(mi+1)2 " 23K,M23
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De (5.4.3)-(5.4.5), si my = max(mg, m;) entonces
u(z, ) — u(ma, z,t)| < g (z,t) € D(t"). (5.4.6)

Aproximemos ahora T,,(t) = a,2,(t) + byw,(t) para 1 < n < mgy, por una soluciéon

continua numérica S,(t) de la ecuacion (5.3.5), tal que

U(ma, ,t) = m; o <)\\/%) Su(t), (5.4.7)

satisfaga
e x €
Um0, =m0 = 3= (7 ) 5000 = Tl < 5
" (5.4.8)
(x,t) € D(t"),
donde T,,(t) es la soluciéon exacta del problema
)\2
pOT,O) + 7aOTu(t) =0, 0<t<t", 1<n<m,,
(5.4.9)

T,(0) = a,, T'.(0) = b,.

Notese que para 1 < n < my, el problema (5.4.9) puede escribirse en la forma estandar

T + a(O)T () + 22 e(t)Ta(t) =0, 0<t <t

4L
(5.4.10)
T0(0) = an, T,(0) = by,
donde
Y0 a0 :
a(t) = Ok (t) o) 0<t<tn (5.4.11)
Notese también que T,,(t) = [1, 0]Z,(t), satisface
_ | Tal®) : .
Zn(t) = 7o | Z(t) = Ap(t) Z,(t), 0<t <t
(5.4.12)
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donde

0 1
A, (t) = ) , 1 <n<ms. 5.4.13
(t) [ L% —a(t) ] ( )

YI(t) = A, (t)Y,(t), Y, (0)=1, 0<t<t" 1<n<mg, (5.4.14)
se tiene
Zn(t) = Ya(t) Z" ] L 0<t<t, 1<n<m-—2 (5.4.15)
Definamos las constantes k;,
ki = max{[[AD(#)]|, 0 <t <t*}, 0<i<2 1<n<my, (5.4.16)

y sea h > 0 y un entero positivo N tal que

1
0,n

Consideremos la solucion numérica discreta del problema (5.4.14) en ¢, = kh, 0 <

k < N, obtenida usando métodos multipaso matriciales [34|, y definida por

Yoo=1, Yni= ﬁ { [I - gAn(tk_j)} h [I + gAn(tk_j_l)} } ,

J=0

(5.4.18)
1<n<my, 1<k<N.
Consideremos asimismo la funcién B-spline matricial
N
Va(t) =) Bu()Yos, 1<n<my 0<t <t (5.4.19)
k=0
Rt —tg), tha<t<t
Bui(t) = (=t B St<h (5.4.20)
Rt — t), t <t <tpya.
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Por [34], la diferencia entre la solucion exacta Y,,(¢) de (5.4.14) y la solucion numérica

continua dada por (5.4.19), satisface

h2 N th* i
HYn(t) - Vn(t)H S Z(kln —|— k(z)n)et kon + T(kﬁn + +3klnk0n + an)eSt k:()n’

0<t<t, 1<n<my
(5.4.21)
Si denotamos
Qnp,
W, (t) = Vi, (t) X ] L 0<t<t, 1<n<ms, (5.4.22)

entonces por (5.4.15) y (5.4.22) resulta

| Zn(t) — Wa(t)]l2 < [|Ya(t) — Va(t)]|2 , 0<t<t", 1<n<my (54.23)

2

o

Con el fin de expresar las cotas de error (5.4.21) en términos de los datos, introduz-

camos las constantes

P (1], :
a—max{_p(t)] ,OStSt},
(5.4.24)
. '@ (4) ' .
c-max{_p(t)] ,Ogtgt},
y adviértase que
AL () ||F = \/1 + (%c(t)) + (a(t))?; (5.4.25)
y
4,0 =\ T 0 + (@)
(5.4.26)

AP0 =y e 0)2 + @)
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donde a(t) y ¢(t) vienen dadas por (5.4.11). Asi por (5.4.16) y (5.4.24)-(5.4.26) se

sigue que

A4
< _n_(-0)2 0)2.
kOn_\/1+16L2(C) +<a)?

(5.4.27)

De (5.4.21) y (5.4.27), para valores de N y h satisfaciendo (5.4.17) se tiene
1Yn(t) = Viu(@®)|la < RPE,, 0<t<t"1<n<my, (5.4.28)

donde

4

(00)2—|—(a0)2—|—\/(a1)2+i(01)2

)\4
1 n
i 16L2
4

E, = 16L2

3

" OXp <t*\/1 + g (0)2 + (aO)Q) + %{ (14 22 (@) + (0]

(5.4.29)

43y b ()2 + @)1+ ()2 + (a2

+ \/12%2(02)2‘+’(02)2 } CXp (3t*\/1 +-12%2(00)2-+>(a0)2) .
De (5.3.19), (5.4.23) y (5.4.28) se deduce que

_7
1Za(t) = Wo ()] < h2Eu/a2 + 12 < h2E A0 ? /K2 + K2,
(5.4.30)

0<t<t, 1<n<ms.
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Si S,(t) es el primer componente del vector W, (t):

Sn(t) - [1a O]Wn(t) = iBlk(t)[L O]Ynks

) ] : (5.4.31)

n

entonces, por (5.4.12), (5.4.30) y (5.4.31) se tiene

_7
Ta(t) — su(t)| S RPE A\ /K24 K3, 0<t<t, 1<n<ms. (5.4.32)

Definamos U (mg, x,t) como

U(ma, z,t) = m; o (An\/%> Su(t), (x,t) € D(t); (5.4.33)

en ese caso, si u(me,x,t) es la funciéon definida en (5.4.1), teniendo en cuenta que

|Jo(y)| <1, para y > 0, de (5.4.32) resulta

ma 7
U (ma, x,t) — u(my, z,t)| < h*\/ K7+ K2 E E 2,
n=1

(5.4.34)
(z,t) € D(t%).

Por (5.4.34), si se elige h > 0 de modo que ademas de la condiciéon (5.4.17) satisfaga
3

0<h< ‘ , (5.4.35)

_z
2\ K2+ K372 M Ey

entonces de (5.4.34) se obtiene finalmente
U (ma, 2, t) — u(ma, z,t)] < % (z,t) € D(t"), (5.4.36)
y por (5.4.6) se concluye

\u(z,t) — U(ma, x,t)| <€, (z,t)€ D(t). (5.4.37)
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Con el objetivo de expresar la condicion (5.4.17) en términos de los datos, notese que

por (1.1.1) se tiene

kon = x| An(t)]2 = 75 B, An(®)|lp
> L min \[1+ (@00 + el
= V2 osier ¢ 1612
Por tanto
2, A 27
1 + (amin) + 1622 (Cmm)
k(]n > 5 3 1 <n< ma, (5438)
siendo
't
i =min {a(0)] = || 0 <0< o).
p(t)
(5.4.39)
t
Crmin = min{]c(t)\ = Q‘ ;0<t< t*} .
p(t)
Asi, por (5.4.38) y (5.4.39) la condicion (5.4.17) se cumple si h > 0 satisface
5 3
h < ¥ , 1 <n<ms. (5.4.40)
1 + (Cme)Q + ﬁ(cmin)Q

Las matrices C?, = [[—2A,(tk—j)] T [I+2 A (te—j—1)] que aparecen en (5.4.18) pueden

expresarse de la siguiente manera

J
an_

RP (te—g)  h2AZ q(tk—j—1) R2 [P (tk—3)  P(tk—j—1)
1_'__ k—3) k—j—1 h+z|: k—j) __ k—j—1

2 p(tr—j;) 16L p(tk—j;-1) p(tk—;)  pltr—j-1) (5.4.41)
_ hA2 [Q(tk—j) ‘I(tk—j—l)] _REA2 q(tk—j) P (tk—j—1) +1
8L | p(te—;) = pltk—j—1) 16L p(te—;) 2 p(tk—j—1)

14 P (tey) h2A% a(te—) ’
2 p(tk_j) 16L p(tk_j)
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paral <n<my, 0<7<k—1,1<k<N,con Nh=t".

Resumiendo lo anterior, podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 14. Sean € >0, t* > 0y D(t*) = [0, L] x [0,t*]. Sean K, y K¢ los valores
definidos por (5.3.20) y (5.3.21) y sean mqy y my los primeros enteros positivos que
satisfagan (5.4.4) y (5.4.5) respectivamente. Sea mo = max(mgy, m1), s€an Gmin, Cmin
los reales definidos en (5.4.39) y E, la secuencia dada por (5.4.29) para 1 < n <
my, donde a', ¢ viene definidos por (5.4.24) para 0 < i < 2. Tomemos h > 0 lo
suficientemente pequeno para verificar (5.4.35) y (5.4.40) con Nh = t* para algin
entero positivo N. Si C?, estd definida por (5.4.41) para 1 <n <ms, 0<j<k—1,
1<k <N,Y, estd dada por

k—1
— — J
Yio=1, Yux=]]Ch
=0

Sn(t) por (5.4.31) y an, b, por (5.3.18), entonces la funcion U(mg,x,t) construida
en (5.4.33) es una solucion aprozimada del problema (5.1.2)-(5.1.5) que satisface
(5.4.37), donde u(z,t) es la solucion exacta dada por el teorema 13.



Capitulo 6

Soluciones exactas y aproximadas
para la ecuacion de difusiéon con
coeficientes variables separables

6.1 Introduccion

En este capitulo se va a intentar dar un paso mas en la aplicacion de los resultados

obtenidos en la presente tesis mediante el método de separacion de variables.

El salto cualitativo es el siguiente: hasta ahora hemos tratado siempre de resolver
ecuaciones lineales en derivadas parciales en las que la variacién de los coeficientes
siempre dependia de la variable temporal. En la variable espacial, z, siempre se ha
tenido una ecuacion simple o al menos de solucién conocida (ecuacion de Bessel). Sin
embargo, los resultados obtenidos (en especial los del capitulo 2), son perfectamente
aplicables a esta coordenada, con tal de que la ecuacion en dicha coordenada sea de
segundo grado. Asi, la acotacion de las soluciones en z, autofunciones del problema,

se obtiene de manera muy similar a las obtenidas en el teorema 2 para ¢.

El inconveniente que se presenta al permitir variaciones en = de los coeficientes de los
términos de la ecuacion en derivadas parciales, es que al aplicar el método de separa-

cion de variables se obtiene en la dimension espacial un problema de Sturm-Liouville,
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del cual generalmente es imposible obtener una solucion explicita exacta (autovalores
y autofunciones del problema). Ademaés, la imposicion de las condiciones iniciales a la
serie solucion final del problema requiere la descomposicion de las funciones iniciales
(dependientes de z) en serie de autofunciones. Los coeficientes para ello requeridos
nos son desconocidos desde el momento que las mismas autofunciones y autovalores

también lo son.

Sin embargo podemos aplicar la estrategia utilizada en anteriores capitulos y suponer
que la solucion mediante el método de separacion de variables existe. Tal estrategia

pasa por los siguientes pasos:

1. Acotar superiormente los coeficientes del desarrollo en serie de autofunciones de
las funciones iniciales, en funcion de los autovalores \,, de momento desconoci-
dos, del problema de Sturm-Liouville en z. La acotacién debera fundamentarse
en propiedades que tengan las autofunciones y que no tengan el resto de fun-

ciones.
2. Acotar superior e inferiormente los autovalores citados.
3. Acotar las autofunciones.

4. Aplicar las cotas obtenidas a las diversas derivadas parciales de la serie can-
didata a solucion y demostrar la convergencia uniforme de las series obtenidas

(como se ha hecho hasta ahora).

Con ello se lograra determinar una soluciéon exacta en forma de serie. El siguiente

paso seria la aproximacion de la serie, que dependera ya del caso concreto.

A modo de ejemplo, este capitulo analizara un problema relacionado con la ecuacion

de difusion. Concretamente, el problema a estudiar sera:

Upy = —— Uz, O0<ax <L, t>0 (6.1.1)
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w(0,8) = w(L,t) =0, t>0 (6.1.2)

u(z,0) = f(z), 0<z<L (6.1.3)
en el que los coeficientes a(z), b(f) y la funcion inicial f(z) satisfacen ciertas

condiciones a determinar.’

Problemas de este tipo son frecuentes en sistemas de polimeros, modelos de difusién
en medios anisotropos, o, en general, problemas de difusion con coeficientes de di-
fusion variables, [13], [40]. En ellos, la variacion espacial suele ser mas comin que
la temporal (de hecho la variacion temporal es dificil de ver). No obstante, como se
verd, el caso de coeficiente temporal b(f) constante no es sino una particularizacion

del problema anterior, mucho mas general e interesante.

El uso de soluciones en serie y aproximaciones analiticas posteriores ya ha sido apli-
cado por Tsang a problemas del tipo (6.1.1)-(6.1.3), para el caso de problemas de
difusion moderadamente dependientes de la concentracion (ver [13, p.135-136] y refe-
rencias alli contenidas). Sin embargo, su método no ofrece ninguna informaciéon sobre
el error encontrado. Dado que nuestra filosofia a lo largo del presente documento ha
sido exponer las ventajas de la aproximacion de soluciones analiticas, ventajas cuyo
exponente principal es la acotacion del error, trataremos de aplicar toda la potencia
de las herramientas que hemos ido desarrollando para conseguir una aproximacién a
la solucién tan cercana como se desee, lo cual, por supuesto, requiere extraer la mayor

informacion posible del error cometido.

El capitulo esta organizado como sigue. El apartado 2 tratarda de la unicidad de

las soluciones del problema (6.1.1)-(6.1.3). El crecimiento de los coeficientes de la

!Este capitulo es una version corregida y aumentada de [2].
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expansion en serie de Sturm-Liouville asociada al problema
X"+ Na(x)X =0, 0<z<L, X(0)=X(L)=0, (6.1.4)

es analizado en la seccion 3, que puede considerarse como una continuacion del apar-
tado 2 del capitulo 2.

En el apartado 4 se construird la solucién exacta en serie por medio del método de
separacion de variables. Dado un error admisible € > 0y D(to,t1) = {(z,t); 0 <z <
L, 0<ty<t<t},en el apartado 5 se determinara el indice de truncamiento ny
que hace que el error de la serie finita truncada respecto a la solucion exacta en serie
sea menor que § uniformemente en D(fo,%1). Ya que la soluciéon en serie truncada
del apartado 4 es tedrica, pues incluye los autovalores y autofunciones exactos del
problema (6.1.4), se tratara depués la siguiente cuestion: Dado € > 0, D(tg,t1) y
un indice de truncamiento ng, determinar cuales son los errores admisibles d; y 0o,

respectivamente, para los autovalores aproximados M3, ..., )\io y las autofunciones

wy(x), ..., wn, (), respectivamente, de manera que si A2 es un autovalor aproximado

y wy(x) es una autofuncion aproximada, entonces bajo la condicion

N2 = X2| <6y, |wa(a) —wa(z)] <62, 0<a< L, 1<n<ng,

el error global en la aproximacion del problema (6.1.1)-(6.1.3), sea menor que € uni-
formemente en D(to, ;).
2

En las siguientes lineas, la funcion de error sera denotada por erf(t) = T ft

2
—X
o€ Tdr,

y la funcién de error complementaria por

erfe(t)=1—erf(t) = %/too e d .

6.2 Unicidad

)-(6.1.3) donde a(z), b(t) son continuas y

Consideremos el problema (6.
b

N
— =

a(x) #0 y k(z,t) = . >0 para todo (x,t)€[0,L]x[0,00[. (6.2.1)

@
—~
~—
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Supongamos que u;(x,t) para ¢ =1, 2 son 2 soluciones del problema (6.1.1)-(6.1.3),

bajo las hipotesis (6.2.1), tales que

u 8Uz 82ui
Yoot 0ar

i=1, 2, son continuas en [0,L] x [0,400] .
Sea w(x,t) = ui(x,t) —us(x,t), y notese que w satisface:

wy = k(r,t)wee , 0<z<L, t>0,
w(0,t) = w(L,t) =0, t>0,

w(z,0) =0, 0<z<L.

Introduzcamos la funcion 1 : [0,00[ — R definida por

1) = %/0 o(z) w(z, 1) dz

(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)

(6.2.5)

(6.2.6)

Por la hipotesis (6.2.5) y la regla de Leibnitz para la derivacion de integrales para-

métricas, se tiene

I’(t):/OLa(x)w(x,t)wt(x,t)dx, t>0, 1(0)=0.

De (6.2.1), (6.2.3) y (6.2.7) se sigue

L L
/ a(x Vk(z,t) wee(x,t) de = b(t)/ w(T,t) Wy (z,t) do .
0 0
Notese que para t > 0 se tiene
0
(%U(www) = W 4+ Wy,

L a L
/ (ww,) /w dr + / WWgy d
0 o 0

L
w(L, t)w, (L, t) — w(0,t)w,(0,1) /wdm%—/wwmdx, t>0.
0

(6.2.7)

(6.2.8)

(6.2.9)



De (6.2.4) y (6.2.9) se sigue que

L L
/ WWyy dxr = —/ wgdx, t>0,
0 0

con lo que de (6.2.8), (6.2.10) se tiene

I'(t) = —b(t) /OLwi(a:,t) dv, t>0,

y por el teorema del valor medio y (6.2.11) se llega a

I(t) — 1(0) = /Otf’(s) ds = tI'(t),

L
I(t) = —tb(tl)/ wi(z,t)de, 0<t <t.
0

Bajo las hipotesis (6.2.1), hay 2 casos posibles:
CASO 1. a(x) >0 y b(t) >0, (x,t) €][0,L] x [0,00].
CASO 2. a(x) <0 y b(t) <0, (x,t) €[0,L] x [0,00].
En ambos casos, de (6.2.6) y (6.2.12) se concluye

I(t) = 0, para t>0.
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(6.2.10)

(6.2.11)

(6.2.12)

(6.2.13)

Dado que a(z) y w(z,t) son continuas y el signo de a(z) es constante en [0, L],

de (6.2.6) y (6.2.13) se sigue que

a(r)w*(z,t) =0, t>0, 0<z<L,

y por (6.2.1) se concluye w(x,t) =0 para (z,t) € [0,L] x [0,00[. Ello nos permite

establecer el siguiente resultado:

Teorema 15. Bajo las hipdtesis (6.2.1) y la continuidad de las funciones a(z),

% y % son continuas en [0, L] x [0, 00][.

b(t), el problema (6.1.1)-(6.1.3) tiene como mucho una solucion u(x,t) tal que u,
2
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6.3 Acotacion de los coeficientes de Sturm-Liouville

Consideremos el problema regular de Sturm-Liouville

X" + XNa(z)X =0, 0<ax<lL,

donde a(x) es una funcion positiva continuamente diferenciable tal que

a'(z) tiene como mucho un conjunto discreto }

numerable de ceros en la recta real positiva.

Senalemos que sustituyendo la hipotesis (6.3.3) por la hipotesis

ld'(t)] + |a"(t)] > 0, t>0,

(6.3.1)

(6.3.2)

(6.3.3)

la conclusion y demostracion del teorema 2 siguen siendo ciertas. De este resultado,

si A, >0,y {zn,w,} eselsistema fundamental de soluciones de
X"(z) + Ma(z)X,(z) =0, 0<2<L,

que satisface

entonces
M
|wy(z) | < ,
An v/ a(0)
donde:
CASO 1

M=1 si a(z) es creciente en [0,L].

(6.3.4)

(6.3.5)

(6.3.6)

(6.3.7)
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CASO 2

) {a<o>

1/2
a(L)} st a(x) es decreciente en [0,L]. (6.3.8)

CASO 3 Existe una particion 0 < zg < 21 < --- < oy = L tal que a(z)

es creciente en [0, %], [z1,%2], ..., [Tori1,Tokre], a(x) es decreciente en
[xo, x1], [x2, 23], ..., [Tok,Tors1], cON Txn = Topr1 O Ty = Topio. En ese
caso
M= [ a(xg)a(zs) - - - a(xay) ]1/2 . (6.3.9)
a(z1)a(ws) - - - a(zp1)

CASO 4 Existe una particion 0 < zp < 77 < -+ < xy = L tal que a(x)
es decreciente en [0, 20|, [x1,22], ..., [Topi1,Toks2] v a(z) es creciente en
(o, x1], [T, 23], ..., [Tog, Togs1], cON Ty = Top 0 Ty = Tory1 . En ese caso

0 . IRE
M = [a( Ja(z1) - alwy 1)] . (6.3.10)
a(xg)a(xs) -+ alzay)

Si X, (z) es una autofuncion de (6.3.1)-(6.3.2) correspondiente al n-ésimo autovalor

A2 | entonces de (6.3.5) se sigue que X, (z) = aw,(x), para cierta constante o .

Sea h(x) una funciéon continua con derivada continua a trozos y de variacion acotada

en [0,L],y sea

Cn = Jy alw) wn(x) hiz) dx, n>1, (6.3.11)

fOL a(z) w2 dz
el n-ésimo coeficiente de Sturm-Liouville de h(z) respecto al sistema de autovalores

{wp(x)},>1 del problema (6.3.1)-(6.3.2).

En este apartado buscaremos cotas superiores de los coeficientes {c,} definidos por

(6.3.11). Considerando (6.3.4) para X, (z) = w,(z) , se sigue que

/OL a(x) wy(z) h(z)dx =
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1 L o 1 (L
= - — w,(x) h(z)de = —
A% Jo Az Jo

Dado que A/(z) is continua a trozos en [0, L], existe una funcion escalonada H,(z)

w, (z) b (x) dx . (6.3.12)

y una particion P = {0 = aj,z7,... 2% = L} de [0,L] conteniendo los puntos

de discontinuidad de h/(z) tal que

Hy(z) = W(zi+) = lim Jrh'(x), <z <zl (6.3.13)
y
L
‘ / wy (2){ Hy(z) — h'(x) } dz | < €. (6.3.14)
0
Notese que de (6.3.2) y (6.3.13) se tiene
L m—1
| wn@ i @s = e fun(a) - wn(a)] -
i=0
m—2
= —h'(ag+)wn(zg) — [h’(x?ﬂ—i—) - h'(a:?—i—)} W (27 y) + B (2, +)wa(2y,) =
i=0
m—2
== > [W(akat) = W +)] walafy).
i=0

De aqui, (6.3.12) y (6.3.14) se obtiene

€+ ) fOL wh (x)H,(z) dx

n

)\2

n

‘ /OL a(x)wy(z)h(x) dx

- e +v(h) max{|w,(z)|; 0 <z < L}
-~ )\%L 3

donde v(h') es la variacion total de h'(x) entre 0 y L, dado que h/(z) es de variacion
acotada en el intervalo [0, L] por hipotesis. De (6.3.6), tomando limites en la expresion

anterior cuando € — 0, se sigue
Muo(h')

’/OLa(:c)wn(:c)h(x)dx < W, 0<z<L,

: (6.3.15)
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donde M esta definida en (6.3.7)-(6.3.10).

Busquemos ahora una cota inferior para el denominador de (6.3.11). De (6.3.4),

integrando por partes y sabiendo que w,(0) = w,(L) = 0, se sigue

/0 (w! (z))*dx = )\i/o a(x)w?(z)dz, n>1. (6.3.16)

Por tanto, podemos esribir

/0 a(x)w?(z)dr = % {/0 {Na(z)wl(z) + (W) (z))*} dz| . (6.3.17)
Si denotamos
G(wn, ) = Na(z)w?(r) + (W (2))?, 0<z <L, (6.3.18)

entonces (6.3.17) toma la forma
L 1 L

/0 a(r)w? (r)dr = e J, G(wp, z)dx . (6.3.19)
De la seccion 2 del capitulo 2 se sabe que G(w,,-) is creciente donde a(-) crece y
G(wy, ) es decreciente donde a(-) decrece. De acuerdo con esto, podemos distinguir
4 casos:
CASO 1. a(-) es creciente en [0, L] .
En ese caso, de (6.3.5), (6.3.7) y (6.3.18) se obtiene, (tomando M =1)

L

L
/0 G(wp, r)dx > LG(w,,0) = L = ek (6.3.20)
CASO 2. a(-) is decreciente en [0, L] .
Consideremos la funcion F(w,, ) definida por
/ 2
Flw,,z) = w?(x) + wa@) o op (6.3.21)

Aa(z) T
Por (2.2.7) se tiene que F(w,,-) es creciente donde a(-) es decrece y F(w,,-) es

decreciente donde a(-) crece. Ademas, se tiene

G(wy, 1) = Na(z)F(w,,z), 0<z<L. (6.3.22)
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De (6.3.5), (6.3.8), (6.3.21) y (6.3.22) se sigue que (ver también capitulo 2):

L L L
/ G(wy, z)dx = )\i/ a(x)F(wy, x)dr > N2 F(w,, 0)/ a(z)dz,
0 0 0

/0 G(wp, )dx > 2(0) > La(O) = (6.3.23)

con M dado por (6.3.8).
CASO 3. Bajo las condiciones del caso anterior 3, tomando M dado por (6.3.9) y

teniendo en cuenta el estudio de los casos 1y 2, se tiene (ver capitulo 2)

a(@1) - - - a@on+1)

a(xg) -+ a(zay)

Por tanto G(wy,z) > 5z ¥

g L
/0 G(wy,, x)dx > 7z (6.3.24)

CASO 4. Bajo las hipotesis del caso anterior 4, tomando M dada en (6.3.10) y

teniendo en cuenta el estudio de los casos 1y 2, se obtiene (ver también capitulo 2)
a(x2) - - - a(wa)

a(xy) -+ a(rop_1)

y de (6.3.5) y (6.3.21) se obtiene

G(wy,x) >

G(wp,x0), o<z <xpN, (6.3.25)

G(Wn, ) > G(wn, 20) = N2a(z0) F(wy, 7o)

> )\ia(xo)A%i(o) = C;((:%O)) , 0<z<ux. (6.3.26)

De (6.3.25), (6.3.26) se sigue

L a(xg) -+ a(zay) L
/0 Glun,0)de = G alo ) © = I

donde M viene dado por (6.3.10). Asi, para los cuatro casos se tiene

(6.3.27)
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donde M viene dado por (6.3.7)-(6.3.10), dependiendo del caso concreto. De (6.3.19)
y (6.3.28) se tiene

L
L
2()dr >~ 6.3.29
| et > g (6329
Finalmente, de (6.3.11), (6.3.15) y (6.3.29) se concluye
2M3u(h) 1
o] < 2O > 1. (6.3.30)

S — 3 n =
L\/ CL(O) )\n
Resumiendo, podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 16. Sea h wuna funcion derivable cuya derivada es continua a trozos y
de variacion acotada en [0,L] , y sea v(h') la variacion total de h' en [0,L].
Si h(0) = h(L) =0, y a(x) es una funcion positiva continuamente diferenciable
que satisface (6.3.3), entonces los coeficientes de Sturm-Liouville c¢,(h) definidos en
(6.5.11) satisfacen (6.3.30)

6.4 Soluciones tedricas exactas y aproximadas

El método de separacion de variables provee de soluciones del problema (6.1.1)-(6.1.2)

de la forma

u(r,t) = X(2)T(t), (6.4.1)

donde
X"+ Na(x)X =0, X(0)=X(L)=0, 0<x<L, (6.4.2)
T+ XNbt)T =0, t>0. (6.4.3)

El conjunto de autofunciones del problema de Sturm-Liouville (6.4.2) esta formado
por las funciones {w,(x)},>1 introducidas en el apartado 3, que estan asociadas a
los autovalores {\2},>1. Si M viene definido por (6.3.7)-(6.3.10), dependiendo del

caso, entonces del teorema 2 del capitulo 2 se sigue que

M , M
)| < )\n—ma |wy, (z)] < m\/ A0, L),

|wa (@

(6.4.4)

A(0,L) = max{a(z); 0<ax<L}, 0<z<L, n>1.
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Resolviendo (6.4.3) para A = A\, se obtiene

ﬂ@ﬁqmﬂﬁﬁl%@m4,t20, (6.4.5)

() = X (2)Ta(t) = wy () exp [—)\i /O t b(s)ds} a1 (6.4.6)

Por superposicion, la serie candidata a solucion del problema (6.1.1)-(6.1.3) viene

dada por
t
= chun(af; t) chwn exp{ )\n/ b(s)ds] ) (6.4.7)
n>1 n>1 0
siendo
L
a(x)w,(x)f(x)dr
%:ﬁ)f) (ﬁ(). (6.4.8)
Jo alz)w?(x)dx
Si f(x) tiene una derivada continua a trozos en [0, L], entonces, de [10, p. 57|
f(z) = u(z,0) chwnx , O<zxz<L, (6.4.9)
n>1
y si ademés f'(x) es de variacion acotada en [0, L] y se cumple
£(0) = f(L) =0, (6.4.10)
entonces, por el teorema 16 se sigue que
20(fM? 1
o] < 22UOM n>1. (6.4.11)

Lv/a(0) A’
De (6.4.6) se tiene que

% — AZB(t) o () exp {—)\i /0 t b(s)ds} . (6.4.12)
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Introduzcamos las siguientes constantes positivas:

)

b(to, t1> = mln{b(t), to S t S tl} s

B(to,tl) = max{b(t), to S t S tl} s (6413)

a(0,L) = min{a(z); 0 <z < L}. )

Por [47, p. 264-265| se sabe que

n?m? n?m?
— N >1 4.
PA0.L) = S T n) "o (6.4.14)
y de (6.4.4) y (6.4.11)-(6.4.14) se sigue que
Oup(z,t) 2B(tg, t1)M*v(f") nm\2 tob(0, 1)
< _ (20 AT
ot ’ a(0)L P <_L ) A0,L) |

(6.4.15)

O<ty<t<t,, 0<z<L.

Por consiguiente la serie
Ouy,(x,t
> et
ot
n>1

converge uniformemente en D(tg,t1) = {(z,t); 0<az <L, 0<ty <t <t },ypor
el teorema de derivacion de series de funciones [8, p. 402|, la serie u(x,t) definida por
(6.4.7) es parcialmente diferenciable término a término con respecto a la variable ¢,

en cualquier punto (z,t), con 0 <x <L, t>0.

De (6.4.4), (6.4.11) y (6.4.14) se tiene que
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y que

) 3un0at)‘§fh&f2ﬁié§0’L)e [“(%?)2%£%¥%%}

(6.4.16)
0<z<L, 0<ty<t<t;

aQUH(xa t) "

fuz = wi(z)exp [—Ai / t b(s)ds] = —X2a()wn () exp {—Az / t b<s>ds] |

Oup(x,t)

t
O Uun(T,t) 2 2
3 cpAza(x)w, (z) exp{ /\n/0 b(s)ds] ,

Cn

02un(x,t)‘  20(/)MIAQ.L) [_ (mr)Ztob(O,tl)] |

D2 La(0) L/ A(0,L)

(6.4.17)
0<az<L, 0<to<t<t.

Por tanto ambas series

Oy (z,t) OPup (1)
2 gy X g

n>1 n>1
convergen uniformemente en D(tg,t1), con tyg > 0, y por el teorema de derivacion
de series de funciones, la serie u(z,t) definida por (6.4.7) es 2 veces parcialmente
diferenciable término a término con respecto a la variable x en cualquier punto (z,t)
con 0 <z <L, t>0. Notese también que de (6.4.4), (6.4.6), (6.4.11) y (6.4.14) se

tiene

lentn (z,t)] <

20(f2£§25£)(0’L) exp {— (%)2 %] ’
(6.4.18)

O<z<L, 0<ty<t<t,
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lo que significa que u(z,t) es continua también en cualquier punto (z,t) con t > 0.
Por tanto

a(zr)
b(t)

w(z,t)

Uz (T, 1) —

= o [wi(@) + Noa(z)w,(z)] exp {—)\i /Otb(s)ds] =0, 0<z<L, t>0.

n>1

Con lo anterior podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 17. Sea f(x) una funcidn derivable con derivada continua a trozos y de
variacion acotada en [0, L] tal que f(0) = f(L) = 0. Sean a(x) y b(t) funciones
continuas positivas tales que a(x) satisface (6.3.3). Si ¢, viene dado por (6.4.8)
Y un(x,t) por (6.4.6), entonces u(x,t) definida por (6.4.7) es la inica solucion del
problema (6.1.1)-(6.1.3).

6.5 Construccién de aproximaciones

La solucion en serie del teorema 17 presenta varias dificultades computacionales.
En primer lugar la infinidad de la serie. Esté claro que nosotros no podemos estar
sumando “hasta el infinito”, por mucha paciencia que poseamos. Aparte de ello, los
autovalores ), no son exactamente computables y lo mismo ocurre con w,(z) y T, (%),

dado que ambas dependen de A,,.

En este apartado trataremos de solventar ambos problemas para resolver la siguiente

cuestion: Dado € > 0y 0 < {5 < t1, como construir una aproximacién computable
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U(z,t), cuyo error respecto a la solucion exacta en serie u(x,t), satisfaga

lu(z,t) — Uz, t)| <€, (x,t) € D(ty,t1) ={(z,t); 0<ax <L, 0<ty<t<t}.
(6.5.1)

Para ello, en primer lugar, truncaremos la serie obteniendo un error maximo conocido,
y después aproximaremos los autovalores A, las autofunciones w, () y los coeficientes
de Sturm-Liouville {c, }, de acuerdo con la precision prefijada en el dominio D(tg, ;).
Asi pues, dado € > 0, 0 < ¢y < t;, de (6.4.18), para (z,t) € D(to,t1) se tiene,

aplicando integracion por partes:

2LA(0, L) M*v(f") 3 1 [_ <n_7r>2 tob(0, tl)}

n Yn ,t § -
Z [cnttn(2, )] 72a(0) L/ A0,L)
n>no n>no

4 / 00 r 2.2
QHACDM) (1 [ o),
m2a(0) ne Y2 L2A(0, L)
_ 20(f)M'LA(O,L) [ 1 [ ngmteb(0, )
72a(0) no DT L2A(0, L)

t07r3b(0, t1> 7T2t0b(0, tl)
~\ 17, 1) e ("0 L2A(0,L) )} '

Por tanto, tomando ny como el primer entero positivo que satisfaga

1 n%thOb(O, tl) ™ toﬂ'b(o, tl) WQtob(O, tl)
{n_oeXp {_ L2A(0, L) }_E a0.0) el Ay ) [T

_ 72a(0) .
T0(fYM*LA(0, L)

(6.5.2)
se obtiene

< =, (x,t) € D(to,t1). (6.5.3)

N |

ng
u(z,t) — Z Cp Up (2, 1)
n=1
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Para el caso en que queramos calcular el indice de truncamiento ng en D(0,t1), la
expresion anterior se reduce a

1 m2a(0)e
no ~ (fYMILA, L) (6:5.4)

En los tdltimos anos se han desarrollado distintos métodos para aproximar los auto-
valores A, y las autofunciones w,(z) del problema de Sturm-Liouville (6.4.2). Asi,
diversos ejemplos de métodos de diferencias pueden verse en |6]. Otros métodos, como
los de Canosa y Oliveira en [11] y Pruess en [42] y [43], se basan en la aproximacion de
los coeficientes de la ecuacion diferencial por funciones escalén o splines polinomiales.
Un detallado estudio de éstos y otros métodos puede encontrarse en [38], [37] v [44].

Del estudio de todos ellos se deduce que podemos encontrar aproximaciones Xg de

A2,y aproximaciones w,(z) de w,(z), de modo que dados errores admisibles d; y do

se tenga

D=2 < by fwale) —wale)| <6, OS2 <L, 1<n<ng.  (655)

Nuestro objetivo ahora seré el buscar tales errores admisibles d; y d, de manera que,

definiendo

Cr, = —— , 1 <n<nyg, (6.5.6)

u(w,ting) = 3 & wn() exp {_xg /0 t b(s)ds} , (6.5.7)

satisfaga

no

Z Cptn(z,t) — u(x,t,ng)

n=1

< s (I,t) € D(to,tl) . (658)

[NRNe

Para ello, previamente debemos obtener cotas superiores tanto de 5\;, wy(x) como de

los coeficientes aproximados ¢,,.



139

—_—

El caso de 3\: y wy () es simple. Dado que son valores y funciones, respectivamente,
a priori desconocidos, y que debemos calcular, podemos exigirles, aiin sin conocerlos,
que cumplan las cotas encontradas para A\, y w,(z) en (6.4.14) y (6.4.4). Asi pues,

se debe cumplir

MLyA L) 1<n< (6.5.9)

wy ()| < , <n<ng,
[wn(2) nmy/a(0) ’
y
n'n <A< T < (6.5.10)
L2A(0,L) L2a(0,L)" ~ = ="

A la cota fijada en (6.5.9) la denominaremos de ahora en adelante W,.

En el caso en que después de calcular 3\: y wy () nos encontraramos con que alguno
de sus valores excede la cota indicada, truncaremos tales valores para asegurar (6.5.9)
y (6.5.10). Es evidente que los valores truncados estaran mas cerca de los valores

tedricos que la primera aproximaciéon obtenida.

Con los coeficientes aproximados ¢, podemos hacer algo parecido y exigir que cumplan

las mismas cotas que los coeficientes exactos ¢, (ver (6.4.11)), es decir

2u(f)M?/A(0, L) | <n<ng (6.5.11)

nm/a(0) LT

cota a la que denominaremos C), en lo sucesivo.

|en] <

Calculadas las cotas pedidas, podemos lanzarnos a determinar los errores admisibles

—_~—

d1 y d2 definidos en (6.5.5). Asi pues, sea T),(t) = exp [—X%: fot b(s) ds} , Up(z,t) =

—~—

wy(x)T,(t) vy notese que

P e~ — —~——

Cptin (2, 1) — g (z,t) = e, T, (t)w, (z) — & T (H)w,(x) =

—_~— P S

(ca = ) Tu(B)wn () + GalT0(t) = Tult)Jwn (@) + G Tu () lwa() — wa(a))
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De (6.5.12) queda claro que para encontrar el error total nos interesa calcular el error

—_—~—

cometido en T),(¢) y en los coeficientes ¢,,.

—~—

Asi, para T,,(t), por el teorema del valor medio y (6.4.14) se tiene

)~ B0 = 1= 38 ([ 061t ) e |- ot [ stas]

) = 12001 = 131 [ s ) enp [~ AT

Por otro lado, para ¢,, un simple calculo nos permite deducir que

) — e @l @a(x)dr [ 3 (e) = wl())a(e) da
foL a(x)wy (x)dx fOL a(z)w?(x)dx

Por tanto, tomando valores absolutos en la anterior expresion

&l < Jy lwa(@) = wa(@)] |f(2)a(2)|dz
N fOL a(z)w?2(z) dx

|c

JE w0 (2) = wa(@)] |wn(@) + wa(2)] a(x)] da
i a(x)w2(z) de
y por (6.3.29), (6.4.4), (6.4.14), (6.5.9), (6.5.10), (6.5.11) y (6.5.14) se tiene

2M?n?r? L 25;M27T2n2
o ([ watwar) + 220

_ (Wan n %) /OL a(x)dx] s fne) = (o)l (6.5.15)

+ |Gl

: (6.5.14)

|Cn_é;L’ S
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Definamos 7y, como

Mmr
Yon = / |f |CL de‘ +

2m2C, M?n? [ ~  ML\/A(O,L)\ [*
+W(Wn+m—a(0)>/o a(z)dx.  (6.5.16)

Entonces de (6.5.15)-(6.5.16) se obtiene

len — Cnl < Yo sup |wy(z) —wyp(x)], 1<n<ng. (6.5.17)
0<z<L

De la definiciéon de fn\(?) y de (6.5.10) se llega a

— 2 1ob(0, ¢
IT,,(1)] < exp [— (%ﬂ) %}, 1<n<ng, to<t<t. (6.5.18)

Del mismo modo, de (6.4.14) y la definicion de T,,(t), ver (6.4.5), se sigue que

2 t9b(0,t
IT,(1)] < exp {— ("—Lﬁ) %] 1<n<ng, to<t<t, (6.5.19)
y por (6.4.4) y (6.4.14) se tiene
M+\/A(0,L)L
\wn(:v)lg#, 0<z<L, 1<n<ng. (6.5.20)
a(0)nm

Una vez aqui, podemos aplicar lo calculado en (6.5.13)-(6.5.20) a (6.5.12) y escribir

|Cntin(7,1) — Cuug (2, t)| < Y1, SUPg<z<L, W, () — wn(z)] + 72,71’)‘721 — A2,

(6.5.21)
0<x<L, tH <t<t;, 1<n<ng,
donde 71, ¥ 72,, vVienen dados por
ML A(O L) -~ nm\ 2 tob(o tl)
n — n : (jn - <___> —_— ,
m, [%’ nwr \| a0y TP { L) “A0,L)
(6.5.22)

o= I ([ o) [ 010) [0 D)
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Finalmente, de (6.5.21), si los autovalores aproximados XZ y las autofunciones apro-

P

ximadas w,, () satisfacen

€
OquLlwn(x)_ ( )|§4Z " 5 1§n§n0a
TS n=1 n
(6.5.23)
)\i—/)_\\g < = 1 SnSTLOJ
| ‘ 4271 172"7'

entonces la funcion u(z,t,ng) definida por (6.5.7) satisface (6.5.8), y por (6.5.3) se
concluye

—~——

lu(z,t,ng) —u(x,t)| <e, (x,t) € D(ty,t1). (6.5.24)
Con todo lo anterior, podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 18. Bajo las hipotesis y notacion del teorema 17, sea € >0, 0 <ty <ty,
y D(to,t1) definido por (6.5.1). Sea ng el primer entero positivo que verifique (6.5.2)

y sean N2, wy(x) y ¢, los autovalores, autofunciones y coeficientes aproximados,
respectivamente, del problema de Sturm-Liouville (6.8.1)-(6.3.2), para 1 < n < ng. Si
N wy(x) y ¢, son los autovalores, autofunciones y coeficientes de Sturm-Liouville
tedricos, y las condiciones (6.5.9), (6.5.10), (6.5.11) y (6.5.25’)/%/@eriﬁcan, donde

Yin Y Yon vienen definidas por (6.5.22), entonces la funcion u(z,t,ng) definida por
(6.5.7) satisface (6.5.24).

Lo que prueba que el método expuesto permite aproximar la soluciéon real del problema

con tanta precision como se desee.



Capitulo 7

Soluciones exactas y aproximadas
para la ecuacion de ondas con
coeficientes variables separables

7.1 Introduccion

En este capitulo, finalmente, trataremos de aunar los resultados expuestos a lo largo

de los capitulos anteriores para encontrar soluciéon a un problema del tipo:

b(?)

Uy = —Upe , 0<x < L, t>0,

a(x)
w(0,6) =0, t >0,
uw(L,t) =0, t >0,
u(e,0) = f(z), 0 <z < L,

u(x,0) =g(z), 0 <z <L,

donde

b(t) es una funcion positiva dos veces continuamente diferenciable en
toda la recta real, tal que b'(t) tiene un conjunto finito de ceros en

cualquier intervalo acotado [0, 77,

143

(7.1.1)

(7.1.2)
(7.1.3)
(7.1.4)

(7.1.5)

(7.1.6)
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a(x) es una funcion positiva continuamente diferenciable en [0, L], (7.17)

tal que a’(x) tiene un conjunto finito de ceros en dicho intervalo.

El problema (7.1.1)-(7.1.5) es el mas complejo que hemos estudiado hasta ahora, pues
en ¢l las variaciones del coeficiente de la ecuacion de ondas dependen tanto de x como
de t. Como en el resto de capitulos, el método de separacion de variables seré la he-
rramienta que utilizaremos, primero para resolver y luego para aproximar la solucién
de (7.1.1)-(7.1.5). La variacion del coeficiente de propagacion de la onda con las dos
variables va a provocar la aparicion en x de un problema de Sturm-Liouville como el
estudiado en el capitulo anterior y un problema en ¢ como los mostrados en el capitulo
2. La complicacion respecto al capitulo 6 sera el hecho de que la ecuacién obtenida
en t sera de segundo orden en vez de primer orden. Para las ecuaciones de segundo
orden, como se ha citado en numerosas ocasiones a lo largo de este documento, no
existe una expresion general que nos dé una solucién, como ocurre con las de primer

orden. Las fuentes de error en la aproximacién seran, pues, miiltiples.

Sin duda alguna, el problema se podria haber dificultado anadiendo nuevos térmi-
nos en la ecuacion en derivadas parciales que dieran lugar a otros términos en las
respectivas ecuaciones diferenciales ordinarias (problemas asi se han estudiado en los
capitulos 3 y 4, por lo que los resultados necesarios para ello ya han sido desarrolla-
dos). No lo hemos considerado oportuno, pues como hemos indicado a lo largo de
esta tesis, nuestra idea es mas la de dar un método de trabajo que la de resolver cada

problema concreto.

Ademas de ser el mas complejo, el problema (7.1.1)-(7.1.5) es también el mas habi-
tual de entre los estudiados. La variacion temporal de los coeficientes, aunque siempre
presente, es mucho menos comun que la variacién espacial, pues ésta puede ser de-
bida a cambios en la composicion del material por el que se propaga la onda. [36]

da algunos ejemplos de ello, al analizar las imperfecciones que aparecen en una fibra
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optica no ideal. En cualquier caso, el método de resolucion que presentaremos aqui
es totalmente valido tanto si hay variacion temporal del coeficiente como si no (en el

segundo caso, bastara con usar, por ejemplo, b(t) = 1).

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. El apartado 2 tratara de la
unicidad de las soluciones del problema (7.1.1)-(7.1.5). El apartado 3 analizard, a
partir de los resultados del apartado segundo del capitulo anterior, la posibilidad de
obtener acotaciones mas restrictivas para los coeficientes de la expansion en serie de

Sturm-Liouville asociada al problema
X"+ Na(x)X =0, 0<x<L, X(0)=X(L)=0, (7.1.8)

para una funcion h(z) de propiedades a determinar.

En el apartado 4, basandonos en las cotas obtenidas en el apartado 3 y en los re-
sultados del teorema 2 del capitulo 2, se construird una solucién exacta de (7.1.1)-
(7.1.5) en forma de serie mediante el método de separacion de variables. Finalmen-
te, en el apartado 5, dado un error admisible ¢ > 0 y un subdominio compacto
D(T)={(x,t); 0<z <L, 0<t<T}, afrontaremos la cuestion de como construir
una soluciéon numérica continua cuyo error respecto a la solucién exacta en forma de
serie dada por el apartado 4 sea menor que € uniformemente dentro de D(T"). Para
ello, primero se determinara el indice de truncamiento ny que hace que el error de la
serie truncada respecto a la solucion exacta en serie sea menor que § uniformemente en
D(T). Puesto que la solucion en serie truncada es incalculable directamente, ya que

incluye los autovalores y autofunciones exactos del problema (7.1.8), se determinaré:

1. Por un lado, cudles son los errores admisibles ¢ y &, para los autovalores apro-

ximados A7, ..., A2y las autofunciones wy(z), ..., wp,(z), respectivamente,

de manera que si A2 es un autovalor aproximado y w,(z) es una autofuncion

aproximada, entonces bajo la condicion

—_——

|XZ—/\n|<6, W (z) —wp(x)] <€, 0<z <L, 1<n<ng,
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el error global en la aproximacion del problema (7.1.1)-(7.1.5), sea menor que €

uniformemente en D(T).

2. Por otro lado, el tamano de paso h a emplear para poder aproximar la funciéon
T, (t), obtenida por el método de separacion de variables para la variable ¢, por
medio de métodos de Stormer de segundo orden, de manera que se asegure la

acotaciéon del error citada.

—_—

Con los autovalores aproximados \,, las autofunciones aproximadas w,(z) y las apro-
ximaciones obtenidas para 7,,(¢) se construira la solucion aproximada del problema

(7.1.1)-(7.1.5)

7.2 Sobre la unicidad

Tan importante como la determinacion de la solucion de un problema como (7.1.1)-
(7.1.5) es el estudio de su unicidad. Sin una garantia de unicidad, soluciones numéricas
distintas podrian aproximar soluciones también diferentes del problema, y por tanto
el interés del método numérico que propondremos seria muy limitado. De ahi la ne-

cesidad de demostrar la unicidad de la solucion del problema planteado.

Comenzaremos con un lema que jugara un papel crucial en este estudio.

Lema 3. Sea T(z,t) una solucion del problema (7.1.1)-(7.1.5) con f = g =0, y
SUPONGAMmos que:

T($,t0) = T;g(]f,to) = 0, 0<x< L,to > O, (721)

b'(t) tiene signo constante en |to, t1]. (7.2.2)
Entonces T(x,t) = 0 para (x,t) € [0, L] x [to, t1].
DEMOSTRACION. Distinguiremos tres casos.

CASO 1:|V(t) < 0 para t €]ty, t1].
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Sea T'(z,t) una solucion del problema (7.1.1)-(7.1.5) con f = g = 0, satisfaciendo
(7.2.1) y (7.2.2), y sea E(t) definida por

EB(t) = %/OL[b(t)Tg(x,t) +a(x)T(z, b)) dw, to<t<t. (7.2.3)

Tomando derivadas en (7.2.3), de la regla de Leibniz, las hipotesis e integrando por

partes, se tiene

1

L L L
B) = / V(T2 dz + b(#) / T, T dz + / a(2) Ty da: —
0 0 0

L L L
—5 [ VO s b OITIE < b0) [ TTdot [ a(oTiTde -
0 0 0

- % /L V()T dx + b(t)[ T (L, t)T,(L, t) — Tu(0,£)T,(0,1)].

Por tanto

E(t) = % /0 L[b’(t)Tg] de < 0, t € [to,ta], (7.2.4)

dado que Ty (x,ty) =0y b'(t) < 0en |to, t1]. Notese que por (7.2.1) se tiene E(ty) =0
y por definicion E(t) > 0. De (7.2.4) se concluye E(t) = 0 para t € [to,t;[. Por
continuidad de T2(-,t) y T?(-,t), y por (7.2.3), resulta

T.(z,t) =T (x,t) =0 para 0 <z <L, to <t <t. (7.2.5)

De (7.2.1) y (7.2.5) se tiene T'(z,t) = T(x,to) = 0 para (x,t) € [0, L] X [to, t1].

CASO 2:|¥(t) > 0 para |to, t1].

Dado T'(z,t), definamos H(t) como
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H(t) = %/OL [Tj(a;,t) + %}2&;“)} dr, to <t <t (7.2.6)

De las hipotesis, la regla de Leibniz y el método de integracion por partes, la derivada

de H(t) puede escribirse de la forma

H'(t) = /0 (T, Ty) de + b(it)/o (a(2)TiTy) dv — %/0 a(z)T? do =

= [Tth]OL—/O (T T3) dx+/0 (T T3) dx—%/o a(x)T? dx.

iy V()
()__2b2(t)

L
/ a(x)TPdx <0, to <t <t, (7.2.7)
0

pues Ty(x,tg) = 0y b'(t) > 0 para ty < t < t;. De (7.2.1) y (7.2.6) se sigue que
H(ty) = 0y H(t) > 0 para tg < t < t;. Ya que por (7.2.7) la funcion H(t) es
decreciente en [tg,t1[, se tiene H(t) = H(ty) = 0 para to <t < t;.

Por continuidad de T2(-,t) y TZ(-,t) y por (7.2.6) se concluye que T, (x,t) = Ty(z,t) =
0 para 0 < x < L, tyg <t <t;. Por tanto T'(z,t) = 0 para (z,t) € [0, L] X [to, 1].

V(t) = 0 para Jto, ta[

En este caso b(t) es una funcion constante en [tg, t1]. Dada T'(x,t), consideremos la

funcion E(t) definida en (7.2.3) con b(t) =b >0

E(t) = %/OL[b(t)Ta?(x,t) +a(x)TE (2, b)) dx, to<t<t. (7.2.8)

Dado que T'(z,t) es solucion de (7.1.1)-(7.1.5) con f = g = 0, usando el argumento

del caso 1, es facil probar que E'(t) = 0 para to <t < t;. Como E(tg) = 0, se tiene
E(t) = E(tg) = 0,ty < t < t;. Por continuidad de T2(-,t) y T2(-,t) y por (7.2.8) se
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sigue que Ty (z,t) = Ty(x,t) = 0 para (z,t) € [0, L] X [to,t1]. Por tanto T(x,t) =0

para (x,t) € [0, L] X [to, 1], como queriamos demostrar.

Nota 5. Bajo la hipdtesis (7.1.6) el signo de b'(t) sélo puede cambiar un nimero
finito de veces en un intervalo compacto [0, T).

Teniendo en cuenta esta resultado, podemos establecer el siguiente teorema:

Teorema 19. Bajo la hipdtesis (7.1.6), el problema (7.1.1)-(7.1.5) admite una sola
solucion.

DEMOSTRACION. Basta con probar la unicidad en cualquier dominio acotado D =
[0, L] x [0,T], donde T es cualquier namero positivo que fijamos. Asimismo, por la
linealidad del problema (7.1.1)-(7.1.5), es suficiente con probar que la tinica solucion
del problema (7.1.1)-(7.1.5) con f = g = 0, es la solucién trivial T'(x,t) = 0 para
(x,t) € [0, L] x [0,T]. Si el signo de b'(t) no cambia en [0,T], entonces el resultado
queda establecido directamente con el lema 1. Si no, supongamos que existe una
particion 0 =ty < t; < --- < ty = T tal que V/(t) tiene signo constante en |t;, t; 41|
para 0 <7 < N — 1. Aplicando el lema 3 al intervalo [0, ¢;[, se sigue que T'(z,t) =0
para (x,t) € [0, L] x [0,t].

Aplicando el lema 3 inductivamente, se obtiene T'(x,t) = 0 y Ty(z,t) = 0 para
(x,t) € [0,L] X [t1,t2] y finalmente T'(z,t) = 0 para todo (z,t) € [0,L] x [0,T].

Con ello queda establecido el resultado.

7.3 Nuevas cotas para los coeficientes de Sturm--
Liouville

Consideremos el problema regular de Sturm-Liouville

X" + Na(2)X =0, 0<zaz<lL, (7.3.1)
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(7.3.2)

donde a(z) es una funcion continuamente diferenciable que verifica (7.1.7). Senale-

mos que sustituyendo la hipotesis (7.1.7) por la condicion

ld'(x)| + |a" ()] >0, 0<z<L,

(7.3.3)

la conclusion y demostracion del teorema 2 siguen siendo ciertas. De este resultado,

si A, >0,y {zn,w,} eselsistema fundamental de soluciones de
X"+ XNa(z)X =0, 0<x<L,

que satisface

entonces
M, M,+/A(0, L)
[wn(2) | < (@) | <
An v/ a(0) a(0)
donde:
A(0, L) = max{a(x), 0 <z < L},

y

CASO 1

M,=1 si a(x) es creciente en [0,L].
CASO 2

(7.3.4)

(7.3.5)

(7.3.6)

(7.3.7)

(7.3.8)

(7.3.9)
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CASO 3 Existe una particion 0 < zg < 21 < --- < zxy = L tal que a(z)

es creciente en [0, %], [z1,%2], ..., [Tori1,Tokre], a(x) es decreciente en
[xo, x1], [x2, 23], ..., [Tok,Tors1], cON Txn = Topr1 O Ty = Topio. En ese
caso

a(xg)a(xs) - - - a(xay) 1/2
)} . (7.3.10)

M = [a(xna(:cs) a(wmn

CASO 4 Existe una particion 0 < zg < 1 < --- < zxy = L tal que a(z) es

decreciente en [0, xo), [z1,22], ..., [Tok, Tors1] ¥ a(x) escreciente en [z, x1],
(9, 23], ..., [Tok—1,%ok], cON TN = Tor O Ty = Topy1 . En ese caso
0 . ) 1Y?
M, = {a( Ja(xy) - alwa 1)] . (7.3.11)
a(xg)a(xs) - - - alay)

Si X, (x) es una autofuncion de (7.3.1)-(7.3.2) correspondiente al n-ésimo autovalor

2
AL,

entonces de (7.3.5) se sigue que X, (z) = aw,(z), para cierta constante « .

Sea h(x) una funciéon continua con derivada continua a trozos en [0, L], y sea

o = o a}f) l;)”)@)f;x) @ (7.3.12)

el n-ésimo coeficiente de Sturm-Liouville de h(z) respecto al sistema de autovalores
{wn(x)},>1 del problema (7.3.1)-(7.3.2).
En este apartado trataremos de mejorar la cota para ¢, obtenida en (6.3.30) aumen-
tando las condiciones a imponer a la funcion h(x). Asi de (6.3.12) sabemos que si
h(0) = h(L) = 0 entonces
L 1 [
/ a(z) w,(z) h(z) de = = w, (x) b (x) dx. (7.3.13)
0 n JO

Si ademas h/(x) tiene también derivada continua a trozos h(? (), entonces, de (7.3.5)

y (7.3.13) resulta

/0 a(x) wy(z) h(z)de = —— wy(z) K () da

1 L "
_ _/ W@ e a1 (7314)
0
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De (7.3.14) podemos seguir de dos maneras:

1. Asumiendo directamente que % es de variacion acotada en [0, L].

En ese caso, siguiendo un argumento similar al empleado en (6.3.12)-(6.3.15),

definiendo

_ h//(x)
a(x) ’

denotando por v(Hy) a la variacion total de Hy(x) entre 0 y L y tomando

Hy(z) 0<z<0L, (7.3.15)

V(Ho) = v(Ho) + [Ho(0)| + |Ho(L)], (7.3.16)
se tiene
L H ! 0<z <L
‘/ aw)w, (@h(a) do | < TYIIRARD 0 oS 1Y -y
0 A
(7.3.17)
para cualquier € > 0.
De (7.3.6) y (7.3.17) se concluye finalmente
L V(Hy) M /A0, L
/ a(x)w, (z)h(z) dx (Ho) (0.1) . n>1. (7.3.18)
0 Va(0)A;

De este resultado y de la acotacion inferior del denominador de (7.3.12) encon-
trada en (6.3.29), totalmente aplicable a esta situacion, se obtiene
2V (Hy)M2 [A(0,L) 1

n| < —, >1. 3.1
el £ = o e " (7.3.19)

2. Asumiendo que Hy(x) es derivable, cumple Hy(0) = Ho(L) = 0 y su derivada

es continua a trozos y de variacion acotada en [0, L].
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En ese caso, si definimos

()] A (2)a(z) — A (z)d (z
Hy(z) = [};((g;))} _ ) (632@)“ @) g<a<rn, (7320
de (7.3.14) se tiene claramente que
/0 a(x) wn(z) h(x) dr = —Ai4 W () Hy(x) d (7.3.21)

De (7.3.21), como antes, siguiendo un argumento similar al usado en (6.3.12)-
(6.3.15), y denotando por v(H;) a la variacion total de Hy(x) en [0, L], dado
que por (7.3.5) w,(0) = w,(L) = 0, se llega a

o H 0<z<L
/ a(a:)wn(a:)h(x)da:‘ S €+U( 1)max{|ui\7il(x)’ﬂ 0_.1'_ } TLZl,
0 n
(7.3.22)
para cualquier € > 0.
Finalmente, de (7.3.6) y (7.3.22) se llega a
Hy)M.
‘/ h(z) dz SM, n>1. (7.3.23)
Va(0)A;

De (7.3.23) y de la acotacion inferior del denominador de (7.3.12) encontrada

n (6.3.29), se obtiene
20(H)M; 1

Cn| > s TLZl
[en| < ENORS

(7.3.24)

Resumiendo lo anterior, podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 20. Sea h una funcion continuamente diferenciable en [0, L] tal que h(0) =

h(L) =0 y sea a(x) una funcion continuamente diferenciable que satisface (7.1.7) o
(7.3.3).

1. Si la funcion Ho(x) definida por (7.3.15) es continua a trozos y de variacion

acotada en [0, L] entonces los coeficientes de Sturm-Liouville c,(h) dados por
(7.8.12) verifican (7.5.19).

2. Sila funcion Hy(z) definida en (7.8.15) es derivable y cumple Hy(0) = Ho(L) =

0 y su derivada Hy(x) definida en (7.3.20) es continua a trozos y de variacion
acotada en [0, H|, entonces los coeficientes de Sturm-Liouville c,(h) dados por
(7.8.12) verifican (7.5.24).
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7.4 Soluciones teoricas en forma de serie

Buscando soluciones del problema (7.1.1)-(7.1.5) de la forma
u(z,t) = X(x)T(t), (7.4.1)
queda claro que X (z) y T'(t) deben verificar

X"+ Na(x)X =0, X(0)=X(L)=0, 0<z<L, (7.4.2)

T+ XNt T =0, t>0. (7.4.3)

El conjunto de autofunciones del problema de Sturm-Liouville (7.4.2) esta formado
por las funciones {w,(z)},>1 introducidas en el apartado 3, que estan asociadas
a los autovalores {\2},>1. Si a(z) verifica las hipotesis (7.1.7) o (7.3.3) y M,

viene definido por (7.3.8)-(7.3.11), dependiendo del caso, entonces del teorema 2 del

capitulo 2 se sigue que

< M / < M
’wn(x” — /\HM7 |U)n(l‘)| — \/m V A<07 L)7

(7.4.4)

A(0,L) = max{a(zr); 0<xz<L}, 0<zx<L, n>1.
Bajo la hipotesis (7.1.6), por el teorema 2, para cada entero positivo n > 1, la ecuacion
T4+ Xb(t)T =0, t>0, (7.4.5)

admite un sistema fundamental de soluciones en [0, 7], denotado por {T'z, (), Tw,(t)},

tal que
Tz, (0) =1, T2,(0) =0, Tw,(0)=0, Tw.,(0)=1, (7.4.6)
)
Tza(t)] < My, [Twn(] < -0
T2 ()] < MM /B(T),  |Twl(t)| < Mtvbﬁf)“ ; (7.4.7)
B(T) = max{b(t);0<¢t<T}, 0<t<T, n>1, |

donde M, es una constante positiva cuyo valor depende de b(t) de la siguiente manera
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CASO 1
M, =1 si b(t) es creciente en [0,T)]. (7.4.8)
CASO 2
b(0) 17
M, = {ml st b(t) es decreciente en [0,T]. (7.4.9)

CASO 3. Existe una particion 0 < tg <t; <--- <ty =T tal que b(t) es creciente
en [O,to], [tl,tg], ey [t2k+1,t2k+2], b(t) es (iecreciente en [to,tl], [tg,tg],

oy [tokstogs1], con ty =topi1 O ty = topio. En ese caso

b(to)b(ts) - - - b(tay) 12
)] : (7.4.10)

M= [b(u)b(tg) Bt

CASO 4. Existe una particion 0 < tp < t; < --- < ty = T tal que b(t) es
decreciente en [0,%o], [t1,t2], ..., [tor,torst1] ¥ O(f) es creciente en [to, 1],

[ta,ts], ..., [tok—1,tok], con ty =tor 0 ty = tors1. En ese caso

b(0)b(t1) - - b(tar_1)]"*

My = b(to)b(ta) - - b(tar)

(7.4.11)

Por superposicion de soluciones wu,(z,t) de la forma

un(x,t) = X (2)T,(t) = wp(x){cnT2n(t) + dTw,(t)}, 0<z<L, 0<t<T,
(7.4.12)

se obtiene una serie candidata a solucion del problema (7.1.1)-(7.1.5) definida por

w(@,t) = ety (1,8) = 3 cqwn () {an Tz, (t) + by Tw, ()} . (7.4.13)

n>1 n>1

Si imponemos a (7.4.13) las condiciones iniciales (7.1.4) y (7.1.5) y suponemos por un

momento que podemos derivar respecto a la variable ¢, tomando derivadas parciales
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en (7.4.13), resulta

(7.4.14)
g(r) = uy(,0) = anl dpwn () .
Por tanto los coeficientes a,,, b, deben estar definidos por
Ly e@en@) f@ydr oy a@)wn(@)g(x) d (7.415)
" fOL a(z)w(z)de " fOL a(x)w?(z) dx

Estudiemos ahora las condiciones bajo las cuales la serie u(z,t) definida por (7.4.13)-
(7.4.15) es una solucion rigurosa (no solo formal) del problema (7.1.1)-(7.1.5). Para
ello necesitaremos previamente algunas acotaciones para los coeficientes de Sturm-

Liouville (7.4.15) y los propios autovalores \,,.

Si f(x) es una funcion continuamente diferenciable en [0, L] tal que f(0) = f(L) = 0,

entonces, de [10, p. 57| se deduce
f@) = cown(z). (7.4.16)
n>1
Ademas, si la funcion Fy(z) definida por

Fy(z) = %, 0<x<L, (7.4.17)

es derivable en [0, L] y cumple Fy(0) = Fy(L) = 0, y su derivada

[P (@)a(z) — f"(x)a'(x)

a?(x) ’

Fi(z) = 0<z<L, (7.4.18)

es continua a trozos y de variacion acotada en [0, L] entonces, por el teorema 20, los

coeficientes de Sturm-Liouville ¢,, dados por (7.4.15) verifican

(7.4.19)

donde v(F}) es la variacion total de Fy(z) en [0, L.
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Asimismo, si g(z) es una funciéon continuamente diferenciable en [0, L] tal que ¢g(0) =

g(L) = 0, entonces, por [10, p. 57], se tiene también

g(x) = Z dywy () . (7.4.20)

n>1

En ese caso, si la funcion Go(z) definida por

9'(z)
afz) ’

Go(z) = 0<z<L, (7.4.21)

es continua a trozos y de variacion acotada en [0, L] entonces, por el teorema 20, los

coeficientes de Sturm-Liouville d,, dados por (7.4.15) verifican

1
\d,| < z —, n>1, (7.4.22)

donde V(Gy) se define como
V(Go) = v(Go) + |Go(0)| + [Go(L)], (7.4.23)

y v(Gy) es la variacion total de Go(z) en [0, L].

Por otro lado, si introducimos la constante positiva
a(0,L) = min{a(z); 0 <z <L}, (7.4.24)

entonces, de [47, p. 264-265|, (7.4.4) y (7.4.24) resulta

n’m? n’m?

— N > 1 7.4.25
I2A0,L) =" = I%(0,L) ~ T (7.4.25)

expresion que en adelante nos serda de gran utilidad a la hora de acotar los términos

donde aparezcan los autovalores \,,.
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Ahora, de (7.4.4), (7.4.7), (7.4.12), (7.4.19), (7.4.22) y (7.4.25) se tiene que

Ouy, (z, 1) -
ot |~
M, 20(Fy) M2 1 2V (Go)M? +/A(0,L)B(0, L)
< £ — /B0, L)M, + L M,
= A/a(0) | Lyv/a(0) A2 (0. L)M, L+/a(0)b(0) A2 '
Ky
5, n>l 0<z<L, 0<t<T, (7.4.26)

de donde se deduce que la serie
ou,,
ot

(7.4.27)

n>1
converge uniformemente en [0, L] x [0,7]. Por el teorema de derivacion de series
de funciones (ver [8, p. 402]) se deduce que la serie u(x,t) definida en (7.4.13) es

derivable respecto a t y ademas
=Y wu(@){e T2 () + d T, ()}, 0<t<T, 0<z<L. (7.4.28)
n>1
Los términos que aparecen al derivar wu,(z,t) dos veces respecto a t, por (7.4.5), son
O*uy(z,t
%‘r) = wp(2){eaT2(t) + d T (£)}

= —w (2)bE)N2 e, T2, (8) + dpTw, (1)}

0<t<T, 0<z<L,n>1. (7.4.29)
De (7.4.4), (7.4.7), (7.4.12), (7.4.19), (7.4.22), (7.4.25) v (7.4.29) se tiene que
2
0*up(x,t) <
ot? -

<

M,B(T)\, {QU(Fl)Mj’Mti 2V (Go) M3 M, A(O,L)i}

a(0) L\/a(0) A3 " L\/a(0)b(0) Ay

Ky

—, n>1, 0<z<L, 0<t<T, (7.4.30)
n
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de donde se deduce que la serie

*u,
ot?

n>1

(7.4.31)

converge uniformemente en [0, L] x [0,7]. Por el teorema de derivacion de series
de funciones se tiene que la serie u(x,t) definida en (7.4.13) es dos veces derivable

respecto a t y se cumple

ug(, 1) an HenTzh(t) + d,Twli(t)}, 0<t<T,0<z<L. (7.4.32)

n>1

Por otro lado, de (7.4.4), (7.4.7), (7.4.12), (7.4.19), (7.4.22) y (7.4.25) se tiene que

3un(x,t)’ <

Ox -

-y A(O L) 20(F) MM 1, 2V (Go) MM, /A I) 1

= 7\ a0 L+/a(0) >\3 L/a(0)b(0) Ay
K

< =2 a>1, 0<s<L, 0<I<T, (7.4.33)
n

de donde se deduce que la serie

ou,,
ox

n>1

(7.4.34)

converge uniformemente en [0, L] x [0,T]. Por el teorema de derivacion de series
de funciones (ver [8, p. 402]) se deduce que la serie u(x,t) definida en (7.4.13) es

derivable respecto a x y ademas

= wh(@{eaTz(t) + dTw,(t)}, 0<t<T, 0<a<L. (7.4.35)

n>1

Finalmente, los términos que aparecen al derivar dos veces u,(x,t) respecto a z, por
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(7.4.2), son

0?u,(x,t)

2 = wy(@){caTzn(t) + dTw,(t)}

= —w,()b()N2{ch T2 (t) + dyTw, ()},

0<t<T, 0<z<L,n>1. (7.4.36)

De (7.4.4), (7.4.7), (7.4.12), (7.4.19), (7.4.22), (7.4.25) y (7.4.36), repitiendo el mismo
argumento usado en (7.4.29)-(7.4.32), se concluye que la serie

9%u,,
0x?

n>1

(7.4.37)

converge uniformemente en [0, L] x [0,7]. Por el teorema de derivacion de series
de funciones se tiene que la serie u(x,t) definida en (7.4.13) es dos veces derivable

respecto a r y ademas
Uz (T, 1) Zw” HenTzn(t) + dyTw,(t)}, 0<t<T,0<z<L. (7.4.38)
n>1

De (7.4.2), (7.4.5), (7.4.32) y (7.4.38), para (z,t) € [0, L] x [0,T], se tiene

Uy C;((f))utt = ;w" r){c, Tz, (t) + d,Tw,(t)}

a(x)
b(t)

n>1

x){c, Tz (t) + d,Tw!(t)}

= —a(0) Y Nwa(@){en Tz (1) + dy T, (1))

n>1

a(z) b(t) S N2wn (@) {enTzn(t) + dyTuwa (1)}

n>1

= 0. (7.4.39)
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Ademas, de (7.4.16) y (7.4.20) se sigue que
u(z,t) = f(x), w(xz,0)=g(x), 0<x<L. (7.4.40)

Resumiendo, podemos establecer el siguiente resultado

Teorema 21. Sia(x) y b(t) son funciones positivas que satisfacen (7.1.7) (0 (7.3.3))
y (7.1.6), respectivamente, f(x) y g(x) son funciones continuamente diferenciables en

0, L] tales que f(0) = f(L) = g(0) = g(L) =0 y ademds

1. La funcion Fy(x) definida en (7.4.17) es derivable en [0, L], cumple Fy(0) =
Fo(L) = 0 y su derivada Fy(z) definida en (7.4.18) es continua a trozos y se
variacion acotada en [0, L].

2. La funcion Go(x) definida en (7.4.21) es continua a trozos en y de variacion
acotada en [0, L],

entonces la serie u(x,t) definida por (7.4.18)-(7.4.15) es una solucion del problema
(7.1.1)-(7.1.5).

7.5 Soluciones numéricas continuas

La serie u(x,t) proporcionada por el teorema 21, como siempre, presenta dos serios
obstaculos desde el punto de vista computacional. En primer lugar, la infinidad de
la serie, y en segundo, el hecho de que ni los autovalores A, ni las autofunciones
wy () ni el sistema fundamental de soluciones de (7.4.5) {T'z,(t), Twy(t)} nos son
conocidos. Ello motiva la necesidad de obtener soluciones numéricas que aproxi-
men la solucion exacta dada por (7.4.13)-(7.4.15), en cualquier subdominio compacto

D(T) = [0, L] x [0, T].

La aproximacion se realizard en dos pasos fundamentales:
1. Truncamiento de la serie (7.4.13) para obtener una suma finita.
2. Aproximacion de los términos de (7.4.13), lo que pasa por

e Aproximacion de las autofunciones w, (x) y los autovalores \,.
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e Aproximacion del sistema fundamental de soluciones {1z, (t), Tw,(t)}.

e Aproximacion de los coeficientes ¢, d,,.

Comencemos por el truncamiento de la serie.

7.5.1 Truncamiento de la serie

Buscamos un entero ny de modo que
u(ng, x,t) an e Tz (t) + dyTw,(t)} (7.5.1)

cumpla

lu(z,t) — u(ng, x,t)| < (x,t) € D(T). (7.5.2)

€
3 )
De (7.4.4), (7.4.7), (7.4.19), (7.4.22) y (7.4.25) se tiene

<

> wa(@){enTzn(t) + dnTw, ()}

n>no

M, 20(F; M;”Mtl 2V (G M;Z’Mt A0,L) 1
5 { (F) (Go) (0,L) }

2 a0 | La) % Ljap) X

IMAM, [ v(F)A2(0, L)L*  V(Go)A3(0, L)L*
= Z a(0)L { nimd * \/b(0)ntm? }

n>ngo

2MAM,LPA%(0, L) ( V(Go)\/A(0, L) 1
= 1 U(Fl) + Z —4 5 (753)
ma(0) b(0) Sn
para (z,t) € [0, L] x [0,T]. Por otro lado, de [8, p.479] sabemos que
1 m
— = (7.5.4)
e nt 90
De aqui y de (7.5.3), si definimos ny como el primer entero a partir del cual
-1
1 4 *a(0 V(Go)\/A(0, L
P ) o(F) + LG VADL) (7.5.5)
—~nt 90  6M;ML?A*0,L) b(0)

verificaremos (7.5.2).
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7.5.2 Aproximacion de los términos de u(z,t)

Una vez truncada la serie u(z,t), trataremos en este apartado de aproximar los tér-

minos que componen la suma finita obtenida.

Del capitulo anterior sabemos que existen diversos métodos para aproximar los auto-

valores y autofunciones de (7.4.2). Con todos ellos podemos encontrar aproximaciones

hy y wp(x) de A\, y wy(x), respectivamente, de modo que para cualesquiera constantes

positivas 9, £ se cumpla

N2 —X2| <5, 1<n<ng, (7.5.6)
|wn(x)—M| <&, 1<n<ng, (7.5.7)

con \, cumpliendo, como A, en (7.4.25)

n2n? N n2n?
<2< 1<n< 7.5.8
L2A(0,L) =T2%(0,L) 0 ~—"=" (7.5.8)
y wy(x) verificando a su vez, como w,(z) en (7.4.4)
N M, M L [A0,L
|wp (x (0, L) 0<z<L, 1<n>ng. (7.5.9)

Anv/a( a(0)

La aproximacion del sistema fundamental de soluciones de (7.4.5) {T'z,(t), Tw,(t)}

es un poco mas compleja, pues tenemos dos fuentes de error:

e Por un lado, no conocemos el valor exacto de \,, sino s6lo de sus aproxima-
ciones \,. Por tanto, ni aunque supiéramos resolver (7.4.5) con exactitud las
funciones obtenidas serian las {7z,(t), Tw,(t)} buscadas: s6lo sus aproxima-

—_ —

ciones {T'z,(t), Twn( )}, a su vez soluciones exactas de (7.4.5) usando A en vez

de A\, es decir, soluciones de

T + X2b()T,(t) =0, t>0, 1<n<ny. (7.5.10)
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e Por otro lado, ni siquiera sabemos resolver exactamente (7.5.10). Por ello lo que
haremos serd encontrar aproximaciones 77, (t) y TW,(t) de 7% y ﬂu:(/t),
respectivamente, con un error conocido. El proceso a seguir es exactamente el
mismo que el presentado en el capitulo 2, por lo que los resultados alli obtenidos

seran ampliamente utilizados.

Y~

Para encontrar el error cometido al aproximar {7z, (t), Tw,(t)} por {Tz,(t), Tw,(t)},

notese que definiendo

e~

Tz, (t —— Tz, (t
Zot) =] "~ (t) . Za(t) = Lzn(t) , t>0, 1<n<ng, (7.5.11)
Tz (t) T2 (1)

se tendra, de (7.4.5), (7.4.6) y (7.5.10), que

—— 0 1 o~ e~ ——— —~— i 1 i
Ly = —ng(t) 0 Zn(t) = A, (6) Z,(t), Z,(0) = 0 | ,

, 0 1 B e (7.5.12)
Z = ) 0 Zn(t) = An(t)Z,(t), Z,(0) = o) ,

t>0, 1<n<ng.

Por tanto, de (7.5.12), podemos escribir

Zalt) — Za(t) = / A,(9)Za(3) — Za(s)] ds + / (A,(5) — An(8)|Za(s) ds

Tomando normas (|| - ||2) y fijando ¢ € [0, 77, se obtiene, de (7.4.7) y (7.5.6), que

—_~—

1Z,(t) — Zu(t)]| < / An()I1[Za(5) — Za(s)]]| ds + / b(s) (A2 — N2)Tz,(s) ds

< [ IAGNZG) - 2l ds-+ BT (7.5.13)
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Aplicando a (7.5.13) el teorema de Bellman [46, p.95|, resulta, por (1.1.2) y (7.4.25),

que

P

4.4 R2
W%@_j%ﬁNSJMTﬁMmq>T¢L+21§£Q

L*a?(0,L) |’
(7.5.14)
0<t<T, 1<n<ng.
Un desarrollo similar para T'w,(t) nos da
—~  B(T)TM,L\/A(0, L) nimd B2(T)
Tw,(t) —Tw,(t)| <9I exp |T[14+ ————] ,
[ Twn(t) (@)l NOL p T'2(0.1)
(7.5.15)

0<t<T, 1<n<ng.

P S g

Trataremos ahora de aproximar 7'z,(t) y Tw,(t). El proceso a seguir, como hemos
indicado antes, sera el utilizado en el capitulo 2: primero aproximaremos las funcio-
nes 7% y m) en una malla de puntos por medio de la férmula de Stormer de
segundo orden presentada en (2.4.3)-(2.4.7) y después interpolaremos por medio de
splines lineales los valores obtenidos.

Ast pues, si {Tzmnth_o v {TWmn}th_o son las aproximaciones de T/z_nv(t) y m),

respectivamente, en t,, = mh, 0 < m < N, siendo h el tamano de paso de la malla y

ty =T, calculadas por las férmulas

TZerZ,n - 2T2m+1,n + sz,n = _hQ/)_\\gb(tm+l)TZm+1,na
TZ()m = 1, Tzl,n =1 (7516)
OSmSN_2a 1§n§n07

Twm—i—?,n - 2Twm+1,n + Twm,n = _h23\\gb<tm+1)Twm+l,n7
Twop =0, Tuwi,=h (7.5.17)
0<m<SN-2 1<n<ng,



entonces, de (2.4.8)-(2.4.14), (7.5.16) y (7.5.17), si 0 < h < 1 y definimos
By(T) = max{[p(t)], 0 <t <T,i=1,2},

el error de discretizacion

—_—~—

ezmn = Tzmn — Tzn(tm), 0<m <N, 1<n<ng,

—~——

eWmn = TWppn —Tw,(ty), 0<m<N, 1<n<ng,
cumplira

|ezm,n|§hE1,n; OSmSN, 1§7’L§n0,
lewmn| < hEsn, 0<m< N, 1<n<nyg,

siendo

— T+ 1)2~
By, = 4T+ 1)M,B(T)\2 + %)\%
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(7.5.18)

(7.5.19)

(7.5.20)

X { [BQ(T) n X?:BQ(T)] M, + 2B, (T)Mt\/ﬁkj} exp <(T + 1)23(T>Xg) ,

1<n<ng,
(7.5.21)
y
_ MtB(T)N (T+ 1)2’\2/
Eop = AT +1) mAn Y
X { [32(T) n EBZ(T)} YL@ +2B,(T)M, %} exp <(T + 1)2B(T)XZ) ,
1<n S o
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Aplicando (7.4.25) a (7.5.21) y (7.5.22) podemos escribir

By, = A(T + 1) M,B(T) LQZ(& o+ T ;41) LZZ(Z)T, 5 { [BQ(T) + % Z(T)] M,
2B, (T)M, B(T)#Z;L)} exp ((T + 1)zB(T)%) ,
1<n< Nno ,
(7.5.23)
y
B M;B(T) nm (T+1)> n?r? n*r?
o A ) G Lvao D) T 24 Da0.) [0+ 7 57
M,L\/A(0, L) B(T) 5 n?m?
pyo ) +2B(T)M, W}exp ((T+ 1) B(T)—LQG((),L)) ,
1<n<ng.

(7.5.24)

Construyamos ahora los B-splines lineales 7'Z,,(t) y TW,(t) que interpolan los valores

T2mn y TWhp, 1 <m < N, 1<n < mnyg, respectivamente, definidos por

1
TZn(t) = % {(tm+1 — t)Tme + (t — tm)TZerl,n} s
(7.5.25)
tnStStm+17 OSmSN_]-7
y
1
TW,(t) = 7 {(tms1 — )T Wiy + (t — ti) T W10}

(7.5.26)

tnStStm+17 OSmSN_l



168

—_ —_—

Si definimos ahora los B-splines T'Z,,(t) y TW,(t) que interpolan las funciones Tz, (t)

P

y Tw,(t), respectivamente, dados por

—_— —_— —_—

TZ.1) = % Lt = T 20lt) + (¢ = 1) Tonlbin) }
(7.5.27)

tnététm—‘rl) OSmSN_la

—_~—

TW,(t) =

P

{(tm+1 ) Tw (b)) + ( — tm)Twn(th)} ,

SRS

(7.5.28)

tnStStm—‘rl, OSmSN_la

tendremos, por propiedades de los splines lineales y por (7.5.20) y (7.5.25)-(7.5.28),

que

[TZy(t) = TZ,(t)) < hEy,, 1<n<ng, 0<t<T, 752
ITW,(t) = TW,(t)| < hEyp, 1<n<mng, 0<t<T, -

siendo Ei ,, y Es,, los definidos en (7.5.23) y (7.5.24). Ademas, de [22, p.257| se sigue

que
To®) =~ TZi00] < G max ([T(0] < o ([X20(0) T 0)
h?  n?r?
< ?WB(T)M“ (7.5.30)
1<n<mnyg, 06T,
y
Ton(t) — T < L_nrBIM, (7.5.31)

8 L+/a(0,L)b(0)

1<n<ng, 0<t<T.



169

P

De (7.5.29), (7.5.30) y (7.5.31) resulta que el error obtenido al aproximar 7'z, (t) por

—_—

TZ,(t) y Tw,(t) por TW,(t) esta acotado por

—_~— h2 n27T2
[T2,(0) = TZ0(0)] < hBuy + ¢ g5 BT
Tun(t) — TW,(t)] < hy, + = "B, (7.5.32)

MW NACEAIOR

Tomando
O0<h<l1 (7.5.33)

y teniendo en cuenta (7.5.14), (7.5.15), (7.5.32) y (7.5.33), se concluye que

B n2r
Ton(t) = TZy() < hEy,+ ——"" _B(T)M
[T2(t) = TZ,(0)] < hEuct ¢ o s B +
4 4BQT
+ 8 B(T)T M, exp T\/1+nL47TTO(L)) = KZyyh+ K76,

h? nwB(T)M,

Twn(t) — TWy(t)| < hEsp + — n
| Tw, (t) (t)] 20t g T a0 Lb(0)
B(T)TM,L+\/A(0, L) AT B2(T)
5 71+ 22w bt KW,
- N R "0, 1) Lot AT

(7.5.34)

Asimismo, forzaremos a que T'Z,(t) y TW,(t) cumplan, como T'z,(t) y Tw,(t), las
cotas (7.4.7) (de hecho esa acotacion ha sido aprovechada ya en (7.5.30) y (7.5.31)),
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es decir
TZ,(t)] < M, 0<t<T, 1<n<ny,

w1y < EVAG L) (7.5.35)

- Vb0

Ello no invalida los célculos hechos hasta ahora: el hecho de forzar T'Z,(t) y TW,(t)

0<t<T, 1<n<n,.

para que verifiquen (7.5.35), truncando cuando sea necesario, nos asegura que las
funciones truncadas obtenidas estaran, si cabe, mas cerca de T'z,(t) y Tw,(t) que si

no las truncaramos.

Dado que no conocemos exactamente los autofunciones w,(x) sino sus aproximacio-

—~——

nes wy(x), no podremos calcular con exactitud los coeficientes ¢, y d,, definidos en

(7.4.15), sino sdlo sus aproximaciones

- @ @f@de  ~ [ a@w,()g(e) dr

foL a(z)wy(z) dz fOL a(x)w?(z)dx

(7.5.36)

Calculemos los errores cometidos al aproximar ¢, y d, por ¢, y d,, respectivamente.

Del capitulo anterior, concretamente de (6.5.9)-(6.5.11) y (6.5.15), sabemos que si

forzamos w,(x), ¢, vy d, a que cumplan, como wy (), ¢, y dy en (7.4.4), (7.4.19) y
(7.4.22), que

—~— M,LJAQ0.L
lwy, (z)] < ( ):Wn, 1<n<ny 0<ax<L, (7.5.37)

a(0)

_ 20(F)M3L2A3(0,L) ~
G < ZEMLAOL) &y o (7.5.38)

Va(0)n3m3

~ 2 MB3LA3(0,L) —~
|d,| < V(Go) M LA (0, ):Dn, 1<n<ng, (7.5.39)
n?m24/a(0)
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respectivamente, entonces, por (7.5.7), se cumplira

e — Cal < [2M2 (/ |f(z)|a(z dg;) %.
: (I;I\/; + —Mjﬂ\jla((%m> /OL a(x)d:c] £

= KC,¢&¢, 1<n<nyg, (7.5.40)

dy —d| < [2M2 (/ ()l dx) %.
~ (Wn+ MEVADL) j%”) / La(x)d:c] ¢

= KD,¢, 1<n<n. (7.5.41)

Llegados a este punto, tenemos todas las herramientas necesarias para encontrar el

error total cometido al aproximar los términos w,(z,t).

Asi, si definimos

u(ng, ., t) an Hen T Z() + d,TW, ()} 0<z <L, 0<t<T. (7.5.42)
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entonces, de (7.5.1) y (7.5.42), se tiene que

|u(n07 z, t) - u<n07 z, t)| S

/—\/

Z W () — w ()] |caT 2 (t) 4 dpTw, ()] +

+ Z Wi ()| |en [T 20 (t) — T Zo ()] + dp [Tw, () — TW,(8)]]

+ Z lwn ()] |(Cn — G)T Zn(t) + (dy — dn)TW,(2)] . (7.5.43)

Aplicando (7.5.6), (7.5.7), (7.5.23), (7.5.24), (7.5.34), (7.5.35) y (7.5.37)-(7.5.41) a
(7.5.43), se obtiene

lu(ng, z,t) — u(ng, z,t)| <

e Z 20(F)MELAMAR(0, L) | 2V (Go) MILPM; A%(0, L)
N Va(0)n3r3 a(0)b(0)n3m3

W, MtKCnJthL A, L)KDn +
nm b(0)

{h (0 KZy, + D, KW, n) ) (@KZM + lA?;KWZn) }

— PE+Ph+ P, 0<z<L, 0<t<T. (7.5.44)
De (7.5.2), (7.5.5) y (7.5.44) se deduce que si

2
P&+ Poh + Py < § , (7.5.45)

entonces

—_~—

lu(z,t) —u(ng, x,t)| <e, 0<z<L, 0<t<T. (7.5.46)
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Una opcion para cumplir (7.5.45) es distribuir el peso del error entre los tres términos,

es decir

2¢ 2¢ 2¢
<— h o< —.
¢ 9P

< — 7.5.47
9P’ 9P’ ( )

No obstante, recomendamos hacer algunos célculos previamente a la eleccion &, h, y

0 para determinar que trio de valores genera menor esfuerzo computacional total.

Resumiendo lo anterior, podemos establecer el siguiente teorema

Teorema 22. Bajo las hipotesis y la notacion del teorema 21, sea € >0 y T un en-

tero positivo. Sea ng el primer entero positivo que satisface (7.5.5) y sean A2, w,(x),
Cn Y c,l; los autovalores, autofunciones y coeficientes de Sturm-Liouville aprozimados
del problema (7.1.1)-(7.1.5), para 1 <n < ng. Si A2, wy(x), ¢, y d,, son los autovalo-
res, autofunciones y coeficientes de Sturm-Liouville tedricos, tales que la condiciones
(7.5.44)-(7.5.45) se cumplen, entonces la funcion u(ng,z,t) definida en (7.5.42) es
una aprozimacion de la solucion exacta u(x,t) del problema (7.1.1)-(7.1.5) (dada por
(7.4.13)-(7.4.15)), que satisface (7.5.46).

Con el teorema anterior, el tltimo problema a analizar puede considerarse resuelto.



Capitulo 8

Conclusiones

Hasta aqui los hechos. Pero, ;y el futuro? Por de pronto los resultados expuestos has-
ta ahora deben ensenarnos a no descartar métodos analiticos aun cuando lleguemos
a callejones en apariencia sin salida. Muchas veces tendemos a discriminar métodos
exactos por el mero hecho (en si importante) de no proporcionar una solucion direc-
tamente calculable. Sin embargo, en la mayor parte de las ocasiones, la informacion
que nos proporciona esa soluciéon, aunque incomputable, es mas que suficiente para
abrir otras vias, de las que la presentada a lo largo de esta tesis no es sino un infi-
mo ejemplo. Y eso es un detalle que a veces se tiende a olvidar. Por supuesto que
de poco nos sirve (a los ingenieros, por lo menos, como meros aplicadores de unas
herramientas ya desarrolladas) el tener una solucién exacta que a priori no podemos
calcular; a nosotros, al fin y al cabo, nos preocupan los nimeros, la realidad. Pero
esa misma realidad nos puede ser mostrada si aplicamos nuestro ingenio al problema

determinado en vez de acudir a mecanismos estandar de resolucién.

No pretenden estas lineas el ser una critica destructiva del uso de métodos numeéricos
a la resolucion de problemas técnicos. Su utilizacion es imprescindible porque en la
mayor parte de los casos el acercamiento teorico no da resultados utilizables (a veces
ni siquiera da ningtn resultado). Lo tinico que es quizé censurable es que dicho uso

sea indiscriminado, sin pararse a pensar previamente si no habra otros caminos para
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encontrar una solucion. El estudio matemaético de la realidad requiere un modelado
de ésta, modelado sujeto a muchas imperfecciones, entre ellas las de nuestra propia
medida. Y es de tales modelos de donde se pueden extraer problemas como los anali-
zados a lo largo del presente documento. No obstante, no deja de sorprender a veces
el que los problemas extraidos sean atacados directamente por métodos numéricos sin
preocuparse siquiera si el modelo utilizado da pie a una solucion real. Si no es asi,
todos nuestros calculos son inttiles. Lo mismo ocurre si el problema admite multiples
soluciones exactas. En ese caso, ; a cual de ellas se aproximara nuestra aproxima-
cion? Mas importante que tratar de encontrar una solucién es averiguar a priori si
ésta existe y es tnica. Si es asi, bienvenido sea cualquier método que nos permita

encontrarla.

Si la solucion existe, la tarea del Céalculo debe ser la de proporcionarnos medios para
encontrar lo més parecido a ella que nuestro modelo requiera. Para ello, el concepto
de error o de cota de error es absolutamente imprescindible. En la literatura inge-
nieril es desgraciadamente bastante corriente encontrar aplicaciones de métodos de
solida argumentacion matematica como el de las diferencias o los elementos finitos, a
situaciones donde, ademas de tener un uso cuanto menos discutible (o al menos, que
requiere un estudio previo analitico més serio que el que se realmente hace), jamas se
analiza el posible error cometido (muchas veces éste ni siquiera se menciona). Bajo
el lema de “el error cometido tiende a 0 con el tamano de malla” se pueden cometer
las més grandes tropelias matemaéticas que se deseen. La eliminacién en las ecua-
ciones de términos de valor supuestamente despreciable no es més que un pequeno
ejemplo. Ello muchas veces no invalida tales aproximaciones, pues el hecho es que
en la naturaleza la aseveracion anterior suele ser cierta: el verdadero problema es
que su corriente efectividad la inmortalice inconscientemente, que la haga inmune a
cualquier duda sobre su validez. No basta con decir “el error es despreciable”. Hay
que estar seguro de ello. Los mismos métodos numéricos empleados suelen tener aso-

ciadas (y definidas en la literatura matematica) unas cotas para el error obtenido,
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cotas que dependen no solo del citado tamatio de malla (témese aqui el concepto de
malla como aquél parametro del método especifico que nos obliga a sacrificar compu-
tabilidad por precision) sino de propiedades de la soluciéon exacta. Sin conocer dichas
propiedades, resulta imposible acotar el error con exactitud, y sin la cota de error,

nuestra aproximacion es tan valida como cualquier solucion que se nos ocurra dibujar.

Es por ello por lo que consideramos tan importante el estudio tedrico de soluciones.
A veces, las propiedades que se encuentren nos pueden ser maéas interesantes que la

misma solucion en si. Y los métodos aqui desarrollados son un ejemplo.

Cinéndonos a éstos, y dejando al margen la carga filosofica de la argumentacion ex-
puesta, las posibilidades de ampliacion de tales métodos son numerosas. En primer
lugar, la méas inmediata, seria la posibilidad de emplear el método de separaciéon de
variables a cualquier problema diferencial de orden 2. La ecuacion de ondas (en sus
multiples formas) y la de difusion son claros ejemplos. Las acotaciones encontradas
son perfectamente admisibles para la mayor parte de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias que se obtendrian, lo que nos permitiria tanto encontrar una solucién exacta en
forma de serie (incalculable directamente) como truncar dicha serie para quedarnos
con una suma finita de productos de soluciones de ecuaciones diferenciales, resolubles

por otros muchos medios.

Asimismo, tengo el convencimiento que, en algunos casos, es posible encontrar féormu-
las similares para determinados problemas de orden superior, desde luego mas comple-
jas y elaboradas. Este es un campo bastante interesante y practicamente inestudiado

hasta ahora.

Las acotaciones encontradas en los teoremas 2, 5 6 9, pueden arrojar algo de luz so-
bre una parte de la teoria de ecuaciones diferenciales de segundo orden sobre las que

existe poca bibliografia: el de la acotacion de las soluciones. Lo sorprendente del caso
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es que asi como hay numerosos resultados sobre el niimero de ceros de una solucién,
su estabilidad, convergencia, etc., sobre su acotacion los resultados encontrados son
de mucha validez tedrica pero poca practica, entendida ésta en el sentido de calculo
de cotas explicitas. Asi, por ejemplo, hay muchas obras donde se demuestra la acota-
cion de las autofunciones de un problema de Sturm-Liouville, pero nadie se plantea
realmente dar una cota real. Existe, pero, ja quién le importa?, es la conclusion a la

que puede llegar un lector.

La acotacion de las soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
mostrada aqui todavia puede mejorarse y ampliarse. Por ejemplo, reduciendo las
condiciones a exigir a los coeficientes de la ecuacion. Siguiendo ese camino, tres vias

aparecen de forma natural:

1. Permitir que p(t) o ¢() se anulen en la ecuacion (3.2.2). El caso de ¢(t) es méas
simple: puesto que p(t)-q(t) se tendra que anular en el mismo punto donde ¢(t)
lo hace, justo antes de dicho punto tal funcién debe ser decreciente. Por tanto,
en tal intervalo podremos estudiar la funcion G(y,t) definida en (3.2.11). Dado
que G(y,t) contiene un término (p(¢)(y'())?, que no se anula con ¢(t), a partir
de la cotas obtenidas para ese momento para G(y,t) podemos acotar y'(t) y por
tanto también y(t). El caso de p(t) es méas complicado, pues p(t) aparece en los
dos términos de G(y,t). No obstante ambos casos requieren un mayor estudio

més profundo.

2. Permitir que p(t) o ¢(t) sean continuas a trozos. Una posible solucion seria
acotar tanto y(t) como y'(t) justo a la izquierda del punto de discontinuidad,
usar el hecho de que ambas funciones deben ser continuas para seguir acotando

con F(y,t) y G(y,t) a la derecha del punto de discontinuidad.

3. Eliminar la condicion (3.2.1) y analizar bajo qué casos las funciones z,(t) y
wy,(t) pueden acotarse superiormente y con qué cota. A este respecto, senalar

que quizd el desarrollo efectuado en el capitulo 4 pueda servir de ayuda.
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Relacionado con la acotacion de las soluciones estid el no menos importante de la
acotacion de los coeficientes del desarrollo en serie de Sturm-Liouville de una funcion.
Como en el caso anterior, resultados tedricos sobre la acotacion de las cotas los hay y
bastantes, todos ellos dando el orden de magnitud en funcién del niimero de orden del
autovalor. Sin embargo, cuando se trata de obtener una cota real para un problema
real, el lector puede encontrarse totalmente perdido. Dado el uso que se ha hecho de
los desarrollos en serie de autofunciones de Sturm-Liouville a lo largo de la historia,
uno no puede dejar de preguntarse de qué modo se puede calcular una solucién exac-
ta en forma de serie si no se sabe cuanto puede afectar la cola de la serie truncada
cuando decidimos dejar de sumar: jla cola puede superar facilmente en algunos casos
el propio valor calculado! Y eso, incluso en los problemas mas simples en los que se

aplica el método de separacion de variables.

El estudio de las tales cotas es un tema que desde luego no queda cerrado en esta tesis.
Los dos tultimos capitulos, de hecho, han analizado el problema de Sturm-Liouville
més simple (y” + M\2c(t)y = 0), sin otros términos que pudieran complicar la ecuacion.

Las posibles ampliaciones al respecto que se nos ocurren, por de pronto, son:

1. Sustituir las condiciones de contorno de Dirichlet aplicadas por otras de Neuman
o naturales. En ese caso las autofunciones que se obtendrian serian, o z,(t)
(para el caso de Neuman) o una combinacion lineal de z,(t) y de w,(t) (para
el caso de condiciones de contorno naturales). Dado que a lo largo de todas
las demostraciones efectuadas al respecto, la acotacion de z,(t) y w,(t) se ha
obtenido particularizando las de una funcion cualquiera y,(t), la acotacion de la
autofuncion obtenida no deberé ser complicada. La acotacién de los coeficientes,
siguiendo los métodos empleados en los dos ultimos capitulos, tampoco. Lo que
si puede ser mas problematico es la acotacion de los autovalores, que dependera

del caso en cuestion.
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2. Introducir nuevos términos en la ecuaciéon. Como en el caso anterior, las aco-
taciones expuestas pueden facilitar bastante el calculo de las cotas de los coe-
ficientes de Sturm-Liouville. De nuevo, lo que mas puede verse afectado es la

acotaciéon de los autovalores.

3. Ampliar las condiciones exigidas a las funciones coeficiente de la ecuacion para
incluir las condiciones expuestas en el apartado relativo a posibles ampliaciones
en el estudio de la acotacion de soluciones (permitir que p(t) o p(t) se anulen,
etc.) En este caso serd conveniente primero revisar la bibliografia para ver si

los problemas que aparecen tienen realmente solucién.

4. Suavizar las condiciones necesarias para que una funcién tenga desarrollo en
serie de autofunciones y obtener cotas para los coeficientes obtenidos (resulta-
dos similares existen para desarrollos en serie de Fourier o de Dini (funciones
de Bessel), con lo que estimamos que es posible encontrarlos para cualquier

conjunto de autofunciones, en general).

Las bases para tratar los casos citados, no obstante, quedan puestas. Siguiendo un
método similar al empleado estimamos que se pueden cubrir todos los casos posibles,
no sin una buena dosis de paciencia, buena cantidad de papel y una imaginaciéon
adecuada. Tampoco era el objetivo de esta tesis el analizar exhaustivamente todas
las situaciones. Mas bien, en parte, el demostrar que no conocer una serie de valores

no significa no poder averiguar su comportamiento.

Otro apartado interesante que surge de inmediato de los problemas presentados es el
de la estimacion, con cotas de error, de los autovalores y autofunciones de un pro-
blema de Sturm-Liouville. La literatura existente al respecto es bastante joven (si
bien los trabajos de Ritz en la aproximacion de autovalores mediante la reduccion del
problema a un subespacio concreto de funciones -en vez de todo el espacio de éstas-
son bastante més antiguos, los primeros trabajos en los que se proporcionan cotas

de error, los de Canosa y Oliveira |11], datan de la década de los setenta), y aun
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cuando la aparicion de resultados al respecto ha sido constante en los ultimos anos,

estimamos que es un campo en el que todavia pueden producirse sorpresas.

Con todo lo anterior, lo ideal seria englobar todos los casos en un método de separa-

cion de variables generalizado con problemas de Sturm-Liouville para problemas de

ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden finitos en una dimension. Los

pasos a seguir para ello serfan:

10.

Acotacién de autofunciones.

Acotacion de los coeficientes del desarrollo de una funciéon cualquiera en serie

de autofunciones.
Acotacién de los autovalores.

Determinacion de la solucion exacta en forma de serie (lo que nos daria unas

condiciones a imponer a las funciones iniciales).
Demostracion de la unicidad de la solucion.

Fijado un error maximo admisible, truncamiento de la serie para obtener una
suma finita de n términos, aprovechando para ello las cotas obtenidas para las

autofunciones, autovalores y coeficientes.
Aproximaciéon de autofunciones y autovalores.

Calculo del efecto de la acotacion (con error, por supuesto) de los autovalores en

la solucién de la ecuacion obtenida en la dimension no acotada (¢, generalmente).

Calculo del efecto de la aproximacion de la autofunciones en los coeficientes de

la suma.

Estimacion del error total.
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Aunque a lo largo de esta tesis los métodos usados para resolver el problema que
aparecen en la dimension infinita (¢, en todos nuestros casos) siempre han sido los
multipaso escalares o matriciales, se podria aplicar a éstos cualquier otro método nu-
mérico que nos permita acotar el error cometido. Asi, seria interesante analizar la
razon error/computabilidad ofrecida por otros métodos como los elementos finitos,

etc.

El método expuesto se puede generalizar a problemas con un ntimero de dimensio-
nes superior a dos. Para éstos, la tarea mas complicada debe ser la acotacion de
las autofunciones y los autovalores, en funciéon de la geometria del problema, y la
acotacion de los coeficientes de los desarrollos en series de autofunciones obtenidos.
Resueltos ambos inconvenientes, los pasos a seguir no tienen por qué diferir mucho

de los empleados hasta ahora.

La ampliacion de los problemas estudiados al caso matricial aparece también como
otro de los campos de posible desarrollo a partir de esta tesis. De hecho en [28] se pue-
de ver un primer intento de acercamiento. Estos casos pueden ser muy interesantes
en el futuro dado que hasta ahora los problemas donde aparecen sistemas de ecuacio-
nes en derivadas parciales siempre han tendido a desacoplarse, es decir, a resolverse
descomponiéndolos en problemas escalares dependientes generalmente mal condicio-
nados. Sin embargo, entendemos que dichos problemas deberian tratarse desde el
punto de vista matricial directamente. El resolverlos en forma escalar puede cambiar
la misma filosofia del problema, y ademés los errores que el desacoplo acarrea pueden
llegar a ser tan grandes como para invalidar totalmente el método empleado. Ejem-
plo de la potencia del tratamiento matricial directo pueden verse en [32] o [31]. Los
resultados mostrados en esta tesis pueden en buena parte escalarse al dominio matri-
cial, incluyendo aquellos problemas donde intervengan problemas de Sturm-Liouville
matriciales, en los que el método propuesto puede ser una interesante fuente de re-

sultados. Asimismo, la aparicion de nuevos métodos multipaso matriciales como los
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expuestos en [34] puede contribuir a abrir dicho camino.

Finalmente, no podemos tampoco dejar de resaltar que aunque esta tesis se haya limi-
tado al método de separacion de variables, éste no puede en modo alguno considerarse
una panacea. El método de separacion de variables puede valer si los coeficientes de
la ecuacion general son separables y el dominio de la ecuaciéon en alguna de las va-
riables es finito. Si no es asi, hay otros métodos que pueden resultar mucho mas
interesantes. La aplicacion de transformadas infinitas es un buen ejemplo. El método
a seguir para éstas no tiene porqué diferir mucho del utilizado hasta aqui: estudio de
las propiedades de la transformada, determinacién en base a dichas propiedades de
una solucion integral exacta, truncamiento de tal integral impropia y aproximacion de
la integral restante a través de otras técnicas. Tarea, que aunque asi expuesta puede
parecer sencilla, proporcionard seguro mas de un dolor de cabeza al que se aventure

a emprenderla.

Y aun asi, ;qué hay de malo en ello?

Valencia, 29 de Diciembre de 1998
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