Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp)
Vol. 105, N°. 1, pp 49-75, 2011

XIII Programa de Promocion de la Cultura Cientifica y Tecnologica

ELEMENTOS FINITOS EN FENOMENOS DE TRANSMISION

MANUEL LOPEZ PELLICER *; SALVADOR LOPEZ ALFONSO**

* Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Valverde 22, 28004 Madrid.

** Universidad Politécnica de Valencia y C. Herrera-CEU

1. INTRODUCCION

Galileo dijo que la Matemdtica es el lenguaje del
Universo, frase que marca el comienzo de la ciencia
moderna. El paso del tiempo ha confirmado que los
sistemas fisicos, mecanicos, térmicos o electrodina-
micos, se describen con elementos matematicos, que a
veces son tan complejos que solo sabemos obtener su
solucion aproximada.

Vamos a dar una exposicion elemental del Método
de Elementos Finitos, cuyo nacimiento se sitiia entre
1943, cuando Courant obtuvo soluciones aproximadas

Figura 1. Richard Courant 1888-1972

Figura 2. Torre Eiffel

de un sistema vibratorio, y 1956, cuando M. J. Turner,
R. W. Clough, H. C. Martin, y L. J. Topp publicaron un
articulo sobre la rigidez y deformacion de estructuras
articuladas, que fue el inicio del calculo matricial de
estructuras articuladas; la aplicacion de condiciones de
equilibrio en sus extremos, permite determinar defor-
maciones, de las que deducen las tensiones. Las barras
de la estructura se llaman elementos y sus extremos
nodos.

Las ideas del articulo de Turner, Clough, Martin y
Topp se encuentran en obras anteriores de Navier,
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Figura 3. Boeing 747

Lagrange y Cauchy, que no las aplicaron a problemas
reales por la dificultad en resolver de forma rapida y
segura sistemas lineales de muchisimas ecuaciones.
Por ello se desarrollaron métodos iterativos, que com-
portaban muchas horas de trabajo tedioso.

Hoy dia los ordenadores y el desarrollo de métodos
potentes de Calculo Numérico, nos permiten resolver
grandes sistemas lineales en muy poco tiempo, lo que
ha permitido la popularizacion del Método de
Elementos Finitos, aplicable en la resolucion de casi
todos los problemas de Fisica e Ingenieria. Por
ejemplo, con Elementos Finitos podemos determinar
con rapidez las tensiones que soporta cada elemento de
la Torre Eiffel (Figura 2).

El Boeing 747, presentado en 1968, se disefio apli-
cando Elementos Finitos a estructuras con geometria
compleja, lo que estimul6 el desarrollo de nuevas apli-
caciones de Elementos Finitos a problemas térmicos,
electromagnéticos y de mecanica de fluidos (Figura 3).

A partir de la década de los 80 se elaboraron dis-
tintos programas de Elementos Finitos (ANSYS,
CAELinux, COSMOSXpress, ... ), que tienen tres
partes fundamentales:

®  Preproceso: Fase de preparacion en la que se
dibuja la figura, se asignan las propiedades de
los materiales y se genera el mallado, que es la
descomposicion de la figura en elementos
pequefios, cuyos vértices se llaman nodos.

®  Cdlculo: Proporciona la solucion aproximada
del problema en los vértices de la malla median-
te la resolucion de un sistema de ecuaciones
lineales cuyo niimero de incognitas esta deter-

minado por los vértices de la malla. La aproxi-
macion mejora si se refina el mallado mediante
subdivision de los elementos en otros elementos
mas pequeios, lo que produce aumento en el
numero de niumero de ecuaciones del sistema a
resolver, debido al aumento de nodos producido
por el incremento del numero de elementos. En
los problemas tridimensionales el aumento del
numero de elementos al refinar el mallado crece
segiin una potencia de exponente tres, lo que
implica tener que resolver sistemas lineales con
millones de ecuaciones.

®  Postproceso: Los programas estan preparados
para mostrar tanto los resultados aproximados
obtenidos en los nodos como otros resultados
deducidos de los obtenidos en los nodos.
Ademas del formato numérico, ofrecen intere-
santes representaciones graficas, que permiten
visualizar las deformaciones de una estructura,
la evolucidén del proceso de solidificacion de
una colada o la circulacion del aire acondiciona-
do en una red de tuberias, entre otros muchos
ejemplos.

Se han publicado recientemente estudios sobre el
calentamiento de la Tierra utilizando Elementos
Finitos. También podemos encontrar los Elementos
Finitos en articulos de investigacién en Economia.
Todas las aplicaciones de los Elementos Finitos tienen
en comun el descomponer cada problema complejo en
muchos problemas sencillos mediante el mallado,
necesitando la ayuda de ordenadores y superordena-
dores para resolver los grandes sistemas de ecuaciones
lineales generados para la resolucién aproximada del
problema.

Esta forma de proceder de la teoria de Elementos
Finitos recuerda la aplicacion del Calculo Diferencial
en la resolucion de problemas fisicos, cuyo origen se
situa en el siglo XVII, por lo que podemos suponer
que, como sucedio con el Calculo Diferencial, los dis-
tintos problemas estudiados con elementos Finitos
motiven el desarrollo de mucho trabajo matematico
para analizar la dependencia de la solucion de los para-
metros iniciales, acotar el error de la solucion apro-
ximada obtenida y mejorar el ajuste, sobre todo
cuando la geometria del problema es compleja. Es
indudable que se han logrado grandes avances en los
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ultimos treinta afios en la teoria de Elementos Finitos,
pero el examen de las numerosas buenas revistas espe-
cializadas en esta teoria permite intuir que nos encon-
tramos ante un nuevo desafio intelectual para las pro-
ximas décadas.

En el resto de este articulo vamos a desarrollar la
aplicacion del método de los Elementos Finitos en la
resolucion aproximada de la ecuacion del calor en un
sencillo problema bidimensional. Su utilizacion en
problemas mecanicos se expondra en un segundo
articulo, evitando asi un excesivo numero de paginas
que dificultaria la rapida vision de este articulo de ini-
ciacion.

2. FENOMENOS DE TRANSMISION:
CASO BIDIMENSIONAL.

Los fendomenos fisicos bidimensionales de trans-
mision se describen con ecuaciones diferenciales del
tipo

0’ 0’
C182_¢+C282_¢+C39+C4 =0.
X y
donde se supone que la profundidad del objeto es cons-
tante, que se describe con la coordenada z, y que se
tiene comportamiento idéntico en cada seccion z=k.
Encontramos ecuaciones de la forma
0’ 0’
C182_¢+C282_¢+C39+C4 =0:
X y
®  En problemas de torsion que se describen por la
ecuacion

) )
% + 62—¢ +2GO=0
ox 0Oy
donde G es el modulo de elasticidad de torsion,
¢ es la tension y 6 es el angulo de giro.

®  FEn el estudio de la teoria de fluidos no viscosos,
que utiliza la ecuacién

) )
o b,
ox 0y

El campo de velocidades del fluido no viscoso
es el gradiente de la funcion ¢.

®  En el analisis de la difusion de un fluido en un
medio poroso, que se rige por la ecuacion de
Darcy

2 )
T T,
0'x oy

estando el campo de velocidades del fluido dado
por

{120
Ox oy

® Y en el estudio de problemas de transmision del
calor, puesto que la distribucion de temperaturas
cuando se llega al estado estacionario es descri-
ta por la ecuacion diferencial

k, a—T, k, or +q=0
ox oy

Jjunto a las condiciones iniciales y a las condi-
ciones de la frontera del sistema estudiado; las
condiciones iniciales hacen referencia a genera-
cion de calor o temperatura inicial en algun pun-
tos, en tanto que las condiciones de frontera se
dan por condiciones de aislamiento, conveccion
o radiacion.

Esta ecuacion diferencial con las condiciones
iniciales y de frontera se llama ecuacion del
calor. T es la temperatura en un punto (x, ), k,
es la conductividad en la direccién OX, ky es la
conductividad en la direccion OY, y ¢ es la can-
tidad de calor generada por unidad de superficie
y de tiempo.

El principio de conservacion de la energia
nos dice que en el estado estacionario el calor
generado es igual al calor perdido, bien por con-
veccion, por radiacion o por transmision a otro
medio. De este principio y de la ley de Fourier
de transmisién del calor por conduccién se
deduce facilmente la ecuacion del calor.

3. RESOLUCION APROXIMADA DE LA
ECUACION DEL CALOR EN UN
RECTANGULO.

Supondremos que A4 es un rectingulo de vértices
P(0,0), P(1,0), P,(I,w) y P,(0,w). Supondremos que 4
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es suficientemente pequeriio para poder admitir la hipo-
tesis de variacion lineal, que nos dice que la variacion
de temperatura en 4 es (muy aproximadamente) lineal
cuando nos movemos en linea recta paralela a uno de
los ejes de coordenadas.

3.1 Expresion de la temperatura aproximada
con las funciones de Galerkin.

Es muy sencillo expresar la temperatura apro-
ximada 7, en un punto (x, y)e A en funcion de las
temperaturas 7}, T}, T,, y T, de los vértices si se supone
que la variacion de 7, es lineal al movernos paralela-
mente a cualquiera de los dos ejes de ordenadas, pues

con sencillas interpolaciones se deduce que:

e Jla temperatura aproximada en el punto

(x,O)e Aes
X
T, (x0)=T+2(7,-T,)
e La temperatura aproximada en el punto
(x,w)e A es

T, (5w)=T,+3(T,-T,)

®  Por tanto, de los dos resultados anteriores se
deduce también por interpolacion que la tempe-
ratura aproximada en el punto (x, y)e Aes

ap

iQT+ﬂT Tﬂ P+l@ Tﬂ)

Al sacar factor comun a las incognitas 7;, 7}, T,
y T,, se obtiene la expresion

Tap= 7;Si+7;'Sj+TmSm+7;1Sn

T, (x,y)= T+Z<T T, )+

donde S;, S;, S, y S, son las funciones

S, (x,y)=(1=x/1)(1-y/w)
S; (5y)=(x/1)(1=y/w)
S (6:3)=(x/1)(v/w)
S, (x,y)=(1-x/I)(y/w)

que se llaman funciones de Galerkin y estan caracteri-
zadas por:

e Ser 1 su valor en el vértice correspondiente al
subindice.

° Ser 0 su valor en los demas vértices.

®  Variar linealmente al movernos paralelamente a
uno de los ejes.

3.2. Ecuaciones para un elemento rectangular.

El método de Galerkin para obtener los valores 7,
T, T,y T, de la temperatura aproximada 7, consiste
en:

®  Exigir que se verifiquen las condiciones en la
frontera.

® Y que el residuo obtenido al sustituir 7, en la
ecuacion diferencial, que es

o°T, o’T,,
k,—~+k,
ox o’
o°T, o°'T
R RN
Ox Y oy

L +q-0=

+q

verifique las siguientes cuatro condiciones de
ortogonalidad:

/| & 827:’*" +k, ay“P +q)dedy 0
2

| f 0T ay +q)S dxdy =

Ih{x S s =

| f 827:”’ )S dxdy =0

El antecedente del método de Galerkin es la cono-
cida propiedad de que en un espacio euclideo la condi-
cion de que sea minimo el médulo de la dlferen01a
y=a- (/1 X, + A%, + %, + A x4) entre un vector a y
su aproximacion por una combinacion lineal de los
vectores X,,%,,X; y X, es equivalente a que sean nulos
los cuatro productos escalares

y+x,=0, para i=1,2,3,4.
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3.3. Condiciones de frontera.

Supondremos que la condiciéon de frontera es con-
veccion en los cuatro lados del rectangulo 4. En el
estado estacionario sucede que el calor que llega a
cada uno de los lados es igual al calor que sale de ese
lado por conveccion. En el caso del lado limitado por
los nodos B=(0,0) y P,=(0,w) la condicion de
estado estacionario se describe mediante la igualdad

oT
k,—=2| =h(T, -T
| axL, (r,-1,)

que nos dice que el calor que llega por conduccion al
lado PP, es el mismo calor que sale de ese lado por
conveccion, siendo 4 es el coeficiente de conveccion y
Ty es la temperatura del aire. En los demas lados ten-
driamos:

(
_(ky

3.4. Introduccion de las condiciones de frontera
y calculo de integrales.

La introduccion de la conveccion en

k oT 2 +k 62T dxd
fo@xZ-'- +quy0
supone sustituir
o,
* axp Y& ap (EP_Tf)ﬂ

lo que exige la transformacion del integrando para que
aparezcan las derivadas primeras, que se consigue con
las identidades siguientes deducidas de la regla de
derivacion de un producto:

Oy o[ | o
o T ox\ x| ox ox

o°T, 0 (aT ) T, a8,

apS__ ap ]
o’ y\ oy d oy

Con estas igualdades se transforma la parte de la
integral

I\k

correspondiente a dos primeros sumandos del inte-
grando en:

2

a a Ta
p+k 2p+q)Sidxdy=0
dy

JIR
o (0T,
g% )
f L k, a;yL;”Sidxdy:

o (0T, orT,, os,
f[lkya( 6; Si)dxdy—ffAky @}padxdy.

’dxd
8 Ox

Al resolver

oT,

ffAkx%( ~ Si)dxdy

y aplicar la condicion de equilibrio

oT
k, “P) =h(T, -T
( ox o ( p f)

se obtiene:

kaxg(%Si)ﬁdyz

- [OT —w
= [ k| =S| =] k| 2| dy=
y=0 ox i y=0 Oox .
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—_p"" Y Y —_ry_ =
e )(Wn - o

w
T
6 2

La resolucion de

13 % o

es analoga a la anterior, pues:

~4f (15|74 27, -7)-1, o=
hi hIT
Ay

El célculo de la segunda integral de la expresion

ffk dexdy—
o (oI, T, o5,
kaxa(a—;Si)dxdy—kaxa—;adxdy

se obtiene con sencillez al descomponer

‘dd

A P
en las cuatro integrales obtenidas al sustituir
Tap= ];Si+];S]'+TmSm+7:1Sn .

Calculos elementales nos dan los resultados de las cua-
tro integrales:

f kTaS aS’dxd B
ox Ox

1 k,
—Fff,lkxz(l—ﬁ) dudy =—="T,

(17 2 S -

_1 y _kw
I—zfAkij(l—;) dxdy =="T,

f kTaS aS’dxd
ox ox

kax m( )(1——)dxdy —k6;VT

f kTaS aS’dxd
ox Ox

=_ll2kax7;(l—%) dxdy:—kg;vT

Por tanto:

orT,, oS, kw
([ k. iy === (2T, -2T, - T, +T,)

La integracion del sustraendo de

I T2 s

ff“ay( aPS)M Wik ay i

también se obtiene con sencillez al descomponer

pi

en cuatro integrales, obtenidas al sustituir

‘dxd

Tap= ];Si+];Sj+TmSm+T;1Sn'

Como en el caso anterior, calculos elementales nos dan
estos cuatro resultados:

ffA 5S aS edy =
1 k]
_VfAkyY}(l—§) dvdy=~2T,
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—([ k,T, = ‘dd
fﬁky j( )(1——)dxdy——%7‘j

~[[ T, == a5, 95, 2L dxdy =

d oy
=—fL ; ( )(1——)dxdy—%
—f yn(zy&‘%dxdyz

_ L rir (1% gy =Ry
= llikT\1-7 ) sty =301,

Por tanto:

.

Finalmente, solo nos queda evaluar la integral corres-
pondiente al tercer sumando del integrando de la ecua-
cion

k,l
—Lw(zTi +T, -1, -2T,)

Ay@@

0T 62T

]| & 5+,
que nos da:

v /
s o S -2

Reuniendo todos los resultados obtenidos resulta
que la ecuacion

L +q |S,dxdy=0,

2

ff “p +k aa;;p+q S dxdy =0

se transforma en

hwT, hl
M;f _Z(2E+Tj)+

Ban )

o O kW(

2T, - 2T, - T, +T, )+
2

qlw

I(+2T+T T,-2T,)+L£==0

6w

3.5. Ecuacion matricial de las temperaturas en
los nodos de un rectangulo.

De forma analoga a lo hecho en el apartado 3.4 se
calculan las integrales correspondientes a los otros tres
nodos del rectangulo 4 sustituyendo S; por S, S, y S,
Las cuatro ecuaciones que nos daran las temperaturas
aproximadas en los nodos del rectangulo 4 son pues:

Ji

2

a a Ta
> +k, 2p+q)Sidxdy=0
dy

ff “p +k, 2 +q)dedy 0
o’T,, o°T,, )
]| &, Sk, VAL S, dxdy =0

2

a a Ta
ol =t +q)Sndxdy=0
"oy

M

y el resultado obtenido al calcular las integrales se
resume en la ecuacion matricial:

T

T,
—(Bx +B,+C +D, +E +Fl) T] +

m

n

1 0
w1 hT 0
qT | Tf(C2+D2+E2+F2): .
1 0

que permite obtener las temperaturas aproximadas en
los nodos siendo:

1 -1 2 2
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21 00 1

1 200 1
iy ol

6/0 0 0 O 210
00 00O 0

00 0O 0

0210 1
Dl=h_w , D=2

6101 2 0 201

00 00O 0

00 0O 0

00 00O 0
E1=ﬂ 9 E2=I
6(0 0 2 1 201
001 2 1

2 0 01 1

00 00O 0
Fizh_w ) F2=K

6|0 0 0O 210

1 0 0 2 1

Las matrices C, y C, serian matrices nulas si en el
lado que une los nodos P; y P; no hubiese conveccion,
sucediendo lo analogo cuando alguno de los otros
lados estuviese aislado y no tuviese conveccion, por lo
que:

e [asmatrices D, y D, serian matrices nulas si en
el lado que une los nodos P; y P, no hubiese
conveccion.

® Las matrices £, y E, serian matrices nulas si en
el lado que une los nodos P,, y P, no hubiese
conveccion.

® Y las matrices F; y F, serian matrices nulas si en
el lado que une los nodos P, y P;no hay convec-
cion.

4. APLICACION EN UN EJEMPLO
SENCILLO.

Supondremos que tenemos un cubo de altura 1
metro en que los vértices de su base 4 son los nodos
(O O) (0 6 0) (0,0.6) y P = (().6,().6).

El cubo es un foco da calor isétropo que genera 1000
watios por metro cubico (qleOOW/(m3 ><mjn>),
siendo su conductividad k, =k, =1.2W/(mx°C x min ).
Sus cuatro caras laterales estan en contacto con el aire,

cuyo coeficiente de conveccién toma el valor
h=20W/ (mzx °C xmin) y su temperatura es de 30°C.
Las otras dos caras estan aisladas.

Para obtener la temperatura aproximada de los cua-
tro nodos de A4 al alcanzar el estado estacionario, utili-
zando un unico elemento que coincide con el cuadra-
do A, deberemos resolver el sistema

T
Tj
—(Bx +B,+C +D +E +Fl> 7 +

m

n

1 0
w1 hT 0
il | +Tf(C2+D2+E2+F2)= 0
1 0
donde:
4 -1 2 -1
14 -1 22
B +B 1.2
2 -1 4 -1
1 2 -1 4
4 1 0 1
C +D +E +F=20x06/1 4 10
01 41
1 01 4
1
gw|1| 1000><06><06
4 |1
1
2
hT, 2
i, +D,+E+F)=2220 06
2 2
2

Por tanto, al sustituir estas matrices se obtiene la
ecuacion matricial

88 1.8 04 18\/T 450 0
|18 88 1.8 04)T, N 450 _ 0
04 18 88 18 (|7, 450 0
18 -04 18 88 /|7 450 0



Manuel Lopez Pellicer et al.

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2011, 105 57

cuya solucion
I=T7=T,=T,=37.5

da la temperatura aproximada en los nodos.

Este resultado se deduce de la simetria del proble-
ma, que implica que 7;,=7;=T7,=T,, y de que en esta-
do de equilibrio el calor generado es igual al calor per-
dido por conveccion, que nos da la ecuacion

1000x0.6x0.6x1=4(20x 0.6x 1x (7, -30))
cuya solucion es 7;=37.5.

5. RESOLUCION DEL EJEMPLO
ANTERIOR CON EL PROGRAMA ANSYS.

5.1. Preferencias.

Si se le indica al programa que se va a resolver un
problema térmico se reducen las opciones que nos pre-
sentard el programa en cada apartado, minimizando
ademas la cantidad de memoria utilizada por el progra-
ma. Para ello se debe seleccionar Thermal en el apar-
tado de preferencias (Figura 4).

{Preferences|

Preprocessor
Solution

General Postproc
TimeHist Postpro
Topological Opt

m DAM Taal

m Preferences for GUI Filtering

[KEYW] Preferences For GUI Filtering
Individual discipline{s) to show in the GUI

I~ Structural

Figura 4.

5.2. Introduccion de datos del problema.

Se hace en varios pasos desde el apartado
Preprocessor del programa Ansys. En este ejemplo
seguiriamos la secuencia siguiente:

5.2.1. Definir el problema que vamos a estudiar.

En este ejemplo seleccionariamos Thermal Solid,
utilizando elementos rectangulares de cuatro nodos
(Figura 5).

[ Element Types
TAVLibrary of Element Types
Defined Element Tif Ubrary of Element Types Constraint P Quad dnode_s5

INONE DEFINED

Figura 5.

5.2.2. Introduccién del valor de la conductividad.

Se elige conductividad térmica isotropa en el apar-
tado de Modelos de material (Figura 6).

& Material Props Ti\Define Material Model Behavi [
& Material Library ilbafine aiesa e =
B Temperature Units ' ‘ ' . T2\ Conductivity for Mater
B Electromag Units Material Models Defined Material Models Avail
|=]Material Models| .
B Convert ALPx Eqvterial Model Number 1S Favorites Conductivity (Isotropic;
B Change Mat Num Structural
Failure Criteria & Thermal
B Write to File 3 Cgﬂducnvw Temperatures
B Read from File Isotropic] KXX ,—1

@ Sections @ Orthotropi 1

Figura 6.

5.2.3. Parte geométrica: Dibujo de la figura.

Se hara en este caso indicando las dos abscisas y las
dos ordenadas que definen rectas que contienen los
lados del rectangulo (Figura 7).

=1By Dimensions] [,Ycreate Rectangle by Dimensions

g:;;l ;on [RECTNG] Create Rectangle by Dimensions

N %1,%2 X-coordinates
Area Fillet ’ |:| [0% |
plumes ¥1,¥2 Y-coordinates D [0
des

Figura 7.

5.2.4. Definicion del tamano de los elementos

Dentro del apartado destinado a generar el mallado
se indica el tamafio de los lados de la malla. En este
caso basta con indicar que los lados miden 0.6 m
(Figura 8).

B8 Meshing
@ Mesh Attributes
B MeshTool
B Size Cntrls
SmartSize
B ManualSize
B Global
=]Size]
B Area Cntrls
E Volu Cntrls
B Other

m Global Element Sizes

[ESIZE] Global element sizes and divisions {applies only
to "unsized" lines)

SIZE Element edge length 0.6

Figura 8.

5.2.5. Generacion del mallado.

Hay que indicar que partes de la figura se deben
mallar. En este caso se malla el tinico cuadrado que
compone la figura, para lo que seleccionaremos Pick
All (Figura 9).
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8 Mesh ’
2 Keypoints
A Lines
B Areas

Mapped Reset

alr ree

3 Tavmak i1

di

Pick All

Figura 9.

5.2.6. Introduccion de las condiciones en los limi-
tes (conveccion) e iniciales (generacion de calor).

El programa tiene un apartado para introducir las
condiciones en los limites, que en este caso es convec-
cion térmica en los lados (Figura 10).

@ Loads [alsppsonvonmees ]
Analysis Type [SFL] Apply Film Coef on lines [constant value |
8 Define Loads

Settings If Constant value then:
8 Apply WALL Film coefficient
8 Thermal :
Temperature [5FL] Apply Bulk Temp on lines Constant value |
geat F|0‘\.N If Constant value then:
B Convection
- YAL2I Bulk temperature 30|
PAION Lines

Figura 10.

También tiene otro apartado para definir el calor
generado por el rectangulo 4 (Figura 11).

FAY Apply HGEN on areas

B Heat Generat

2 0nLines [BFA] Apply HGEN on areas as a Constant value
PION Areas|

A 0n Volumes If Constant value then:

2 On Keypoints | YALUE Load HGEN value
b Wat Aol

Figura 11.

5.3. Resolucion de la ecuacion.

El programa ya tiene los datos que le permiten
obtener la ecuacion matricial. En el apartado

Load Step Opts
Physics

SE Managemen
B Results Trackin
B Solve

=1Current LS|

f NUSBER,OF SUBSTEPS. . . . . . . . .
B From LS Filed) sty ooy oo o - DEF
mparie ou | FgRliRR, o
B Adaptive Megj ™ T T ey FOR THE LAST SUBSTEP

Manual Rezonir|

FLOTRAN SetU

d m50lve Current Load Step

[SOLVE] Begin Solution of Currg

LOAD STEP NUMBER. . . . . . ..........
TIHE AT END OF THE LOAD STEP. .

Review the summary information|
(entitled "/STATUS Command")
the solution.

= ML IME s s s veeseses s aintlL BIENTDIIE)
SE Managemen{| GLOBALLY ASSERiLED Wimrk - 1 01001 D SMETRIC

B Results Trackin LOAD STEP OPTIONS

B Solve
2lCurrent LS|
B FromLSFile
B Partial Solu

|_E Adaotive Me:

1
1.0000
1
DEFAULT
H0 PRINTOUT
ALL DATA HRTTTEN
EO0 TUC 1 00T clipeTeD

Figura 12.

“Solucion” resuelve la ecuacion matricial, si la matriz
que multiplica al vector de incognitas es regular. En
caso contrario indica que no ha sido posible obtener la
solucion, y da indicaciones relacionadas con la falta de
regularidad de dicha matriz, lo que ayuda a corregir el
error (Figura 12).

5.4. Lectura y dibujo de resultados.

La lectura numérica y el dibujo de resultados exige
ir a la parte post-proceso del programa para extraer los
resultados que ha generado el programa, asi como para
obtener diferentes representaciones graficas.

El listado de las temperaturas en los nodos se obtie-
ne en el subapartado List Results (Figura 13).

B General Postproc F\PRNSOL  Comm:

B Data & File Opts File
B Results Summary
B Read Results

B General Postproc
B Data & File Opts
Bl Results Summary
& Read Results
& Plot Results

|
PRINT TEHP HODAL SOLUTI

B List Results Plot Results ek POSTL HODAL DEG
B Detailed Summa i
S teration Summry B List Results L0 STEP 1 B
B Percent Error Item to be listed 8 Detal_led Summary || TiHe=  1.0000
® Sorted Listing Favorites E Iteration Summry MOE TEHP
[=INodal Solution| B Percent Error 1 37.§33

& Nodal Solution
o DOF Solution
@ NLERENEEE

B Element Solution
B Superelem DOF
=] Solution

Sorted Listing

[=JNodal Solution|

Figura 13.

Se puede comprobar que la solucion dada por el
programa es la obtenida en el apartado 4.

6. REFINAMIENTO DEL MALLADO.

La hipotesis de linealidad sélo es razonable si el
rectdngulo 4 es pequefio. Por tanto, para mejorar la
resolucion aproximada de la ecuacién del calor en un
recinto plano Q vamos a dividirlo en pequefios rectan-
gulos.

Esta division recibe el nombre de refinamiento del
mallado de Q y cada rectangulo determinado por el
nuevo mallado es un elemento. En esta sencilla expo-
sicion los elementos seran rectangulos. En general, los
elementos pueden tener distintas formas geomeétricas,
siendo rectdngulos y triangulos las formas mas fre-
cuentes.

En el método de Galerkin la expresion de la tempe-
ratura aproximada en cada nuevo elemento rectangular
es la obtenida anteriormente
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Tap: ];Si+7;'Sj+TmSm+];tSn

donde 7}, T}, T,, y 7, son las temperaturas aproximadas
en los vértices de ese nuevo rectangulo. Por tanto, la
expresion de la temperatura aproximada en un punto
cualquiera del recinto Q se obtiene reuniendo las

expresiones en cada elemento, que nos da la formula:

Tap = Ziel ES!‘

donde / es el conjunto de nodos, 7; es la temperatura
en el nodo i y S; es la funcion de Galerkm correspon-
diente al nodo P; en Q. La funcién S; es nula en todos
los elementos que no contienen al nodo 7, y la restric-
cion de S; a un elemento que contenga al nodo P, es la
funcion de Galerkin correspondiente al nodo P, en ese
elemento.

Para obtener los valores 7;, i€/, el método de
Galerkin exige:

® QueT,= Zie , IS, verifique las condiciones en
la frontera.

®  Que el residuo

62 62T

obtenido al sustituir 7, en la ecuacion diferen-
cial, verifique las condiciones de ortogonalidad:

ff aP

paracadaiel.

2

S.dxdy =0,

6.1. Descomposicion de las integrales y
ensamblado.

Para cada indice 7 la integral

2

ff “p +k aa;;p +q | S,dxdy

es la suma de las integrales correspondientes a los ele-
mentos que tienen el vértice P.. Si, por ejemplo, 4;, 4;;
y Ay son los elementos que tienen el vértice P, se tiene
que

2

a a Ta
p+k ay2p+q)Sidxdy=

Sl %
2ot I\ &

y para obtener la ecuacion

JALS

se procede asi en el nodo P
quier otro nodo:

2

a a Ta
-tk 6y2p +q)Sidxdy

2

a a Ta
p+k 2p+q)Sidxdy=0
T oy

, y andlogamente en cual-

e  Se calculan las tres integrales

Ul

® Se suman las tres integrales, lo que se llama
ensamblado, y se iguala la suma obtenida a 0, lo
que suministra la ecuacion correspondiente al
nodo P;:

Sl %
Ik

Exactamente igual a como se hizo en el apartado 3,
la introducciéon de la conveccion en cada una de las
integrales

)|

exige la transformacion del integrando para que apa-
rezcan las derivadas primeras, lo que se consigue con
las identidades:

627:117 S é( 67:‘17 Si )_ aTaP a*91

2

62
+
o’

kx

)Sidxdy, m=1,11,1I1

2
ap

)S dxdy =

2

7, 0T,
p+k 2p+q)Sidxdy=0
oy

2

a a Ta
p+k 2p+q)Sidxdy=0
T oy

o ' ox\ ox ox ox
T aPS a(az;ps)_anpasi.
o’ o\ oy | oy oy

En el subapartado 3.4 se obtuvo para el rectangulo
A indicado en dicho subapartado que
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oT, - oT,
|| K, 9 —28 |dxdy=[""| -Sk,—2| dy,
47 ox\ Ox y=0 ox |

donde la integral corresponde al lado que une los
nodos P, y P,. Cuando en ese lado existe conveccion se
utiliza que en el estado estacionario

g, o
"o

y se calcula la integral, segun se hizo en 3.4.

| -iz,-1)

6.2. Lados pertenecientes a dos elementos.

Si el lado que une los nodos P, y P, tuviese otro ele-
mento contiguo a la izquierda, no es necesario evaluar
la

- oT
I (—Sikx @ ) dy,
o ax x=0

puesto que al calcular la correspondiente integral en el
elemento contiguo se obtiene

= oT
ran
y=0 ox

resultando al ensamblar que:

) dy,
x=0

. oT, wf T,
[T =Sk, =2 dy+[ | Sk =2 | dy=0
=0 ox | y=0 o |,

7. EJEMPLO SENCILLO DE
REFINAMIENTO DEL MALLADO.

Vamos a repetir el calculo manual del apartado 4
dividiendo el rectangulo A4 en cuatro rectangulos igua-

les, con lo que obtendremos los cuatro elementos A4,
A Ay Apy -

Eligiendo el origen de coordenadas en el centro del
rectangulo A de manera que los ejes de coordenadas
sean paralelos a dos lados perpendiculares de A, se
tiene que los nodos de los cuatro elementos obtenidos
son los puntos:

N,=(0,0); N,=(0.3,0); N,=(0.3,03);
N,=(0,03); N,=(-03,03) N,=(-0.3,0);
N, =(-03,-03); N, =(0,-0.3); N,=(0.3,-0.3)

Los nodos de los cuatro elementos y los lados con
conveccion vienen indicados en la tabla 1.

Se han numerado los nodos en el orden en que se
han deducido las férmulas, para facilitar el seguimien-
to de los cuatro subapartados siguientes.

La expresion aproximada de la temperatura en esta-
do estacionario tiene la forma

T, =T1oSo+t 1151+ DS, + IS+ 1S, +
T5S5+ T5Se+ TrS7+ ISy

Vamos a calcular las nueve temperaturas de manera
que

T, o°T,
ff k, 2p +k 2p +q |Sdxdy =0, i=0,1,..,8.
AT ox ¥ oy

donde S; es la funcion que en cada uno de los rectan-
gulos que contienen al vértice i coincide con la funcion
de Galerkin de ese vértice en cada rectangulo, segtin la
definicion dada en el subapartado 3.1.

Cada una de las nueve integrales anteriores es la
suma de las cuatro integrales siguientes:

Elementos Nodos Lados con conveccién
Ay No, Ny, N, Ny NN, vy N,N;
Ay Ns, No, N3, Ny N3N, y Ny Ns
Ay Ns, Ny, No. Ns NsNg NgN;
Ay N, Ns, Ny, No N7 Ng y Ny My
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T, | 0T,
k +k, 5 +q |S,dxdy =

f fA *ox’ ?
D L,

Obsérvese que para cada elemento 4; solo hay que
calcular las cuatro integrales

T;P aZTaP
+k, . +q |S,dxdy

62
k
X 6x2 a 2

k 627;1’ k aZTaP dxd
ffAj "o oy’ +q |Sidvdy

correspondientes a los cuatro indices i para las que el
nodo P;eA j» ya que si Pl-ﬁAj se tiene que

Jy

De esta observacion, de los resultados obtenidos en
el subapartado 3.4 y de la observacion sobre lados que
pertenecen a dos elementos contiguos del subaparato
6.2 se deduce que:

o°T, o°T,
L +k L +q|S.dxdy=0.
y ay :

2
kx ax2 2

7.1. Contribucion del elemento A,.

La contribucion del elemento A4, estd formada por
las integrales

Ul

0T, o°T,
aZp +ky ayp—l_q Sdedya
X

2
i=0,1,2,3,4,5,6,7,8.

Solo hay que calcular las correspondientes a los valo-
res de i que son subindices de los nodos de 4;, que en
este caso son i=0, 1, 2 y 3. Los valores de estas cuatro
integrales son las componentes del vector

T

0

T
~(A+B+C +D,+E +F) Tl +

2

T
1
1| AT
+ ahw ’ +Tf(C2 +D,+E,+F,)

1
donde:

2 2 -1 1 2 2 -1 1
kw22 1 1) 122 2 1 -
6/|-1 1 2 2| 6|-1 1 2 =2

1 -1 2 2 1 -1 2 2

2 1 -1 =2 2 1 -1 =2
gkl 1 2 2 1] 12f1 2 2 -

Tewl -1 2 2 1 61-1 2 2 1
2 -1 1 2 2 -1 1 2

Las matrices C, y C, son matrices nulas, ya que no
hay conveccion en el lado que une los nodos P,y P;.
También son nulas las matrices F; y F,, pues tampoco
hay conveccion en el lado P; P,

Al haber conveccion en el lado P, P, se tiene que las
matrices D, y D, son:

0000 0000
o _fw|0 21 0]_20x03/0 2 1 0
6101 20 6 (0120
0000 0000
0 0
D2=EI=%1
201 1
0

y por la conveccion en el lado P, P; se deduce que:

0000 0000
5 _h[0 0 0 0| 20x03/0 0 0 0
""6l0 02 1| 6 |00 21
001 2 00 1 2

0 0

51 0]-03(0]

211] 2|1

1 1

Al sustituir las matrices obtenidas se obtiene la
siguiente contribucion:

08 -02 -04 -02\/71, 22.5

B -02 28 08 04|71 N 112.5

-04 08 48 0.8 |7 202.5

02 04 08 28/\T 112.5
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—0.8T, +0.2T, +0.4T, +0.2T, + 22.5

+0.2T, —2.8T, — 0.87, +0.4T, +112.5
+0.4T, —0.87, — 4.8T, —0.8T, +202.5
+0.2T, +0.4T —0.87, —2.8T, +112.5

cuyo significado es que:

AL

= —0.8T, +0.2T, + 0.4T, +0.2T, +22.5

AL

= 0.2, —2.8T, —0.8T, + 0.4T, +112.5

82T
“" + k

L+ q)S dxdy =

T,
“" + k

+q)dedy—

ap a2Tap
fLI +k,—-+q |S,dxdy =
=0.4T, — 0.87, —4.87, —0.87, +202.5
o°T
ffA, “p +k, ;p+q)S3dxdy=

= 0.2T, +0.4T, — 0.8, — 2.8T, +112.5

7.2. Contribucion del elemento A4,

La contribucion del elemento 4;; esta formada por
las integrales

AL

pues i=5, 0, 3 y 4 son los subindices de los nodos del
elemento A4;. Con un célculo andlogo al precedente,
considerando que los lados con conveccion son P3P,y
P, Ps, se obtiene que los resultados de estas cuatro inte-
grales son:

AL

= 2.8T, +0.2T, +0.4T, - 0.8T, +112.5

A

= 0.27, —0.8T, +0.2T, + 04T, +22.5

T,
“" + k

+q)dedy, i=5,0,3y4,

T,
“" + k

+q)S dxdy =

T,
“" + k

+q)S dxdy =

a azTa
P +k 217

+q |S;dxdy =

M|

= 0.4.8T, +0.2T, —2.8T, — 0.8T, +112.5

Ml

= 0.87, +0.4T, — 0.8, — 4.8T, +202.5

a azTa
P +k 217

+q )S4dxdy =

7.3. Contribucion del elemento 4.

Esta formada por las integrales

AL

para los subindices i=6, 7, 0 y 5, que corresponden a
los nodos del elemento A;;. Los resultados de estas
integrales son:

T,
“" + k

+q)S dxdy

2
//A “p+k +q)dedy—
=—4.8T, —0.87, + 0.4T, — 0.87; + 202.5
o°T
//Am “p R q)S7dxdy =

——0.8T, —2.8T, +0.2T, + 0.4T, +112.5

AL

= 04T, +0.2T, - 0.8T, +0.2T, +22.5

AL

——0.8T, + 04T, +0.2T, — 2.8T, +112.5

2

“"+k

+q)S dxdy =

2
“"+k

T
+q)S dxdy =

7.4. Contribucion del elemento A4,;.

Se obtiene con las integrales

2

//A]V “p+k 6T

L +q |S,dxdy
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para los subindices i=7, 8, 1 y 0, que corresponden a
los nodos del elemento A4;,. Los resultados de estas
integrales son:

AL

= —2.8T, —0.8T, + 04T, +0.2T, +112.5

AL

=—0.8T, —4.8T, — 0.8T, +0.4T, + 202.5

i\

= 0.4T, — 0.8T, — 2.8T, + 0.27, +112.5

i\

=0.2T, + 0.4T, +0.2T, —0.8T, + 22.5

27
aap

)S dxdy =

27
aap

)S dxdy =

o1, 0T,
+k, & +q |S,dxdy =

ox’

T, T,
P +ky 6y2 +q |S,dxdy =

7.5 Ensamblado.

Los resultados anteriores nos permiten deducir las
nueve ecuaciones

i &

cuya solucion son las nueve temperaturas del estado
estacionario, ya que al ser

i &

2

T, o7,
P +k 21’ +q Sidxdyz()’ i=0,1,...,8.
oy

2
aP

)S dxdy =

2

a a Ta
e +q)Sidxdy
dy

PIFINLS

se tiene que las nueve ecuaciones anteriores son:

IHIALS

2

ap+

)Sidxdy =0,

i=0,1,..,8.

El ensamblado consiste en la realizacion de estas
sumas, que en el ejemplo nos proporciona el sistema:

—3.2T,+0.4T,+0.4T,+0.4T,+0.4T,+0.4Ts+0.4T,+
+0.4T,+0.4T;+90=0

0.4T,—5.6T,—0.8T,+0.4T;+0.4T,—0.8Ty+225=0
0.4T,—0.87,—4.8T,—0.8T;+202.5=0
0.4T,+0.4T,—0.8T,—5.6T;—0.8T,+0.4Ts+225=0
0.4T,—0.87;,—4.8T,—0.8T5+202.5=0
0.4T,+0.4T;,—0.8T,—5.6Ts—0.8T,+0.4T,+225=0
0.4T,—0.8Ts—4.8T,—0.87,+202.5=0
0.4T,+0.4T,+0.4T5—0.8T,—5.6T,—0.8T,+225=0
0.4T,—0.87,—0.8T,—4.8Tx+202.5=0

cuya solucion es:

Ty=65.625
T,=Ty= T5 T7 41.016
T,=T,= =33.984

7.6. Utilizacion de la simetria para simplificar
la resolucion del problema.

El objetivo del sencillo ejercicio desarrollado en los
subapartados anteriores es explicar el ensamblado. Por
esta razon no se utilizo la simetria del problema, que
permite reducirlo al estudio del elemento 4; con con-
veccion en los lados PP, y PP;. En este elemento la
expresion aproximada de la temperatura en estado
estacionario es

T,= TySyt TS+ TS+ T3S,

por lo que debe suceder que

AL

2

a a Ta
> +k, ay2p+q)Sidxdy=O,

i=0,1,2 y 3.

La resolucion de estas cuatro integrales, hecha en el
subapartado 7.1, proporciona el sistema:

I\

2

ap+

)S dxdy =
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—0.87, +0.27, +0.47, +0.27, +22.5=0

i)

=0.27, — 2.8T, —0.8T, + 0.4T, +112.5=0

i)

=0.4T, —0.8T, - 4.8T, — 0.8T, + 202.5=0

i)

=0.2T, +0.4T, - 0.8T, — 2.8T, +112.5=0

827;17 +k 82 ap
ox* 7

6y2

kx

+ q)Sldxdy =

2
ap
2

o°T,
2

k. 2 +k,

+q )Szdxdy =

2
ap
6)}2

kx

82Tap
0

w +ky

+q )S3dxdy =

cuya solucion es:
T,=65.625
T\=T;=41.016
T,=33.984

La simetria nos proporciona las temperaturas en los
demas nodos de los elementos rectangulares A4;;, A;;y
AIV-

8. AUMENTO DEL REFINAMIENTO DEL
MALLADO.

La aproximacion aumenta si las dimensiones de los
elementos son pequefas, lo que provoca un gran
aumento del nimero de nodos, proporcionando un sis-
tema de muchas ecuaciones, que exige la utilizacion
del ordenador.

B Size Cntrls
@B SmartSize
B8 ManualSize
8 Global
=]Size)
E Area Cntrls] [E51ZE] Global element sizes and divisions (applies only
E Volu Cntrls to "unsized"” lines)

& Other SIZE Element edge length

m Araae

Figura 14.

Si se malla con tamafio 0.06m se produciran 100
elementos, que tienen 121 nodos, con lo que se gene-
rara un sistema lineal de 121 incognitas (Figura 14).

El programa permite listar las temperaturas de los
121 nodos cuando se llega al estado de equilibrio. A
continuacion, en la tabla 2, se da una parte del listado
con las temperaturas de 14 nodos, indicando las coor-
denadas de esos nodos para localizarlos.

Nodo 1 2 3 4 5 6 7 8
eI (0,00 | (0.6,0) | (0.06,0) | (0.12,0) | (0.18,0) | (0.24,0) | (0.30,0) | (0.36,0)
COETEMN 33736 | 33736 | 35770 | 37.453 | 38.550 | 39.172 | 39.374 | 39.172

Nodo 116 17 118 19 120 121
WL (0.54,0.24) | (0.54,0.3) | (0.54,0.36) | (0.54,0.42) | (0.54,0.48) | (0.54,0.54)

Temperatura 47.185 47574 47.185 45.984 43.868 40.659

Tabla 2
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Figura 15.

B General Postproc
Data & File Opts
Results Summary
Read Results
B Plot Results

& Contour Plot

Nodal Solu

[tem to be contoured

& Favorites
@& Nodal Solution
& DOF Solution

@ NELERENEETE

Figura 16.

Figura 17.

El programa utilizado también permite numerar los
nodos, facilitando su ubicacion (Figura 15).

Ademas se puede visualizar graficamente la distri-
bucion de temperaturas en estado estacionario desde
Plot Results (Figura 16).

Se obtiene un grafico que nos muestra la distribu-
cion de temperaturas en el estado estacionario (Figura
17).

9. RESOLUCION APROXIMADA DE LA
ECUACION DEL CALOR EN UN
TRIANGULO

Al mallar un area se utilizan diversos tipos de poli-
gonos y dentro de cada tipo de poligonos se utilizan
diferentes nimeros de nodos. Por ejemplo se puede
mallar con rectangulos de cuatro nodos, como se ha
visto en el ejemplo anterior, pero también se malla con
rectangulos de ocho nodos, situados en los vértices y
en los puntos medios de los lados. En el caso tridimen-
sional, los volumenes se mallan con poliedros, caso
que no vamos a considerar en esta exposicion elemen-
tal, que vamos a completar describiendo como se
resuelve aproximadamente la ecuacion del calor en un
triangulo, que tal vez sea el poligono mas utilizado
para mallar areas, por su facil adaptacion para recubrir
areas. En elementos finitos se utilizan tridangulos con 3
nodos, situados en los vértices, y con 6 nodos, situados
en los vértices y en los puntos medios de los lados.

Supondremos pues que B es un triangulo de vérti-
ces P,=(x,y,), P, = <xj,yj> y P, =(x,, ¥, ). Ademés
consideraremos que B es suficientemente pequerio para
poder admitir la hipdtesis de variacion lineal, que nos
dice que la variacion de la temperatura 7' es (muy apro-
ximadamente) lineal cuando nos movemos en una
linea recta dentro de B.

9.1. Expresion de la temperatura aproximada
con las funciones de Galerkin.

Es muy sencillo expresar la temperatura aproxima-
da T 4p €N un punto P= (x, y)eB en funcion de las
temperaturas T, 7; y T) de los vértices si se supone la



66 Manuel Lopez Pellicer et al.

Rev.R.Acad.Cienc.Exact.Fis.Nat. (Esp), 2011; 105

hipotesis de variacion lineal para la temperatura apro-

ximada 7, pues con sencillas interpolaciones, 0 mas

directamente por convexidad, se deduce que:

® [as coordenadas del punto P= (x, y) se expre-
san en funcion de las coordenadas de los vérti-
ces mediante la combinacidon convexa

(x,2)=7 (%3, + 7, (%59, )+ 72 (%0,

donde los coeficientes son tres numeros no
negativos tales que

1=y+y+n

y al despejar mediante la regla de Sarrus se
obtiene:

I 1 11 1 1

vi=lXoox; xlix x, x|=

Yy oy, Y\ Y, W
2Area PP.P, 1
:7’k=—<a'i+ﬁix+5iy)
2Area BP.B 24
siendo Oli=xj.Vk—xkyj; ﬂ,':yj_yk; é‘iZXk_xj

r 1 1)1 1 1

Y= Xty x, x|=
Yi ¥V Wl Vi Vi Wi

2Area PPP, 1
=—1 *=——(a,+f.x+0,

2Area PP P, 2A< *h ’y>

con &; =X, =XV, ﬂj =Ve = Vi 5/ =X X

1 1 1)1 1 1
Ve=Xoox; xlix x; x|=
i Vi Y Vi N
_ Area ELP =L(ak +Bx+6,)
Area BPF, 24
siendo @, =Xy, =X, ¥;; By=y,—y;; 6, =x,—x
donde 4 es el area del triangulo B de vértices
Pt=<xt=yt>aPj=<xj’yj>yPk=<xk’yk>'

La condicion 1=y,+y,+y, es equivalente a la igual-
dad trivial

Area F,PB,=Area PP.B.+ Area F,PB, + Area F,EP,

siendo los tres sumandos positivos cuando P es un
punto interior al triangulo B.

® Recordando la hipotesis de variacion lineal se
deduce que la temperatura aproximada en el
punto P = (x, y) del triangulo B, siendo

<X,y>= 7/1 <xi’yi >+ 7j <xjayj >+ 7k <xk’yk >=

= (xi’yi >+ Y, ';(xj’yj >_ <xi’yi>§+ Yk 3<xk7yk >_<xi’yi><

€S

T, (xy)=T+7, /T, =T, {+7, [T, ~T,{ =
=y 1i+yTtyT,

®  Antes se ha obtenido la expresion de los coefi-

cientes , ¥ y %, que son funciones que depen-

den de las coordenadas x e y del punto P. Se les

llama funciones de Galerkin y las representare-

mos por S, S; y S, que se suelen definir de la
siguiente forma:

© S, es una funcion que vale 1 en P, y toma el

valor 0 en los otros dos vértices. La ecua-

cion de la recta que pasa por P,y F; es

(x=)(7, = 5+ (=3, (5, —x,)=0. Por
tanto desarrollando el primer miembro de
esta ecuacion y dividiendo por su valor en el
punto P, se obtiene:

X Ve =%V +yj_ykx+xk —X;
24 24 24

S, (x,y)= y

que coincide con la expresion obtenida antes
para ..
©  Analogamente se definen S; y S; y se com-

prueba que S;=% y que S;= .

®  Por tanto, en lo sucesivo utilizaremos como
expresion de la temperatura aproximada en el
punto P la expresion de Galerkin

Tap= ESi+7}Sj+TkSk

9.2. Ecuaciones para un elemento triangular.

El método de Galerkin para obtener los valores T},
T,y T} de la temperatura aproximada 7, consiste en:

®  Exigir que se verifiquen las condiciones en la
frontera.
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® Y que el residuo obtenido al sustituir 7, en la
ecuacion diferencial, que es

2 2
o’T, T,

kx axz + y ayz
o°T, oT,
=k, ——+k,—5+q
ox oy
verifique las tres condiciones siguientes de orto-
gonalidad:
o°T, 62T
ff ke, —L 4k, —2 +q |Sdxdy =0
ox’
2
ff “" +k,——~+q |S;dxdy =0
2
ff “" +k, ——~+q |Sdxdy =0

Para simplificar vamos a suponer isotropia en la con-
ductividad, es decir k, =k,

9.3. Condiciones de frontera.

Supondremos que la condicidon de frontera es con-
veccion en los tres lados del triangulo B. En el estado
estacionario sucede que el calor generado en el ele-
mento triangular es igual al calor emitido por los tres
lados por conveccion.

9.4. Introduccion de las condiciones de fronte-
ray calculo de integrales.

9.4.1. Primeras transformaciones para introduc-
cion de la conveccion.

La introduccion de la conveccidon en

ff aT o’T

Z+ k “" +q
exige la transformacion del 1ntegrando que ya se hizo
en el caso del rectangulo y, ademas, alguna transfor-
macion adicional para obtener derivadas de la tempe-
ratura aproximada en direccion perpendicular a cada
lado (lo cual era muy sencillo en el caso del rectangu-
lo). Por tanto utilizaremos las identidades:

S.dxdy =0

T, o (ar, or,, as,
vg = v, |-

ox ax ox 8x ax

azaps_g(agp ) o1, as,

oy’ ay\ oy QV ay

con las que la parte de la integral

s

correspondiente a cada uno de los dos primeros
sumandos del integrando se descompone en:

o0’T
“"+k “"+q

S.dxdy =0

//k dexdy—
)dxdy ffk ’ddy

IR a;yT;’f’ S dxdy =

-[[+2] %

. 8o, ., T, a5,
:fkaa( ayp Si)dxdy—fka @}pgdxdy.

La suma de las dos primeras integrales

ffkax( “Ps)dd +ffk ( “Ps)dxdy

es, por el teorema de Stokes, igual a la integral

S
puesto que el rotacional de
6T orT,
LSi+—=
Oy Ox
es

Kl aT“"Sl. 0 aTap l i
Ox\ Ox ox\ Oy

En la integral anterior I" es el contorno del triangulo B
recorrido en sentido positivo. Al hacer el producto
escalar en la Gltima integral se obtiene:

oT, oT,
k| ——Lde+—Ldy |5,.
r Oy ox
A este resultado se llega directamente aplicando el

Teorema de Green a la suma antes considerada de las
dos primeras integrales.
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9.4.2. Transformacion del integrando.

Supongamos que d/ es el modulo del vector de
origen (x, y) y extremo (x +dx, y+dy), siendo el sen-
tido de este vector el inducido por el sentido positivo
de recorrido de I'. Si a es el angulo del eje OX con el
vector V se tiene que

dlcos(a + %) =dlsin(-a )=—dlsina = —dyv

dlsin(a+§)=dlcos(—a>=dlcosa=dx

y al sustituir en la integral

kgS “"de+ “"de

queda:

oT, oT,
k| - dx+—Ldy |S, =
r Oy ox

——Sﬁk( ( g) a;zp (a+%))5idl

Dado que el perimetro del tridngulo se recorre en sen-
tido positivo se tiene que @ +% es el angulo que
forma OX con el vector n;,, que es el vector unitario
normal en el punto (x, y) al lado del tridngulo y con
sentido hacia el interior del triangulo B. Por el teorema

del gradiente
oT,
 si (a + 1)
oy 2

or, o7
Zo _Zwooslar X
2
y, finalmente, la integral anterior se transforma en

on. ox
oT, oT, oT
k| =L dx+ —Ldy |S, =~ ) k—~S,dl
r oy ox T on

int
int

9.4.3. Calculo de las integrales en cada lado.

La integral anterior exige hacer tres integrales, una
por cada lado. Si el lado de nodos £, y F, tiene convec-
cion, la condicion de equilibrio en el estado estaciona-
rio nos dice que el calor que llega por unidad de tiem-
po al segmento de origen (x, y) y extremo (x+dx,y+dy)
es igual al calor que sale por conveccion por ese seg-
mento en unidad de tiempo, por lo que

— =hxdix(T, -T,).

nt

Sustituyendo esta igualdad en la Gltima integral se
obtiene:

_f:kgisidz =—f:h<Tap

n.

nt

T,)S,dl =

=nT, [ Sl ~hf, T, Sl

ap i

y calculos elementales nos proporcionan que:
hT 7). S dl = hT d
—hf: T, S,dl = —hfpi/ TS, +TS, +Tksk)s,,d1 -
- —hT,,f: S,Sdi - hT,[ : S,S,di ~hT,| : S.S.dl

donde

2
. -, I
fP’Sl-Sl-dlzf”(l—L) dl ="
" s\ 3
[Tssd=[" L)Lyl
Rt S VR

y la tercera integral es 0, pues S, es una funcion nula
en ese lado.

9.4.4. Contribuciones de la conveccion:

Las integrales anteriores nos dicen que la contribu-
cion de conveccion del lado PF a la primera ecuacion
(pues se multiplicd escalarmente por S)) es:

hi,
—?f(zT +Tj)+

hTl;

2
Analogamente se obtienen las contribuciones de con-
veccion del lado P;P; a las ecuaciones segunda y terce-
ra. Estos calculos se deben repetir para cada uno de los

restantes lados, siendo previsibles los resultados por
permutacion circular. Se obtiene que:

® Las contribuciones de conveccion del lado FP
en los primeros miembros de las tres ecuaciones

A
I

“"+k

F+q |S,dxdy =0

q |S;dxdy =0
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ff “" +k L +q |S,dxdy =0
son las tres componentes de:
21 0\/T, 1
hl, hT,l,
——21 2 O| 7T, |+—=2| 1
6 / 2
0 0 0/\T, 0

® Las contribuciones de conveccion del lado BF,
son las tres componentes de:

00 o0\/7, 0

hl, | hT,

—?f"oz 1 Tj+%1
01 2/\7, 1

® Y las contribuciones de conveccion del lado PP,
son las tres componentes de:

2 0 1\/T 1
. “\ORTI
Ml o o 7 |2
6 J 2
1 0 2/\T 1

k

9.4.5. Calculo de las segundas integrales obteni-
dasen 9.4.1.

En 9.4.1 se multiplico por S; y nos quedd por inte-
grar:

—ffk ’dd—ffk “P‘Zslddy

o

Ademas al multiplicar por S; y por S obtendremos que
hay que calcular.

or, s oT. oS,
//k P a;ddy—//Bk—pa—’dxdy

f ax a;dd—/fkay aykdd

Todas las integrales anteriores son muy sencillas,
pues las derivadas parciales se reducen a constantes y

dedy = A, siendo 4 el area del triangulo. Por tanto,
la contribucidn de estas integrales son las tres compo-
nentes de

B BB BB (868 sa||T,
a4 BB ﬁf BBy |+| 9,9, 5/2 50 11 T
BB BB, B | \69 69, & ||IT,

Los coeficientes beta y delta se obtuvieron en 9.1.

9.4.6. Célculo de las integrales correspondientes a
la generacion de calor:

De las tres ecuaciones

ffB k oL, +k, a;T;" +q | S dxdy =0
Y

ff “p+k 2 5 +q |S;dxdy =0

ff “p+k 2 L +q |S,dxdy =0

S6lo nos quedan por calcular tres integrales
quSidxdy, qudexdy y q/fBSkdxdy. Los tres resul-
tados de las integrales son el volumen de un tetraedro
de base By altura 1. Como este volumen es 4/3, dedu-
cimos que la contribucion de estas tres integrales son
las componentes de la matriz:

n
‘%1
1

9.5. Ecuacion matricial de las temperaturas en
los nodos de un triangulo.

e  Resumiendo todos los resultados anteriores se
tiene que el sistema de ecuaciones

2

ff “" +k a@j;p +q |S,dxdy =0

i=1,2,3

es la ecuacion matricial

T 1
—(Bx+By+Cij+Cjk+C,d) T, +q{Tw 1|+
T, 1
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0
+%(Dij +Djk +Dkl.)= 0
0

donde:
& B> BB, BB i 5’ 66, 66,
B.=_—\BB B BB| B=7760 5 84
BB, BB, B 56, 606, &
210 1
hl, Tl
C.=—1 2 0| D =—L%[1
j 6 y 2
00 0 0
00 0 0
hl, T,
C,=—2l0 2 1| D,=—L%]1
6 / 2
01 2 1
. 2.0 1 . 1
C,=—10 0 0| D,=—L%|0
6 2
1 0 2 1

®  Las matrices C; y D;; serian matrices nulas si en
el lado que une los nodos £,y £ no hubiese con-
veccion, sucediendo la condicion de nulidad
analoga cuando alguno de los otros lados estu-
viese aislado y no tuviese conveccion.

10. APLICACION A UN ELEMENTO
TRIANGULAR.

Vamos a aplicar la ecuacion matricial a un tridngu-
lo isotropo con k=7,2W/(mx°Cxmin) y vértices
dados en la tabla 3 donde las coordenadas estan en
metros. Los lados con conveccion son /;=04 y [;;=
BO, la temperatura ambiente es 7;= 10°C y el coefi-
ciente de conveccion es A= 2OW/ (m ><°C><mm>
Ademads, el tridngulo genera calor, a razén de
q=2OOOW/<m3 xmin ).

Vértice 1

Vértice 2

Mallamos el triangulo con un solo elemento, for-
mado por el propio triangulo. De las coordenadas de
los vértices deducimos que

B,=0-12 5,=0-12
B,=12-0 §,=0-0
B, =0-0 5,=12-0

y al sustituir en la ecuacion matricial obtenida en 9.5
se obtiene:

144 —144 0\ (144 0 144
T2 4 144 0+ 0 0 0 ||+
4(72)
0 0 0 |-144 0 144
2 1 0\ [2 0 1\)|/7
+20>6<12120+ooo T |+
000 (1o 2]y
1 1] (o
,2000x72( | 20x10x12( [ | (G V||
Y ¢ o/ 11/] lo

cuya solucion, 7,=55,763°C y T,=T;=564,24°C, da
las temperaturas aproximadas en los nodos en estado
estacionario.

Por tanto, la temperatura aproximada en un punto
(x,y) del tridngulo es

T,,=TS+TS+T,S=

=55,763(1—i— )+56424( y)
12 12 12 12

que al sacar factor comun a x+y se transforma en
T,,,=55,763+42373(x+y).

Nos indica que, en el estado de equilibrio, las isoter-
mas son las rectas paralelas x+y=c¢, aumentando la
temperatura desde los 55,763°C, cuando ¢=0, hasta
564,24, cuando c¢=12.

Vértice 3

0=(x,y,)=(0,0)

A= <xj,yj > =(12,0)

B=(x.3)=(0.12)

Tabla 3
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11. REFINAMIENTO DEL MALLADO.

La solucion obtenida en el apartado anterior estara
afectada de un gran error, pues el tnico elemento trian-
gular considerado es muy grande. Para mejorar el
resultado mallamos el tridngulo B con cuatro triangu-
los, cuyos nodos son:

Nodo 1 [\ (Yo [s Nodo 3

O:(xhyl):(O’O) A:(xz,yz):(lz,O) B=(x3,y3)=(0,12)

Nodo 4 Nodo 5 Nodo 6

C=(x,1,)=(6,0) | D=(x5,5)=(6,6) | E=(xg,75)=(0,6)

Los vértices de los triangulos I, II, III y IV son EDB,
CAD, ODE y OCD, respectivamente.

11.1. Ecuacion matricial del calor en el
Triangulo I.

Para facilitar la aplicacion de la ecuacion matricial
obtenida en 9.5, escribiremos los vértices en el
siguiente formato:

E= (xi»J’i):(o’6) D:<xj’yj>:(6’6) B:(xkak>:(07l2)

y deducimos que

B, =6-12 5=0-6
B,=12-6 §,=0-0
B =6-6 5 =6-0

Ademas el lado /,;= BE es el tnico lado con convec-
cion. Por tanto, segun lo obtenido en 9.5, los resulta-
dos de las integrales

fan‘a’ng 1( k"
fan‘a’ng 1( k"

2

ap

0 o
+ky 6y2 +q

T
ox?

S,dxdy

2
&1, T,

2T k
+ +
o> oy’ 1

Ssdxdy

o°r, 0T,
f‘/Tria'ngI kx axz +ky ayz +q S3dXdy

son las tres componentes del vector columna:

) 36 -36 0| [36 0 -36
1210 36 36 o]«l 0 0 o ||+
4(18)
o o0 0/ |36 0 36
, 2 0 1\)/T, 000x1 1
+ 06X6 0 0 075 +—002X 8 1|+
1 0 2/|\z 1
. 1 —16.4T, —43.6T, +12600
+% 0= 3.6T, —3.6T, +12600
1| \—47.2T, +3.6T, —16.4T, +12600
por tanto:
. o°T,, . T, e
f‘[Tn’a’ngl x aXZ + y ayZ +q S6 xay =

= —16.4T+43.6T;+12600
o'T o°T

f f k ap ap
Triang 1

+k +
T oox® Yoy 1
=3.6T4—3.6Ts+12600

Sidxdy =

o°T, o°T,
f f k,—+k L +q
Tridng 1 x ax y ayz

= —472T+3.6T5—16.4T,+12600

S,dxdy =

11.2 Ecuacion matricial del calor en el
Triangulo II.

Las coordenadas de sus nodos son:

[\ (Yo [s

C=(x.%)=(6,0) | 4=(x,,»,)=(12,0) | D=(x.¥)=(6.6)
por lo que

B =0-6 5.=6-12

;=6-0 6,=6-6

B, =0-0 5,=12-6
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De esta informacion y de que el lado /;=CA es el
unico lado con conveccion, se deduce que los resulta-
dos de las integrales

T, o'T,

fan’dng )i k" axZ +ky ayz +q S4dxdy
T, o'T,

fan‘dng )i k" axZ +ky ayz +q Szdxdy
o°T, T,

ffTria’ng )i k" axZ +ky ayz +q Ssdxdy

son las tres componentes del vector columna resultan-
te de hacer las operaciones:

5 36 -36 0 36 0 -36
L -36 36 0|+ 0 O O ||+
4(18)

0 0 -36 0 36
sowel® U OEL Sooomrs(!
$29%00 5 ol +—002X81+

0 0 0/|\T; 1
0x1 1 —16.4T, —43.6T, +12600
+w 1 |=| —47.27, ~16.6T, + 3.6T, +12600

0 3.6T, —3.6T; +12600

Por tanto deducimos que:
. T, . T, e
fmejng]] x axz + y ayz +q S4 xay =

=—16.4T,—43.6T,+12600
o°T o°T

f f k ap ap
Triang 11

T o’ th, oy’ T

=—47.2T,—16.6T,+3.6T5+12600
o°T o°T

f f k ap ap
Triang 1T

T o’ th, oy’ T

=3.67,—3.6T5+12600

S,dxdy =

Ssdxdy =

11.3 Ecuaciéon matricial del calor en el
Triangulo III.

Continuando con el formato adecuado para facilitar
la aplicacion de la ecuacion matricial obtenida en 9.5,

escribiremos las coordenadas de sus nodos O, Dy E
asi:

por lo que
B,=6-6 0,=0-6
B;=6-0 6,=0-0
B, =0-6 6,=6-0

Observamos que /,,=EO es el tnico lado con convec-
cion. Por tanto, los resultados de las integrales
o°T, o°T,

I k, —2 4k —
Tridng I Y

+
T oox® oy’ 1
2 2
Tridng 11 Y
o°T o°T

T oox® 2 T4
ap ap
fan'a'ng Vit k" ox? +ky 6y2 +q

S, dxdy

Sdxdy

S,dxdy

son las tres componentes del vector columna
resultante de hacer las operaciones:

0 0 0 36 0 -36
—7’2036—36+000+
4(18)
0 -36 36 36 0 36
2 0 1\]/T 1
L 20x6 00 ol\r , 200018}
6 1 0 2/|\T, 3
1 —43.6T, —16.4T, +12600
+20x10x6 0|= —3.6T, +3.6T, +12600
6 1] \-16.4T +3.6T, —47.2T, +12600

lo que significa que:

. T, . T, e
ffma'ngm T ol tK, o +q |Sdxdy =

=-43.6T,-16.4T;+12600
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o°T, o°T,
f f k Ttk L +q
Triang 11\ % Py y 6y2

= —3.6T5+3.6T,+12600

Sidxdy =

azTap aZTap _
ffTria’ngIII k. o’ +ky ayz +q |Sgdxdy =

=-164T,+3.6Ts—47.2T,+12600

11.4 Ecuacion matricial del calor en el
Triangulo IV.

Las coordenadas de sus nodos son O, C y D son:

por lo que
B, =0-6 6,=6-6
B;=6-0 6,=0-6
B,=0-0 0,=6-0

En este triangulo el unico lado con conveccion es el
lado ll-j= OC. Por tanto, utilizando la ecuacion matricial
obtenida en 9.5, los resultados de las integrales

T, o'T,

f/]iria'ngIV kx ax2 +ky ayz +q Sldxdy
T, o'T,

/ﬂ"ﬂa’nglV kx axZ +ky ayz +q S4dxdy
T, o'T,

f/]iria'ngIV kxax—2+ky ayz +q Ssdxdy

son las tres componentes del vector columna:

36 36 0 0 0 0

20 36 36 ol+lo 36 36|+
4(18)
0 0/ 0 -36 36
2 1 0\]/T 1
+206><6 olll T, +200(;><18 e
00 o/|\%

1 —43.6T, —16.4T, +12600
1|=| —16.4T, +47.2T, +3.6T, +12600
1 3.6T, —3.6T, +12600

20x10x6
+7
6

Lo que nos permite deducir que:

o°r, 0T, ~
ffTﬂa’nglV kxa)c—2+ky ayz +q |S,dxdy =

=-43.67,-16.4T7,+12600
2 2
0T, oT,

ffTﬂa’nglV k" ox? +ky ayz 4

= —16.4T,+47.2T,+3.6Ts+12600

S,dxdy =

T, T, ~
ffTﬂa’nglV kx axz +ky ayz +4q SSdXdy_

=3.67,~3.6T5+12600

11.5. Ensamblado.

Las temperaturas aproximadas en estado estaciona-
rio son las soluciones del sistema de seis ecuaciones:

T, T, )
fan’a’ngB kx aXZ +ky ayz +4q Sidxdy_O

parai=1,2,3,4,5y6. El resultado de cada integral se
deduce de los resultados obtenidos en los cuatro trian-
gulos considerados en los cuatro apartados anteriores,
pues, por ejemplo, dado que S; es 0 en los triangulos I
y 1I se tiene que:

. T, . T, e —
fﬂria’ngB x axz + y ayZ +q Sl X y_
— k 62]—;[7 k aZTap d d
_//Tn'a'ngm T o2 tK, e +q |S,dxdy +
o, )
ap ap
+fﬂ"ﬂ'a’ng1V kx axz +ky ayZ +q Sld‘Xdyﬂ

Las seis integrales anteriores igualadas a 0 nos pro-
porcionan el siguiente sistema:
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872 0 0 164 0 164/T 25200 Nodo Coordenadas Temp. aprox.
0 436 0 164 0 0 ||z 12600 2216 (3.4098, 3.2826) 2427 .4
0 0 436 0 0 1641 12600 2217 (3.4475, 3.6357) 2546.8
164 164 0 944 —72 0 |7,| |25200 2218 | (3.7393,3.3831) 2557.2
0 0 0 72 144 72|71, 483000 2219 (11.6003, 0.1655) 203.53
164 0 164 0 72 9%44/IT, 25200 2220 (0.1674, 11.5925) 200.48
Tabla 4

cuya solucion es:

m 0=(0,0); A=(12,0); B=(0,12) La ﬁgura.1’9 representa la distribpciéq de tempera-
turas en el triangulo en estado estacionario.
Temp.p: T,=T,=T,=89,412
" Nodo  [CEICORN =T
Temp.p: T,=T,=530,59
Nodo b-(6o)
Tempapr T; = 3863,9

Si se desea una solucion mas exacta se debe mallar
con elementos mas pequenos. La figura 18, obtenida
con el programa Ansys, es un mallado del tridngulo
con 1057 elementos, que tienen 2220 nodos.

Este mallado genera un sistema de 2220 ecuaciones
lineales que nos da las temperaturas aproximadas en
los 2220 nodos. En la Tabla 4 se han copiado las tem-
peraturas de los ultimos 5 nodos.

Figura 19.

12. OTRAS APLICACIONES DE LOS
ELEMENTOS FINITOS.

Los Elementos Finitos, ademas de soluciones esta-
cionarias como las obtenidas en los ejemplos anterio-
res, permiten describir la evolucion desde un estado
inicial hasta el estado estacionario. El tiempo de tran-
sicion se divide en un numero finito de intervalos; el
resultado al final de cada intervalo nos da las condicio-
nes iniciales para estudiar la evolucion del problema
en el intervalo siguiente. Esta técnica permite calcular
Figura 18. y visualizar la evolucion de un problema térmico,
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como puede ser la solidificacion de una colada fundi-
da.

Un proceso similar se aplica en el estudio de pro-
blemas de Mecanica de Fluidos con Elementos Finitos.
Permite visualizar la dinamica del fluido y obtener su
campo de velocidades, siendo mayor la precision en
régimen laminar que en régimen turbulento, donde
también se visualizan los remolinos.

Los Elementos Finitos tienen poco mas de medio
siglo. Se ha indicado que sus primeras aplicaciones
estuvieron concentradas en problemas de Mecanica y
se desarrollaron entre 1943 y 1956. En la actualidad
las aplicaciones de los Elementos Finitos estén presen-
tes en todas las partes de la Fisica e Ingenieria, inclui-
da la Ingenieria del Disefio. Ademas se han desarrolla-
do aplicaciones de los Elementos Finitos en otras
ramas de la ciencia, como la Economia.

Parece probable que los Elementos Finitos van a
estar presentes en muchos descubrimientos y aplica-
ciones que naceran en el atin joven siglo XXI. Tal vez
los elementos de los Elementos Finitos le hubiesen
recordado a Leibniz (1646-1716) su libro Monado-
logia de 1715, escrito hacia el final de su vida para sus-
tentar una metafisica de las sustancias simples, las
monadas, consideradas como atomos formales de
naturaleza metafisica que participan del todo. Lo equi-
valente a las moénadas en Elementos Finitos son los

elementos, de naturaleza fisica, cuya union, realizada
por el ensamblado, permite analizar el todo, con tanta
mayor precision cuanto menores son las dimensiones
de los elementos.
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