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Resumen — Los métodos iterativos de reconstruccion en imagen por tomografia computarizada
(TC) son un tema de principal interés en investigacién. El tiempo de reconstruccion y las dosis altas
de radiacién son las dos mayores desventajas de la TC. A fin de mejorar estos problemas, en este
estudio se han empleado métodos de filtrado (soft threshold filtering, STF) y de aceleracién (fast
iterative shrinkage thresholding algorithm, FISTA) sobre el método de resolucion por minimos
cuadrados (LSQR). La técnica STF facilita la conservacion de los bordes del objeto, mientras que
FISTA acelera la convergencia del método. Mediante el empleo de ambas mejoras se ha
conseguido un incremento en la calidad de la imagen reconstruida y una mejora de la eficiencia
temporal de la reconstruccion.

1. INTRODUCCION

La tomografia computarizada (TC) es un procedimiento de diagnéstico que utiliza un equipo
de rayos X especial para crear imagenes transversales del cuerpo. Las imagenes de TC se
emplean tecnologia de rayos X y computadoras potentes. El diagndstico de tejido anormal se basa
en la atenuacion de los rayos X de los diferentes tejidos, que a menudo resulta de extrema
complejidad para los radiologos.

En las dltimas tres décadas, se han propuesto diversos métodos de reconstruccion de
imagen de TC para el estudio de la estructura interna de un objeto. Por una parte estan los
métodos analiticos [1] que derivan de la transformada de Radon, y por otra los métodos iterativos
gue optimizan una funcién objetivo en segin una funcidén de probabilidad maxima o de error
minimo [2]. En cualquier caso, los algoritmos iterativos poseen un alto coste computacional.

A pesar de que los algoritmos iterativos de reconstruccion se emplean comdnmente en la
medicina nuclear (camara gamma, tomografia computarizada de emisién monofoténica (SPECT),
tomografia por emision de positrones (PET)), en TC aun no se ha implantado. La razon principal es
gue los conjuntos de datos en TC son mucho mayores, lo que encarece, desde el punto de vista
computacional, el proceso de reconstruccion. Por ello, los dos principales objetivos de la TC son la
reduccion del tiempo de reconstruccién y de los datos adquiridos (y, por lo tanto, de la dosis
radiactiva absorbida por el paciente) sin pérdida en la calidad de la imagen. Esto ha impulsado el
estudio de la reconstruccion mediante métodos iterativos [3 - 6]. Los métodos iterativos permiten
reconstruir una imagen de TC sin necesidad de poseer el conjunto completo de proyecciones, y
ademas se comportan adecuadamente bajo efectos de ruido [7] en contraste a la reconstruccién
mediante los métodos clasicos de reconstruccion basados en la transformada de Fourier.

Una manera de reducir la dosis radiactiva absorbida por el paciente es reducir el nimero de
vistas o0 proyecciones tomadas. Sin embargo, emplear el método clasico Filtered Back Projection
(FBP) con un numero de vistas reducido implica la aparicion de nameros artefactos. Recientes
descubrimientos en la teoria del Compressive Sensing [8, 9], demuestran que es posible la
reconstruccion de la imagen de TC con un ndmero menor de muestras, lo que ha provocado un
aumento en los estudios de reconstruccion.

Yu y Wang [10] adaptaron un algoritmo de filtrado (Soft Threshold Filtering, STF) para el
método de minimizacién por variacion total (TV). Yu y Zeng [11] desarrollaron el algoritmo WTD
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(Weighted Total Difference) basado en SART (Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique)
[12] para pocas vistas, a fin de eliminar los artefactos producidos (de rayas o streak). Emplearon
los métodos STF y FISTA (Fast Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm) de modo que se
acelera la convergencia. Sin embargo, el alto coste computacional complica la implementacion
practica, especialmente en el caso tridimensional.

Inspirado por estos métodos y con el objetivo de reducir el coste computacional al mismo
tiempo que se preserve la calidad de la imagen reconstruida, se propone un método basado en
LSQR combinado con el filtrado mediante STF y la aceleracion mediante FISTA. EIl algoritmo se
denomina LSQR-STF-FISTA, y se ha evaluado en comparacién con el método LSQR sin filtrado, y
LSQR-STF (con filtrado).

El resto del articulo se organiza como sigue: en la seccibn Métodos se muestran los
aspectos relevantes de los métodos presentados, la adquisicion de datos del TC y las métricas de
calidad empleadas en el estudio. En la siguiente seccion se presenta el analisis de los parametros
de STF, y se estudian en relacion a la frecuencia de aplicacién del paso STF-FISTA. Tras esto, se
describe la metodologia utilizada para llevar a cabo el analisis cuantitativo y se presentas los
resultados de implementacion de estos algoritmos. Por ultimo, se presentan las conclusiones.

2. METODOS

En la literatura, diversos algoritmos se han presentado para resolver el problema de la
reconstruccion [2]. Algebraicamente, el problema de la reconstruccion a partir de un nimero
limitado de vistas se reduce a resolver un sistema lineal de la forma:

Ax = b, (1)

donde la matriz A= {aij } AeR™ M«N y N es grande, simula el comportamiento de la tomografia

computarizada y sus elementos dependen del nimero de proyecciones M y el nimero de
detectores N, x es un vector columna cuyos valores representan intensidades de imagen, y el
vector columna b representa el conjunto de proyecciones adquiridas por el escaner. Los pesos aj;
representan la contribucion del pixel j-ésimo a la suma del rayo i-ésimo. M es el nimero de rayos
de transmisién (nimero de proyecciones por niumero de angulos) y N es el nimero de pixeles de la
imagen.

Asi pues, reconstruir la estructura interna de un objeto es equivalente a la resolucién del
sistema (1) a partir de las proyecciones obtenidas.

2.1. LSQR

Para encontrar la estimacion de x a partir de b, se minimiza la discrepancia Ib— AXHZ. Para
resolver este problema se ha empleado el método LSQR [13]. LSQR resuelve el sistema (1)
mediante la minimizacion de dicha discrepancia, mediante una secuencia de subespacios de
Krylov. EI método es fiable incluso cuando la matriz A estd mal condicionada.

El algoritmo LSQR se basa en el proceso de bidiagonalizacion de Golub y Kahan [14]. Este
proceso genera una secuencia de aproximaciones %} de manera que la norma residual ||
donde r, =b— Ax,, decrece monoténicamente.

2

La reconstruccion a partir de un nimero limitado de vistas o proyecciones se considera un
problema mal condicionado. La solucién al sistema (1) puede no ser satisfactoria y requerir pasos
adicionales que regularicen la solucién, que no es Unica. Daubechies describe un algoritmo de
resolucion de problemas inversos [15, 16]. Se aplica a la reconstrucciéon de TC en el estudio de
Hengyong y Ge [17], donde desarrollan un filtro, basado en la transformada pseudoinversa,
consistente en realizar un filtrado no lineal previo a la reconstruccion.
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2.2. Algoritmo STF (Soft Threshold Filtering)

Con el objetivo de eliminar artefactos indeseados y preservar los bordes de la estructura del
objeto, se incluye el filtro STF para la reconstruccion desde un numero limitado de vistas o
proyecciones [10, 17]. Para un vector de imagen x de N pixeles donde N = n x n, el paso de filtrado
para el pl’xel j-ésimo en la iteracion k es como sigue:

Xk

T 4444

+a((q(a)’xj ’ ]+n+1)+q(a)’xj ! J+n1)+q(a)’X] ! ]nl)+q(a)’xj ' jn+l)))

(q(w’xj ! J+n)+q(a)’xj ! J+l)+q(w‘xj ’ ]l)+q(a)’X] 1 Jn) (3)

(y+2)/2, if |y-Z<w
donde q(w,y,z)=1y-w/2, if (y-2)2w
V+wl2, if (y—2)<-w.

El umbral @ =max;s;| donde s = ATry r = b - Ax. El parametro a del filtro determina la contribucién

de los pixeles diagonales al pixel central y juega un rol esencial en el equilibrio entre dispersion y
continuidad.

2.3. FISTA (Fast lterative Shrinkage-Thresholding Algorithm)

Mientras que la técnica STF ayuda a preservar los datos de los bordes de la estructura, la
técnica FISTAIlo que hace es introducir nuevas direcciones a la solucion que las empleadas por
LSQR a fin de acelerar la convergencia y mejorar la calidad de la imagen. Tal y como se indica en
el estudio de Beck [18], la iteraciéon k del proceso es como sigue:

1+ +/1+ 4at? k1

t, — 4
L = > ’ P

h = xX = h + x = h,

temp ) ’ temp

(h—x

tk+1

donde x* es la solucién obtenida mediante el proceso externo y se actualiza el valor de t, mediante
la ejecucion de FISTA, en la primera iteracion toma el valor 1.

2.4. LSQR-STF-FISTA

El método propuesto en este estudio propone la combinacion de los tres algoritmos
expuestos anteriormente: el método de resolucion LSQR, el filtrado STF y técnica de aceleracion
FISTA, de esta manera pretendemos acelerar la convergencia del proceso y eliminar artefactos
indeseados.

Una iteraciéon del método es como sigue:
Inicializacion:
k=1 x*=0, a=1 t; =1 X, =0
Comienzo del proceso iterativo:
e Actualizacién de la reconstruccién mediante t iteraciones de LSQR.
Filtrado mediante STF (3).

[ ]
e Aceleracion mediante FISTA.
e Vuelta al principio del proceso iterativo.

En problemas de minimos cuadrados LSQR termina cuando la estimacion HATrkH/WHrkH,

siendo rq = b — Ax, se sitla por debajo de una cierta tolerancia, en nuestro caso fijada a 1.e-6. El
algoritmo permite implementar diversas estrategias para lograr la maxima eficacia, es decir, utilizar
i iteraciones del método LSQR, j iteraciones de STF y k iteraciones de FISTA, o bien dejar que el
residual llegue por debajo de cierta tolerancia para cada proceso.
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Para determinar los parametros 6ptimos del método propuesto se han realizado simulaciones
con el fantoma de cabeza FORBILD (figura 1). Este fantoma es un sofisticado fantoma matematico,
ampliamente utilizado y adecuado como sistema de referencia [19].

Fig. 1. Corte transversal del fantoma de cabeza FORBILD.

Para nuestro estudio se generan proyecciones de un corte con un tamafio de reconstruccion
de 256 x 256 pixeles y un panel lineal de 1025 detectores. La distancia de la fuente al eje de
rotacion se fija a 30 cm. El tamafio de pixel es de 0.1 cm?. Las proyecciones obtenidas seran libres
de ruido y constaran de 36 vistas de la siguiente forma:

10i —9,

_ J10i-5,

4= 10i — 4,
10i,

2.6. Métricas de evaluacion

1<i<9

9<i<18
18<i<27
27 <i<36

Las métricas utilizadas para medir la calidad de la imagen comparan la imagen de referencia
(I1) con la imagen reconstruida (l2), y son las siguientes:

e MSE (mean square error): MSE = Zmlzn:[ll(i, ()]

i=1 j=1

¢ PSNR (peak signal-to-noise ratio): PSNR = n log,,

1
e MAE (mean absolute error): MAE = P

S SLG ) - 1,0, )

-1 j-1

1 MAX ?
MSE

donde m and n es el tamafio de la imagen en pixeles y MAX | es el valor maximo posible de

un pixel de la imagen.

e SSIM (Structural Similarity Index [20]): sgim (x, y) = (Hakty + (200 +C;)

(,uf —l—,u; +Cl)(o_f —0—0'5 +¢,)

donde x e y son ventanas de las imagenes |, e |, a comparar, Ly, My son la media de x e y,

2 2 . . _ 2 _ 2
oy, 0; son la varianza de x e y, ¥4 es la covarianza de x e y, & =(KL)" ¢, =(k,L)" son
dos variables que estabilizan la division en caso de denominador débil, L es el rango de los

valores de los pixeles, k; = 0.01, and k> = 0.03. Esta métrica se calcula para varias ventanas
de las imagenes. El valor maximo posible de SSIM es 1.
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3. ANALISIS DE PARAMETROS

3.1. Parametro de filtrado a

Durante el filtrado con STF, se mide tanto la dispersidad horizontal y vertical, como la

continuidad diagonal. El pardmetro & = 0 determina la contribucion de los pixeles de la diagonal al
pixel central y juega un rol esencial en el equilibrio entre dispersion y continuidad. Un valor
a =1sjgnifica que se le da el mismo peso a los cuatro pixeles que forman la diagonal con respecto
a los cuatro verticales y horizontales que contribuyen al pixel central.

Para determinar los valores Optimos de a y el intervalo de frecuencia de aplicacion del paso
de filtrado, se mide la similitud (SSIM) ente imagenes, reconstruyendo con distintos valores para
distintos a e intervalos. EI maximo nimero de iteraciones se fija a 2000. Se prueban valores de a
de 0, 0.5, 1, 1.5y 2. Se realiza el estudio en cuatro ocasiones, aplicando el filtro STF cada 4, 6, 8y
10 iteraciones de LSQR respectivamente.

En la figura 2 se puede observar como el parametro a depende muy poco del intervalo
considerado. En nuestro caso si 1< <1.5se obtiene una calidad de imagen ligeramente mejor.
Con respecto al intervalo de frecuencia de aplicacion del filtro STF, entre 6 y 8 iteraciones de LSQR
se obtienen los mejores resultados. Por ejemplo, para a = 1, y aplicando un filtrado mediante STF
cada 8 iteraciones de LSQR se obtiene un SSIM = 0.99.

02 T

SSIM

015 7

o1y

0.05

alpha
alpha
alpha
alpha
alpha

=00
=05
=10
=15
=20

. L L
200 400 600
Number of lierations

@

L L L L L L
800 1000 1200 1400 16800 1800 2000

09

08

07

06

SSIM

04

03F

0.z f

o1

05

alpha
apha
alpha
alpha
alpha

=00
=05
=10
=15
=20

0

Fig. 2. Resultados de SSIM en la reconstruccién para valores de a en el rango [0-2]. El filtrado STF se aplica cada 4,
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6, 8 y 10 iteraciones de LSQR en a), b), ¢), and d) respectivamente.
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3.2. Andlisis de aplicacién de FISTA

Para analizar la contribucion de la técnica de aceleracion FISTA se realiza un estudio
comparativo, fijando un valor a = 1 para el filtro STF, y se aplica un filtrado STF mas una
aceleraciéon FISTA cada 4, 6, 8 y 10 iteraciones de LSQR. En la figura 3 se puede observar el
comportamiento de los cuatro casos en funcion del SSIM obtenido. Un intervalo de aplicacion de 4
iteraciones no es deseable, pues el proceso no converge adecuadamente. Un intervalo de 6 u 8
iteraciones parece lo mas recomendable, la convergencia es mas rapida y se obtienen buenos
resultados de reconstruccién en un niumero menor de iteraciones.

0.3 F 1 eemmerm 1N P P et g piemmpeg™ A I

ozl —interval =4 | |

interval =6
interval =8 | |
interval = 10

0 . L L . . L . . L
o 200 400 600 80O 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Number of Iterations

Fig. 3. Resultados de SSIM en la reconstruccién aplicacién FISTA en distintos intervalos de frecuencia durante la
ejecucién de LSQR.

Tras realizar las evaluaciones, concluimos que el proceso LSQR-STF-FISTA oOptimo
conlleva la ejecucién de 6 iteraciones de LSQR, seguidas de un filtrado por STF y una aceleracion
mediante FISTA. Con esta estrategia se obtiene una solucion 6ptima a las 800 iteraciones.

4. ANALISIS CUANTITATIVO Y DISCUSION

Para analizar la mejora de nuestro método propuesto, LSQR-STF-FISTA, se compararan los
resultados obtenidos a distinto niUmero de iteraciones, con el método LSQR (sin ningun tipo de
filtrado ni aceleracion) y con el método LSQR-STF (un filtrado STF cada 6 iteraciones de LSQR). El
criterio de parada en todos los casos se basa en alcanzar una determinada tolerancia, que fue
configurada a 1.e-6.

Los algoritmos fueron implementados utilizando Matlab (licencia proporcionada por la
Universitat Politécnica de Valéncia), y probados en un ordenador con una CPU de 3.1 GHz, 16 GB
de RAM y sistema operativo Windows.

En la figura 4 se puede observar las distintas imagenes reconstruidas, con un tamafio de
256 x 256 pixeles, mediante 36 vistas o proyecciones, mediante distinto nimero de iteraciones
aplicado. Utilizando LSQR solo, no se logra convergencia, la imagen reconstruida posee muchos
artefactos. El método LSQR-STF si logra converger, tras 4000 iteraciones, se puede observar
como los artefactos se reducen considerablemente. Nuestro método propuesto LSQR-STF-FISTA
acelera la convergencia, y logra una reconstruccién éptima tras 1200 iteraciones.
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Fig. 4. Imagenes reconstruidas por (a) LSQR, (b) LSQR-STF y (c) LSQR-STF-FISTA a partir de 36 proyecciones
tras diferente numero de iteraciones (al pie de la imagen). Debido a que cada método converge a una velocidad, se
muestran distintos valores para mejor visualizacion.

Para mas claridad se incluye en la tabla 1 los resultados de las distintas métricas de calidad
empleadas para cada uno de los métodos tras 1000 iteraciones del proceso de reconstruccion. Se
puede observar que el método LSQR-STF-FISTA se comporta mejor que el resto, obteniendo muy
buenos resultados de reconstruccion en pocas iteraciones, por ejemplo para este caso SSIM=0.99,
muy préximo al maximo valor de SSIM, 1, que indicaria una correspondencia perfecta.

Tabla 1. Comparacion cuantitativa de la reconstruccion con los diferentes algoritmos empleados tras
1000 iteraciones.

LSQR LSQR-STF LSQR-STF-FISTA
MAE 0.116859 0.020911 0.000231
MSE 0.029729 0.001484 0.000000
PSNR 21.577696 33.772536 71.943127
SSIM 0.217657 0.749491 0.999791

5. CONCLUSIONES.

En este trabajo, se ha analizado la aplicacion del método de reconstruccion de imagenes,
LSQR, desde un numero limitado proyecciones. Los resultados muestran que el método LSQR
combinado con un filtrado STF y una técnica de aceleracién de la convergencia FISTA es capaz de
reconstruir adecuadamente imagenes a partir de un conjunto de proyecciones sin deterioro de la
imagen. En este trabajo se ha empleado concretamente un conjunto de 36 proyecciones libres de
ruido tomadas a partir del fantoma de cabeza FORBILD. Ademas, es posible variar ciertos
parametros de STF y de la aplicacién de los pasos STF y FISTA para una 6ptima adecuacion del
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método LSQR-STF-FISTA al problema. La posibilidad de reconstruir la imagen a partir de nimero
limitado de proyecciones permite reducir el tiempo de adquisicion y reducir la dosis de radiacion
absorbida por el paciente.

El método propuesto puede implementarse féacilmente en aplicaciones practicas (por
ejemplo en escaneres portatiles, que requieren de un método de reconstruccion desde vistas no
completas), tiene un coste computacional bajo, y es potencialmente capaz de reconstruir imagenes
a partir de datos contaminados con ruido. Finalmente, el método propuesto en este trabajo puede
extenderse al caso de reconstruccién 3D, que implica una mayor cantidad de datos y radiacion.
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