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Abstract

In this thesis, invariant-set theory is used to study the stability and fea-
sibility of constrained scenario-based predictive controllers for Markov-jump
linear systems. In the underlying optimisation problem of the predictive con-
trollers technique, considers all possible future realisations of certain variables
(uncertainty, disturbances, operating mode) or just a subset of those.

Two different scenarios denoted as not risky and risky are studied. In the
former, the trajectories of the system with initial states belonging to certain
invariant sets, converge (in mean square sense) to the origin or an invariant
neighbourhood of it with 100 % probability.

In such cases, the conditions that scenario trees must meet in order to
guarantee stability and feasibility of the optimisation problem are analysed.
Afterwards, the scenario-based predictive controller for Markov-jump linear
systems under hard constraints and no disturbances is formulated.

A study is presented for risky scenarios to determine sequence-dependent
controllable sets, for which there exists a control law such that the system can
be driven to the origin only for a particular realisation of uncertainty, distur-
bances, etc. A control law (optimal for disturbances-free systems and subop-
timal for disturbed systems) able to steer the system to the origin with a pro-
bability less than 100 % (denoted as reliability bound), is proposed for states
belonging to those regions.

Note that closed-loop unstable systems have zero reliability bound. Hence,
an algorithm to determine the mean-time to failure is developed. In this con-
text, failure means a violation in the constraints of the process’ states and/or

inputs in a future time.
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Resumen

La presente tesis emplea la teoria de conjuntos invariantes para el estudio
de estabilidad y factibilidad de controladores predictivos basados en escena-
rios para sistemas lineales con saltos markovianos sujetos a restricciones. En
el problema de optimizacién subyacente a la técnica de controladores predic-
tivos, se consideran bien sea todas las posibles realizaciones futuras de una
variable (incertidumbres, perturbaciones, modo de funcionamiento) o solo un
subconjunto de estas.

Se estudian dos escenarios diferentes, denotados como escenarios no arries-
gados y arriesgados, entendiéndose como no arriesgados, aquellos en donde las
trayectorias del sistema con estados iniciales pertenecientes a ciertos conjun-
tos invariantes, convergen —en media- al origen o a una vecindad invariante
de este con un 100 % de probabilidad.

Para estos casos, se presenta un andlisis de las condiciones que deben cum-
plir los drboles de escenarios para garantizar estabilidad —en media— y factibi-
lidad del problema de optimizacién. Luego se formula el control predictivo
basado en escenarios para sistema lineales con saltos markovianos sujeto a
restricciones y en ausencia de perturbaciones.

En presencia de escenarios arriesgados, se propone el cdlculo de conjun-
tos controlables dependientes de secuencias para los cuales existen una ley de
control tal que el sistema puede ser conducido al origen, solo para una rea-
lizacién en particular de la incertidumbre, perturbaciones, etc. Para estados
pertenecientes a estos conjuntos, se propone una ley de control (6ptima para
el caso de sistemas libres de perturbaciones y, subéptima para sistemas per-
turbados) capaz de dirigir el sistema al origen con una probabilidad menor al
100 %, dicha probabilidad es denotada como cota de confiabilidad.

Sistemas inestables en lazo cerrado tienen cota de confiabilidad igual a ce-
ro, por consiguiente se disefia un algoritmo que determina el tiempo medio
para fallar. En este contexto, un fallo se entiende como la violacién de las res-
tricciones en los estados y /o entradas del proceso en algtin instante de tiempo
futuro.
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Resum

La present tesi empra la teoria de conjunts invariants per a l'estudi d’estabili-
tat i factibilidad de controladors predictius basats en escenaris per a sistemes
lineals amb salts markovians subjectes a restriccions. En el problema d’optimit-
zaci6 subjacent a la técnica de controladors predictius, es consideren bé siga
totes les possibles realitzacions futures d’una variable (incerteses, pertorba-

cions, modes de funcionament) o només un subconjunt d’aquestes.

S’estudien dos escenaris diferents, denotats com a escenaris no arriscats i
arriscats, entenent-se com no arriscats, aquells on les trajectories del sistema
amb estats inicials pertanyents a certs conjunts invariants, convergeixen —en
mitjana— a 'origen o a un veinatge invariant d’est amb un 100 % de probabili-
tat.

Per a aquests casos, es presenta una analisi de les condicions que han de
complir els arbres d’escenaris per a garantir estabilitat —en mitjana- i facti-
bilidad del problema d’optimitzacié. Després es formula el control predictiu
basat en escenaris per a sistema lineals amb salts markovians subjecte a res-
triccions i en abséncia de pertorbacions.

En presencia d’escenaris arriscats, es proposa el calcul de conjunts contro-
lables dependents de seqiiencies per als quals existeix una llei de control tal
que el sistema pot ser conduit a 'origen, solament per a una realitzacié en
particular de l'incertesa, pertorbacions, etc. Per a estats pertanyents a aquests
conjunts, es proposa una llei de control (0ptima per al cas de sistemes lliures
de pertorbacions i, subéptima per a sistemes pertorbats) capag¢ de dirigir el
sistema cap a l'origen amb una probabilitat menor del 100 %, aquesta proba-
bilitat és denotada com a cota de confiabilitat.

Sistemes inestables en llac tancat tenen cota de confiabilitat igual a zero,
per tant es dissenya un algoritme que determina el temps mitja per a fallar.
En aquest context, una fallada s’entén com la violaci6 de les restriccions en els
estats i/0 entrades del procés en algun instant de temps futur.
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Objetivos, Estructura y
Contribuciones

Introducciéon y motivacion

Gran parte de los sistemas dindmicos, por ejemplo: sistemas eléctricos,
mecénicos, biolégicos, econémicos, efc, pueden ser descritos en términos de
modelos matematicos. Estos modelos son utilizados para representar el com-
portamiento del sistema y facilitan el disefio de sistemas de control capaces
de modificar las entradas del proceso con el fin de afectar a conveniencia la
salida del mismo.

Muchos de estos sistemas se encuentran sujetos a restricciones tanto en las
entradas como en las salidas del proceso. Existen diversos métodos para el di-
sefio de controladores para procesos sujetos a restricciones, en particular, esta
tesis se centra en los controladores predictivos basados en modelos (MPC)l, debido
principalmente a la capacidad de incorporar las restricciones del sistema en el
propio disefio del controlador, y a la posibilidad de tratar con diferentes tipos
de procesos bien sea lineales o no lineales, monovariable o multivariable.

MPC es un método de control que hace uso explicito del conocimiento
de la dindmica del proceso representado por un modelo (lineal o no lineal),
tomando en cuenta las restricciones. La idea bésica detras de esta estrategia es
la siguiente: se obtiene una secuencia de acciones de control —resolviendo en
linea— para cada instante de tiempo, un problema de control de horizonte finito,
utilizando el estado actual del sistema. En el siguiente instante de tiempo,
solo se aplica la primera accion de control al proceso, repitiéndose el célculo
con el nuevo estado medido sobre un horizonte desplazado. Detalles sobre la

1 Acrénimo derivado del término en inglés Model Predictive Control. Dado que estds siglas son
con la que se conoce en la literatura esta técnica de control, se usaré a lo largo del presente docu-
mento.



implementacion de los MPC se presentan en el Capitulo[T]

La teorfa de conjuntos invariantes desempefia un rol fundamental en el
disefio de controladores predictivos para sistemas con restricciones, debido a
que el cumplimiento de las mismas puede ser garantizado —para todo tiempo
futuro- si y solo si el estado inicial del proceso estd contenido dentro de un
conjunto invariante bajo control. Las definiciones formales de invarianza se
exponen en el Capitulo[Il

Gran parte de los sistemas dindmicos mencionado anteriormente, han sido
extensamente modelados a través de sistemas lineales invariante en el tiem-
po (LTI, del acrénimo linear-time invariant systems). Un gran nimero de estos
sistemas estdn sujetos a cambios abruptos en su estructura, interrupciones en
las comunicaciones entre subsistemas interconectados, cambios en el punto
de operacién o rupturas en sus componentes, efc. Una forma de modelar ade-
cuadamente esta clase de procesos es mediante sistemas lineales con saltos mar-
kovianos (MJLS, del acrénimo en inglés Markov-jump linear systems). Estos son
una clase especial de sistemas estocasticos, los cuales estdn representados por
un conjunto de sistemas lineales que se encuentran asociados a través de una
cadena de Markov, que gobierna la transicién entre ellos. Una caracteristica
distintiva de las cadenas de Markov es que el estado siguiente solo depende
del actual y no de las transiciones histéricas que condujeron a dicho estado.
Ejemplo de sistemas modelados como procesos con saltos markovianos pue-
den encontrarse en: sistemas de manufactura, control de sistemas aeronduti-
cos, sistemas de control en red, sistemas econdmicos, sistemas roboticos, etc,
(Costa et al. 2005).

En sistemas industriales modernos pueden producirse comportamientos
imperfectos no deseados, debido por ejemplo a, desgastes normales en los
componentes fisicos del proceso, entorno ambientales externos, etc. Estos fe-
némenos se refiere a menudo como fallos en sensores/actuadores. Dado que
los fallos pueden deteriorar el rendimiento del sistema e incluso causar ac-
cidentes catastréficos, es de gran importancia detectar dichos fallos a tiempo
para la seguridad y fiabilidad de los sistemas de control. Existen estrategias de
disefio de sistemas de control antes fallos, que pueden clasificarse en deteccién
y aislamiento del fallo (FDI, del acrénimo fault detection and isolation) y control
tolerante a fallos (FTC, del acrénimo fault-tolerant control). Se remite al lector al
libro (Blanke et al. 2010) para un estudio en profundidad de estas técnicas. Los
MJLS, han sido extensamente utilizado para modelar de sistemas dindmicos
con fallos en sensores y/o actuadores (Li et al. 2014).

Existen numerosos trabajos donde se trata el disefio de leyes de control



para MJLS sin restricciones los cuales aseguran la estabilidad media cuadrdti-
ca (MSE, del acrénimo mean-square stability) del sistema. Dicha estabilidad
implica que —en media— las trayectorias del sistema para estados iniciales per-
teneciente a un cierto conjunto tienden a converger al origen o a una vecindad
del mismo, a medida que se incrementa el tiempo.

El disefio de controladores 6ptimos para MJLS con restricciones ha sido
tratado, entre otros, en los siguientes trabajos (Zhang and Boukas 2009, Zhang
et al. 2013, Patrinos et al. 2014); gran parte de estas contribuciones expresan
el problema de optimizacién en forma de desigualdades matriciales lineales
(LMIs, del acrénimo linear matrix inequality), minimizando una cota superior
del indice de coste obteniendo asi una ley de control subéptima, siendo esto
el principal incoveniente de este enfoque. Generalizaciones recientes del pro-
blema de control 6ptimo al caso Hz y Hoo aparecen en, por ejemplo, (Todorov
and Fragoso 2014), donde se presentan las adecuadas definiciones de dichas
normas en sistemas MJLS y condiciones LMI que garantizan cotas de ellas.

Otra técnica de disefio de controladores 6ptimos para esta clase de siste-
ma esta basada en la optimizacién de un problema min-max (Lu et al. 2013),
en donde se minimiza el peor caso de todas las realizaciones posibles de la
perturbacién y/o incertidumbre. El inconveniente de estas metodologia es la
carga computacional necesaria para la resolucién del problema de optimiza-
cién, en efecto, tanto el ntimero de restricciones como el ndmero de variables
de decisién crecen exponencialmente con el horizonte de prediccién, nimero
de vértices, etc.

Una alternativa a los controladores basados en LMIs para manejar las res-
tricciones es integrar los resultados antes citados de estabilidad media cuadra-
tica en controladores predictivos estocdsticos (SMPC, del acrénimo Stochastic mo-
del predictive control) (Bernardini and Bemporad 2012, Farina et al. 2016, Wang
et al. 2016). Este enfoque presenta los mismos inconvenientes relacionados con
el coste computacional, pues, el ntimero de variables de decisién y de restric-
ciones aumentan exponencialmente a medida que se incrementa el horizonte
de prediccién, namero de vértices, etc. En particular, a lo largo de esta tesis
se utiliza optimizacién estocdstica para calcular una secuencia de acciones de
control en un problema predictivo basado en escenarios. La idea principal es la
siguiente: Dado que resolver el problema de optimizacién considerando todas
las posibles realizaciones futuras de las incertidumbres y/o perturbaciones es
computacionalmente muy costoso, el control predictivo basado en escenarios
propone resolver el problema considerando solo un subconjunto de dichas se-
cuencias. Estas deben cumplir con ciertas condiciones con el fin de asegurar
la factibilidad y estabilidad del problema de optimizacién para instantes fu-



turo, véase los capitulosdH5} cuando no se pueda probar estabilidad en media
cuadratica, en esta tesis se presentan resultados que aseguren un tiempo me-
dio para fallar, entendiéndose como fallo, violar restricciones en tiempo futuro
Capitulo

En este contexto se enmarca el desarrollo de la presente tesis, cuyos objeti-
vos y estructura se detallan a continuacién:

Objetivos y estructura

El principal objetivo de este trabajo es desarrollar estrategias de contro-
ladores predictivos para sistemas sistemas lineales con saltos markovianos
basados en escenarios arriesgados y no arriegados, entendiéndose como no
arriesgado, el caso en donde las trayectorias del sistemas alcanzan cierto con-
junto terminal invariante con una probabilidad del 100 % para estados inicia-
les pertenecientes a ciertos conjuntos.

Con base en el conocimiento de la teoria de conjuntos invariantes, combi-
nada con la teoria de Lyapunov, se presenta el soporte teérico para compren-
der los conceptos de estabilidad en el control predictivo basado en escenarios.

Con esto en mente, la presente tesis se ha estructurado en dos grandes
partes. En la primera se presenta el estado del arte, el cual estd divido a su vez
en 3 capitulos tal como sigue:

= En el capitulo 1 se detallan las definiciones en cuanto a tipos de sistemas
en tiempo discreto estudiados en este trabajo, propiedades de estabili-
dad para sistemas dindmicos, teorfas de conjuntos convexos e invarian-
tes, representacion de poliedros. A continuacién, se presenta la estrate-
gia de disefio de controladores predictivos basado en modelo (MPC),
analizando los ingredientes necesarios para probar estabilidad y factibi-
lidad. Para cerrar el capitulo, se describe el desarrollo de MPC robusto

para sistemas lineales con incertidumbres.

= En el capitulo segundo, se estudia los sistemas lineales con saltos marko-
vianos. En primer lugar, se presentan algunos conceptos bésico relacio-
nados con las cadenas de Markov. Seguidamente, se detalla el procedi-
miento de disefio de controladores 6ptimos para MJLS sin restricciones,
finalizando el capitulo con una propuesta de controladores para MJLS
con incertidumbre, donde el problema de optimizacién es expresado en
términos de desigualdades matriciales lineales (LMI).



= En el capitulo 3 se expone el desarrollo de controladores predictivos pa-
ra MJLS si perturbaciones sujeto a restricciones duras. Se detalla el pro-
cedimiento de obtencién del modelo de predicciéon. Ademads se definen
los conjuntos (terminal y factibles) necesarios para garantizar estabili-
dad —en media— y factibilidad recursiva del problema de optimizacién.
El capitulo se cierra con un breve detalle de controladores predictivos
basado en escenario, presentando un algoritmo para la construccién de
arboles de escenario que serdn usado posteriormente en el problema de

optimizacion.

La segunda parte de la tesis corresponde a las contribuciones de la misma,
las cuales se han dividido en:

1) Disefio de controladores predictivos basados en escenarios con politicas
no arriesgadas.

= Disefio de controladores predictivos con horizontes miltiples para MJLS:

Este corresponde al primer capitulo de contribucién de la tesis. Aqui,
se plantea un primer enfoque de controladores predictivos basado en
escenario para MJLS sujeto a restricciones, considerando secuencias de
diferentes longitudes. Se proponen conjuntos terminal y factible para
asegurar factibilidad y estabilidad en la implementacién de la técnica de
horizonte deslizante. Aqui, de asume que se conoce el modo de funcio-
namiento del sistema al momento de calcular la accién de control.

= Estudio de estabilidad para MPC basado en escenarios: En este capitu-
lo se generaliza los resultados anteriores. En efecto, se considera que la
transicién entre los modos de funcionamientos del sistema, se rige por
un modelo probabilistico que involucra tanto las probabilidades de ob-
servacion del modo y variables adicionales informacién que permitirdn
predicciones sobre las futuras probabilidades de dicho modo. Para este
nuevo enfoque, se proponen los ingredientes necesarios para garantizar
estabilidad —en media-y factibilidad del problema de optimizacién.

2) Contribuciones para escenarios con politicas arriesgadas, es decir, no se
garantiza al 100 % que el estado del sistema alcance el origen o a un cierto
conjunto vecindad de este.

= Analisis de confiabilidad de MPC para MJLS basado en simulacién:
Este sexto capitulo trata con MJLS sujeto a restricciones, donde algtin
modo de funcionamiento genera inestabilidad en el sistema en lazo ce-

rrado. Debido a esto, los conjuntos terminales invariantes pueden ser de



volumen vacio o solo contener el origen en su interior. Por lo tanto, se
presenta un algoritmo que calcula la confiabilidad de eleccién de con-
juntos terminales “probables”, para luego ser utilizado en la solucién del
problema de optimizacién.

= Calculo de conjuntos controlables para MJLS sujetos a restricciones:
En el séptimo capitulo se presenta una generalizacién del concepto de
conjunto A-contractivo para el disefio del maximo conjunto invariante
bajo control. Para estados iniciales dentro de este, se puede garantizar
que el sistema convergera —en media— al origen el 100 % de las veces. Para
aquellos estados que no pertenezcan a este, se proponen la obtencién de
conjuntos controlables dependientes de secuencia con su ley de control
(“sub-6ptima”) para asegurar una cota de confiabilidad, entendida como
la probabilidad de alcanzar el origen sin violar restricciones en el futu-
ro. El término conjunto controlable dependiente de una secuencia, debe ser
entendido como el conjunto de estados para los cuales existe una accién
de control tal que el estado del sistema puede ser dirigido al origen, solo
para una realizacién en particular de todas las disponibles en el arbol de
escenario.

= Cota de confiabilidad y tiempo medio para fallar para MJLS: En el ca-
pitulo 8 se extienden los resultados presentados en el anterior. En primer
lugar, se considera la existencia de perturbaciones en el sistema. Se pro-
pone un algoritmo, con el que se obtiene una ley de control éptima (en
ciertas condiciones). En segundo lugar, para el caso de sistemas no esta-
bilizables, los controladores resultantes del capitulo 7 no resultan aplica-
bles, por tanto, mediante programacién dindmica se calcula una cota de
tiempo medio de fallo, que se entiende como la probabilidad de violar
restricciones en el futuro.

La tesis finaliza con una recopilacién de las conclusiones extraidas del tra-
bajo de investigaciéon. Se proponen los trabajos futuros para la continuacién
de la linea de investigacién.
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Capitulo 1

Control Predictivo Basado en
Modelo

Resumen: El principal objetivo del presente capitulo es el disefio de controla-
dores predictivos basados en modelo para sistemas dindmicos, ademas del es-
tudio de la estabilidad y factibilidad de los mismos. En primer lugar, se anun-
cian varias definiciones necesarias para el desarrollo de la tesis, se definen los
diferentes sistemas no lineales en tiempo discreto. Seguidamente, se hace un
resumen de las propiedades de estabilidad de sistemas dinamicos basado en
la teorfa de Lyapunov. Se presentan conceptos fundamentales de la teorfa de
conjuntos invariantes utilizados para asegurar la estabilidad del sistema. A
continuacién, se anuncia el problema de optimizacién estdndar. Finalmente se

presenta la formulacién del controlador predictivo basado en modelo.

1.1. Teoria de Sistemas

1.1.1. Sistemas en Tiempo Discreto

Definicién 1.1. La variable k € N denota el tiempo discreto. Considérese los siguien-
te sistemas no lineales en tiempo discretos (Besselmann 2010):

Trt1 = f(zk) (Sistemas Auténomos) (1.1a)
Tt1 = f(r, ug) (Sistemas no Auténomos) (1.1b)
Tpr1 = [(@p, W), Tpr1 = f(@g, ug, w) (Sistemas perturbados) (1.1c)

11
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donde z;, € R", uj, € R™, w;, € R™ representan el estado del sistema, ac-
ciones de control y las incertidumbres, respectivamente. Las variables uy, wy,
representan las entradas del sistemas, donde uy, serd determinada por un con-
trolador, mientras que wy, es una entrada externa a la planta la cual puede ser,
en general, perturbaciones, ruido de proceso, incertidumbres en el modelos,
modo de operacién de operacién del sistema.

Definicién 1.2. (Sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTIs)) Considérese los
siguientes sistemas lineales invariantes en el tiempo:

Tpy1 = Axp, (Sistemas LTIs Autonomos)  (1.2a)
ZTrt1 = Axy + Bug, (Sistemas LTIs no Auténomos) (1.2b)
Tpt1 = Az + Buy + Ewy, (Sistemas LT1Is perturbados) (1.20)
Tp+1 = A(wg)xg + B(wg)ug (Sistemas LTIs inciertos)  (1.2d)

(1.2e)

donde las matrices A € R"=*"= B € R"™*™ y [ € R"*™ son matrices del
sistema.

Definicién 1.3. (Sistemas sujeto a restricciones)(Besselmann 2010) Un sistema dis-
creto se dice estar sujeto a restricciones si, para todo k:

xr € X C R, (1.3a)
ur € U C R™, (1.3b)
wy € W C R™ (1.3¢c)

Noétese que, cada una de las anteriores restricciones son diferentes. Gene-
ralmente W se supone conocida, mientras que U viene forzada por las satu-
raciones del sistema (limitaciones fisicas en las entradas). Por su parte, X son
las restricciones del estado del proceso y representa un objetivo a conseguir,
es decir, si las trayectorias del sistema se salen del conjunto X (violan restric-
ciones), entonces, tal situacién se considera a lo largo de la tesis como fallo.

1.1.2. Estabilidad

El anélisis de estabilidad para sistemas discretos estd basado en la Teoria de
Lyapunov. En base a ésta, es posible estudiar la estabilidad de un sistema di-
ndmico respecto a un punto de equilibrio. Las definiciones que a continuacién
se anuncian estdn basadas en los trabajos (Costa et al. 2005, Besselmann 2010).
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Definicién 1.4. (Estabilidad de Lyapunov) Un punto de equilibrio x.q del sistema
auténomo ([L1a) es estable en el sentido de Lyapunov, si para cada e > 0 existe un
0 > 0, tal que:

l|zo|] <8 = |jzk]| <€ VkEN (1.4)

Definicién 1.5. (Asintéticamente estable) El punto de equilibrio x., de un sistema
auténomo ([LIa) es dicho ser asintéticamente estable, si se cumple la condicion de
estabilidad (14) y ademds existe un § > 0, tal que:

llzo]| <6 =  lim ||zk|| =0 (1.5)
k—o0

Definicién 1.6. (Exponencialmente estable) EI punto de equilibrio x4 de un sistema
auténomo (L1a) es dicho ser exponencialmente estable, si existe un § > 0, \ €
[0,1)y c € R, tal que:

llzoll <0 = [law]] < cllzol[A* (1.6)

Definicién 1.7. (Funcién de Lyapunov) Sea ., un punto de equilibrio del sistema
(L1a). Una funcion definida positivaV : T — Ry, donde T’ C R™, x., € T, es dicha
ser funcién de Lyapunov para el sistema si las siguientes condiciones se cumplen
(Costa et al. 2005, Seccién 2.4):

(a) V() es una funcion continua,
(b) V(0) =0,

(c) V(z) >0, Vx € T tal que x # 0,
(d) V(f(z)) —V(z) <0,Vz el

Teorema 1.1. (Lyapunov)(Costa et al. 2005) Si existe una funcion de Lyapunov V(x)
para el sistema auténomo (1), entonces el punto de equilibrio x.q es estable en el
sentido de Lyapunov. Adicionalmente, si

V(f(z)) —V(x) <0 Vr#0
el origen es asintdticamente estable . Ademds, si V es radialmente no acotada, i.e..
V(z) = 00, como ||z]|| = oo,

entonces, el origen es globalmente estable, lo que implica que es el tinico punto de
equilibrio del sistema.
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Definicién 1.8. (Estabilidad cuadrdtica) EI punto de equilibrio x.q de un sistema
auténomo (L1a) es dicho ser cuadrdticamente estable, si el sistema admite una
funcion de Lyapunov cuadrdtica V(z) = 2” Pz, P = PT - 0.

1.2. Teoria de Conjuntos Invariantes

La teorfa de conjuntos invariantes desempefia un rol de gran importancia
para el disefio de controladores para sistemas sujeto a restricciones (Gilbert
and Tan 1991, Blanchini 1994, Kerrigan 2000) (y referencias citadas en estos),
asi como también, para el andlisis de regiones de atraccién (Blanchini and
Miani 2000, Hu et al. 2002, Christophersen 2006). La principal razén de esto
es debido a que el cumplimiento de las restricciones puede ser garantizado
para todo tiempo futuro, si y solo si, el estado inicial del sistema x( se encuen-
tra contenido dentro de un determinado conjunto invariante (Kerrigan 2000).

El problema de la invarianza puede ser generalizado a otros casos, como
por ejemplo, definiendo problemas de control donde el estado de un sistema
afin s6lo deba salir por cierta cara de un conjunto poliédrico (Helwa et al.
2016); estas cuestiones no entran dentro de los objetivos de la tesis por lo que
no son abordadas.

Dependiendo de la estructura del sistema en estudio, a continuacién se
presentan diferentes definiciones de conjuntos invariantes, dichas definiciones
son extraidas de los trabajos (Blanchini 1999, Kerrigan 2000).

Definicién 1.9. (Conjunto positivamente invariante) Un subconjunto del espacio de
estados Q2 C R"™ es dicho ser positivamente invariante para el sistema auténomo
xpy1 = f(xy) @LIA) si y solo si Vg € Q, la evolucién del sistema satisface xy, €
Q, VkeZ,.

Observacién 1.1. Otros autores, por ejemplo, (Kerrigan 2000) hacen distincion en-
tre “positivamente” invariante e “invariante”, i.e., el conjunto ) es invariante si y
solo si xy € Q implica que x;, € Q, Vk € Z. Sin embargo por brevedad, a lo largo
de esta tesis, cuando se mencione la caracteristica “invariante”, en realidad, se estd
haciendo referencia a la definicién .9

Definicién 1.10. (Conjunto robustamente invariante) Un conjunto Q@ C R™ es
robustamente invariante para el sistema x11 = f(xg, wy) si y solo si:

T €= w1 €Q, Yw, € W, Vk € Z4 (1.7)

Definicién 1.11. (Conjunto invariante bajo control) Un subconjunto del espacio de
estados @ C R" es invariante bajo control para el sistema xp11 = f(zp, ur)
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(LID) si y solo si existe una ley de control por realimentacion uy, = g(xy) tal que,
Q es un conjunto invariante para el sistema en lazo cerrado xiy1 = f(xg, g(xr)) y
ug € U,V € Q.

Definicién 1.12. (Mdximo conjunto invariante bajo control) El conjunto no vacio
Coo () es el mdximo conjunto invariante bajo control contenido en 2 para el
sistema xpy1 = f(zk, uk) siy solo si Coo () es un invariante bajo control y contiene
a todos los conjunto invariante bajo control contenido en €.

Definicién 1.13. (Conjunto a un paso (Kerrigan 2000)) Considérese un subconjunto
Q C R™, el conjunto a un paso Q(Q) es el conjunto de estados en R™ para los
cuales existe una accién de control uy, admisible que conducird al sistema a ) en un
solo paso, i.e.:

() :={xr € R"™ | Juy € U tal que fzp,ur) € Q} (1.8)

El conjunto a un paso Q(f2) tiene las siguientes propiedades: (a) para todo
01,9 con 1 C Qy, Q(21) C Q(Q2), (b) un conjunto 2 es positivamente

invariante bajo control si y solo si Q(£2) N =  (Kerrigan and Maciejowski
2000, Proposicién 2.1).

Definicién 1.14. (Conjunto controlable a N pasos) Considérese un subconjunto
Q C R", el conjunto controlable a N pasos Kn(Q2,C) para el modelo vy =
f(xr, ur), es el conjunto de estados en Q que pueden ser dirigidos por una secuencia
de acciones de control admisible a un conjunto arbitrario C C R"= en exactamente N
pasos, mientras la trayectoria o evolucion de los estados permanece dentro de §) para
los primeros N — 1 pasos, i.e.:

Kn(Q,C) := {zog € R™ | Huy, € Uy '« {ar € Q}p ', on € C C R} (1.9)

Definicién 1.15. (Conjunto robustamente invariante bajo control) Un subconjunto
del espacio de estados Q@ C R™ es un conjunto robustamente invariante bajo
control para el sistema x11 = f(xy, ur, wr) (LIJ) si y solo si existe una ley de con-
trol admisible u, = g(xy), tal que, ) es un conjunto robusto positivamente invariante
para el sistema en lazo cerrado xi41 = f(xk, 9(xk), wk), i.e.:

T € Q= Ju, €U | Tyl € Q, Ywi € W (1.10)

Definicién 1.16. (Conjunto robustamente controlable a N pasos) EI conjunto ro-
bustamente controlable a N pasos Kn (Q,C) para el sistema xyp41 = f(xk, uk, Wk),
es el conjunto de estados en ) para los cuales existe una ley de control admisible va-
riante en el tiempo, tal que, un conjunto arbitrario C C R"™ es alcanzado en exac-
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tamente N pasos, mientras la evolucién del sistema permanece dentro de Q) en los
primeros N — 1 pasos, para toda secuencia de perturbacion permitida, i.e.:

l@N(Q,C) = {xp € R™ | F{uy, € U}ﬁ:_ol A{ay € Q}iv:_ol, xy € C,V{wy € W}év_l}
(1.11)

A continuacién se presenta el algoritmo usado para la obtencién del méxi-
mo conjunto invariante bajo control, el cual emplea la Definicién

Algoritmo 1 Célculo de conjuntos controlables.

Entrada: C, N
1: Haceri =0, Ko(Q,C) =C
mientras : < N hacer
Kit+1(2,C) = Q(K;(Q,C)) N Q
51 Ki+1(2,C) = K;(92,C), finalizar el algoritmo y Koo (©2) = K;(€2,C)
1=1+1
: fin mientras

Observacion 1.2. Aunque el Algoritmol[dlpuede ser ficilmente implementado en sis-
temas lineales invariantes en el tiempo (LTI) sujeto a restricciones lineales (Blanchini
1994, Gilbert and Tan 1991, Dérea and Hennet 1999), resulta dificil de implementar
para los sistemas no lineales en genemﬂ. Sin embargo, existen diferentes trabajos en
donde se estudian la teoria de conjuntos invariantes para sistemas no lineales, por
ejemplo, en (Alamo et al. 2005) se presenta un método que garantiza la estimacion
del estado de un sistema no lineal en tiempo discreto con perturbaciones acotadas que
afectan a los estados y las salidas. Se plantea un algoritmo que calcula un conjun-
to el cual contiene los estados que son consistentes con las salidas del sistema. Este
conjunto es representado mediante un zonotopo. Por su parte, el trabajo (Bravo et
al. 2005) se basan en la obtencién de una aproximacion interior Q,,(S2) del opera-
dor a un paso Q(Q), i.e., Qup() C Q(Q), empleando la aritmética intervalar para
el cdlculo de dichos conjuntos. Ademds, existen numerosas contribuciones en cuanto
a la computacién de conjuntos invariantes para sistemas hibridos, en particular, pa-
ra sistemas afines a trozos (Rakovi¢ et al. 2004, Rubagotti et al. 2013, Astrom and
Wittenmark 2013). También existen formulaciones para la obtencidn de conjuntos in-
variantes para sistemas borroso en tiempo discreto (Arifio et al. 2013). En el caso de
sistemas no lineales con perturbaciones, el andlisis resulta mds complicado y conserva-
tivo; se remite al lector a (Pitarch et al. 2015, Sala and Pitarch 2016) y las referencias
ahi contenidas para detalles sobre estos aspectos, fuera de los objetivos de la presente
tesis.

2Esto se debe a que la no linealidades presente en el sistema y/o en el controlador resultan en
conjuntos 1o convexos con formas muy complejas, ocasionando a menudo una gran complejidad
computacional.
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Definicién 1.17. (Conjunto contractivo (Blanchini 1999)) Un conjunto Q C R"=
es contractivo para el sistema xi11 = f(zg, ux) @ID) si y solo si existe una ley
de control u(xy) y un niimero entero positivo A < 1, tal que, si x), € §, entonces
Tr41 € A, donde NQ representa un escalado del conjunto €.

1.3. Politopos

Definicién 1.18. (Conjuntos convexos (Boyd and Vandenberghe 2004)) Un conjunto
C C R" es convexo si el segmento de linea entre dos puntos cualquiera en C perte-
nece en su totalidad al conjunto C, es decir, si para cualquier s1, sz € C y cualquier
acon0 < a<1,secumple:

asi+ (1 —a)sg €C (1.12)

Definicién 1.1. (Funciones convexas (Boyd and Vandenberghe 2004)) Una funcion
f:C CR™ — Res dicha ser convexa si y solo si, Vs, € C,Vso € Cy a € (0,1], se
tiene:

flass + (1 - a)ss) < af(s1) + (1 - a)f(s2) (1.13)

Definicién 1.2. (Envolvente convexa)(Boyd and Vandenberghe 2004) La envolvente
convexa de un conjunto C, denotada como conv(C), es conjunto de todas las combi-
naciones convexas de puntos pertenecientes a C, i.e.:

k

k
conv(C) := {Z%‘Si |s;i€C, a; >0,i=1,... k, Zai =1, kER}
i=1 i=1
Definicién 1.19. (Poliedro) Un poliedro P C R™* es un conjunto convexo que puede
ser representado como la interseccién de un niimero finito de semi espacios cerrados,
ie.,
P = {zx € R"™ | P*2 < P}, (1.14)

donde P° € R, P* € R?7%"=, con q denotando el nimero de semi espacios
que definen al poliedro P.
Definicién 1.20. (Politopo) Un politopo se define como un poliedro cerrado.

Teorema 1.2. (Representacion de un politopo) (Christophersen 2006) P C R"= es la
envolvente convexa de un conjunto de vértices V := {v1,...,un, }, v; € R™ con
i=1,..., N, (V-politopo)

N, N,
P :=conv(V) = {a: ER"™ |z = Zaivi, 0<q; <1, Zai = 1} (1.15)

i=1 =1
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T Z1

(a) H-politopo. Politopo construido a partir de 4  (b) V-politopo. Representacién de un politopo a
hiperplanos pintados como lineas. través de 4 vértices pintados en puntos negros.

Figura 1-1: llustracién de la representacion de un politopo.

si y solo si se trata de una interseccion acotada de hiperplanos (H-politopo)
P:={x € R" | P2z < P%} (1.16)

El teorema anterior establece que un politopo cualquiera P puede ser ex-
presado, bien por sus vértices (V-politopo) o por un nimero de hiperplanos
(H-politopo) (Figura [I-1).

Notese que en la Figura [I-Ialninguna de las desigualdades (hiperplanos)
que forman al politopo puede ser eliminada sin cambiar la estructura del mis-
mo. Sin embargo existen casos en donde pueden se pueden eliminar ciertas
desigualdades llamadas redundantes sin cambiar la forma del poliedro. Este
tipo de operacién se encuentran fuera de los objetivos de esta tesis. Sin em-
bargo, se remite al lector trabajo (Borrelli et al. 2014, Seccién 5.4.1) donde se
presenta un algoritmo que calcula la representaciéon minima de un politopog,
eliminando los hiperplanos redundantes, todo esto basado en programacién
lineal.

Observacion 1.3. En particular, cuando las restricciones de estados (L.3a) y acciones
de control ([1.3D) sean lineales, estas pueden ser definida en forma poliédrica, i.e.:

X:={x € R™ | Pz < P°} (1.17a)
U:= {u € R™ | S"uy < S°} (1.17b)

donde P S P S son vectores maty ices de apro iadlls dimensiones, res eCti-
) )
vamente.

3La H-representacién de un poliedro es minima si no contiene desigualdades redundantes.
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Definicién 1.21. (Coleccién de politopos) Se define como P-coleccion denotado como
P, ala unién (posiblemente no convexa) de un niimero finito de politopos P.

Para un detalle exhaustivo sobre operaciones y manipulaciones entre po-
liedros se remite al lector a consultar los trabajos (Herceg et al. 2013, Borrelli et
al. 2014).

Definicién 1.22. (Proyeccion) Dado un politopo P = {x € R"»,y € R"v Pz +
Pvy < P% C R" T, Ia proyeccion ortogonal sobre el z-espacio R™= se define

como:
proj.(P) = {x € R™ | Jy € R™ sujetoa P*z + PYy < P"} (1.18)

Definicién 1.23. (Diferencia) La diferencia (resta) de dos politopos P y D se define
como:
R:=P\D:={zeR"™ |z €P, x ¢ D} (1.19)

Definicién 1.24. (Diferencia de Pontryagin) La diferencia de Pontryagin de dos po-
litopos P y W es un politopo:

PeW:={zeR™ |z+we P,VweW} (1.20)

Definicién 1.25. (Suma de Minkowski) La suma de Minkowski de dos politopos P
y W es un politopo:

PeW:=={z+weR"™|zeP, weW} (1.21)

Calculo de conjuntos invariantes. A continuacién se presenta un ejemplo
de la aplicacién del Algoritmo [Il para un sistema lineal invariante en el tiem-
po sujeto restricciones lineales de la forma (L.I7a). Se hace uso del Multi-
parametric Toolbox (MPT) (Herceg et al. 2013) para el calculo del conjunto in-
variante dada por la Definicién (1.9).

Ejemplo 1.1. Considérese un sistema lineal de segundo orden dado por:

0,5 0
= Az, = | 1.22
Th+1 Tk [ 1 07751 (1.22)

sujeto a las siquientes restricciones de estados:

~1 1
z;, €EXCR? =< 1 0 <z< 0 , Vk>0 (1.23)
-10 10
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Las restricciones (1.23)) puede representarse de la forma (L1Z7a), con:

1 0 10
0 1 1
PT = , PO — 0
-1 0 10
0 -1 10

El paso Bl del Algoritmo [l usa la Definicién [L.13| para obtener el conjunto a un
paso, i.e.:

Q(X) = {x | P"Az < PY} (1.24)

Una vez obtenido dicho conjunto se procede a interceptarlo con X, i.e.:
oX)nX

para ast obtener el conjunto de estado que en un paso alcanzan a X. Tenga en cuen-
ta que el conjunto resultante de la operacion de interseccién anterior puede contener
desigualdades redundantes. De hecho usando el comando (nmi nHr ep) en MPT, es po-
sible obtener el conjunto en representacion minima (sin desigualdades redundante),
que estd dado por:

(1 0,75 ] [10]
-1 —-0,75 10
1 0 10

X)NX = <
AX) A
-1 0 10
0 -1 ] 10

A continuacion (pasodldel algoritmo) se comprueba si el nuevo conjunto Q(X)NX
es igual a X. Puede observarse en la Figura[I-2alque Q(X)NX C X, por consiguiente,
se realiza otra iteracién obteniendo el conjunto en azul mostrado en la figura, i.e.:

2QX)NX) = {xl

P*A
PrA?

x <

PO
PO

}

La iteraciones se repiten hasta que la condicion del pasod]sea cumplida, para este caso

en concretoen v = 3.

Ejemplo 1.2. El siguiente ejemplo presenta la implementacion del Algoritmo () con

el fin de calcular el mdximo conjunto positivamente invariante bajo control Co. para
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-10 -5 0 5 10

(a) a) conjunto de restricciones de estado X, b)(b) Mdximo conjunto invariante bajo control Coo
Ki=9X)NX,oKz=9(K1)NnX para el ejemplo[L2]

Figura 1-2: Ejemplos de cdlculo de conjuntos invariantes.

un sistema LTI de sequndo orden dado por:

1
0

~12 0

14|t

Tp+1 = Az + Buy, = l Ug,

sujeto a las restricciones de estado (L23) y a la de control:

up € U={u|-5<u<5}

Para el calculo del conjunto Co usando el Algoritmol[lles necesario reemplazar las
iteraciones con:
C:(X) = Ki(X,X),

si C;(X) = Ci41(X), entonces, Coo(X) = C;(X). Luego de un total de 38 iteraciones
del algoritmo, se obtiene el conjunto Co.(X) mostrado en la ﬁgum

Observacién 1.4. La operaciones de comprobacion de igualdad entre dos conjunto
y de proyeccion dada por la Definicion requiere —en general- gran capacidad de
recursos computacionales, debido al hecho de que en dichas operaciones debe obtener-
se el conjunto de vértices de los politopos. El esfuerzo computacional de esta opera-
cion es exponencial en el niimero de ecuaciones de desigualdad que forman al politopo
(Borrelli et al. 2014, Seccién 5.4.4).
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1.4. Problema de Optimizacién Estandar

Un problema de optimizacién puede ser representado por las siguientes
ecuaciones (Boyd and Vandenberghe 2004):

min fo(x) (1.25a)
st fi(z) <0, i=1,...,m, (1.25b)
hj(x)=0 j=1,...,p (1.25¢)
(1.25d)

Las ecuaciones anteriores, describen el problema de encontrar un z que
minimice fj(z) entre todas las x que satisfacen las condiciones f;(z) <0, =
1,...,m,y hj(z) =0 j =1,...,p. x € R" se conocen como las variable
de decision y fo(z) : R" — R es la funcién objetivo (cominmente llamada
indice de coste). Las desigualdades f;(x) < 0, f; : R™ — R representan las
restricciones de desigualdad, mientras que h;(z) = 0, h; : R"™ — R son las
restricciones de igualdad [J.

El conjunto de puntos para los que se definen la funcién objetivo y todas
las restricciones,
m P
D= ﬂ domf; N ﬂ dombh;,
=0 j=1
se conoce como dominio del problema de optimizacioén (1.25a). Entonces, un
punto z € D es factible si satisface las restricciones (1.25b)-(.25d).

Dependiendo de la forma de la funcién de coste y las restricciones
(L.25b)- (L.25d), los problemas de optimizacién pueden ser clasificados en dos
grandes categorias:

= Optimizacién convexa (Boyd and Vandenberghe 2004),

» Optimizacién no convexa (Bertsekas 1999, Horst and Pardalos 2013).

En optimizacién convexa se tiene una tinica solucién éptima (si existe) y es
global, mientras que en optimizacién no convexa puede haber multiple punto
6ptimos locales, y resulta muy dificil —en general- encontrar el 6ptimo global.
En los problemas de optimizacién convexa resulta “facil” de comprobar si
existe 0 no una solucién factible del problema (1.25a), mientra que en la no
convexa puede tomar mucho tiempo identificar si el problema es factible o no.

4Un problema de optimizacién es dicho ser sin restricciones si m y p son iguales a 0, i.e., m =
p=0
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A lo largo del presente trabajo se trata con problema de optimizacién donde

la funcién de coste (1.253) y las restricciones (1.25b)—(T.250) son convexas.

1.5. Controladores Predictivos

En esta seccion se presenta el control predictivo basado en modelo (MPC), fre-
cuentemente llamado Control con horizonte mévil o deslizante (RHC). Es bien co-
nocido que el término control predictivo basado en modelo no designa una estra-
tegia especifica de control, sino mds bien a un amplio conjuntos de métodos de
control que hace uso de un modelo para poder calcular la accién de control mi-
nimizando una determinada funcién de coste (Camacho and Bordons 2010).
En MPC, las acciones de control a ser aplicada al sistema son obtenidas de la
solucién de un problema de optimizacién numérico que hace uso explicito de
un modelo de prediccién sobre un horizonte de tiempo finito.

1.5.1. Breve Historia sobre MPC

El desarrollo de los conceptos modernos de control puede hacer referencia
al importante trabajo de Kalman a principios de 1960 con el regulador lineal
cuadratico (LQR) (Kalman et al. 1960). El concepto basico de MPC fue introdu-
cido por primera vez por Propoi (Propoi 1963). Sin embargo, fue en la década
de los 70 y 80 cuando gané importancia gracias a los trabajos control predictivo
heuristico (Richalet et al. 1978) y Control por matriz dindmica (DMC) (Cutler and
Ramaker 1980). Durante este mismo periodo, diversas técnicas fueron desa-
rrolladas para sistemas multivariable, tales como, Control por matriz dindmica
cuadrdtica (QDMC), control predictivo generalizado (GPC), control predictivo adap-
tativo (APC), etc. En el trabajo (Qin and Badgwell 2003) se presenta un exce-
lente resumen de controladores predictivo aplicado a mundo industrial. Los
primeros algoritmos y aplicaciones exitosas aparecen en los trabajos (Richalet
et al. 1976, Richalet et al. 1978, Cutler and Ramaker 1980). Sin embargo el gran
problemas detras de las diferentes formulaciones citadas anteriormente, es
que no garantizaban estabilidad del sistema bajo control. Los primeros tra-
bajos en donde se estudié la estabilidad de sistemas controlados con MPC
son, entre otros, (Kothare et al. 1996, Rossiter et al. 1998, Scokaert and Mayne
1998, Mayne et al. 2000, Goodwin et al. 2006). Mas reciente, han sido publica-
do al menos 4 libros de gran impacto (Rawlings and Mayne 2009, Griine and
Pannek 2011, Camacho and Bordons 2013, Kouvaritakis and Cannon 2015) y
miles de articulos relacionados con diferentes formulaciones y aplicacién de
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controladores predictivos.

El control predictivo ha alcanzado una gran popularidad e interés en apli-
caciones industriales, desde sus inicios (Richalet et al. 1978) hasta (Berenguel
et al. 2004, Blasco et al. 2007, Ramirez et al. 2008, Calle-Prado et al. 2015, Kouro
et al. 2015) por su capacidad de manejar modelos multivariables, restricciones
y retardos siendo su actuacién comprensible por un operario sin grandes co-
nocimientos en control. Estas razones lo convierten en la alternativa presente
y futura més sélida al control PID en aplicaciones de control de procesos.

1.5.2. Idea Bésica del MPC

La idea basica detras de la técnica MPC estd basada en la resolucién —en
linea— en cada instante de tiempo, un problema de optimizacién con el fin de
calcular una secuencias de acciones de control, usando el estado actual de la
planta y aplicando solo el primer elemento de tal secuencia al sistema. En la
préxima iteracién, el cdlculo es repetido con el nuevo estado medido sobre
un horizonte desplazado (Mayne et al. 2000). Los algoritmos MPC tienen los
siguientes ingredientes: a) un modelo de prediccién del sistema, b) funcién de
coste la cual indica el criterio a optimizar y c) restricciones. Para un detalle
en profundidad de cada elemento, se remite el lector al libro (Camacho and
Bordons 2013).

Dado un sistema dindmico (posiblemente no lineal) en tiempo discreto
Tpt1 = f(xk, uk), un MPC requiere solucionar, en cada instante de tiempo, un
problema de control éptimo de horizonte finito definido por (Goodwin et al. 2006,
Capitulo 4):

JF () := min Iy ({zx}, {ur}) (1.26a)
sujeto a:

Trpt1 = f(zp,up) parak=0,...,N—1, (1.26b)
To =, (1.26¢)
up, €U parak=0,...,N—1, (1.26d)
r, €X parak=0,...,N, (1.26€)
rn € Xy C X (1.26f)

donde:
N—1
In({xg}, {ug}) := F(zn) + L(xg, uk) (1.27)

k=0
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Por su parte, {zx}, zx € R", {ux}, ur € R™ denotan las secuencias de
estados y acciones de control {zg,...,xn} v {uo, ..., un_1}, respectivamente.
Las funciones F'y L se conocen como: funcion de penalizacién terminal del estado
(coste terminal) y penalizacion del estado transitorio (coste de etapa), respectiva-
mente. Se asume que f, F'y L son funciones continuas en sus argumentos. Por
su parte, U es un conjunto compacto (cerrado y acotado), mientras que X, Xy
son conjuntos cerrados. Xy se conoce como regidn terminal.

Las opciones tipicas para las funciones de ponderacién F'y L son funciones
cuadraticas, i.e., F(z) = 2T Pz y L(z,u) = 27 Qxz + v Ru, donde P = PT >0,
Q=Q" >0y R = RT > 0.M4s general, se podria usar funciones de la forma:
F(z) = [Pzl y L(z,u) = Q][ + |[Rull, donde [ly[l,, p = 1,2,..., 00, es la
norma-p del vector y, (Goodwin et al. 2006).

La solucién del problema de optimizacién formulado anteriormente arroja
una secuencia de accion de control, la cual es funcién del estado actual z;, de

la forma:
u () = {udP P u (1.28)

Por consiguiente, la accién a implementar en el proceso para el instante & es el
primer elemento de esta secuencia, i.e.,

u = uP’ (1.29)

Utilizando la técnica de horizonte deslizante implicitamente se define una
politica de control invariante en el tiempo de la forma:

Ky(z) := ud?* (1.30)

Definicién 1.26. (Conjunto de estados iniciales factibles)(Goodwin et al. 2006) Sea
Sw el conjunto de estados iniciales factibles « € X para los cuales existen secuen-
cias de estados y acciones de control, para el problema de control éptimo con horizonte

fijo (LZ8).

1.5.3. Estabilidad y Factibilidad en MPC

En primer lugar, nétese que el sistema en lazo cerrado formado por el pro-
ceso Ty+1 = f(xk, uk) y el controlador predictivo dado por el problema (1.26)
con accién de control (L.30), generalmente tiene un comportamiento no lineal,
incluso cuando se trata con sistemas LTI. Unas de las herramienta frecuen-
temente utilizada para el andlisis de estabilidad en sistemas dindmicos cuya
ley de control estd calculada por un MPC, es la estabilidad en el sentido de
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Lyapunov. Pero existe una dificultad, el problema de optimizacién que
se pretende resolver en cada instante de muestreo, estd definido para un hori-
zonte finito, sin embargo, la estabilidad es una propiedad que debe cumplirse
sobre un horizonte infinito. Un forma muy utilizada para resolver este conflicto,
es afladir una funcién de penalizacién terminal adecuada sobre el estado del
sistema en el problema a horizonte finito (1.26).

Siguiendo esta linea de razonamiento, en los trabajos (Mayne et al. 2000,
Goodwin et al. 2006) se proponen tres ingredientes (X, K¢(z), F'(z)) basicos
los cuales sin incorporado en la formulacién del MPC:

(1) Laregion terminal Xy C X debe ser un conjunto invariante bajo la ley de
control terminal.

(11) Una ley de control terminal uy, := K(x), Vo, € Xy.

(1) Una ponderacién terminal del estado F(x), que habitualmente corres-
ponde con el valor del indice de coste generado por el uso de la ley de
control terminal sobre un horizonte infinito.

Resumiendo las propuestas mas destacada en cuanto al estudio de la es-
tabilidad del MPC, en (Mayne et al. 2000, Goodwin et al. 2006) se exponen las
siguientes condiciones suficientes de estabilidad para el problema (1.26):

1. El coste de etapa L(z, u) en (I27) satisface L(0,0) = 0y L(z,u) > v(||z])
para todo z € Sy, u € U, donde v : [0,00) — [0, 00) es continua, (t) > 0
paratodot > 0, y lim; o y(t) = oo.

2. El coste terminal del estado F(z) en (I.27) satisface F(0) = 0, F(z) >
0,Vz € Xy y cumple la siguiente propiedad: existe una ley de control
terminal Ky : Xy — U, tal que,

F(f(z, Kf(2))) — F(z) < —L(x, Kf(2)), © € Xf
3. EL conjunto terminal X; es invariante para el sistema x,11 = f(zx, ux)
bajo Ks(x), es decir, zx+1 = f(z, Kf(z)) € Xy para todo z € X;.

4. La ley de control terminal K (x) satisface las restricciones en Xy, i.e.,
Kf(x) e U,Vx € Xf.

5. Los conjuntos X, U contienen el origen en su interior.

Dadas las condiciones de estabilidad, es posible establecer el siguiente teo-
rema:
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Teorema 1.3. (Goodwin et al. 2006) Considérese el sistema (posiblemente no lineal):
Te+1 = f(xkauk)a k 2 07 f(0,0) = 07 (131)

controlado por MPC ([L.26) con ley de control ([L29). Supdngose que se satisfacen
todas las condiciones enunciadas con anterioridad. Entonces:

1. El conjunto Sy de estados iniciales factibles es invariante para el sistema en
lazo cerrado.

2. El origen es globalmente estable en Sy para el sistema en lazo cerrado.

3. Si, ademds de las condiciones [[H5l 0 € int Sy y el indice de coste JX,”t es
continuo en algiin conjunto vecino al origen, entonces dicho origen es asintéti-
camente estable en Sy para el sistema en lazo cerrado.

1.5.4. MPC para Sistemas LTI

Considérese un sistema LTI dado por (L.2B), i.e.:

Tht1 = Axy + Buy (1.32)

Sopoéngase que las restricciones X, U, X¢, son poliédricas. Asumiendo que
las funciones de penalizacién de etapa y terminal son cuadraticas, es decir:

L(zy,ug) := 27 Qx + u” Ru, F(xy) := 2T Px

donde @ = QT = 0 es una matriz semidefinida positiva de apropiada dimen-
si6n, mientras R = RT ~ 0 es una matriz definida positiva y representan las
penalizaciones del estado y acciones de control, respectivamente. La funcién
de coste (1.27) se puede escribir de la forma:

N-1

In({xr}, {ur}) == 2y Pry + Z ot Quy + ui Ruy, (1.33)
k=0

donde P = PT > 0 es una la solucién de una ecuacién algebraica de Riccati.
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Aplicando repetidamente la ecuacion (1.32) hasta un horizonte N, se tiene:

I A B 0 s 0 ()
T A? AB B - 0 U1
= . @+ : T . (1.34)
TN AN AN-1Bp AN-2 ... B UN—1
X T S u

Nétese en la ecuacién anterior que, todos los futuros estados son funciones
explicitas del estado inicial z¢ y de las futuras entradas {ug, u1, ..., un—1}. Por
simplicidad, la anterior ecuacion es escrita de la forma compacta:

X :=Txo + Su (1.35)

Con este modelo (I.33) puede ser escrita de la siguiente forma:
In (i}, {ur}) = ATQX + u'Ru (1.36)
donde Q = blockdiag{Q,...,Q,P},Q = 0y R = blockdiagR,...,R,R > 0.
Sustituyendo (1.35) en (1.36) y operando se tiene:

1
In{zk}, {ur}) = EuTHu + :JcOT]-'u + xOTyxo (1.37)

donde H = R + 5TQS, F = TTQS y ¥ = TTQT. En cuanto al manejo de
las restricciones, dado que las mismas son poliédricas es posible formularlas
como desigualdades de la siguiente forma (Borrelli et al. 2014, Capitulo 12):

Gou — Egrg < 50

En el citado trabajo se muestran las estructuras de las matrices Gy, Ey y del
vector s¢. Finalmente, el problema de optimizacién cuadratica que se pretende

resolver es:

1 1
JPH(x) := min 5uTHu + 28 Fu+ ExOT Yo (1.38a)
u

sujeto a:

Gou — E()LCQ S wo (138b)
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1.5.5. Control Predictivo Robusto para Sistemas LTI Inciertos

En mucho caso es complicado tener un conocimiento perfecto del mode-
lo de la planta que se desea controlar. Esta seccién estd enfocada en los ca-
sos cuando el modelo del sistema es incierto, dicha incertidumbre puede ser
modelada como perturbaciones aditivas y/o incertidumbres paramétrica en las
matrices del espacio de estado del proceso. Para este tipo de sistemas exis-
ten dos enfoques distintos en cuanto al disefio de controladores robustos. El
primero se conoce como control robusto con “predicciones en lazo abierto”
(Kouvaritakis and Cannon 2015, Capitulo 3) (y los trabajos citados en este),
mientras que el segundo es con “predicciones en lazo cerrado”l (Kothare et
al. 1996, Lee and Yu 1997, Scokaert and Mayne 1998, Bemporad and Morari
19990b). Para un detalle del disefio de controladores robustos formulados con
optimizacién sobre predicciones en lazo abierto, se refiere al lector al libro
(Kouvaritakis and Cannon 2015, Capitulo 3).

Control robusto basado en LMlIs:

En el trabajo (Kothare ef al. 1996) se propone el disefio de controladores
predictivo robusto para sistemas con incertidumbres y sujetos a restricciones.
En el citado trabajo se considera un sistema incierto y se modelan mediante

una aproximacién politépica o multi-modelo lineal variante en el tiempo, i.e.:

Trt1 = AxTr + Brug (1.39a)
Yk = ka, (139b)
[Ar Bg] € Q, (1.39¢)

donde y, € R™ es la salida del sistema. El conjunto 2 es un politopo de
matrices definido por:

Q := conv{[A; B1],[A2 Bs],...,[Ar BL]} (1.40)

siendo conv la envolvente convexa. Cada [A B] dentro del conjunto convexo

5La diferencia entre ambas formulaciones es la siguiente: El problema de control éptimo puede
ser visto como un “juego” entre dos jugadores; el controlador uy, y las perturbaciones wy, dicho
controlador trata de contrarrestar cualquier realizacién factible de wy, solo con una secuencia
simple {uo,...,un—1}. El modelo de prediccién en lazo abierto no considera que en el siguiente
instante, el controlador puede medir el estado x1 y ajustar su entrada w1 basandose en esta medi-
da. Por tanto al no considerar este hecho, el efecto de wy, puede crecer y conducir facilmente a la
inviabilidad del problema del optimizacién subyacente. Por el contrario, el modelo de prediccién
en lazo cerrado toma en cuenta que el controlador conocera el estado, por lo tanto, podra actualizar
su valor en cada instante de tiempo.
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Q es una combinacién lineal de los vértices, i.e.:

L L
[AB] =Y ai[Ai B], Y oi=1,0<0;<1 (1.41)
=1 =1

Noétese que para L = 1 se corresponde con un sistema LTI de la forma

(LIb).

Dado un sistema descrito por (1.39a) con sus incertidumbres asociadas
(1.40), el problema de minimizacién de una funcién de coste robusta se de-

fine como:
min max Joo (K), (1.42)
Up4i|k,i20  [Apy; Bris]1€Q,5>0
siendo: .
Juolk) =3 (xf QT + u{H‘kRuH“k) (1.43)
i=0

donde ;| representa el estado en el instante k + i predicho en el tiempo £,
mientras que ;| es la accién de control en el instante & + i calculada en el
tiempo k,con@ >0y R > 0.

La ecuacion (1.42) es conocida como un problema de optimizacion “min-
mdx”. La maximizacién es sobre el conjunto {2 y corresponde a la eleccién del
modelo [Ax1; Biyi] € Q.4 # 0, que si es utilizado como el modelo de predic-
ci6on en ([L42), conduciria al valor més alto “peor caso” de J (k) entre todas las
plantas en .

Dado que este problema mi-mdx no es computacionalmente tratable, se
propone calcular una cota superior del indice de coste robusto (1.42), asumien-
do que en cada periodo de tiempo k, se usa una ley de control constante por
realimentacion .|, := Kj1k,1 # 0, para minimizar el coste Jo (k).

Calculo dela cota superior del coste. Considérese una funcién de Lyapunov
cuadrética de la forma:
V(z) := 2T Pz, (1.44)

P > 0. Para cualquier [Axt; Brti] € Q,1 # 0, supéngase que V(z) satisface la
siguiente desigualdad:

V(@ryivak) = V(@rpir) < — [x£+i\kak+i\k + Ui Rugpife (1.45)

Para que la funcién objetivo robusta sea finita, debe cumplirse que z(oolk) =
0 y por lo tanto, V(z(oolk)) = 0. Entonces, se construye V(z) de manera que
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acote por la parte superior a Joo (), i.e.,

max Joo (k) < V(x1), 1.46
[Aktj Br+;]1€Q,520 (k) < V( k‘k) ( )
entendiéndose x|, como el estado medido en el instante k. El algoritmo para
el disefio de un MPC robusto ha sido redefinido con el fin de calcular, en cada
paso k, una ley de control por realimentacion w4, := Kxj ;) donde K se
obtiene minimizando V(zy,; ), resolviendo el siguiente problema:

Teorema 1.1. (Kothare et al. 1996) Sea ), = xy,;, el estado medido en el instante k
del sistema (1.394)), considérese que no existen restricciones en las entradas y salidas
del proceso.

Dado un conjunto de incertidumbres Q, la matriz de realimentacion del estado K

de la ley de control ujy;, := Kppqk,1 > 0 que minimiza la cota superior V()
viene dada por:

K=YQ! (1.47)

donde Q = yP(k)~! > 0, Y son obtenidas de la solucién (“si existe”) del siguiente
problema de minimizacion (en términos de LMIs, Apéndice[A):

ng)l/’y (1.48)
e
sujeto a:
T
Lo |5 (1.49)
e Q@ |
Q QAT +YTBI QQ'? YTRY?
A;Q+ BjY Q 0 0
JQl/QQJ 0 7] 0 207321727 7L
RY?Y 0 0 yI

(1.50)

Restricciones: Considérese que el sistema (1.394) estd sujeto a cierta restric-
ciones, tanto en las entradas como en las salida de la forma:

il < W 00, 5 =1,2, . na, (1.51)

max?

i) < Ymaas 121, 5 =1,2,... (1.52)
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Las restricciéon (L.51) es satisfecha si existe una matriz simétrica tal que
(Kothare et al. 1996):

X Y

YT Q ZO, ijguz»

j,max> J =

1,2,... 1 (1.53)

De forma similar, las restricciones (1.52) son satisfechas si existe una matriz
simétrica Z tal que, para cada vértice de 2:

Z C(A;Q + B;Y)

) N >0,j=1,2....L 1.54
(4,Q + B;Y)TCcT Q =0 (1.54)

2 —
con Zrr Yz pmagy = 1,2,y

Definicién 1.27. (Wan and Kothare 2003) Dado un sistema dindmico (1.394), un
conjunto & = {x € R™ | 2TQ~1x < 1} del espacio de estado R"= es un conjunto
elipsoidal invariante y asintéticamente estable, si posee la propiedad que, cuan-
do zx, € &, entonces, xj, € & para todo instante de tiempo k > ki y xp, — 0 como
k — oo.

Teorema 1.2. (Kothare et al. 1996) Para el sistema (1.39a)), en el instante de tiempo k,
la matriz de realimentacion del estado K en la ley de control uj;j, = KZpqip, 1 >
0, que minimiza la cota superior -y sobre el peor caso de la funcién de coste J (k), estd
dada por K = YQ™1, donde Q > 0 eY son obtenidas desde la solucion (si existe) del
siguiente problema de optimizacion:

7,Q,X.Y,

min ~ sujeto a (1.49), (1.50), (1.53), (1.54) (1.55)
X,Y,Z

La ley de control obtenida de la solucién factible este teorema hace que el sistema en
lazo cerrado sea robustamente asintdticamente estable.

Algoritmo de implementacién (Wan and Kothare 2003): Considérese un
sistema incierto dado por (1.39a) sujeto a las restricciones tanto en las entradas
como en las salidas del proceso.

(a) Fuera de linea: Dado un estado inicial, genere una secuencia de minimi-
zadores v;, Qi, Xi,Yi, Zi, (i=1,2,...,N) dela siguiente forma, ¢ := 1:

1. Calcular ~;, Q;, X;,Ys, Z; para el estado z; usando el Teorema [.2] afia-
diendo una restriccién adicional Q;—; > @Q; (ignorar en i = 1). Alma-
cenar el resultado (Q;, K! = Y;Q;, X;,Y;) en una tabla de btisqueda
denotada con T’}
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2. if i < N seleccionar un nuevo estado z;1 que satisfaga Q??+1Qi_ la:i+1 <
l.i=1i+1,iralpaso 1.

(b) En linea: Dado un estado inicial zy que cumple xOTleo < 1. Sea zy, el
estado en el instante k. Realizar una btsqueda sobre Q; ! en la tabla T
para encontrar el indice més grande i (o lo que es equivalente, encontrar la
elipse mas pequefia & := {x € R" | 27Q; 'z < 1}) tal que ] Q; 'z < 1.
Aplicar la ley de control por realimentacion uy, := K'xy.

Observacién 1.5. Aplicando el algoritmo anterior, se calcula —si existe solucién—una
secuencia de ganancia de realimentacién K que corresponde a un conjunto elipsoi-
dal invariante &; . Aunque cada ganancia K* garantiza una estabilidad robusta para
todo los estados pertenecientes a &;, dichas ganancias no son necesariamente optimas.
Los conjuntos invariantes elipsoidales son solo una aproximacién del verdadero con-
junto invariante poliédrico. Por consiguiente, ejecutando solo el paso 1 del algoritmo,
se obtiene un resultado conservador, debido a que la region estabilizante de los con-
juntos invariantes elipsoidales es significativamente mds pequefia que los conjuntos
poliédricos.

A partir de lo anterior, se deduce le necesidad de calcular los conjuntos
invariantes poliédricos utilizando las ganancias K* obtenidas en el paso 1 del
algoritmo. En el articulo (Bumroongsri and Kheawhom 2012, Algoritmo 3.1),
se presenta un algoritmo para calcular una secuencia de conjuntos invariantes
poliédricos, reduciendo asi el conservadurismo, dado que las regiones polié-
dricas estabilizantes son sustancialmente més grandes. En el Apéndice[B.2]se
muestra un ejemplo de implementacién del algoritmo fuera de linea@y aquel
presente en (Bumroongsri and Kheawhom 2012).

Min-Max MPC con Predicciones en Lazo Cerrado

Como se ha mencionado anteriormente el disefio de controladores robus-
tos con predicciones en lazo abierto presentan el inconveniente de que no
se toman en cuenta que, dicho controlador conoceré el estado del sistema
a la hora de implementar la accién de control. En el trabajo (Scokaert and
Mayne 1998) se presenta una metodologia de controladores predictivos basa-
do en optimizacién min-max (MMMPC), en donde se considera un modelo
de prediccién en lazo cerrado. Esta estrategia se caracteriza por considerar un
conjunto de secuencias de acciones de control, en vez de una tnica secuencia
de actuaciones. La estabilidad de esta propuesta es garantizada mediante un
esquema de control dual, segin el cual, el MMMPC se encarga de conducir el
estado del sistema a un conjunto invariante de control, una vez que el estado
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Q iy

T, Uk

2 2
Lit1> Ukt

Figura 1-3: Ejemplo: trayectorias de estados para diferentes realizaciones de la perturbacion.
Los nodos finales (rojos) corresponden al estado terminal.

del proceso esté dentro del conjunto invariante, se usa una ley de control por
realimentacién para llevarlo al origen o a una vecindad de este.

En el citado trabajo se considera el siguiente sistema LTI perturbado:
Tr+1 = Az + Bug + wg (1.56)

donde w;, € W es una perturbacién aditiva acotada.

En el instante k, se denota con {w§| ) a las posibles realizaciones de la
perturbacién, donde [ € £ son los indices que permiten identificar a dichas
realizaciones. Por otro lado, {ué‘ .} representa la secuencia de acciones de con-
trol asociada a la [-ésima realizacién de la perturbacién. Por tanto, la ecuacién
(1.56) puede ser escrita de la forma:

oy = Axly + Bub +wly, le L (1.57)

donde xé‘ x = Tk para todo | € L. El problema de optimizacién puede formu-
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larse como:
N-1
Cop, = L@y i) (1.58a)
sujeto a:
i €X, j2t, VIEL, (1.58b)
wyy €U, j2t, VIEL, (1.58¢)
Thin € Xy 1EL, (1.58d)
alfy = oy > ulf = uf, Vel (1.58e)

donde la funcién de coste L es semidefinida positiva. Notese que la restriccion
(1.58d) es la que da garantia de estabilidad en esta estrategia de control. Por su
parte, £, es el conjunto de [ vértices de W, de manera que {wé‘ .} toma valores
solo en los vértices de W.

Es importante resaltar la importancia de la ecuacién (1.58¢), 1a cual es cono-
cida como restriccion de causalidaa@. Para ello, sup6ngase el siguiente ejemplo:
Considere un horizonte N = 3y W = {w € R? | w™ < w;, < wT}, por tanto
se tienen un total 2* = 8 posibles realizaciones de la perturbacién, las cuales
estan asociadas a 8 secuencias de acciones de control {uﬁgl L U )k ul, fope L =
1,...,8}. Esto daria lugar a un total de 24 variables de decision. Sin embargo
con la restriccién de causalidad (1.58¢) este nimero se reduce a 7 variables,
correspondiente a (véase Figura[I-3):

1 2 1 2 3 4
{ukﬂ U1 U415 Uky2) Ut 2 Ugq2s uk+2}

En cuanto a la estabilidad del sistema en lazo cerrado con ley de control
resultante del problema (L.58), (Scokaert and Mayne 1998) prueban que dicha
accién de control conduce el estado del sistema a un conjunto robusto inva-
riante X asintéticamente.

La realimentacién es introducida en esta formulacién por el hecho de que
considera una secuencias de acciones de control para cada realizaciéon de la
perturbacién. Para un detalla en profundidad de controladores predictivos
robustos basados en optimizacién min-max, se recomienda al lector consultar
la tesis doctoral (Lofberg 2003).

®Esta restriccién impone que para un mismo estado z, la accién de control debe ser idéntica en
cada una de la realizaciones considerada de la perturbacién
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1.6. Diferentes Formulaciones de los MPC

A continuacién se discute brevemente diferentes formulaciones sobre con-
troladores predictivos basados en modelos, haciendo mencién a MPC no li-
neal, MPC con soluciones explicitas, MPC econémicos, MPC hibridos.

Control Predictivo no Lineal: Es bien sabido que en general, los procesos di-
namicos reales presentan comportamientos no lineales. Sin embargo, en gran
parte de los desarrollos de los MPC se utiliza un modelo lineal del sistema.
Algunas de la razones de esto se debe a: por un lado a la simplicidad del
problema de optimizacion subyacente (como se detall6 en la Seccion ([.5.4) el
indice de coste puede ser formulado como programacién cuadratica QP e in-
cluso puede obtenerse una solucién explicita), por otro lado, con los modelos
lineales se consiguen excelentes aproximaciones para muchos de los proceso
no lineales en zonas de operacién acotadas.

No obstantes, existen casos en donde los modelos lineales no pueden re-
presentar efectivamente el comportamiento del proceso no lineal, y por tanto,
las predicciones futuras no son titiles para la formulacién del problema MPC.
Para estos casos, es necesaria la implementacién de controladores predictivos
no lineales (Griine and Pannek 2011). El principal problema que surge en esta
metodologia, es que el problema de optimizacién puede ser, en un caso ge-
neral, no convexo y se resuelve con programacién no lineal (NLP) genérica. La
resolucién de este tipo de problemas es mucho mas compleja que un proble-
ma QP. Otro problema es que la solucién suele estar basada en la obtencién de
una solucién sub-6ptima. Por tltimo, los aspectos fundamentales en el desa-
rrollo de MPC se convierten en problemas muy complejos de resolver numé-
ricamente, como lo son: el estudio de la estabilidad y factibilidad, la robustez,
seguimiento de referencias, efc.

Sin embargo, existen gran cantidad de trabajo que se enfocan en este cam-
po (Griine and Pannek 2011) (y los trabajos referidos en éste). Una forma de re-
solver los problemas de optimizacién no convexos es mediante programaciéon
cuadratica secuencial (SQP) (Griine and Pannek 2011, Capitulo 10). Este técni-
ca consiste en sustituir en cada iteracion, la funcién de coste y restricciones no
lineales del problema por una funcién cuadratica y restricciones lineales, res-
pectivamente. Es un método que resuelve una secuencias de sub-problemas
de optimizacién, en donde cada uno de ellos optimiza una funcién de coste
cuadratica sujeto a una linealizacién de las restricciones.

La formulacién del problema de optimizacién para MPC no lineales puede



1.6. DIFERENTES FORMULACIONES DE LOS MPC 37

ser descrita por ([L.26). En el libro (Griine and Pannek 2011) se exponen los
principales resultados conseguidos en cuanto al para el disefio de MPC no
lineales. En este se estudia las condiciones de estabilidad y factibilidad, asi
como también la robustez de las leyes de control basadas en controladores
predictivos no lineales.

Para sistemas no lineales puede emplearse métodos de modelados que
usan modelos borrosos Takagi-Sugeno (politépicos con funciones de inter-
polacién conocidas, dependientes del estado) para caracterizar la dindmica
del sistema (Tanaka and Wang 2004). En (Ding 2011) se disefia un control
predictivo con realimentacién de la salida para sistemas no lineales repre-
sentados por modelos Takagi-Sugeno. Usando conjuntos invariantes y LMI,
garantizan la factibilidad y estabilidad del controlador MPC. Una propues-
ta interesante fue desarrollado por (Zhang et al. 2007) en donde el disefio del
controlador predictivo estd formulado en dos etapas diferentes. En la prime-
ra de ella, resolviendo un problema LMI fuera de linea se obtiene una ley
de control terminal basdndose en las restricciones terminales y en un con-
junto de desigualdades que garanticen la estabilidad del controlador a par-
tir de una funcién de coste en tiempo infinito, de la forma (L.43). En la se-
gunda etapa, se busca la resolucién de un problema de optimizacién par asi
determinar una secuencia de acciones de control éptimas minimizando una
funcién de coste de tiempo finito. Una metodologia que propone QP iterati-
va de resolucién de problemas de control predictivo no lineal con modelos
Takagi-Sugeno aparece en, por ejemplo, (Arino et al. 2014b). En un dmbito ge-
nérico, no especificamente ligado al control preditivo, el conservadurismo de
las soluciones basadas en modelos Takagi-Sugeno respecto de soluciones no
lineales ideales se discute en (Sala 2009). Una aproximacién al calculo de con-
juntos invariantes para sistemas TS con controladores que a su vez son TS
(parallel-distributed-compensation, en la literatura en lengua inglesa), apare-
ce en (Arifo et al. 2014a).

MPC Econémico. En muchos de los problema de control 6ptimo, los para-
metros presente en el coste de etapa L(-) son seleccionados con el fin de alcan-
zar objetivos de disefios tradicionales, tales como, respuesta rdpida con una
sobreoscilacién limitada, seguimiento de referencia, etc. En cambio en los pro-
cesos industriales, a menudo se plantea como objetivo principal la rentabilidad.
Los MPC econémicos, en su fase actual, considera las limitaciones de rentabili-
dad seleccionando que la funcién de etapa L(x, u) sea el costo econémico neto
de la operacién de la planta en (z, u). Como trabajos de gran interés se pueden
mencionar, entre otros, (Rawlings and Amrit 2009, Diehl et al. 2011, Rawlings



38 1.6. DIFERENTES FORMULACIONES DE LOS MPC

et al. 2012). En (Diehl et al. 2011) muestran que el controlador resultante es
estable y dirige el sistema a un estado de equilibrio admisible que es éptimo
en el sentido econémico, y que dicho sistema controlado ademads, exhibe un
mejor rendimiento con respecto a la referencia que la formulacién estandar del
MPC. En el citado trabajo también se muestra que, en algunos casos, es posible
utilizar funciones de Lyapunov para establecer las propiedades de estabilidad
en los controladores predictivos econémicos.

MPC Hibridos. El control predictivo basada en modelo ha sido desarrollado
ampliamente para el control de sistemas en tiempo discreto o para sistemas en
tiempo continuo. Sin embargo, muchos de los procesos industriales contienen
componentes discretos, tales como vélvulas, interruptores, selectores de velo-
cidad efc, ademads de los componentes continuos que se describen por ecua-
ciones diferenciales. La consideracién de sistemas hibridos que posean ambos
tipos de componentes permite la exploraciéon de nuevas técnicas de control
para esta clase de sistema (Mayne 2014). Unos de los primeros trabajos en este
dmbito es (Bemporad and Morari 19994). En el trabajo (Camacho ef al. 2010)
se presenta una excelente revisién de la literatura existen para esta clase de
sistema.

Los sistemas afines a tramos han recibido mayor atencién en la comunidad
académica debido probablemente a la continuidad de la funcién f(-) en el
sistema zx+1 = f(x,u) lo cual facilita el andlisis de estabilidad. Para funciones
f(-) discontinuas se remite al lector a la tesis doctoral (Lazar 2006). En (Lazar
2006) se extiende las condiciones suficientes de estabilidad proporcionadas
por una restriccién terminal y funcién de coste para sistemas discontinuos. En
el citado trabajo, se proponen métodos para calcular conjuntos de restricciones
terminales adecuados y funciones de costes para sistemas afines a tramos.

Por otro lado, los sistemas conmutados es uno de los principales campos
de interés en sistemas hibridos. El sistema que se pretende controlar puede
tener diferentes dindmicas en diferentes regiones del espacio de estados. Un
claro ejemplo son los sistemas afines a tramos donde el espacio de estado es-
ta dividido en varias regiones, en cada una de las cuales, el sistema es afin.
En (Mayne and Rakovi¢ 2003) se presenta un algoritmo para la solucién del
problema de control predictivo, suponiendo que la funcién de coste J(-) no es
diferenciable. Por su parte en (Miiller and Allgéwer 2012) tratan con sistemas
no lineales en tiempo continuo. Aqui el espacio de estado no se encuentra di-
vidido en regiones diferentes, pero el controlador puede escoger que coste de
etapa L;(-) va a emplear en el problema de optimizacién, con el fin de obtener
un candidato K;(z) para la ley de control actual.
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MPC con Soluciones Explicitas. Es de conocimiento general que los MPC
reemplazan el calculo fuera de linea de una ley de control por la solucién en
linea de un problema de optimizacién, cuya solucién conduce a una secuencia
de acciones de control. Por tanto, la accién de control que se envia al sistema
viene dada por ([.29). Como se vio en la Seccién [I.5.4] el problema de opti-
mizacién puede ser transformado a un problema QP dado por (1.38),
para sistemas LTIs. En (Bemporad et al. 2002b) se muestra como la secuencia
de actuaciones u°?!(z) tiene una estructura afin a tramos de la forma:

u’?(r) = K'z + ¢°, para z € X; ={z|Hix <L;}

definida en ! conjuntos X;,i = 1,...,l que forman una particién poliédricas
del espacio de trabajo. La idea es que el problema de optimizacién puede ser
resuelto paramétricamente, obteniendo asi una ley de control explicita. Estas
leyes de control son funciones afines a tramos del estado del sistema. Un MPC
explicito permite resolver el problema de optimizacién fuera de linea para un
determinado rango de condiciones de operacién de interés. Mediante las téc-
nicas de programacion multiparamétrica, un MPC explicito calcula la accion
de control 6ptima fuera de linea como una funcién “explicita” del estado del sis-
tema. De este modo, la implementacion en Iinea se reduce a una evaluacién de
una funcién. En la mayoria de los casos, tal funcién es afin a tramos (Alessio
and Bemporad 2009). Algoritmos para el cdlculo de soluciones explicitas del
problema de optimizacién bajo restricciones fueron desarrollados, entre otros
en: (Bemporad et al. 2002b, Bemporad et al. 20024, Rakovi¢ et al. 2004) para
sistemas lineales, en (Mayne and Rakovié¢ 2003, Rakovi¢ et al. 2004, Kvasnica
et al. 2011) para sistemas afines a tramos en tiempo discreto y para sistemas
inciertos en (Bemporad et al. 2003, Mufioz et al. 2004); el caso de restricciones
no convexas se aborda en (Pérez et al. 2011).






Capitulo 2

Sistemas Lineales con Saltos
Markovianos

2.1. Introduccion

Uno de los beneficios en el control de sistemas dindmicos es su capacidad
de mantener un comportamiento “aceptable” mientras que se cumple algtn
requerimiento de desemperfio, incluso en presencia de cambios abruptos en
la dindmica de la planta. Estos cambios pueden ser originados por pertur-
baciones ambientales abruptas, fallos o reparaciones en los componentes del
sistema, cambios en subsistemas interconectados, cambios en el punto de ope-
racion, etc. Ejemplos de estos casos se pueden encontrar en sistemas econémi-
cos (Blair Jr and Sworder 1975), sistemas de control en aeronaves (Aberkane
et al. 2008), sistemas de control en red (Zhang et al. 2005, Wu and Chen 2007),
de manufactura (Boukas and Liu 2001), etc. En muchos casos estos sistemas
pueden ser modelados a través de un conjunto de sistemas lineales en tiempo
discreto cuya matriz de transicién entre diferentes modos viene dada por una
cadena de Markov (Costa ef al. 2005). Esta familia de sistemas es conocida en
la literatura como: sistemas lineales con saltos markovianos, desde ahora M]LEﬁ y,
es el principal tema abordado en este capitulo.

Por ejemplo, considérese un sistema dindmico que —en cierto momento—
esta descrito por el modelo #;. Se supone que este modelo esta sujeto a cam-
bios abruptos que hacen que el sistema tenga un comportamiento distinto, el
cual sera descrito por el modelo H,. Méas en general, considérese que el siste-

7Viene del acrénimo en lengua inglesa Markov Jump Linear Systems.
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ma esta sujeto a una series de posibles cambios y que el mismo conmuta entre
un conjunto de modelos, i.e., {H1,...,Hn}. Es posible asociar cada uno de
estos modelos con un modo de operacién o funcionamiento del sistema, o simple-
mente modo, por tanto, para un cierto instante de tiempo &, se asume que el
sistema de encuentra en modo i y la representacién de su modelo viene dada
por H;, i =1,2...

Se supone a lo largo de este trabajo que el sistema salta entre diferentes mo-
dos de operacién y, que dichos saltos evolucionan estocasticamente de acuer-
do a una cadena de Markov. A lo largo de este manuscrito, el estado de la
cadena de Markov (o modo de operacién) es denotado como 6.

2.2. Cadena de Markov

Una cadena de Markov de tiempo discreto es un proceso estocdstico que
es la generalizacién simple de una secuencia de variables aleatorias indepen-
dientes., en donde la dependencia de los eventos sucesivos se remonta sélo
una unidad en el tiempo. En otras palabras, la probabilidad de ir al estado
siguiente solo depende del estado actual y no de la transiciones histéricas
que condujeron a dicho estado. Esto se conoce como propiedad de Markov
(Tijms 2003).

Definicién 2.1. (Tijms 2003) EI proceso estocdstico {X,,, n > 0} con un espacio
de estado I es dicho ser una cadena de Markov en tiempo discreto si, para cada
n=20,1,...

Pr{Xn_H = in+1 |X0 = io, e ,Xn = Zn} = PT{Xn_H = in+1 |Xn = Zn} (21)

para todo valor posible de i, . . ., in41 € L

Probabilidades de Transicién. A lo largo del presente trabajo se consideran
cadenas de Markov homogéneas con una probabilidad de transicién entre el
estado futuro j y un estado actual ¢ dada por:

T4 Z:PT{Xn+1 =j|Xn=Z}, i,jEI
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Se conoce como matriz de transicién a la matriz P € R"*" dada por:

11 T2 T1in
21 22 Ton

P=| | (2.2)
Tnl Tn2 coe Tpn

Para cada 7j; se satisface la condicién 7j; > 0, Z?Zl mj=1,14,j€l

Se define como probabilidades de transicién a n pasos a (Tijms 2003):

"= Pr{X, =j| Xo=1i},i,j €l

Ji

i - 4 _ (D
para cualquier n = 1,2,.... Nétese que 7j; = T

La distribucién estacionaria de una cadena de Markov con una matriz P es
un vector ¢, cuyo elementos no son negativo y suman 1, tal que, yIP = 1.

Clasificacién de los Estados. Se dird que un estado es absorbente cuando una

vez se entra en él, no es posible salir del mismo, es decir, 7;; = 1,7;; =0, i # j.
(n)

i

Por otro lado, un estado i es transitorio solo si > >~ 7
(n)

[

< oo y un estado j
es recurrente solo si > -, ;" = oo, (Tijms 2003). Esto significa que, la pro-
babilidad de que el sistema regrese al estado ¢, habiendo empezado en i, es

1.

Definicién 2.2. (Tijms 2003) Un estado j es accesible desde el estado i (denotado

como i — j) si WJ(-?)

es accesible desde i e i es accesible desde j (i < j).

> 0 para algiin n > 0. Dos estados i y j estdn comunicado si j

En la Figura 2-T se muestra un ejemplo de una cadena de Markov de 3
estados. Notese que el estado 3 es accesible desde el estado 1 (debidoa: 1 — 2
y 2 — 3). También se observa que los estados 1 y 2 estdn comunicados, i.e., 1 <>
2, al igual que los estados 2 y 3 (2 «++ 3), por lo tanto, el estado 1 y 3 también
estdn comunicados. Esto se conoce como cadenas de Markov irreducibles, es
decir, todo sus estados son accesibles entre si y por lo tanto estdn comunicados,
de lo contrario, la cadena se denota como no irreducible.



44 2.3. CONTROL OPTIMO PARA MJLS SIN RESTRICCIONES

21

11 22

12
23

13 32

33

Figura 2-1: Diagrama de estado de una cadena de Markov. Cada circulo representa un posibles
estados de la cadena.

2.3. Control Optimo para MJLS sin Restricciones

Considérese un sistema lineal discreto con saltos markovianos (MJLS) da-
do por la siguiente ecuacién:

Tpy1 = Ag,xp + By, ug, 0 € M (2.3)

donde 6, representa el modo de operacion del proceso. Ag, indica que la matriz
de estado A depende del pardmetro 6;. Por su parte, M = {1,2,..., M} son
los conjuntos de modos posibles, los cuales se encuentran gobernados por una
cadena de Markov discreta con una matriz de probabilidades de transiciones
dada por P := [rj;]. Dicha matriz tiene la forma (2.2).

Se asume que el proceso (2.3) conmuta entre M modos diferentes tal que:
Ap, € A=:{A1,..., Ay}, By, €B:={Bi,...,Bu} (2.4)

Ademas, la matriz IP se asume conocida y que se mantiene constante para
todo tiempo futuro.

Conocimiento de la variable de modo del sistema. Los controladores pa-
ra MJLS pueden basarse en distintas suposiciones sobre el conocimiento de la
variable de modo del sistema. En este capitulo, siguiendo (Costa et al. 2005), se
asumird que en el instante & existe un supervisor /diagnosticador que propor-
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ciona@ la variable 6}, La forma de implementar las opciones del diagnosticador
anterior estan fuera del alcance de este trabajo.

Predicciones. Se denotard con 1y |, los valores predichos de una variable
¥ en un tiempo futuro k + j, con la informacién disponible en el instante k.
Obviamente 1y, = 1k, en particular ;) deberd entenderse como el estado
medido zy.

Promedio condicionado. [Ej (¢} ) representala esperanza matematica (va-
lor medio esperado) de una variable aleatoria (¢4 ;) condicionada a que la
informacién del modo disponible en el instante k.

Control LOR para MJLS sin restricciones. En primer lugar, se define el in-
dice de coste dependiente del modo en tiempo finito como

N—1
Jé,N =Eo <Z L(wy)0,ug0,0¢) + P(xNanN)> , (2.5)

t=0

donde P(z o, fn) representa la ponderacion terminal del estado y L(xyo, ut|o, Ox)
el peso de coste de etapa. El superindice ¢ indica que la informacién del modo

7837

disponible en el instante k, debe ser “i”, esto es 0y = 1.

Los desarrollos relacionados con el control 6ptimo cuadrético para MJLS
sin restricciones aparecen en (Costa et al. 2005) para el caso en el que el modo
actual de la planta se conoce, donde se determina uj como una funcién de 6j,.
La ecuacién de optimalidad de Bellman es:

TP (x1) = min By (L(J?k,uk, Or) + J/?T{?Kr“(£k+1|k)) ; (2.6)

up €U

siendo 7 la informacién del modo disponible al momento de calcular la accién
de control.

Debido a que el modo actual se conoce (. = i), el primer termino en la
ecuacion de Bellman (2.6) es determinista, i.e.:

En(L(zk, uk, k) = L(zk, uk, 1)

Ahora, el estado sucesor se calcula con las matrices del sistema desde el

8En el Capitulo[3], se considerard también la opcién de conocer sélo 051, y en el Capitulo
se discutird el conocimiento de cierta variable de informacién que permita conocer sélo una
distribucién de probabilidad de 6.
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modo i, por lo tanto, el segundo termino viene dado por:

Ex (SN (@) =Y mi Yy (Aizk + Biug,) 27)
JEM

Una solucién particular para un horizonte a tiempo infinito se presenta a
continuacién: Definiendo el coste de etapa L(zy, uk, 0x) y terminal P(zx,0n)
cuadrético tal que:

Lz, ug, 0x) = ot Q% xy + uT R%u, S(zy,0n) =255V 2y (2.8)

con Q% >0, R% > 0,y S siendo matrices arbitrarias de dimensiones apro-

piadas, esto da lugar a una ecuacién tipo Riccati acoplada que depende del

modo actual del sistema. De hecho, el controlador éptimo se obtiene inician-

do la recursién a S%, = S°, para todo i € M y retrocediendo en el tiempo
o & M j

k=N —1,...,0,usando la notacién S} = 37,7 7;;S}:

T =i Sha 2.9)
Sk =Q' + AT S Ai = AT S} Bi(B] S Bi+ RY)T'BY S A (2.10)

ugP' = — (BI'S} 1 B; + R ' BI'S}_, Ay,

Pt = — Kz (2.11)

opt

donde u;°"" es la accién de control que debe aplicarse en el instante k, asu-

miendo que el modo de operacion fuese 0y, = i.

Horizonte infinito. Iterando las ecuaciones anteriores hasta la convergencia,
se obtiene el caso limite, i.e., S’ (desde ahora S%), por lo tanto, la accién de
control 6ptima y el coste esperado vienen dado por:

uzpt,i = Kz, JP(zp)=2TSzy (2.12)

siendo JoP (1) = Eo (Yo L(@k, uk, 0))). Para mas detalles consulte (Costa
et al. 2005).

2.4. Estabilidad de MJLS

Existen una gran cantidad de trabajos en donde se estudian el problema
de estabilidad en media cuadratica para MJLS, entre los que se pueden men-
cionar por ejemplo, (Feng et al. 1992, Krtolica ef al. 1994, Fang and Loparo
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2002, Ling and Deng 2012). Cuando se considera que la matriz de probabili-
dades de transicién PP se conoce parcialmente, la estabilidad en media cua-
drética es estudiada, entre otros trabajos, en (Costa et al. 2005, Zhang and
Boukas 2009, Zhang and Lam 2010). Por otra parte, cuando la matriz P se con-
sidera incierta pero dicha incertidumbre pertenece a un conjunto convexo en
donde se conoce cada uno de sus vértices, la estabilidad en media cuadratica
es tratada, entre otros, en (Costa et al. 1999, Costa et al. 2005, Aberkane 2011).

Definicién 2.3. (Costa et al. 2005) El sistema (2.3) es dicho ser estable en media
cuadrdtica (MSSH) si, para u, = 0y cualquier condicion inicial xo € X C R,
0o € M se cumple lo siguiente:

i E(x} zx) < oo (2.13)
k=0

Otros autores, por ejemplo, (Zhang and Boukas 2009, Definicién 2) definen
la estabilidad en el sentido estocéstico. Por otra parte, en (Lu et al. 2013) se
presenta la siguiente definicion:

Definicion 2.4. El sistema auténomo R.3), i.e., up = 0 es estable en media cuadrd-
tica si, para condiciones iniciales xo € X C R™ y modo inicial 0y € M se cumple lo
siguiente:
Jim B[z} ] = 0 (2.14)
Notese que en general, para sistemas no lineales las definiciones @2.3) y
(2.4) no son iguales. Sin embargo, para sistemas lineales con saltos markovia-
nos ambas definiciones son equivalente (Feng et al. 1992).

En el presente trabajo, el concepto de MSS viene dado por la Definiciéon
(2.3). El principal motivo de esto se debe a que en el disefio de controlado-
res predictivos para MJLS que garanticen MSS, basta con demostrar que la
funcién de coste subyacente al problema de optimizacién es finita, lo que im-
plicaria que la condicién (2.13) sea cumplida.

Teorema 2.1. (Costa et al. 2005) El sistema auténomo 2.3), i.e., up, = 0 es MSS si
y solo si, existen un conjunto de matrices simétricas y definidas positivas S;, i € M
que satisfacen la siguiente desigualdad:

AT > mS; | Ai = 8i <0 (2.15)
JjEM

9 Acrénimo proveniente del inglés mean square stable.
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Definicién 2.5. (Costa et al. 2005) Sea Ay, € A, By, € B. El par (A, B) es dicho
ser estabilizable en media cuadrdtica si existe K := {K', K? ... KN}, tal que,
cuando uy, = K%y, el sistema en lazo cerrado xj.1 = (Ag,, + Be, K% )z}, es MSS.

Para el caso sin restricciones puede aplicarse los resultados presente en la
seccién anterior, con el fin de calcular las ganancias de realimentaciéon K O 6, €
M. Sin embargo, existen diferentes métodos que sirven para calcular dichas
ganancias, por ejemplo, en (de Souza 2006) se proponen un procedimiento
para obtener una ley de control que puede o no ser dependiente del modo
de funcionamiento del sistema. Este procedimiento esta dado en términos de
LMI. Como se vera en capitulo posteriores, las ganancias de realimentacién
K seran utilizadas como ley de control terminal para estados perteneciente
a cierto conjunto terminal invariante. En dicho conjunto, por tanto, el sistema
en lazo cerrado serd MSS.

2.5. Control Optimo para MJLS con Incertidumbres
sujeto a Restricciones

La siguiente seccién estd basada en el trabajo (Lu et al. 2013), que a su vez
se basa en (Park and Kwon 2002). El objetivo es el disefio de controladores
predictivos MPC para MJLS sujeto a incertidumbres politdpicas, tanto en las
matrices del sistemas como en la matriz de transicién P.

2.5.1. Formulacién del problema

Se considera un MJLS sujeto a restricciones duras y con incertidumbres,
tanto en las matrices del sistema como en la matriz de probabilidades, i.e.:

Tpt1 = Ar(Or)zr + Br(0k)ug, (2.16)

donde 6, representa la variable modo de la cadena de Markov, 6, € M. La
matriz de probabilidades de transicién viene dada por Py, := [pr(i,7)]ij em,
donde:

pi(i,§) = Prifsi1 = jlOk = i}
Se supone que las matrices [P, pertenecen al conjunto Qp, i.e.:

Py € Qp := conv{P', P?,... , PT},



2.5. CONTROL OPTIMO PARA MJLS CON INCERTIDUMBRES SUJETO A
RESTRICCIONES 49

siendo P! := [p(i, j;t)]i jem, t = 1,2,...,T.Por suparte las matrices [Ay, (i) By (i)]
son desconocidas pero pertenecen al conjunto convexo:

[Ak (i) Bi(i)] € Qapl(i) = conv{[A' (i) B' (i)], [A*(i) B*(i)], ..., [A" (i) B"(0)]}
(2.17)
Se asume que el estado zj, y el modo 6, son medidos en el instante k.

Considere las siguientes restricciones duras en las entradas y salidas del

sistema:

[[tkan ()];] < [@(@)];, n>0,i€e M,j=1,...,ny (2.18a)
lpxpin| <Tj, n<1,j=1,...,n, (2.18b)

donde ¢ € R"¢*"=, [-]; denota el j-ésimo elemento de un vector o la j-ésima
fila de una matriz. Né6tese que las restricciones en los estados no depende
del modo de operacién, debido a que si —en cierto instante k- el sistema se
encuentra en modo ¢ € M con una entrada de control determinada por u, una
vez dicha accién de control es implementada en el proceso, el estado siguiente
Zr+1 es determinado independientemente del modo en que se encontraré el
sistema en el instante k£ + 1.

Se propone como objetivo del MPC, disefiar una ley de control que mini-

mice:
min max Joo (k) (2.19)
uk+n‘k,n20 [Ak+n\k(7f) Bk+n‘k(i)]eﬂ‘43(i), iEM, Pk+n‘keﬂp,n20
siendo:
— 2 2
Joo (k) :=Eg l;) (||$k+n|k||Q(9k+n‘k) + |uk+n|k||R(9k+nk))] (2.20)

parai € M, Q,,.) > 0, R, con matrices de ponderaciones de dimen-
siones apropiadas.

Noétese que el problema corresponde a un problema de optimizacién
min-mdx, en donde, el objetivo es disefiar una accién de control mientra se
minimiza el médximo de los valores (peor caso) que puede tomar la funcién
de coste para todos los valores considerados de la incertidumbre. Una vez sea
resuelto el problema (2.19) para un instante k, solo la primera accién de control

uy, es implementada en el proceso, similar al control predictivo convencional.
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MPC multi pasos sin restricciones. Para el disefio del MPC, en el citado
trabajo se propone en primer lugar el uso de una ley de control por realimen-
tacién de multiples pasos y dependiente del modo la cual sera utilizada como
ley de control terminal, de la forma:

Uk n =0,
Uktnlk = Kn(Oksnk)Trink 1<n<N-1, (2.21)
KN (Oktn)k) Thgn|k n>N
donde K1 (3), K2(3), ..., Kn(i) son las ganancias de realimentacion que deben

de ser optimizadas.

Debido a las incertidumbres y las restricciones el problema[2.19no es compu-
tacionalmente tratable, al igual que no lo era el problema (1.42). Por tanto, se
basandose en el procedimiento de la Seccién[I.5.5] aqui, se obtiene una cota su-
perior de la funcién de coste esperada J. (k). Entonces, minimizando dicho
limite superior se minimiza aproximadamente el indice de coste a horizonte
infinito J (k).

Para ello, en primer lugar considérese la siguiente funcién de Lyapunov
cuadratical:

V(@hinik) = [Thtnikllpe,,, 00 721 (2.22)

donde paran > N, i € M, P,(i) = Pn(i). Entonces, para derivar un limite
superior que acote a la funcién de coste es necesario imponer la siguiente
restriccion estocéstic:

V(@ kpnik) = Ergn|eV(@hgngp)] = ||xk+”|k”g?<9k+n‘k)+H“k+”|k|‘é<ek+n‘k>’ n>1
(2.23)

Lema 2.1. (Lu et al. 2013) Las restricciones estocdsticas son cumplidas si
existes matrices simétricas Q,, (i) := P;1, 1 < n < N, i € My cualquier matriz
Gn(i), Yo (i) = Kn(i)Gn (i), 1 <n < N tal que, (véase 2.24)) . Sin = N entonces,
@n+1(i) = @N(i), ie M.

10N6tese que la ecuacion 2.22) es similar a la ecuacién (L44), salvo la dependencia de la varia-
ble 6, presente en la expresion (2.22)

'Note que, la restriccién estocéstica es similar a la desigualdad (I.45), observéandose que
la diferencia es la consideracion de la esperanza matemaética en la ecuacion 2.23), para asi poder
tomar en cuenta las probabilidades futuras de todas las realizaciones de la variable 6. A demds de
la dependencia de las matrices Q y R del modo de funcionamiento del sistema. Puede concluirse
que el Lema (2.]) es la generalizacién del Teorema[LIlpara el caso de MJLS con incertidumbres.
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G () + Ga(i) — Qu(d) * o « . o
ALY ()G (i) + B @)Y () p 1 (5, 1;8)Quia(1) ... 0 ok
: : - : N
AY()Gn (3) + B' (i) Ya (i) 0 coo PN M) Qg (M) x ok
QY2G,(4) 0 0 I
RY2Y, (i) 0 0 0
(2.24)

ieM,n=1,...,N,l=1,....L, t=1,....T

Basado en las restricciones (2.23) una cota superior de la funcién de coste
(2.20) puede ser obtenida de la siguiente forma (véase (Lu ef al. 2013) para su
demostracion detallada):

oo

>~ (lzksnielll, )+ lksnielli, )

n=0

Joo(k) = Eyg,

lzklld,,, + lurlZ, ) +EV(@reae)]  (2:25)
Ahora, se puede imponer las siguientes desigualdades:

el + lulg,, , <7

Y Ex[V(2441)%)] < 72 las cuales, usando complemento de Schur pueden fécil-

mente convertirse en término de LMI, respectivamente como:

Y1 * *
T Q(‘Gi) 0 >0 (2.26)
we 0 Ry,
y
Y2 * *
Al(ek)l’k —|—Bl(9k)uk p_l(ek,l;t)(@1(1) * 0
. . >0,
Al (Or)xr + B0k )us 0 oo POk, M5 1)Qu(M)
(2.27)

Combinando las ecuaciones 2.25)-(2.27) es posible calcular una cota su-
perior de la funcién de coste esperada de tiempo infinito, es decir, Jo (k) <
1 + 72, para todas las posibles realizaciones de las incertidumbres presente
en las matrices del sistema y la matriz de probabilidad de transiciones. Por

consiguiente, cuando se minimiza una cota superior del coste, en realidad se
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estd minimizando el peor caso posible de la funcién de coste esperada de tiem-
po infinito J (k). Con esto en mente es posible plantear el siguiente problema
de optimizacién sin restricciones, el cual debe de ser resuelto en cada instante
k como:

min 71 +72  sujeto a 224), 2.26) y @.27) (2.28)
Y1,72,Uk G (4),Qn (), Yn (2)

Observacion 2.1. Como resultado se puede establecer lo siquiente: Si existe una
solucién para el problema anterior en el instante k, para un estado inicial x;, y modo
inicial 0y, entonces, también existird una solucion factible para cualquier instante t >
k y el controlador MPC basado en 2.28) puede garantizar MSS para el sistema sin
restricciones en lazo cerrado. La demostracion puede consultarse en (Lu et al. 2013,
Teorema 1).

Restricciones. En (Lu ef al. 2013, Seccién 4) se presenta en detalle el disefio
de controladores predictivos para MJLS inciertos sujetos a restricciones duras
tanto en las entradas como en los estados. A continuacién un resumen del
problema de optimizacién bajo restricciones que debe ser minimizado en cada
instante de tiempo &

min + 2.29a
2 G (0@ ()Y (8 W (), X (1) 262 (2-292)
sujetoa (2.24), 2.26),2.27) vy a:
— [a(0r)]; < [uk(Ok)]; < [@(Ok)];, J=1,.. .10 (2.29b)
—7; < A (Or)xr + B (Ok)ur) <75, 5=1,...,n, (2.29¢)
1 ieM
>0, 2.29d
Al(ok)$k+Bl(9k)uk Wl(z) ‘| B l=1,...,L ( )
i,j €M
T _ =
Gln.(Z)_'—.Gn(Z)l Wn(z) * o l . .1,...,L (2.29)
AN(@)Gn (i) + B (1)Yn (i) Wit1(d) p(i,j;t) >0,
paraalginl <t <T
1€M
Xn (i) Y5, (4) . — (N2
>07 Xn ij < i :1,...,N
l £ GL) + Guli) — Wal) ] nll < Ol m =
i=1,....ny

(2.29f)
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ieM
Z(i)  Wn(i) . 2
>0, [Z,())];; <72 n=2,....,N 2.29
=1L,...,Nyp

Observacion 2.1. Considérese el sistema sujeto a las restricciones 2.18), si
existe solucién factible del problema (2.29a)) en el instante k para condiciones iniciales
xr, Oy, entonces, existird solucion factible para cualquier tiempo t > k; el MPC basado
en (2.29a) garantiza MSS para el sistema en lazo cerrado, véase (Lu et al. 2013,
Teorema 2).

2.5.2. Discusion

Debido al hecho de que se conocerd el estado futuro x|, del sistema,
es posible realizar una parametrizacién de la ley de control u ) segun la
ecuacién (2.21). Para ello, se propone una ley de control por realimentacion y
dependiente del modo K, (i) las cuales son obtenidas en la solucién del proble-
ma de optimizacién y que sirven para garantizar MSS en lazo cerrado en el
sistema. Como es tipico en las estrategias MPC clésicas, solo la primera accién
de control serd aplicada al proceso, y se repetird entonces, la optimizacién del
problema ([2.28) para cada instante k para el nuevo estado ;. Un ejemplo se
presenta en el Apéndice

2.6. Conclusiones

En este capitulo, en primer lugar, se ha presentado una breve descripcién
de un tipo de proceso estocastico denominado cadena de Markov. Luego se ha
desarrollado controladores predictivos para sistemas multi-modelo cuya tran-
sicién entre ellos se encuentra modelada a través de una cadena de Markov.
Dichos modelos se consideran, en un primer caso, conocidos al igual que la
matriz de transiciones PP. Para este caso el controlador predictivo resultante es
6ptimo y garantiza estabilidad en media cuadrética (MSS). Un segundo proce-
dimiento de disefio fue presentado para sistemas de Markov con incertidum-
bres tanto en las matrices A, B del modelo, como en la matriz de transicién P.
Debido precisamente a dichas incertidumbre, el indice de coste que tiene que
ser resulto en cada instante, debe ser expresado como un problema de mini-
mizacién min-mdx. Dicho problema para tiempo infinito no es tratable compu-
tacionalmente, por consiguiente, se plantea resolverlo minimizando una cota
superior de dicho coste, expresando el mismo en términos de desigualdades
matriciales lineales (LMI), extendiendo asi, los resultados del trabajo (Kothare
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et al. 1996) para el caso de MJLS con incertidumbres sujeto a restricciones du-
ras.

Cabe destacar que esta tiltima formulacién del problema de optimizacién
es sub-dptima, pero reduce la carga computacional del primer planteamiento,
en donde se resuelve la optimizacién para todas las realizaciones futuras de la
variable 6, para un horizonte dado N. Es evidente que, dicha carga se incre-

menta exponencialmente a medida que aumenta V.



Capitulo 3

Control Predictivo para
Sistemas Lineales con Saltos
Markovianos

Resumen: En este capitulo se aborda el control predictivo para sistemas li-
neales en tiempo discreto con varios modos de funcionamiento. La transicién
entre dichos sistemas serd modelada a través de una cadena de Markov. El sis-
tema se supondrd sujeto a restricciones tanto en las variables de estados como
en las acciones de control. El principal objetivo es disefiar una ley de con-
trol que minimice una funcién de coste cuadratica y a la vez cumpla con los
conjuntos de restricciones. La condicién inicial del sistema y el modo de fun-
cionamiento en el instante actual o el anterior se asumira que esta disponible
al controlador en cada instante de muestreo. Conceptos de la teoria de con-
juntos invariantes y horizonte deslizante serdn incorporados en un enfoque
de controladores predictivos para sistemas lineales con saltos markovianos.
Parte del contenido de este capitulo aparece en el siguiente trabajo:

= M. Herndndez-Mejfas, A. Sala, C. Arifio, A. Querol. Fault-Tolerant Predic-
tive Control for Markov Linear Systems. Conference on Automation, Qua-

lity and Testing, Robotics, 2014. Cluj-Napoca, Romania.
DOI:10.1109/ AQTR.2014.6857824.

Ese trabajo corresponde cronolégicamente al primer acercamiento al proble-
ma objeto de esta tesis. Uno meses después a la referida publicacién, el articulo
(Patrinos et al. 2014) aborda un problema similar, ademds considerando solu-

55
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ciones explicitas mediante programacién multiparamétrica. Por esta razén, se
ha considerado pertinente incluir las ideas aqui expuestas dentro de lo que se
podria considerar estado del arte.

3.1. Introducciéon

Existe una enorme cantidad de publicaciones en las que se estudia el pro-
blema de control cuadratico sin restricciones para MJLS, véase Seccion 2.3 1a
cual esta basada en el libro (Costa et al. 2005). Los MJLS con restricciones du-
ras se tratan entre otros en (Costa et al. 1999, Lu et al. 2013, Patrinos et al. 2014),
mejorando estudios previos sobre el tema. En el control éptimo para sistemas
con saltos markoviano se busca minimizar un coste medio, lo cual resulta en
controladores diferentes a los reguladores robustos estudiados en, por ejem-
plo, el control predictivo min-méx (Kothare ef al. 1996), donde se busca que el
peor caso posible tenga unas prestaciones minimas garantizadas.

En este capitulo se pretende desarrollar un control predictivo para MJLS
de horizonte finito cumpliendo las restricciones en los estados y acciones de
control, minimizando una funcién de coste cuadratica (en media). Para ello,
se describe la obtencién del modelo de predicciones para un horizonte da-
do, asi como también, se calculan los conjuntos necesarios (terminal y factible)
para poder garantizar la estabilidad en el sistema, generalizando los resulta-
dos en cuanto a controladores predictivos robustos presentados en (Kothare
et al. 1996, Kerrigan 2000).

En el presente capitulo, el modo en el que el sistema se encuentra se asu-
mird conocido, bien sea en el mismo instante en la cual se aplica la accién de
control (comudn en desarrollos de control por realimentacién del estado para
MJLS (Costa et al. 2005, Lu et al. 2013)), o bien en el instante previo, segtin se
propondra aqui. Tal conocimiento del modo de operacién de la planta (tole-
rancia a fallos activa) puede adquirirse a través de técnicas adecuadas de diag-
néstico (Blanke and Schroder 2003, Frank 2002, Isermann 2011, Liu et al. 2012),
que no entran en los objetivos del presente estudio.

3.2. Preliminares y Notacién
Considérese un MJLS en tiempo discreto dado por:

Tyl = Agkxk + nguk, 0, € M, (31)
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donde 0}, representa la variable de modo de operacién del sistema. Ay, indi-
ca que la matriz de estado A depende el pardmetro 6. Por su parte, M =
{1,2,..., M} son los conjuntos de modos posibles, los cuales se encuentran
gobernados por una cadena de Markov discreta con una matriz de probabili-
dades de transiciones dada por P := [rj;], donde Pr{6; 11 = j|0, = i} = 7,
w5 > 0,Vi,je My Zj\il 7j; = 1. Se asumird que el proceso (3.I) conmuta
entre M modos diferentes tal que:

Aek c A= {Al,...,AM}, ng €B:= {Bl,...,BM} (32)

La matriz de probabilidades de transicién de la cadena de Markov se asu-
me conocida y el estado medido en cada instante de tiempo se considera dis-
ponible (realimentacién del estado).

Conocimiento de la variable modo del sistema. En cuanto al diagnosti-
cador, se desarrollardn dos escenarios diferentes con respecto al conocimiento
de Gk:

1. Existe un diagnosticador tal que el conocimiento del modo previo 6,1
estd disponible en el instante &, o bien

2. el diagnosticador para el instante &, proporciona informacién del modo
actual 0}, del sistema.

5i el modelo utilizado es razonablemente preciso, un diagnosticador po-
dria desarrollarse comprobando cuél de los modos corresponde a la transicién
observada entre los estados x,—1 y . Esta configuracién podria ser la base de
la primera opcién de diagnostico expuesta anteriormente. Sin embargo, si hay
informacién adicional acerca del modo actual, la segunda opcién seria viable,
obteniéndose un rendimiento mejorado al eliminarse ese retardo. Se remite
al lector a la literatura referida en la introduccién para mds detalles sobre las
técnicas de diagndstico, las cuales estdn fuera de los objetivos de la presente
tesis.

3.2.1. Notacion

Secuencias de modos. Existen M~ *! posibles realizaciones de la variable
del modo 6y, desdet =0at = N, N > 0. Ordenando las realizaciones (por
ejemplo, lexicograficamente), la variable I € £, £ = {1,2,..., MV *1} se usard
para representar una realizacién individual (Scokaert and Mayne 1998). Tal
realizacién se denotard por 8! = {616} ...0%}, y el elemento de la secuencia
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0! en la posicién j se representard por 95-, j = 0 hasta j = N. También, las
matrices que dependen del modo asociadas a tal elemento se denotaran por
simplicidad como Ag-l = Ag = Bel

Se define como:

9l|90 H Tolel_, (3.3)

a la probabilidad de una secuencia en particular 6', condicionada al conoci-
miento de su primer elemento 6. Adicionalmente, 6!, representa el ultimo
elemento de la secuencia 8', i.e., 0},,; = 0,,,g1)_,, donde len(8') representa la

longitud de la secuencia 6'.

Predicciones. Se denotaré con ¢, +j|x los valores predichos de una variable
1 en un tiempo futuro k + j, con la informacién disponible en el instante & y
la secuencia de modo I. Obviamente d’é\ » = Wy para cualquier [, en particular
xﬁc‘ . deberd entenderse como el estado medido z.

Notacién auxiliar: La siguiente notacién es utilizada a lo largo de este ca-
pitulo y los siguientes. || o |3, = T e.

Manipulacién de listas ordenadas de matrices. A lo largo del presente es-
crito el operador ) indicara el producto de listas de matrices y se define como:

Definicién 3.1. Dadas dos listas de matrices de apropiadas dimensiones y ordenadas
adecuadamente, C = {Ci,...,Cp} y D = {Dx,..., Dy}, su producto CQ D se
define como una lista de matrices R formadas por p x q elementos, donde el elemento
i, denotado comoR;,i = 1,...,px qestd formado por el producto de C;, y D;, donde
los enteros i1 Y 12 son la solucion de i = p(is — 1) + i1 paral < iy <p, 1 <iy <gq.

Por ejemplo, la definicién anterior implica:

R :={C1,Co} Q) D1, D2, Ds} = {C1Dy, CoDy,C1 Dy, C2 Dy, C1 D3, Co2Ds}

Conversién de lista a una matriz. En algunas operaciones que se utilizardn
mads adelante, las listas de matrices serd necesario introducirlas en un blogue de
matrices. En este caso, abusando de la notacién, se asumird que los elementos
de la lista son concatenados verticalmente, por ejemplo, C = {C4, C2} con C;
de dimensiones 2 x 3 y considerando matrices arbitrarias X, Y, Z de tamafio
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4 x 7,5 x 3y5 x 7, respectivamente, C se debe interpretar como:

_ o

C X X

=| C 34

) (e o
Y Z

3.2.2. Control Optimo sin Restricciones para MJLS

Las ecuaciones recursivas del control 6ptimo en los dos escenarios de diag-
nostico se discuten a continuacion:

Modo Actual Conocido

Los desarrollos relacionados con el control 6ptimo cuadrético para MJLS
sin restricciones aparecen en la Seccién 2.3] para el caso en el que el modo
actual del sistema se conoce.

Conocimiento del Modo Previo

Si la informacién conocida del modo en el instante % es 6,1 = i y la fun-
cién de coste es cuadrética, la ecuaciéon de Bellman resultante para dicho caso,
resulta:

sz]ffz(xk) = min Eg (L(xk, Uk, Gk) + J]?_T”_tls’eﬁ(xk_'_l‘k)) , (3.5)

up el
la cual estd compuesta por un primer sumando dado por:
E(L(zg, uk, Ok)) = Z i (e Qay, + uf Rl uy), (3.6)
JEM
y un sumando a la derecha dado por:

B (S % () = Y w7y (Ajae + Bjuy) (3.7)
JEM

Esto significa que el estado sucesor se deberia calcular con el modo actual
Jj, el cual se desconoce en el instante k, por lo que el resultado se promedia
adecuadamente. La ecuacién de Riccati resultante estarfa dada por:

a:gSZka = xf@zxk + uf]?luk + Z mji(Ajzk + Bjuk)TSi_'_l (Ajzi + Bjug),
JEM
(3.8)
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SIZC = Ql + Z WjiAfSi+1Aj—
JEM
-1
> miATSL B | | R+ > miBY 8L, B; > miB] 8] A;
JEM JEM JEM
(3.10)

con Q" = Y.\ i@, RN = 3.\ mjiR7, produciendo una ley de control
que depende del modo en el instante inmediatamente anterior:

-1

UZ’”” = _Klifka Kzi =—|R+ Z ”JZBTSkHB Z WiiBfS'IZHAJ“k
JjeM JEM

(3.9)

El célculo recursivo del indice de coste viene dado por la expresion (3.10).

Horizonte infinito. Iterando las ecuaciones en ambos escenarios hasta su
convergencia, se obtiene el caso limite S’ (abreviado a S%) y la accién de con-
trol 6ptima dada por:

uzpt,i - _Kig, J0pt,i(xk) — x%Sixk, (3.11)

siendo J**i(xk) =[Ey (ZI;“;O L(xk, Ul Gk))

3.2.3. Descripcién del Problema

El objetivo principal de este capitulo es desarrollar una ley de control pre-
dictiva que sea capaz de dirigir el estado del sistema al origen o a una re-
gién terminal invariante vecina de éste, para cualquier realizacién futura de
0! 1 € L, adaptando el enfoque control predictivo con horizonte deslizante y la
teorfa de conjuntos invariantes al caso de sistemas lineales con saltos marko-
vianos en consideracién.

Las restricciones tanto en el estado como en la accién de control se defini-
rdn como: zj, € X, ux, € U siendo X un subconjunto convexo, cerrado de R™»
y U un subconjunto convexo, compacto de R™*, ambos conteniendo el origen
en su interior.

Una vez obtenido el controlador terminal, se desea determinar el conjunto
de estados iniciales, tal que la estrategia del control predictivo sea factible para
un horizonte dado para toda realizacién de modo posible. En dichos conjuntos
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de estados, la ley de control predictiva se encargara de conducir el sistema a
una regién terminal (previamente obtenida).

3.3. Desarrollo del Control Predictivo para MJLS

En esta seccién se presentard la solucién del problema anteriormente es-
tablecido, detallando la obtencién del modelo de prediccién de estados, en
el cual debe incluir todas las posibles realizaciones de 6, i.e., 0'1 € L.Se
calcularén los conjuntos terminal T y factible K%, necesarios para asegurar es-
tabilidad y factibilidad del problema en estudio y por tltimo, la formulacién
del problema del control predictivo en termino de programacién cuadratica
(QP), extendiendo el planteamiento QP del control predictivo convencional.

3.3.1. Modelo de Prediccion

Dada una particular realizacién de la cadena de Markov 0,1 L, para
un estado inicial conocido z( y una secuencia de futuras acciones de control
U = {ul,uj_,...}, los estados futuros predichos en el instante k + ¢ seran

(7] : 12
denotados como z; ., ,, y vienen dado po 12

k+t—1 k+t—1 [k+t—1

l l l 1] [

v = 11 AVer + IT A" B, (3.12)
j=k d=k \j=d+1

donde puede observarse que las entradas de control ug] son dependientes de
la realizacién con el fin de tomar en cuenta que los valores futuros de z y ¢
serdn conocidos en los instantes futuros, todo ello, siguiendo las ideas presen-
tadas en (Scokaert and Mayne 1998). Adicionalmente, es necesario afiadir una
nueva restriccién cuando los elementos anteriores al instante d de la secuencia
0" y 6'2 sean idénticos, las acciones de control también tienen que ser idéntica
(“restriccion de casualidad”), ugl] = ugﬂ.

Agrupando de forma adecuada las predicciones, es posible conformar un
vector de estados futuros con: una prediccién para 41|, M para vy o, M 2
para z;,.3); y asi sucesivamente hasta completar el horizonte V. En el Capitulo
se expresan estds predicciones en formal de drbol de escenarios.

El modelo de prediccién es diferente en cada uno de los dos escenarios de

121.a notacién de producto de matrices (no conmutativo) se supone realizada en el siguiente
orden H;’.:aAj = ApAp_1 ... Aq, es decir, los valores més altos de los indices multiplican por el
lado izquierdo.
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diagnéstico considerado.

Modo Actual Conocido

Se denotara con la variable 1)y al vector de predicciones de estados futuros.
Este vector serd funcién del modo 6y, y el estado z. Para cada modo inicial,
i € M, el vector de predicciones puede calcularse como: ¢, = I';vy, donde
vy, es el vector de variable de decisién formado por zj y todas las futuras
entradas ul, parad = k,...,k+ N — 1yl = 1,... M? La Matriz I'}, puede
obtenerse aplicando la siguiente recursién:

?;=< (F;H, O) ) (3.13)
i ( AQTi . blkdg(BRS) ) (3.14)

donde las matrices A y B vienen dadas por la Definicién Por su parte,
blkdg(-) denotard la disposicién de los elementos de una lista en forma diago-
nal por bloques. S, es una lista de matrices con un total de M*~! elementos,
siendo cada uno de los elemento igual a una matriz identidad de dimensién
m x m y 0 una matriz de ceros de dimensién apropiada. La recursién es ini-
cializadaa Y} =T'{ = (4; B;).

Por ejemplo, considérese un sistema con dos modos de operacién (M = 2)
y un horizonte de prediccion N = 3, el modelo de prediccion tiene la siguiente
estructura:

A; B; 0 0 0 0
A1 A; A1 B; B 0 0 0
Az A; A2 B; 0 B2 0 0

It = |AAA, A/AB, A/Bi 0 By 0
AsA1A; AA1B; AxBi 0 0 B>
A1A2A; A1AXB; 0 A1By 0 0 B1 0
_AQAQAZ‘ AxA>B; 0 As B 0 0 0 Bz_

o O O o O©
o O O o O©

donde la primera columna representa la respuesta libre, y el resto la respuesta
forzada para cada secuencia (asumiendo la adecuada expansién de las accio-
nes de control: una en el primer instante, dos en el segundo y cuatro en el
tercero).
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Modo Anterior Conocido

Para este caso, la accién de control no puede depender del modo actual
del sistema, por consiguiente, dadas dos realizaciones ' y 6'2, las variables
de entradas deben verificar ul[ill] = ul[f] si los primeros d — 1 elementos de las
secuencias son idénticos. Las matrices para la implementacién de la ecuacién

de prediccién pueden calcularse con la misma recursién, pero inicializada a

Ti —T% — (AB)

3.3.2. Conjuntos Terminal y Factible

Es bien sabido que la técnica de control predictivo necesita tener asociado
ciertos conjuntos para poder probar la estabilidad y factibilidad del problema
de optimizacién (Mayne et al. 2000). A continuacion se extendera las defini-
ciones bdsicas presentadas en la Seccion[I.2] para obtener dichos conjuntos en
cada uno de los dos escenarios de diagnéstico en consideracion.

Modo Actual Conocido

Definicién 3.2. (Conjunto a un paso con realimentacién del modo) Considérese un
conjunto arbitrario Q, el conjunto a un paso con realimentacion de modo Q({),
es el conjunto de estados en R™= tal que, una accion de control prefijada dependiente
del modo u' = K"z conduce al sistema a {2 en un paso para todo i € M:

QQ):={z eR™u' = K'z € U,[A; + B;K'|z € Q, Vi € M} (3.15)

Definicién 3.3. El conjunto terminal con realimentacion del modo T para la
ley de control sin restricciones se obtendrd aplicando el Algoritmo [1} estable-
ciendo:

Ko={reX|-KzeclU, Vic M}

como semilla y obteniendo IC,, 1.1 = Q(K,,) N X hasta su convergencia (Kpy1 = ICp).
Por lo tanto, Ty = K,,.

Noétese que, puede no existir tal convergencia, por consiguiente, no pue-
de garantizarse la existencia del conjunto T¢. Sin embargo, en este trabajo se
asumira dicha convergencia.

Definicién 3.4. (Conjunto controlable a un paso con realimentacion del modo) Con-
sidérese un conjunto arbitrario ), el conjunto controlable a un paso con reali-
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mentacién del modo Q°(2), se define como:
Q%(Q) := {z e R™ |3’ € U, [A4jz + Biu'] € QVi € M} (3.16)

Definicién 3.5. (Conjunto controlable a N pasos con realimentacion del modo) EI
conjunto controlable a N pasos con realimentacién del modo IC){, (X,T¢)esel
conjunto de estados en X para lo cuales existe una ley de control admisible dependiente
del modo, tal que, el estado del sistema es conducido a una region terminal Ty C R"
en como mucho N pasos, mientras se mantiene la evolucion del estado dentro del
conjunto admisible X en todos los instantes intermedios, para cualquier secuencia de
modos posible.

KL (X, Ty) = {wo eX|I{u e UKL «{all, e XHL yal, €Ty, Vi€ 5}7
(3.17)

donde x%%o es la prediccién en el instante £ dado por (8.12), para cada rea-
lizacién de 6, utilizando la accién de control dependiente del modo u%].

Este conjunto se obtiene recursivamente durante NV iteraciones del siguien-
te procedimiento:

K (X, Tp) = QE(K)_ 1 (X, Ty)) NX,

comenzando con el conjunto ICg (X, Ty) =Ty.

Modo previo conocido

Cuando la informacién del modo se conoce en el instante previo al calculo
de la accién de control y, la ganancia de controlador (K*) depende de tal modo
previo, el conjunto a un paso asociado al calculo del conjunto terminal necesita
redefinirse como:

QQ) :={zeR"lW' =K'z €U, [Aj + B;K'z € Q, ¥(i,j) € M*} (3.18)
Igualmente, el conjunto controlable a un paso debe definirse como:
Q%(Q) :={z e R"|Fu e U, [Ajz + Byu] € Q, Vi € M}, (3.19)

debido a que el modo del sistema en el instante a aplicar las acciones de con-
trol no es conocido, una accién de control v independiente del modo actual,
debe de conducir el préximo estado de la planta a 2. Por lo tanto, el conjunto
Q(Q) es idéntico al conjunto controlable a un paso robusto que aparece en
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(Kerrigan 2000). Evidentemente, en este caso, la ausencia de la informacién
del modo actual, produciria conjuntos mdas pequerios que los conjuntos”con
realimentacién del modo” definidos anteriormente.

Cabe destacar que, pueden existir estados fuera de los conjuntos factibles
obtenidos en ambas situaciones que pudieran resultar factibles para un con-
junto limitado de secuencias de modos. Esto sera el principal objetivo de in-
terés del Capitulo[6l Los conjuntos obtenidos son mayores, pero no se puede
garantizar al 100 % la factibilidad y, por tanto, no se puede probar estabilidad

en media.

3.3.3. Célculo de la accion de control
Modo Actual Conocido

Considere el problema de control predictivo con restricciones de horizonte
finito N el cual consiste en obtener una secuencia acciones de control ¢/ :=
{u%], Uyl q,- -}, minimizando un coste medio utilizando la ecuacién de pre-
diccién @I) Dicho problema de control se formula de la siguiente forma,

como media de un indice cuadrético predictivo:

N-1

i . l l

Tigen = 3 Pr(0'16}, =) (Z il + eyl + il gl )
lel t=0

(3.20)

Para asegurar estabilidad, de modo analogo al control predictivo conven-
cional, el coste terminal S%+~ en la expresion (3.20) debe ser el coste en (3.11)
el cual es obtenido con tras convergencia. Asimismo, las siguientes res-
tricciones transitorias y terminales deben aplicarse para las predicciones re-
sultantes de toda realizacién posible [ € L:

a:L”H'k € X, ugj]“‘k e, x%h_mt €T;CcX (3.21)

El esquema anteriormente propuesto es estable —en media cuadritica—, en el
sentido de (Zhang and Boukas 2009) si el conjunto factible contiene puntos
distintos del origen.

Teorema 3.1. La implementacion mediante la técnica de horizonte deslizante del con-
trolador dptimo anterior es MSS en lazo cerrado, para todo xo € IC']’; (X, Ty), zo # 0
si Q es definida positiva y R semi-definida positiva.
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Demostracion: Basicamente la prueba se basa en la siguiente argumenta-
cién: En primer lugar, es evidente que el conjunto controlable en N-pasos con
realimentacién de modo IC]fV(X, T¢), para una horizonte N dado, es un con-
junto invariante bajo control. Dado que dicho conjunto es obtenido a partir de
un conjunto terminal invariante admisible del sistema, los conjuntos de esta-
dos factibles cumplen la propiedad que IC']{,_1 (X,Ty) C IC]fV(X, Ty), por tanto
es posible asegurar que x|, € IC]fV_l (X,Ty) C Xparatodo zg € IC]fV(X, Ty).
Esto garantiza la factibilidad del problema QP en todo instante, por lo tanto,
el coste medio estimado denotado como JP(zy, ) es finito. Tal coste puede
actuar como una funcién de Lyapunov para probar estabilidad en media si se
cumple el decrecimiento medio (Costa et al. 2005):

By (JP (2k, Ok) — TP (Thy1, O0k41)) > 0

La solucién éptima cumple esta condicién de decrecimiento en media: esto
puede demostrarse introduciendo la esperanza matemadtica E;, en las argu-
mentaciones para probar estabilidad en control predictivo estaindar que apa-
recen en (Goodwin et al. 2006). O

Modo anterior conocido

Para este caso, en el problema a resolver se necesita reemplazar la condi-
cionen B20) a 0, |, =i,y ul[ill] = ugz], para todas aquellas secuencias en
donde coincida el primer d — 1 elemento, es decir, se cambia el significado de
las variables de decision de control. Andlogamente a (3.5), el coste terminal

debe ser también dependiente del modo anterior SN,

En la prueba de estabilidad en media cuadratica, el conjunto factible pa-
ra el problema de control QP sera el conjunto controlable robusto a N-pasos
obtenido en (Kerrigan 2000) y la funcién de Lyapunov para probar dicha esta-
bilidad debe obtenerse con J°P!(zy, 051 ). En resumen, los resultados de opti-
malidad y estabilidad sobre modo actual conocido también pueden adaptarse
a este segundo escenario de diagnoéstico de forma analoga.

3.3.4. Cuestiones Computacionales

El controlador desarrollado plantea dos situaciones a considerar en cuanto
al coste computacional necesario para la resolucién del problema de optimi-
zacion: (a) el calculo fuera de linea de los conjuntos terminal y factible y, (b) la
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resolucioén en linea del problema QP para el calculo de las secuencias de con-
trol.

En cuanto a la primera de las cuestiones, el conjunto terminal invariante
con realimentacién del modo propuesto en este capitulo, tiene exactamente
los mismos requisitos de computo que los conjuntos politépicos robusto pre-
sentados en el trabajo (Kerrigan 2000). Por otro lado, los conjuntos factibles
(controlables con realimentacién del modo) requieren un espacio aumenta-
do en las variables de entrada (el niimero de entradas se multiplica por el
nuimero de modos), con una dimensionalidad maés alta para las proyecciones
que la de los conjuntos robustos de (Kerrigan 2000), lo que resulta més costoso
de computar.

En cuanto a la optimizacién en linea, el problema mas importante del en-
foque propuesto, es el hecho de que el ntimero de variables de decision y las
restricciones aumenta exponencialmente a medida que aumenta el horizonte
N. Por lo tanto, grandes horizontes no son alcanzables en la préctica, excepto
para los sistemas con pocos estados y nimero reducido de modos de funcio-
namiento. Podrian llevarse a cabo, por ejemplo, varios enfoques distintos para
mitigar la carga computacional:

1. Una vez sean obtenidos los conjuntos controlables con realimentacién
del modo (o, alternativamente, robusto), una accién de control subdpti-
ma puede ser calculada considerando en el indice de coste y restricciones
terminales, tiinicamente un namero reducido de combinaciones de tra-
yectorias del estados, por ejemplo, tener en cuenta las trayectorias mas
probables. Esto requeriria eliminar filas de las matrices 'y, (Capitulo[6).

2. La complejidad computacional puede ser aliviada introduciendo en el
problema de optimizacién algtin conservadurismo basado en arbol de
escenario (Capitulos dH5).

3. Es bien conocido que el coste 6ptimo de un problema QP con restriccio-
nes lineales es cuadratico por regiones. No obstante cotas sub6ptimas
cuadraticas (no por regiones) pueden obtenerse mediante LMIs (Seccién
obteniéndose conjuntos invariantes elipsoidales. Podria usarse cual-
quier poliedro contenido en dichos elipsoides como conjunto terminal,

junto con la correspondiente cota cuadratica como coste terminal.
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3.4. Ejemplo Ilustrativo

Para ilustrar los resultados propuestos en este capitulo, considere el sis-
tema térmico mostrado en la Figura [3-T el cual consta de dos habitaciones
adyacentes calentadas por radiadores independientes.

Tamb

T T2

Q1 Q

Figura 3-1: Sistema térmico.

Modelo: El modelo matematico que describe la dindmica del sistema viene
dada por:

Mci Ty = Kio(=T1 + T2) + K1a(Tamp — T1) + Qn (3.22)
MeoTy = Ki9(T1 — To) + Koo (Tump — To) + Qo

Los valores de los pardmetros son: Ky, = K3, = 0,8333 KW/°C, K5 =

0,1750 KW /°Cy MC; = MCy = 200 W/°C. El punto de operacién nominal

se establece a: T . = 9°C, TP =T9 = 15°C, Q) = QY = K1,(ITY —T° ,) =5

KW. La temperatura externa (7.,5) se asumira constante e igual a su punto de
operacion.

Se consideraran dos modos de funcionamientos: modo 1, en el cual los

radiadores ()1 y Q2 funcionan correctamente; modo 2, en donde el radiador
uno @ falla, es decir, (1 = 0).

Para la temperatura exterior constante T;,,5, tomando como origen de coor-
denadas el punto de operacién nominal, empleando variables incrementales

alrededor de este se tiene:

ATy =T =T, ATy =T — T, AQ1 = Q1 — QY,AQ2 = Q2 — Q5 (3.23)
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el modelo (con ATy, = 0) en Modo 1 es el siguiente:

1

. 1 1
ATl = _M—Cl(K12 + Kla)ATl + M—ClK12AT2 =+ MCl AQl
1 1 (3.24)
ATy = —— K1,AT1 — K1 + Kog) ATy + ——A
2= 3, e Mcz( 12 2a) AT e Q2

En Modo 2, como el radiador 1 falla, i.e,, Q1 = 0, es facil ver que en la
ecuacion (3.23), el modelo tiene una constante AQ; = —QY = —5 KW, por lo
tanto, el sistema queda afectado por una perturbacién:

. 1 1 5

AT, = — K Ki)AT), + —— K12 AT — 2
1 Mo (K12 + K14)ATy + Mgy M2z =7 (3.25)
. 1 1 1

AT, = Ki2(AT1 — ATy) — —— Ko, ATy + ——A 2
2 Mo 12( 2) Moo 2 2 + Mo Q2 (3.26)

El término constante en la ecuaciéon (3.25) se modelara como un tercer es-
tado ©3 = 0 con valor inicial constante en todo instante z3 = 1, por lo que
la pérdida de potencia de 5 KW en (3.25) se reemplazard por —5/Mc1 - 23 =
—0,4756 - x3.

Tras discretizar las ecuaciones del sistema con un periodo de muestreo de
20 segundos, las matrices del modelo en representacién interna normalizada
para cada modo son:

0,0042 0,0158 0 0,0951 0,0008
A; = [0,0158 09042 0|, B;= |0,0008 0,0951
0 0 1 0 0

0,0042 0,0158 —0,4756 00,0008

Ay = [0,0158 09042 —0,0041|, Bs= |0 0,0951
0 0 1 0 0

La matriz de probabilidad de transicién para los célculos se fijara a:

p_ | 0.95 005 (327)
0,05 0,95

Dado que se tienen dos consignas de temperaturas para las dos habitacio-
nes, es imposible alcanzar simultdneamente las dos referencias con error en
equilibrio nulo en Modo 2 (s6lo opera un tinico radiador) en régimen estacio-
nario, incluso anexando accién integral. La magnitud de dicho error depende-
r4 de la temperatura exterior.



70 3.4. EJEMPLO ILUSTRATIVO

Restricciones y especificaciones de rendimiento: La restricciones en los ra-
diadores serdn los limites fisicos establecidos en [0,10] KW, i.e., 5 KW en
coordenadas incrementales. Por su parte, las temperaturas en el régimen tran-
sitorio deberdn evitar alcanzar incrementos de +16°C sobre el punto de ope-
racién escogido.

Con el fin de seleccionar un horizonte de prediccién N adecuado, también
se especifica que el control predictivo debe ser factible para cualquier tempe-
ratura inicial en un rango de +8°C' alrededor del punto de operacién nominal.
Las matrices de pesos del indice de coste vienen dada por:

9 0 30 0
R= 1 =110 3 0
0 2
0 0 le™®

Se calculard y simulard el control en el caso en el que se conoce el mo-
do actual de funcionamiento del sistema, en el mismo instante de aplicar las
actuaciones al proceso.

Obtencidn de los conjuntos terminal y factible: Resolviendo recursivamen-
te (2.9) se obtiene la ley de control terminal u}*. Dado que el tercer estado es no
controlable, éste serd el responsable de la presencia de error de posicién en
cada instante cuando el radiador 1 falle. Esto provocaria que los valores es-
perados del coste acumulado (2.9) tiendan a infinito, por lo que la recursion
no convergeria. Para evitar este problema y sin perder el significado précti-
co del modelo ampliado, el polo en z = 1 se ha reemplazado por un polo en
z = 0,999 solo para el calculo del controlador termina El

Denotando ¢ = (ATy AT, z3)T al vector de estado del sistema, la ley de
control terminal dependiente del modo esta dada por:

Uy =

- (0,5559 0,0659 —0,6198>w
ts

~ 10,0654 05388 —0,1364
(3.28)

2,% 0 0 0
Uy = (O
0,0830 0,5414 —0,4543

Una vez resuelta la ecuacién de Riccati para ambos modos, el modelo se
retorna al integrador puro (polo en z = 1) para los pasos posteriores del di-

13E] desplazamiento de los polos en el eje imaginario de la planta en bucle abierto (Skogestad
and Postlethwaite 2007) se utiliza frecuentemente en la técnica LQR estandar con accién integral
en sistemas con perturbaciones constantes, asi como también, en disefio de controladores Ho.
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Figura 3-2: Conjunto Terminal (linea sdlida roja), conjunto inicial de estados factibles para
N = 1 (linea discontinua verde), y N = 4 (linea solida azul).

sefio. Los conjuntos terminal y factible se calcularon utilizando (3.15) y (3.16)
aplicando el Algoritmo[I] con la ayuda de Multi-Parametric Toolbox 3.0 (MPT)
(Herceg et al. 2013).

Seleccionando el horizonte de prediccién N = 4, el conjunto de estados
factibles resultante IC'J’; incluye las especificaciones de temperaturas iniciales
de +£8°C (Figura [3-2), por lo que no se necesita incrementar dicho horizonte
de prediccién, con el fin de cumplir los requerimientos impuestos. El conjunto
terminal T; y los conjuntos factibles para N = 1,2,3,4 se muestran en la
Figura[3-2

3.4.1. Resultados para diferentes simulaciones

En la Tabla[3.1]se presenta el tiempo de computo medio necesario para re-
solver una iteracién del problema de control predictivo con saltos markovia-
nos (CPM) (3.20). Dichas simulaciones fueron realizadas en una computadora
con sistema operativo Linux (Ubuntu 14.04, 8 GB RAM, i7-920 CPU), usando
Matlab® R2013a. Puede observarse, que el coste computacional crece signifi-
cativamente a medida que aumenta el horizonte de prediccién N.

Adicionalmente, con el fin de mostrar el crecimiento de la carga compu-

Cuadro 3.1: Tiempo de Computo (TC). Segunda fila: 2 modos de funcionamiento. Tercera fila: 3
modos de funcionamiento.

Horizonte | N=2 | N=4| N=6 N=28 N =10
TC-2(seg) | 0.0123 | 0.0348 | 0.1796 2.9091 164.7176
TC-3(seg) | 0.0258 | 0.1866 | 12.1573 | 295.6370 *
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tacional se procede a anexar un tercer modo de operacién al sistema, el cual
consiste en la pérdida total del radiador 2, Q2 = 0. En la Tabla[3.]], la altima
fila corresponde a los tiempo de computo tomando en cuenta 3 modos de fun-
cionamientos en el proceso. Se observa que para un horizonte N = 10 no es
posible ejecutar una iteracion del problema, con los recursos computacionales
utilizados (agotando la memoria disponible). Esto tltimo evidencia lo comen-
tado en la seccién 3.3.4, a mayor nimero de modos y mayor el horizonte de
prediccién, mayor serd la carga computacional.

También se han ejecutado varias simulaciones con el fin de mostrar las
diferencias entre el control predictivo con saltos markovianos propuesto con
horizonte N = 4, y los controladores éptimos clasicos, asi como también, un
controlador predictivo min-méx.

Las diferentes simulaciones se mencionan a continuacion:

= (Sim. 1) el sistema siempre se encuentra en modo 1,
= (Sim. 2) siempre en modo 2,

= (Sims. 3-6) simulacién con diferentes patrones de fallos.

En las simulaciones 1-4 se asume que el estado inicial pertenece al conjun-
to terminal, i.e., zo = [5,5] € Ty. El controlador predictivo resultante para
este caso, evidentemente coincidird con el controlador LQR clasico, denotado
como DLQRI1 (disefio para el sistema 1) y DLQR2 para cuando el radiador 1
falla (modo 2).

En la Tabla[3.21 pagina [/3] se presentan los resultados de las diferentes si-
mulaciones, que a continuacién se detallan y discuten. La primera columna
indica distintas estrategias de control comparadas, la segunda el indice de
coste sumado durante 50 iteraciones (si hay error de posicién, la suma infini-
ta no se puede evaluar), la tercera columna indica el coste provocado por el
error de posicién estacionario, y la tiltima columna indica las temperaturas de
equilibrio en las que el sistema se mantiene.

Simulacién 1 [Sim 1]: Puede observarse que el controlador DLQRI1 es en
efecto, el controlador 6ptimo con mejor rendimiento cuando el modo 1 siem-
pre esté activo, como intuitivamente se esperaba. Dicho controlador conduce
al estado del sistema al punto de operacién sin error de posicién en estado
estacionario (columna 4).

Por otro lado, el controlador DLQ R2 alcanza peor rendimiento que el CPM
propuesto (ver coste en columna 2) y el controlador min-max. Nétese que, am-
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Cuadro 3.2: Comparacién de rendimiento del control terminal para los dos modos de operacion,
Modo 1: Radiador Q1 y Q2 funcionan correctamente. Modo 2: Radiador Q1 falla.

[Sim 1] Modo Normal (1) fﬁl Ly L Too
DLOR 1 575.8903 | 1le~? [0,0]
DLQR 2 735.5770 | 1.0191 | [0.0783,0.4512]
CPM 607.3083 | 0.3852 | [0.2450,0.0776]
Min-max 679.4028 | 0.9223 | [0.7341,0.0793]
[Sim 2] Modo de Fallo (2)

DLOR 1 2,8640e® | 91.4719 | [-5.0228,-0.3657]
DLQR 2 2,1258¢3 | 75.1312 | [-4.9297,0.1708]
CPM 2,4155¢3 | 75.2947 | [-4.9593,-0.0013]
Min-méx 2,5413¢3 | 76.3245 | [-4.8836,0.1289]

Nota: Las columnas de la tabla representa: (a) Controlador disefiado, (b) coste
acumulado para 50 muestras, (c) coste final en estado estacionario y (d) estado
final.

bos controladores presentan error de posicion con respecto al punto de opera-
cién, esto se debe basicamente a: cuando el sistema esté regulado por la ley de
control proveniente del DLQR2, es imposible alcanzar error nulo con solo un
radiador en funcionamiento, mientras que CPM toma en cuenta la posibilidad
de fallo del radiador en instante futuros, por lo tanto, sobrecalienta ambas ha-
bitaciones con el fin de anticiparse y compensar dichos fallos. Si embargo, el
controlador CPM propuesto consigue un coste acumulado menor que el con-
trolador min-maéx, el cual intenta minimizar el peor caso del indice de coste
sobre todas las posibles secuencias de modos, es decir, minimiza el maximo
valor la funcién de coste resultante de una secuencia de modos en particular.
La implementacién del controlador min-méx se ha realizado segtn el pro-
blema de optimizacién basado en LMI que aparece en (Patrinos ef al. 2014,
Corolario 28).

Simulacién 2: En este caso el modo 2 siempre esté activo, y es obviamente
el controlador DLQ R2 quien alcanza un rendimiento 6ptimo, dado que se ha
optimizado para, especificamente, esta situacién. Sin embargo, puede verse
que existe un error de posicién significativo en los tres controladores, esto se
debe a que con un solo radiador es imposible seguir simultdneamente referen-
cias de temperaturas en ambas habitaciones.
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Cuadro 3.3: Resultados de simulacién con conmutacion de modos.

Sim. 3: Aleatorios ‘IUO L | E(z1) | E(z2)
DLQR 1 25,7632 | —2,9878 | 0,2138
DLQOR 2 9252325 | —3,0012 | 0,3427
DLQR-Conmutado | 22,4275 | —2,9610 | 0,2433
CPM 21,5679 | —2,8002 | 0,1593

Simulaciéon 3: En esta simulacién, el modo del sistema si conmuta de acuer-
do a la matriz de transicién de Markov P. Para completar la comparacién, se
considerara un controlador adicional, denominado D LQ R-conmutado, dicho
controlador cambia entre DLQR1 y DLQR2 dependiendo del modo medido
en cada instante. Es importante sefialar que, evidentemente, no hay garantias
de estabilidad para los controladores DLQR1, DLQR2 o DLQR-conmutado
bajo la condicién de conmutacién arbitraria del modo. Se omite la compara-
cién con el controlador min-max, debido al tiempo necesitado para obtener la
solucién para 300 muestras.

Ejecutando la simulacién para 300 muestras, el controlador que consigue
el coste medio por muestra (J/300) mds bajo corresponde al CPM propues-
to (TablaB.3). En esta tabla también se representan los valores medios de las
temperaturas controladas, observandose que el CPM alcanza valores més cer-

canos a la consignas (menor error).

La evolucién temporal de las temperaturas y las acciones de control duran-
te un segmento de la simulacion aparecen el la Figura[3-3] Se observa cémo las
temperaturas abandonan el punto de funcionamiento cuando ocurre un fallo
y regresan a él (CPM ligeramente por encima) al recuperarse el modo normal.

Simulaciones adicionales: Otras simulaciones, descritas abajo, se han eje-
cutado con el fin de mostrar la correcta implementacién del controlador CPM
propuesto, para diferentes situaciones. Las simulaciones tienen una longitud
de 50 muestras. En la Figura [3-4]se representan las trayectorias de los estados
en el plano de fase (z1, x2) de tres simulaciones desde condiciones iniciales
diferentes:

» La simulacién etiquetada “Sim 4" (Verde) se realiz6 seleccionando un es-
tado inicial dentro del conjunto terminal, en modo de fallo. Dicha situa-
cién se mantiene durante 9 muestras, luego el sistema conmuta a modo
1 el resto de la simulacién, observdandose que, tras recuperarse del fallo,
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Figura 3-3: Evolucion temporal (Simulacién 3):
— Graéfica superior: Evolucién de Temperatura habitacion 1.
— Gréfica inferior: Evolucién de Temperatura habitacién 2.

Figura 3-4: Trayectorias para diferentes estados iniciales (Simulaciones 4-6).
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ambas temperaturas alcanzan el origen.

» La simulacién “Sim 5"(roja) fue realizada escogiendo el estado inicial
fuera del conjunto terminal y en modo de fallo, recuperando la condicién
normal de funcionamiento en k¥ = 8 y volviendo al fallo en £ = 18.
Puede verse que el sistema finaliza con un error (offset) tal como se habia

discutido anteriormente.

= Finalmente la simulaciéon “Sim 6"(azul) comienza con el estado inicial
fuera del conjunto terminal y en todo instante con modo de funciona-
miento normal. Nétese que la trayectoria de los estados del sistema al-

canzan, sin problemas, el origen.

3.5. Control Predictivo Basados en Escenarios

La siguiente seccién estd basado en el trabajo (Bernardini and Bemporad
2009) en su version congreso, extendida posteriormente a su versién revista
en (Bernardini and Bemporad 2012).

Considérese un sistema lineal con incertidumbres en tiempo discreto:
Try1 = A(wy)zy, + B(w)ug, (3.29)

donde wy € W es una variable aleatoria y W : {w!,... , w*}. Enumerando
todas las s posibles realizaciones de wy, el sistema (3.29) puede ser escrito

como:
Aixy + Biug, st wp = wy

Asxp + Bouy, st wp = we

Tht1 = (3.30)

Agzp + Boup, 81 wi = ws

Para modelar la evolucién de la variable wy, considere el vector de pro-
babilidad p(k) = [p1(k),p2(k), ..., ps(k)]T que define la probabilidad de cada
realizacion de wy, en el instante &, i.e.:

p;(k) = Prlwy, =wj], j=1,2,...,s (3.31)

cony*_ pi(k) =1, keN.

Suposicién 3.1. Se asume que en el instante k, el vector de probabilidades p(k) es
conocido. Ademds, p(k) € P, Vk > 0, donde P es un conjunto convexo, P C D,
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siendo:
S
i=1
Se denota con v!,v? ..., 0™ a los m vértices del politopo P con v/ =
[v],v3,...,01], 5 =1,2,...,m.

3.5.1. Disenio MPC Estocastico

El objetivo de esta seccién es disefiar un esquema MPC estocdstico que
resuelve el problema de regular el estado = del sistema (3.29) usando la in-
formacién disponible de la variable wy. La idea es asegurar estabilidad media
cuadratica (véase Definicion 2.3).

Caso sin restricciones

El objetivo es calcular una funcién de Lyapunov con su asociada ley de
control que pruebe estabilidad media cuadratica para el sistema (3.29) en au-
sencia de restricciones. Para ello, considere lo siguiente:

EV (@rq1)] = V(we) < —afp L (3.32)

donde V(x) viene dada por la ecuacién (L44), i.e., V() := 2 Px. Limitdndose
al caso de funciones de Lyapunov cuadraticas la ecuacion (3.32) corresponde
a la ecuacion (2.23). Dada un vector de probabilidades p(k), se tiene:

EV(@r10)] = Y 23 (BT 15 Prrst i g (3.33)
j=1

donde Thillk,j = Ajzp + Bjug, j=1,2,...,s.
Definiendo uy := Kz, P = Q L, K =YQ 'L = W~ lconQ = QT »~
0,W = W% » 0y utilizando el complemento de Schur, el cumplimento de

la desigualdad (3.32) viene dado por el cumplimiento de la siguiente LMI
(Bernardini and Bemporad 2009):
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Q Q VI AQ+BY)T - /B(AQ+ BY)T ]
Q w 0 0
VPi(AiQ+BiY) 0 Q =0
| VPs(AsQ +BsY) 0 Q |
(3:34)

Para uso de una notacién més simple, se refiere a la matriz (3.34) como
L(p(k)), haciendo énfasis en la dependencia de la solucién de la LM del
vector de probabilidades p(k). Si L(p(k)) = 0 entonces existe una solucién
para todo p(k), entonces, la ley de control por realimentacién uj, = YQ 'z
garantiza convergencia asintética (en media cuadratica) del sistema en lazo
cerrado (Bernardini and Bemporad 2012, Lema 2).

Obtencién de la Funcién de Lyapunov Fuera de Linea. Considere un proce-
so modelado por el sistema[3.29donde w(k) € W esta descrita por un proceso
aleatorio con una distribucién de probabilidad p(k) € P, Vk > 0 la cual cum-
ple con la SuposicionB1l Sea v?, v?, ..., v™, los m vértices del conjunto Py sea
Q € R=Xne W € Rm=Xne Y € R"% X" yna solucién del siguiente problema

de optimizacién semidefinida:

va%/ny traza(W) (3.35a)

st traza(Q) =1 (3.35b)

W—-Wy =0 (3.35¢)
diag(L(vY),...,L™)) = 0 (3.35d)

entonces, el sistema (3.29) con ley de control u), = YQ 'z es exponencial-
mente estable en media cuadratica (Bernardini and Bemporad 2012, Lema 3).

Disefio de un Arbol de Optimizacién. Se asume que estd disponible un mo-
delo exacto de la evolucién del vector de probabilidad p(k), por ejemplo, una
cadena de Markov. A continuacién se propone un esquema disefio de drbol
basado en el enfoque de médxima probabilidad, en el que el arbol de optimi-

14Notese que la desigualdad (3:34) es un caso particular de aquella presente en el Lema 2]
dado que en (3:34) no se considera que el vector de probabilidades p(k) tenga incertidumbre, es
decir, es conocido para todo instante k. Ademds, como en (Bernardini and Bemporad 2009) se
busca meramente estabilidad, entonces W se considera variable de decision. En el lema2.1] W1
es fija, cuadratica dependiente de las matrices del indice de coste a optimizar.
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) ®) suce(T:, j)

Figura 3-5: Ejemplo de un drbol de optimizacién. Los nodos en rojo representan el conjunto de
nodos terminales S.

zacién se actualiza en cada periodo de muestreo utilizando la informacién
disponible del estado zj, y la variable wy. Para ello, se listan diferentes defi-
niciones necesarias para la construccién de un arbol como el mostrado en la
Figura 2 de (Bernardini and Bemporad 2012).

» T :={T1,Tz,...,Tn}: Conjunto de nodos del drbol. Los nodos serdn
indexados progresivamente al arbol.

= 2, Estado asociado al nodo V.

= 15 Entrada de control asociada al nodo V.

» 7 Probabilidad de alcanzar el nodo N desde 7;.

= pre(N): Predecesor del nodo V.

» succ(N): Sucesor del nodo N generado con el modo j € {1,2,...,s}.
= §(N): Modo que conduce al nodo V.

» C = {C1,Cq,...,C.}: Conjuntos de nodos candidatos a ser afiadidos al
arbol y se definen como C := {N ¢ T | 3(i, j) : N = suce(T;,j)}-

= S C T:Conjuntos de nodos terminales definidos como S := {7;| succ(T;, j) ¢
T,i=1,2,...,n, j=1,2,...,s}.

Algoritmo para el disefio de arboles. En (Bernardini and Bemporad 2012,
Seccién 3, Alg 1.) se presenta un algoritmo para la obtencién de un arbol de op-
timizacion, el cual consiste en: cada nodo del 4rbol (Figura representa un
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estado predicho que se tomard en cuenta en el problema de optimizacién. Ini-
ciando desde el nodo raiz 71, que estd definido con el valor actual p(k), se eva-
ltia un lista de posible nodos candidatos C considerando todas las s posibles
dindmicas en (3.30) con sus respectivas probabilidades p1 (k), p2(k), . . ., ps(k).
El candidato con méxima probabilidad, denotado como C;- es afiadido al ar-
bol. La lista de candidato es actualizada afiadiendo todos los nodos sucesores
del ultimo nodo afiadido, i.e., succ(C;+, j) paratoda j € {1,2,...,s}. Este pro-
cedimiento es repetido hasta alcanzar un numero de nodos méximos desea-
dos. Este procedimiento conduce a una estructura de arbol flexible, es decir,
puede existir trayectorias que en general tienen diferentes longitudes, como
se muestra en la Figura[3-5

Notese que la aplicacién de este algoritmo favorece la construccién de un
arbol de optimizacién dando prioridad a realizaciones de la variable wy, con
mayor probabilidades, permitiendo que estds sean de mayor longitud que
aquellas realizaciones con menor probabilidades. De ahi la causa de que pue-
dan existir secuencias de diferentes longitudes en el drbol resultante, véase la
Figura

Formulacién del Problema de Control: Para facilitar la notacion, x;, u;, m;,
(i), pre(i) serdn usadas para denotar x7;,ur;, 77;,0(7;), pre(7;), respectiva-
mente. Sea zy;, el estado medido en el instante k, p(k) el vector de probabili-
dades del la variable wy, el problema MPC estocéstico sin restricciones puede
ser formulado como:

n}j’n Z Tt Qui + Z wju?Ruj + Z Tt Qs (3.36a)

1€T\({T1}US) JET\S i€S
s.t

A&(z Tpre(i) =+ Bti(z Upre(i)s Vi e T\ {lTl} (336C)
sz )(Ajz1 + B; ul) P(A;x1 + Biup) < x{(P — L)z (3.36d)

donde las matrices @), R, Qs son matrices de penalizaciéon de dimensiones
apropiadas.

Teorema 3.2. (Bernardini and Bemporad 2009) Se asume que se cumple el Supuesto
By que existe una solucion factible del problema Entonces, el estado x del
sistema (3.29) controlado por la ley de control éptima calculada a través del problema
es exponencialmente estable en media cuadrdtica.
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Caso con Restricciones. Considérese que existen restricciones en termino de
componente, tanto en el estado como en la entrada del proceso de la form:

reX={r:|z| <zf,i=1,2,...,n,} (8.37a)

7

weU:={u:|u| <ul,i=12,...,n,} (3.37b)

Se desea obtener (fuera de linea) una funcién de Lyapunov y una ley de

control que garantice el cumplimiento de las restricciones y que cumpla con
la convergencia robusta del sistema al origen, i.e.

V(@psrpe) — V(@ge) < =g, Ly, Yk €N (3.38)

Se puede expresar la desigualdad (3.38) de la forma (3.32) en el problema
de control en linea, usando la informacién disponible en p(k). Aplicando el
complemento de Schur, la condiciéon puede ser expresada en forma de
LMI como:

Q (4;Q+ B;Y)" (L'/2Q)"
(A4;Q + B;Y) Q 0 =0,j=1,....,s (3.39)
(LY2Q) 0 VI

donde P = vQ !, K =YQ 'y L > 0.Con el fin de tomar en consideraciéon
las restricciones, se define el siguiente elipsoide invariante:

E:={z|2TQ 'z <1} = {z| 2TPz <~}

& representa un elipsoide invariante para el sistema en lazo cerrado (3.29)
controlador por la ley de control uy = Kxy, es decir, si x;, € £ implica que
zr+¢ € €,Vt € N. Entonces, dado un estado inicial zy € &, esto puede expre-

sarse como ie.:

[1 ﬁ]>a (3.40)
ro Q

Una condicién suficiente para el cumplimiento de 3.37] estd dada por la
LMI

Q (I'(A;Q 4+ B;Y))T

(I (4,0 + B,Y)) (a7 )? =0

— 3

(3.41)

150tros tipos de restricciones, tales como politépicas (II7) o elipsoidales pueden ser manejadas
de forma similar, véase (Kothare ef al. 1996).
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parai=1,2,...,n,, 3=1,2,...,5,y

X Y

YT Q = 07 Xll < (ul-'_)27 l= 17 27 sy Ny (342)

donde I? es la i-ésima final de una matriz identidad de dimensién n, x n,.

Por lo tanto, el problema de calcular una funcién de Lyapunov cuadraticay
una ley de control que cumpla con las restricciones (3.37) y estabilidad robusta
[3.38 puede ser establecido como:

_min —logdet(Q) (3.43a)
QX Y,y
st (3.39),(3.40), B41). B.42) (3.43b)

Formulacion del Problema de Control: El problema MPC estocéstico su-
jeto a restricciones puede ser formulado como:

min Z mx?Qxi + Z wiu;erui + Z mx?sti (3.44a)

1€T\({T1}IUS) i€T\S i€S

s.t

T1 = Tk (3.44b)
T = As(i)Tpre(i) + Bsi)Upretiy, Vi € T\ {T1} (3.44¢)
zeX, Vie T\{Ti} (3.44d)
u; €U, VjeT\S (3.44e)
(A;x1 + Biuy) € X, Vi | suce(T1,1) ¢ T (3.44f)
(Apz1 + Bruy)TP(Apay + Brur) < 7, Yh | pr(k) > 0 (3.44g)
ZS: pi(k) (A1 + Biuy)T P(Aixy + Byup) < o1 (P — L)ay (3.44h)
=1

Noétese que el sistema en lazo cerrado asegura estabilidad en media cua-
drética mediante la restriccién de Lyapunov decreciente (3.44h). Ademas, la
factibilidad recursiva del problema de optimizacién es garantizada dado que
se obliga que el estado siguiente permanezca dentro de un conjunto elipsoidal

&, véase la restriccion (3.44g).
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3.6. Conclusiones

Este capitulo se ha presentado una configuracién de un control predictivo
para sistemas lineales con saltos markovianos cuya transiciones entre diferen-
tes modos son modeladas por una cadena de Markov, dicho controlador es
estable en media cuadrética. Se asume que el conocimiento de bien el modo
actual o bien el anterior esta disponible para el controlador, en el momento de
aplicar las actuaciones al proceso. Los resultados en la literatura para sistema
lineales de Markov sin restricciones se han extendido a leyes de control pre-
dictivo de horizonte deslizante para sistemas con restricciones, obteniendo los
conjuntos terminal y factible necesarios para asegurar estabilidad en media en
esta metodologia. Varios ejemplos muestran que el rendimiento simulado del
enfoque propuesto en este trabajo, corresponden a las expectativas tedricas
presentadas.

Finalmente se presenta el disefio de MPC estocdsticos basado en escena-
rio. Se plantean dos casos diferentes, en el primero se considera el problema
de control sin restricciones, mientras que en el segundo el problema de opti-
mizacién se encuentra sujeto a restricciones de estados y entradas. La ley de
control resultando garantiza estabilidad y factibilidad mediante funciones de
Lyapunov cuadraticas.
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Abstract: This chapter proposes a model predictive control for Markov-jump
or switched linear systems (switching between a finite set of modes) when si-
multaneously considering prediction horizons (and realisations of the mode
variable) of different length, in order to balance accuracy versus computatio-
nal cost. Feasibility, stability and receding horizon issues are considered.

4.1. Introduction

Most systems are subject to state and control constraints. Set invariance
theory is a fundamental tool in order to obtain robust control invariant sets.
The uncertain polytopic linear case is addressed in (Blanchini 1994, Kerrigan
2000). Feasible sets in MPC are also strongly related to such developments
(Kerrigan 2000).

This chapter addresses MPC for Markov-jump /switched linear systems
in both average or minimax cost settings, assuming that the current mode of
operation is known. Unconstrained mode-dependent state-feedback terminal
controllers for average cost optimisation is presented in (Costa et al. 2005) via
coupled Riccati equations; a minimax set-up with well-known ‘guaranteed
cost’ LMIs appears in (Zhang and Boukas 2009); (Lu et al. 2013) combines both
approaches for uncertain MJLS (see Section 2.5 for details.).

The main problem of MPC set-ups for Markov/switched linear systems is
the exponential increase of the number of possible outcomes needed to craft
the complete prediction models. The number of decision variables also grows
exponentially with the prediction horizon.

The objective of this chapter is to show how predictive control can be
formulated when simultaneously considering prediction vectors of different
lengths. Conditions for guaranteeing a finite cost bound for all cases and receding-
horizon stability are proposed. Preliminary ideas on choosing multiple-length
sequences are given, in order to achieve a trade-off between conservatism and
computational cost.

4.2. Preliminaries and Problem statement

Consider is the following linear time-varying system:

Try1 = Ag, w1 + Boug, k>0 (4.1)
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where z;, € R™ represents the state vector, and u; € R™ the control actions.
{br, Kk =0,1,...} € M, M = {1,2,..., M} is the so-called mode varia-
ble, which follows a discrete-time Markov chain with a transition probability
matrix given by P = [n},], i.e., Pr{Oy+1 = j|0x = i} = m;;, where m;; > 0,
Vi,j € M and Z;‘il mj; = 1. System (@.I) switches between M different ope-
ration modes, i.e.,

Aek EAZ{Al,...,AM}, Bek EBZ{Bl,...,BM} (4.2)

System (4.J) is subject to state and control constraints, i.e, uxy € U and
zy, € X, where U C R™ is compact, X C R" is closed, and each set contains the
origin in its interior.

It is assumed that there exists a diagnoser such that at time k£, mode 6y,
is known, as well as the state x;, and the Markov chain probability matrix P.
Apart from parameter jumps, the mode matrices are assumed time-invariant
(A and B are constant) and 7;; will not change with time.

Chapter [ assumes that the transition probabilities matrix of a Markov
chain is complete, i.e., 7;; # 0, Vj, i € M. However, in many cases there is
no transition between some operation modes. In such cases, we have:

Admissible Sequences.

S; is defined as the set of all modes j € M accessible from a mode i € M in
one time step, i.e., S; := {j € M|mj; > 0}. An admissible switching sequence
of length N, 0! = {646} ...60% .} for (xy+1 = Ap,xx + Ba,ur, 0 € M,)isa
switching path for which 6} ., € Sy, forany 0 < k < N — 1. The set of all
admissible mode sequences of length N is denoted as GV, and G is the set of
all admissible finite-length sequences. Notation len(0') represents the length
of the particular sequence 6'.

Let us denote ©® C G as a set of sequences 6!, [ € £, i.e., © := {01,672 ...}.
Furthermore, when two arbitrary sequences are given, i.e., n and &, the nota-
tion n€ will represent the concatenation of these sequences, so by definition

len(ng) = len(n) + len(§).

4.2.1. Predictive Control for Markov/switched Systems.

In order to set-up predictive control computations, terminal controllers
(mode-dependent terminal state feedback K’ and terminal weights P’) and
finite-horizon cost indices must be crafted. Let us separately consider the ave-
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rage cost set-up (MJLS) and the minimax case (arbitrary switching).

MJLS.

Terminal controllers using unconstrained average-cost minimisation for
MJLS are well developed, see Section using coupled Riccati equations.
The average-cost solutions are exact in the terminal set (maximal invariant set
in which the terminal control does not saturate).

Switched case.

Widely used minimax state-feedback controllers (unconstrained case) ap-
pear in (Scokaert and Mayne 1998) for the arbitrary switching case; (Lazar et
al. 2006, Lemma IV) poses them in LMI form (used here in later examples). The
solutions in the cited literature are only upper bounds on the true infinite-time
quadratic cost.

Once terminal controllers are obtained, predictive set-ups are crafted by
considering: (a) a finite prediction horizon NV, (b) a prediction model, this mo-
del consist of each possible realisations of the mode variable (Section ; (€)
an average/minimax finite-time quadratic cost index.

If the terminal cost over-bounds the infinite-time cost, such schemes can
be guaranteed stable or stochastically stable (Lu and Arkun 2000, Patrinos et
al. 2014) in receding-horizon implementation.

Robust invariant sets (terminal sets) and controllable sets (guaranteed fea-
sible for the predictive control set-up) can be obtained using the ideas and
software in (Blanchini 1994, Kerrigan 2000, Patrinos et al. 2014). Modifications
when some switching sequences are not possible will be later proposed.

4.2.2. Problem Statement

The main problem of minimax/average cost optimisation is the exponen-
tial increase of the number of considered sequences and decision variables as
the horizon N increases. For accurate cost estimations, such horizon must be
large: if we solve the minimax predictive control for horizon N; > N, then the
optimal cost for the longer horizon is lower or equal, because of the terminal
over-bounding; this is also the case in average cost optimisation if the initial
state is outside of the terminal set.

The objective of this chapter is to discuss preliminary ideas on how using
sets of sequences © with fewer elements than G (being N; a large integer
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which computational resources cannot handle) but with more elements than
those in GV (for small-enough N) can be used to get a reasonable trade-off
between computational complexity and proven cost bound, while maintai-
ning, in any case, stability guarantees and a clear characterisation of the sets
on which the proposed problem is feasible.

As all the sequences in the considered set will not have the same length,
the approach will be coined as multiple-horizon predictive control.

4.3. Sequence-set Predictive Control

4.3.1. Prediction Model

Consider a set ® C G of variable-length sequences. Consider the model

2.3), given a particular realization 0! € ©,] € L, for known initial state z;, and

MU
k1l Yht2)kr

predicted for it will be denoted as xg]ﬂ.‘ w forany 0 < i < len(@l). It can be

a sequence of future actions U! = {u%], . }, the future states

expressed as:

k+i— k+i— k+i—
w T A, N (T 4] g, 13
Thtill = H j Tkt H j d Yk (4.3)
=k d=k \j=d+1

Given two sequences 8" and 6'2 with different lengths, say N; < N» being
Ny = len(6') and Ny = len(6'2), if the first one is a subsequence of the second
one, i.e., there exists a sequence ¢ such that 81 ¢ = 0'2, some refinements to the
above causality issues must be made: as receding-horizon stability assumes
that the terminal controller is used forever after the terminal set is reached,
that means that the longer sequence should assume such terminal control law
(no new decision variables should be added, i.e., forcedly u%_ﬂ Wik = K ixHh‘k,
with i = Gﬁf for h > Ny).

Remark 4.1. In standard MPC set-ups, considering all admissible sequences of length
N, the number of sequences card(G" ) can be determined via the so-called incidence
matrix I, defined as the one whose element (i, j) is equal to 1 if m;; # 0, and equal
to zero otherwise. Indeed, it can be proved that the number of sequences is the sum of
the elements of the N-Th power of the incidence matrix I : the largest eigenvalue of
T governs the exponential increase of the number of admissible sequences for large N.
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4.3.2. Sequence-set-Dependent Cost Index for Predictive Con-
trol

Given a particular sequence ' € ©, the sequence-dependent quadratic
cost index will be defined as:

len(0')—2
l U pgly . 1.1 (1] 2 (1] 2
J (w0, U",0") := |‘$k+len(91)_1|kHP%M + Z ”xk+n|k”Q% + Huk+n|kHR%
n

=0

(4.4)
being P;, (); and R; suitable symmetric positive definite weighting matrices
of appropriate dimensions, ¢ € M. In this case, in order to be coincident with
standard predictive control concepts, the prediction horizon N is set to N =
len(0') — 1, being the last element of ' the mode at the time instant when
terminal set is reached.

Minimax cost (arbitrary switching systems).

the ®-minimax problem may be defined as obtaining the decision varia-
blestd! == {ull, 1 € £,d=0,...,len(#") — 1} minimising:

J(0,©®) =min max J'(zo,U', 8" (4.5)
Ut 1, 8h=6,
subject to the standard constraints: intermediate states in validity region X,
control action in U and terminal state inside a terminal set to be later compu-
ted. This problem can be expressed as an LMI problem as follow:

Given the prediction model (.3), for a particular sequence 6', we denote
with X }V‘ .- the set of future predicted states with information at time &, from
time instants k to k+ (N —1). Such predictions, as well as the control actions I
will be assumed juxtaposed in column vector form, abusing the notation, as
in standard MPC set-ups. Then, it is well known that a matrix representation:

X, = Ela + YU (4.6)

U

. . 1 .
can be set up. Also, a similar expression of the state z;° ;. as a function of x4

and U' can be obtained.
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The problem (4.5) is equivalent to:

minimise (4.7)
subject to J'(zo,U',0') < ,VI € L 4.8)
and o)), € X, ull €Uzl €T (4.9)

being T the mode-dependent terminal set, to be defined later. Expressing
JH(zo, U, 0') as a quadratic form (£4). This problem can be expressed as an
LMI problem, applying Schur complement transforms, setting N = len(6')—1:

¥ * * *
X @)™t o 0
Nk R >0, VIeL 4.10
u' 0 (RH~1 0 ’ ’ (410
! _
a0 0 (Pt
where:
Ql = dlag(QGiv sty Qeé\jil)
and
R' = diag(Ryt, ..., Ryy )

plus the well-known expressions of the constraints forcing a point being inside
a polytope (Lu and Arkun 2000). Causality constraints (Scokaert and Mayne
1998) should also be enforced by suitably coding of ¢/!.

Average cost (MJLS).

As an alternative option when probabilities of transitions are available, the
index:
J (60, ©) Z%DEeg}:eo(Jl(xo,Ulﬁl)) (4.11)

denotes minimising the conditional expectation of the cost (conditioned to
knowledge of the initial mode). This cost can be minimised via QP or LMIs:

With suitable computation of the probability of a sequence ' given its
first element (current mode is assumed available, transition probabilities are
known), using (8.3), the MPC minimising the average cost can be obtained by
solving on-line the LMI optimisation problem:

ml’nz Pr(6Y)!

leL
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Subject to:
’yl * * *
Mg (@) 0 0 >0Vliecl (4.12)
U 0 (Rl)—l ’ :
1 _
xurmk 0 0 (Py,) !

plus the same polytopic constraints on X’ ZlVI ,and U’

Note: in order for the expectation to be well defined, it will be assumed that
the sequences in © are such that conditional probabilities add one (see later).

4.4. Terminal and Feasible Sets

The proposed developments require determining some sets in which fea-
sibility of the different problems and stability can guaranteed. As the mode
at the moment of application of the control action is assumed known, the re-
levant terminal and feasible sets of standard predictive control can be made
mode-dependent, as follows.

4.4.1. Mode-dependent Terminal Set.

Consider an arbitrary set C, let us define the mode-dependent One-Step
set Q;(C) as:

Q;(C)={z eR" |u' = K'z € U,[A; — BiK']z € C} (4.13)

The Mode-dependent Terminal Set T?, i € M, will be obtained using the
above definition, the state-feedback gain and applying the following 2t

4.4.2. Mode-dependent Feasible Sets.

Now, let us define the Mode-dependent One-Step Controllable Set QF (C)
as:
Qf(C) :={z e R"|3u’ € U, [Ajz + Biu'] € C} (4.14)

Inspired on N-step sets in conventional MPC (Definition[I.14), let us gene-
ralise the concept by defining the Mode-dependent N-step Controllable Set
K¢, as the output of the following recursive algorithm:



4.5. MULTIPLE-HORIZON PREDICTIVE CONTROL 95

Algoritmo 2 Mode-dependent terminal sets
For all i, Set K = {z : Kz € U};
Letv =1, _
For all i € M, compute K! = Q;(Njes, K)_1) NX;

si K{ = K!_,, Vi entonces
let success=true , let T° = K¢, STOP.
fin si
Letv=v+1;
siv < vprax entonces
go to step
si no
let success=false , STOP.
fin si

Algoritmo 3 Mode-dependent N-step controllable sets

1. Forall i, Set K = T%. Letv = 1,
2. For all i, compute K{ = Q€(N;es, K )NX

3. Letv =v + 1;if v = N stop else, go to step 2.

Then, we have (proof is omitted because is similar to (Kerrigan 2000)):

Lemma4.1. If v ¢ K! the horizon-v predictive control is infeasible if all admissible
sequences of length v + 1 starting in mode i are considered in © for the optimisations
(5) or @I1). Controllable sets are nested: K¢ C K¢, if v < w.

4.5. Multiple-horizon Predictive Control

The proposed predictive control has a cost index depending on all sequen-
ces in a particular set ®. The standard choice (Scokaert and Mayne 1998)
would be selecting all sequences, up to a given prediction horizon. However,
that is computationally very expensive in most cases (discussed in Remark
[4.7), hence, long horizons are out of reach for most practical applications. So
the problem is that short horizons may be suboptimal, but long horizons are
intractable.

Definition 4.1. A set of finite-length sequences ® C G is irredundant if there do
not exist sequences m, § such that n € © and n§ € O. If a set of sequences is not
irredundant, it will be denoted as redundant.
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Lemma 4.2. Consider a redundant sequences set ©. There exists an irredundant
subset of it © C © so that the optimal value of the minimax predictive control is the
same in © and in ©.

Proof: Indeed, in minimax case the shorter sequence will always have a
greater or equal value for the cost bound (decision variables are identical to
the longer one) so presence of the longer sequence is irrelevant. O

Definition 4.2. A set of sequences @1 C G is a cover of another set of sequences
©y C G if, for each ' € O, there exists a pair of sequences v, & such that v € ©4
and 6! = ~&. We will denote such situation as @1 < Os.

For instance ©; is a cover of ®5 with:

(CJ
(S2}

({11}, {121}, {1221} (4.15)
({111}, {112}, {121}, {122}} (4.16)

and both sets are irredundant. Also, GV < GM if M > N.

Theorem 4.1. If the predictive control problem [A.5) or (A.11)) is feasible with sequen-
ces set © = Oy, so it is with any set of sequences O for which @1 < O,. Also, the
cost over ©4 will be lower than or equal to the cost over ©j.

Proof: If the problem (4.5) or (£.17) is feasible with ® = ©; with the suitable
terminal constraints, delaying the terminal constraints to later times will also
be feasible (that is the case with ®;) and cost will be lower or equal. O

Theorem 4.2. The solution of a predictive control problem with set of sequences ©,
if feasible, guarantees a finite cost bound for all admissible sequences if there exists an
integer N such that © < GV,

Proof: The main idea is that all cases are considered then, as ® over-bounds
to several sequence of the longer size, this fact force an earlier reaching of the
terminal sets. O

Joining Theorem .Tland Theorem 4.2, the following main theorem ensues
in a straightforward way:

Theorem 4.3. If xy € K, for any set of sequences © such that there exists M,
M > N such that GN < © < GM, then the predictive controller is feasible and
guarantees a finite cost bound for all admissible sequences.
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The above result is the most relevant of the section, indicating conditions
for feasibility and finite cost (i.e., stability if future actions were applied in
open-loop). Receding-horizon stability needs further refinements, discussed
next.

4.5.1. Receding Horizon Implementation (minimax case)

Theorem 4.4. Consider that a control action uy at t = 0 had been applied with
mode 6y, considering a set of sequences O, such that all sequences in @ have at
least length 2. Consider now that mode 0, is available at t = 1. Consider the set of
sequences:

Oo1 = {7 : 00y € O, and T s.t. v = 619}

The predictive controller for any set of sequences ©1 such that @1 < ©1 < Oy
(for some M) is feasible and proves a lower than or equal to minimax cost bound that
foundatt=0,ie.:

J(01,01) + 28 Qo, w0 + ud Royuo < J (0o, ©p)

Proof: Indeed, the problem at ¢ = 0 considered all sequences 0y with
v € O (evidently, because it did so for all py € ©¢, and B¢ C By), so
J(01,001) + 23 Qo,x + ul Ro,uo < J(0p,O0) and J(61,O0) is feasible. As
®p1 < Oy, Theorem ensures feasibility at ¢ = 1 and, too, the estimated
minimax cost will be lower than that considered in the predictions at t = 0

starting with 60, :
J(01,01)+a§ Qo,mo+uf Royuo < J (61, Oo1)+x§ Qa,wo+ud Royuo < J (6o, Op)

d

Theorem 4.5. A set of sequences © is stable in receding horizon policy if it verifies
the conditions in Theoremi.3land the set:

trim(©,6) := {v: Oy € O} (4.17)

obtained by trimming the first element of all sequences in ©, hence, trim(®, 6y) is a
cover of ©, i.e., trim(©, 6p) < ©.

Proof: Note that, given a particular initial mode 6y, @91 C trim(®, 6y) for
any admissible 6,. So, if trim(@®,6;) < ©, the minimax cost bound can be
shown to be a Lyapunov function, because it decreases, as the set of sequences
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Gé 00000

Figura 4-1: Not guaranteed receding horizon stability. Brown dot-line box are the sequence
belong to ®o1. Left tree represents the policy I'1, whereas the right one I's.

at each step verifies the cover conditions in Theorem 4.4l O

Example 4.1. Consider a system with two operation modes. If the following policy
(using © = I'y when initial mode is 1, and © = I'y otherwise) is chosen:

fo=1:Ty = {11,122,1211, 1212}
fo = 2: Ty = {22,2111, 2112, 2121, 2122}.

It cannot be guaranteed receding horizon stable, because if 6y = 2 and at next
sample 61 = 1, we have Og; is no a cover of 'y, i.e., Og1 A 'y as:

O = {111,112,121, 122}

so, the sequence {11} does not belong to the above set ©q;. This fact can be seen
in Figure Note that, the sequences within gray area of the right tree does not
belong to the gray area of left tree in Figure[d-1) Therefore, with this selection it can
be guaranteed the feasibility of the optimization problem, but not in receding horizon
implementation.

Example 4.2 (Alternative choice). With ® =T';y UTs:

6o =1:Ty = {111,112,122, 1211, 1212}
o =2: Ty = {22,2111,2112, 2121, 2122}

w if Oy =1, 0, = 1 we would have

O = {11,12} < T'1
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m if Oy =1, 01 = 2 we would have

O = {22,211,212} < I'2

m if Oy = 2,0, = 1 we would have

O = {111,112,121,122} < T'1

m if Oy = 2, 01 = 2 we would have

Oy = {2} <I'2

It can be easily checked that this choice verifies the conditions in Theorem 4.5

4.5.2. Choice of Sequence Sets

Once the above results characterising feasibility, cost improvement, gua-
rantees of finite cost for all sequences, etc. are established, some criteria for
choosing the sequence sets should be brought forward. Several possible op-
tions might arise:

= Average-cost optimisation: In this case, avoiding conservatism in high-
likelihood cases should be addressed. Generating a tree of sequences
by branching the most likely sequence (increasing the length by one, via
adding the successors of the last element) might be a reasonable option.

= Minimax-cost optimisation: in this case, avoiding conservatism in most-
likely cases (i.e., applying the same idea above) might also be a reaso-
nable option. However, as the minimax cost bound may be hit with un-
likely sequences, a plausible way of operating could be branching the
sequences whose cost equals the obtained bound.

Note that the above ideas should be refined in order to verify the condi-
tions in Theorem [4.5] for receding-horizon stability. Also, out of the N-step
sets, success (asymptotically reaching the origin) can only be ensured with a
certain probability. An in-depth analysis of these options, as well as interme-
diate cases (guaranteeing a cost bound with a certain probability) will be the
deal in Chapter
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4.6. Numerical example

Consider the second-order MJLS (1), with z;, € R%. Let 0, € M = {1,2,3}
represent modes of the system under three situations. The mode-dependent
matrices of the system realization are:

0 1 0 1 0 1
Al = y A2 = s Ag = s
—2,5 3,2 —4,3 4,5 53 —5,2

B1 = By = B3 = [0 1]T. The weighting matrices are:

36 —38 [0 -3 [5 -45
@ = [—378 4787} Q2= [—3 8}  Ws = [—475 5 ] ’

and Ry = 2,6, Ry = 1,165, R3 = 1,111. The state and input constraints will be:
—10 < 2(1) €10, =10 < 24(2) <10, —9<u <9
respectively. The transition probability matrix will be:

0,67 0,30 0,26
P= 0,17 047 0,10
0,16 023 0,64

In order to compute the mode-dependent terminals sets, Algorithm 2] has
been executed giving the results depicted in Figure[d-2l Once the terminal sets
are obtained, Algorithm [Blis used to get the mode-dependent feasible sets for
N = 3, these sets appear in Figure[4-3

With these sets, a simulation starting in the 3-step set associated to mode
1 has been executed. The set of sequences to be considered has, hence, a mi-
nimum length of 4 (considering the different terminal modes). These sequen-
ces are a total of 3* = 81 ones. Assuming that there are computing resources
enough for 150 sequences, the 34 most likely sequence of length 4 have been
branched to length 5, and the minimum average cost controller over the resul-
ting set of 149 sequences (47 of length 4, 102 of length 5) has been simulated
in receding horizon (the choice of sequences verifies Theorem [.5). The time
response appears on figure4-4
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Terminal sets
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-8}

-10 . .
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X

Figura 4-2: Mode-dependent terminal sets: a) (mode 1) T*, b) (mode 2) T2, ¢) (mode 3) T?.

Feasible sets. N=3

Figura 4-3: Mode dependent 3-step feasible sets: a) (mode 1) K3, b) (mode 2) K3, ¢) (mode 3)
K3.
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Figura 4-4: Simulation of a mixed length-4 and length-5 MPC set-up.

4.7. Conclusions of this Chapter

The possibility of simultaneously considering different prediction hori-
zons in MPC problems has been presented, based on sequence-related defi-
nitions. The results apply to linear systems which switch between different
operation modes with a given transition probability matrix. Conditions for
feasibility and stability have been outlined. Some guidelines on how to select
these sets of sequences based on their probability and the available compu-
tational resources have also been proposed. The results in this chapter open
up possibilities for future research on a suitable joint management of (a) risk
(probability of the cost above some thresholds, Chapter[7]and 8] (b) stability
guarantees, see Chapter 5l



Capitulo 5

Ingredients for Stable
Receding-horizon
Scenario-based Predictive
Control

Nota sobre el capitulo En €l capitulo anterior se propone un primer enfoque de
MPC para MJLS basado en escenarios asumiendo que se dispone informacion del
modo de operacién del sistemaa momento de calcular la accion de control. Aqui, se
generalizaeste concepto disponiendo de informacidn con lacual se puede obtener una
cierta probabilidad el modo de funcionamiento del sistema al momento de calcular la
ley de control. El contenido de este capitul o se encuentra actualmente en revision.
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Abstract: This chapter discusses predictive control laws for discrete-time li-
near systems which jump between different modes according to a Markov
probabilistic transition/observation model, minimising an average cost. Sce-
nario predictive control deals only a subset of the possible transitions, due
to the exponential explosion of the number of possible realisations as horizon
grows. Prior literature enforces stability and feasibility via auxiliary Lyapunov
functions. This work proposes terminal and scenario ingredients such that a
receding horizon implementation of a stochastic predictive control law in a
given scenario proves mean-square stability and recursive feasibility under
hard input and state constraints.

5.1. Introduction

The main issue in the model predictive control for dynamic MJLS presen-
ted in prior chapter, is the exponential explosion on the number of possible
mode realisations to be averaged as optimisation horizon grows, as well as,
the number of input decision variables also grows exponentially. A prelimi-
nary idea presented in Chapter [6] propose a solution to solve such predictive
control problem eliminating some sequences with low probability. scenario-
based optimisation approaches have been proposed in prior literature (Calafiore
et al. 2006, Bernardini and Bemporad 2012, Patrinos et al. 2014, Schildbach et
al. 2014). The idea of the scenario approach is not considering ‘all’ possible fu-
ture mode realisations, but only a reduced subset of them with ‘high enough’
probability. Chapter ] shows how to formulate the predictive control when
simultaneously considering prediction vectors of different lengths (understood
as ‘scenario’). However, leaving out some possible mode realisations in the
chosen scenario opens up the possibility of unfeasibility/instability or future
constraint violation.

Regarding constraints, this chapter will consider only the case of ‘hard’
constraints, to be guaranteed at all future times for all admissible mode reali-
sation. For instance, in (Bernardini and Bemporad 2012), a hard Lyapunov-
decrease constraint (with the terminal Lyapunov function) is added in order
to ensure stability and recursive feasibility.

Note that, standard MPC for linear systems can prove such feasibility and
stability issues ‘for free’ with mild assumptions on the cost index (see Sec-
tion [L.5.3) without explicitly crafting a Lyapunov function to decrease. There

160ther authors propose accepting some likelihood of failure in chance-constrained approa-
ches, in which a bound on the probability of violating constraints is set (Schwarm and Nikolaou
1999, Schildbach et al. 2015).
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is, hence, a ‘gap’ between the extra requirements needed in the scenario ap-
proach (Bernardini and Bemporad 2012) and those in classic MPC (Goodwin et
al. 2006, Chap. 4) or the M]JLS version (Patrinos et al. 2014). One of the reasons
is that the probabilistic model in (Bernardini and Bemporad 2012) is quite ge-
neral, so handling possibly time-varying probabilities in stability issues needs
to resort to ‘robust’ Lyapunov functions.

This work will consider transitions between modes to be governed by a
probabilistic model involving both ‘mode” observation probabilities and ad-
ditional ‘information’ variables which will allow predictions on future mode
probabilities. Mode variables will be assumed unmeasurable, but information
ones will be assumed known at time of computing control actions.

The goal of this chapter is, in the above context, to set-up suitable (a) termi-
nal ingredients and (b) scenario properties, such that recursive feasibility and
mean-square stability are guaranteed in receding-horizon implementations, for
any initial condition in a suitable feasible set (which will also be determined
generalising the feasible set ideas in robust predictive control).

5.2. Preliminaries and Problem Statement

Consider the discrete-time LTV model:
Try1 = Ap, vk + Bo,ug, k>0 (5.1)

being 6, a mode parameter taking valuesin a finite set 6, € M = {1,2,..., M},
whereas A; and B; are constant matrices of appropriate dimensions.

By assumption, the sequence of mode variables 8' = {0}0.0} ...}, 1 € L, is
generated via a particular known probabilistic transition model, which can be
used to compute the probability of present 6, and future 6, ; modes, j > 0,
conditioned to some ‘information’, to be denoted as z;, assumed available at
each sample k (details later).

Cost Index Optimisation. Given a particular mode sequence realisation 6",
the cost index for such sequence is defined as (£.4). Given the above-discussed
probabilistic model, the probability of each sequence conditioned to current
information, p(6'|z), can be computed by assumption. Then, the predictive
control objective is to obtain the sequence of actions minimising (4.5) (min-
max case) or ([£17) (Average cost case).

By assumption, the above problem must be solved under hard constraints
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in the form:
dex, Wl eU Vk>0v6 st p(6z0) #0 (5.2)

for known sets X, U, usually polyhedral. These constraints will be later gene-
ralised to be dependent on the measurable information variables.

The solution to the predictive control problem appears in Chapter 3] as
well as, in the work (Patrinos et al. 2014, Section 4). However, in order to get
an exact solution for this problem, all possible future realizations of ¢, should,
ideally, be considered. Note that the number of terms in the summation in
(@IT) grows exponentially (at a rate up to M?"), as well as the number of
mode-dependent control decision variables in ¢/ ! therefore, long horizons N

require an insurmountable computational effort.

Scenarios. In order to alleviate the computational load, the scenario-based
predictive control approach (Bernardini and Bemporad 2012, Schildbach et
al. 2014) proposes minimising the cost index (£.11) only considering a subset
of the possible realisations with ‘high-enough” probability; the length of each
of the realisations may differ so it is a multiple-horizon setting. The key idea
to solve such problem is recasting it as an optimisation over a tree. The major
drawback of the cited approaches is that omitting some sequences spoils stabi-
lity /feasibility guarantees, so additional constraints (Lyapunov-based) must
be enforced. In the approach to be followed here, the need of such additional
Lyapunov-based constraints will be relieved.

5.2.1. Information Model

Throughout this chapter, we will consider there exist M mode variables 6y,
and information variables z;, € Z = {1, ..., Z} which evolve in time according
to known transition (;;;) and mode observation (e;;) probability matrices de-
fined below:

p(zr1 = il0k = j, 2z, = 1) := mizi, (i, 4,1) € ZXMxZ (5.3)

where z denote the information variables. Particular examples of this proba-
bilistic set-up may be:

» 2, = 0 (current mode assumed measurable, evolving from a Markov

chain with transition probabilities p(fx+1 = i|0x = I) = pi;, as used in
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(Costa et al. 2005, Patrinos et al. 2014)). This amounts to e;; = 1 if i = j
and e;; = 0 otherwise, and 7;;; = pj;. These systems are the MJLS ones
utilized in the above chapters.

» Prior mode evolving from a Markov chain (same transition probabilities
pq) assumed measurable, i.e., 2z = 05_1. In this case, we would set ¢;; =

pit, and ;5 = 1if i = j and zero otherwise.

Assumption 5.1. The information variable z, will be assumed measurable at time
k.

Definition 5.1. The admissible modes for a given information z will be the set
adme(z) == {i € M : e;, > 0}. The admissible successor information values for
some 6 := (0, z) € M x Z will be denoted by adms(0, z) := {i € Z : mjp, > 0}.

Constraints: Information-dependent state and input constraints will be
considered. In particular, two ordered lists of sets

)Ck = {X[I]; ..7X[Z]}7 U>k = {U[l]a 7U[Z]}

will be assumed known. The lists encode the constraints for each information

(7]
k-+t|k

The origin will be assumed to belong to every X[*| and Ul?, for all » € Z.

z, understood as x must belong to X[*+| and qulL 41 must belong to Ulewl,

5.2.2. Infinite Horizon and Mean-square Stability.

Under the above-presented probabilistic model, the cost (4.4) can now be

recursively expressed as:
JIn (xo,Uo, 20) = Z eizoi($07i7uo) + Z Z Tjizg €izo IN—1(Aizo + Biuo, U1, j))
ieM iEMGEZ
(5.5)

where | (%0,14,u0) is a mode-dependent stage cost, Uy is the collection of all
sequence-dependent /! and U; the decision variables from instant 1 onwards.
Note that, the stage cost can be changed to an equivalent information-dependent
expression I(z, z,u), for z € Z:

Uz, z,u) :=E((z,0,u)|z) = Z eil(x,i,u) (5.6)
ieEM

where E(-) denotes the mathematical expectation over all mode sequences,
given their probability.
If a particular controller v = K (x, z) is in operation, control decision varia-

bles can be computed from x and z at each instant, so, abusing the notation, we
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can omit argument ¢! in (55) above, computing the cost J& (z, z) for a given
control policy. Also, letting N — oo, denoting JX (z, 2) := Hmy 00 JE& (2, 2),
such cost will fulfil the Bellman equation:

JE (20, 20) = (0, 20, K (0, 20)) + E4 (JX, x0, K (0, 20), 20) (5.7a)
where E, is defined, for any V : R” x Z — R, as:

E (V,z,u,z):= Z Z TjizeizV(Aix + Biu, j) (5.7b)

i€adme(z) jEadms(i,2z)

E. (-) should be understood as the expected value of V at next instant knowing
current state, information and control action. Note that the definition of F
removes zero-probability combinations in the rightmost summation in (5.5).

Of course, if there exists a function ¥V which fulfils:
V(QZ,Z) ZZ(QT,Z,K(ZE,Z))+E+(V,$,K(ZE,Z),Z) (58)

then,
V(z,z) > J¥(x,2)

The above equation has close ties with stability notions for Markov-jump
linear systems. In particular, our model (5.1)), in closed-loop with some contro-
ller K (z, z), will be mean-square stable if limy,_, o E(z%) = 0. The following Lya-
punov theorem for mean-square stability, from minor modifications of those
in (Costa et al. 2005, Chapter 3), (Zhang and Boukas 2009), (Patrinos et al. 2014,
Thm. 20), will be used in this pape:

Theorem 5.1. If there exists a function V(x, z) and a controller u(zx, z), such that
V(0,z) =0, V(x,z) > 0 forall x # 0, for all z, such that it fulfils the stochastic
Lyapunov decrease condition, for some v > 0:

V(z,2) — Ex(V, 2, u(z,2),2) >yzla Vo #£0 (5.9)

then the system is mean-square stable.

7Indeed, the above theorem is stated in the cited works for MJLS, but suitably averaging on 6,
as p(zp41 = jlzw =1) =3, Zj T;j1€41, We can consider the evolution of the system as a MJLS
on z, and making the Lyapunov function depend on just z; in this setting, § would be analogous
to a random disturbance.
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5.2.3. Problem Statement

As previously discussed, scenario tree approaches in prior literature prove
stability by enforcing an additional Lyapunov-decrease constraint, see (Bernardini
and Bemporad 2012, Eq. (25h)); then, recursive feasibility is also enforced
by constraining next state to lie inside a guaranteed feasible set (associated
to a control-invariant Lyapunov level set (Bernardini and Bemporad 2012,
Eq.(259))).

The aim of this chapter is to set-up suitable terminal ingredients and geo-
metric conditions on the scenario tree, such that recursive feasibility and mean-
square stability are guaranteed in receding-horizon implementations for any initial
condition in a suitable feasible set. The transition model to which such guaran-
tees will apply will be the one discussed in Section[5.2.1]

5.3. Terminal Ingredients of the Scenario-based Ap-
proach

In order to solve the above-stated problem for a given stage cost [(z, z, ),
let us first propose some conditions on terminal sets and cost function, as fo-
llows.

Assumption 5.2. The stage cost, l(x, z,w), fulfils 1(0,2,0) = 0 and I(z, z,u) >
yaTz withy > 0 forall x € X7, forall » € Z.

Theorem 5.2. If Assumption [5.21holds and there exists a controller K (x, z) and a
function V(x, z) such that:

1. there exists an indexed collection of information-dependent terminal sets,
T* = {TW, ... TI?1}, and an information-dependent terminal control
law v = K(x,z) such that, for all = € Z and for all z € T?, admissibility
condition K (z, z) € U holds, and:

Aiw+ BiK(z,2) € (] TV Vi€ adme(2) (5.10)

j€adms(i,z)

2. inequality holds for all z € Z, for all x € T,

then, the terminal control law will be admissible in future times (recursive feasibility,
uy, € UED) as well as mean-square stable, if initial conditions (x¢, zo) are such that
z, € Tl Furthermore, JX (2, 2) < V(x, 2).
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Proof: Indeed, Equation (5.8) jointly with Assumption[5.2ensures that (5.9)
holds; on the other hand, conditions (5.10) recursively ensure that z;, € ekl
for all k > 1 if 2o € Tk so the terminal controller KX will never violate
constraints in the future. O

5.3.1. Quadratic Case

For computational reasons, a quadratic stage cost I(z,2,u) = 27 Q,z +
uT R,u will be assumed throughout this chapter, with Q, —vI > 0,7 > 0, and
R, > 0; notation @ > 0 on matrices will be understood as () being positive

semidefinite.

In order to obtain T, V and K when the stage cost is quadratic, a feasible
solution for the Theorem [5.3]below can be pursued. Then, if such feasible de-
cision variables are found, the controller K (z,z) = F,P; 'z will be the one
ensuring that V(z, z) = 7 P !z fulfils (5.8).

Theorem 5.3. If there exists P, > el, for some ¢ > 0, for all z € Z and I';;,,
i € adme(z), j € adms(i, z) such that LMI's (5.11a) and (5.11D) below hold for
all z € Z, the cost function V(x, 2) = 1 P x and controller K (z,2) = F,P; 'z,
fulfil B8) for l(z, z,u) = 2T Q.x + uT R u:

P T
P, — Zieadmc(z) Zjeadmg(i,z) ﬂ-ﬂzelzrljz P. Fz

P, ;' 0 |>0 (5.11a)
F, 0 R
Ty P.AT + FTBT ; (2
<AiPz CBF. l ;j ) =0 33' e Zécllﬁa((i,)z) (5.11b)
Vze Z
Proof: Well-known Schur’s complements manipulations easily show that
the LMIs above imply (5.8) O

Once the terminal controller and cost are found, the following steps should
be carried out, in order to obtain the collection of terminal sets T*.

Information Dependent One-step Set. Letus denoteas C* = {C!!],... c[“l}
an indexed collection of arbitrary sets. Inspired in (Patrinos et al. 2014, Def. 7),
let us define the information-dependent 1-step set as follows:

O(z,C*):={z e XVl 1u=K(z,2) e UFl, Ajx+ Biu € mC[j] Vi € adme(z)}
j€adms(i,z)

(5.12)
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Terminal Information-dependent Sets can be computed by initialising
Ciyp = {X,...,XI”I}, and carrying out iteration:

1y = {91, Cpy), Q(2, Cpy), - -, Q(Z, Cpy)} (5.13)
until convergence; then, T* := CE‘OO].

Indeed, the above iterations adapt to the setting in consideration well-
known ideas dating from (Blanchini 1994, Kerrigan 2000), and recent related
approaches in (Patrinos et al. 2014, Def. 13, Lemma 16). The converged set ful-
fils:

Ci) ={Q(1,C{)): Q(2,C)), - - -, QZ, C ) } (5.14)

so it fulfils conditions in (5.10) and admissibility of the control action, K (z, z) €
U.

Assumption 5.3. It will be assumed that iteration (5.13) converges in a finite num-
ber of itemtion@.

Remark 5.1. The terminal sets in C* are not ‘invariant” in the state-only space, as
defined in, for instance (Kerrigan 2000). However, they are invariant in an augmented
(x, z) space, analogous to the ones in (Patrinos et al. 2014). Also, under Assumption
if all X1 are polytopic, then TI#! will be polytopic, too, computable with widely-
known software (MPT, (Herceg et al. 2013)).

It can be proved that the terminal controller and Lyapunov function ob-
tained with Theorem 5.3} jointly with the T* resulting from (5.13), fulfil the
requirements of Theorem[5.2} so terminal controllers and associated sets gene-
ralising those of standard MPC or MJLS (Patrinos et al. 2014, Costa et al. 2005)
have been found.

Example 5.1. Consider the second-order discrete-time linear system of the form (5.1)),

with:
Ai = <_0’8 1) y Bl = <O> y
0,1 w; 1

where i € M, with M = Z = {1,2} and w; = {0,85,—0,9}. Transition probability
matrices are:

0.6 1 08 1 0,65 0
1= , T2 = | ceig = 5.15
it <0,4 0) g2 (0,2 0) ci <0,35 1) (515

18 Conditions for such convergence are discussed in, for instance (Patrinos et al. 2014, Lemma
21). Alternatively, we can assume that a finitely-determined subset of the terminal sets can be
obtained with A-contractive argumentations analogous to (Blanchini 1994, Theorem 3.1), adapting
(512) by considering ACl7] inside the intersection. replacing Cl/1 by A\CU], X < 1.
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Terminal sets

Figura 5-1: Information-dependent terminal sets. The smallest (blue) polytope represents T,
the largest one is T!?),

The weight matrices used in the stage cost I(x, z, u) are:

1 0
z = 5 Rzzl

Using Theorem [5.3land minimising the trace of (p1 * Py + p2 x P»), being py and
po stationary probabilities of z —see footnote[I7}, it is possible to obtain the following
information-dependent terminal controllers:

K(z,1) = (~0,184 — 0,037)z, K(z,2) = (—0,1911,012) 2

Finally, the two information-dependent terminal sets are shown in Figure[b=1} after
four iterations needed for convergence. The constraint sets are:

XU = XP = {(21,29) : |21] <10, |2o] < 2}, UM = UP = {u: [u] < 1}

5.4. Predictive Control on Scenarios/trees

Definition 5.2. A tree T (also denoted as scenario) will be defined as a finite collec-
tion of ‘node’ objects such that each node N has a single predecessor, except a single
node to be denoted as root node, root(T).

» For each node, its predecessor will be denoted as pre(N') and the set of suc-
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cessors, as succ(N). If succ(N') = 0 then the node will be said to be a leaf
node; the set of leaf nodes in T will be denoted as lea f(T).

» The depth of a node N will be defined as 1 plus the number of recursive pre(-)
operations until the root node is reached from N. The depth of a tree, depth(T),
will be the maximum depth of its nodes. The cardinal of a tree card(T) will
denote the number of nodes of the tree.

» Each node N will be associated with a mode-information pair 6(N') =
(ON),z(N)), ON) € MUD, 2(N) € Z. O(N) will denote the mode lea-
ding to the node N at previous sample, and z(N') will denote the information
allowing to compute the probabilities of the current mode and those of successor
information. Values assigned to a tree will be defined to be that of its root node:
O(T) :== 0(root(T)), 2(T) := z(root(T)), 6(T) := d(root(T)).

Assumption 5.4. In the sequel, for all considered trees there will be no two nodes
such that there exists N for which N1, Ny € succ(N') and 6(N7) = 6(N2), i.e., § is
unique between successors of the same parent node.

Definition 5.3. The conditional probability of a node N, given its parent N, will
be defined as:
PNIING) = T (ai)oNi)=(N,) * €O(N)=(N;) (5.16)

A tree is said to be probabilistic-complete if for every non-leaf node N,

> W) =1 (5.17)
N'€succ(N)

A tree will be non-overbranched if p(N'|N') > 0 for all N' € succ(N). A tree
which is both probabilistic-complete and non-overbranched will be denoted as strictly
complete. Finally, a tree T will be said to be non-trivial if it is strictly complete and
card(T) > 2.

Overbranched trees should be avoided, as they induce extra computing
cost and conservatism by forcing to consider non-admissible transitions.

The probability of node N; conditioned to the root node in an scenario 7,
denoted by p(N7), can be recursively defined from its parent’s probability:

PN1) = pNp) - pN1IN,),  p(root(T)) =1 (5.18)
If a tree is probabilistic-complete, it can be proved that

> V) =1 (5.19)

Neleaf(T)
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Also, if a tree is strictly complete, successors of non-leaf nodes exactly span
all admissible mode-information transitions. The proof of such assertions is
straightforward, omitted for brevity.

Remark 5.2. Note that (N,,), is not used in (5.16): the value of 6(T), i.e., 0 in the
root node, is irrelevant for probability computations.

As the above remark points out that ¢ associated to the root node is irrele-
vant, we will define the following (sorted) array associated to each node:

(V) = [2(T), ..., d(pre(pre(N))), 6(pre(N)), 6(N)]

In this way, each node in the tree can be indexed by the above unique sequence
of §(N) variables leading to it, starting from the root node.

A tree T will be identified (uniquely up to possible different (7)) with the
set of ((N) for all its nodes:

E(T)={CN):NeT} (5.20)

With the set of sequences =, equality, inclusion, and union of non-empty trees
can be defined as:

Definition 5.4. Tree operations:

w Atree Ty isequal to Ts, ie., T = Tz, if Z(Th) = Z(T2).
» Ty C T will be defined equivalent to =(T1) C =(73).

» The union of two trees T1 U Ty such that z(Ty) = z(7Tz) will be defined as the
tree such that Z(T1 U Tz) := Z(T1) U E(T2).

Note that union of trees without coincident information at the root node is
undefined.

Definition 5.5. The sub-tree emanating from a node N on tree T will be denoted
by Er(N), so root(E7(N)) = N. The nodes of Er-(N') will be assumed to keep the
mode-information pair 6 unchanged from that of the nodes they originate from.The
collection of trees arising from suppressing a root node will be defined by a “trim”
operator:

trim(T) := {E7(N) : N € suce(root(T))} (5.21)
If T is depth 1, i.e., it has a single node, trim(T) := (.
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Figura 5-2: Scenario Ty in Example[B.2} red (leaf nodes), blue (non-leaf).
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Example 5.2. Figure [5-2] shows a scenario example in which leaf nodes are repre-
sented in dark red colour, whereas non-leaf are in light blue colour. As 0(T) is not
relevant for probability computation, any arbitrary value could have been used; the
empty-set symbol at the root node has been used to denote such situation.

Consider the node N, labelled with ¢. Then,

(V) ={1,(1), (1), (1), (3)}

The conditional probability of such node is computed using the transition matrices

(G.15) as:
p(N) = 1l*m11e11 * T121€21 * T111€11 * Mor1e11 = 0,02

Let us show a couple of examples for Definition 5.4l First, the definition can be used
to formally assert that the tree emanating from the node labelled with A is ‘equal’ to
that emanating from V¥, as the initial 0 is disregarded when the node becomes a root
node. Also, the tree emanating from node W, i.e.: (N') = {(9),(2)} is a sub-tree of
the whole tree. Last, trim(T") will originate a set of four trees, whose root node lies
at the horizontal dashed line. This fact will be key for ensuring recursive feasibility of
predictive control problems, to be later discussed.

5.4.1. Cost Index Associated to a non-empty Tree

Definition 5.6. Each node N of a non-empty tree T will be assigned a node-dependent
control decision variable uy(N'). The first control variable, key for receding-horizon
implementation, will be singled out by notation u(T ) := ur(root(T)). Given a mea-
sured plant state x, a node state x(N') will be recursively defined as:

z(N) := Az (pre(N)) + Byaryur (pre(N)) (5.22)

starting with x(root(T)) = x. Decision variables for leaf nodes will be left empty,
ie:ur(N) := 0 VN € leaf(T), as they are not used in (5.22). The set of node-
dependent control variables of the whole tree T will be denoted by U(T) := {ur(N) :
NeT}.

Let us assume that terminal ingredients {V(z, z), K (z, z), T*} fulfilling con-
ditions in Theorem5.2lare available.

Definition 5.7 (Cost). Each non-empty tree will have an associated cost function

J(T,z,U(T)) defined as follows:
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1. If the tree T contains a single (leaf) node, the cost will be defined as
J(T,2,U(T)) =V(z,2(T)) (5.23)

being V(x, z) any terminal cost bound fulfilling (for instance, the one
arising from Theorem[5.3), recalling that U(T) = 0.

2. If the tree T has more than one node, the cost function J(T,z,U(T)) will be
recursively defined as:

J(T,2,U(T)) := Uz, 2(T), u(T))+
S manermeoTm I (T Aperyx + Boernu(T),U(T))
T'etrim(T)
(5.24)

Note that, from (5.16), expression (5.24) defines a conditional average cost
over all considered future sub-trees.

5.4.2. Constraints and Predictive Control Problem Set-up

Considering the terminal ingredients and information-dependent constraints
X[, and Ul%, 2 € Z, we can set up the following optimisation problem:

Definition 5.8 (Constrained scenario MPC). Given a scenario T and a measured
state x, the constrained scenario predictive control problem is defined to be the
one consisting on minimising J (T, x,U(T)) in Definition[5.7] over decision variables
U(T), subject to constraints:

uw(N) e UBWI WA € T ~ leaf(T) (5.25a)
z(N) e XEWI yN e T ~ leaf(T) (5.25b)
z(N) € TEVI YN € leaf(T) (5.25¢)

where (5.250) are terminal constraints. If the problem is feasible, the optimal cost will
be denoted as J*(T,x), and the optimal decision variables as U*(T,x), being the
optimal ones for each node labelled as u’-(N, x).

Remark 5.3. The set-up closely resembles that in (Bernardini and Bemporad 2012,
Sec B). The differences are the inclusion of terminal constraints and information-
dependent state and control constraints, as well as elimination of the Lyapunov-
decrease constraints, present in the cited work. The terminal ingredients, jointly
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with some tree properties will allow to prove recursive feasibility and stability without
the need of such Lyapunov-decrease enforcing.

Note: The reason of §(N) including the mode leading to it, #(N), is to allow
to take into account that state-feedback will be carried out at future samples,
so future actions will be different for each value of the ‘current’ mode; indeed,
the idea is well established since (Scokaert and Mayne 1998). So, 6(N') con-
tains a ‘state-feedback’ component 6 plus measurable information, z, for later
predictions.

5.5. Feasibility Analysis

Definition 5.9. Each non-empty tree T will have an associate feasible set K(T),
defined as follows:

w If the tree has a single node, define K(T) := T=(T)] (i.e., as the terminal set).

» Otherwise, define IC(T) recursively as:

K(T) = {z e XED: 3, e UETI ¢ ¢,
VT € trim(T) AQ(T/)ZC + By(ryu € KT} (5.26)

Proposition 5.1. For any non-overbranched tree T, IKC(T) > T,

Proof: Let us prove the proposition by induction. First, proposition is trivial
for depth-1 trees, by definition. Now, assume that it is true for trees 7" such
that 1 < depth(T') < N, for an arbitrary N.

Consider a depth-(V + 1) tree 7. Then, all trees in trim(7T) are of depth at
most N, so K(7) at the end of (526 is larger or equal than TF*(7")] by the in-
duction assumption. We will show that the terminal controller u = K (z, z(T))
fulfils the conditions in (5.26) if = € T*(7)],

Indeed, for such z, (5.10) ensures A;z + B; K (z, 2(T)) € Njecadms(i,2(7)) T
for any ¢ € adme(z(T)) from (5.10). As the tree is non-overbranched, 6(7") €
adme(z(T)) and 2(T") € adms(0(T"), z(T)). Hence,

Njeadms iz TV € TET € K(T7)

Thus, £(7) D T=(T)] and, hence, the proposition is true for trees of depth
N +1. O
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Figura 5-3: Scenario-tree T with initial information z = 2.

Example 5.3. Consider the tree in Figure[b=3| Feasible sets from Definition [5.9 are
depicted in Figure[5-4

= The top figure presents the terminal set TU (in blue colour, corresponding to
nodes labelled as °c’) and the feasible sets of the node labelled as ‘a’ (red), and
that of the node labelled as ‘b’ (pink).

w The bottom figure represents the terminal set TI?! (green, nodes with label ‘e’),
and the feasible set of the root node (red, label ‘d’).

As expected from Proposition 5.1} feasible sets of parent nodes with the same in-
formation are larger than those of corresponding child nodes (and, of course, larger
than the corresponding terminal set).

Theorem 5.4. Given a scenario T, the MPC problem stated in Definition [5.8] is
feasible for initial state xo and information zo = z(T) if xo € K(T).

Proof: Indeed, if the theorem were correct for sub-trees 7' € trim(T), then
the problem would be feasible if zy € K(7) by (5.26). For trees with a single
leaf node, the only constraint is (5.25¢), and the theorem is trivially true as the
feasible set is defined to be the terminal set. So, the assertion is true for the
whole tree, travelling from leaf nodes to root. O

If conditions in Theorem 5.4 hold, we will say that 7 is a feasible scenario
for state xg and information z.

Proposition 5.2. If T is a feasible scenario for given (xo, zo) and any ug in the set

Ul(xo, T) := {u e U1, Ag(ryo + Boryu € K(T"), ¥VT' € trim(T)}
(5.27)
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Figura 5-4: Feasible sets for Example[5.3t upper figure, nodes with z = 1; bottom figure, nodes
with z = 2.
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is applied, then the tree in T' € trim(T) such that 6(T') = {0,z } will be fea-
sible for state Agxo + Byuo and information z. Additionally, if T is probabilistic-
complete, all T' € trim(T) such that z(T") = 2 will be feasible for (z1 = Ag,z0 +
By, uo, z1), for any admissible 0, z1 according to the transition model in Section

621

Proof: The definition of feasible sets ensures that U(zo, T) is not em-
pty; thus, if mode and information are equal to §(7") such tree will be feasible
if ug € U(wo, T) is applied. If T is probabilistic-complete, for all possible cu-
rrent modes 6 € adme(zp), the successor state lies in the intersection of all
feasible sets for all possible successor information z € adms(8, zo); of course
the actual 0y (yielding successor z1) and z; will be among them. O

Enlarging the tree in order to explore longer horizons will improve the
feasible set (or, at least, keep it unchanged):

Proposition 5.3. For any strictly-complete tree T, If x € K(T), then x € K(T") for
any non-overbranched tree T' such that T C T'.

Proof: Consider three sets of ‘new’, ‘formerly leaf’ and ‘unchanged’ nodes
(Figure[5-D), respectively defined as:

S ={N:NeT N&T} (5.28a)
So = {N : N &leaf(T"),N €leaf(T)} (5.28b)
S3:={N:Ng€8& NeT} (5.28¢)

Note that nodes in the original (smaller) 7 are S3 U S,. Note also that, if N €

83 then succ(N) will be the same on both 7 and 77, because all admissible
successors modes were already branched out in 7 (due to the probabilistic-
complete assumption).

Consider N' € S,. As N is a leaf node on T, £7(N) has a single node, so
K(E7(N)) = TEW) by definition. As A is a non-leaf node on 77, the sub-tree
E7+(N) will have a feasible set larger than TI*)] by Proposition 5.1 as 7" is
non-overbranched. Hence, for leaf nodes of 7 such that N € Sy, K(E7/(N)) D
K(&r(N)).

Now, for the rest of leaf nodes of T, i.e., N € leaf(T) ~ Sy we have
K(Er(N)) = K(Er(A) = TV,

So, for any N € leaf(T), we have K(Er(N)) D K(Er(N)). Therefore,
completing upwards the recursive evaluation of (5.26) until the root node is
reached will yield a larger feasible set K(77). O
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Figura 5-5: Example of the sets of nodes in proof of Proposition let the larger T be the
whole tree; let the smaller tree T be the tree in Figure[5-3] formed only with nodes labelled Sa
and Ss (nodes inside dashed-line).

5.5.1. Recursive Feasibility in Receding-horizon Implementa-
tion

A controller computes u(xy, zx) upon knowledge of information z; and
state xj at each instant. The control decision will be made assuming a different
tree (i.e., scenario) for each of the possible values of z:

Definition 5.10. A policy P is a indexed collection of trees P = {T11 ... T4} s0
that optimisation over tree T would be carried out if measured information were z.
A tree T' will be a sub-scenario of a policy P, denoted as T' < P, if T' < TETI,
A policy P is probabilistic-complete if TV) = ( for all j, and all T are themselves
probabilistic-complete. A non-probabilistic-complete policy will be denoted as ‘risky’.
A policy P will be denoted as non-trivial if all its component trees are non-trivial.

Receding-horizon implementation of scenario-MPC will be understood as
applying the same policy at all times.

As the goal of this chapter is to guarantee stability and constraint satis-
faction, risky policies will not be considered. A non-predictive approach to
handle risky policies with some reliability bounds will be presented in next
chapter. Additionally, scenarios with a single-node tree will be associated to
applying the terminal controller: the control problem in Definition 5.8 will be
assumed to be posed in situations excluding that trivial one.

Definition 5.11. A policy P is trim-contained if it is non-trivial and T' C P
(understood as in Definition 5I0) for all T' € trim(T¥), forall z € Z.
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Theorem 5.5. A trim-contained policy P is recursively feasible in receding horizon
implementation if initial (xo, zo) are such that xq € K(T?0)) and ug € U (zq, T1200).

Proof: Consider 7' € trim(T*0)). By Proposition5.2} if any ug € U (o, T1?0))
is applied, then all 7" such that z(7") = z; will be feasible for next (1, z1) be-
cause 7% is probabilistic-complete. As 7' is non-overbranched and 71 is
strictly-complete and, by assumption 7’ C 71?1, then Proposition 5.3 can be
applied: the feasible set of 71*(7")] will be larger than that of 77, so it will be,
too, feasible for (1, z1). This will, hence, recursively occur for all future time.
O

5.6. Stability

In all results in this section, we will assume terminal ingredients fulfilling
Theorem[5.2]are suitably incorporated.

Proposition 5.4. For any strictly-complete tree, if x € TET then J*(T,z) <
V(z, 2(T)).

Proof: Let us show that, for z € T setting all the node control decision
variables as u(N) = K(xz(N),z(N)) results in a feasible predictive control
problem, and J (T, z,UX(T)) < V(z, 2(T)), where U™ (T) denotes the referred
choice of decision variables.

The above assertion can be proved from (a) the fact that the terminal con-
troller steers successor states to suitable terminal sets in T and, (b) all tree
nodes have a feasible set larger than or equal to such terminal sets because 7
is non-overbranched (Proposition B.])). Indeed, these two ideas prove that the
terminal control law fulfils K (z(N), z(N)) € U(z(N),Er(N)), with a reaso-
ning parallel to the proof of the mentioned proposition.

The fact that J (T, z,U% (T)) < V(z,2(T)) can be proved by induction. For
depth-1 trees, it does hold because such J(7) is defined equal to V in (5.23).

Assuming the assertion to be true for all trees of depth up to IV, consider
a tree 7 of depth N + 1. Replacing the terminal control law K in (5.24), con-
sidering the right-most double summation in such expression, by induction
assumption we can assert for each 77 that

J(T/, AQ(T/).T + BQ(T/)K(:E, Z(T)), Z/{(T/))
< V(Agernz + By K (2, 2(T)), 2(T"))  (5.29)
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so, we can bound:

J(T, 2, U5 (T)) <l(z, 2(T), K(z, 2(T)))
+E.(V,z,K(x,2(T)), 2(T)) <V(x,2(T)) (5.30)

where the fact that the tree is strictly complete has been used to replace the
summation over all trimmed trees in (5.24) with the summation over all ad-
missible mode-information transitions in (5.7b). Finally, (5.8) bounds the (I +
E.) expression with V(z, z(T)).

The last step of the proof follows from the fact that further optimisation
will improve over the cost of the terminal control law:

J(T,z) = gngn) J(T,2,U(T)) < J(T, 2, U™ (T))

O

Proposition 5.5. Given two strictly-complete scenarios T and T', if T C T', then
solution to the scenario predictive control problem in Definition[5.8lover T is feasible
and J*(T",x) < J*(T, ) forall z € K(T).

Proof: Feasibility is ensured by Proposition[5.3las (7)) C K(7"). Now, con-
sider the three sets of nodes (5.28a)-(5.289). Using Proposition[5.4] there exists
a set of decision variables associated to the trees emanating from nodes in S,
(in 77) such that the optimal cost on such sub-trees will be lower than or equal
to the terminal cost V for node state in the terminal sets (which was requi-
red in 7). Analogously to the proof of Proposition 5.3 propagating upwards
J*(T',z) < J*(T,z) is proven. In fact, as 7' relaxes the terminal constraints
in formerly leaf nodes S,, further improvements might be obtained. O

Theorem 5.6. For any trim-contained policy P, receding horizon implementation of
the MPC problem in Definition [5.8is recursively feasible and mean square stable if
initial conditions (z, z) are such that = € K(T1).

Proof: Given initial (w, 2) such that = € K(7%]), recursive feasibility comes
from Theorem[5.5 Also, as the policy is trim-contained, we have 7' C T,
thus, we can assert from Proposition 5.5

THT! @) = JH(TET ) VT € trim(TH) (5.31)

because longer trees (T1(T)]) have lower cost bound that shorter ones (7).
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Now, from (5.24), we can assert the following equality:

J(TE, 2) =
l(ﬁE, Z, u* (T[z])) + Z Trz(T’)G(T’)z('T)89(7'/)2(7')J* (T/, AQ(T/)QT —+ BH('T/)U*(T[Z]))
T'etrim(T=))
> 1, 5wt (TH))+

> T Tnemes Tt (TETN, Agra + Byeryu*(TH))  (5.32)
T’ etrim(TI=])

and (B31) allows writing the inequality in the expression (5.32). As 71! is
probabilistic-complete (so all admissible transitions are present in the sum-
mations), introducing notation 7 (z, z) := J*(Tl, x), we can write in
the equivalent form:

J(@,2) = By(T, 2, (TH), 2) > U, 2,0 (TH)) (5.33)

so Theorem 5.1] proves mean-square stability if control action u*(7%]) is ap-
plied in receding horizon. O

Note that, the mode-dependent predictive controllers in (Patrinos et al.
2014) with a full tree are a particular case of our approach, both on the tree
structure and on the probabilistic transition model: Theorem 5.6l would redu-
ce to (Patrinos et al. 2014, Theorem 24) under their assumptions.

5.6.1. Scenario Generation

In order to generate scenarios fulfilling the above-discussed feasibility and
stability properties, it is suggested to, first, generate a set of scenarios (policy)
based in, for instance, the probabilistic ranking in (Bernardini and Bemporad
2012), with at least two nodes per tree. Then, in order to make it probabilistic-
complete, if there exist non-leaf nodes where is not fulfilled, the tree can
be easily completed adding the missing admissible child nodes as new leaf
nodes; let us denote such operation, carried out over all trees in a policy P, as
complete(P).

Now, trim(P) will denote the collection of trees arising from trimming
each of the policy’s trees, in no particular order. Given a policy P and an arbi-
trary collection of trees {77, ...7,} for some g, the union P = P U {T1,... 74}
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stage cost

12 14

time

Figura 5-6: Simulation of the scenario-predictive control for trees in figures[b=2land[5=3]
is defined as the policy P = {71),..., 711} in which:

ol Tl U 7 (5.34)

1<j<gq
=(T;)==

With these definitions, iterating P = complete(P U trim(P)) until con-
vergence will find a trim-contrained policy fulfilling Theorem The above
iterations will converge in a finite number of steps, as the maximum depth of
trees in P keeps constant between iterations: for sure they will stop before or,
in a worst-case situation, at the moment of reaching full trees.

Example 5.4. From all considerations on the terminal cost, feasible sets, and tree pro-
perties (trim-contained) we can ensure that the scenario predictive control problem on
the policy given by trees in Figure[5-2) for initial information z = 1, and Figure[5=3]
for initial information z = 2, will be recursively feasible and mean-square stable in
receding horizon. The actual setting in terms of quadratic programming is analogous
to, for instance, (Bernardini and Bemporad 2012, Patrinos et al. 2014). 100 simula-
tions of the evolution of the quadratic stage cost l(x, z,u) appears on Figure[5-6 for
random feasible initial conditions with the model in Example[5.1} tending to zero as
expected.

5.7. Conclusions of this Chapter

This chapter has presented a set of terminal ingredients and scenario pro-
perties so that scenario predictive control approaches in prior literature can be
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proved mean-square stable and receding horizon recursively feasible without
the need of enforcing additional Lyapunov level-set constraints. The consi-
dered scenarios contemplate a probabilistic model in which a set of different
modes (different linear models of the controlled process) switch according to
some ‘information’ variables assumed measurable and governed by a pair of
observation/transition probability matrices. In this way, classical results on
stability and feasibility of standard predictive control (and associated terminal
and feasible sets), as well as those on MJLS, are generalised to scenario-based
optimisation under the proposed probabilistic transition model.






Capitulo 6

Reliable MPC for
Markov-jump Linear Systems

Nota sobre el capitulo En los dos anteriores capitulos se formul el control pre-
dictivo basado en escenarios para MJLS asegurando estabilidad y factibilidad para
todo tiempo futuro, asumiendo que los arboles de escenarios son completo en el sen-
tido probabilistico (la probabilidad de los nodos sucesores de cada nodo del arbal,
excepto los terminales, suman uno). Este tipo de escenario debe ser entendido co-
mo no arriesgado, puesto que se tiene 100 % de probabilidad de que el problema de
optimizacion sea factible para arboles que cumplan las condiciones presentes en los
capitulo anteriores. Ademas, se tratan con sistemas inestables en tiempo discreto. El
contenido de este capitul o esta basado en €l trabajo:

= M. Herndndez-Mgjias A. Sala, C. Arifio, A. Querol. Reliable fault-tolerant pre-
dictive control for Makorv-jump linear system$EEE Conference on Control
Application (CCA), 2014. Pp. 1831-1836. Antibes, France.
DOI: 10.1109/CCA.2014.6981579.

Este trabajo corresponde a un primer enfoque en cuanto ala utilizacién de escenarios
arriesgados en MJLS, eliminando secuencias de poca probabilidad, que se mejorara
en capitul os posteriores.
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Abstract: This chapter considers model-predictive control for discrete-time
Markov Jump Linear Systems subject to constraints on state and control va-
riables. Hitting state constraints is a situation which should be avoided, but it
is impossible to do that with total certainty when not all possible models are
stable, except in trivial initial states (e.g., the origin). Hence, this chapter dis-
cusses how to ensure a certain degree of reliability (low likelihood of hitting
constraints) in the above unstable-mode case if there exists a terminal contro-
ller which, on average, renders the system stochastically stable.

6.1. Introduction

As above discussed Model Predictive Control (MPC) is a widely used tech-
nique, where the control input is obtained by solving a finite horizon cons-
trained open-loop optimal control problem, (Mayne et al. 2000), implemented
in a receding horizon policy. One of the main issue in MPC consists in gua-
ranteeing closed-loop stability for the controlled systems, so in the linear case,
constraint satisfaction can be guaranteed if the initial state is contained inside
a robust control invariant set (Kerrigan 2000).

Chapter Bl consider the extension of classical MPC to MJLS, providing a
methodology to design a control law with stochastic stability and guarantee of
constraint satisfaction based on extending the usual MPC quadratic program-
ming approach. However, such constraint satisfaction guarantee only yields
non-trivial results when all closed-loop modes are stable. For instance, the re-
sults presented in Chapter [3 cannot handle the case of unstable systems sub-
ject to sporadic loss of control. Alternative options for re-configurable MPC
appear in (Hartley and Maciejowski 2014) for redundantly actuated systems.

In this chapter a first approach in order to solve the above problem is pre-
sented, extending the results in Chapter[3]to ‘sporadically unstable’ cases, eva-
luating the reliability of a chosen ‘likely-terminal” set and, then, proposing it
for use in a predictive control strategy which should work “most of the times’
when starting from certain ‘likely-feasible’ sets.

6.2. Preliminaries

Consider a Markov-jump linear system (MJLS):

Try1 = Ag, Tk + Bo, ug (6.1)
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where z;, € R”, u;, € R™ are state and input sequences, A= {A1,..., An}
and B = {By,..., By} are so-called mode-dependent model matrices and the
mode variable 8(k) € M, M = {1,..., M} is a discrete-time Markov chain
with transition probability matrix P = [r;], with mj; = p(8(k+1) = j|0(k) = i).

We will assume that at time k, the mode (k) is known, as well as the plant
state xj, and the Markov chain probability matrix P.

Similar to Chapter B} there are MN*1 possible realizations of 6, from
t=0tot =N, N >0.Anindex variable | € £, £ = {1,2,..., MN*T1} will
be used to single out an individual realization, using a suitable ordering. Such
a realization will be denoted by 8' € MN*!; the element of 8' at position j
will be represented by 6%. Also, mode-dependent matrices associated to such
element will be denoted by the shorthand Ag” = Ae;: B Jm = Bej.-

Prediction Model. The prediction model used in this chapter is the same of
the Section3.3.1) i.e.:

ktt—1 k4t—1 [ htt—1

l l l 1] [

v = 11 AVer + IT A" B, 6.2)
j=k d=k \j=d+1

6.2.1. Problem Statement

It is assumed that hitting state constraints in the control of the MJLS will
represent an undesirable situation to be avoided; such a situation will be con-
sidered a non-recoverable failure.

Then, in MPC of systems whose terminal control law cannot stabilize all
modes, the actual sets in which there is 100 % guarantee of stochastic stability
and not violating the state constraints in the future have zero Volum. In fact,
the sets may even be reduced to a single point (the origin).

However, as the terminal controller is stochastically stable, that means that
the actual likelihood of the state being outside any compact set containing the
origin tends to zero as time increases. Indeed, stochastic stability means that
the unstable modes have low likelihood so its ‘expansion” is counteracted by

more frequent ‘contractions’ from stable modes.

Then, instead of having absolute guarantee that no violation the state cons-
traints in future time, we will try to ensure that the likelihood of hitting such
constraints is low enough to have an MPC scheme with ‘acceptable’ reliability

¥Indeed, as the always-unstable-mode sequence is possible, the projection of the terminal /fea-
sible sets on its unstable eigenvectors subspace must be zero, otherwise it could expand forever.
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in practice.

The aim of this chapter is, hence, assessing the reliability of a chosen ‘likely-
terminal’ set (with non-zero volume) and, if its probability of violating cons-
traints is deemed low enough, proposing it for later use in a predictive con-
trol strategy which should work ‘most of the times” when starting from some
‘likely-feasible’ sets.

6.3. Reliability analysis of a stochastically stable
Markov-jump system

Stochastic stability of a Markov process implies that, on average, the beha-
viour is ‘contractive’. That, subsequently, means that starting close enough to
the origin, the likelihood of the state reaching a particular constraint tends to
zero as time increases. In particular, the smaller the set of initial conditions, the
lower the likelihood of having hit the constraints up to a particular time. In-
deed, it will require a greater deal of expansion which is more unlikely given
that in the long run, the average behaviour contracts.

Based on the above, given an arbitrary mode:
Tpy1 = Ag, xp (6.3)

and a constraint set 2,4, C X, the objective of this section is computing a
worst-case bound of the ‘probability of failure at H or less steps’ (reaching past
the boundary of 2,,,4,) if initial conditions are at a particular set 2 (assumed
given a priori). It is a worst-case bound, because if one of the images of any
vertex of (2 hits the constraints, the whole mode sequence is considered to be
leading to failure.

Specifically, given an horizon H, an outer set (2,,,,,, a central candidate set
Q C Qnae, and an inner set €2, C Q, we will produce an algorithm to compute
the following probabilities:

= probability of failure (P;): The cumulative probability of all mode se-
quences for which there exists a vertex in 2 so that a trajectory from it
leaves the interior of €2,,,,, in H or less steps.

= probability of contraction (success) (P;): The cumulative probability of
all mode sequences which do not leave ,,,, and map all vertices of (2

20The model might be an open-loop one or, as later proposed, a closed-loop -terminal
controller— set-up



6.3. RELIABILITY ANALYSIS OF A STOCHASTICALLY STABLE
MARKOV-JUMP SYSTEM 133

into Q;,,, after exactly H steps.

= probability of uncertain status (P3): One minus the other two probabi-
lities, represents the cumulative probability of all sequences for which
no vertex leaves (1,4, in H or less steps, but there is at least one vertex
which did not enter Q;,.

Algorithm @l is used to compute the above-described probabilities. In the
referred algorithm, the input modelsini is the list of matrices of the model (6.3),
jointly with its associated initial probabilitie. Then, the children function ge-
nerates, given a list of (): matrix, prob: probability) pairs, a new list of (ma-
trix, probability) pairs, obtained by multiplying every matrix in the input list
by every possible mode matrix in (6.3), and the associated probability by the
corresponding transition probability from Markov matrix P.

For instance, in Figure [6-Tlit can be seen that a two-mode system has two
children for each one of the considered matrices at previous iteration. At¢ = 1
four children are obtained, two of them from A; and the other two from A,
at t = 0. Once childrenList is computed, after suitable vertex checking in the
algorithm, it might result that the last mode sequence yields some vertex V(j)
so Image = A2 AsV(j) ¢ Qnas, therefore, for the next instant, this sequence’s
children will not be considered. Then, six children appear at next instant, and
so on until the final horizon H is reached.

For reliable practical operation, the probability of failure (7;) must be low
and the probability of contraction (P2) must be high enough. In a worst-case
analysis, all uncertain-status points might eventually lead to failure (which, of
course, is conservative). Note that the points forced inside 2;,, will have in the
future a lower probability of failure, and a greater fraction of those points will
enter in a subsequent smaller set if the computations were repeated because
4y, is, by assumption, smaller than €.

6.3.1. Choice of high-likelihood terminal and feasible sets for
MPC technique

When considering stability of MPC set-ups for MJLS, the above study must
be carried out for a candidate ‘likely-terminal” set with the Riccati stochastically-
stable optimal control law (terminal controller). From an engineering point of
view, a choice of the mentioned ‘likely-terminal’ set X ¢ will be reliable enough

2luser-defined, for instance equal to the stationary Markov probabilities, or equal to one if it is

assumed that we know the starting mode perfectly at time of the set computation.
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Algoritmo 4 Reliability analysis for polytopic sets

Inputs: Qaz, @, Qin, H, model sini, P
Outputs: P, P2, Ps

1 Pr=P,=Ps=0;
2: V = wvertices(?), modelsit = modelsini;
3: parai = 0 to H hacer
childrenList = children(modelsit, P);
index = 0;
para j = 0 to size(childrenList) hacer
success=true;
para k = 0 to size(V) hacer
Image = childrenList(j).M = V(k);
si not(Image € Q4. ) entonces
P1 = P1 + childrenList(j).prob;
success=false;
break;
fin si
fin para
si success entonces
modelsit(index) = childrenList(j);
index = index + 1;
10: fin si
11:  fin para
12: fin para
13: para i = 0 to size(modelsit) hacer
13:  success=true;
14: paraj = 0 to size(V) hacer

R e A A A A U B o

14: Image = modelsit(i).M = V(j);
15: si not (Image € €);;,) entonces
15: success=false;

15: break;

16: fin si

17:  fin para
18:  sisuccess entonces

18: Pa = Pa + modelsit(i).prob;
19: finsi
20: fin para

21: P3=1—(P1+ P2);
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Figura 6-1: Possible mode sequences trajectories.

when the probability of failure (P ) is lower than a specified threshold and the

probability of success (P-) is higher than another high-enough threshold.
Once a reliable enough terminal set Xy has been chosen, starting with

known mode, say i, if we take the prediction model until horizon IV;, the cons-

traints, for all possible mode sequences, are:
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Rxx + Sx <0
Ryx(Aiz + Bul") + Sx <0
Rx (A1 Az + AlBiu[f] + B1u[21]) +5x <0
Rx(AsA;x + A2Biugi] + Bzu[22]) +5x <0
(6.4)
Rx(As Ay Az + Ay Ay Bl + Ay Byl + Boul) + S5 <0

Rxf(AlAl...Aix-f—...) +Sxf <0
Rxf(AMAM...Aix-F...) +Sxf <0
where R and S are given by Definition [1.19

Let us define the N;-Step Robust Controllable Set Ky, (X, X¢) as, the set
of states in X for which there exist a control law (the actions ug], lel, k=
1,...,Ny) fulfilling the constraints for all ¢, such that a set Xy is reached
in at most V; steps. Obviously, it can be obtained by iterating a one-step fault-
tolerant set given by Definition[3.2land, using the Algorithm[I] but we express
it here in multiple steps because a modification will be proposed below. The-
refore, we could obtain the Robust controllable set at a multiple of INV; steps
Vi the iteration:

Kpr1ysn, (X, X)) = Kn1(X, Kipyanv, (X, X)) (6.5)

starting with o (X, X;) = X;.

Initial conditions in such controllable set will guarantee that whatever the
mode sequence, the likely-terminal set is reached in NV; steps, so the reliabi-
lity guarantees of such set hold, too. However, considering repeated unstable
combinations might lead to a small K, n, (Figure[6-3lin the example section).

In a probabilistic case, if the probability of some of the mode sequences
in (6.4) are very small, then we can compute larger N;-step controllable sets
by removing unlikely sequences from the constraints (6.4); the resulting set,
denoted as Ky, (X,X;), will yield a trajectory ending in the terminal set ‘in
most cases’ when initial conditions are in Ky, .

Adapting the iterations above to an horizon multiple of Ny, in this ‘likely

22 Again, this is not actually needed as everything can be obtained from the standard one-step
set, but motivates later expressions.
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controllable’ case we have:

Kpryen, (,Xp) = Ky, (X, Ky, (X, X)) (6.6)

initializing the iterations with Ko (X, Xs) = X;.

So, with the above set-up for predictive control, the proposal achieves a
controller which works in the majority of cases, as once the state is inside
the inner sets it is progressively more unlikely to reach the constraints as time
increases. Hence, the proposed approach may, in some cases, be able to design
reliable enough MPC in practice for MJLS with unstable systems.

6.4. Numerical Example

Let us consider, as an example, a linearised inverted pendulum, with two
states (position and speed) and one input. In the discrete-time Markov-jump
model, two operating modes will be considered: Mode 1 means that the ac-
tuator is working properly; mode 2, the actuator fails with a complete loss of
the control capabilities. So, the two models are:

1,0094 0,3009  0,0643
[A1]B1] = | ;
0,0632 1,0094 ' 0,4299
1,0094 0,3009 0
[A2|Bo] = |
0,0632 1,0094 0

Note that, the system in mode 2 is not stabilisable, i.e.:
By =0, eig(A2) = [1,1474,0,8714]

The example has been chosen as the complete loss of an actuator in an unsta-
ble SISO system, because is a very relevant problem fot this kind of process, so
assessing its reliability (obviously, when there is a chance of recovering fun-
ctionality in future samples) demonstrates the main features of our proposal.
The relevant sets and reliability measures in stable systems and in those with
redundancy in actuators would be larger.

The transition probability matrix between the two operating modes will be

p_ | 095 09 |
0,05 0,1

set to:
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which models modes with a high likelihood of working properly, and spo-
radic faults which recover soon to normal behaviour (obviously, unstable sys-
tems without control during a large time interval would fail, this is the reason
that the Markov matrix has been chosen this way). The Markov stationary
probabilities are: p(model) = 0,94736 and mode2 = p(0,0526).

Actuator constraints will be —5 < u < 5; state constraints will be: —7/2 <
z1 < /2 and —4 < z9 < 4, considering that the system has ultimately failed
if state constraints are hit.

The weighting matrices in the MPC cost (3.20) will be set to: Q = diag(2, 2)
and R = 0,3.

Recursively solving equation the terminal control law v is obtained. The
resulting terminal control gains are:

[K'K?) = { 148344 1,96784 | 0 0 }

and the system with such terminal controller is, of course, stochastically stable
as the Riccati equations have converged to a finite cost.

Once the terminal Riccati equations have been solved, suitable sets for pre-
dictive control implementation need to be set up.

If we keep all possibilities of mode transitions, the terminal invariant set
X discussed in Section[6.3.T]shrinks to the origin (intuitively expected, becau-
se a trajectory always in Mode 2 is unstable). The feasible sets for predictive
control are also the origin. Hence, the empty sets obtained in Section[3.3.2 are
basically useless.

Let us now apply Algorithm @] to evaluate the reliability of the terminal
controller in the following setting, see Figure[6-2t

= Outer set {24, is the input-output admissible set intersection of the state
constraints and constraints arising from saturation of the terminal con-
trol law.

= Central set {2 is defined to be the scaling of ,,,,, with a factor0 < A; < 1.
» Inner set €2;, is defined to be the scaling of Q2 with factor 0 < Ag < 1.

= Algorithm horizon N = 10.

The algorithm results, for \; = Ay = 0,7 are shown in Table[6.T]below. The
left numeric column presents the results when the probability of the mode
at t = 0 is that from the Markov stationary state, the middle one when it is
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Probability analysis problem.

4 B
7 B omax
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2 e,
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0
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Figura 6-2: Qmas is the maximal input-output admissible set, Q represents a polytope with
zoom = 0770 Omeaz Qout = Qmaz-

known that the initial mode is Mode 1, and the right one when starting from
Mode 2.

Cuadro 6.1: Probability analysis (A1 = A2 = 0,7, N = 10)

Stationary Mode 1 Mode 2
P1 0.005263 5,0 1079 0.1000
P2 0.994736 0.9999994 0.89995
Ps || 6,866-1077 | 4,77250-1077 | 4,4550- 1076

The table shows that the probability of failure if initial state is in Q and
initial mode is Mode 2 is 10 %. As we consider the probability of failure to be
too high, another choice of Ay = 0,6, A2 = 0,8 has been fed to Algorithm @4}
results appear in Table[6.21

Cuadro 6.2: Probability analysis (A1 = 0,6, A2 = 0,8, N = 10)

Stationary Mode 1 Mode 2
Py || 5,264-107% | 5,00-107% 0.0100
P 0.99994 0.999999 0.989999
Ps || 5,312-1077 | 4,9975-1077 | 1,098 - 1076

The referred table shows that the worst-case probability of failure (starting
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Figura 6-3: Q is the terminal set Xy and K12 is the Fault-Tolerant Robust controllable set,for
all possible modes.

already in failed mode) is 1 %, and actually, such start situation in stationary
state is quite unlikely (stationary prob. of failure is 5,3 - 10~%), these choice
of sets is deemed reliable enough, hence €2 it is proposed as terminal set Xy.
Indeed, the terminal controller, in steady state, will drive the state to €2;, in
99.994 % of the cases.

Now;, a full predictive control scheme with prediction horizon Ny = 12 is
set up using the above terminal set. For this scheme, the set of controllable
initial states K12 is computed for all possible mode transitions; the resulting
sets are depicted in Figure[6-3|

Note that the feasible set does not include the whole terminal set: the fea-
sible set shrinks in the direction associated to the unstable eigenvector (remai-
ning a set basically aligned in the direction of the stable eigenvector, depicted
with solid line in the figure).

However, if we compute the controllable set excluding them, following the
ideas in section[6.3.1] If we take N; = 3, and remove sequences {122} and {222}
we keep a 99 % likelihood of reaching the terminal set in 3 steps. Iterating four
times, we obtain Ko (see Figure[6-4) as an initial condition set in which our
predictive scheme will work reliably enough (99 % likelihood of entering a
smaller Ko, and so on).
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-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 6-4: Q is the terminal set Xy and K7 = K12, is the Fault-Tolerant Robust controllable
set, removing unlikely sequences.

6.5. Conclusions of this Chapter

This chapter has presented a reliability analysis of model predictive con-
trol set-ups for systems with fault transitions modelled by a Markov chain
with unstable modes. An algorithm computes the probability of hitting cons-
traints and that of entering a smaller set after a prefixed horizon. This allows
increasing the volume of the initial condition sets in which MPC strategies
will work ‘in the majority of cases” with respect to the robust ‘all cases’ sets.
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Abstract: Robust A-contractive sets have been proposed in previous literatu-
re for uncertain polytopic linear systems. It is well known that, if initial state
is inside such sets, it is guaranteed to converge to the origin. This work pre-
sents the generalisation of such concepts to systems whose behaviour chan-
ges among different linear models with probability given by a Markov chain.
We propose sequence-dependent sets and associated controllers which can
ensure a reliability bound when initial conditions are outside the maximal -
contractive set. Such reliability bound will be understood as the probability
of actually reaching the origin from a given initial condition without viola-
ting constraints. As initial condition are further away from the origin, the li-
kelihood of reaching the origin decreases.

7.1. Introduction

Control of constrained systems needs assessing the set of initial conditions
which can be steered to the origin without violating such constraints during
the transient. To that purpose, robust A-contractive controllable sets have been
proposed in priori literature for uncertain polytopic linear systems (Gilbert
and Tan 1991, Blanchini 1994, Blanchini 1999, Kerrigan 2000).

Reliability analysis of a control strategy for constrained systems in pre-
sence of mode changes, is a problem of significant interest, motivating this
work. Indeed, problems arise when initial conditions are outside the proven
maximal sets. In such a case, the controller might stabilize the system without
constraint violation only for some mode sequences, i.e., with probability lo-
wer than 1. A first approach has been presented in Chapter [l for closed-loop
unstable system.

This chapter focuses on the above issue, proposing an algorithm which
determines sequence-dependent sets for which there exists a control law such
that the system can be steered to the origin, but only for a particular sequence 6.
If the algorithm converges, then, states outside such sets cannot be driven to
the origin without violating constraints, whichever the mode sequence: the li-
kelihood of reaching the origin from them is zero. Obviously, initial conditions
in a robust A-contractive controllable set have 100 % likelihood of reaching the
origin. If the state lies in “intermediate’ regions, this work proposes a control
law which will steer the state to the origin with a certain probability bound p,
to be denoted as reliability bound.

Two settings will be considered regarding the mode information availa-
ble to the controller at the moment of computing the control action in on-line
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operation. The first one will discuss the case in which the current mode is avai-
lable; the second one will discuss controllers without such mode information.
The former is a widely used assumption in control of MJLS (present in most of
the above-cited works); the latter (no mode information) will yield controllers
with lower reliability, as intuitively expected.

7.2. Preliminaries, Problem Statement
Consider a non-autonomous linear time-varying system, for & > 0:
Tyl = Agk.%k + nguk, 0 € ./\/l, (7.1)

The current mode 6), can be either known at the instant of computing uy,
or not. That will give rise to different control action possibilities later in this
work.

7.2.1. Robust h-step Sets

In the case there is no mode information available to the controller, system
(Z1) can be considered to be an uncertain linear system with polytopic uncer-
tainty. In that context, let us assume the state must be constrained into a region
 and that the control action must, too, belong to a known set U.

The following definition is well known:

Definition 7.1 (Robust 1-step set (Blanchini 1994, Kerrigan 2000)).

Q(C) := {z € R" : Ju € U such that A;x + B;u € CVi € M} (7.2)

With the above definition, following (Kerrigan 2000), given a contraction
rate 0 < A < 1, the recursively-defined set:

Kj = Q\K,_1) N, (7.3)

starting with K = 2, will be denoted as the robust h-step \-contractive con-
trollable set. Indeed, as shown in the cited reference, for all 2y € ICQ there
exists an admissible control action u which, without knowledge of the actual
mode, keeps the future states inside € at least h time steps, and 29 (z,u) €
MEQ for all § € MM

When super-index A is omitted, it will be assumed to take the value of
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A = 1, denoting the so-called invariant sets. Such convention (A = 1) when
omitted will also be used in later variations of the above invariant concepts.

If the iteration (Z.3) converges for h — oo, the resulting set will be la-
belled as K2,. This is largest set of initial states in ) for which there exists
a mode-independent controller making K2, to be A\-contractive (maximal \-
contractive controllable set), see (Kerrigan 2000) for details.

If the initial state belongs to the above maximal robust A-contractive sets,
it will robustly converge to the origin (irrespective of the mode sequence, wit-
hout information on current mode).

7.2.2. Problem Statement and Auxiliary Notation

The objective of this chapter is to extend the above A-contractiveness con-
cepts to initial states outside the maximal robust set. Obviously, such states
will not converge to the origin under some sequences; this work will propose
suitable control laws for them, and will estimate the probability of success in
driving the state to the origin.

Two information scenarios (either known or unknown current mode) will
be considered. When current mode is known to the controller, a more flexible
definition of Q(C) will be proposed, allowing for mode-dependent v’ in (Z.2),
and a higher probability of success will be guaranteed.

In order to address the problem with more generality, we will consider
mode-dependent constraints, as well as the possibility of some transitions ha-
ving zero probability to enlarge the obtained guaranteed sets.

The mode-dependent constraints and essential notation to be used throug-
hout the paper will be defined next.

Constraints. Some mode-dependent state and input constraints will be con-
sidered. In particular, a list of sets Q := {QY) ... oM}y ¢ .= (Ul .. UM}
will be specified as the constraint for each mode (x;, must belong to Q] and
u, must belong to Ul?t]). The origin = = 0 will be assumed to belong to all 27,
and likewise u = 0 will be assumed to belong to all Ull, for all i € M.

The notation * will denote the set in the augmented space R" x M given
by Q* := {(x,0) € R" x M : z € QI]}. Hence, the mode-dependent constraint
can be stated, for all k& > 0, as (zx,6r) € QF, and (ux,6;) € U* being U*
likewise defined. Analogously, for any set C* C Q¥, the ‘cuts’ for a particular
mode will be understood as C1¥) := {z € QI) : (z,0) € C*}. Given an arbitrary
set C € R", the notation A\C will refer to a linear scaling of C with scaling factor
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0 < X < 1. Given C* C QF, the scaling A\C* will be understood as A\C* :=
{(x,0) : x € XCIO1}.

We will denote as Q = n;Ql, U = N, U which will be ‘safe’ sets fulfilling
the constraints for all modes. If no mode information is available when com-
puting the control action, the controller should obviously assume single €2 and

U as state and input constraints (mode-independent), as considered in Section
7.2.1]

Sequence Notation. For a particular § € M", 8 = {0y, 01,...,0,_1}, denote
by 6;.;, for 0 < i < j < h — 1, the sub-sequence {6;,0;+1,...,0;} € MI~"TL
Givenn € M™, ¢ € M"2, denote as n¢ the concatenated sequence

{7707 RN 77h1—17§07 s 75]12—1} S Mh1+h2

A sequence 8 will be said to be admissible if IT, ", 74,4, , # 0. Given the
transition probabilities, the so-called incidence matrix Z will be defined as the
one whose element at position (7, j) is equal to 1 if m;; # 0, and equal to zero

otherwise.

The set of all admissible sequences of length h will be denoted as M
Evidently, a sequence is admissible if and only if all its sub-sequence are, too,
admissible. Given a particular mode, its admissible successors will be denoted
by S; := {j : m;; # 0}. Of course, if S; = M for all 4, then any arbitrary
switching is admissible.

Note that if sequence switching has a minimum dwell-time constraint,
such as the case considered in (Dehghan and Ong 2012), it can be trivially
considered the output of a Markov process with a larger number of states, so
the results to be presented here can also be applied to such a case.

Sets Associated to Sequences. The notation u € Ug, u = {ug,u1,...,up—1}
will be used for input sequences of length h such that constraints are not vio-
lated, i.e., ux, € UP*). An analogous notation to state sequences = € (g will be
used, too.

Predicted State Sequences. Given a mode sequence 6, for the controlled sys-
tem (Z.1), with an input sequence u € Uy, let us define the associated state
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sequence as x?, abusing of notation:

0 . 0 ._ 2]
Tg, X1 = Aeoxo + Bg,ug, T = Aglxl + Bg,uq, ...,

29 = Aghflxghfl + Bo,_,un—1, (7.4)

where actually 2¢ is a function z¢ (z0, u).

An input sequence (and the associated predicted state trajectory) will be
denoted as admissible for initial state xy and sequence 8 if mode-dependent
constraints are not violated, i.e., if u € Ug and x[? (zo,u) € Q.

7.3. Augmented and Sequence-dependent Sets

In this section, generalizations of (Z.2) will be proposed. First, the exten-
sion to the case when the controller knows the current operating mode and
the admissible successors. Later, sequence-dependent sets will be defined so
that, in Section[7.4] the knowledge of the probabilities of future sequences will
allow the controller to ‘bet’ over the most likely outcome to decide the course
of action.

7.3.1. Augmented h-step Sets

Let us redefine the one-step set in the augmented space 2* as:

Q*(C*) := {(wo,1) € O : Ju € Ul such that (Aizo + Byu,j) € C*Vj € S;},
(7.5)
where knowledge of the mode ¢ by the controller is implicitly embedded in
the definition. Then, the iterative algorithm for h-step sets can be rewritten as
Algorithm 5l

Theorem 7.1. If Algorithm[Blconverges (success=t r ue), the set KC3;* is the maximal
A-contractive controllable set contained in Q*.

Proof: Omitted, as would be almost identical to those in the non-augmented
space (Blanchini 1994, Theorem 3.1),(Kerrigan 2000). d

Remark 7.1. Convergence of the algorithm in a finite number of steps cannot be
guaranteed in general. However, if there exists any A such that the above algorithm
converges (in maybe an infinite number of steps), there exists a finite h such that
ICZ’* is A-contractive for any A < A < 1, following identical argumentations to
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Algoritmo 5 Recursive computation of h-step sets in augmented space

L Set Ko = QF;
: Leth=1;
: Compute K, = Q*(MC,™));
si IC,AL’* = K2f1 entonces
success=true ;
let KX = K%, STOP;
fin si
Leth=h+1;
si h < hjrax entonces
go to step B}
si no
let success=false STOP;
fin si

O P 0NN DT @

(Blanchini 1994, Theorem 3.2). Hence, if hyax is reached, bisection on \ can be

used to find the smallest \ such that ICQ';AX is \-contractive, by testing if IC,AL’;;AX -
* (N
Q (/\’Chz\ij) '

From the above results, for any (zo,0) € ICA:* there exits a causal ug =
uo(xo,0o) such that the successor (x; = Ag,zo + Bo,uo, 1) is admissible for
any possible successor mode 6; € Sg,,i.e., x1 € Moy €4, A/cég["”.

Now, the following set in the original (non-augmented) state state space
can be defined:

Definition 7.2. Let us define h-step controlled safe set as:
Sp = Nk (7.6)

This set denotes the set of initial states for which there exists a control
action (causal, dependent on current mode) that fulfils (zx,0x) € A*Q* for
0 < k < h under any admissible sequence (irrespective of the starting mode
6o).

The name comes because starting in such state is ‘safe’ (constraints not
violated) at least for h steps, even if 6 is not yet known (assuming it will later
be, of course).

After convergence, the sets K2V are those for which an initial state in
them, with initial mode i can be kept in the admissible regions forever, and
steered to the origin with decay-rate A. Then, SA = Niem Kégm (to be named
as maximal controlled safe set) denotes the set of states for which a causal admis-
sible controller exists such that constraints will never be violated in the future,
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irrespective of the starting mode.

Remark 7.2. Note that the maximal safe set SQO is, in general, not A-contractive, in
the sense of (Kerrigan 2000). Indeed, the truly A-contractive set is K*; so, any state
starting in S, will be kept at a future time k inside U a4 AR A particular case
in which S, is A-contractive is discussed below.

Lemma 7.1. Under arbitrary switching (i.e., m;; # 0 for all i, j), the maximal con-
trolled safe set S} is control A-contractive. It is, actually, the maximal control \-
contractive set with mode-dependent control action.

Proof: Consider K2;* which is maximal and fulfils, due to convergence:

KA = Q*(KX*) = {(x0,i) € O : I(u,i) € U* such that :
Ao+ Biu € A (NjemxM)}, (2.7)

but, from (7.6), trivially (replacing the last intersection):

A% = Q*(KA") = {(x0,4) € Q : 3(u,i) € U* such that A;xo + Byu € ASA}
(7.8)
Note that, if z € S, then (z,i) € KX for all i. Then, (Z.8) entails that, whi-
chever the mode, there exists a (mode-dependent) control action driving the
successor state to the scaled set AS), . Thus, S}, is control A-contractive.

Note that, if z ¢ S, then there exists j such that (z,j) ¢ KX*. Due to
maximality of K%, then there does not exist a control action keeping all the
future states admissible; hence, S, is maximal, too. O

7.3.2. Sequence-dependent h-step Sets

The previous section enlarges the possible initial conditions with guaran-
teed convergence to the origin (with respect to the original robust sets in sec-
tion [Z2.1). However, if the initial state and mode are not in K2;*, then there
exist a sequence of modes which will ultimately violate the constraints, whi-
chever the controller. However, there might be some sequences for which a
controller exists such that the state can be steered to K;*. So, there might be
some probability of success in driving the state to the origin. This motivates
the definition of the following [-step sets in the (non-augmented) state space
for a particular sequence.

Given the system under study (ZI) and an arbitrary set C, with associa-
ted mode-dependent state and input constraints, we will define the h-step
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sequence-set Qg(C), 0 € M" as:

Qo(C) := {xo € Q%) : Ju € Ug such that (2 (o, wg.k—1),0k) € QF
Vk e {1,2,...,h —1},2%(x0,u) €C}, (7.9)

where 29 is obtained with (Z.4). Hence, Qg(C) is the set of initial states for
which there exists an admissible control actions for a particular sequence 6,
such that, the state is driven in an admissible trajectory to C in len(0) steps,
while keeping the evolution of the state inside 2* for the first h — 1 step.
When the sequence length is 1, i.e.,, n = {i}, i € M the above expression

will actually be a ‘classical” 1-step set, represented, with a slight abuse of no-
tation, by:

Qi(C) :={xp € Q2 Jug € U such that A;zg + Biug € C} (7.10)

For instance, the one-step set in (Z.5) could have been written as Q*(C*) =
{(x,1) € Q* 1z € Qi(Njes,CUN)}.

Lemma 7.2. Consider mode sequences n € MM, &€ € M"2, hy > 1, hg > 1. Then,
Qne(C) = Qn(Qe(C)).

Proof (omitted) is straightforward from the definition. Such property will
allow recursive definitions of the above sets, similar to standard algorithms.

Corollary 7.1. A particular case of the above lemma when Iy = 1, ie., n = {i},
i € M gives:
Qie(C) = Qi(Qe(C)) (7.11)

As possible future mode sequences are infinite, there might be an infinite
number of the above sequence-dependent sets. However, in some cases, the
number of sets are finite and depending only in a few of the first sequence

elements, motivating the lemma below.

Lemma 7.3. If Que, (C) = Qn(C) forall ng, € M then Quy(C) = Qy(C) for
any admissible sequence 1p of any arbitrary length.

Proof: Consider a sequence of length h + 2 expressed as §; € M, & € M,
n e ﬂh, such that n&, & € ﬂh“. Consider now the associated sequence set
Qe e., Applying first Corollary splitting out the first element of 7, i.e.,
n&1&2 = noN1:n-1£1§2, we have:

Q"?&fz (C) = Q"]O"’l:[—lgl&é (C) = Q"]O(Q"h:h—1£1£2 (C)) (712)
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—ht1 .
As nip—1&1e € M, Qnveiea = Qur_1e, by assumption. Hence
(Z12) can be expressed as:

Qno(in:h—lflf2 (C)) = Qno(Qm;hq& (C)) = Qﬂ§1 (C) (7.13)

As Qpe, = Qy for all admissible n&;, (Z13) implies Qne,e, = Qne, = Dy
for all admissible sequences. An induction argumentation makes Qny = Qy
for any finite-length sequence . ([

Recursive Algorithm for Q,,. The finite collection of sets arising from the
above lemma can be computed by Algorithm [f] (if it succeeds), with a target
set C used to ‘seed’ the recursions.

Algoritmo 6 Recursive computation of sequence-dependent sets Q,,(C)

Inputs: C.

1. Start with all ¢p € M. Compute Q,(C). If all Q,, = C, let success=true ;
STOP.

2. Leth =1.

3. Forallé e M,n € ﬂh such that £7 is admissible, compute Q¢ (C) using
the one-step set in LemmalZ.2l Q¢ (C) = Q¢(Qy(C)).

4. If Qpy(C) = Qu(C) forallyy € M, n € A" such that 1m is admissible,
then let success=true ; h. = h; STOP.

5. Leth =h+1,If h < hyax go to step Bl else, let success=false ; h, =
hMAX; STOP.

If ‘success’ ends up having a true value, the result is a list of converged
sets 9, (C), covering alln € A Also, intermediate sets Q,,(C) with len(n) <
h¢ should also be stored for further interpretation, see Section[Z.4l IF ‘success’
were not true, the algorithm wouldn’t have found the final converged sets;
anyway, they can still be useful in some cases, as discussed in Section[7.4.3]

The interpretation of the converged set Q,, = Qu¢ is that for all  in O,
there exists a control action driving the state to C under any sequence starting
with 1. However, note that the control action might be sequence-dependent,
so it would need a ‘non-causal’ controller. Hence, further developments are
needed in order to devise causal controllers, as discussed next.
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7.4. Reliable On-line Controller Design

The above sequence-dependent sets can be used in order to decide a course
of action to reach the origin with high likelihood. Let us consider each of the
two mode information set-ups, i.e., controller knows current mode or not.

7.4.1. Controller with known Current Mode in On-line Ope-
ration

Of course, if at a particular instant, say ¢ = 0, we have (9, fy) € K%, there
exists a control law keeping the next state and mode in K2, so that this con-
troller is the one to be applied ensuring 100 % likelihood of being admissible
at all future times.

When (0, 60y) ¢ K%*, the following corollary combines the two above al-
gorithms by using the results of Algorithm [5las seeds C of Algorithm|[6l

Corollary 7.2. Given v € ﬂhH, v = ny, forall zy € Qn(ng\g[w]), there exists
a control law driving the state to K* from o under sequence m, and remaining in
KA:* thereafter for any subsequent mode sequence beginning with 1, converging to
the origin with contraction rate .

Proof: The proof is trivial from the definition of Q,,( Joaid ), the A-contractiveness
of K* and the fact that (z, 1) € KX* for any z € K. .

Note that Corollary [Z.21 does not require convergence of Algorithm [6] but
only convergence of Algorithm 5 Note, too, that the sets Q,,(ICQ‘O’M) get ‘lar-
ger’ as len(n) increases. In precise terms:

Corollary 7.3. Given v € ﬂh, ¥ = 1), then Oy (ICQ‘O’[%]) C Qnyy (ICQO’M]).

Proof: Indeed, the set of xg which can be driven to the origin with any
arbitrary sequence starting with ny, —i.e, 9y (ICQ‘O’[%]) from Corollary [7.2}+ is
a subset of those which can be driven with the particular case 92 —i.e.,
o) ,Csz] _ 0

mﬁl( S ) .

So, as Algorithm [f] progresses, a larger family of nested sets (in the abo-
ve sense) is obtained, until convergence (if it happens to occur) or exhaus-
tion of computational resources. A practical interpretation of the above co-
rollary means that progressively longer sequences will reach points further
away from the origin. As such sequences will be less likely, initial conditions
far away from the origin will have lower likelihood of being steered to the
origin than those close to it, as intuitively expected.
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Reliable Control Algorithm.

The above results can be used in on-line control to obtain a control action
which drives the state to the maximal set K);* with a given probability (asso-
ciated to the most likely sequence).

As above discussed, if (g, 0y) € KX\*, 100 % reliability can be guaranteed.
Otherwise, the control action resulting from Algorithm [/ below can be ea-
sily computed (at least when all involved sets are polytopic ones: everything
amounts to linear constraints). Let us first present the algorithm, and discuss
later the meaning of the involved steps.

Algorithm inputs are current state, current mode and all the sets resul-
ting from Algorithm[6] either until convergence or until h. = hasax has been
reached without success. As h. can be different for each IC;\g)[g], £ € M, when
Algorithm [flis run, it will either converge to a finite h. ¢ or reach he e = himaz
without success.

Algoritmo 7 Reliable On-line Controller
InPutS Zo, 90/ Qn( f]) 775 S M et

1. sizg € Kc2:%! entonces _

1 Compute any control such that: z; € Njes,, KA, Exit;
2: sino

2. Compute the set of sequences:

T(x0,60) := {7v: v =n¢ 1 <len(n) < heg, £ € M, zo € Qp (KNS,
~ is admissible, v = 6} (7.14)

3: fin si
4: si I'(zo, 0y) = 0 entonces
4:  Throw(‘Failure’), Exit;
5. sino
5 determine the sequence 3 in I'(zg, §p) with highest probability (condi-
tioned to vy = 6p), i.e.,
Bi=arg mix Pr(y|y = 0o) (7.15)
~YE€T'(z0,00)
6: fin si
7. Let v := len(B). Compute a control steering the next state to

9B, (K& Kl ), being ¢ = B,_1, i.e., the last element of 3, Exit;

Depending on the initial state, the presented algorithm can succeed in ob-
taining a stabilizing controller or not. Let us discuss such situations, detected
at Step 3.
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Interpretation of Step 4.

Proposition 7.1. If I'(x,600) = 0, and hee < humax for all & then there does
not exist a control law which drives the state to the origin, irrespective of the mode
sequence: the probability of success is zero.

Proof: Indeed, there is no Q, (Kég[ﬂ) with 7 starting with 6, to which z be-
longs, so, as Algorithm [6] converged, there does not exist any arbitrary-length
sequence for which there exists a control sequence bringing it to X*. O

The statement Throw(‘Failure’) indicates that the situation in Proposi-
tion[Z1ldid occur and, hence, there is no possibility of driving the state to the

origin violating constraints: suitable abort or constraint relaxation procedures
should be handled elsewhere.

Remark 7.3. Actually, in the algorithm implementation, if he ¢ = lyprax for some
¢ (i.e., non-convergence of the prior Algorithml6lfor at least one KAE) the meaning
would be slightly different: the allowed computational resources would not prove exis-
tence of a stabilizing controller for the explored sequences; however, there might be
longer ones for which such controller exists. Again, backup controllers for such a case

are out of the scope of this work.

Interpretation of Steps 5 and 6 (success). Regarding steps 5 and 6, note
that if I'(xo, 0y) # 0, a controller which steers the state to the origin for any
sequence in I'(zo, 0) exists. However, the control action might be different for
each sequence, of course; then, as the controller must be causal, betting on the
most probable one for the future is the choice proposed in Algorithm [71

Indeed, being v = len(3), consider any controller which steers the next sta-
te to the ‘successor set’ Qg,., , (IC;\;)[E] ), being £ = B,_1, i.e., { is the last element
of 8. By definition, such controller does exist and its computation requires just
a one-step feasibility condition, trivial to solve for in the linear case.

Note also that, as sequence-dependent sets are nested, in the sense precised
in Corollary if v € T'(zo, ) then any longer sequences starting with ~
also belong to I'(zo, v0); however, their probability will be, evidently, lower.
To avoid searching for irrelevant sequences, we will denote as Trim(T") the
result of removing from a set of sequences I' any sequence whose starting
sub-sequence is already in I'. Obviously, I should actually be replaced, then,

by Trim(T") in (ZI5).

Off-line Reliability Computation. If the initial mode is not known at the
time of reliability determination (i.e., off-line, prior to actual operation), then
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100 % reliability can be guaranteed only for zo € S).. Otherwise, i.e., conside-
ring a particular zo ¢ S)., let us assume that only an a priori probability vector
for each mode p = {p1, ..., pym} with p; := Pr(6y = i), i € M is available.

To incorporate the concepts in Step 1 without knowledge of initial mode,
instead of (Z14) we must consider:

Lo(zo) ={v:v=n0<len(n) < hqe,6 € M, zg € Qn(ICQO’[f]), ~ is admissible}
(7.16)
abusing the notation by understanding 9., (Kés[g]) = KN for zero-length 7.

Analogously to Proposition [Z1] if T'2(z¢) = 0 and h.e < harax for all
& € M (convergence) there is no sequence for any initial mode for which the
state could be steered to the origin. Otherwise, a controller which steers the
state to the origin for some sequences exists. A lower bound for the probability
of success of the above algorithm can be obtained with the result below:

Lemma 7.4. The controller in Algorithm [/l has a probability of driving the state to
the origi of, at least:

pi= Z (pi . max Pr(y|y = 2)) (7.17)

e ~eTrim(T2(z0))
Proof: Indeed, the sequence B2(zo,¢) from I'y(z), given by

B2(x0,4) :=arg max Pr(yjy =1) ieM (7.18)

YET2(x0)
would be the sequence 3 that Algorithm [/l would produce if 8y = 4 at the
moment of computing the control action. It is straightforward to see that sum-
mation of the probability of each of the B2(x¢, i) conditioned to its starting
element, multiplied by the probability of each starting mode gives (Z17). O

7.4.2. Controller With no On-line Mode Information

If the current mode is not available to the controller, a controller can be
crafted using as seed to Algorithm|6]the ‘classical’ maximal A-contractive con-
trollable set from Section (Z2.1), i.e., using K2, in Step 1 (instead of the pre-
viously used augmented K2;*) . Also, (ZI4) in the controller algorithm must
be redefined, changing I" to:

T3(x0) := {v:1 <len(y) < h, xo € Q(K2), 7 is admissible} (7.19)

Bactually, with geometric contraction rate X after h steps



7.4. RELIABLE ON-LINE CONTROLLER DESIGN 157

and (Z.15) should be changed to finding the sequence with maximal probabi-
lity in (Z.19):

= ar max Pr 7.20
B8 & e (v) (7.20)

where probability Pr(+) is, obviously, computed using whatever prior infor-
mation p available (or, for instance, assuming stationary state of the Markov
chain).

Then, the control law steering the state to the successor set Q~(1.cna) (K2)
has at least probability p = prob(8(zo)) of succes. Further details are omit-
ted as they are almost identical to the known-mode case. Obviously, the resul-
ting controller has lower reliability than the one in Section[Z.4.1l

7.4.3. Discussion and Computational Issues

Obviously, the applicability of the presented results is limited by the requi-
red computational load for the proposed algorithms. In the polyhedral case,

computational issues arise because of two reasons:

= on the one hand, due to the possible increase of the number of vertices of
the M sets which get iteratively refined in Algorithm[5 the time taken to
compute each step increases with % (due to a larger number of vertices
in the involved polytopes),

= on the other hand, because of the heavy increase of the number of se-
quences in Algorithm[6l

The computational burden of Algorithm[5]is well studied, as it is a higher-
dimensional version of standard control-invariant set algorithms; such algo-
rithms and their computational issues are described in (Kerrigan 2000, Kvas-
nica et al. 2004) and references therein: although the number of involved sets
in Algorithm Bl does not increase with the number of iterations, the basic
drawback lies in vertex enumeration/projection steps whose computational
demands make them, in particular, very hard to solve for systems with a large
number of input variables.

Regarding the sequence-dependent sets in Algorithml6] the number of pos-
sible sequences to consider grows exponentially with the number of steps / in

24 Indeed, the summation in (ZI7) cannot be made because the controller will not be able to
make the choice between the different 3(zo, i) that (ZI7) assumes, as mode i will not be known.
Hence, the proposed option in is betting for the (single) most likely sequence driving to the
robust A-contractive controllable set. Note that, due to the lack of mode information, the probabi-
lity of B in is lower than the bound p in (Z17).
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most cases (for instance, for all regular Markov chains). In particular, it can be
easily proved that the number of sets for a given value of & (in the M needed
runs of Algorithm [6) is given by the sum of the elements of the h-th power
of the incidence matrix Z'. So, denoting by A the largest eigenvalue of Z, for
long enough sequences, the number of sequence-dependent sets may increase
with O(\!). Note however, that some of the sets obtained with (ZIT) might
be coincident with previously-computed ones so further one-steps sets from
them can be skipped —in fact, when such thing happens with all sets, we have
the conditions in Lemmal[Z.3}-.

A last issue is the existence of multiple control actions steering the state
to the successor set: the on-line control action can be computed, for instance,
minimizing a suitable cost index, say, one-step control effort, if the solution

were not unique (using linear or quadratic programming).

Algorithm Modifications. From the above discussion, there might be not
enough computational resources to achieve full convergence of Algorithm [6]
(or the algorithm might not converge in a finite number of iterations). When
not converged, if initial state is outside all of the obtained sets on-line finite-
horizon controllers might be conceived trying to reach (or land ‘close enough’
to) some of the computed sets.

A second modification can be suggested if Algorithm [§ does not conver-
ge: in such a case, Algorithm [f] can be seeded with any subset of either K
(unknown mode) or KX* (known mode), computed, for instance, stopping
Algorithm Bl when a contractive set is found (Remark [.1)), or via Lyapunov
functions and LMIs (Zhang and Boukas 2009, Ma and Boukas 2011) or, plainly,
the origin (safe, for sure, even for unstable plants).

Also, alternative controllers in step 5 of Algorithm [/] could be crafted,
trying to steer the state to the intersection of several of the Q, sets arising
from I, if possible. In that way, the controller would ‘bet” on several sequences
—at least for one sample-. Finding common control actions for several sequen-
ces in multi-step settings might also be addressable. However, the number
of possible sequence groups is 27 — 1 being ¢ the number of elements of T
also, projections involved in computing the controllable sets severely hinder
computation of multi-step feasible sets. Hence, the computational complexity
of determining the maximum-reliability controller and its associated contro-
llable sets appears to be insurmountable except for simplistic cases.

As a last remark, if transition probabilities (or prior information) were un-

certain, the bound p should be computed maximizing the worst-case proba-
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Cuadro 7.1: Example parameters.

Parameters Operation modes
i=1 i=2 i=3
A —0,8891 —0,8149 —0,4446  0,4074 0,5636 —0,7240
‘ 0,8149  —0,8891 —0,4074 —0,4446 0,7240  0,5636
0 0 0
] o5 | 2
Qlil -10< 21 <10 —-5<11<5 —-5<z1<5
~10< 29 <10 —12< 29 <12 —14<z9<8
098 05 0 1 1 0
U=] -9<u<9 ], P=| 002 01 0,05 |, I=|1 1 1
0 04 09 0 1 1

bility estimate. Anyway, as the shape of sequence-dependent sets is indepen-
dent of the probability computation, the “uncertain probability’ case does not
modify any essential aspect of the procedures presented in this manuscript so
details are left to the reader.

7.5. Numerical Example

Consider the second-order MJLS (Z.1) with three operating modes, i =
{1,2,3}. The corresponding parameters are given in Table [Z1] Also, a geo-
metric contraction rate specification A = 0,98 was chosen. For off-line relia-
bility computations, the prior probability of each mode Pr(y = i) has been
computed assuming stationary state of the mode Markov chain, resulting in

p1 = 0,7353, p» = 0,0294 and p3 = 0,2353.

First, the sets K2, are computed by executing Algorithm 5 until conver-

gence using the one-step set (Z.10). This initial algorithm converged in four
steps. The maximal safe set S}, is determined, according to Definition [Z.2l So,
this set has probability 1 of success.

Then, Algorithm (6) is run three times, setting for each execution, the co-
rresponding K2 as seed. The resultis a list of sets, i.e., Qn (Késm ), Q¢ (ICQO’[Q])
and Q¢(ICQO’[3]). The converged lengths are, too, he1 = he2 = heg = 4. The
number of possible sequences, from the powers of the incidence matrix Z, are,
for [ ranging from zero (the 3 maximal sets ICg\(;[l] )) to 4is {3,7,17,41,99}. Howe-
ver, the number of new sequence-dependent sets appearing at each step (i.e.,
different from those sets present in previous steps, with default MPT toleran-
ces) is only {3,6,11,3,0}, so we have after convergence (Lemma(Z.3) a total of 23

sets. The new sets at each step appear in Figure[/-1
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Figura 7-1: (a) Maximal controllable sets for each mode. [The
x-space are the dashed lines in Figure[7-3];
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projection of these sets onto the

(b) 1-step sets from each of the sets in plot (a), for each mode (six new sets appearing);

(c) 2-step sets (11 new sets appearing);
(d) 3-step sets (three new sets appearing).
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Figura 7-2: Reliability bound for different initial states, under stationary mode assumption.

Using the 23 obtained sets, their projection on z-space would lead to Figure
[7-2; however, in the figure, a colour map has been superimposed representing
the reliability bound p from (ZI7) (both numerical figures and yellow (high
reliability) to green (low reliability) fillings appear). Regions for which no sta-
bilizing controller (fulfilling the required constraints) exists for any sequence
are filled in white. The set S}, is, obviously, labelled with reliability bound
equal to one in the figure.

In order to detail the probability computation, consider, for instance, an
arbitrarily chosen point zo = [3,433; 7,157, which does not belong to S . Ho-
wever, 2o belongs to (trimming longer sequences —Corollary[7.3+):

Q, (KN forne{,{12},{32}} (7.21)
Qe (KX) for & e {{1},{3}, {11}, {33}, {111}} (7.22)
Qs (KABlY  for ¢ € {{12},{112}} (7.23)

KA B (7.24)

Let us consider an on-line operation measuring 6y = 1. Then, the most
likely sequence v in I'(zo, 1) from (Z.14), i.e., conditioned to initial mode equal
to 1,is {11} (probability 0.98, from the boxed n in (Z.21) above). Then, a control

action steering the successor state to kXM would be proposed by Algorithm

For off-line reliability computation (a priori), apart from the case 6y = 1,
the other remaining two possibilities should be considered. For §;, = 2, there
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Figura 7-3: (Solid black line) state response of the closed-loop system under mode evolution 0

indicated in the bottom-left sub-plot. Dashed lines depict the sets from Algorithm [l a) KX,

b) K22 and o) 03B

does not exist any sequence in I'z(xg), so the system will violate constraints
at some point in the future, for sure. For 6y = 3, as x¢ belongs to ICQ;B], it
has probability one of success if initial mode were 3. Therefore, its probability

bound p is 0,7353 x 0,98 + 0,2353 * 1 = 0,9559.

In the same way as done with z¢ = [3,433; 7,157], analogous computations
can be carried out for each of the depicted regions in Figure

Closed-loop Simulation. Figure[/-3depicts a simulation of the time respon-
se of the above chosen point x, under sequence n = {1122233322,. ..} and the
controller in Algorithm[7] choosing, if solution were non-unique, the one mini-
mizing u?. The three sets conforming K* from Algorithm[5 i.e., e, i
and KX* have also been plotted there. As discussed above, as xg € Q; (IC(;\;)[I])

7

the system reaches K;* in one step, as expected.

7.6. Conclusions of this Chapter

This chapter has presented algorithms to generate a sequence of nested
sets and control actions associated to them for reliable control. The propo-
sed controllers using sequence-dependent sets have a guaranteed minimum
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reliability bound, understood as likelihood of driving the state to the origin
without violating constraints. The basic idea is the fact that, as soon as the
state lands at particular ‘safe’ sets, reliability is 100 %. Then, some probability
of success p can be asserted for initial conditions in the (larger) sets for which
there exists a finite-length sequence with a controller steering the state to such
safe sets.

The proposed sets are a probabilistic generalization of the maximal robust
A-contractive sets in prior literature. Mode-dependent constraints are incor-
porated, too. As intuitively expected, the further away initial conditions are
from the origin, the lower the computed (state-dependent) reliability bounds
are.






Capitulo 8

Reliability and
Time-to-Failure Bounds for
Constrained MJLS

Nota sobre el capitulo En este capitulo se extienden los resultados anteriores
para MJLS con perturbaciones. Ademés, para el caso de MJLS donde uno o varios
modos de funcionamiento hacen inestable a sistema, se presentael concepto de tiem-
po medio a falar, entendiéndose, como €l tiempo —en media— en que se violara las
restriccionesdel sistema. En €l capitulo anterior, laley de control obtenida es subopti-
ma, mientras que la accidn de control propuesta aqui es 6ptima para el caso de MJLS
sin perturbaciones.
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Abstract: This chapter presents a methodology to obtain a guaranteed-reliability
controller for constrained linear systems which switch between different mo-
des according to a Markov chain (Markov-jump linear systems). Inside the
classical maximal robust controllable set, there is 100 % guarantee of never
Violating constraints at future time. However, outside such set, some sequen-
ces might make hitting constraints unavoidable for some disturbance realisa-
tions. A guaranteed-reliability controller based on a greedy approach was pro-
posed in Chapter [7] for disturbance-free, robustly stabilisable Markov-jump
linear systems. Here, extensions are presented by, first, considering bounded
disturbances and, second, presenting an iterative algorithm based on dynamic
programming. In non-stabilisable systems, reliability is zero; therefore, prior
results cannot be applied; in this case, optimisation of a mean-time-to-failure
bound is proposed, via minor algorithm modifications. Optimality can be pro-
ved in the disturbance-free finitely-generated case.

8.1. Introduction

This chapter extends the set-invariance ideas (Blanchini 1999, Kerrigan
2000) to provide some robust reliability and mean time to failure (MTTF) bounds
(and associated controllers), in processes where disturbances are bounded
and parameter changes can be modelled as a set of discrete-time linear sys-
tems (operation modes), with mode transitions governed by a Markov chain
(Markov-jump linear systems (MJLS). In this MJLS case, the maximal sets for
which a mode-dependent control action exists making them robustly inva-
riant can, too, be computed by adapting the above concepts, see (Patrinos et
al. 2014, Lemma 16), or (Grieder et al. 2005, Dehghan and Ong 2012) for swit-
ching systems cases. Of course, linear matrix inequalities (LMI) may be used
to handle ellipsoidal invariant sets, see Section 2.5l which is based on the work
(Lu et al. 2013).

Chapter[Zldefined reliability as the probability of avoiding future constraint
violations, in a disturbance-free setting. Basically, the main idea proposed the-
re is the fact that, if the initial state is outside the maximal robust controllable
set, there might exist mode sequences such that constraint violation is unavoi-
dable (‘failure’): if we are ‘close’ to the maximal invariant set, such failure can
be avoided with high probability, but it will not be the case ‘far away’ from: it.
The cited work proposed a solution, based on so-called ‘sequence-dependent’
sets; a sub-optimal ‘greedy’ action was chosen to be the one associated to the
most likely sequence with which the invariant set was reachable.
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The above-cited results apply only to stabilisable, undisturbed MJLS. Apart
from the absence of disturbances, there might be better controller options than
the greedy controller, exploiting the possibility of ‘betting” on more than one
sequence. Also, if robust invariant sets do not exist (some cases of disturbed /non-
stabilisable systems), sooner or later constraints will be violated, so mean-
time-to-failure ideas should be considered, as reliability will be zero in such
situation.

The objective of this chapter is to extend the above-discussed shortcomings
of Chapter[7] by considering dynamic-programming argumentations for MJLS
with bounded disturbances and, in regions where reliability is zero, consi-
dering a controller which maximises a MTTF bound. No probabilistic des-
cription over uncertainty will be assumed, so the proposed reliability /MTTF
measures will be robust (worst-case) bounds regarding disturbances. Nume-
rical results show improvements over Chapter[/land, actually, optimality can
be proved in some cases.

8.2. Preliminaries

Consider a non-autonomous discrete time-varying linear system:

Tyl = Agkxk + nguk + Eek’wk, 0, e M, k>0 (81)

where 2, € R" represents the state vector, u, € R™ the control actions, and
wy € R? are disturbances, being M = {1,2,... M} a set of possible ‘modes’.
System (8.1) switches between these M different operation modes, i.e., Ay, €
A:={A1,...,Au}, Bo, € B:={By,...,Bu}, Eo, € E :={E1,...,En}.

In this work, it is assumed that, at time &, the current mode 6, is known,
as well as the state z;,. Additionally, the operation mode 6}, follows a discrete-
time Markov chain with transition probabilities matrix P = (7;;) € RM*M,
ie., Pr{bxy1 = jl0x =i} = mj;, were mj; > 0,Vi,j € M and Z;‘il mj; = 1. The
mode matrices will be assumed time-invariant (4 and B are constant) and 7;
will not change with time: A, B and 7;; will be assumed known.

Constraints. Mode-dependent state (2[%), input (Ul%)) and disturbance (W[®x])
constraint sets will be considered. The origin z = 0 is assumed to belong to all
Qll, and likewise u = 0, w = 0 will be assumed to belong to all U, Wi,
respectively, for all ¢ € M. Constraint sets are assumed compact and polyto-
pic. Notation Q* will denote the set in the augmented space R" x M given
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by Q* := {(x,0) € R" x M : x € QI]}. Therefore, the mode-dependent cons-
traints can be stated, forall k£ > 0, as (z, 0x) € QF, (uk, 0;) € U*, (wg, 0x) € W*
being U*, W* likewise defined. Mode, state, input and disturbance sequences
fulfilling the constraints will be denoted as admissible. Augmented-space *-
notation will be omitted if all Q[%, (or U, W) are equal. Notation C € C(R")
will refer to C being a polytopic set in R”, where convexity and polytopic
structure has been assumed just for computational reasons, in order to use the
multiparametric toolbox (Herceg et al. 2013).

Admissible sequences. S; will denote the set of all modes j € M accessible
from a mode ¢ € M in one time step, i.e., S; :== {j € M|r;; > 0}. An admissi-
ble switching sequence of length N, 8 = {6y, ...,0n_1} for (8.1) is a switching
path for which 041 € Sy, , forall0 < k < N —2. Equivalently, denoting as P;
the predecessors of mode i, i.e., P; := {j € M|m;; > 0}, admissible sequences
will be those for which 0 € Py, , for 0 < k < N — 2. Notation AS(6p, V) will
denote the set of admissible sequences of length N starting with 6.

One-step sets. When there is no mode information available to the contro-
ller, system (8.1) can be considered to be an uncertain linear system with poly-
topic uncertainty. In that context, the well-known robust 1-step set is defined
(see Section [Z.2.T). When the mode information is known by the controller, a
more flexible definition of 1-step set is proposed by Equation (£.14), quoted
below:

Definition 8.1 (Mode-dependent 1-step controllable set). Given a set C C R",
the mode-dependent one-step controllable set for mode i € M and for systems

(8.1) is defined as:
Q,(C) := {z € Q. Ju € UM such that Az + Biu+ Esw € CYw € W} (8.2)

and, also, Q;(0) := 0. The 1-step set in the augmented space Q0* given by (8.3) is
redefined, for C* C 0*:

Q*(C*):={(z0,1) € Q" : Ju e Ul 5. ¢.
(Ao + Biu + Ejw, j) € C*Vj € S, Yw € Wi} (8.3)
Remark 8.1. Knowledge of the mode i by the controller is implicitly integrated in

(8.3). Analogously to well-known literature, (Kerrigan 2000), removing the existen-
tial quantifier (and plugging a predefined controller in) yields the 1-step sets needed
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for analysis-only set-ups, such as the implicitly considered one in Definitions[8.3or
in later sections.

Definition 8.2. A set C* C Q* is mode-dependent controllable if C* C Q*(C*).
The largest of such sets is the maximal mode-dependent controllable set, IC7_.

If C* is mode-dependent controllable, there exists a controller u(xzy, 0))
such that trajectories starting in (x¢,6y) € C* can indefinitely remain there,
robustly for any admissible mode/disturbance sequence of arbitrary length.

Adapting algorithms in, for instance, (Kerrigan 2000), K’  can be compu-
ted iterating K = Q*(K;_;) until convergence, from initial K§ = Q*; see
Section [7.3.1] Once the converged KZ, is available, for any (z,i) € K, any
controller which steers a state in ICL@ to the successor set:

S = Njes, K (8.4)

achieves the above-mentioned invariance. KC will be denoted as terminal set
and the associated controller as terminal controlle.

If there exists a finite | such that K = K7, = --- = K, we will say
that K} has I-step convergence or, plainly, that the set is finitely generated when
the actual value of [ is not relevant. From robust invariant-set concepts, given
1>0,if (x9,600) ¢ K[ there exists a mode sequence of length ! + 1 and a worst-
case disturbance such that no admissible control action can avoid exiting ©2*.

8.2.1. Problem statement

By definition, for initial mode-state conditions outside the terminal set
there does not exist a controller with probability of success equal to 1, i.e., tra-
jectories starting from such initial states will violate constraints under some
admissible mode and disturbance sequences. The objective of this paper is to
optimise the ‘reliability’ understood as the likelihoo of not violating cons-
traints in future time; it will be proved to be equal (in some cases) to the like-
lihood of reaching the terminal set from outside (and indefinitely remaining

in it thereafter with a terminal controller).

21n this work, what we call “terminal’ set is the ‘maximal controllable’ one in prior literature,
and bears no direct relation to the terminal set in, say, predictive control (invariant, non-saturating
LQR set (Costa et al. 2005)). However, conceptually, it is actually a ‘terminal” one in later propo-
sed horizon-based algorithms, because an optimal (reliability 1) admissible terminal controller is
known inside such set.

2No probability distribution will be assumed on the disturbances, so the results will be
robust/worst-case regarding to them, and probabilities will be only associated to the Markov
chain governing mode transitions. Some probabilistic set-ups in disturbances can be embedded
in our framework by suitably defining the allowed mode-dependent disturbance sets W[, as in
(Bernardini and Bemporad 2012).



170 8.3. RELIABILITY BOUND COMPUTATION

This work will propose iterative algorithms, inspired on dynamic pro-
gramming, to compute reliability bounds for initial (x¢, 6p) ¢ K, and an as-
sociated controller guaranteeing such bounds.

As later developments will show, there are initial states with zero reliabi-
lity, i.e., those for which no control law can avoid constraint violation at future
time (under some admissible worst-case disturbance). In fact, there are well-
known cases in which some (or even all) of the terminal sets K are empty
(large disturbances, non-stabilisable modes, etc.). In the latter case, reliability
bound will be zero in all 2* because no initial state can be robustly kept inde-
finitely in Q* with a causal mode-dependent controller.

In states with zero reliability, a modified performance measure will be of
interest: the ‘robust mean time to failure’, understood as the average number of
steps in which the system starting at a particular state will violate constraints
under a worst-case disturbance (precise definition later on).

Next section will define reliability and propose an algorithm for guaranteed-
reliability controllers, and Section [8.4l will do the same for the mean-time-to-
failure case, albeit briefly as developments will be parallel to those in Section

B.3

8.3. Reliability Bound Computation

Definition 8.3. Given x, a control law u(zx, ), an integer horizon k, and a mode
sequence 8 € AS(0g, N + 1) of length (N + 1) > k > 1, the controller-sequence
pair {u(-,), 0} is k-step successful for (xo,60) € Q* if (u(z;,6,),0;) € U* and
(xj41,054+1) € Q for all w; such that (w;,0;) € W*, forall j =0,...,k—1.Fora
fixed controller u(-, -), we will denote as SS(zo, 0o, k) the set of admissible sequences
0 with length k + 1 such that {u(-,-), 0} is k-step successful.

Basically, the above definition states that a k-step successful controller-
sequence pair can avoid constraint violation for & steps robustly for all admis-
sible disturbances (for a particular initial state). When there is no confusion on
the controller under consideration, we will just say that a sequence 8 is k-step
successful for (zg, 6p).

Note that, as an equivalent recursive characterisation, @ is k-step success-
ful for (xo,6y) € QF if (u(xo,60),60) € U*, (x1(xo, 00, w),01) € QF —being
x1(zo, B0, w) := Ag,zo + Boyu(zo,60) + Eg,w—, and {61,...,0n} is (k — 1)-step
successful for (1 (zg, o, w), 0;) for all w € Wbl

Definition 8.4. Given a control law u(x,0):
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» For given k > 1, the controller’s k-step reliability at initial conditions (xo, 6y),
denoted by RLy(xo, 6p) is defined as

RLy(z0,00) := > Pr(6) (8.5)
0cSS(x0,00,k)

If §8(xo, 0o, k) is empty or (xq, 0) & QF, reliability will be defined RLy,(xo,6o) :=
0. Also, for any controller, RLo(x0,6o) := 1if (xo,00) € Q*, and RLy(z0,60) :=
0 otherwise.

» the controller’s reliability at initial conditions (zo, 0y), denoted as RL(x, 6p),
is defined as RL(xg,00) := limg_,oc RLi (0, 00).

If a sequence is k-step successful, trivially it must be (k—1)-step successful;
then, the set of length-(k + 1) sequences which are k-step successful is sma-
ller than or equal to the set of length-(k + 1) sequences which are (k — 1)-step
successful. So, inequality 0 < RL(zo,60) < RLg—1(x0,60) is straightforward;
subsequently, by monotonic-convergence argumentations, existence of the re-
quired limit in the definition of RL can be proved.

Informally, Definition [8.4] means that reliability is the probability of not
violating constraints in future time from (xo, 6p) under worst-case disturban-
ces. With K} in previous section (for the particular controller under scrutiny,
see Remark[8.]), it can be proved that:

(z,0) e Kf < RLj(z,0)=1 (8.6)

Proposition 8.1. For a given controller u(x, 1), reliability fulfils the following recur-
sive equation:

RLy(z,i) = min Y m;RLi_1 (A + Buu(z,i) + Ew,j) VI>1 (87)
wEW[i]jGS

Proof: Starting with RLy, it is straightforward to see that the assertion is
true for RL,. For larger [, given @ = {3, j, 0, ...} and u(x, ), the controller-
sequence pair is [-step successful for (zg,7) € Q* if and only if (u(xo,?),) €
U*, and (z1,j) € QF, with 1 = A;x + Bju(z,i) + E;wg for all wy € wld,
and {u(z,0),{j,602,...}} arel — 1-step successful for initial conditions (x1, j).
The sum of Pr(-) of all [ — 1-step successful sequences (noting that RL is zero if
(x1,7) ¢ ) multiplied by their conditional probability (conditioned to 6y = 3,
ie., m;;) yields (8.7). So, the reasoning can be applied by induction to any [ > 1.
O

As a corollary, if there exists | such that RL;(x,i) = RL;_1(z,1) for all =
and all 4, then RL;(z,i) = RL(z,1).
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8.3.1. Iterative RL(-,-) Algorithm

Although reliability definition above considers a pre-existing control law,
the aim of this section is to obtain an approximation to the maximum-reliability

opt

controller. Of course, optimal [-step reliability, denoted as RL;”", must verify

the Bellman condition:
RL!(x,i) = méx mln Z 7 R (Aix + Byu + E;w, 5) (8.8)
welld wewl
However, obtaining such optimal-reliability controller might require a lar-
ge computational effort. As discussed in the introduction, Chapter [/ intro-
duces a greedy approach, which this paper tries to improve in an algorithm
which exploits the dynamic-programming structure of the problem.

Note that each state x will have a different reliability, depending on the mo-
de the system is at when « is reached, requiring the control law to drive the
next state to a different target state depending on such mode. So, a structure
containing sets of states, mode-dependent value functions (reliability estima-
tes) and mode-dependent target successor sets is needed. This motivates the
following notation:

Auxiliary Notation. Let 7 denote the mappings M — R, xC(R"), being R,
the set of non-negative real numbers. Given f € F, j € M, we will denote the
components of £(j) as £(j) i= (£72!(j), f**<(j)) with £(j)* € Ry, f(j)c
C(R™).

Let us denote as O := C(R™) x F. The component fields of object o € O
will be denoted as ose: € C(R™), 05 € F, i€, 0 = (0set,05). Thus, an element
o € O will have the following data structure:

of(1),  oF*°(1)
: : > (8.9)

0= <Oset70f> = <Oset7

of (M), o7 (M)

Given o, ¢ € O, notation o > ¢ (equivalently, ¢ subset-dominates o) will be
used when 04 O gser and o”‘”( ) < q”“l( ) for all i € M.

Notation ¢ < o (0 dominates ¢) will mean o0se¢ O Gset, o”;al(z’) > q;“l( i), for
all 7.

Two operators on elements of O will be defined next.
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Intersection operations over O. First, the obvious action when a point be-
longs to two sets, with different possible controllers achieving different relia-
bility bounds, would be to take the maximum-reliability option. This motiva-
tes the intersection operator below:

Definition 8.5 (I-operator). Let 0,q € O. The operator I(o,q) : O x O — O
is defined as: I(0,q) := (0set N gset, méx(o0y, qy)), where, for given f,g € F, the
maximum | = max(f, g) is the element | € F whose image, for j € M is:
' (fval(j)’fsuc(j)) fval(j) > gval(j)
h(j) := { (8.10)

(v (5), g°"(5)) otherwise

The I-operator will be informally denoted as ‘intersection’ because it beha-
ves similarly to such set operator. Indeed, it is trivial to prove that:

(a) the I-operator is associative, i.e., I(o,q,r) := I(0,1(q,r)) = I(I(0,q),r) for
allo,q,7 € O,

(b) foranyo,qe€ O:q > I(0,q), 0> I(0,q),

(c) ifo > gthenI(o,q) = gand, foranyr € O,0 > I(g,r),and I(o,7) > I(q,T).

One-step operations over 0. Abusing the notation, the one-step set Q,(C) in
Definition will be naturally extended to O, formalising the intuitive idea
that, if a target set can be reached from another one, the target’s reliability
bounds can be propagated to the latter set as follows:

Definition 8.6 (1-step operator over O). The 1-step operator Q; : O — O, will
be defined, for o € O, as: Q;(0) = (Q;(0set), Q{(Of, Oset)), Where the operator
Q{ (r,s) fori e M,r e F, s € C(R") is defined as the element g € F below:
: (0,R™) JFi
9(j) = { (8.11)

(desi Trlﬂ'rval('%)a S) J=1

The justification of the structure (8.9) for O is as follows. Given o € O we
have a ‘set” 04, and a function oy € F, which is itself composed of o?‘” :
M = Ry and 03¢ : M — C(R"). The first component will take the role of the
‘value function’ (reliability bound if landing at os.; for each mode), whilst the
second component will be the current policy’s ‘(mode-dependent) successor
set’, which will generalise to states outside K} the successor proposed in

for the terminal controller.
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Guaranteed-reliability controller algorithm. From the above considerations,
Algorithm [§ is proposed in order to obtain a progressively more accurate

bound for the reliability. Basically, it will start with Q* and RLy at ‘iteration 0,

and it will apply the 1-step operator to each of its elements, as well as the I-

operator to the resulting 1-step operations (all combination). This will yield

additional elements of O, and all of them will be grouped in a set Ol!l c O,

and, repeating the procedure, we will produce O?, O and so on.

Algoritmo 8 [-step reliability bound.

1. Letl = 1. Let O be a M-element set {o1, . .., 0} such that:
(05)set = O (0,)7°!(j) = 1, and (0;)§"!(3) = 0 (For i # ) ;
Vi, (0;)7"°(i) = R™.
2. Compute the relevant 1-step set for all elements of O!'"), conforming a set
DU C Oas:

p=|J ), (8.12)

ocoll=1] jem

3. Compute the intersections for all obtained elements of DY, initialising with
v} = ¢ and repeating until ;! = ;" , increasing I:

v = U I(01,02) (8.13)

01,03 € D[”UYLUJ1

4. Update:
o= pyy! (8.14)
5. Clean up: if there exist 0,q € O, such that ¢ < 0, or gset = 0, or méx; ¢°%(j) =
0, remove g from O,
6. If O = O then success=TRUE, and let{ = [ — 1, O!*°! = O, END.
7. Letl =1+ 1.If | < lpax go to Stepl Else, let success=FALSE. END.

Taking the algorithm’s output, given z, let us define a collection of objects
OL” C O as OL” = {0 € Ol : z € 0,+}. Let us, too, denote by I(Og[gl]) € O the
single element of O defined to be the I-operator of all elements of oY, whe-
re the order of intersection is irrelevant, by associativity. Note that recursion
®13) ensures I(0Y) € olt.

Theorem 8.1. Given any o € O from Algorithm[8} and initial condition (zq, 0),

?’This is a costly step, requiring a number of operations which grows exponentially with the
number of elements of DU; the Appendix will discuss some alternatives to alleviate the load.
The algorithm as it stands in this subsection must be though of in a ‘formal’ sense, and not as an
implementation proposal.
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1. if 0”“1(6‘0) > 0, there exists a control law which sends xo to 03'“(6o) and
achieves l-step reliability RL; of at least o”“l(ﬁo),forl > 0.

2. Define:
val

I/%z(xo,ﬂo,l) ‘= méx o?al(ﬂo), 0(z0,60,1) := arg méax 03" (6p)
onL(]) ona[c(])

(8.15)
Then, if ]/%I(xo, 0o,1) > 0, there exists a control law which achieves I-step
reliability of at least ]/%I(xo, 6o,1), for 1 > 0. Note that, if the maximum above
is reached at several elements of O, 6 must be understood as any arbitrary
choice of one of them.

Proof: First, note that I/%I(xo, 60,0) = RLo(xo,00) by the algorithm initia-
lisation. So, there exists a controller (actually any arbitrary controller) which
achieves such reliability bound for R L. Now, consider the theorem to be true
forli—1,1>1.

Considering an arbitrary element o of O~ leti = 6y, ¢ = Q;(0) € DIU.
Then, if 29 € ¢set, there exists a control law u which sends the next state
1 = A;xg + Biu + E;w to oge for all admissible disturbances if initial mo-
de is 7. Consider now that such u is applied at the present instant, and that the
controller arising from o will be used at next sample. Therefore, we can assert
that likelihood of success in [ steps if such control law were applied, RL;(x, ),
is, at least, the sum (over all admissible successors j € S;) of the conditional
probability of being in mode j (i.e., 7;;) multiplied by the (I —1)-step reliability

estimate stored in o, i.e.,

RLy(x,i) > Y w04 (5) (8.16)
JES:

Note that the right-hand side of the above inequality is actually stored in ¢y
(and the corresponding successor set), see (8.11). This proves the first assertion
in the theorem statement.

Of course, if the state xg belongs to several 1-step sets Q; from different

elements of Oll—1,

the above reasoning can be made for each of them. The de-
finitions in (8.15) just take the element o C ol » yielding the largest reliability
estimate. Last, an induction argumentation ensures that the theorem holds for

any positive /. g

Note that, by definition of 1 (O:[El[])), and the fact that / (O:[Eli) € O, the choi-
ce of 6 in (8.I5) could be always made to be 6(zo,6o,1) = I(O:[Eli) for any 6y
because I (Og[gll)) stores the best option for all modes, ie., 0 = I (Og},) for all
o € OY . This idea will be used in the proof below.
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Theorem 8.2. In the disturbance-free case, the algorithm yields the optimal reliability
and associated optimal controller, i.e., RL(x0,00,1) = RL (w0, 00).

Proof: First, note that ]/%I(xo, 60,0) = RLy’ ¢ (x0,60) = RLo(x0,00) by the
algorithm initialisation, and RLy is identical for any controller. Now, assume
the theorem to be true for{—1,] > 1. Let ¢ = 6, and denote by ¢(z,!) := I(O;[El] ),
x1 := A;zo + Biu. Hence, without disturbances, (8.8) gets converted to:

RL{ (i, z0) = urIGI%X Z 7 RL (Aizo + Biu, j) =

2609 (Aizo + Byu, j,1 —1) (817
»jlel[faszﬂjoj( o + Bju, j ) (8.17)

where the last equality is stated by assumption. Now,

A B 1 — _ val
s 3 midf!(Auan + Buuoil = 1) = i 3 i nx, of" )
= méx Z mji - lg(xr, 1 — 1)]”‘”(]) = max max Z Tji - o”al () (8.18)
ueUl jes: uellil ool =1 ies:

because the elements 6 (which might be different, depending on j) have a
value function for mode j identical to a single element ¢(x1,l —1) € OLZ; Y due
to the I-operator computations in the Algorithm. As o > ¢(x1,! — 1) for all
o € O, so we can search over all O !, yielding the last equality.

Note now that, given any o € OLZ; 1], there exists u such that zy can be
steered to some x1 € o4 if and only if zy € Q;(0set). Hence,

*
max max E Tji - o”“l = E Tji - o”“l

ueUlil eOg[EL1 1 jes: o0~ l]s t. acoEQ (0set)

ma[x] oyal() RL(i,x0,1) (8.19)
0€0;

An induction argument ends the proof. O
The equality in (819) marked with ‘=’ does not hold in disturbed cases.

Corollary 8.1. In the undisturbed case, if Algorithm[8lconverges in a finite number of
steps, considering the minimum I such that O} = OU=1, the resulting RL(x, 0o, 1)
is equal to RL°P*(z, 0p).

Proof: Indeed, in such a case RL°P*(z, 0y) = RL;’pt(xo, o) = RL?_”t1 (20,60),
so the last iteration has obtained the optimal reliability. O

It might be the case that the algorithm does not converge in a finite number
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of steps. In such a case, a controller guaranteeing the state to stay only for a
finite number of samples inside Q* will be obtained. Although it is faithful to
the RL, definition, in most cases [ will be just a handful of samples, which will
not be meaningful for applications, because as RL < RL; the optimal (non-
converged) RL; controllers might have zero long-term reliability (and, moreo-
ver, in the disturbed case the obtained controllers are themselves suboptimal).
These issues motivate the next subsection.

8.3.2. Terminal Set Based Algorithm

In case of not having enough computational resources for convergence, if a
subset of the terminal set S* C K7 is available, the algorithm could be seeded
replacing initialisation in step 1 by a initial value function ('reward’) equal to
one for being inside S*, and zero elsewhere. This is the idea exploited in Chap-
ter [/t forcing the terminal set to be reached for at least one sequence. S* may
be generated by a finite A-contractive search (Blanchini 1994, Theorem 3.2), or
via LMIs (Kothare et al. 1996). In this case, as ﬁ(x, 0,0) < RLy(z,0), dyna-
mic programming propagation would, trivially, obtain an estimate ﬁ(x, 0,10)
lower than the original Algorithm[8 Let us discuss such issues in more detail.

For a given controller u(z, #), let us denote the likelihood of reaching K},
under a worst-case disturbance, in at most | steps as RT;(x¢, 6p), and

RT(J?Q, 90) = lliglo RT[(J?Q, 90)

Evidently, as all finite sequences reaching the terminal set will be I-step suc-
cessful for any arbitrary large [, we can trivially assert that

RT[(J?Q, 90) S RT[.H(ZC(), 90) S RT(x(), 90) S RL(J?Q, 90)

for all [ > 0. So, RT; provides lower bounds on the reliability whereas RL;
provide upper bounds. However, the following result states that such bounds
are equal in the finitely generated case.

Theorem 8.3. Given (g, 0y), and a control law u(x, 9), if the terminal set associated
to the controller, KC is finitely generated, then RT (xq,60) = RL(xo, 6o).

Proof: In order to prove the above assertion, some notation will be introdu-
ced. First, given (¢, 6p), and a control law u(z, §), we will consider an infinite-
length mode sequence to be successful if it is k-step successful for (z¢, 6p) for
any finite k. So, RL(zo, 0p) is the probability of the set of successful sequences.
Also, let us denote by ©,(x0, 0p) the set of length-(h + 1) sequences which:
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(1) are h-step successful for (z¢, 6p), and (2) there exists a disturbance sequen-
ce w;(0),j =0,...,h — 1, for every sequence 0 € (:)l(xo, o), such that the
controller in consideration keeps (z;,6;) in (Q* ~ K}), for j =0,..., h.

Consider [ to be the smallest integer such that %, = K}. Successful mode
sequences, i.e., which do not lead to failure in any finite time (robustly keeping
the state inside Q*), can either:

1. make state reach the terminal set in finite time for some (or all) distur-
bance realisations (and remain there ever after because the controller
makes K} robustly invariant), or

2. remain for infinite time in 2* ~ K} (for the rest of disturbance realisa-
tions, which do not reach the terminal set in finite time).

Let us prove that the second case has zero probability: if such assertion
is proved, RL will be equal to the probability of reaching the terminal set, as
asserted in the theorem.

Indeed, as discussed in Section if (zo,00) is not in K}, there exists at
least one mode sequence of at most length [ + 1 with non-zero probability,
and a worst-case disturbance such that constraint violation is unavoidable.
Evidently, the probability of such mode sequence is greater than

:= min min  Pr(0),
pr 0eM O AS(0,1+1) ( )
and, hence, the cumulative probability (sum) of all non I-step successful se-
quences is, too, greater than p; so:

(LCQ,HQ) € (Q* ~ K?) = RLl(xo,ao) <l-p <1 (820)

From this argumentation, Pr((:)l (z0,00)) < RLi(x0,600) < 1 — p;, where,
abusing the notation, the probability of a set of sequences is understood as the
sum of individual sequence probabilities, conditional to their first element.

Let us now show that Pr((:) ») tends to zero as h tends to infinity, for h =
1,21,31,....

Note that, considering length-(2/ 4 1) sequences, for such sequences to be
(21)-step succesful for (x¢, ), forcedly they must be the concatenation of a
[-step successful sequence for (xg,6y) and another [-step successful one for
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(z1,0;). Then, we have:

Pr(©y(z0,00)) = Pr(6) =
eeégl(mo,eo)

> Pr(6) > Pr(@)

0c (:31(960,90) 0 c (:)l(xl,ﬁl)

< > (Pr(0)(1—p) < (1—p)* (8:21)
6 € ©,(z0, 60)

Indeed, in the above expression, the following fact has been used: the pro-
bability of a length-(2{ + 1) sequence 8 := {6,061, ..., 0} being 2I-step suc-
cessful for (g, o) requires:

1. {bo,..., 0} being l-step successful for (x¢, 6y), and
2. {0,,...,0s} being I-step successful for (x;, ;).

and the bound for the sum of probabilities for (x;, ;) is, too, (1 — p;) because
K; = K3, = K7, and, by definition of ®y, (z;,0;) lies in Q* ~ K, for j =
0,...,2l.

Now, if [ = v - [, being v any arbitrary natural number, a similar argumen-
tation can prove that:

Pr(©,.(z0,60)) < (1— )"

Hence, letting v tending to infinity, we can say that the cumulative probability
of “all successful sequences for which there exists a disturbance indefinitely keeping
the state in a set with reliability not equal to one’, is zero. Hence, the probability of
violating constraints under worst-case disturbance (i.e., 1 — RL) and the pro-
bability of reaching the terminal set (R7") add 1, so RT'(zo,60) = RL(zo,0). O

Basically, the above theorem states that a controller with non-zero relia-
bility cannot keep state wandering outside the terminal set forever because,
eventually, the worst-case sequence (which is finite-length and, hence, has
non-zero probability) will appear, with probability one.

In conclusion, Algorithm [8had been presented due to the direct relations-
hip with RL; and the MTTF bound to be defined in next section, as well as
because of the optimality under finite-step convergence in an undisturbed ca-
se. However, the referred algorithm, if unmodified, only provides an upper
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bound of the reliability if not converged, which has little use. On the other
hand, terminal-set-based initialisation provides a guaranteed lower bound on
the reliability even if not converged, which is, of course, more useful in prac-
tice. Section [8.5] discusses in more detail such modified algorithm, and some
options to alleviate the computational load by prioritising promising opera-
tions, used in the examples in Section (8.6

8.4. Mean time to failure bound computation

Definition 8.7. Given a control law u(xy, 0), initial conditions (xq,0p) and 0 €
AS(0o, N+1), the sequence’s guaranteed time to failure k*(xq, ) is defined as eit-
her the minimum natural number k such that the pair {u, 0} is not k-step successful
for (xq,00), or (N + 1) if it is N-step successful, or zero if (xq, 0y) & Q*.

Definition 8.8. Given a control law u(xy, 6y), the robust mean time to failure
MTTUF(xo,00) is defined as:

MTTF({,U(), 90) = lh’m Ml(xo, 90)
—00

where .
Mi(x0,00):= Y K'(z0,0) Pr(6) (822)
0cAS(00,1+1)

As in Definition B.4) MTTF involves worst-case (non-random) disturban-
ces. Simple modifications to the set-up in Section[8.3]will be needed to handle
the new performance measure. Actually, the needed changes are twofold: first,
replacing Q7 (r, s) in Definition 8.6 by the one in Definition 8.9 below and, se-
cond, modifying algorithm initialisation. Let us discuss such issues in detail.

Definition 8.9 (1-step MTTF operator on F). Let r € F, s € C(R™). The operator
Q! (r, ) for i € M is defined as the element g € F below:
(0,R™) JFi

90) = (1+Z,€M:1mrwl(k),s) j=i (8.23)

The modified 1-step operator is motivated by the fact that the recursion
(8.7), for a given controller, in the MTTF case changes to:

M(z,i) > 14+ min Z WjiMl_l(Ai.T + Biu+ E;w, j)
we Wl ics
jes,

because if z; is reached from x(, then the guaranteed time to failure of z is at
least 1 step longer. So, if the state can be robustly driven to a set where MTTF
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can be lower bounded by some 7% (j), propagating the bounds backward
will yield improved bounds, parallel to the reliability case considered in prior
sections (details left to the reader).

Initialization. Algorithms can run unmodified, but initialised at

02{017"'70M7q17"'qM}7

with o; being identical to the one in Algorithm[8] and ¢; defined as:
(a5)set © K& (07)3 () = o, (4;)7*°(j) € S, and for j # i, (4;)5°! (i) = 0,
()7 (i) = ",

Relationship between MTTF and RL. The two performance measures are
related by the following proposition:

Proposition 8.2. For a given controller u(xy,0r), MTTF (x, 0k) is finite if and
only if RL(zy, 0x) = 0.

Proof: For any [, we can assert, from (8.22), that

My(xo,00) = RLi(z0,00) * (I +1) + Z k*(z0,0) - Pr(0)
0€AS(00,141): k*(20,0)<(I+1)
(8.24)

because RL; is computed only with those sequences which are [-step success-
ful so their guaranteed time to failure is / + 1. Hence, M; > RL; « (1 + 1).

If RL > 0,as RL; > RL for any [, RL > 0 implies MTTF = lim;_ocM; =
oo. Conversely, we can write RL; < M;/(l + 1), so, taking the limit | — oo, if
lim;_, o M, is finite (by assumption), then forcedly RL = 0. O

8.5. Terminal-setalgorithm and implementation gui-

delines

Consider that a subset of the terminal set S* C K7 is available. Then,
as discussed in the main text, a modified algorithm can be crafted by repla-
cing initialisation in step 1 of Algorithm [8|by new sets and value functions,
(see initialisation of Algorithm [ on page[184 actually, related to the terminal
initialisation in the MTTF version). Also, as the definition of RT; before Theo-

rem[8.3]involve RT; being the likelihood of reaching the terminal set in at most
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[ steps, this means that expression (8.14) must be replaced by:
ol .= pyylyol-1 (8.25)

i.e., previous estimates of the likelihood of reaching the terminal set in a shor-
ter time should be kept. With these modifications, the 1-step and I-operations
will store a value function which will be a lower bound of the likelihood of
reaching the terminal set RT (details left to the reader).

Importantly, all found control laws driving states in a certain set to a mode-
dependent successor set will ensure, if successful, infinite lifetime once the
terminal set is reached.

The main issue with the proposal in this paper is the computational cost,
regarding the exponentially increasing number of set operations which is nee-
ded. Some implementation-oriented modifications, aiming to reduce the num-
ber of operations or prioritising them, will be incorporated to the new algo-
rithm. Note that these computational issues are not exclusive to our proposal,
for instance many contributions on predictive control of MJLS have the same
problem (Patrinos ef al. 2014), needing to resort to the so-called “scenario ap-
proach” (Bernardini and Bemporad 2012). Also, in high-dimensional systems,
the projection step in computing the controllable sets is very costly. Again,
this issue is common to widely-cited papers such as the control-invariant set
computation in above-referred (Patrinos et al. 2014).

Improved implementation.

The proposition below discusses how to update the value function when a
invariant set has been obtained (in the geometric sense).

Proposition 8.3. Consider o € O, ¢ = Q;(0) for any arbitrary i € M. If 05t C
set, then the component oy can be set t0 oo := lmy_s oo Py, obtained from recur-
sion Y41 1= max (g, Ql-f(z/zk, Oset)), starting with o := oy. The element 6, with
Oset 1= Oset, Of 1= oo verifies o 4 6. Also, defining ¢ := Q;(0), we have q < q.

Proof: Given vy, then 11 is the value/successor function of r1 = I(o, Q;(0)),
where 1 st = 0et. Then, 15 is the one for ro = I(r1, Q;(r1)), and so on again,
it can be repeated until no improvement occurs. O

Note that 7 et = 05t and, evidently, if 05t C ¢ser, there exists a con-
trol action such that o,.; is invariant under mode 4, so we can set itself as
its successor if that were the result in 1),. Thus, in case the above proposi-
tion were used in an algorithm modification, the optimal successors in ol
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might not lie in O~ but in O itself, opening the possibility of reaching
the terminal set in an arbitrarily long time (although such event has proba-
bility tending to zero as time increases, Theorem [8.3). Note, too, that ¥, has
an straightforward explicit expression, without the need of actually iterating.
For instance, in a system with 3 operating modes, if there exists a set S with
RT(1,2) > 0, RT(2,z) > 0,98, RT(3,z) > 0,8, which happens to be inva-
riant with mode 1,1i.e., @1(S) D S, then the above proposition allows to assert
RT(1,z) > (0,98m21 + 0,8731)/(1 — m11) too, for x € S. The controller arising
from the application of Proposition [8.3 would remain in S under mode 1 (for
as long as needed) until mode 2 or 3 occurred.

Avoiding repeated operations.

As Ol'=1) ¢ O, in the modified update (8:25), in order to avoid recompu-
ting 1-step or I operations, the unordered horizon-based set OlY will be repla-
ced with an ordered list, denoted plainly as O, whose element at position « will
be denoted as O(«). New objects will be appended at the end of O. Some labels
will be introduced (Algorithms[@land [I0): matrices will be defined whose ele-
ments will be a label taken from: {’pending ’, “dont, ‘same’, “done "}. Obviously,
the label ‘pending “ will be used to denote pending operations, then:

= Element V (j, «) of a matrix V of dimensions card(O) x M will be chan-
ged from ‘pending ’ to ‘done” once Q;(O(«)) has been computed.

» Regarding I-operator, an upper triangular matrix 7" of dimensions card(O) x
card(O) will be used to store the progress information. A labelling algo-
rithm will be later discussed.

The changes to the original algorithm in the initialisation and list manage-
ment appear as Algorithm [0 which carries out the 1-step and intersection
operations one by one, and analyses the resulting object in order to determine
whether some of the ‘pending ’ operations are actually needed.

The construction of T in the above algorithms allows to state:

1. If T(k, j) ='dont, k < j, then O(k) = O(j).

2. If T(k,j) ='same’, then there exists a collection of elements on the orde-
red list O, prior to item j, such that I(O(k), O(j)) can be obtained via a
finite set of operations on them (i.e., there is another way to obtain the
‘same’ result).
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Algoritmo 9 Terminal-set based reliability bound

1.

Let O be a M-element set {01, ..., 0} such that:
(05)set C K, (0)5(5) = 1, (0))§"°(§) C S; and, for j # i, (0;)3"!(i) = 0,
(0j)7°(i) =R™

2. Initialise V and 7" to ‘pending ’, initialise N to zero. Let | = card(O).

3. Choose whether to carry out either

(a) apending ‘intersection’ between two elements ¢ = I(O(w), O(B)), or
(b) a 1-step operation ¢ = Q;(O(«)),

according to any criteria (either randomly or with probability-based choices to
be later discussed).

Label V(j, ) ="done’ in case (b), or T'(«, 8) =‘done’ in case (a).

5. If gset = 0 or there exists r € O such that 7se¢ 2 gset and maz(ry, qr) = ry then

go to step

6. Letl=h+1,1etO(h) = q.
7. Add to T and V a column of zeroes at the right-hand side, corresponding to the

10.

new element.

If choice is ‘intersection’, i.e., (a), handle the last column of matrix 7" with Algo-
rithm [I0]below.

If there are no pending operations, then STOP.
Go to step

Algoritmo 10 Updating matrix 7.

| Inputs: o, 8, T. | Outputs: modified T'.

1.
2.
3.

Foreachr =1,...,a:if T'(r, o) ="dont, set T'(r, h) =‘don.
Foreachr =1,...,3:if T'(r, ) ='dom, set T'(r, h) ="dom.

Foreachr,1 < r < h:if T'(r,a) or T'(r, 8) are ‘'same’ or ‘done” and T'(r, h +
1) #’dom, then set T'(r, h) ='same’.

Set T(ar, h) =*dom and T'(B, h) ='don.




8.5. TERMINAL-SET ALGORITHM AND IMPLEMENTATION
GUIDELINES 185

Proof: Consider O(h) = ¢ = I(O(«), O(B)) from step [l of Alg.[Ol The first
statement comes from the fact that O(«) > g, O(3) > ¢ is encoded in the Step 4
(Alg.[I0), and transitivity of the I-operator justifies carrying out steps 1 and 2
(Alg.[I0), as the new element inherits subset-dominated sets from its parents.

Regarding the second statement, note that Stepdl(Alg.[9) will set T'(«r, ) ="done”.

Consider now for arbitrary r < h, the operation

Step 3 (Alg.[10) labels with ‘same’ the element T'(r, k) if T'(r, &) or T'(r, 3) are
‘same’ or ‘done’ because:

» If T'(r,) = ‘same’, it means that I(%r), O(a)) can be obtained as the
intersection of pre-existing elements™l. Then operations between such
pre-existing elements and 3, which was also on the list, would obtain

the ‘same’ result: there is no need of evaluating;:

, so Algorithm [IQ0/set T'(r, h) =‘same’.

= If T(r,a) ='done’, there exists s such that I(O(r), O(a)) = O(s); hence,
I(O(r),0(h)) = I(O(r),0(a),0(B))) = I(0O(s),0(B)) so the intersec-
tion (r, h) can be skipped, obtaining the same results with s and ; so,
Alg.[I0lsets T'(r, h) ="same’.

O

As a consequence of the above, I-operations associated to elements of T’
with a label different to ‘pending ’ can be skipped. The algorithm ends and
produces finitely-generated sets when no pending operations remain.

Probabilistic ranking.

Another improvement regarding step B of Algorithm[9] can be conceived:
in case of limited computing resources it would be desirable to prioritise the
evaluation of high-likelihood options. Note that computing the value function
of all pending operations (Definitions [8.5and before actually computing
the ‘set” is very fast. With that data, pending operations can be sorted ac-
cording to, for instance, the stationary probability. This idea is reminiscent

28We are implicitly using an induction argumentation: we are proving that if the proposition
holds for prior list elements, so it will for subsequent additions.
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of the probability-based scenario generation in, for instance, (Bernardini and
Bemporad 2012). In this way, in non-converged cases the operations with bet-
ter expected value function would be carried out first.

8.6. Examples

Example 1.

Consider the unstable first-order system x;41 = 1,2z + ui in mode 1,
and (actuator failure) x4 = 1,2z in mode 2, consider U = {|u| < 1}, Q1 =
QP2 = {]2| < 20}.1t will be assumed that there is a 10 % chance of being in mo-
de 2 at any time. The terminal set (RL = 1) is given by KL = [-0,833,40,833],
K = {0}. As there is a non-stabilisable mode, the algorithms will not con-
verge.

In order to illustrate the steps of the algorithms, to compute reliability
bounds, we would start by:

" o) =< 0,8333, {o¥(1) = 1,05"¢(1) = 0,0 (2) = 0, 03"¢(2) = o0} >,
w0y =< 0,{03%(1) = 0,05"“(1) = 00, 05%(2) = 1,05%¢(2) = 0} >.

where, abusing the notation, a single number ~ in place of a set should be
understood as {|z| < v}. Then, we can compute:

= 03 = Qi(01) =< 1,527, {05 (1) = 0,9, 05"°(1) = 0,833, 05"/(2) = 0,05"(2) =
oo} >,

= 0 = Qy(01) =< 0,694, {04 (1) = 0, 05““(1) = 00, 0§(2) = 0,9, 05"“(2) =
0,833} >.

As 04 has an smaller associated set than o1, from the properties of I(01,04), we
can now update o4 to: 04 =< 0,694, {0y (1) = 1,05"¢(1) = 0,05%(2) = 0,9,
03c(2) = 0,833} >. Now, we can set o5 = Qs(04) =< 0,694/1,2, {02 (1) =
0,05"(1) = o0,0¥%(2) = 0,9-1+40,1-0,9, 0f*°(2) = 0,694} >, and so on:
suitable steps in the algorithms would similarly proceed until desired.
Figure[8-T|depicts the obtained reliability and MTTF bounds (in both cases,

algorithms have been stopped when the final O had 1000 or more elements).
The ordinate axis depicts:

» log-likelihood y = —log10(1 — RL(x,0)) (i.e., the inverse of the probabi-
lity of failure), and
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l-RL2

0 5 10 15 20

Figura 8-1: Example 1: 1 — RL(x, 0) vs. MTTF for each mode, without disturbances (log1o).

» estimated MTTF bound (logarithmic scale, too; magenta for mode 1,
green for mode 2).

For instance, when starting in mode 1 for any |z| > 5, constraint violation
is unavoidable due to control saturation (1,2|z| — 1 > |z[), so reliability is zero.
Also in |z| = 5 we have RL = 0 because in mode 1, successor state is 5 but
sooner or later mode 2 will occur, so it will depart to the unrecoverable region.
This is in accordance with the results from the algorithm, which asserts, too,
that MTTF; > 21,92 for |z| = 5.

Also, if starting in mode 2, if |x| > 5/1,2 = 4,1667 then the system will be
steered out of |z| < 5 so, again, it will be unrecoverable (reliability zero). For
|z| = 5/1,2, the algorithm proves that MTTF, > 21,62). If starting in mode 2,
if |z| < 4,166 the system is steered to |z| < 5 so, as mode 1 is quite likely, in
a ‘lucky’ trial, the controller will drive it to the origin: reliability is non-zero,
MTTF is infinite. For instance, for = 2,60 the likelihood of ending up in the
origin is at least 0,99 if starting in mode 2, and 0,9999 if starting in mode 1; for
x =147, RL(147,2) > 1— 107 and RL(1,47,1) > 1 — 1075

Example 2.

Consider zx11 = 1,2x + up + wg in mode 1, and zp1 = 1,22 + wg
in mode 2, with Q1) = Q% = {|2| < 5}, W = {Jw| < 0,1} and same U,
and mode probabilities as above. In this case, RL is zero everywhere (possibly
unstable disturbed system). MTTF bound changes sharply at v! = {|z| < 4,5}
for mode 1 and v? = {|z| < 3,67} for mode 2 (note that v' is the maximal
robust invariant set for ‘only mode 1" and 3.67 is that of Q2(v')). Outside such
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Figura 8-2: Example 2: Mean-time to failure bound (log1o).

sets, failure is very quick to come (estimated MTTF<10). For |z| < 2 the MTTF
is larger than 2510 samples. The estimated log-MTTF bound appears in Figure
[B-2ZL O had 950 elements.

Example 3.

Consider the undisturbed second-order MJLS (8.1) with three operating
modes, i = {1, 2, 3} considered in Section[7.5] The transition probabilities, mo-
del matrices A;, B; and constraint regions are given in Table[Z1]

Terminal sets K1) were computed using the mode-dependent one-step con-
trollable set (8.2) and the Algorithm [0l was executed. The total number of sets
when the algorithm converged was 34. Computation time (i7-4790K, Matlab®
R2015a) was 19.94 seconds.

Figure [8-3 depicts the ‘stationary’ reliability bound, considering that the
initial mode probability distribution is the stationary one, i.e.,

3
RL(z) :== > p;RL(x, 1),
i=1

where, from the eigenvectors of P, the prior probability of each mode has been
set to p1 = 0,7353, p» = 0,0294 and p; = 0,2353.

As it is a disturbance-free case with finite-step algorithm convergence, re-
sults are optimal (Theorem [8.2). Obviously, the results improve over those in
Section Figure [7=2] for instance, given an initial state zo = [3,748,6,961],
Figure [/=2 provides a guaranteed reliability RL(zo, ) of {0,9604, 0, 1} when
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Figura 8-3: Example 3: Optimal reliability (stationary mode assumption).

6o = {1, 2, 3}, respectively; the here presented modifications provide an opti-
mal reliability of {0,99, 0, 1}.

8.7. Conclusion

This work has extended prior results in Chapter[7] dealing with reliability
bounds and associated mode-dependent control laws for Markov-Jump linear
systems. Reliability is understood as the probability of avoiding constraint
violations in future time; obviously, inside the maximal robust controllable set
reliability is 1, and the concept is closely related to the likelihood of reaching
the terminal set.

The extensions account for disturbances and non-stabilisable modes. Ite-
rative algorithms are presented, improving the reliability bound achieved in
the referred prior results. Optimality is achieved in the disturbance-free case if
algorithms converge in a finite number of iterations. Later, a further extension
computes bounds on robust mean time to failure (time to constraint violation
under worst-case disturbance) in zero-reliability regions. Algorithms are ba-
sed on polyhedral 1-step sets and intersections of such sets.
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Conclusiones y Trabajo
Futuro

En la presente tesis doctoral se ha propuesto el disefio de controladores
predictivos basado en escenarios para sistemas lineales con saltos markovia-
nos sujetos a restricciones duras, considerando dos escenarios diferentes: el
primero de ellos no arriesgados y el otro arriesgados. Se entiende como es-
cenario no arriesgados aquellos en donde las trayectorias del sistema con es-
tados iniciales pertenecientes a ciertos conjuntos invariantes, convergen —en
media- al origen o a una vecindad invariante de este con un 100 % de proba-
bilidad.

Las contribuciones de la tesis abarcan escenarios no arriesgados y, poste-
rioremente, algunos casos de escenarios arriesgados.

En el primero de los casos, se ha formulado un MPC para secuencias de
modos de funcionamientos con diferentes horizontes, tanto basado en un mo-
delo de modo conocido en el momento de control como en un modelo mas
general basado en cierta informacién sobre probabilidades de modo. Se han
propuesto condiciones e ingredientes terminales y propiedades de las secuen-
cias o arboles de escenarios para asegurar la factibilidad recursiva y estabi-
lidad en media cuadrética del sistema en lazo cerrado, sin la necesidad de
imponer funciones de Lyapunov adicionales como restricciones, que es cémo
solventavan el problema en literatura previa.

En caso de escenarios arriesgados, en el capitulo [l se presenta un primer
enfoque en el disefio de MPC para MJLS sujeto a restricciones. En este capitu-
lo se trata con sistemas que pueden tener uno o varios modos inestables en el
sistema, y el enfoque se basa en evaluar la confiabilidad de un escenario por
simulacién exhaustiva. Se propuso un algoritmo que, por un lado, determi-
na la probabilidad de violar restricciones en instante de tiempo futuro y por
otro, la probabilidad de alcanzar un cierto conjunto terminal. Luego, El pro-

193



194 Conclusiones

blema de optimizacién predictivo fue formulado tomando en cuenta solo las
realizaciones mds probables de la variable 0.

En el siguiente capitulo, partiendo del maximo conjunto contractivo en
donde existe una probabilidad del 100 % de llevar el estado del sistema al
origen, se obtuvo una secuencia de conjuntos anidados y acciones de control
asociados a ellos. Dichos conjuntos que son dependiente de una secuencia
en particular, pueden garantizar una cota de confiabilidad minima, entendi-
da como la posibilidad de conducir el estado del sistema al origen sin violar
restricciones. Entonces, para estados iniciales pertenecientes a estos conjuntos
existe al menos una secuencia de longitud finita con un controlador asociado,
tal que, el sistema puede ser llevado al origen con una probabilidad menor al
100 %.

Por dltimo, en el capitulo 8 se present6 un algoritmo iterativo que mejora
la cota de confiabilidad obtenida en el capitulo anterior. Si el algoritmo con-
vergen en un ntmero finito de paso, se obtiene una ley de control 6ptima para
el caso de sistemas libres de perturbaciones. Para sistemas inestables en la-
zo cerrado, se propuso una modificacién del algoritmo con el fin de calcular
el tiempo medio para fallar. Ambos algoritmos estdn basados en operaciones
poliédricas tales como, conjunto a un paso e intersecciones entre estos.

Los resultados de la tesis permiten, en los casos de cambio abrupto de
modo estudiados, calcular la probabilidad de éxito de una ley de control en
funcién de las condiciones iniciales, y disefiar leyes de control que intenten ga-
rantizar una cota minima de esta confiabilidad o, al menos, de tiempo medio

para fallar.

Obviamente, el mayor inconveniente a horizontes largos es la carga compu-
tacional necesaria dada la explosién del nimero de combinaciones. Por eso, la
generacién de escenarios mas probables de horizonte largo, dejando las opcio-
nes menos probables a horizonte corto (o fuera de consideracién) es crucial en
la aplicabilidad del control predictivo para sistemas con saltos markovianos y
esta tesis ha contribuido a precisar y desarrollar cuestiones en esta materia.

Trabajo Futuro

Una linea de interés seria intentar disefiar controladores en un contexto
multicriterio, generando un frente de Pareto entre la optimalidad de presta-
ciones (indice de coste cuadratico) y confiabilidad del controlador para de-
terminado conjunto de condiciones iniciales. Obviamente, fuera del conjunto
maximo invariante bajo control es obligado hacerlo; pero, incluso dentro de
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él, el descartar casos de muy baja probabilidad podria conducir a obtener una
gran mejora en el indice de coste. El problema genérico seria considerar una
distribucién de probabilidad de coste. El gran problema es que el ntimero de
escenarios posibles es muy grande, y alguna simplificaciéon deberia ser abor-
dada.

Por ultimo, se tratard de aplicar los resultados a distintos sistemas reales.
La aplicaciones de estas ideas a configuraciones de control en red, fallos espo-
radicos, etc. parecen ser idoneas; en estos momentos se estd estudiando posi-
bles contextos de aplicacién en la rama de ingenierfa eléctrica.






Bibliografia

Aberkane, Samir (2011). Stochastic stabilization of a class of nonhomogeneous
markovian jump linear systems. Systems & Control Letters 60(3), 156-160.

Aberkane, Samir, Jean Ponsart, Mickael Rodrigues and Dominique Sauter
(2008). Output feedback control of a class of stochastic hybrid systems.
Automatica 44(5), 1325-1332.

Alamo, Teodoro, José Bravo and Eduardo Camacho (2005). Guaranteed state
estimation by zonotopes. Automatica 41(6), 1035-1043.

Alessio, Alessandro and Alberto Bemporad (2009). A survey on explicit mo-
del predictive control. In: Nonlinear model predictive control. pp. 345-369.
Springer.

Arifio, Carlos, Emilio Pérez, Antonio Sala and Fernando Bedate (20144). Poly-
topic invariant and contractive sets for closed-loop discrete fuzzy sys-
tems. Journal of the Franklin Institute 351(7), 3559-3576.

Arino, Carlos, Ernesto Perez, Andres Querol and Antonio Sala (2014b0). Model
predictive control for discrete fuzzy systems via iterative quadratic pro-
gramming. In: Fuzzy Systems (FUZZ-IEEE), 2014 IEEE International Con-
ference on. IEEE. pp. 2288-2293.

Arifio, Carlos, Ernesto Perez, Fernando Bedate and Antonio Sala (2013). Ro-
bust polytopic invariant sets for discrete fuzzy control systems. In: Fuzzy
Systems, 2013 IEEE International Conference on. IEEE. pp. 1-7.

Astrom, Karl and Bjorn Wittenmark (2013). Computer-controlled systems: theory
and design. Courier Corporation.

Bank, Bernd, Jiirgen Guddat, Diethard Klatte, Bernd Kummer and Klaus Tam-
mer (1982). Non-linear parametric optimization. Akademie-Verlag, Berlin.

197



198 Bibliografia

Baotic, MATO (2005). Optimal Control of Piecewise Affine Systems—a Multi-
parametric Approach—. PhD thesis. University of Zagreb, Croatia.

Bemporad, Alberto and Manfred Morari (19994). Control of systems integra-
ting logic, dynamics, and constraints. Automatica 35(3), 407-427.

Bemporad, Alberto and Manfred Morari (19990). Robust model predictive
control: A survey. In: Robustness in identification and control. pp. 207-226.
Springer.

Bemporad, Alberto, Francesco Borrelli and Manfred Morari (2003). Min-max
control of constrained uncertain discrete-time linear systems. Automatic
Control, IEEE Transactions on 48(9), 1600-1606.

Bemporad, Alberto, Francesco Borrelli, Manfred Morari et al. (2002a). Model
predictive control based on linear programming™ the explicit solution.
IEEE Transactions on Automatic Control 47(12), 1974-1985.

Bemporad, Alberto, Manfred Morari, Vivek Dua and Efstratios N Pistikopou-
los (2002b). The explicit linear quadratic regulator for constrained sys-
tems. Automatica 38(1), 3-20.

Berenguel, Manuel, F. Rodriguez, F. Acién and J. L. Garcia (2004). Model pre-
dictive control of ph in tubular photobioreactors. Journal of Process Control
14(4), 377-387.

Bernardini, Daniele and Alberto Bemporad (2009). Scenario-based model pre-
dictive control of stochastic constrained linear systems. In: Decision and
Control, 2009. Proceedings of the 48th IEEE Conference on. IEEE. pp. 6333—
6338.

Bernardini, Daniele and Alberto Bemporad (2012). Stabilizing model predic-
tive control of stochastic constrained linear systems. Automatic Control,
IEEE Transactions on 57(6), 1468—1480.

Bertsekas, Dimitri (1999). Nonlinear programming.

Besselmann, Thomas (2010). Constrained optimal control. Diss., Eidgenossische
Technische Hochschule ETH Ziirich, Nr. 18950, 2010.

Blair Jr, W. and D. Sworder (1975). Feedback control of a class of linear discrete
systems with jump parameters and quadratic cost criteria. International
Journal of Control 21(5), 833-841.



Bibliografia 199

Blanchini, F (1994). Ultimate boundedness control for uncertain discrete-time
systems via set-induced lyapunov functions. Automatic Control, IEEE
Transactions on 39(2), 428-433.

Blanchini, Franco (1999). Set invariance in control. Automatica 35(11), 1747-
1767.

Blanchini, Franco and Stefano Miani (2000). Any domain of attraction for a
linear constrained system is a tracking domain of attraction. SIAM Journal
on Control and Optimization 38(3), 971-994.

Blanke, Mogens and Jochen Schroder (2003). Diagnosis and fault-tolerant control.
Springer.

Blanke, Mogens, Michel Kinnaert, Jan Lunze, Marcel Staroswiecki and J Schr-
der (2010). Diagnosis and fault-tolerant control. Springer Publishing Com-
pany, Incorporated.

Blasco, Xavier, Miguel Martinez, Juan M. Herrero, Cesar Ramos and Javier
Sanchis (2007). Model-based predictive control of greenhouse climate for
reducing energy and water consumption. Computers and Electronics in
Agriculture 55(1), 49-70.

Borrelli, F, A Bemporad and M Morari (2014). Predictive control for linear and
hybrid systems. preparation, available online at http://www. mpc. berkeley.
edu/mpc-course-material.

Borrelli, Francesco (2003). Constrained optimal control of linear and hybrid sys-
tems. Vol. 290. Springer.

Boukas, El Kebir and ZK Liu (2001). Manufacturing systems with random
breakdowns and deteriorating items. Automatica 37(3), 401-408.

Boyd, Stephen and Lieven Vandenberghe (2004). Convex optimization. Cam-
bridge university press.

Boyd, Stephen P, Laurent El Ghaoui, Eric Feron and Venkataramanan Ba-
lakrishnan (1994). Linear matrix inequalities in system and control theory.
Vol. 15. SIAM.

Bravo, José, Daniel Limé6n, Teodoro Alamo and Eduardo Camacho (2005). On
the computation of invariant sets for constrained nonlinear systems: An
interval arithmetic approach. Automatica 41(9), 1583-1589.



200 Bibliografia

Bumroongsri, Pornchai and Soorathep Kheawhom (2012). An off-line robust
MPC algorithm for uncertain polytopic discrete-time systems using poly-
hedral invariant sets. Journal of Process Control 22(6), 975-983.

Calafiore, Giuseppe, Marco Campi et al. (2006). The scenario approach to ro-
bust control design. IEEE Transactions on Automatic Control 51(5), 742-753.

Calle-Prado, Alejandro, Salvador Alepuz, Josep Bordonau, Joan Nicolas-
Apruzzese, Patricio Cortés and Jose Rodriguez (2015). Model predicti-
ve current control of grid-connected neutral-point-clamped converters to
meet low-voltage ride-through requirements. IEEE Transactions on Indus-
trial Electronics 62(3), 1503-1514.

Camacho, Eduardo and Carlos Bordons (2013). Model predictive control. Sprin-
ger Science & Business Media.

Camacho, Eduardo F and Carlos Bordons (2010). Control predictivo: Pasado,
presente y futuro. RIAII 1(3), 5-28.

Camacho, Eduardo F, Daniel R. Ramirez, Daniel Limén, D Mufioz and Teodo-
ro Alamo (2010). Model predictive control techniques for hybrid systems.
Annual reviews in control 34(1), 21-31.

Christophersen, Frank J (2006). Optimal control and analysis for constrained
piecewise affine systems. PhD thesis. Diss., Eidgenossische Technische
Hochschule ETH Ziirich, Nr. 16807, 2006.

Costa, Osvaldo, E. Assumpcao, E. Boukas and R. Marques (1999). Constrained
quadratic state feedback control of discrete-time markovian jump linear
systems. Automatica 35(4), 617-626.

Costa, Osvaldo, M. Fragoso and R. Marques (2005). Discrete time Markov jump
linear systems. Springer.

Cutler, Charles R and Brian L Ramaker (1980). Dynamic matrix control. A
computer control algorithm. In: joint automatic control conference. num-
ber 17. p. 72.

Dantzig, George Bernard (1998). Linear programming and extensions. Princeton
university press.

de Souza, Carlos E (2006). Robust stability and stabilization of uncertain
discrete-time markovian jump linear systems. Automatic Control, IEEE
Transactions on 51(5), 836-841.



Bibliografia 201

Dehghan, Masood and Chong-Jin Ong (2012). Discrete-time switching linear
system with constraints: Characterization and computation of invariant
sets under dwell-time consideration. Automatica 48(5), 964-969.

Diehl, Moritz, Rishi Amrit and James Rawlings (2011). A lyapunov function
for economic optimizing model predictive control. Automatic Control,
IEEE Transactions on 56(3), 703-707.

Ding, Baocang (2011). Dynamic output feedback predictive control for nonli-
near systems represented by a takagi-sugeno model. Fuzzy Systems, IEEE
Transactions on 19(5), 831-843.

Dérea, C. and ]J. Hennet (1999). (a, b)-invariant polyhedral sets of li-
near discrete-time systems. Journal of optimization theory and applications
103(3), 521-542.

Fang, Yuguang and K. Loparo (2002). Stochastic stability of jump linear sys-
tems. IEEE Transactions on Automatic Control 47(7), 1204-1208.

Farina, Marcello, Luca Giulioni and Riccardo Scattolini (2016). Stochastic li-
near model predictive control with chance constraints—a review. Journal
of Process Control 44, 53—67.

Feng, Xiangbo, Kenneth A. Loparo, Yuandong Ji and Howard Jay Chizeck
(1992). Stochastic stability properties of jump linear systems. Automatic
Control, IEEE Transactions on 37(1), 38-53.

Frank, Paul M (2002). Handling modelling uncertainty in fault detection and
isolation systems. Journal of Control Engineering and Applied Informatics
4(4), 29-46.

Gilbert, Elmer and Kok Tan (1991). Linear systems with state and control cons-
traints: The theory and application of maximal output admissible sets.
Automatic Control, IEEE Transactions on 36(9), 1008—1020.

Goodwin, Graham C, Maria M Seron and José A De Dona (2006). Constrained
control and estimation: an optimisation approach. Springer Science & Busi-
ness Media.

Grancharova, Alexandra and Tor Arne Johansen (2012). Multi-parametric pro-
gramming. In: Explicit Nonlinear Model Predictive Control. pp. 1-37. Sprin-

ger.



202 Bibliografia

Grant, Michael and Stephen Boyd (2008). Graph implementations for nons-
mooth convex programs. In: Recent Advances in Learning and Control
(V. Blondel, S. Boyd and H. Kimura, Eds.). pp. 95-110. Lecture Notes
in Control and Information Sciences. Springer-Verlag Limited. http://
stanford.edu/~boyd/graph_dcp.html

Grieder, P, S. Rakovic, Manfred Morari and David Mayne (2005). Invariant sets
for switched discrete time systems subject to bounded disturbances. In:
IFAC World Congress.

Griine, Lars and Jiirgen Pannek (2011). Nonlinear model predictive control. Sprin-
ger.

Hartley, Edward N and Jan M Maciejowski (2014). Reconfigurable predicti-
ve control for redundantly actuated systems with parameterised input
constraints. Systems & Control Letters 66, 8-15.

Helwa, Mohamed K, Zhiyun Lin and Mireille E Broucke (2016). On the neces-
sity of the invariance conditions for reach control on polytopes. Systems
& Control Letters 90, 16-19.

Herceg, Martin, Michal Kvasnica, Colin N Jones and Manfred Morari (2013).
Multi-parametric Toolbox 3.0. In: Control Conference (ECC), 2013 European.
IEEE. pp. 502-510.

Horst, Reiner and Panos Pardalos (2013). Handbook of global optimization. Vol. 2.
Springer Science & Business Media.

Hu, Tingshu, Zongli Lin and Ben Chen (2002). An analysis and design method
for linear systems subject to actuator saturation and disturbance. Automa-
tica 38(2), 351-359.

Isermann, Rolf (2011). Fault-diagnosis applications: model-based condition monito-
ring: actuators, drives, machinery, plants, sensors, and fault-tolerant systems.
Springer.

Kalman, Rudolf et al. (1960). Contributions to the theory of optimal control.
Bol. Soc. Mat. Mexicana 5(2), 102-119.

Karmarkar, Narendra (1984). A new polynomial-time algorithm for linear
programming. In: Proceedings of the sixteenth annual ACM symposium on
Theory of computing. ACM. pp. 302-311.

Kerrigan, Eric (2000). Robust constraint satisfaction: Invariant sets and predic-
tive control. PhD thesis. PhD thesis, Cambridge.


http://stanford.edu/~boyd/graph_dcp.html
http://stanford.edu/~boyd/graph_dcp.html

Bibliografia 203

Kerrigan, Eric and Jan Maciejowski (2000). Invariant sets for constrained non-
linear discrete-time systems with application to feasibility in model pre-
dictive control. In: Decision and Control, 2000. Proceedings of the 39th IEEE
Conference on. Vol. 5. IEEE. pp. 4951-4956.

Kothare, Mayuresh, Venkataramanan Balakrishnan and Manfred Morari
(1996). Robust constrained model predictive control using linear matrix
inequalities. Automatica 32(10), 1361-1379.

Kouro, Samir, Marcelo A. Perez, Jose Rodriguez, Ana M. Llor and Hector A.
Young (2015). Model predictive control: Mpc’s role in the evolution of
power electronics. IEEE Industrial Electronics Magazine 9(4), 8-21.

Kouvaritakis, Basil and Mark Cannon (2015). Model Predictive Control: Classical,
Robust and Stochastic. Springer.

Krtolica, R., U Ozgﬁner, H. Chan, H. Goktas, J. Winkelman and M. Liubakka
(1994). Stability of linear feedback systems with random communication
delays. International Journal of Control 59(4), 925-953.

Kvasnica, Michal, Johan Lofberg and Miroslav Fikar (2011). Stabilizing poly-
nomial approximation of explicit mpc. Automatica 47(10), 2292-2297.

Kvasnica, Michal, Pascal Grieder, Mato Baoti¢ and Manfred Morari (2004).
Multi-parametric toolbox (MPT). In: Hybrid systems: computation and con-
trol. pp. 448-462. Springer.

Lazar, Mircea (2006). Model predictive control of hybrid systems: Stability and
robustness.

Lazar, Mircea, W. Heemels, Siep Weiland and Alberto Bemporad (2006). Sta-
bilizing model predictive control of hybrid systems. Automatic Control,
IEEE Transactions on 51(11), 1813-1818.

Lee, ]J. and Zhenghong Yu (1997). Worst-case formulations of model predictive
control for systems with bounded parameters. Automatica 33(5), 763-781.

Lofberg, J. (2004). Yalmip : A toolbox for modeling and optimization in
MATLAB. In: Proceedings of the CACSD Conference. Taipei, Taiwan.

Li, Hongyi, Huijun Gao, Peng Shi and Xudong Zhao (2014). Fault-tolerant
control of markovian jump stochastic systems via the augmented sliding
mode observer approach. Automatica 50(7), 1825-1834.



204 Bibliografia

Ling, Qiang and Haojiang Deng (2012). A new proof to the necessity of a
second moment stability condition of discrete-time markov jump linear
systems with real states. Journal of Applied Mathematics.

Liu, Wei, Huaguang Zhang, Zhanshan Wang and Qiuye Sun (2012). State es-
timation for discrete-time Markov jump linear systems based on ortho-
gonal projective theorem. International Journal of Control, Automation and
Systems 10(5), 1049-1054.

Lofberg, Johan (2003). Minimax approaches to robust model predictive control. Vol.
812. Linkoping University Electronic Press.

Lu, Jianbo, Dewei Li and Yugeng Xi (2013). Constrained model predictive con-
trol synthesis for uncertain discrete-time markovian jump linear systems.
Control Theory & Applications, IET.

Lu, Yaohui and Yaman Arkun (2000). Quasi-min-max MPC algorithms for
LPV systems. Automatica 36(4), 527-540.

Ma, Shuping and El-Kébir Boukas (2011). Guaranteed cost control of uncertain
discrete-time singular Markov jump systems with indefinite quadratic
cost. International journal of robust and nonlinear control 21(9), 1031-1045.

Mayne, D. Q., J. B. Rawlings, C. V. Rao and P. O. M. Scokaert (2000). Cons-
trained model predictive control: Stability and Optimality. Automatica
36(6), 789-814.

Mayne, David Q (2014). Model predictive control: Recent developments and
future promise. Automatica 50(12), 2967-2986.

Mayne, David Q and S Rakovi¢ (2003). Model predictive control of constrained
piecewise affine discrete-time systems. International Journal of Robust and
Nonlinear Control 13(3-4), 261-279.

Miiller, Matthias and Frank Allgower (2012). Improving performance in mo-
del predictive control: switching cost functionals under average dwell-
time. Automatica 48(2), 402—409.

Murioz, David, Alberto Bemporad and Carlo Filippi (2004). Robust explicit
mpc based on approximate multi-parametric convex programming. In:
Decision and Control, 2004. CDC. 43rd IEEE Conference on. Vol. 3. IEEE.
pp. 2491-2496.

Murty, Katta G (1983). Linear programming.



Bibliografia 205

Nesterov, Yurii, Arkadii Nemirovskii and Yinyu Ye (1994). Interior-point poly-
nomial algorithms in convex programming. Vol. 13. SIAM.

Neumaier, Arnold (2004). Complete search in continuous global optimization
and constraint satisfaction. Acta numerica 13, 271-369.

Park, B. and W. Kwon (2002). Robust one-step receding horizon control of
discrete-time markovian jump uncertain systems. Automatica 38(7), 1229—
1235.

Patrinos, Panagiotis, Pantelis Sopasakis, Haralambos Sarimveis and Alber-
to Bemporad (2014). Stochastic model predictive control for constrai-
ned discrete-time markovian switching systems. Automatica 50(10), 2504—
2514.

Pérez, Emilio, Carlos Arifio, Xavier Blasco and Miguel A. Martinez (2011). So-
lucién explicita al control predictivo de sistemas lineales sujetos a res-
tricciones no convexas. Revista Iberoamericana de Automdtica e Informdtica
Industrial RIAI 8(3), 167-181.

Pitarch, José L., Antonio Sala and Carlos Arifio (2015). Estabilidad de sistemas
takagi-sugeno bajo perturbaciones persistentes: estimacién de conjuntos
inescapables. Revista Iberoamericana de Automdtica e Informdtica Industrial
RIAI 12(4), 457-466.

Propoi, A. (1963). Use of linear programming methods for synthesi-
zing sampled-data automatic systems. Automation and remote control
24(7), 837-844.

Qin, Joe and Thomas Badgwell (2003). A survey of industrial model predictive
control technology. Control engineering practice 11(7), 733-764.

Rakovi¢, Sara, P. Grieder, Michal Kvasnica, David Mayne and Manfred Morari
(2004). Computation of invariant sets for piecewise affine discrete time
systems subject to bounded disturbances. In: Decision and Control, 2004.
CDC. 43rd IEEE Conference on. Vol. 2. IEEE. pp. 1418-1423.

Ramirez, D. R., Jorn K. Gruber, Teodoro Alamo, Carlos Bordons and Eduar-
do E. Camacho (2008). Control predictivo min-méx de una planta piloto.
Revista Iberoamericana de Automdtica e Informdtica Industrial RIAI 5(3), 37—
47.

Rawlings, James and David Mayne (2009). Model predictive control: Theory and
design. Nob Hill Pub.



206 Bibliografia

Rawlings, James and Rishi Amrit (2009). Optimizing process economic per-
formance using model predictive control. In: Nonlinear model predictive
control. pp. 119-138. Springer.

Rawlings, James, David Angeli and Cuyler N Bates (2012). Fundamentals of
economic model predictive control. In: Decision and Control (CDC), 2012
IEEE 51st Annual Conference on. IEEE. pp. 3851-3861.

Richalet, ], A Rault, JL Testud and ] Papon (1976). Algorithmic control of in-
dustrial processes. In: Proceedings of the 4th IFAC symposium on identifica-
tion and system parameter estimation. pp. 1119-1167.

Richalet, Jacques, A. Rault, JL Testud and J. Papon (1978). Model predic-
tive heuristic control: Applications to industrial processes. Automatica
14(5), 413-428.

Rossiter, ] Anthony, Basil Kouvaritakis and M] Rice (1998). A numerically ro-
bust state-space approach to stable-predictive control strategies. Automa-
tica 34(1), 65-73.

Rubagotti, Matteo, Sergio Trimboli and Alberto Bemporad (2013). Stability
and invariance analysis of uncertain discrete-time piecewise affine sys-
tems. Automatic Control, IEEE Transactions on 58(9), 2359-2365.

Sala, Antonio (2009). On the conservativeness of fuzzy and fuzzy-polynomial
control of nonlinear systems. Annual Reviews in Control 33(1), 48-58.

Sala, Antonio and José L. Pitarch (2016). Optimisation of transient and ultima-
te inescapable set with polynomial boundaries for nonlinear systems. Au-
tomatica (http://dx.doi.org/10.1016/j.automatica.2016.06.017), In press.

Schildbach, Georg, Lorenzo Fagiano, Christoph Frei and Manfred Mo-
rari (2014). The scenario approach for stochastic model predictive
control with bounds on closed-loop constraint violations. Automatica
50(12), 3009-3018.

Schildbach, Georg, Paul Goulart and Manfred Morari (2015). Linear controller
design for chance constrained systems. Automatica 51, 278-284.

Schwarm, Alexander T and Michael Nikolaou (1999). Chance-constrained mo-
del predictive control. AICKE Journal 45(8), 1743-1752.

Scokaert, P. and David Mayne (1998). Min-max feedback model predictive
control for constrained linear systems. Automatic Control, IEEE Transac-
tions on 43(8), 1136-1142.



Bibliografia 207

Skogestad, Sigurd and Ian Postlethwaite (2007). Multivariable feedback control:
analysis and design. Vol. 2. Wiley New York.

Sturm, J.E (1999). Using SeDuMi 1.02, a MATLAB toolbox for optimization
over symmetric cones. Optimization Methods and Software 11-12, 625-653.
Version 1.05 available from http://fewcal.kub.nl/sturm

Tanaka, Kazuo and Hua O Wang (2004). Fuzzy control systems design and analy-
sis: a linear matrix inequality approach. John Wiley & Sons.

Tijms, Henk C. (2003). A first course in stochastic models. John Wiley and Sons.

Todorov, Marcos G and Marcelo D Fragoso (2014). New methods for mode-
independent robust control of Markov jump linear systems. In: Decision
and Control (CDC), 2014 IEEE 53rd Annual Conference on. IEEE. pp. 4222—
4227.

Toh, Kim-Chuan, Michael ] Todd and Reha H Tiitiincti (1999). Sdpt3—a
matlab software package for semidefinite programming, version 1.3. Op-
timization methods and software 11(1-4), 545-581.

Wan, Zhaoyang and Mayuresh V Kothare (2003). An efficient off-line formu-
lation of robust model predictive control using linear matrix inequalities.
Automatica 39(5), 837-846.

Wang, Ye, Carlos Ocampo-Martinez and Viceng Puig (2016). Stochastic model
predictive control based on gaussian processes applied to drinking water
networks. IET Control Theory & Applications 10(8), 947-955.

Wu, Jing and Tongwen Chen (2007). Design of networked control systems
with packet dropouts. Automatic Control, IEEE Transactions on 52(7), 1314—
1319.

Zhang, Hui, Junmin Wang and Yang Shi (2013). Robust hinf sliding-mode
control for markovian jump systems subject to intermittent observations
and partially known transition probabilities. Systems & Control Letters
62(12),1114-1124.

Zhang, Ligian, Yang Shi, Tongwen Chen and Biao Huang (2005). A new met-
hod for stabilization of networked control systems with random delays.
Automatic Control, IEEE Transactions on 50(8), 1177-1181.

Zhang, Lixian and El-Kébir Boukas (2009). Stability and stabilization of mar-
kovian jump linear systems with partly unknown transition probabili-
ties. Automatica 45(2), 463—468.



208 Bibliografia

Zhang, Lixian and James Lam (2010). Necessary and sufficient conditions
for analysis and synthesis of markov jump linear systems with in-
complete transition descriptions. Automatic Control, IEEE Transactions on
55(7), 1695-1701.

Zhang, Tiejun, Gang Feng and Jianhong Lu (2007). Fuzzy constrained min-
max model predictive control based on piecewise lyapunov functions.
Fuzzy Systems, IEEE Transactions on 15(4), 686—698.






Apéndices



Apéndice A

Optimizacion con
Restricciones

Programacién Lineal (LP)

Para este tipo de problema de optimizacién en especifico, la funcién de
coste y las restricciones son lineales:

min 'z (A1)
st Gx <h,
Axr = b,

donde ¢ € R", G € R"¢*" h € R", A € R®*"= y b € R™. Aunque no
existe una formula analitica para obtener la solucién de un LP, existen nume-
roso optimizadores eficientes que resuelven dicho problema, ejemplo, método
Simplex (Murty 1983, Dantzig 1998), método de punto interior (Karmarkar 1984,
Nesterov ef al. 1994).

Programacién Cuadratica (QP)

La programacién cuadrética se refiere a un problema de optimizacién con-
vexa en donde la funcién objetivo es cuadrdtica mientras que las restricciones
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son lineales. Puede ser establecido de la siguiente forma:

1
min §xTQx +clz (A.2)
st Gz < h,
Ax = b,

donde, la matriz ) debe ser semi-definida positiva para que la funcién de
coste sea convexa, i.e. Q = 0. Ademds, Q € R"=*"= ¢ € R", G € R"¢*"=,
h € R*™, A € R"*" y b € R™. Los problemas QP pueden ser resueltos
usando métodos de conjuntos activos, o método de punto interior. Detalles para
encontrar soluciones de estos métodos pueden encontrarse por ejemplo en
(Boyd and Vandenberghe 2004). El tiempo necesario para la solucién de esta
clase de optimizacién es mayor que el necesitado para solucionar un problema
LP (Neumaier 2004, pagina. 37).

Programacién Semi-Definida (SDP)

Un problema SDP es un problema de optimizacién convexa que puede ser
expresado de la forma:

min (A.3)
xr
m
st Fy+ Y xiF, >0, (A.4)
i=0
donde w1, 2, ...,2, son las variables y las matrices simétricas F; = F €

R™*™ vienen dadas, ¢ € R"*. La desigualdad (A.4) usualmente es denotada
como desigualdades matriciales lineales (LMI) (Boyd et al. 1994). F'(z) > 0 signifi-
ca que la funcién F(z) es definida positiva. Mdltiples LMIs Fy(z), ..., Fy(z) >
0, h > 0 puede ser expresada como una sola LMI de la forma:

diag(Fi(z), ..., Fp(z)) >0

Notese que, la LMI (A4) es una restriccion convexa en la variable z, i.e.,
{z| F(x) > 0} es un conjunto convexo. Aunque la LMI (A.4) parece tener una
forma especial, se puede representar por una gran variedad de restricciones
convexas en z, en particular, desigualdades lineales, cuadréticas (siempre que
sea convexas) y restricciones que aparecen en teorfa de control como dle tipo
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Lyapunow. etc.

Un caso en concreto son las restricciones de Lyapunov, donde las variables
aparecen en forma matricial, por ejemplo:

ATP + PA <0, (A.5)

donde A € R"=*"= es una matriz conocida y P = P7 es la variable de la LML

Desigualdades cuadraticas convexas son convertidas a una forma LMI ha-
ciendo uso del complemento de Schur.

Complemento de Schur: Dado un conjunto de desigualdades no lineales:
R(z) >0, Q(z) — S(z)R(x) "1 S(z)T > 0, (A.6)
donde Q(z) = Q(z)T, R(z) = R(x)T, S(z) depende de z de forma afin. Por

tanto, (A.6) puede ser expresado como una LMI de la siguiente forma:

[ Q@ >0 (A7)

)
S(z)T R(x)

Existen diferentes Software que tratan con problema de optimizacién con-
vexa como pueden ser YALMIP (Lofberg 2004) o CVX (Grant and Boyd 2008).
También existen varios resolvedores de minimizacién convexa como SeDuMi
(Self-Dual-Minimization) (Sturm 1999) o SDPT3 (Semidefinite Programming
Tool) (Toh et al. 1999).

Ejemplo: Dado un sistema dindmico lineal & = Az, con:

-1 2 0
A=| -3 -4 1
0 0 -2

se desea probar la estabilidad de dicho sistema encontrando una matriz
simétrica P que cumpla (A.5), i.e.:

ATP+PA<0
P>0

Esto puede ser facilmente implementado en Matlab® usando YALMIP/Se-
DuMi con el siguiente c6digo:
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1 A=1[120;-3-4100 -2 % Definici\'on del sistema

> P = sdpvar(3,3); % Se define la matriz sim\'etrica P

3 F=[P > eye@@), A =*P+P+A < 0]; % Se define las restricciones
4+ optimize(F); % Se optimiza para encontrar una soluci\'on factible
5 Pfactible = value(P); % Soluci\'on

Programacién Multi-paramétrica

Gran parte del andlisis y disefio de controladores para sistemas con restric-
ciones descrito en este trabajo usa el concepto bdasico subyacente de la progra-
macién multi-pardmetrica 7] (Bank et al. 1982, Borrelli 2003) y las referencias
citadas en dichos trabajos. Un problema de programacién multiparamétrico
tiene la siguiente forma:

J*(x) :mem J(0,x) (A.8)

st g(f,x) <0, (A9)

donde 6 € R™ representa la variable a ser optimizada, # € R"* es un vector
de pardmetros, J : R™ x R™ es la funcién de coste y g : R™ x R"= las res-
tricciones. El objetivo principal en programacién multi-paramétrica es obtener

la solucién # para un rango entero de los pardmetros x.

Dependiendo de si la funcion de coste (A.8) es lineal o cuadrética, existe
dos grupo bien definidos: a) programacion lineal multi-paramétrica or b) pro-
gramacion cuadrdtica multi-paramétrica . Para un detalle exhaustivo y en pro-
fundidad de programacién multi-paramétrica se recomiendan los siguientes
trabajos (Borrelli 2003, Baotic 2005, Grancharova and Johansen 2012).

»La programaciéon multi-paramétrica se refiere a la solucién de un problema de optimizacién
el cual depende de un pardmetro x. En la literatura se usa el termino multi-paramétrico para hacer
énfasis en el hecho de que el pardmetro considerado no es un escalar, si no mds bien un vector.




Apéndice B

Ejemplos

B.1. Ejemplo: MPC para Sistemas LTI

A continuacién se presenta un cédigo de implementaciéon de un MPC para

un sistema LTI utilizando multi-parametric toolbox 3.0 (Herceg et al. 2013) en
Matlab®.

20

21

22

23

% Control predictivo para sistemas LTI usando MPT 3.0
A=1[11;01]; B =1[0; 1]; % Definicil'on del sistema.
model=LTISystem( 'A" A, 'B' ,B);

% Restricciones en los estados

model.x.min = [-5; -5];

model.x.max = [5; 5];

% Restricciones en la entrada

model.u.min = -0.3;

model.u.max = 0.3;

%Restricciones poli\'edricas

X = Polyhedron( 'Ib' ,model.x.min, ‘'ub’ ,model.x.max);
U = Polyhedron( 'Ib" ,model.u.min, ‘'ub' ,model.u.max);
% Penalizaciones cuadr\'aticas

model.u.penalty = QuadFunction(1);

model.x.penalty = QuadFunction(0.01 *eye(2));
%C\'alculo del conjunto terminal

Xf=model.LQRSet();

% Se calculan los conjuntos de estados Factibles a partir de X f

Pn =

X0 = Xf;

for i = LN

Kset = model.reachableSet( X', X0, 'U , U, direction' , 'backward" );

Kset = Kset.intersect(X).minHRep();
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B.1. EJEMPLO: MPC PARA SISTEMAS LTI

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

Pn = [Pn, Kset];

if  Kset==X0

break

else

X0 = Kset;

end

end

%Obtenci\'on del MPC

model.x.with( ‘terminalSet’ );
model.x.with( ‘terminalPenalty’ );
model.x.terminalPenalty=model.LQRPenalty;
model.x.terminalSet=Xf;

model.x.with( 'setConstraint’ )
model.x.setConstraint=Kset;
ctrIMPC=MPCController(model,N);
Simu=ClosedLoop(ctrIMPC,model); %Simular en lazo cerrado.
x0=[-4.0933;1.6723];
data=Simu.simulate(x0,30);




B.1. EJEMPLO: MPC PARA SISTEMAS LTI 217

5

ar;lo

(a) Ejemplo de un sistema LTI controlado con un MPC. El conjun-
to mds pequefio corresponde al terminal Xy, mientras que el mds
grande (rojo) al conjunto de estados factibles K4.

Evolucién x1 Evolucién x2

0 10 20 30 20 10 20 30
tiempo acciones de control tiempo
0.2 ==
O L
-0.2r
045 5 10 15 20 25 30

tiempo

(b) Evoluciones de los estados del sistemas y acciones de control pa-
ra 50 simulaciones diferentes.

Figura B-1: Ejemplo de un MPC para sistemas LT1.
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B.2. Ejemplo: MPC Robusto para Sistemas LTIs In-
ciertos
Considere el siguiente modelo lineal discretizado con un periodo de mues-

treo de 0.15 minutos, el cual corresponde al sistema no isotérmico CSTR (Wan
and Kothare 2003):

Ca 0,85 — 0,09860(k) —0,00140(k)
ij+1 = = . I‘k
T 0,9864a(k)B(k) 0,047 + 0,01403a(k)B(k)
015 0 C 10 C
+ AR , Yk = A (Bl)
0 —0912 Feo 0 1 T

donde x representa el vector de concentracién y temperatura del reactor, i.e.,
z = [Ca,T] y u viene formado por la concentracién de alimentacién del reac-
tor C4 r y el flujo de refrigeracion Fo, u = [Ca, rF, FC]/.

Por otro lado, 1 < a(k) = ko/10° < 10y 1 < 8 = —AH,4,/107 < 10. De-
bido a que los dos pardmetros inciertos o y § son independiente uno del otro,
es necesario considerar un modelo politépico incierto con su cuatros vértices,
los cuales representan todas las posibles combinaciones de dichos parametros.

Por tanto, el modelo incierto viene dado por:

{[ 0,751 —0,0014 ] [ 0,751 —0,0014 ]
Q = conv , ,

0,086 0,063 9,864 0,189
~0,136 —0,0014 ~0,136 —0,0014 (B2)
9.864 0,189 || 98,644 1451 '

El objetivo entonces es regular las salidas C4 y T a través de las variables
manipuladas C4,r y Fc. El problema de optimizacién con rendimiento robus-
to estd definido por (I.42) sujeto a las restricciones: |Ca, r| < 0,5 kmol/m? y
|Fe| < 1,5 m®/min, donde J (k) viene dado por conQ=IyR=02I

En primer lugar se ejecuta el algoritmo presentado en la Seccion[1.5.5 Para
ello se selecciona la siguiente secuencia de estados:

oo 4| 00525 0,0475 0,0425
L 0,0525 || 0,0475 || 0,0425 |’

0,0375 0,0325 0,0275
0,0375 || 0,0325 || 0,0275
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Dicha secuencia de estado cumple con la condicién zf, ,Q; 'zp1 < 1,
obteniéndose el siguiente resultado:

K — —1,5109 —0,0127 —1,5139 —0,0125
L 24,7486  0,1359 || 27,6870 0,1658 |’

14 ~0,011
4978 —0,0118 = (1.2.3)
31,3196  0,2050

J 35,8726 0,2561 41,6196  0,3202

—0,342 1
l 0,3426 0,0 09]’],:{4’576}}

o {l 14418 —0,0101 ] [ ~1,3027 —0,0066 ]

51,7492  0,4801

O, = 354,4893 4,1154 4327154 5,1890
e 41154  0,0917 || 5,1890 0,1199 |’
540,0147 6,7278
’ ’ 7-]:{17273}
6,7278  0,1629
0. — 692,8083 9,0355 920,9687 12,7131
T 9,0355 0,2321 || 12,7131 0,3507 |’

12865 17,6
R B S
[ 176 6 ]j { }}

En la figura[B-2lse muestran los conjuntos invariante elipsoidales definidos
por & = {x € R™|27Q; 'z < 1}, para la anterior secuencia de estados.

Partiendo de la discusion [I.5 se procede a calcular los conjuntos poliédri-
cos invariante para poder compararlos con los elipsoidales. Para ello se hace
uso del Algoritmo 3.1 presentado en (Bumroongsri and Kheawhom 2012). En
la Figura [B-3l muestra una comparacion entre los conjuntos invariantes polié-
dricos los conjuntos elipsoidales. Puede observarse claramente que los con-
juntos invariantes elipsoidales son mas pequefios que los poliédricos, debido
al conservadurismo presente en la minimizacion del problema (L.42). Tam-
bién puede observarse en la figura que para un estado dado, por ejemplo, el
punto A el conjunto & no puede conducir dicho estado al origen, debido a
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-4} i

_5 I
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

*1

Figura B-2: Conjuntos invariante elipsoidales &;. La elipse mds grande (color azul claro) repre-
senta al conjunto & = {x € R™* |z Q1 'x < 1}, mientra que la siguiente elipse (color negra)
representa a E; = {x € R™ |z" Q5 = < 1}, asi sucesivamente, la elipse mds pequeiia (color
r0jo) es £ = {x € R™ |27 Q5 'z < 1}.

que ZTpunto 4 ¢ &1, sin embargo, dado que Zpunto 4 € S; es posible aplicar la
ganancia K al sistema.
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-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1

(a) Politopo invariante (Rojo) Si. Elipse inva-(b) Politopo invariante (Naranja) Sz. Elipse inva-
riante &1 (lineas punteadas) riante &2 (lineas punteadas)

(c) Politopo invariante (Amarillo) S3. Elipse in-(d) Politopo invariante (Verde) Ss. Elipse inva-
variante £3 (lineas punteadas) riante &4 (lineas punteadas)

Figura B-3: Comparacion de los conjuntos invariante elipsoidales obtenidos con el algoritmo de
la Seccion[1.5.5] con los politopos invariante calculado con el Algoritmo 3.1 en.
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Implementacién en Matlab: A continuacion se presenta un c6digo en Matlab®

que sirve para resolver el problema de minimizacion [[.48 presente en el Teo-

rema [

20
21
22
23
24
25

26

27
28
29
30
31
32
33
34
35

%Modelo incierto de la planta

A1=[0.751 -0.0014;0.986 0.063];

A2=[0.751 -0.0014;9.864 0.189];

A3=[-0.136 -0.014;9.864 0.189];

A4=[-0.136 -0.014;98.644 1.451];

B1=[0.15 0;0 -0.912]; B2=B1; B3=B2; B4=BS3;
Ai={A1,A2,A3,A4},

Bi={B1,B2,B3,B4};

Q=eye(2); %Ponderaci‘'on del estado

R=0.2 *eye(2); % Ponderaci‘'on de las acciones de control
% Restrcciones

umax=[0.5;1.5];

ymax=[0.5;5];

%secuencia de estados x_i
xi={[0.0525;0.0525],[0.0475;0.0475],[0.0425;0.0425] ,[0.0375;0.0375],
[0.0325;0.0325],[0.0275;0.0275]};

%% Obtenci\'on de los conjuntos elipsoidales invariante

syms x1 x2
for i=1:length(xi)
xk = xi{i};
[K{i},P_opt{i},gamma_opt]=mpc_Imi(Ai,Bi,C,Q,R,xk,um ax,ymax);
ezplot([x1 x2] *P_opt{i} *[x1;x2]-1,[-0.1 0.1 -6 6])
hold on
end

%% % % % % % % % % % % % Y% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %0 9
function [K_opt,P_opt,gamma_opt]=
mpc_Imi(A,B,C,Qest,R,xk,umax,ymax)

%% %ntradas: A,B: Lista de matrices A={A1,A2,...} B={B1,B 2,..}
%% % Qest,R: Matrices de ponderaciones
%% % xk, estado medido;

vertices = length(A);
[n,nu]=size(B{1});
[n,ny]=size(C);

%% VARIABLES LMI'S
Q= sdpvar(n,n);

Y= sdpvar(nu,n);
gamma= sdpvar(1);

X= sdpvar(nu,n);

Z= sdpvar(n,n);

F=[l;

0 % %

for j=1l:vertices



B.2. EJEMPLO: MPC ROBUSTO PARA SISTEMAS LTIS INCIERTOS

223

Lmi_1=[Q (Q *A{j}+Y' =B{j}) Q =sqrt(Qest) Y’ *sqrt(R);
(A{i} *=Q+B{j} *Y) Q zeros(2,2) zeros(2,2);
sgrt(Qest) *Q zeros(2,2) gamma =*eye(2) zeros(2,2);
sgrt(R) =*Y zeros(2,2) zeros(2,2) gamma *eye(2)];

Lmistate=[Z C *(A{j} *Q+B{j} *Y); ...

(A} =Q+B{i} *Y) =C' QI

F=[F,Lmi_1 >0,Lmistate >0];

end

%% % Y%restriccionesLMI : Entrada y estados
for r=l:ny

F=[F,Z(r,r) <ymax(r"2];

end

Imiu=[X Y;Y' QJ;

Imirest=[1 xk';xk Q];

F=[F,;miu  >0,Imirest  >0];
for r=linu

F=[F,X(r,r) <umax(n”"2];
end

optimize(F,gamma);
gamma_opt=value(gamma);
P_opt=inv(value(Q));
K_opt=value(Y *inv(value(Q)));
end
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Cuadro B.1: Pardmetros del sistema econémico.

Vértices Parametros

A B!
Vérticesdei =1 \‘ —(2)76 313 J,{ _(2]74 3}1 J { (1) J,{ (1) J
Vértices de ¢ = 2 [ _274 4%6 },{ _2’2 4%4 } { (1) },{ (1) }
Vértices de i = 3 [ 5?4 _;3 },{ 5(7]2 _;1 } { (1) },{ (1) }

vértice de P 0,36 0,35 0,29 0,27 0,53 0,20

0,32 0,16 0,52 0,23 0,07 0,70

001l 0 001 0 001 0
Qﬂ)z{ 0 0,01}Q<2>:{ 0 0,01} QB)Z{ 0 0,01}

R(1y = 0,01 R(2) = 0,01 R(z) = 0,01

[0,55 0,23 0,22} [0,79 0,11 0,10}

B.3. Ejemplo: MPC Robusto para MJLS Inciertos

A continuacidén se presenta un ejemplo para verificar los resultados pro-
puesto en la Seccién 2.5 Para ellos, considérese un MJLS (2.3) el cual consis-
te en un sistema econémico. El sistema tiene tres modos de operacién, i.e.,
i€ M, M = {1,2,3}. Los pardmetros del sistema se presentan en la Tabla
Bl Se selecciona como estado inicial zo = [1,1]7.

Para este sistema se han disefiado dos controladores diferentes. El primero,
sera el MPC sin restricciones de (2.28), mientras que el segundo corresponde
a un MPC con restricciones dado por (2.29a), asumiendo restricciones en la
accion de control |u| < 1. En ambos disefio se considera horizonte N = 3.

Se procede a realizar un total de 50 simulaciones con secuencias aleatorias
de la variable 6y, pero con §, = 1 para cada una de ellas. En la Figura [B-4
se presenta las variables de estados 1, x2 para dichas simulaciones, para am-
bos casos en consideracion. Se aprecia que los estados alcanzan el origen en
ambas simulaciones. Puede observarse también que los estados para el caso
sin restricciones llegan al punto de equilibrio en aproximadamente 8 instante
de tiempo, mientras que en el caso con restricciones tarda 20 instante en al-
canzarlo. Esto es debido a que la accién de control sin restricciones son mas
enérgica, en algunos casos, siendo el triple que las secuencias de control con

restricciones.
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(a) Evolucion del estado z1 (sin restricciones)  (b) Evolucién del estado z2 (sin restricciones)
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(c) Evolucién del estado 21 (con restricciones) (d) Evolucion del estado z2 (con restricciones)

acciones de control

4 acciones de control 1 . : .
2 1 05t m 1
P eE———
=}
_2 b 4
-0.5f 1
L
4l
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -1
1 2 3 4 5,6 7 8 9 10 0 5 K10 15 20
(e) acciones de sin restricciones (f) acciones de con restricciones

Figura B-4: Comparativa de evolucién del estado controlado con MPC sin restricciones ((a)—(b))
y con restricciones ((c)—(d)
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