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Resumen

Esta memoria trata sobre la construccién de soluciones numéricas estables de sistemas
parabdlicos e hiperbdlicos acoplados. Las etapas caracteristicas de esta memoria son: la
construccién de soluciones discretas utilizando diferencias finitas y una técnica de sepa-
racion de variables discreta, el estudio de la estabilidad y la consistencia de la solucién
calculada, y el empleo de un método de proyecciones para extender los resultados obteni-
dos a una clase méas general de funciones de valores iniciales.

Mediante la aplicacién de un método de separacién de variables discreto, la solucién numéri-
ca propuesta a los problemas, es la soluciéon exacta de un sistema en diferencias acoplado,
que se obtiene de la discretizacién en diferencias finitas del sistema acoplado en derivadas
parciales continuo.

Las condiciones de contorno de los problemas aqui tratados son acopladas y de tipo no-
Dirichlet.

Nuestro enfoque metodoldgico es alternativo frente al tratamiento algebraico mas tradicio-
nal que escribe el esquema matricialmente, y ofrece la ventaja de no tener que resolver los
sistemas algebraicos de gran tamano con bloques matriciales que aparecen en el método
de diferencias finitas estandar, gracias al empleo de un método de separacién de variables
discreto.

Las técnicas de desacoplamiento no son aplicables salvo para hipdtesis excesivamente res-
trictivas. Atun desacoplando la ecuacién en derivadas parciales, las condiciones de contorno
no tienen porqué estarlo, por lo que las técnicas de desacoplamiento son poco convenientes.

Los problemas tratados modelizan, entre otros, problemas de difusién, conduccién nerviosa

y problemas del armamento (capitulo 2), calentamiento por microondas, éptica, cardiologia
y flujos del suelo (capitulo 3).
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Resum

Aquesta memoria tracta sobre la construccié de solucions numeriques estables de sistemes
parabolics e hiperbolics acoblats. Les etapes caracteristiques d’aquesta memoria son: la
construccié de solucions discretes utilitzant diferencies finites i una tecnica de separacio de
variables discreta, 1’estudi de ’estabilitat i la consistencia de la solucié calculada, i 1’ us
d’un metode de projeccions per a estendre els resultats obtinguts a una classe més general
de funcions de valors inicials.

Mitjancant ’aplicacié d’un metode de separacié de variables discret, la solucié numerica
proposta als problemes, és la solucié exacta d’un sistema en diferencies acoblat, que s’obté de
la discretitzacié en diferéncies finites del sistema acoblat en derivades parcials continu.

Les condicions de contorn dels problemes aci tractats sén acoblades i de tipus no-Dirichlet.

El nostre enfocament metodologic és alternatiu front al tractament algebraic més tradi-
cional que escriu 'esquema matricialment, i ofereix ’avantatge de no haver de resoldre
els sistemes algebraics de gran tamany amb blocs matricials que apareixen en el metode
de diferencies finites estandard, gracies a I’ is d'un metode de separacié de variables discret.

Les tecniques de desacoblament no sén aplicables excepte per a hipotesis excessivament res-
trictives. Fins i tot desacoblant ’equacié en derivades parcials, les condicions de contorn no
tenen per que estar-ho, per la qual cosa les técniques de desacoblament sén poc convenients.

Els problemes tractats modelen, entre altres, problemes de difusié, conduccié nerviosa i
problemes de armament (capitol 2), calfament per microones, optica, cardiologia i fluixes
del s0l (capitol 3).






Abstract

This memory deals with the construction of stable numerical solutions of coupled parabolic
and hyperbolic systems. The characteristic stages of this memory are: the construction of
discrete solutions using difference schemes and a discrete separation of variables method,
the study of the stability and the consistency of the calculated solution, and the use of a
method of projections in order to extend the obtained results to a more general class of
initial value functions.

By the application of a discrete separation of variables method, the proposed numerical
solution to the problems, is the exact solution of a coupled difference system, which is ob-
tained from the discretization in finite differences of the coupled mixed partial differential
system.

The boundary conditions of the problems which have been dealt here are coupled and of
non-Dirichlet type.

Our methodological approach is alternative to the more traditional algebraic treatment
which writes the scheme in matrix form, and offers the advantage of not having to solve
the big-sized algebraic systems with matrix blocks appearing in the standard difference
method, thanks to the use of a discrete separation of variables method.

The uncoupled techniques aren’t applied except for excessively restrictive hypotheses. Even
uncoupling the partial differential equation, the boundary conditions don’t necessarily have
to be so, hence the uncoupled techniques aren’t very suitable.

The treated problems model, among others, diffusion problems, nerve conduction and ar-

mament models (chapter 2), microwave heating processes, optics, cardiology and soil flows
(chapter 3).
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Capitulo 1

Introduccion, motivacién y
preliminares
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1.1. Introduccién y motivacién

Esta memoria trata sobre la construcién de soluciones numéricas estables de sistemas pa-
rabdlicos e hiperbdlicos acoplados con condiciones de contorno acopladas. Las etapas carac-
teristicas de esta memoria son: la construccién de soluciones discretas utilizando diferencias
finitas y una técnica de separacion de variables discreta, el estudio de la estabilidad y la
consistencia de la solucion calculada, y el empleo de un método de proyecciones para ex-
tender los resultados obtenidos a una clase mas general de funciones de valores iniciales.

En este sentido, la memoria es una continuacién de las tesis [28, 41], aunque en este trabajo
la ecuacién matricial en derivadas parciales de los sistemas parabdlicos considerados es mas
general y ademads se incluye el estudio de sistemas hiperbdlicos.

Debido a la complejidad que involucra el acoplamiento de los sistemas matriciales, los
métodos usuales para la resolucién de estos problemas transforman el sistema acoplado en
un nuevo sistema desacoplado para poder abordarlo escalarmente [9, 42]. Estas técnicas
de desacoplamiento, a pesar de ser tan utilizadas, tienen desventajas bien conocidas tales
como: asumir hipétesis innecesarias, incrementar el orden de derivabilidad del sistema des-
acoplado, ser técnicas de aplicacién limitada ya que la matriz de coeficientes tiene que ser
simétrica, y otras [8]. Ademads el desacoplamiento de la ecuacién en derivadas parciales no
permite desacoplar las condiciones de contorno.

Nuestra oferta metodoldgica es alternativa frente al tratamiento tradicional que trata de
resolver el problema algebraico discretizado involucrando matrices por bloques cuyo espec-
tro es muy dificil de conocer o controlar, y ofrece la ventaja de no tener que resolver los
sistemas algebraicos de gran tamano con bloques matriciales que aparecen en el método
de diferencias finitas estandar, gracias al empleo de un método de separacién de variables
discreto. Ademaés la construccién de las soluciones de los problemas planteados se hace de
forma exacta.
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La memoria esta estructurada en dos capitulos. En el capitulo 2 se construyen soluciones
numéricas estables para sistemas parabdlicos, considerando primeramente, condiciones de
contorno acopladas particulares y después de tipo mas general. El estudio de estos dos casos
se ha desarrollado en los apartados 2.1 y 2.2. Los sistemas parabdlicos estudiados son del
tipo:

ur(x,t) — Augg(z,t) — Bu(z,t) = 0, 0<z<l1, t>0,
u(0,t) = 0, t>0, (1.1)
Cu(1,t) + Du,(1,t) = 0, t >0, ’ '
u(z,0) = F(x), 0<z<1,
ut(x,t) — Augg(z,t) — Bu(z,t) = 0, 0<z<l1,t>0,
A1 u(0,t) + Brug,(0,t) = 0, t >0, (1.2)
As u(l t) + By ux(l,t) = 0, t >0, ’ '
u(z,0) = F(x), 0<xz<1,

siendo A, B, C, D, Ay, B, k = 1,2, matrices cuadradas en C**%, y la incégnita u y F
vectores en C5.

Los sistemas mixtos difusivos de ecuaciones en derivadas parciales acoplados del tipo (1.1)
y (1.2) aparecen en el estudio de muchos campos de la ciencia tales como, geomecdnica
[42]; fisica-quimica; mecdnica [36]; en problemas de dispersién de mecénica cuédntica [2, 31];
en la modelizacién termoelastopldstica; en problemas de conduccién nerviosa [30, 17, 30];
en modelos del armamento [14]; en el encendido de una unica componente de un gas no
reactivo en un recipiente cilindrico cerrado con conservacién de masa [27]; o en el estudio
de la muerte cardiaca repentina como consecuencia de la fibrilacién ventricular [48].

Las soluciones numéricas discretas para la ecuacién
ug(x,t) — Auge(x,t) =0, (1.3)

considerandose las mismas condiciones de contorno que en los problemas (1.1) y (1.2), han
sido tratadas en [26], y sus soluciones analitico-numéricas en [23].

La enorme profusién de los procesos de difusién se debe en parte, a la gran sencillez de las
dos ecuaciones que se requieren para poder establecer la ecuacién de difusién. La primera
de ellas, denominada Primera ley de difusion, afirma que “la materia tiende a repartirse
de forma natural en el interior del sistema que lo contiene”. Aqui el concepto de materia
debe entenderse en su sentido mas amplio, ya que nos referiremos por igual a las moléculas
de una sustancia, que tienden a desplazarse de las zonas de mayor concentracién hacia las
zonas de menor concentracion; o a las cargas, que se desplazan en contra de un gradiente
de potencial eléctrico; o al calor, que se reparte en un sélido.

La segunda ecuacion de difusién, denominada Ley de la conservacion de la materia/energia,
o también Fcuacion de continuidad, es una ecuacién de cumplimiento més general que la
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anterior pues afirma que, “dado un volumen arbitrario, la variacién de la cantidad de ma-
teria es igual a lo que entra en el volumen, menos lo que sale, mds lo que se crea en su
interior, menos lo que se destruye”.

Como consecuencia de lo que se ha comentado, se concluye que un problema de difusion es
de naturaleza intrinsecamente escalar, debido a que no concierne mas que a la descripcién
de una determinada sustancia cuya caracterizaciéon se realiza por medio de una magni-
tud escalar como puede ser la concentracién. A pesar de que no existe ninguna magnitud
conocida que verifique la ecuacion de difusién, si que existe relacion entre la difusién de
distintas magnitudes en un mismo medio. Esto nos va a permitir expresar el modelo de
un problema mediante una ecuacion de difusién matricial, donde cada entrada del vector
incognita sera una de las magnitudes cuya difusion simultédnea estamos estudiando.

El acoplamiento entre varios problemas escalares se puede expresar de forma maés elegante
mediante una formulacién matricial. Atendiendo a [42, 34, 46] podemos modelar diferentes
fenémenos de conduccién mediante el siguiente sistema general, transcrito en su versién
unidimensional:

) ) o [ U
5 (AU) + == (BU) — = (D -~

o o >+EU+F—O (1.4)

reQ, t>0.

El vector incognita U es el vector de variables de estado, que en el caso méas general con-
tendré la temperatura, el potencial eléctrico, etc. A, B, D y E son matrices de coeficientes
y F es un vector de términos fuente.

Notemos que si A es invertible, D no depende de z, B =0y F = 0, entonces la ecuacién
de difusién matricial (1.4) se transforma en la ecuacién de los problemas (1.1) y (1.2) que
se estudian en el capitulo 2 de esta memoria, pero particularizada a la matriz A~'D. Estas
condiciones corresponden a problemas fisicos en los que no tenemos conveccién (B = 0), no
hay términos fuente (F' = 0), existen especies que se transforman en otras especies (F # 0),
y el medio es homogéneo (D es constante). Estas condiciones son las que se estudian en la
presente memoria.

Esta memoria concluye con el capitulo 3 en el que construyen soluciones numéricas estables
de sistemas hiperbdlicos acoplados del tipo:

Augg(z,t) —up(xz,t) = 0, 0<z<l,t>0,
u(0,t) = 0, t >0,
Bu(1,t) + Cugy(1,t) = 0, t>0, , (1.5)
u(z,0) = F(x), 0<z<1,
u(x,0) = V(z), 0<z<l1.

siendo A, B, C' matrices cuadradas en C**°, y la incégnita u y F, V vectores en C°.

Los sistemas hiperbdlicos fuertemente acoplados de ecuaciones en derivadas parciales del
tipo (1.5) surgen en procesos de calentamiento por microondas [32], [15], éptica [10], car-
diologia [47], flujos del suelo [42, 49], y otros.

0.4pt0.4pt Opt0.4pt
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1.2. Preliminares

A lo largo del trabajo vamos a utilizar una serie de definiciones, notacién y resultados que
creemos conveniente enunciar en este apartado de preliminares para facilitar su lectura.

. . 1/2
Definicién 1.1 Si v es un vector en C™, denotamos por |jvllz = (vHv) 2 1o norma
euclidea usual de v. Si A es una matriz en C"*™, su norma 2 la denotamos por ||A],
y estd definida por [13, pag. 56]

A
1A] = sup 14002
oo |0l

Definicién 1.2 Si v es un vector en C™, su norma infinito la denotamos por ||v|ec, ¥y
estd definida por [13, pag. 52]

Jollo = i Jo5]
Definicién 1.3 Una matriz A se dice convergente si la sucesion {A™} tiende a la matriz
nula cuando n — oo.

El conjunto de todos los wvalores propios de una matriz A en C™*™ lo denotaremos por
o(A), y el radio espectral de A definido por el conjunto

max {|z|;z € 0(A)} ,

lo denotaremos por p(A).
El nicleo de una matriz A, se denota por Nuc A, y la imagen de una matriz A por Im A.

Una caracterizacién del concepto de matriz convergente nos la proporciona el lema 5.2 de
[4, pag. 163]:

LEMA 1.1
A es convergente <= p(A) < 1.

Definicién 1.4 [3]. Dadas dos sucesiones {an} y {bn} tales que b, > 0 para todo n, escri-
biremos

an = O(by) ,

st existe una constante M > 0 tal que |a,| < Mb, para todo n. Por tanto, una ecuacion de
la forma

ap = Cp + O(bn)
significa que

an —cn = O(by,) .

En este trabajo utilizaremos un tipo de inversa generalizada, la inversa generalizada de
Moore-Penrose, que nos interesard para expresar en forma cerrada, finita y computable,
tanto la condicién de compatibilidad como la solucién general del sistema algebraico:

Ax=b, AeC™m™ zeC", beC™ (1.6)
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Definicién 1.5 Si A € C™*™ entonces su inversa generalizada Moore-Penrose se denota
por At y se define como la dnica matriz que cumple:

(i) AATA= A
(ii) ATAAT = Af
= AAf

(iii) (AAHT

— ATA

(iv) (AT4)"

donde A® denota la traspuesta conjugada de A.

Un estudio mas detallado de las propiedades y aplicaciones de este concepto se puede ver
en [6] y [39].

Para calcular las soluciones de (1.6) necesitaremos métodos eficaces para el célculo de At
como por ejemplo el programa Matlab, véase [16].

TEOREMA 1.1 (Teorema de Mitra) [39]. Sea A € C™*" y sea AY € C™™ una
inwversa generalizada de A. Sea b € C™, entonces el sistema

Ax =0,
es compatible (i.e. tiene solucion) si y solo si
AACL =1b.
Ademas en este caso, la solucion general de Ax = b viene dada por
=A%+ (I — A%A)z,
donde z es un vector arbitrario de C".

Observacion 1.1 [6]. Los siguientes resultados relacionan el nicleo y la imagen de una
matriz:
Nuc B = Im (I—BTB) . Im B = Nuc (I—BBT) .

Definicién 1.6 [13, pag. 311]. Un subespacio E de C™ es invariante por la matriz A €
Cme SZ
Ve E=—= Az € E.

Observacién 1.2 Si tenemos v € C™ tal que v € Nuc B y ademds Nuc B es un subespacio
invariante por A entonces AJv € Nuc B, Vj > 0, i.e. BAJv =0, Vj > 0. En efecto, puesto
que v € NucB y Nuc B es un subespacio invariante por A tememos que Av € Nuc B.
Si ahora utilizamos de nuevo que Nuc B es un subespacio invariante por A pero tomando
Av € Nuc B se obtiene que A>v € Nuc B. Por recurrencia, razonando andlogamente se
obtiene que AJv € Nuc B, Vj > 0.
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Observacién 1.3 Como consecuencia de la observacion 1.1 se obtienen las siguientes equi-
valencias:

Nuc B subespacio invariante por la matriz A <= BA (I — BTB) =0,
Im B subespacio invariante por la matriz A <~ (I — BBT> AB=0.
LEMA 1.2 [23]. Sean M y N matrices en C***, entonces:
Nuc M N Nuc N

zlm{<I—MTM) {I— [N (I—MTM)F [N (I—MTM)]}} .

Demostracion.

Si v € Nuc M NNuc N entonces Mv = 0y Nv = 0. Por el teorema 2.53.2 de [1, pag. 24]
obtenemos que Mv = 0 implica v € Im (I - MTM), ie,v= (I - MTM) d, donde d es un
vector arbitrario en C®. Multiplicando v por N obtenemos:

osz:N(I—MTM)d,
i.e., d € NucN (I — MTM). Aplicando nuevamente el teorema 2.3.2 obtenemos:
d= {I— [N (I—MTM)F [N (I—MTMﬂ}c, ceCs.
Multiplicando d por (I — MTM):

v = (I—MTM>d

- (I_MTM) {1— [N (I—MTM)]T [N <I—MTM)}}C,

- v 61m{<I—MTM) {I— [N (I—MTM)F [N (I-MUM)]}}.
CIm{(I—M*M) {I— [N (I—MTM”T [N ([-MUW)]}} .

Sea v € Im { (I = M1aM) {1 — [N (1 = Mt [V (1 - M)} }.

Entonces para algin z € C* se tiene:

v= (I—MTM) {I— [N(I—MTMHT [N (I—MTM)}}Z.
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De aqui multiplicando por M y N respectivamente y utilizando
M= MMM,

por ser M la inversa de Moore-Penrose, se sigue:
Mo = (M = MMIM) {1~ [N (1= MM))T [N (1= MIM)]} 2 =0,

No={N (1= MIM) = N (I = MIM) [N (1 = MiM)]" [N (T = MIM)]}z = 0. De esta forma
v € Nuc M NNuc N. [ |

En todo el trabajo denotaremos por i a la unidad imaginaria, ¢ = v/—1.

Definicién 1.7 Toda matriz compleja A en C™*™ se puede descomponer de la siguiente
forma
A=A +1iAs,

donde Ay y Ao representan a la parte real e imaginaria de A respectivamente, las cuales se
definen por
A+ AH A— AH
= Ayg= —— 5
2 21
donde AM denota la traspuesta conjunda de A.
Las matrices Ay y Ay son matrices hermiticas, es decir:

Aq

AkH:Ak, para k =1,2.

TEOREMA 1.2 [4]. Para una matriz A arbitraria se verifica

1Al = \/p (A7 4).

COROLARIO 1.1 [4]. Si P es una matriz hermitica (o real, simétrica) entonces
1Pl = p(P).

Observacion 1.4 [4]. Para una matriz arbitraria se verifica
p(A) < [ A]-

Observacion 1.5 Sea P una matriz diagonalizable y @ una matriz invertible tal que
Q'PQ es una matriz diagonal, entonces | P|| < ||Q7| [|Q|lo(P).

TEOREMA 1.3 (Teorema de Bromwich) [33, pag. 389]. Sea A cualquier matriz com-
pleja. Sean p y M el menor y el mayor valor propio de la matriz hermitica %(A + AH),
yv y N el menor y el mayor valor propio de la matriz hermitica % (A — AH) . ST A es
cualquier valor propio de A, entonces,

w<Re(\) <M, v <Im(\) < N.
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TEOREMA 1.4 [44, pag. 25]. Sean A y B matrices hermiticas, n X n, y A=A+B.
Sea@ AL > Ay > ... > Ay, los valores propios de A, y A1 > Ao > ... > N\, los valores propios
de A. Si u, es el valor propio de B mds pequeno, entonces

XiZAi+Mna 1=1,...,n.
Si A es una matriz hermitica denotaremos
Aml'n(A) = min (U(A)) y )‘méX(A) = méx (U(A)) .

TEOREMA 1.5 (Teorema de Gershgorin) [4, pag. 127]. Dada una matriz A = [a;]
se verifica que o(A) estd contenido en la unidn de los discos

Fi = ZE(CZ’Z—CLMSZ’CLZ‘]" , 1 <i1<n,
J#i

y en la union de los discos

Gi = zG(C:|z—aii\§Z|aﬂ] , 1<i<mn,
JFi

es decir,
o(A) C <U fz) N <U gi> .
i=1 i=1

Definicién 1.8 Sea f : C — C y A una matriz, diremos que f pertenece al espacio F(A)
si existe un entorno V de o(A) sobre el cual f es analitica.

TEOREMA 1.6 (Teorema de la Aplicacién Espectral) [11].
Si f € F(A), entonces

f(a(A)) =a(f(A)),
donde f (c(A)) ={f(A\) : A€ a(A)}.

LEMA 1.3 (Lema de Banach) [13]. Si P y Q son matrices de C"*" y P es invertible,
entonces si ||P — Q| < HP‘IH_1 se verifica que

Q es invertible, y [P~ — QY| < |PIQIIP - Q.

Observacién 1.6 (Complemento de Schur) [4, pag. 92]. Sea A una matriz cuadrada
de orden m, con una particion en bloques

E F
=6 wl

donde la submatriz E es invertible y H cuadrada ( E y H pueden ser de tamanos distintos),
se llama complemento de Schur de E en A a la matriz

W=H-GE'F.
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Ya que E es invertible, se tiene que

I 0 E 0 I E-'F
e | P (w7

y puesto que el primer y el tercer factor del sequndo miembro de (1.7) son invertibles se
deduce que A es invertible si y solo si el complemento de Schur H — GE™'F es invertible.

Observacion 1.7 Dada una ecuacion diferencial de 2° orden
Lu = ap(z)u” + a1 (z)u' + as(x)u=f, 0<z<1,

se requieren las condiciones generales de la forma

a0,1u(0) + aq,1u/(0) + Bou(1) + fr1u' (1) =7 } (1.8)
ap2u(0) + a1.2u'(0) + Bo2u(l) + Brou' (1) =92 |’ '
tales que
apnr a1 Poi B
rango ’ ’ ’ ’ =2, 1.9
& ap2 a1z Bo2 B2 ] (1.9)

i.e., que ambas condiciones de contorno sean linealmente independientes.

Ahora trasladamos ésto a un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de 2° orden con
coeficientes matriciales en las condiciones de contorno:

A1u(0,t) + Biug(0,t) =0 } ’ (1.10)

Agu(l,t) + Bgu$(1,t) =0

donde Ay, By, k = 1,2 son matrices cuadradas en C™*"™. Las condiciones de (1.10) son
un caso particular de las dadas en (1.8). Por tanto, en vista de la condicion (1.9) se tiene
que verificar:

_ Ar Bi| _
.A—rango[A2 B, ] =2m, (1.11)

i.e., A es una matriz invertible (ya que A es una matriz cuadrada de tamano 2m x 2m) .

Los blogques de condiciones de contorno que aparecen en los problemas (1.1), (1.2) y (1.5)
son:

I 0 Ay B I 0
1)[0 D}, 11)[A2 BJ, m)[B C},
que por (1.11) tienen que ser invertibles. Por tanto, bajo la hipdtesis de que A es invertible
y utilizando el complemento de Schur, véase la observacion 1.6, obtenemos las siguientes
condiciones equivalentes:

I)  invertible < D invertible
II) invertible < By — AgAl_lBl invertible
III) invertible < C' invertible.
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Definicién 1.9 Un polinomio p()\), no nulo, se dice que es un polinomio anulador de A
si p(A) = 0.

Definicién 1.10 Sea g()\) el polinomio anulador de A de grado minimo. Entonces a q(\)
se le llama polinomio minimal de A.

TEOREMA 1.7 (Teorema de Cayley-Hamilton) [33, pig. 206].

Sea A una matriz cuadrada con polinomio caracteristico (), entonces ¢(A) = 0. En otras
palabras, toda matriz cuadrada satisface su propia ecuacion caracteristica.

Como consecuencia se tiene que el polinomio minimal de una matriz divide a su polinomio
caracteristico.

Para calcular el polinomio minimal de una matriz sera suficiente tener en cuenta la defini-
cion 1.10y el teorema 1.7.

Observacion 1.8 El teorema 1.7 nos proporciona un método facil para expresar cualquier
polinomio en A como otro, también en A, de grado menor que el del polinomio caracteristico
de A.

En efecto, si p(\) es cualquier polinomio de grado mayor que n, entonces por el algoritmo
de la division, existen polinomios c¢(\) y r(\) no nulos tales que:

PA) = c(N)p(A) +7(N) (1.12)

donde p(\) es el polinomio caracteristico de A de grado n y r(\) tiene grado menor que n.
Por tanto, aplicando el teorema 1.7 y utilizando (1.12) se tiene:

p(A) = c(A)p(A) +r(4) = r(A),

i.e., el polinomio en A de grado mayor que n, p(A), se expresa como otro polinomio en A
de grado menor que n.

Notar que el mismo argumento también es valido si en lugar de considerar el polinomio
caracteristico de A se toma su polinomio minimal.

Definicién 1.11 Se dice que los polinomios Ry(z), Rao(x), ..., Rg(z) son primos 2 a 2
(coprimos), si Ri(z) y R;j(x) no tienen ningin divisor comun, i # j. Se dice que son
primos entre si, si no tienen ningun divisor comun a todos ellos.

Observacion 1.9 En general, ser primos 2 a 2 implica ser primos entre si, pero ser primos
entre st no implica ser primos 2 a 2.

TEOREMA 1.8 (Teorema de Bezout) [12]. Si Q1(z) y Q2(z) son dos polinomios pri-
mos entre si, entonces existen dos polinomios Hi(x) y Ha(x) de forma que se satisface la
relacion:

1= Hi(z)Q1(z) + Ha(z)Q2() -

TEOREMA 1.9 (Teorema de descomposicién) [12, pag. 538].

Sea R(z) = Ri(x)Ra(x)--- Ri(z) € Clz] un polinomio factorizado, donde los factores
Ri(z), Ra(z), - -+, Ri(x) son primos 2 a 2. Consideremos el endomorfismo f € L(C",C").
Entonces:

Nuc R(f) = Nuc R1(f) @& Nuc Ra(f) & - - - & Nuc Ri(f) .
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TEOREMA 1.10 [11, pdg. 567]. Si P € C°*%, f(w) es una funcion holomorfa definida en
un congunto abierto Q del plano complejo y o(P) estd en S, el cdalculo funcional matricial
holomdrfico define a f(P) como una matriz que puede ser calculada como un polinomio en
P de grado mds pequeno que el polinomio minimal de P.

COROLARIO 1.2 [40, pag. 76]. En particular, si P es invertible, entonces o(P) estd en
Dy = C ~ Hy, Hy = {-r€" : r >0} y considerando f(w) = log,(w) una rama del
logaritmo complejo asociado, holomdrfico en D, entonces para w € Dy, la funcion Jw =
exp (3 log,(w)) es holomorfa y P = exp (4 log,(P)) es una raiz cuadrada de P.

Observacién 1.10 Si Jp es la forma candnica de Jordan de P, P = SJpS~! y \/Jp es
la raiz cuadrada de Jp, entonces Q = S\/JpS~! es una raiz cuadrada de P.

ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS [45, pag. 13].

El método de diferencias finitas es uno de los métodos mas utilizados para resolver proble-
mas de valores frontera. Dicho método consiste en reemplazar cada una de las derivadas de
la ecuacién diferencial por el cociente incremental adecuado. A la ecuacién discreta resul-
tante se le llama esquema en diferencias finitas.

Para poder realizar esta aproximacién necesitamos definir una red (mallado) de puntos
en el plano (x,t). Tomando h (paso espacial) y k (paso temporal) nimeros positivos, el
mallado estara formado por los puntos (z,,t,) = (mh,nk) siendo m y n nimeros enteros
arbitrarios.

La propiedad maés béasica que un esquema en diferencias finitas debe tener para ser ttil es
la de ser un esquema convergente.

Definicién 1.12 (Esquema en diferencias convergente) Sea Pu = f una ecuacion
en derivadas parciales siendo P un operador diferencial, y sea P, pv = f su esquema en
diferencias finitas. Se dice que el esquema Py, v = f es convergente si su solucion tiende a
la solucion de la ecuacion en derivadas parciales cuando h,k — 0.

Pero como probar la convergencia de un esquema en general no es facil, se utilizan dos
conceptos relacionados con la convergencia que son mas faciles de analizar: la consistencia
v la estabilidad. Utilizaremos que la consistencia y la estabilidad implican la convergencia
(teorema de Lax).

Definicién 1.13 (Esquema en diferencias consistente)

Dada una ecuacion en derivadas parciales Pu = f y su esquema en diferencias finitas
Py pv = f, diremos que el esquema en diferencias finitas es consistente respecto a la ecua-
cion en derivadas parciales si para cualquier funcion ¢(z,t) suave (suficientemente deriva-
ble para el contexto) se satisface

Py — Pypp — 0, cuando k,h — 0,

donde la convergencia es puntual en cada punto del mallado.

En otras palabras, un esquema Py v = f es consistente respecto a la ecuacion Pu = f si
la solucion de la ecuacion, si ésta es suave, es una solucion aprorimada del esquema en
diferencias.
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Definicién 1.14 (Esquema en diferencias estable) Sea v(mh,nk) una solucion del es-
quema Py pv = f. Diremos que el esquema es estable si para un hy (paso espacial) fijado,
la solucion v(mhg,nk) permanece acotada cuando n — oco.

Definicién 1.15 (Estabilidad en el sentido de estacién fija) [43, pag. 109] Conside-
remos una solucion v(mh,nk) del esquema Py v = f. Diremos que el esquema es estable
si dado un punto del mallado (X,T), donde X = mhqg = §; siendo hg fijo y T = Jk finito,
entonces la solucion v(mhg, Jk) permanece acotada a medida que el paso temporal k decrece
(k — 0), i.e., a medida que n crece, dependiendo del valor de k, hasta tomar el valor J
donde se alcanza el tiempo T .

El estudio de la estabilidad numérica es relevante, dado que las aproximaciones numeéricas
siempre estan sometidas a pequenas perturbaciones: los errores de redondeo. Estos errores
son debidos a que en los célculos prolongados es probable que se realicen muchos redondeos,
donde cada uno de ellos desempena el papel de un error de entrada para el resto del cédlculo
y cada uno tiene un efecto sobre la consiguiente salida. La obtencién de soluciones estables
nos garantizard el tener controlados estos errores.

En esta memoria el estudio de la estabilidad se ha realizado diferenciando entre una esta-
bilidad uniforme en el tiempo, es decir, independientemente de t (véase la definicion 1.14)
y una estabilidad puntual, es decir, relativa a un punto concreto del mallado (véase la
definicion 1.15). En ambas definiciones se ha considerado que el paso espacial h est fijo.

A continuacién comentaremos varios teoremas y definiciones de los problemas de Sturm-
Liouville discretos, que seran de gran utilidad en este trabajo. Todos los resultados y sus
demostraciones pueden encontrarse en [1, cap. 11].

PROBLEMAS DE STURM-LIOUVILLE DISCRETOS

Obviamente, los problemas de valores frontera lineales homogéneos pueden tener soluciones
no triviales. Si los coeficientes de la ecuacién en diferencia y/o los de las condiciones de
frontera dependen de un parametro, entonces uno de los problemas pioneros de la fisica
matematica es determinar el/los valor(es) del pardmetro para el cual tales soluciones no tri-
viales existan. Esos valores especiales del pardmetro se llaman autovalores o valores propios
y las correspondientes soluciones no triviales se llaman autofunciones o funciones propias.

El problema de valores frontera formado por la ecuacién en diferencias
A(p(k —1)Au(k — 1)) + q(k)u(k) + Ar(k)u(k) =0, ke N(1,K), (1.13)
y las condiciones de frontera
u(0) = au(l), u(K +1) = pu(K), (1.14)

se llama problema de Sturm-Liouville discreto (P.S.L.D.). Donde el operador de
diferencia, A, viene dado por

Ap(k—1)=p(k) —pk—1), y A’p(k)=A(Ap(k)) .
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En la ecuacion de diferencia (1.13), A es el parametro, y las funciones p, ¢ y r estan definidas
sobre los conjuntos N (0, K), N(1, K) y N(1, K) respectivamente, y p(k) > 0, k € N(0, K),
r(k) >0, k € N(1, K). Los conjuntos N(0,K) y N(1, K) estan definidos como sigue

NO,K)={aeN/0<a<K},

NLK)={beN/1<b< K} .

En las condiciones de frontera (1.14), a y [ son constantes conocidas.
Los siguientes resultados, en los cuales se asume tacitamente la existencia de los valores
propios del P.S.L.D. (1.13)-(1.14), son fundamentales.

TEOREMA 1.11 Los autovalores del P.S.L.D. (1.13)-(1.14) son simples, i.e., si \ es
un autovalor de (1.13)-(1.14) y ¢1(k) y p2(k) son sus respectivas autofunciones, entonces
d1(k) y ¢2(k) son linealmente dependientes en N (0, K + 1).

Definicién 1.16 El conjunto de funciones {¢m (k) /m =1,2,...} cada una de las cuales

estd definida en N = NU {0} se dice ortogonal en N con respecto a la funcién no negativa
r(k), k € N si

S rWeuest) =0, Yutv,

leN

La funcion r(k) se llama funcion peso.

TEOREMA 1.12 Sean \,,; m = 1,2,..., los autovalores del P.S.L.D. (1.13)-(1.14), y
om(k);m =1,2,..., las correspondientes autofunciones. Entonces, el conjunto {¢p, (k) /m =1,2,...}
es ortogonal en N (1, K) con respecto a la funcion peso r(k).

TEOREMA 1.13 Sean \1 y A2 dos autovalores del P.S.L.D. (1.13)-(1.14) y sean ¢1(k)
y ¢2(k) las correspondientes autofunciones. Entonces ¢1(k) y ¢2(k) son linealmente depen-
dientes en N (0, K + 1) si y sélo si \y = As.

TEOREMA 1.14 Para el P.S.L.D. (1.18)-(1.14), los autovalores son reales.

FORMULACION MATRICIAL DE PROBLEMAS DE STURM-LIOUVILLE
DISCRETOS

Al desarrollar la ecuacién en diferencia (1.13), utilizando la definicién del operador de
diferencia A, obtenemos para k € N(1, K):

p(R)u(k +1) = (p(k) + p(k = 1)) u(k) + (q(k) + Ar(k)) u(k)

+p(k — Du(k —1) = 0. (1.15)

Si denotamos s(k) = p(k) + p(k — 1) — q(k), con k € N(1, K), entonces la ecuacién (1.15)
se puede reescribir asi

—plk — Du(k — 1) + s(k)u(k) — p(k)u(k + 1) = Ar(k)u(k) . (1.16)
ke N(1,K)
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Por tanto, para k =1,..., K, tenemos las siguientes ecuaciones:
—p(0)u(0) + s(1)u(l) — p(1)u(2) = Ar(1)u(l), (1.17)
y
—p(K —Du(K — 1)+ s(K)u(K) — p(K)u(K + 1) = Ar(K)u(K), (1.18)

las cuales en vista de las condiciones de contorno (1.14) toman la forma
S(Du(l) — p(Hu(2) = Ar(1)u(l), (1.19)
—p(K —1u(K —1) +35(K)u(K) = Ar(K)u(K), (1.20)
donde 5(1) = s(1) — ap(0) y S(K) = s(K) — Bp(K).

Las K ecuaciones: (1.19), (1.16) para k € N(2,K — 1) y (1.20) pueden ser escritas como
un problema de autovalores matricial

Au=ARu, (1.21)
donde A es la matriz real, K x K, simétrica v tridiagonal de la forma H k(F,G), con

F=(3(1),s(2),...,s(K —1),5(K)),

G = (=p(1), =p(2),..., —p(K = 1));
R es la matriz diagonal K x K definida como R = diag(r(1),...,r(K)), y la incégnita
w=(u(1),u(2), .., u(K)).
Ya que p(k) >0, k€ N(0,K) y r(k) >0, k € N(1, K) se sigue que:

(i) el P.S.L.D (1.13)-(1.14) tiene exactamente K autovalores reales A\, 1 < m < K, los
cuales son distintos;

(ii) correspondiendo a cada autovalor, A, existe un autofuncién ¢.,(k), k € N(1, K).
Esas autofunciones ¢,,(k), 1 < m < K son miutuamente ortogonales con respecto a la
funcién peso r(k). En particular, esas autofunciones son linealmente independientes
en N(1, K).

SERIES DE FOURIER DISCRETAS

Sean a, b € Z'y {¢m(k)/a < m < b} un conjunto ortogonal de funciones en N(a,b) con
respecto a la funcién peso positiva r(k), k € N(a,b). Ya que la ortogonalidad de esas
funciones ¢, (k), @ < m < b, en particular, implica su independencia lineal en N(a,b),
entonces cualquier funcién u(k), k € N(a,b) puede ser expresada como una combinacién
lineal de ¢, (k), a < m < b, i.e.,

b

u(k) = cmom(k), k€ N(ab), (1.22)

m=a

donde las constantes ¢;;,, a < m < b, pueden ser determinadas como sigue:
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(1) multiplicando ambos lados de (1.22) por r(k)dn(k), a < n < b;
(2) sumando el resultado desde k = a hasta k = b;
(3) utilizando la ortogonalidad de las funciones ¢,,(k), a < m < b, en N(a,b).

Por tanto, obtenemos:
b

b b
Y r(k)gn(k)uk) =) cm (Z T(k)¢n(k)¢m(k)>

k=a m=a k=a
b
S AGY
k=a

y entonces

Cm = , a<m<hb. (1.23)

> r(k)or (k)

k=a

En particular, si las funciones ¢,,(k), @ < m < b son ortonormales, i.e., para cada m,

b
> 7(k)¢2,(k) = 1, entonces las constantes c,, se simplifican a
k=a

b
em =Y r(k)pm(F)u(k), a<m<b.
k=a

Definicién 1.17 La relacion (1.22) se llama la serie de Fourier discreta, y las constantes
cm definidas en (1.23) son los correspondientes coeficientes de Fourier discretos.






Capitulo 2

Sistemas parabdlicos

2.1. Caso particular

0.4pt0.4pt Opt0.4pt

2.1.1. Introduccion

Este capitulo trata sobre la construccion de soluciones numéricas convergentes de problemas
mixtos con condiciones de contorno acopladas del tipo:

up(x,t) — Augy(z,t) — Bu(z,t) = 0, 0<z<l, t>0, (2.1)

w(0,t) = 0, t>0, (2.2)

Cu(1,t) + Dug(1,t) = 0, t>0, (2.3)

u(z,0) = F(x), 0<z<1, (2.4)

donde u = (u1,us,...,us)’ y F(x) = (f1,...,fs)T son vectores s-dimensionales, elementos

de C°*y A, B, C y D son s X s matrices complejas, elementos de C*** verificando ciertas
propiedades a determinar. La solucién numérica propuesta es la solucién exacta del esque-
ma en diferencias obtenido al discretizar el problema continuo (2.1)—(2.4). Dicha solucién
se obtiene utilizando un método discreto de separacién de variables que evita el cdlculo de
los sistemas algebraicos de gran tamaifio con bloques matriciales que aparecen en el método
de diferencias estdndar. Para el caso D = 0 y C invertible, el problema (2.1)-(2.4) ha sido
tratado en [37] utilizando un método de separacién de variables matricial. El acoplamiento
en la condicién de contorno (2.3) y la ley de conmutatividad entre matrices hace dificil
el tratamiento analitico del problema (2.1)—(2.4) utilizando un método de separacién de
variables.

En el apartado 2.1.2, estudiaremos la discretizacién del problema mixto (2.1)—(2.4) utili-
zando aproximaciones en diferencias centradas para la derivada de segundo orden gy, y
aproximaciones en diferencias progresivas para u;. En el apartado 2.1.3, trataremos la exis-
tencia y construccién de soluciones no triviales para el problema de contorno (2.1)—(2.3)
utilizando un método de separacién de variables discreto. En el apartado 2.1.4 se compro-
bara que el esquema en diferencias finitas es consistente respecto a la ecuacién (2.1) y se

17
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buscardan condiciones suficientes para garantizar que las soluciones construidas sean esta-
bles. De esta forma aseguraremos la convergencia de las soluciones. En el apartado 2.1.5,
se construiran soluciones para el problema mixto (2.1)—(2.4) discretizado. En el apartado
2.1.6, utilizaremos un método de proyecciones que nos permitira extender los resultados
del apartado 2.1.5 a clases mas amplias de funciones de valores iniciales F'(z). Finalmente,
en el apartado 2.1.7 desarrollaremos algunos ejemplos para aplicar los resultados tedricos
obtenidos.

2.1.2. La discretizacion del problema

Para la discretizacién del dominio [0, 1] x [0, 4+00[, se considera una discretizacién de [0, 1]
tomando un nimero entero M > 0 y un paso espacial, h = ﬁ que consideraremos fijo para
simplificar, i.e., se construye el conjunto de puntos:

{xm =mh, m=0,1,...,M,},

por otra parte, se toma un paso temporal k£ > 0 (también fijo por la misma razén), y se
discretiza el tiempo, [0, +oo[, considerando la sucesién de puntos:

{th =nk, n=0,1,...}.

Con esto hemos construido una red rectangular del dominio [0, 1] x [0, +-00[, formada por los
puntos (Zm,tn) = (mh,nk). En cada uno de ellos utilizaremos un esquema en diferencias
finitas progresivas en el que se reemplazaran las derivadas parciales u; vy ug., de la ecuacion
(2.1), convirtiendo el problema continuo en uno discreto. Para reemplazar u; desarrollamos
u(mh, (n 4+ 1)k) en serie de Taylor, en ¢, alrededor del punto (mh,nk) obteniendo:

u (mh, (n + 1)k) = w(mh, nk) + kuy(mh, nk) + O(k?),
despejando ui(mh, nk):

u (mh, (n+ 1)k) — u(mh, nk)
k

De la misma forma que para u;, podemos reemplazar u,, por una aproximacion en diferen-

cias finitas centradas desarrollando w ((m + 1)h,nk) y u ((m — 1)h,nk) en serie de Taylor,

en z, alrededor del punto (mh,nk):

ur(mh,nk) = + 0 (k). (2.5)

u((m+1)h,nk) =
h? h3
u(mh, nk) + hug(mh,nk) + jum(mh, nk) + gumx(mh, nk) + O(h'),

u((m —1)h,nk) =
2 3

u(mh,nk) — huy(mh,nk) + %um(mh, nk) — %umx(mh, nk) 4+ O(h?).

Sumando estas dos ultimas expresiones y despejando el término u,, tenemos:
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u((m+ 1)h,nk) — 2u(mh,nk) + u ((m — 1)h, nk)
2

Uz (Mh,nk) = +O(h?). (2.6)

Entonces sustituyendo en el problema (2.1)—(2.4) las expresiones (2.5) y (2.6), y denotando
U(m,n) = u(mh,nk) obtenemos el siguiente problema mixto discreto

rA[U(m+1,n)+U(m —1,n)]

B
—|—<I—}-;42—2TA>U(m,n)—U(m,n+1):0, O<m<M,n>0 (27)
U,n) =0, n >0, 8)
CUM,n)+MD[UM,n)—U(M —1,n)] =0, n >0,
U(m,0) = f(m), 0<m <M, (2.10
donde . )
r=3 h = A f(m) = F(mh) (2.11)

2.1.3. El problema de contorno discreto

En este apartado buscamos soluciones no triviales del problema de contorno (2.7)-(2.9) de
la forma

U(m,n) = G(n)H(m), G(n) € C**°, H(m) e C?®. (2.12)
Sustituyendo (2.12) en (2.7) obtenemos
rAG(n)[H(m+ 1)+ H(m — 1)] +

(I + ;4—B2 — 2rA) G(n)H(m) —G(n+1)H(m) =0. (2.13)

Tomando un nimero real p, la ecuacién (2.13) puede escribirse de la forma

rAG(n) [H(m—i— 1) — <2r+p> H(m)+ H(m — 1)]
- " (2.14)
+ [<I+W+pA> G(n)—G(n—l—l)] H(m) =0,
y (2.14) se cumple si {H(m)}, {G(n)} satisfacen
G(n+1)—(1+]7£+pA>G(n)=o, n>0, (2.15)
H(m+1)—<2T:_p>H(m)+H(m—1):0, 1<m<M-1. (2.16)

Observar que si p satisface
—4dr<p<o, (2.17)
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2
entonces (%#) < 1. Por tanto la ecuacién algebraica

2
22—<r+p>z+1:0, (2.18)

T

tiene dos soluciones diferentes dadas por

2
2 , 2 ;
20 = gtp—i-z 1—(;@) = el

2 , , 2.19
21:275%_1' 1_(22#) 26_19, ( )
donde 0 < 0 <7, 0080:22#, p:—4rsen2(g), i?=—1

y observamos que
2y = cos(nf) + isen(nd); 2z = cos(nf) —isen(nh).

Ya que la ecuacién vectorial (2.16) tiene coeficientes escalares, sus soluciones pueden escri-
birse de la forma

H(m) = cos(mf) ¢ + sen(mb) d , c,deC®’, 1<m<M-—1. (2.20)

Por (2.8) y (2.12), teniendo en cuenta que {G(n)} no puede ser idénticamente cero, se sigue
que H(0) =0y por (2.20) obtenemos
H(m) = sen(mé)d, deC’, 1<m<M-1. (2.21)

La solucién de (2.15) verificando G(0) = I viene dada por

rB "

Sustituyendo (2.21) y (2.22) en (2.12) obtenemos
rB " s
U(m,n) = I—l—ﬁ—i—pA sen(md)d, deC’, n>0,1<m<M-1,

e imponiendo la condicién de contorno (2.9), resulta que el vector d debe satisfacer

{Csen(M6O) + MD [sen(M80) —sen (M —1)0)]} (I + p(A+ wB))"d =0, (2.23)

donde ,

y p viene dado por (2.19). Ya que por el teorema de Cayley-Hamilton, véase el teorema 1.7,
las potencias (A + wB)™ pueden expresarse en términos de I, A + wB, (A + wB)?, ...,
(A4+wB)P~! donde p es el grado del polinomio minimal de la matriz A +wB, se tiene que
la condicién (2.23) es equivalente a la condicién
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{Csen(M0) + MD [sen(M80) —sen (M —1)0)]} (A+wB)"d=0, (2.25)
0<n<p.
Como estamos interesados en soluciones no nulas, el vector d debe ser no nulo y por tanto
es suficiente que
L(0) = Csen(M80) + MD [sen(M60) — sen ((M — 1)8)] es singular, (2.26)
0<f<m.

Observar que si 6y = % para 1 < ¢ < M — 1, entonces sen(M6f) = 0 y se obtiene que en

este caso la matriz L(f;) = MD(—1)"sen (%) es invertible si D es invertible, puesto que

sen(%) # 0. Por tanto bajo la hipétesis

D es invertible, (2.27)
véase la observacién 1.7, los valores de 0 para los cuales se verifica (2.26) deben satisfacer
que el sen(M0) # 0 y podemos escribir (2.26) de la forma
M [sen(M0) — sen (M — 1)0)]

sen(M@)

D7C + I es singular. (2.28)

Asumamos que
Existe p € o(—D7'C)NR. (2.29)
La condicién (2.28) se cumple si existen 6 para la ecuacién escalar
M [sen(M0) — sen ((M —1)0)]
sen(M0)

— 4. (2.30)

La ecuacion (2.30) es equivalente a

cosf — (1 — ﬁ)

cot(M0) = p—

(2.31)

Observamos que para cada £ con 1 < ¢ < M —1, en el intervalo J, = ] (ﬁ})”, % [ se satisface

lim  cot(M6) =+o0; lim cot(M6) = —o0; cot(M0) decrece en Jp,  (2.32)

6— Nt 9— L=

porque d% (cot(MB)) = —SenQMW < 0. Para buscar las raices de la ecuacion (2.31) distin-

guiremos los siguientes casos sobre el valor propio real ; de la matriz —D~'C.

CASO 1.| u<0

Para este caso la funcién ey () definida por

cosf — (1 — ﬁ)

sen 6

em(0) =

: (2.33)
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es continua, negativa y tiene un maximo en # = arc cos (MLW) a lo largo de |0, .

CASO 2.| u=0

Si C' es singular, p toma el valor 0 y (2.30) es equivalente a la ecuacién
sen(M0) = sen((M — 1)6),

(gf\/;i)lﬂ para 1 < ¢ < M — 1. Observamos
entonces que la matriz L(6y) es singular para los valores de {Qg}é\i Il obtenidos, puesto que

C es singular, sen ((f&{ﬁ) 7r> #0paral << M —1y L(f) toma la forma

100 = 201D (1) o (25 1)
20 -1

que tiene M — 1 soluciones dadas por 0, =

Por tanto, por lo visto en los Casos 1 y 2, se obtiene que si p < 0 existe una tnica raiz,
¢ € Jy de la ecuacién (2.31) para 1 < ¢ < M — 1, es decir, existen M — 1 soluciones 6, de
la ecuacién (2.31) en ]0, 7.

CASO 3.| u€]0,400|

En el intervalo J; = ]O, 17 [ no podemos garantizar analiticamente la existencia de solucién

para la ecuacion (2.31). En cambio para el resto de intervalos, J; = } %7@ %ﬂ' [7 2</4<

M — 1, existe una unica solucién 6, € J; de la ecuacién (2.31) porque la funcién ey (0) es

continua, decreciente y acotada en cada Jy ( ya que lim, v _,em (0) ylim, . __en(0)
—ar M

son numeros reales).

Por tanto, si u € |0, +o0o[ existe una tnica raiz, 6y € Jy; de la ecuacién (2.31) para 2 < £ <

M — 1, es decir, existen M — 2 soluciones 6, de la ecuacién (2.31) en |0, 7[.

Sea 1 un valor propio real de —D~1C' y 6, la solucién de (2.31) en cada .J;. Recordemos
que si p < 0 entonces 1 < ¢ < M — 1y que para u € |0, +oo[ se tiene 2 < ¢ < M — 1.

Introducimos las matrices G(u) € C**° y G (p,0) € C*P¢*# definidas por

D7LL(6,)

Gln) = sen(Méb,)

=D 'C+ul, (2.34)
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G(n)
G(p) (A4 weB) .
G o) = | G (A+wB)? | = 2 (2.35)

4M? sen? (%’Z) 7

| Gl (A + wBP

donde py es el grado del polinomio minimal de la matriz A+wyB. Se observa que utilizando
la matriz G (p, 0¢), la condicién (2.25) toma la forma

{C’sen (M8y) + 2M D sen <ZE> cos <<2M — 1> 05> } (A+wB)"dy =0,

2
0<n<py,
es decir,
L(6y) (A+weB)"dy =0, 0<n<py, (2.36)
que es equivalente a la condicion
G (u,00)dg =0,  dyeC> (2.37)
La ecuacién (2.37) tiene soluciones no triviales si y sélo si
rango <C~¥ (,u,@g)) <s, (2.38)

y por el teorema de Mitra, véase el teorema 1.1, bajo la hipdtesis (2.38) el conjunto de
soluciones de la ecuacién algebraica (2.37) viene dado por

dy = (1 G (w00 G (u, eg)) Sy, Spe Tt~ {0} (2.39)

Resumiendo, bajo las hip6tesis (2.27) y (2.29), si §; son las soluciones de (2.31) y G (11, 6¢) la
matriz definida por (2.35), el conjunto de soluciones no triviales del problema de contorno
(2.7)—(2.9) viene dado por

Ui(m,n) = (I —r (éls.en2 (%‘) A— %))nsen(m@) dy
1<m<M-1,n>0 ’ (2.40)
de= (1= G (1,00 G (1,00)) S, Se e~ {0}

donde 1 </<M—-1sipu<0y2<l<M-—1sip€]0,+ool.

Supongamos ahora que p = 0, lo cual corresponde a § = 0 en (2.19). En este caso la
ecuacién (2.18) toma la forma:

22 —2241=(2-1)2=0,
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y el conjunto de soluciones de la ecuacién (2.16) viene dado por:
H(m)=1"c+m1™d; = c+md,, c,dieC’, 1<m<M-—1. (2.41)

Sabifamos que era necesario que H(0) = 0 para no tener soluciones triviales del problema
de frontera discreto (2.7)—(2.9). Por tanto, de (2.16) para m =1y p =0, y de (2.41) para
m = 1,2, se sigue que ¢ = 0. Por otro lado, de (2.16) param =M — 1y p =0, y de (2.41)
para m=M — 2, M — 1, obtenemos H (M) = M d;. De esta forma se llega a que

H(m):mdl, dq ECS, 1<m< M. (2.42)
Como p =0, de (2.15) se sigue que:

G(n) = <I+ #B)n, n > 0. (2.43)

Si sustituimos (2.42) y (2.43) en la condicién frontera (2.9) llegamos a la siguiente expresién:

r n
C(IJrWB) Md,
+MD[<I+#B) Mdl—(l+#3) (M —1)dy]| =0, n>0,

o equivalentemente
n
(C + D) (1 v #B) d =0, dieC n>o0. (2.44)

Por el teorema de Cayley-Hamilton, véase el teorema 1.7, si t es el grado del polinomio
minimal de B entonces para n > t, las potencias B pueden ser expresadas en términos de
las matrices I, B, B,..., B*~'. Como a7z = k # 0, para que se cumpla (2.44) es suficiente
considerar:

(C+ D)B"d; =0, deC?® 0<n<t. (2.45)

Como D es invertible, la ecuacién (2.45) equivale a
(D~'C +1)B"d, =0, dieC® 0<n<t. (2.46)

Puesto que d; € C*® debe ser no nulo, para que se verifique (2.46) es suficiente que se
cumpla:

D7'C+ 1  singular. (2.47)
La condicién (2.47) es equivalente a que p =1 € o (—D_IC'). Supongamos que dpu =1 €
o(—=D71C). A fin de determinar el vector dy, introducimos la matriz R(1) € C**** definida
por:

R =| GLB* | (2.48)




Capitulo 2. Sistemas parabdlicos 25

donde la matriz G(1) ha sido definida en (2.34). Observamos que utilizando R(1), la con-
dicién (2.46) es equivalente a :

R(1)d; =0, dy € C°. (2.49)
La ecuacion (2.49) tiene una solucién no nula
d; € C° <= rango (ﬁ(l)) <s,

y bajo esta condicién, por el teorema de Mitra, véase el teorema 1.1, el conjunto solucién
de (2.49) viene dado por:

dy = (1 . E(l)fﬁa)) Si, S €T~ {0} (2.50)
Por tanto, para u = 1 obtenemos la solucién no trivial del problema de frontera (2.7)—(2.9):

U(m,n):m(I—i—ﬁB)ndl, 1<m<M-1,n>0
o (2.51)
dy = (I - R(1)TR(1)) S, Sy € C* ~ {0}

Resumiendo, hemos demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1 Consideremos el problema de frontera (2.7)-(2.9) y asumamos la condi-
cion (2.27). Sea p un nimero real verificando (2.29). Sea G(p) la matriz en C**° definida
por (2.84). St M >0, r= %, sean wy, é(u,é?g) Yy ﬁ(l) definidas por (2.35) y (2.48) res-
pectivamente, donde 0y es una solucion de (2.31). Sean py y t los grados de los polinomios
minimales de las matrices A + wyB y B respectivamente.

(i) Si p € R, existen valores § € 10, 7| tales que la matriz L(0) definida por (2.26) es
singular. Bajo la hipdtesis (2.26) el problema (2.7)-(2.9) tiene soluciones no triviales

de la forma (2.12) si rango (é (u,G)) < s.

(ii) Si C es singular, se toma el valor propio p = 0 entonces 0y = (22]6[—_11) m para 1 <

¢ < M —1 son soluciones de (2.31). Sirango <é (0, 9@)) < s entonces {Uy(m,n) ?i;l
dadas por (2.40) define M —1 soluciones no triviales del problema de contorno (2.7)-

(2.9).

(i1i) Si p < 0, entonces para 1 < ¢ < M — 1 existe una solucion 6, de la ecuacion

(2.31) en Jy = } (ZG\})”, %[ para la cual la matriz L(0y) es singular. Bajo la hipdte-

sis rango (é (u,@g)) < s, la sucesion {Uy(m,n)})2 1" dada por (2.40) define M — 1

soluciones no triviales del problema de contorno (2.7)-(2.9).



26 2.1 Caso particular

(iv) Si p = 1, entonces para 2 < £ < M — 1 existe una solucion 0y de la ecuacion

(2.31) en Jy = ] (Z;Wl)”, % [ para la cual la matriz L(0y) es singular. Bajo las hipdtesis
rango (é (1,95)) < s y rango (ﬁ(l)) < s, existen dos conjuntos de soluciones no
triviales del problema de contorno (2.7)-(2.9) dadas por (2.40) y (2.51).

(v) Si p € ]0,+o0[~ {1}, entonces para 2 < £ < M — 1 existe una solucién 0y de la

ecuacion (2.31) en J; = }%, %[ para la cual la matriz L(0y) es singular. Bajo
la hipdtesis rango (é’ (1, 94)) < s, la sucesion {Ug(m, n)}é]\igl dada por (2.40) define

M — 2 soluciones no triviales del problema de contorno (2.7)-(2.9).

2.1.4. Consistencia y estabilidad de las soluciones

Veamos que el esquema en diferencias (2.7) es consistente respecto a la ecuacién (2.1) en
el sentido de la definicion 1.13. Denotamos

Alu] = w(x,t) — Augy(z,t) — Bu(z,t) , (2.52)
O P UL U 1)2) —ulmhsnk) b, k)
(2.53)
B A[u ((m+ 1)h,nk) — 2u(n2f2z,nk) +u((m —1)h,nk)] .

Sea ¢(x,t) una funcion suave, i.e. suficientemente derivable para el contexto, y sea ®(m,n) =
¢(mh,nk). Considerando el desarrollo de Taylor de ® para el punto (m,n+ 1) con respecto
a la variable ¢, y para los puntos (m + 1,n), (m — 1,n) respecto de x, se sigue

S(m,n+1)=®(m,n)+kd(m,n)+ %@tt(m, n)+ ’;—?@ttt(m, n)+O(k*)
®(m+1,1)=B(m, n)+h®o(m, n)+ b @po(m, n)+ b Cope(m,n)+ O(h?) (2.54)
®(m—1,n)=®(m,n) —h®(m,n)+ 5 &, (m,n) 2 ®,(m,n)+ O(h*)

Sustituyendo (2.54) en Ay ;[¢], dada por (2.53), se sigue que
k k2
Apnlg] = @i(m,n) + 5¢’tt(m7 n) + — Py (m,n)

6
2

—A Py (m,n) + %@mxz(m, n)
—B®(m,n) + O(k*) + O(h?). (2.55)

Teniendo en cuenta la expresién de A[¢], dada por (2.52), y la expresion (2.55) se sigue que

2
Alp] — Agpl¢] = —g%(m, n) + A%cbmm(m, n) 4+ O(k* + ht). (2.56)

Tomando normas en (2.56) obtenemos

| Alp] — A ] || < O(k) + |A|O(h?) — 0, cuando k,h — 0. (2.57)
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Por tanto el esquema en diferencias (2.7) es consistente respecto a la ecuacion (2.1).

Estudiemos ahora la estabilidad, véase la definicidn 1.14, de las soluciones construidas en
el teorema 2.1, a fin de tener controlados los errores de redondeo que pueden aparecer
en el cémputo de dichas soluciones a medida que n crezca. A continuacién buscaremos
condiciones suficientes para garantizar la estabilidad de las expresiones

[I—r(4sen2 <92£>A—]\;2B>]n, n>0 (2.58)

'S n
(I + WB) , n>0 (2.59)

cuando n — 00, es decir para garantizar que las expresiones matriciales

.

I-—5(-B+ a’A) (2.60)
r

I+45B, (2.61)

2
Comenzaremos nuestro estudio con la expresién matricial dada en (2.60).

donde se ha tomado o = 2M sen <6—‘5), sean matrices convergentes, véase el lema 1.1.

Por el teorema de la aplicacion espectral, véase el teorema 1.6, se sabe que
r r
o(I-15(-B+a®a)) ={1- 5z :ze0(-B+a?4)} . (2.62)
Si z esta en o (—B + onA) entonces

roo|2 T 2 T 2 2 2r
Wz‘ =(1- WRe(z)) + (—Wlm(z)) =1l = D Re(z). (2.63)

Por (2.62), (2.63) la matriz dada en (2.60) es convergente si

-

r 2Re(z
— <
M2 ]2

Re(z) >0 ) para todo z € o (=B + a*A) . (2.64)

Puesto que A y B son matrices complejas en C*** se pueden descomponer de la siguiente
forma, véase la definicion 1.7

A=A +iA,y, B =B +1iDB>,
donde Ay, By, para k = 1,2, son las matrices hermiticas definidas por

B+ BH B - BH A+ AH A— AH
Blz_}—i;BQ:i;Al: i 'A2: B

_— —_— 2.
2 24 2 ’ 2 (2.65)

entonces

—B+a?A=[-Bi +a*Ai] +i [-By + a?As] . (2.66)
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Ya que o? A, — By, k = 1,2, son matrices hermiticas podemos aplicar el teorema de Bro-
muwich, véase el teorema 1.3, obteniendo

Amin (—B1 + a?41) < Re(2) < Amax (—B1 + a24y)
Amin (—B2 + a?A2) <Im(z) < Apax (—B2 + a?43) | . (2.67)
z€0 (—B+a?A)
Por el teorema 1.4 se sigue que

Aml'n (_Bl + CVZAI) > /\rm'n (_Bl) + a2)\m1'n(A1)
- a2)\mfn(A1) - )\méX(Bl) ) (268)

y por (2.67), (2.68) se obtiene

min {Re(z) iz €0 (—B + a2A)} > a2/\mfn(A1) — Améx(B1) - (2.69)
Bajo las hipétesis

x>0 paratodo z € 0(41) e y <0 paratodo y € o(B1), (2.70)

por (2.69) se obtiene que

Re(2) >0 paratodo z€ o (—B+a’4), (2.71)

es decir, imponiendo condicién (2.70), tenemos garantizada una de las condiciones suficien-
tes para la convergencia de la matriz (2.60). Bajo la condicién (2.70), se obtiene

2Re(z) 2min {Re(2) : z€ 0 (—~B+a*A)}

= 2.72
zea(gﬁoﬂfl) | 2|2 méx {|z]? : z€0(—B+a?A)} (272)
Por (2.71) y (2.72) la condicién (2.64) se satisface si
L 2m1’{1 {Re(z) : z €0 (—B+a*A)} (2.73)
M? max {|z|? : z € 0 (—B+ a?A)}

Puesto que A y B, kK = 1,2, son matrices hermiticas, por el teorema de Gershgorin, véase
el teorema 1.5, si denotamos o(Ay) = {\j(Ar); 1 <j<sh k=1,2,y

Gj(k) ={2z€C : |z —a®X\j(Ap)| < p(Bk)} = D (a®Xj(Ay), p(Br)) ,

se sigue que

o (~Br+a’A) C | JG(k), 1<k<2. (2.74)
J=1

Por tanto

Amax (—Br + @®4r) < o Amax(Ax) +p(By), 1<k <2, (2.75)
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y por (2.67), (2.75) obtenemos

Re(2) < 0®Amax(A1) + p(B1), z€0 (-B+ a2A) ; (2.76)
Im(2) < a*Amax(A2) + p(B2), 2 €0 (—B+a*A). (2.77)

Utilizando en (2.76) y (2.77) que
Be
0 < a=2Msen 5 < 2M,

se obtiene

212 < (AM2Amax(A1) + p(B1))” + (AM2 Amax(A2) + p(B2)) ] (2.78)
z €0 (—B+a?A)

Por (2.64), (2.69), (2.73) y (2.78) se concluye que la matriz dada en (2.60) es convergente
si

M? [4]\42 sen (95> Amin(A1) — )\méx(Bl):|

[AM2 A (A1) + p(B1)]? + [AM2 Asn (A2) + p(Ba))? (2.79)

Resumiendo hemos demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 2.2 Sea r > 0 y A, B matrices en C**° tales que si B; = B+BH , Al =

A+AH B—BH BH
+2 7B - A2

se cumple
x>0, VezeolA) e y<0, Vyeo(B). (2.80)

Entonces para valores suficientemente pequenos de r que cumplan la condicion (2.79), se

obtiene que la matriz I —r (4 sen? (%‘) A— ﬁB) es convergente.

Ahora estudiaremos cudndo la expresiéon matricial dada por (2.59) es convergente, es decir
qué condiciones se han de verificar para que

(I+ MQB) <1. (2.81)
Para que la condicién (2.81) se verifique serd suficiente que

‘1 <1, Veeo(B), (2.82)

r
M2

puesto que por el teorema de la aplicacion espectral, véase el teorema 1.6, se sabe que

(I+WB> {1+Wz / zea(B)} .
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En efecto,
2 2
‘1 + #z‘ = ‘1 + #Re(z) + 2# Im(z)’
r 2 T 2
2

=1+ = (Re()]” + [Im(=))°) + % Re(2)
2

T 2r
=1 + W‘ZF + WRG(Z)
?”2

<1+

2r

2

(p(B))" + e Re(z), Vz € 0(B).
por tanto, para que se cumpla (2.82) serd suficiente imponer las condiciones

B 2M? Re(z)

Re(z , Vzeo(B). .
((B))? y (2) <0 € a(B) (2.83)

Resumiendo, hemos obtenido que las soluciones proporcionadas por el teorema 2.1 son
estables, es decir, permanecen acotadas cuando n — oo, si los vectores {dy} estédn acotados,

si se verifican las hipdtesis del teorema 2.2 y ademas se satisfacen las condiciones dadas en
(2.83).

Observacion 2.1 El andlisis de la estabilidad de las soluciones construidas en el teorema
2.1 se puede hacer, como se verd en el capitulo 3 para los sistemas hiperbolicos, utilizando
el concepto de estabilidad en el sentido de estacion fija (véase la definicion 1.15). Con
este tipo de estabilidad se puede demostrar que las soluciones dadas en el teorema 2.1 son
estables sin imponer restricciones sobre el espectro de las matrices A y B (involucradas en
la solucion) ni sobre el pardmetro r.

En efecto, dado un punto del mallado (X,T) donde X = §; = mhq, ho fijo y T = Jk finito,
se debe verificar que las siguientes expresiones estén acotadas:

n
(1=r(4sen? (%) A= &))" (I+3pB)", cuandok —0, | (280
i.e., n crece, dependiendo del valor de k, con 0 <n < J
Puesto que hg estd fijo yr = % se tiene:

HI _r <4sen2 (?) A- ]52) H <1+ 0®k) vy HI+ #BH <1+ 0®Fk), (2.85)

o equivalentemente

2

para algunas constantes positivas Si,Ss.

0 B T
2 l
]—r<4sen ( >A—W>H§1+Slk Y ‘)IJFWBH§1+S2/<:,
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De las condiciones dadas en (2.85) se obtiene que:

H (I o (4sen2 (%) A %))n y H(I—i— ﬁB)nH acotadas cuando k — 0, ],(2.86)

1.e., n crece, dependiendo del valor de k, con 0 <n < J

ya que

(o (2 2))

siendo ¢ una constante positiva; y ademds

n

< (1+ O(k))"

0 B
2 4
S HI—T<4SGH <2>A_W)

< (14 Ok) < o7 Ok) < el = Te — O(1),

[+ )| ] <ot
< (14 Ok)) < oI Ok) < sk _ Ts _ o(1),

siendo s una constante positiva.

Hemos visto que las condiciones que aparecen en (2.85) son suficientes para garantizar que
las potencias dadas en (2.84) estén acotadas cuando n crece, a medida que decrece k, hasta
tomar el valor J donde se alcanza el tiempo T, (T' = Jk). Por tanto las soluciones dadas
en el teorema 2.1 son estables en el sentido de estacion fija.

2.1.5. El problema mixto discreto

En este apartado construiremos una solucién exacta del problema (2.7)—(2.10). Observemos
que al separar variables en el problema de contorno (2.7)—(2.9), se llega al problema de
contorno vectorial:

H(0) =0 : (2.87)
CH(M)+ MD[H(M)—-HM —1)] =

Bajo las hipétesis (2.27) y la existencia de u € R, u € o(—=D1C), por el teorema de

la aplicacion espectral el problema (2.87) es equivalente al siguiente problema de Sturm-
Liouville discreto, véase el apartado 1.2:

" (2.88)
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donde —4r < p < 0, entonces por el apartado 2.1.3, las soluciones del problema (2.88) son

Hy(m) = sen (mby) dy, dy € NucG (u,0p)

donde 6, € } (6;\/})”, % [ verifican la ecuacién

cos @y — (1 — ﬁ)

cot (M6,) = -~y

(2.89)

Como los coeficientes del problema (2.88) son escalares, consideramos el problema de Sturm-
Liouville escalar discreto

—h(m + 1) + 2h(m) — h(m — 1) = —Lh(m),

r

M 2.90

= MM —1), 1<m<M-1 (2.80)
M —p

h(M)

Por el apartado 1.2, el problema (2.90) puede escribirse como un problema de valores
propios matricial

T2 -1 0 0 0 11 k1) T [ h(1) ]
-1 2 -1 0 0 h(2) h(2)

0 -1 2 -1 0 h(3) | )

0 0 o -1 2 -1 (M—2) h(M—z)
L 0 0 -0 -1 I A1) | | h(M-1) |

El problema (2.90) tiene exactamente M — 1 valores propios reales dados por {%p’f}?i;l ,

donde p; = —4r sen? (%) y 0 verifica (2.89). Para cada valor propio —#* existe una funcién

propia {hy(m)} = {sen(m#by)}. Estas funciones propias son ortogonales en
NA,M-1)={keN:1<k<M-1},
con respecto a la funcién peso 1, véase el apartado 1.2.

Se ha considerado el problema de Sturm-Liouville discreto escalar (2.90), para poder iden-
tificar los vectores dy y di que aparecen en las soluciones (2.40) y (2.51) respectivamente.
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CASO 1.| p=0 | (C singular)

Supongamos que rango <C~¥ (0, 9()) <s,0p= (22]\2111> m,1 <{¢< M —1.Por superposicién

de las soluciones del problema de contorno (2.7)—(2.9) obtenidas en el teorema 2.1-(ii), se
sigue que la sucesion vectorial

U(m,n) = Mil (I - (élsen2 (%) A-— %))nsen (mby) dy,
=t (2.91)

d = (1 —G (0,60 é(o,e@) Sy, Spe T~ {0}

es una solucién del problema (2.7)—(2.9). Imponiendo la condicién inicial (2.10) a la solucién
(2.91) obtenemos que los vectores d; deben verificar

flim) = sen (mby) dy, 1<m<M-1. (2.92)

Denotemos por f,(m) la g-ésima componente del vector f(m) € C®y dy 4 la g-ésima com-
ponente del vector dy. De (2.92) se sigue que

T

fq(m) = sen (mby) doq 1<m<M-1. (2.93)
1

~
Il

La expresién (2.93) es una serie de Fourier discreta, y {sen (mfy)}s ;" son las funciones
propias del problema de Sturm-Liouville discreto (P.S.L.D.) escalar (2.90). Para determinar
las constantes dy 4, i.e., los coeficientes de Fourier de (2.93), multiplicaremos ambos lados
de (2.93) por sen (m#,) para 1 <y < M — 1, sumaremos el resultado desde m = 1 hasta
m = M — 1 y utilizaremos la ortogonalidad de las funciones propias del P.S.L..D., véase el
apartado 1.2. Es decir:

m=1 m=

M—1 M-1 /M-1
sen (mby) fy(m) = (Z sen (mé.) sen (mby) dg,q>

(=1
=) (sen(mby)sen(mby) dig+ -
-+ 4 sen (m#.) sen (mbnr—1) dyr—1,4)

= sen® (mf,,) d 4

M-1
=dy 4 ZsenQ(mé’y% 1<y<M-1,
m=1
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y entonces

d _ m=1
tg = M1
e (30
m=
M—1
4 20 —1
= 1<¢g<
2M_1m:156n<m<2M_1>7r>fq(m), qg<s,
o escrito en forma vectorial
M—1
4 20 —1
dy = ——— 1<i<M-—1. 2.94

Ya que dy € NucG (0,6) para 1 < £ < M — 1, en vista de (2.94) se debe verificar la
siguiente condicion

20 -1
oM — 1

f(m) € NucG (0,6), e,g:< )w, 1<0<M-1. (2.95)

Por tanto bajo la hipétesis (2.95), la expresién

U(m,n) = J\Zz_ll (I —-r (45en2 (%2) A— %))n sen (mby) dy,
- , (2.96)

dy = 1 Milsen(VO ) f(v), 6,= ( 21 )77
¢ oM —1 = L ) 14 oM —1

1<m<M-1,n>01<¢<M-1

es una solucién del problema (2.7)—(2.10). Por la expresion (2.35) la condicién (2.95) se
satisface si

f(m) € Nuc G(0), 1<m<M-1, (2.97)

y
Nuc G(0) es subespacio invariante por A +wyB, 1<{< M —1, (2.98)

véase la observacion 1.2, donde {U}g}é\izl se han definido en (2.35). La condicién (2.98)
puede escribirse de la formas:

G(0) (A + wB) (1 _ G(O)TG(O)) —0, 1<l<M-1, (2.99)

véase la observacion 1.5.
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CASO 2.| u<0

Sea pu € o(—D~'C) y supongamos que rango (é(u,@g)) < s donde {Hg}é\izl vienen dadas

por el teorema 2.1-(iii). Bajo las hipdtesis

f(m) € NucG(n), 1<m<M-1, (2.100)

Nuc G(p) es subespacio invariante por A + wyB, 1<{¢< M —1. (2.101)

donde {wg}é\ifl se han definido en (2.35), o equivalentemente

G (1) (A + weB) (I - G(M)TG(M)) —0, 1<l<M-1, (2.102)

entonces una solucién del problema (2.7)-(2.10) viene definida por

U(m,n) = ]\Zgl <I —r (4 sen? <9—2‘3) A— %))nsen (mby) dy,
Senh) f0) | (210
de = V:J\il—l ’
El sen? (v6y)

l<m<M-1, n>0, 1<{<M—1

CASO 3.| p=1

Supongamos que rango (é (1,05)) <s,2<{¢<M-—1yrango (é(l)) < s, entonces por

el teorema 2.1-(iv) la sucesién vectorial

M-1 . B
Um,nj= 3 ([ r(4sen’(5) A —57z)) sen(mbe)de + m(I + ﬁ3)~ di| (2.104)
dy € NucG(1,04), dy € NucR(1)

1<m<M-1,n>0, 2<(<M-1

es una solucién del problema de contorno (2.7)—(2.9). Imponiendo la condicién inicial (2.10)
a la solucién (2.104) obtenemos que los vectores {dg}é\i 1! deben verificar

M-1
f(m) = Z sen (mby) dy + mdy , 1<m<M-1. (2.105)
(=2
Denotemos por f;(m) la g-ésima componente del vector f(m) € C* y dy, la g-ésima com-
ponente del vector {dg}e]\izl. De (2.105) se sigue que
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M—

|_I

sen (mby) doq +mdi g, 1<m<M-1. (2.106)
=2

Para poder identificar los coeficientes {dg}é‘i}l necesitamos tener la ortogonalidad de las
funciones propias
he(m) = {sen(mby)}25" (2.107)

hi(m) =m, (2.108)
las cuales son las soluciones de los problemas de Sturm-Liouville (2.90) para los valores

) pM-1 ) 9@ M—1 )

propios { —— , 4 sen s y 0 respectivamente. Observemos que los M — 1
T =2 =

valores propios son distintos entre si.

Por la teoria de Sturm-Liouville, véase el apartado 1.2, sabemos que las funciones propias
dadas en (2.107) son ortogonales en N (1, M — 1) respecto a la funcién peso 1, por tanto
para garantizar que el conjunto de las funciones propias:

| om, para £ =1
he(m) = { sen(mfy), para 2<(< M —1

es ortogonal en N(1,M — 1) respecto a la funcién peso 1, sélo tendremos que estudiar
si una funcién cualquiera de (2.107) y la funcién definida en (2.108) son ortogonales en
N(1,M — 1) ala funcién peso 1.

En efecto, puesto que una funcién hy(m) de (2.107) y hi(m) son funciones propias del
problema (2.90) verifican su ecuacién

—sen ((m + 1)8;) + 2sen (mf;) —sen ((m — 1)6y) + gsen (mby) =0, (2.109)

—(m+1)+2m—(m—-1)=0, (2.110)

Multiplicando la ecuacién (2.109) por hi(m) y (2.110) por hy(m), y restando las ecuaciones
resultantes obtenemos:

gmsen (mby) = —m [sen ((m + 1)8;) + sen ((m — 1)8;) — 2sen (mby)] .
1<m<M-1

Si sumamos m, desde 1 hasta M — 1, para cada miembro de la igualdad anterior obtenemos
p M-
= 0¢) 0r) (—2 2m) =0
rmg msen (mby) E sen (mby) (—2m + 2m)

y puesto que £ # 0 se obtiene

msen (mby) =0
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es decir, son ortogonales en N (1, M — 1) respecto a la funcién peso 1. Ahora ya podemos
pasar a determinar los vectores {dg}é‘i}l. Para ello procederemos de la misma forma que
se vio en el Caso 1. Por un lado obtenemos la expresiéon de los vectores {dz}é\igl

M-1 —1 /M-1 M-1
Z sen (mby) fq(m) = <Zsen (m#.) sen (mby) dg,q>+d17qz m sen (mb,)
m=1

m=1 \/=2 m=1

M-1
:d%quenz(mey)v 1<y<M-1,
m=1

es decir

M-1
2. sen (mfy) fo(m)

_ m=1
dZ,q - M—1 I ]- S q S 57
> sen? (mby)
m=1
o escrito en forma vectorial
M—1
> sen (vl;) f(v)
dy = V:AL . 2<0<M-1. (2.111)
> sen? (vby)
v=1

Por otro lado, para obtener el vector d; procedemos de la siguiente forma

M—1 M-1 /M—-1 M—1
Z m fq(m) = Z (Z m sen (mby) d&q) + Z m?dy

m=1 m=1 =2 m=1
M-1
M3 M? M
=d 2o — 4 — | duy.
an,bzlm (3 2 +6> 1,9
Por tanto
1 M-1
diq = IR mf,(m) 1<q<s,
(T -2 F) m=1

o escrito en forma vectorial

M-1
dy = (M3A142+M) S viw). (2.112)
3 2 6

v=1

Ademds como se tiene que verificar que dy € Nucé(l,eg), 2<{< M-—-1yqued; €
Nuc R(1), en vista de (2.111) y (2.112) sera suficiente exigir las siguientes condiciones

f(m) € NucG(1), (2.113)
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Nuc G(1) subespacio invariante por las matrices A+ wyB y B, (2.114)

donde {wg}»"5" estén definidos en (2.35) y {6,})75" son las soluciones de la ecuacién (2.89)

en Jg:}%w,%w[paraQSZSM—l.

Las condiciones dadas en (2.114) son equivalentes a

G(1) (A + weB) (I - G(l)TG(1)> =0, 2<0<M-—1, (2.115)

G(1)B (I - G(l)TG(1)> =0, (2.116)

respectivamente.

CASO 4.| pel0,+o0, p#1

En este caso habiamos probado analiticamente la existencia de M —2 soluciones, 6, € Jy,
2 < ¢ < M—1, para la ecuacién (2.89) y por el teorema 2.1-(v) obtuvimos que bajo la
hip6tesis de que rango(é (1, 94)) < s, la sucesién {Ug(m,n)}é‘igl dada por (2.40) definia
M —2 soluciones no triviales del problema (2.7)-(2.9). Ahora bien, notemos que la teorfa de
Sturm-Liouville para problemas de valores propios matriciales nos garantiza la existencia
de M —1 valores propios, {—p?é = —4sen? (%") en ]0,7[. Y puesto que las ecuaciones
(2.89) y h(M)= ML_Mh(M—l) siendo h(m) = sen(m#,) son la misma, se garantiza que en
el primer subintervalo, |0, {7[, también hay solucién para la ecuacién (2.89) y por tanto
existen M — 1 soluciones para el problema de contorno (2.7)—(2.9). Por superposicién de
las M —1 soluciones y bajo las hipotesis

rango (é(u,Gg)) <s,

f(m) € NucG(p), ¢ 1St=M -1, 1sm< M -1,

() (A +weB) (I - G G()) = 0
obtenemos la siguiente solucién para el problema mixto (2.7)-(2.10)

U(m,n) = ESh (I —r (leen2 (%@) A— %))nsen (mby) dy,
(=1
1

M—

sen (v8y) f(v)
=1
de =3 ’
> sen? (vy)
v=1

1<m<M-1,n>0, 1<¢<M-1

<

Notemos que las condiciones que se han exigido para la existencia de solucién del problema
mixto (2.7)—(2.10) son las mismas que para el caso p < 0, al igual que sucede con la solucién
construida.
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Observacién 2.2 A la vista de los resultados obtenidos para cualquier valor propio real,
w, de la matriz —D™1C, podemos establecer una cota mds concreta del pardmetro r que la
dada en (2.79). Utilizando que sen@ es creciente en ]0, g[ concluimos que

4M2 sen2 <92Z> )\min(Al) — )\méX(B]_) Z 4M2 SeIl2 (021> )\min(Al) — )\méX(Bl)
(si p#1)

AM? sen? <924) Amin (A1) — Amax(B1) > 4M? sen? (Z“‘) Amin (A1) = Amax(B1)

(st p=1)
Por tanto obtenemos las siguientes cotas de r:
e Siu#1l
M? [4M2 sen (%1) Amin(A7) — AméX(Bl)}
< 5 - (2.117)
[AM2 Anax (A1) + p(Ba )] + [AM?Aax(A2) + p(B2)]
e Sipu=1
M? [4M2 sen (%2) Amin(A1) — Amax(B1) }
< (2.118)
[4M )\max(Al) + p(B )] [4M )\maX(A2) + p(BQ)]

Resumiendo hemos demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 2.3 Con la notacion y las hipdtesis de los teoremas 2.1 y 2.2, asumamos las
condiciones dadas en (2.80) y que {f(m)} estd acotado.

(i) SiC es singular, p = 0, rango (é <0, (221\6/1111) 77)) <s,1<l<M-1,y{f(m) M1

m=1

y las matrices A + wyB wverifican las condiciones (2.97) y (2.99) respectivamente,
entonces si r verifica (2.117), {U(m,n)} definida por (2.96) es una solucién exacta
estable del problema mixto (2.7)-(2.10).

(i) Si p = 1, rango <C~¥(1 Qg)) < s, donde {Hg}é\igl son las soluciones de (2.89) en

Jy = } (5;\}) ,Mﬂ'[ 2<U<M -1, rango(R( )) < s, {fm)YMZ! verifica (2.113), y

las matrices {A + wgB}g:2 y B wverifican las condiciones (2.115) y (2.116) respec-
tivamente, entonces si ademds se verifica la condicion (2.83) y r satisface (2.118),
obtenemos que {U(m,n)} definida por (2.104) es una solucion exacta estable del pro-
blema mizto (2.7)-(2.10), siendo {dg}é‘i;l y di los vectores definidos en (2.111) y
(2.112) respectivamente.

(i1i) Sip € R~ {0,1}, rango (é (, 0@)) < s, donde {05}%}1 son las soluciones de (2.89)

en Jy = ] (ﬁ/}) ,M [ 1<6<M—1, y {f(m)}MZ} y las matrices {A—i—sz}é\iIl
verifican las condiciones (2.100) y (2.102) respectivamente, entonces si r verifica
(2.118), {U(m,n)} definida por (2.103) es una solucion exacta estable del problema
mixto (2.7)-(2.10).
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2.1.6. El método de las proyecciones

En este apartado abordaremos la construccién de soluciones del problema (2.7)—(2.10) para
una funcién f(m) satisfaciendo condiciones mas generales que las exigidas en el apartado
2.1.5. Supongamos que

{p1,...,1q} Co (-D'C)NR, (2.119)
donde pi; # p, para 1 < j,k < gq, j # k. Introducimos la matriz G(p;) en C***

G(uj) =D 'C+ I, 1<j<q. (2.120)

Como los polinomios = — p; son mutuamente coprimos (primos 2 a 2), por el teorema de
descomposicion, véase el teorema 1.9, si L(x) es el polinomio

L) = (& — ) (@ — 1) (@ — p2) -+ (& = pyr) (& — ) -+~ (@ — ), (2.121)
entonces
S =Nuc L (—D_lC) =NucG (1) ® NucG (p2) ® - - & Nuc G () - (2.122)

Consideremos la sucesién de polinomios coprimos de grado ¢ — 1 definidos por
q
Qjx)= ] @-m), 1<j<q. (2.123)
k=1,k#j

Entonces por el teorema de Bezout, véase el teorema 1.8, tomando los escalares «; de la
forma

-1

q
=9 Il w-m)yp . 1<i<gq,
k=1 k#j
obtenemos
q
1=Q(x) =) a;Q;(). (2.124)
j=1

Notemos que Q(x) es el polinomio de interpolacion de Lagrange satisfaciendo Q(u;) = 1
para 1 < j <g.

Considerando el polinomio

T(pj) = G (1) - G (p-1) G (1) - G (pg) (2.125)

y aplicando el célculo funcional matricial sobre la matriz —D~1C, de (2.120), (2.121),
(2.124) y (2.125) se sigue que
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I = Q(-D7'C)

q
= > Qi (-D7'0)
j=1
DTS g Ga) -+ Gty )G gn) - Gl
j=1
Y T, (2126)
=1

Dado el problema (2.7)—(2.10) consideramos la proyeccién de la sucesién {f(m)}2_, sobre
el subespacio Nuc G(u;) definida por
Film) = (=1 ayT(py)f(m), 1<j<q, 0<m<M, (2.127)

y observar que por (2.126) y (2.127) se sigue que

q

ST Fm) = (=D aT(y) f(m)
j=1

j=1

= |[(=1) e T(wy) | f(m) (2.128)
j=1

= If(m) = f(m). (2.129)

Supongamos que f(m) € S, 0<m < M, i.e.,
L(-D7'C)f(m)=0, 0<m<M, (2.130)

entonces por (2.121), (2.127) y (2.130) obtenemos

-~

Glpj)fi(m) = (=1 ;G ()T (u5) f(m)
= (=) Y1)l L(-D'C)f(m) =0
I<j<q,0<m<M,

0 equivalentemente
fi(m) € NucG(p;), 1<j<q,0<m<M. (2.131)

Por tanto se consideran ¢ problemas diferentes obtenidos al reemplazar la condicién inicial
(2.10) por
U(m,0) = f;(m), 0<m<M,1<j<g. (2.132)

Sea (Pj), 1 < j < g, el problema definido por (2.7)—(2.9) y (2.132). Observar que por resul-
tados previos, el cambio de la condicién inicial en cada problema (P;) s6lo modifica a los
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vectores {dy} que aparecen en (2.94), (2.103), (2.111) 6 (2.112) porque ahora los coeficien-
tes de Fourier discretos involucran a las proyecciones J?J(m) en lugar de al vector de la

condicién inicial { f(m)}. Notemos que para los problemas (P;), los coeficientes de Fourier
toman la forma

sipj e R~ {1}:

L 1<e<M-1, (2.133)

(2.134)

(4) 3 bl
d1] _ (_1)(1—1 aj T(l)m gl Vf(y)

3 2
donde el superindice (j) denota que se esta trabajando con el valor propio p;. Si denotamos

Mil sen (V@éj)> f(v)
) _ v=l
> sen? (V@éj ))
v=1

M—-1

49 (£(v)) = : ! )Zuﬂu),

M3 M2 M

3 2 6

v=1

entonces los coeficientes de Fourier que involucran a {J/”;(m)} dados por (2.133) y (2.134)

pueden escribirse en funcién de {f(m)} por medio de la expresién

sipj e R~ {1}:
49 = (~1)7 oy T (uy) dY (F(v)) , 1< €< M —1, (2.135)

osip; =1

(2.136)

Resumiendo hemos demostrado el siguiente resultado.
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TEOREMA 2.4 Con la notacion del teorema 2.3, sean 1, ..., uq valores propios reales
y distintos de la matriz —D~*C. Sean G(uj), L(x) y T(u;) matrices en C*** definidas por

(2.120), (2.121) y (2.125) respectivamente. Sean R(1) y G (,uj, Oéj)) las matrices definidas
por

G(p )
G(1) :
I ety . G (1)) (A+w§z>3)
Rm=| | G (me) - s ’
Ol Glus) (A+wfB)"

donde t y plgj) es el grado del polinomio minimal de las matrices B y A + wy)B, respec-
tivamente. Supongamos que {f(m)} es acotado y verifica (2.130) (i.e. {J/”;(m)} verifican

(2.131)), y que las condiciones dadas en (2.80) se satisfacen.

1 <0< M-1, donde

@\’ 1 -
4M? sen? (9‘52j>

; 20 -1 ; —
Gé]) = <> msip; =0,y Qé])e }%, %[, 1<e< M—1, son las soluciones

(i) Si pj € R~ {1}, definimos wéj) = —

2M —1
de la ecuacion

En este caso, supongamos que rango (é (Hj: Géj)>) <s, 1< < M-1, que las matrices
A+ wéj)B verifican

Guy) (A+wf) (1-G () G ) =0, 1<e<M-1.
y que el pardmetro r satisface (2.117).

; 1
1) St u; =1, defintmos w;”’ = — , 2<6<M — 1, donde
Si defi @ (<M —1, dond

/)
4M?2 sen? <€2>
géj)e ](é—l)ﬂ i

i M[, 2 <t < M—1, son las soluciones de la ecuacion

cos (Oéj)) - (1 — “—NJ[)
sen <9§j)

2</l4<M-1.

)

cot (Mﬁéj)> =

En este caso, supongamos que rango <é (1,9@”)) < s, para2 <0< M—1y que
M-1

rango (E(l)) < s; que se verifica la condicion (2.83); las matrices {A + wéj)B}

y B verifican las condiciones
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G(1) (A + wgﬂB) (I-G)IGA)) =0, 2<f<M-1,

G(1)B (I+G(1)'G(1)) = 0;
y el pardmetro r satisface (2.118).

Entonces bajo las hipdtesis consideradas anteriormente en (i)-(ii) se obtiene que
U(m,n)=> Uj(m,n), 1<m<M-1,n>0, (2.137)

es una solucion convergente (por ser consistente y estable) a la solucion del problema mixto
continuo (2.1)-(2.4), donde

sipj € R~ {1}:

M-1 o) B
Uj(m,n) = Z []r <4$en2 <£2> A— MQ>

{=1

n

sen (m Héj)> d%j) ,

Ny M—1
siendo {déj)} los vectores definidos en (2.135);

0 sip;=1:

M-1 g B\\" N N
Uj(m,n)=> | I—r|4sen® 27 A—p sen<m0§3))dé])+m<IWB) d?

(=2

Ny M1 .
siendo {déj)} Y dgj) los vectores definidos en (2.156).

2.1.7. Ejemplos

A continuacién presentamos dos ejemplos para ilustrar el funcionamiento del método y un
tercero, a modo de problema test, para comparar la solucion tedrica exacta con la solucién
numérica construida.

EJEMPLO 2.1 Consideremos el problema (2.1)-(2.4) con las matrices:

11 25 3 13 1
3 T3 3 5 "5 0 -1 0 0
A=| -9 79 -9 |,B= 1 -1 o0l],C=| 4 -1 -2 |,
1 1 1
-3 25 1 i 2 3 -1 1
100
D=0 2 1|, F(mh)=f(m)=(fi(m), f(m), fs(m))" € C?
011
h=4,1<m<M-1.
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Tenemos

1
-D7'c=1| -1
—2

oNI= O
o = O

por tanto o(—D71C) = {0, %, 1}. Denotamos puy =0, pe = %, s = 1.

Veamos si se cumplen las siguientes condiciones:
(a) rango (CN} (uj,Héj)>) <3,paracadal <j<2conl1</{<M-1;
(b)

rango (R(l)) < 3;
rango (é (1,9@3)» <3, 2<¢<M-1.

En nuestro caso tenemos

(1 13, () w9 3 ]
PR L A 2
Avw?B=| w9 -9 719-u? -9 1<j<3.
w(j> w(j) (J)
we Y425 12wy |

El polinomio minimal de las matrices A—l—wéj 'B , Vwéj ), 1 < j < 3, coincide con su polinomio

caracteristico, por tanto, péj ) = 3, Vj tal que 1 < j < 3. Por otro lado tenemos que el

polinomio minimal de B es de grado 2, es decir, ¢ = 2. Por tanto tendremos que estudiar

el rango de las siguientes matrices:

Se comprueba que los valores propios 1 =0y p = % no verifican la condicién (a).
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Para p3 = 1 tenemos:

00 0
Gl)=D'C+I=|1 3% —1[,
2 0 1
I 0 0 0 ]
1 i —1
2 0 1
0 0 0
G(1,6,) = 2(2 — wy) 2 — wy 2wy — 4 ,
8 — 4wy 0 4 — 2wy
0 0 0
4 (wi—dwe+4) 2(w}—dw+4) —4(w] — 4w, +4)
| 8 (wf — 4wy +4) 0 4 (w} — 4wy + 4)
0 0 0 ]
1 L
N 2 0 1
R(1) =
0 0 0
-2 -1 2
| -4 0 -2

24 13
0 -3 1

y Nuc G(1) es subespacio invariante por las matrices A+ wyB,2 < { < M —1,y B, es decir

G(1) (A+wB) (I-GO)IG)) =0, 2<0<M -1,
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G(1)B (I - G(l)TG(l)) ~0.
Para que el vector {f(m)} € Nuc G(1) debemos exigir

f1(m)
f(m)=1| —6fi(m) | ,
—2f1(m)

y por el teorema 2.5-(ii) la solucién numérica del problema viene dada por

M-1
0 B \\" r n
U(m,n)= ;:2 <I r<4sen < 5 )A M2>> sen(mby)d, + m([ + e B) dy

donde
-1

M
Y. sen (v0p) f(v)

v=1
de = — ;

i sen? (vby)
v=1

2<i0<M-1.

con 956]&,%[,2§€§M—1,1as01ueic’>nde

M
cos (0y) — (1 — ﬁ)

cot (M) = sen (67) ,
Y 1 M—-1
di = Z vf(v)

M3 M2 M
(T — T ?) v=1

En este caso tenemos que las matrices

1 _43 _3
2 4 4
A= | -2 179 8 |; o(A)=1{4,81,3417,0,1583} ,
3
-3 8 1
_13 5 1
6 12 6
By — So-1 Ly o(B1)={-2,-0,8287,-2,3379} ,
1 1
6 6§ 2

y ademas

o(B) = {_2,_;} ,

es decir, se verifican las condiciones dadas en (2.80) y (2.83). Entonces tomando {f(m)}
acotado y r satisfaciendo simultdneamente las condiciones (2.83) y (2.118) se garantiza la
estabilidad de la solucién construida.
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EJEMPLO 2.2 Consideremos el problema (2.1)-(2.4) con los datos

-100
2 00 -2 0 0
A=|110,B=|-1 -1 0}, C=|-100],
0 0 2 0 0 -5
1
5 0 3
1 0 0
D = —1 0 |, F(mh) = f(m) = (fi(m), f2(m), f3(m))" € C?,
-1 0 3
En este caso tenemos
1
5 0 O
-D'lc=|L1 0 0 |[;
0 0 -1

1 1
0(_D_1O) = {_17072} y M1 = 07“2 = 57”3 = _17

y con la notacién utilizada en la teoria tomando 1 y po obtenemos

-3 00 000
Gum)=1]-5 00]|; Gu)=|-5 5 0
001 00 3

é(Mj,egﬂ): G(uj)(A+w§j)B) 1<j<2, 1<6<M-1.
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Para 1 = 0 se tiene

) o . . _
-3 0 0
0 0 1
w =1 0 0
G(mo)=] w'-1 0 0 . 1<i<M-1.
0 0 2—5uw
—2(wi’ —1)2 0 0
—2w = 1)2 0 0
i 0 0 (5wl —2)2 |

Por tanto, rango (é (,ul, 9@”)) =2 <3 para cualquier wél) con 1</ < M—1.
Ademés

S O =

y Nuc G(u1) es un subespacio invariante por la matriz A + wél)B, paral </ < M -1,

porque

G(1) (A + wS)B) (I - G(ul)TG(u1)> ~0.

1

Para pg = 5 se tiene
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0 0 0
1 1
—3 2 0
0 0 3
0 0 0
. 1—w5g2) l—wf) 0
~ (2) 2 2
G(m,eg): . 1<i<M-1.
3(2—5w(?
0 0 ( > L )
0 0 0
(w?1)"  (w?-)’
- 2 2 0
350 —2)°
L 0 0 ( Zz ) J

Para este valor propio obtenemos

0 -1 0

Gua)' =10 10|,

0o o0 3

y que Nuc G(ug2) es un subespacio invariante por A + wéz)B ,1 << M -1, porque
G lpu2) (A + wf)B) (I - G(M)TG(W)) —0.

Consideremos el teorema 2.4 con uy = 0, ps = %, g = 2. Para garantizar que f(m) € S =
Nuc L(—D_1Q) = Nuc G(p1) & Nuc G(p2), imponemos la condicién equivalente de que las

proyecciones fi(m) € NucG(u1) y fa(m) € Nuc G(p2). Teniendo en cuenta las expresiones
de G(11) y G(p2) es facil comprobar que

0 f2,1(m)
film) = | fra(m) vy hm)=| fa(m)
0 0
Por tanto R
f2,1(m)
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y por el teorema 2.4 la solucién numérica del problema viene dada por

7=1
donde
M-1 n
_ _ 2 20-1 B 201 1)
Ui(m,n)= zg [I r (4Asen <72(2M71)7r> 72 )} sen (m <2M_1>7r> dy
1<m<M-1, n>0,
0 0 O
M—1
d, = oM —1 5 3 0 Vlsen<1/<2M_1 | f(v),
0o o0 3
1<l<M-1,
y
M—1 2 n
Us(m,n) = > [I— r <4A sen? (9‘2 > — A]j’g)] sen (m9é2)> df),
=1
1<m<M-1, n>0,
con 0§2) € ] (5;\41)”, %[, 1<?¢< M -1, lasolucién de
@ cos (99) — (1 — %)
cot (MHZ ) = @ ,
sen (94 )
y
M—1
10 0] X sen () 1)
d?=110 o] 1<l<M-1
’ M1 @y '
0 -2 > sen? (V9€ )
v=1
En este caso tenemos
2 50
2174 781
A=|311 0], AN =" """ 9
L 2 P oAy {985’985’}’
0 0 2
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-2 -1 0
2174 781
Bi=| -4 -1 0[; B)={-"" " _5
! 2 o o(By { 985 985’ }
0 0 -5

y tomando {f(m)} acotado y r satisfaciendo (2.117) se garantiza la estabilidad de la solu-
cién construida.

Observacion 2.3 Es fdcil comprobar que para el valor propio us = —1 no se satisfacen
las hipdtesis (1) del teorema 2.4.

EJEMPLO 2.3 Consideremos el problema (2.1)-(2.4) con las matrices:

2 00 -1 0 0 -1 0 O
A=lo 1 1],B=| 0o -1 o|,c=| 0o -1 o/,
0 0 1 0 0 —1 0 0 -1
1 00
D=0 1 0|, yelwvector F(z)= (z,z,2)" € C3.
0 0 1

Facilmente se prueba que
u(z,t) = (ze t ze t xe T, (2.138)

es la tnica solucién teérica del problema dado.
Ahora vamos a utilizar los resultados tedricos obtenidos para calcular una solucién numéri-
ca del problema dado. Posteriormente compararemos ambas soluciones.

Tenemos:

1
-p7'c=| 0
0

o = O

0
Uk
1

por tanto o(—D71C) = {1}. Denotamos p = 1. Estamos en el caso del teorema 2.5-(ii).
Veamos que se cumplen las siguientes condiciones:

(a)

rango (é(l,@g}) <3, 2<U<M-—1;

rango (R(l)) < 3;

G(1) (A+wB) (I -G1)IG(1)) =0, 2<L<M-—1;

G(1)B (I - G(1)IG(1)) =0.
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En nuestro caso tenemos

A+wB = 0 1-w, 1 |, 2<t<M-1.

0 0 1—w4

El polinomio minimal de las matrices A + wyB coincide con su polinomio caracteristico,
por tanto, py = 3, para 2 < £ < M — 1. Por otro lado tenemos que el polinomio minimal
de B es de grado 1, i.e., t = 1. Por tanto tendremos que estudiar el rango de las siguientes
matrices:

0 0
R1)=G1)=D'C+I=]0 0
0 0

o O O

Obtenemos que rango (é (1, 9g)> = rango (é(l)) = 0 < 3. Ademsds puesto que G(1) es la
matriz nula, se verifican las condiciones de (b). Notemos que el vector de la condicién inicial
f(m) = (mh, mh, mh)T estd acotado y pertenece al Nuc G(1). Por tanto, por el teorema
2.3-(ii) la solucién numérica del problema viene dada por

U(m, n):MZ_1<I— r (4sen (9‘ ) A _M2> ) nsen(mGg)dg n m([ n #B)" dy

(=2
1<m<M-1, n>0

donde

M-1
> sen (vy) f(v)

dy = V:J\Z 1 ’
Z sen? (v0y)

2< i< M—-1,
siendo 946}(5;\/})”,5\4[ 2</{< M —1, lasolucién de

cos (0y) — (1 — ﬁ)
sen () ’

cot (M) = (2.139)
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Notemos que

N
fl
Il
(@)
—_
[N
)
—~
D
s
N~—

Il
—
\'l\D
|
|
——

0 5 1
-1 0 0
B, = 0 -1 0 |; oB1)={-1}; oB)={-1}.
0 0 -1

Para que la solucién numérica construida sea estable se han de verificar simultaneamente
las siguientes condiciones sobre el parametro r > 0:

M2 [—AméX(Bl) + 4M2 sen? (%2) )\mfn(Al)}
= UM i (A1) + (B + [AM 2 (42) + p(B2)P

, (2.140)

donde 65 es la tnica solucién de la ecuacién (2.139) en ]ﬁ, QM” [, que es el segundo subin-

tervalo de 0, x|, y

B 2M?2 Re(z2)

B Vz € o(B). (2.141)

Para poder comparar numéricamente la solucién construida con la solucién tedrica exacta,
tomaremos distintos valores de M.

Caso 1.| M =10

Para la eleccién de 7 en (2.140) necesitamos averiguar el valor de sen? <%2) , 02 € }ﬁ, QM“ [

Sabemos que {—%}?i;l = 4sen? (%Z) son los valores propios del problema escalar de

Sturm-Liouville (2.90) para p = 1, i.e., son los valores propios de la matriz tridiagonal
A, (M —1x M —1), de la forma:
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2 -1 0 0 0
—1 2 -1 0 0
~ 0 -1 2 -1 .- 0
0 o .-~ -1 2 -1
M—-2
[ 0 0 o 0 -1 M|

que se pueden calcular de forma eficiente con el paquete informatico Matlab. Por otro
lado, sen? (%4) es creciente en ]0, [ = sen? (92—5) > sen? (%2) > sen? (%), Vvl tal que

2<l0<M—1= 4sen? (%2) es el segundo valor propio mas pequeno de la matriz ﬁ, es
decir,

0
4sen? <5§> = 0,2199803986793. (2.142)

Sustituyendo (2.142) en la expresién (2.140) y teniendo en cuenta (2.141) se obtiene que r
debe satisfacer simultdneamente las condiciones:

r < 0,00176041700848 y r < 200,

donde se ha tenido en cuenta que

0 0 0
A— AH ) 11
AZ_T_ 0 0 Y ’ U(AQ)_{27072} )
0 5 0
B — B
B2:T:0§ o(Bz) ={0}.

Tomemos r = 0,0017. Por tanto, el paso temporal k£ serd k = 0,000017. Para calcular
numéricamente la solucién U(m,n) necesitamos conocer los valores de {94}4{51, ya que
en U(m,n) nos aparece el término sen (m#y). Por teoria sabemos que la sucesién {Gg}é\i;l

verifica la ecuacion

2
cos (6y) = T;;quj 2</0<M-1,

de donde obtenemos que

w:amamké(—2+(—m>ﬂ, 2<i<M-1, (2.143)

r

siendo {—%}?i; los valores propios de la matriz A. Se comprueba facilmente que los 6
obtenidos utilizando la ecuacién (2.143) son las soluciones de la ecuacién (2.139). Notar
que se ha utilizado este procedimiento alternativo para el calculo de los valores de {Gg}é\i 51
porque calcular directamente las M — 2 soluciones de la ecuacién (2.139) es dificil.
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A continuacién mostramos algunos de los valores numéricos que la solucién vectorial U(m,n)
y la solucién exacta u(x,t) (evaluada en u(mh,nk)), toman en algunos puntos del mallado
cuando ¢t = 1 segundo:

e Valor de la solucién en el nodo z; = % para t = 1 segundo:

0,03678733711496 0,03678794411714
U(1,58824)=| 0,03678733711496 | , u(1()’1>_ 0,03678794411714 | ,
0,03678733711496 0,03678794411714

e Valor de la solucién en el nodo z4 = % para t = 1 segundo:

0,14714934845983 0,14715177646858
U(4,58824)= | 0,14714934845983 | , u(,l): 0,14715177646858 | ,
0,14714934845983 0,14715177646858

e Valor de la solucion en el nodo zg = % para t = 1 segundo:

0,22072402268975 0,2207276647028654
U(6,58824)= | 0,22072402268975 ,u(,l)z 0,2207276647028654 | ,
0,22072402268975 0,2207276647028654

e Valor de la solucién en el nodo zg = % para t = 1 segundo:

0,33108603403462 0,3310914970542981
U(9,58824)= | 0,33108603403462 | ,u (1, 1) = 0,3310914970542981
0,33108603403462 0,3310914970542981

Para comparar numéricamente ambas soluciones vectoriales calcularemos el error global:
|U(m,n) —u(mh,nk)|, , v [|U(m,n) —u(mh,nk)|, .

Los errores globales para cada uno de los nodos considerados anteriormente son:

‘ U(1,58824) — u ( = 0,06070021862092-107° ,

sl
—
N———

.

2

‘U(4, 58824) — u (5, 1> ‘ = 0,24280087448370-107
3

‘U(G, 58824) — u (5, 1> ‘ = 0,36420131172832-107°,
9

= 0,54630196759109-107 ;

’ U(9,58824) — u

N
—
sl
_
N————

.
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y para la norma 2

‘ U(1,58824) —u < = 0,10513586268198-107 ,

2

)

s|-

}U(4 58824) — u

<
s

(G20 )

1

|
)

‘ = 0,42054345072791-1077 ,
2

ot w

‘ = 0,63081517609668-10~° ,
2

= 0,94622276414261-10° .

9
24) —u | —,1
’U(9,588 ) u(lo, > 2

Considerando los errores globales en todos los nodos, i.e., en z,;, = {5, 1 < m < 9, podemos
decir que:
HU m, 53824) — u( )H < 0,54630196759109-105, 1<m<9:
HU(m, 58824) — u (% 1) H < 0,04622276414261-10°°, 1<m <9,
2

i.e., la precision obtenida es de 4 digitos.

Caso 2.| M =20

Para calcular numéricamente la solucién vectorial U(m,n) de este caso, necesitaremos cono-
cer los 19 valores propios de la matriz tridiagonal A, pues ahora serd de dimensién 19 x 19;
averiguar los valores de {05}22, definidos en (2.143); y elegir un nuevo valor para el parame-
tro r, ya que éste depende de M y de 03 (solucién de la ecuacién (2.139)).

Para este caso se tiene que —% = 4sen? ( ) = 0,05288712479686 y que el parametro r
debe ser simultdneamente

r < 7,23046661988181-10~* y 1 < 800.

Tomaremos r = 7,2-10%. Por tanto, el paso temporal k serd k = rh?> = 1,8-107%. Notar
que al disminuir el valor de k se necesitard un mayor nimero de iteraciones, n, para llegar
al mismo momento temporal ¢ = 1.

Se muestra a continuacién algunos de los valores obtenidos para este caso.

Para t = 1 los valores de U(m,n) y u(x, t) respectivamente, para algunos nodos del mallado,
son:

U(1,555556)= | 0,01839394078811 0,0183939720585721 | ,

0,01839394078811 1 0,0183939720585721
()
0,01839394078811 0,0183939720585721
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0,11036364472864
0,11036364472864
0,11036364472864

U(6,555556) =

0,16554546709296
0,16554546709296
0,16554546709296

U(9,555556) =

0,27590911182161
0,27590911182161
0,27590911182161

U(15,555556) =

0,34948487497404
0,34948487497404
0,34948487497404

U(19, 555556) =

0,1103638323514327
0,1103638323514327 | ,
0,1103638323514327

[ 0,1655457485271491 ]|
0,1655457485271491
| 0,1655457485271491 |

[ 0,2759095808785818 ]|
0,2759095808785818
| 0,2759095808785818 |

()
4
19
“1)=
(3

0,3494854691128702
0,3494854691128702
0,3494854691128702

Los errores globales en cada uno de estos nodos son:

1
U(1,555556) — u ( 1)
20

U(6,555556) — u

7N
S|
—

U(9,555556) — u

U(15,555556) — u

—_

7N\
Do
e &|o
R
~ "

U(19,555556) — u

N
M‘E
“,_.
N——

y para la norma 2

U(1,555556) — u

VR
e
[a—

—_

—_
N N— 7 N~

S|e

U(6,555556) — u <
U(9,555556) — u (

U(15,555556) — u

—_

oo q‘“’

A~

= 0,03127046500559-1075

o0

= 0,18762279004048-1075 |
o0

= 0,28143418503990-107°
o0

= 0,46905697509425-1076 |
[o.¢]

= 0,59413883518600-10 79 .

‘ o0

= 0,00541620341660-107
2

= 0,03249722050079-107
2

= 0,04874583074758-107
2

= 0,08124305125078-107°
2




Capitulo 2. Sistemas parabdlicos 59

19
‘U(19, 555556) — u <20, 1> = 0,10290786492919-107° .
2

Considerando los errores globales en todos los nodos, i.e., en z,, =

m

35> L < m < 19, podemos

decir que:
HU(m,555556) —u (% 1) H < 0,59413883518600-10%,  1<m <19:
o
HU(m, 555556) — u (% 1) H < 0,10290786492919-10°,  1<m <19,
2

i.e., la precision obtenida para la norma infinito es de 5 digitos.

Observamos numéricamente, que a medida que hacemos el mallado mas fino, i.e. aumenta-
mos el valor de M, conseguimos mayor precisién.

CASO 3.| M =40

Para calcular numéricamente la solucién vectorial U(m,n) de este caso, necesitaremos cono-
cer los 39 valores propios de la matriz tridiagonal A, pues ahora serd de dimensién 39 x 39;
averiguar los valores de {Qz}?ig, definidos en (2.143); y elegir un nuevo valor para el parame-
tro r.

Para este caso se tiene que —’;—2 = 4sen? (%) = 0,01292813159293 y que el pardmetro r
debe ser simultdneamente

r < 8,858563511939551-107* 'y < 3200.

Tomaremos r = 8,8-10~%. Por tanto, el paso temporal k serd k = 5,5-1077 .

Para t = 1 los valores de U(m,n) y u(x,t), para algunos nodos del mallado, son:

U(1,1818182)= | 0,00919698258114 0,0091969860292861 | ,

0,00919698258114 < 1 [ 0,0091969860292861 |
, U 1) =
0,00919698258114 | 0,0091969860292861 |

0,09196982581135 [ 0,0919698602928606 |
U(10,1818182)= | 0,09196982581135 |, u (, 1) = | 0,0919698602928606 | ,
0,09196982581135 | 0,0919698602928606 |

U(21,1818182)= | 0,19313663420384 0,1931367066150072 | ,

[0,19313663420384 ] (21 ) [0,1931367066150072 |
, U =
| 0,19313663420384 | | 0,1931367066150072 |

[0,25751551227179 | 7 [ 0,2575156088200096 |
U(28,1818182)= | 0,25751551227179 |, u < 1> = 0,2575156088200096 | ,
| 0,25751551227179 | | 0,2575156088200096 |
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2.1 Caso particular

0,32189439033973
U(35,1818182) =
0,32189439033973

0,35868232066427
U(39,1818182) =
0,35868232066427

Los errores globales en t = 1 son:

1
‘U(l, 1818182) — u <, 1>

=
[\]
—_
—_
co
—_
co
=
(0]
[\)
~—
|
N

‘ U/(28,1818182) — u
‘U(35, 1818182) — u

U(39,1818182) — u

y para la norma 2

’U(l, 1818182)
‘U(lo, 1818182) — u
' U(21,1818182) — u
' U(28,1818182) — u

‘U(35, 1818182) — u (; 1)

40’

U(39,1818182) — u (39 1)

Considerando los errores globales en todos los nodos, i.e., en z,,, =

decir que:
m
—.1

HU(m, 555556) — u ( T

0,32189439033973 |,u

0,35868232066427 |,u

0,3218945110250120
0,3218945110250120
0,3218945110250120

G-
29-

= 0,00344815085339-107°

0,3586824551421563
0,3586824551421563
0,3586824551421563

o0

= 0,03448150853735-1079

o

= 0,07241116792289-10° ,

’OO

= 0,09654822391569-10F ,

‘OO

= 0,12068527982523-1079

o0

= 0,13447788327348-1079 ;

o0

= 0,00597237247023-1079 ,
2

= 0,05972372470832-106
2

=0,12541982187785-107°
2

= 0,16722642920252-1079
2

= 0,20903303638296-10° |
2

= 0,23292252632398-107° .

) H < 0,13447788327348-10~F

2

m

10> L <m < 39, podemos

1<m <39;
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HU(m, 555556) — u (%, 1) H < 0,23202252632398-10°0,  1<m <39,
2

i.e., la precisién obtenida es de 5 digitos.

Notemos que la precisién obtenida para M = 40 es mayor o igual que para los casos M = 10
y M = 20. Pero, a cambio de aumentar en exactitud debemos realizar un mayor niimero
de iteraciones, n, para calcular la soluciéon en el mismo instante de tiempo ¢t = 1. Ademas
también se ha observado numéricamente que el primer sumando de la solucién aproximada:

Ail <I —r <4 sen” (Zf) A— ]52»71 sen (mby) dy, (2.144)

(=2

es de magnitud despreciable al sumarse con el otro término de la solucién

r n
m (I n WB) dy | (2.145)

por tanto, el valor numérico de la solucién aproximada construida nos lo da el término
(2.145). Pero la expresién (2.144) nos proporciona una cota para el pardmetro de estabilidad
r que hace que la solucién numérica construida sea una buena aproximacion a la solucién
exacta.

2.2. Caso general
0.4pt0.4pt Opt0.4pt

2.2.1. Introduccion

En este capitulo trabajaremos con sistemas de ecuaciones en derivadas parciales difusivos
fuertemente acoplados del tipo:

ug(x,t) — Augg(x,t) — Bu(z,t) = 0, 0<z<l1, t>0, (2.146)

Aq u(O, t) + B3 ux((), t) = 0, t>0, (2147)

Asu(1,t) + Byug(1,t) = 0, t>0, (2.148)

u(z,0) = F(x), 0<z<l1, (2.149)

donde u = (u1,...,us)" y F = (f1,..., fs)T son vectores s-dimensionales, elementos de C*,

vy A;, B;, para ¢ = 1,2 son matrices complejas s x s, elementos de C*** verificando ciertas
propiedades a determinar.

Supondremos que

A= Av B y Aj son matrices invertibles, (2.150)
Ay By

véanse las observaciones 1.6y 1.7.
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En este capitulo la construccién de soluciones numeéricas discretas convergentes del pro-
blema (2.146)—(2.150) se realizard de la misma forma que en el apartado 2.1, es decir,
utilizando esquemas en diferencias finitas, aplicando un método de separacion de variables
discreto y resolviendo explicitamente el problema mixto (2.146)—-(2.149) discretizado. Es
importante hacer notar, que el método de separaciéon de variables discreto aqui propuesto,
evita la resolucién de sistemas algebraicos de gran tamano con bloques matriciales como
occurre al utilizar los métodos en diferencias estdndares.

En el apartado 2.2.2 estudiaremos la discretizacién del problema (2.146)-(2.149) bajo la
hipétesis (2.150) y trataremos la existencia y construccién de soluciones no triviales para
el problema de contorno (2.146)—(2.149) discretizado. En el apartado 2.2.3 construiremos
soluciones discretas convergentes para el problema mixto (2.146)-(2.149) discretizado y
utilizaremos el método de las proyecciones, visto en el apartado 2.1, para extender los
resultados obtenidos a una clase mas amplia de funciones de valores iniciales F'(z). Final-
mente en el apartado 2.2.4 desarrollaremos dos ejemplos a modo de ilustracién.

Citaremos ahora el lema 1.2 puesto que es un resultado algebraico que jugara un papel
importante en posteriores apartados de este capitulo y cuya demostracién se encuentra en
el apartado 1.2:

Sean M y N matrices en C**%, entonces:

Nuc M N Nuc N

:Im{<I—MTM) {I— [N (I—MTMHT [N (I-MUM)]}} .

2.2.2. El problema de contorno discreto

Dividimos el dominio [0, 1] x [0, co[ en rectangulos iguales de lados Ax = h y At = k, intro-
ducimos las coordenadas de un punto tipico del mallado (mh, nk) y denotamos U(m,n) =
u(mh,nk). Aproximamos la derivada parcial de segundo orden uy; mediante diferencias
centradas y u; mediante diferencias progresivas (véase el apartado 2.1.2) :

U(m,n+1)—U(m,n)

ug(mh,nk) = p
: (2.151)
1,n)—2 1
Uz (mh,nk) =~ Ulm+1,n) U(]:I;L, n)+U(m,n—1)
sustituyendo (2.151) en (2.146)—(2.149) y denotando
k 1

obtenemos la discretizacién del sistema de ecuaciones en derivadas parciales (2.146)—(2.149):
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U(m,n+1)
: (2.153)
=rA[Um+1,n)+U(m—1,n)] + (I—I—XTBQ—ZTA) U(m,n)
1<m<M-1,n>0,
A U0,n)+ MB;[U(l,n) —U(0O,n)]=0, n=>0 (2.154)
A U(M,n)+ MB [U(M,n) —UM —1,n)]=0, n>0 (2.155)
U(m,0)=F(mh)=f(m), 0<m< M (2.156)

Como se ha visto en el apartado 2.1.4, el esquema en diferencias (2.153) es consistente con
la ecuacién (2.146) en el sentido de la definicion 1.13. Mediante un método de separacién
de variables discreto buscamos soluciones no triviales {U(m,n)} del problema de contorno
(2.153)—(2.155) de la forma

U(m,n) =G(n)H(m), G(n)eC***, H(m)eC®. (2.157)

Sustituyendo (2.157) en (2.153) y teniendo en cuenta el apartado 2.1.3 obtenemos que
{U(m,n)} dada por (2.157) satisface (2.153) si {G(n)}, {H(m)} verifican

G(n—l—l)—([—i—;\ﬁ—i—pA) Gn) =0, n>0, (2.158)
H(m+1)—<2T:p> H(m)+Hm-1)=0, 1<m<M-1, (2.159)

donde p es un numero real. Observar que la solucién de (2.158) verificando G(0) = I, viene
dada por

rB "
G(n) = <I+W+pA) , n>0. (2.160)
Si p verifica
—4r < p <0, (2.161)

entonces la ecuacion algebraica

P
22—(T+p>z+1—0, (2.162)
T

tiene dos soluciones diferentes zg, z1 dadas por

1
2\ 2
2 . 2 i
20 T;;P v (1 - ( gtp) > 6197

1
2\ 2 . . (2.163)
21 = 27“2¢P — <1 _ (21;5[?) ) — 67107
0<f<m, COSQZzgj:p, p:—4rsen2(g), i2=—1 |
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Ya que la ecuacién vectorial (2.159) tiene coeficientes escalares, su solucién puede escribirse
de la forma

H(m) = cos(m#@) ¢ + sen(mb) d , c,deC’, 1<m<M-—1. (2.164)

Observacion 2.4 Por (2.150) sabemos que Ay no es singular, y puesto que los bloques Az,
By, By pueden ser o no singulares, si en el problema de frontera discreto (2.153)-(2.155) la
matriz A; (respectivamente B;) es invertible, premultiplicando la correspondiente condicion
de contorno por Ai_l (respectivamente por Bi_l) el problema queda simplificado a estudiar
los siguientes 4 casos para las condiciones de contorno:

I Bl A1 I Al Bl Al Bl
z)[AQ Bg], H)[A2 Bg], m)[I BJ, IV)[AQ I],

puesto que los otros casos posibles, i.e., cuando 8 ¢ 4 de los bloques de A son invertibles,
son casos particulares de los cuatro arriba mencionados. Por tanto, suponer que A; = I
parai =1, 62, 0 Bi=1 parai=1 ¢ 2, no involucra pérdida de generalidad. Notemos que
en el caso 1), por motivos de simplicidad, la matriz By representa en realidad a la nueva
matriz Alel % 1. Con el resto de los casos sucederia su correspondiente andlogo.

Suponiendo que A; = I, de (2.157) obtenemos que la condicién de contorno (2.154) toma
la forma

G(n) H(0) + M B, G(n) [H(1) — H0)] =0, n>0. (2.165)

Utilizando la ecuacién (2.159) para m = 1, la ecuacién (2.164) con m = 1,2 y que cosf =

% (al ser zg y z1 raices complejas unitarias), obtenemos H(0) = ¢y considerando (2.165)

para n = 0, se sigue que
[ — (1 —cos@) M By] c=—(M senf) By d. (2.166)

Premultiplicando (2.164) por [I — (1 — cos ) M Bj] y teniendo en cuenta (2.166) obtenemos
[I —(1—cos®) M By| H(m) i

= —M By cos(m#)send + sen(m@) [I — (1 —cos@) M Bi] d
(2.167)

= [sen(m#b)I — 2M By sen (g) cos ((2%-1)0)] d

1<m<M-1.

Por el teorema de la aplicacion espectral, véase el teorema 1.6, los valores propios de la
matriz [ — (1 — cos@) M By son {1 — (1 —cosf) Mw; w € o(B;1)} y la parte real de esos
valores propios son

1—(1—cos®)Muws; w=w; +iwy € o(By).
Si w; <0 entonces 1— (1 —cosf) Mw; #0.Si wy; >0, tomando

1

M>__ -
” (1 —cosO)w;’
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obtenemos 1 — (1 — cosf) M w; < 0. Por tanto, tomando M suficientemente grande de

manera que

1
M > T t) 7B (2.168)

donde

min{Re(w) : w € 6(B1)}, siJw € o(By), Re(w) >0
v(B1)= (2.169)
(1 —cosf)!, si Re(w) <0 Yw € o(By)

obtenemos que

I—(1—-cosf)M By es invertible, (2.170)

y entonces paral <m < M —1

H(m) = |sen(mf) I — 2M sen <z> cos <<2m2 1) 6> Bl} d, (2.171)

es también una solucién de la ecuacién (2.159) para cualquier vector d € C*. Notar que p =
—4r sen? (g) para 0 € ]0, 7|, puesto que si § = {0, 7} entonces H(m) =0,1 <m < M —1
y por (2.157) obtendriamos U(m,n) = G(n) -0 = 0, i.e., la solucién trivial.

Teniendo en cuenta (2.159) para m = 1, (2.171) para m = 1,2, que cosf = 22# y (2.165),
obtenemos

H(0) = —(Msenf) Bid. (2.172)
Sustituyendo (2.160), (2.171) y (2.172) en (2.165), para n > 0 se tiene

rB " rB "
—MSQDQ[(I—FW-FPA) B — B; (I—l—w—i-pA) :|d:0, n > 0. (2173)

Ya que senf # 0 para 6 € |0, 7[, por (2.163) tenemos

r -1
M?p  4MZsen? (§) # ( )
y (2.173) puede reescribirse de la siguiente forma
(I+p(A+wB))"Bi—Bi(I+p(A+wB))"|d=0, deC’, n>0. (2.175)

Considerando (2.159) para m = M — 1, es facil probar que

H(M) = |sen(M6) I — 2M sin (Z) cos <<2M2_ 1) 9) Bl] d, deC®.  (2.176)

Imponiendo a U(m,n), dada por (2.157), la condicién de contorno (2.155) para n > 0y
haciendo uso de (2.160), (2.171) y (2.176) obtenemos

{A2 (I + p(A+wB))" sen(M0)
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—2M sen (g) cos <<2M2_ 1) 0> Ay (I + p(A+wB))" B
+2M sen <Z> cos <<2M2_ 1> 0) By (I + p(A+wB))"

+ 4M? sen? (g) sen((M —1)0)Bs (I + p(A+ wB))" Bl} d=0, n>0. (2.177)

Sustituyendo (2.175) en (2.177) para n > 0 y utilizando (2.177) para n = 0, se sigue que

paran > 0
{Ag sen(M6) — 2M sen (g) cos (<2M2_ 1) 0) A9 By

+2M sin (g) CoS <<2M2_ 1) 9) By

+4M? sen? <g) sen((M — 1)(9)B231} (I+p(A+wB))"d=0. (2.178)

Sea p el grado del polinomio minimal de A + w B, entonces por el teorema de Cayley-
Hamilton, véase el teorema 1.7, para n > p las potencias (A + w B)™ se expresan en
términos de I, A+ wB, (A+wB)?,...,(A+wB)P"'. Ya que w # 0, las condiciones
(2.175) y (2.178) se cumplen si:

[(A4+wB)"B; — Bi(A+wB)"]d =0, 0<n<p. (2.179)

{2Msen (g) cos (<2M 2_ 1) 9> (By — A2 By) + Agsen(M0)

+4M? sen? (g) sen((M — 1)9)B231} (A+wB)"d=0, (2.180)
0<n<p.

respectivamente. Para garantizar que {U(m,n)} sea una solucién no trivial, el vector d que
aparece en (2.180) debe ser no nulo. Por (2.180), existird un vector no nulo d verificando
la condicién (2.180) si la matriz

L(8) = 2M sen (g) cos (<2M2_ 1) 9) (By — AsBy) + As sen(M0)

+4M? sen? (g) sen((M — 1)0) BB es singular, (2.181)
0<b<m.

Observemos que sumando y restando el término Agsen((M — 1)0) la matriz L(f) puede
reescribirse de la forma:

L(0) = 2M sen <Z> cos <<2M2_ 1> 9) [(BQ —A2By) + 1]4\142]

+sen((M —1)6) {A2 + 4M? sen? <Z> BQBl} : (2.182)
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Por las propiedades del complemento de Schur de una matriz, véasen las observaciones 1.6
y 1.7, junto con la hipétesis (2.150) y A; = I, se sigue que

By — A5B1  es invertible. (2.183)

Por (2.183) y el lema de Banach, véase el lema 1.3, se sigue que

(By — Ay By) es invertible si M > || Ay H(B2 . AgBl)_lH . (2.184)

Ay
T

Por tanto si M satisface la condicién (2.184), los valores de 6 € ]0, 7| para los cuales la
matriz L(0) definida por (2.182) es singular deberan verificar que sen((M — 1)8) # 0.
Consecuentemente L(6) es singular si y sélo si

0
Ay + 4M? sen? <2> ByBi+

2M sen (Q) cos((zM_l)Q) A .

0 equivalentemente

sen(M@0)
sen((M —1)0)
2M sen (%) cos ((QM{l) 9) I
sen ((M —1)6)

0
(Bg — AQBl)_l Ag + 4M? sen2 <2> (Bg — AgBl)_l ByBi+

, essingular, 0 <0 < 7. (2.186)
Para simplificar la expresién (2.186) introducimos las matrices
Ay = (A3B) — By) YAy,  By=(AyB) — By) ' By=AyB, —I. (2.187)

Utilizando las matrices 121\2, Bg definidas en (2.187) y el teorema de la aplicacion espectral
la condicién (2.186) significa que

M6

M (sens(e(rjl\;—iyo) - 1> es un valor propio de la matriz

(2.188)
sen(M6)  ~ R
sen (M —1)g) 27 sen (2)( 251 1), <f<m
Supongamos que

Existen a € o (A\Q) NR; ge O'(Bl) NRyveC®~ {0}

(2.189)

tales que (22—04[) v=(B1—0BI)v=0

Por (2.189) se sigue que
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[ entt) v anresen (9 (At - 1) o=
N [&ma-kllesenQ (g) (ap? —ﬁ)} v, 0<f<m,

o equivalentemente

v es un vector propio de la matriz

sen(M6O)  ~ o o0\ (% oo
sen (g — 1ygy 22+ 4V sen? (5 ) (AaBE - 1)
(2.190)
asociado al valor propio real
sen(M@6) 0
AM2sen? [ 2 2 _
e+ et (3) @0*-)

Tomando M suficientemente grande de manera que
M > «a,

la condicién (2.188) y (2.190) hacen posible encontrar soluciones de la ecuacién escalar

sen(M6) M s o (0 (B2 =p)
Sen((M—l)e)_M—a+4M sen (2)]\4—047 0<0<7T,

o equivalentemente

cot (M —1)0)

0

= —cotf + +2M (aﬁg—ﬁ)tan <>] , 0<0<m (2.191)

M-« [sen&

Para cada entero £ con 1 < /¢ < M — 1, en el intervalo J, = } (ﬁﬁ)f’, Nfil [ se satisface

lim, (-1~ cot((M —1)0) = +oo; ]

0—F=1 +

lim,  ex cot((M —1)f) = —o0; (2.192)

M—-1

cot((M — 1)8) decreciente en Jy,

donde la ultima condicién se cumple porque

. (cot((M —1)9)) = _senz(]\(/[]W_—l 1))

0.
a0 <
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Ademas la funcién eps(0) describiendo la parte derecha de la igualdad (2.191) es continua
y creciente en |0, 7| si se satisface alguna de las siguientes condiciones

af=1,

a<ly 6 . (2.193)
B8>0y aB>1,

O

<0y af<l.

Entonces por (2.192)—(2.193) existe una tdnica solucién 6 de (2.191) en el intervalo Jy,
verificando

cot (M — 1) 6y)
1

M Z
M — «a |senéb, +2M (o — ) tan (2)} . (2.194)

1<i<M-1, 6,€Jy

= —cotfy +

Por tanto la condicién (2.180) puede escribirse de la forma

S(a,3,00) (A+we B)" d¢ =0, (2.195)
0<n<p—1, 1<l<M-1,
donde

sen(M6y)

S(a, B,0,) = sen (M — 1)6y)

22 + 4M? sen® <9£> (121\23% - B1) +
0

2
sen(M¥6y)
— sen (M — i)ez)a + 4M? sen? (;) (aﬁ2 — ﬂ)} I,

(2.196)

pe es el grado del polinomio minimal de la matriz A+ wy B, siendo 6 la solucién de (2.194)
y

-1

6 )
4M?2 sen? (;)

Ademas en vista de (2.194) la ecuacién (2.179) toma la forma

wy = 1<0<M-1. (2.197)

[(A+weB)"By — B (A4+wB)"|dg =0, 0<n<py. (2.198)

A fin de determinar los vectores dy € C® ~ {0} que verifican las condiciones (2.195) y
(2.198) introducimos la matriz por bloques definida por
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Bl(A + ’LU@B) — (A + U}gB)Bl
B1 (A + wgB)Z — (A + wgB)2Bl

Bi(A+wyB)Pt~t — (A+wB)P 1By
T(a, 0, Hg) = S(a, 0, 9() . (2.199)
S(a, ﬁ, 9@)(./4 + ’LUgB)
S(a, 8,00)(A+ wB)?

S(a, B, 95)(1‘i+w53)”71

Entonces utilizando la definicién de T'(a, 3, 6y) los vectors dy deberan satisfacer
T(o, 3,0p)dg =0, 1<{<M-1, dyeC°~{0}. (2.200)

La ecuacién (2.200) tendrd soluciones no nulas d; € C* si sélo si

rango (T'(«, 5,0¢)) < s.

Pero no vamos a utilizarla porque es muy indirecta. Asi que buscaremos condiciones su-
ficientes mas faciles de comprobar que nos garanticen que {dg}é\i Il cumplen la ecuacion
(2.200).

Imponiendo que los vectores {dg}é\i Il satisfagan las condiciones:

(Bl—m)dg:(ﬁz—af)de:o, dpeC ~ {0}, 1<6<M—1, (2.201)

{(A+weB)"dg; 1<n<pp—1}
C Nuc (EQ —af) ANuc(By —fBI), 1<6<M—1, (2.202)
garantizamos que los {dg}é\izl verifiquen (2.195) y (2.198), es decir, garantizamos que

{dg}é\i;l sean soluciones no nulas de la ecuacién (2.200) para cada 0y € Jp, 1 <L < M —1,
de la ecuacién (2.194).

En efecto,
(i) [Bi(A+wB)" — (A+weB)"B1] dg
= Bi1(A+wB)"dy — (A+w,B)"B1dy
= B1(A+wB)"d; — B(A+wB)" dy
+B(A+weB)"d — (A+wB)" B dy

= (B1—BI)(A+wB)"d¢ — (A+weB)"(B1 — B1)d¢ =0,

ya que de (2.201) y (2.202) tenemos que
(Bi—p8I)de=0 y (A+wB)"d; € Nuc(By —1).
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(ii)) S(a,B,00)(A+ weB)"dy
_ sen(Mb,)
sen (M — 1)6y)

+4M? sen? (?) .

[(ﬁng _ Bl) (o - 5)1} (A +wB)" dy
sen(Mb,)

= (=1 (EQ - aI> (A +weB)" dy

+4M? sen? (?) -
A28 — Ao + A6 — By — (o = B)I] (A+wiB)" d;

_ sen(M6,)
sen (M — 1)6y)

(EQ _ a[> (A +wB)" dy

(EQ . aI) (A +wB)" dy
+4M? sen? (?) [212(31 + BI)(By — BI)(A+ weB)" dy

+5* (A — al ) (A+wB)" do — (By — BI)(A+wB)" dy]
0<n<p —1.
Para n = 0 obtenemos:
sen(Mb,)

Staw 8,00 de = i = 1)ay) (A2~ ) d

+4M? sen? <92Z> .

[Aa(By+ BI)(By — BI) + 8 (A2 = al ) = (By - 61)] dy = 0,

ya que se cumple la condicién (2.201). Para 1 < n < py — 1 obtenemos que:
S(a, B,00)(A+weB)"de =0,

ya que se cumple la condicién (2.202). Reemplazando 6 por 6, en (2.160) y (2.171); utili-
zando (2.157); y que dy son vectores propios de la matriz By, es decir (B; — 31)dy, = 0, se

sigue que
0 B\1"
2 (Ve
Ui(m,n) = [I r <451n <2> A— W)} :

: [sen (mfy) — 2M G sen <924> cos <<2m2 1> w)] dy, (2.203)

para 1 < m < M — 1, n > 0, define soluciones no triviales del problema de contorno
(2.153)—(2.155).
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Resumiendo se ha demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 2.5 Consideremos el problema de contorno (2.153)-(2.155) bajo la hipdte-
sis (2.150) con Ay = I, sea M > 0 un entero positivo suficientemente grande de_ma-
nera que se cumplen las condiciones (2.168) y (2.184), y consideremos la matriz Ay =

(A3B1 — By) ™! As.

(i) Asumimos las condiciones (2.189) y (2.193). Entonces existen soluciones 6y de (2.194),

0, E} (f\;i)fr, J\/fL =Jy, 1 <l < M —1, para las cuales la matriz L(6;) definida por

(2.182) es singular.

(i) Bajo las hipdtesis vistas en (i), consideremos dy vectores in C* verificando (2.201) y
(2.202) para 1 < < M — 1, entonces {Up(m,n)} dada por (2.203) define soluciones
no triviales del problema de contorno (2.153)—(2.155).

Observacién 2.5 El caso donde ademds de la invertibilidad de A tenemos By = I se trata
de forma andloga al caso estudiado, teniendo en cuenta las propiedades del complemento
de Schur, véase la observacion 1.6. Por otro lado, considerando el cambio

m—-M-m, 0<m<M,
los casos donde As =1 o By = I se transforman en los casos anteriores.

2.2.3. El problema mixto discreto

En este apartado estudiaremos la construccion de soluciones exactas del problema mixto
discreto (2.153)—(2.156). Asumimos la notacién y las hipétesis del teorema 2.5-(i) y (ii).
Por superposicién de las M — 1 soluciones obtenidas para el problema de contorno (2.153)—
(2.155) obtenemos

U(m,n) 7
ol () )

: {(1 - ﬂfﬂz) sen(mfy) — BM cos(mby) Sen(ﬁg)] " (2.204)

r

0
pg:—4rsen2(;>, 1<i<M-1

Imponiendo a {U(m,n)}, dada por (2.204), la condicién (2.156) obtenemos que los vectores
dy que aparecen en (2.204) deben satisfacer

M—-1
fm)y=Y" KH ﬁ];m) sen(mby) — BM cos(mby) sen(8y) | d . (2.205)

r
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Bajo la hipétesis (2.150), si { Hy(m)}2;" son las soluciones del problema de Sturm-Liouville
discreto:

—H(m+1)+2H(m) — H(m —1) = —gH(m)
BM
AO) = gyr—Hm &, (2.206)
O = a5

entonces por el apartado 2.2.2 se obtiene que:

ifon) = { (1 2502 Y sontont) — 01 cos(ont) sen(t) .

1<m<M-1

M—1 > M—-1
{dg}é‘i}l verifican las condiciones (2.201) y (2.202).
Como los coeficientes del problema (2.206) son escalares, consideramos el siguiente problema
de Sturm-Liouville discreto escalar:

donde {94}%}1 € } (Er _tr [ son las soluciones de la ecuacién (2.194) y los vectores

—h(m+1) + 2h(m) — h(m — 1) = —gh(m)
h(0) = Mﬂj\{lh(l) ,1<m<M-—1, (2.207)
D) = a1

Por el apartado 1.2, el problema (2.207) tiene exactamente M — 1 valores propios dados

P
T

por {_Tpe}é\i;l, donde p; = —4rsen? (%2) y 0y verifica (2.194). Para cada valor propio

existe una funcién propia

BMpy
h = 1
thatom = { (1475
y estas funciones propias son ortogonales en N (1, M — 1) con respecto a la funcién peso
w(m) =1, paral <m < M — 1.
Puesto que f(m) y dy son vectores en C* podemos escribir (2.205) de forma escalar:

) sen(mby) — BM cos(mby) sen(Hg)} , (2.208)

falm) = Af { <1 4+ oM ‘”) sen(mfg) — BM cos(mby) Sen(QE)} dog, (2.209)

2r
=1

donde fy(m) y dyq denotan la g-ésima componente de los vectores f(m) y d; respectiva-
mente. Por la ortogonalidad de las funciones propias {h¢(m)} que aparecen en (2.205) y la
teoria de las series de Fourier discretas, véase el apartado 1.2, se sigue que
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M-1
2_31 {(1 4 %) sen(vly) — BM cos(v0y) sen((%)} fq(v)
dqu = V_M_l 2

) {(1 + %) sen(vy) — BM cos(v8y) sen(eg)} (2.210)

1<i<M-1, 1<q<s,

o equivalentemente en forma vectorial

MZ_: (1 + %ﬂ) sen(vly) — BM cos(vby) sen(eg)} f(v)
dp = “—— |
M;; { (1 + %f‘) sen(vly) — BM cos(v8y) sen(ﬁg)}2 (2.211)
1<li<M-1.

La expresion (2.211) para vectores dy debe ser compatible con las condiciones (2.201) y
(2.202). Esto significa que {f(m)} debe verificar

(B = B1) f(m) = (A=) f(m) =0, 1<m<M-1, (2.212)

y si wy estd definido en (2.197),

{(A+w,B)" f(m), 1 <n < py—1} € Nuc (EQ - aI) ANuc(By — BI),  (2.213)
paral<m<M-1,1<{< M -—1.
Si {f(m)}M=! verifica (2.212) y (2.213) entonces {U(m,n)} definida por (2.204), donde
dy estan dados en (2.211), es una solucién del problema (2.153)—(2.156). Observar que las

condiciones (2.212) y (2.213) se satisfacen si

f(m)GNuc(A}—aI)ﬂNuc(Bl—ﬁI), 1<m<M-1, (2.214)

Nuc (EQ —al ) N Nuc (By — #I) es un subespacio invariante

, (2.215)
por la matriz A+wy B, 1<{<M-—1.

véase la observacion 1.2.
Utilizando el lema 1.2, las condiciones (2.214) y (2.215) se reescriben de la forma

fm)eImL(a,5), 1<m<M-1, (2.216)
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(1 - L(a,ﬁ)L(a,ﬁ)T) (A+wB)L(a,8) =0, 1<(<M-1, (2.217)

donde

L(a, §) = (I _ P;Pa) {I - [Qﬁ (I - PcTzPa)}T [Qﬁ (I - nga)]} (2.218)

Po=Ay—al, Qz=B —pI,
Notemos que la condicién (2.217) significa que Im L(«, 3) es un subespacio invariante por
la matriz A 4+ wy B, para 1 < ¢ < M — 1, véase la observacion 1.3. La solucién {U(m,n)}

del problema mixto discreto (2.153)—(2.156), definida por (2.204), (2.211), es estable, i.e.
permanece acotada cuando n — oo si {f(m)} estd acotado y las matrices

B
Ir<4Asen2 <92€)MQ> ., l<e<M-1,

son convergentes, véase el lema 1.1. Por el teorema 2.2 del apartado 2.1 esto ocurre si

A+ AH

x>0 paratodo z€o ( +2 ) , (2.219)
B+ BH

y<0 paratodo y€o (2) , (2.220)

A+AH » _ p+BH 5 _ A-AH /5 _ B-BH
2 , Bi = 2 , Ag = 2 , By = 2

en }0, va) [, r debe verificar

e [(QM s (%)) A (22) ~ A (B2)

0330 (20 £ (3) - [0 () 0 (B)]

ysi Ay = y 01 es la unica solucién de (2.194)

r<

(2.221)

Resumiendo se ha demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 2.6 Consideremos el problema mizto (2.153)-(2.156) con las hipdtesis (2.189)
y (2.150) con Ay = I. Sea Ay = (AsBy —Bg)_1 Ay y M > 0 un numero entero sufi-
cientemente grande de forma que verifique las condiciones (2.168), (2.184) y (2.193). Sea
0¢ la solucion de (2.194) y wy definido por (2.197) para 1 < ¢ < M — 1. Supongamos
que {f(m)} satisface la condicion (2.216) y las matrices A + wyB verifican (2.217), don-
de L(a, 3) estd definida por (2.218). Entonces {U(m,n)} definida por (2.204), donde dy
vienen dados por (2.211), es una solucion del problema mizto discreto (2.153)-(2.156).
Ademdas, {U(m,n)} es estable si: las matrices A, B satisfacen las condiciones (2.219)-

(2.220), {f(m)} estd acotado y r es suficientemente pequenio de manera que se cumple
(2.221), entonces .
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Ahora estudiaremos condiciones mas generales que las consideradas en el teorema 2.6.
Supongamos que

A:{al,...,at}cRmo@z) , (2.222)
Q={p1,....,0, CRNao(B). (2.223)
Por el lema 1.2 la condicién
es equivalente a
Nuc (,ZQ—aiI) ANuc (B — ;1) #0, 1<i<t, 1<j<q. (2.225)

Consideramos el conjunto F C A x Q definido por

(04,,05,) € A x Q, cumpliendo alguna condicién de (2.193)

~

F = 2—%1) ve=(Br— B, 1) ve=0, v €C°~ {0}, (2.226)
L (o, B5,) # 0

y la matriz por bloques
L= [L(ai,B,), Ly, Bj5) -, L (i, Bj,)] € CP2, (2.227)
y supongamos que f(m) € Im £ para 0 < m < M, o equivalentemente
(I - .cz*) fm)=0, 0<m<M, (2.228)

porque Im £ = Nuc (I — ££T). Por el lema 1.2 obtenemos

S5 =Tm L (i, B,) = Nuc (A3 — a, T) N Nue (By = 85, 1) (2.229)
1<0<p

y por (2.227), (2.229), el subespacio Im £ es suma directa de los subespacios Ss,
Imﬁzgl@SQ@"'@Sp. (2.230)

Sea {j/":;(m)}M

m=

. la proyeccién de {f(m) }%:0 sobre el subespacio Sg, definida por

fs(m) =10,...,0,L (v, Bjs) ,0,...,01 LT f(m), (2.231)
1<6<p,0<m<M.

Ya que ﬁ;(m) estd en Sg, por (2.228) se sigue que
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> fs(m) = £Lh f(m) = f(m), 0<m< M. (2.232)
6=1

Supongamos que Im L (a,, Bj,) es un subespacio invariante por la matriz A + wéé)B , l.e.

[I_L(aiavﬂja)L(aiavﬁja)q (A—i—wéé)B) L(O‘iévﬁja) =0,

POA
4AM? sen? ZT

véase la observacion 1.3, donde Oéé) es la solucién de (2.194) asociada al par (o,, 5j;) en
Jy.
Consideramos el problema (Pj) definido por (2.153)—(2.155) junto con la condicién inicial

~

U(m,0)=fs(m), 0<m<M, 1<6<p, (2.234)

y observemos que la soluciéon {Us(m,n)} del problema (Ps) estd definida por (2.204) donde
déé) viene dados por

PR (Rl PR R e )

v=1
4 _

M—1 MO 2 (2.235)
2_:1 {(1 - W) sen (1/9?)) — B, M cos (Vﬂéé))sen (9;5))}
paral </<M-1, 1<d6d<p, 1<j<q, donde
M-1 (8) n
0 B
Us(m,n) = I—r <4A sen’ <£2> — W)
6=1
BisMp}” (9) (9) ONPO)
1= o sen(mb, ) — Bj;M cos(mb, ) sen(0,”)| d,”. (2.236)
Por linealidad y (2.232), (2.236) se sigue que
P
U(m,n) = Us(m,n), 1<m<M-1, n>0, (2.237)
6=1

es una solucién del problema mixto discreto (2.153)—(2.156). Ademés (2.237) es una solucién
estable si se cumplen las condiciones (2.219)-(2.220), {f(m)} estd acotado y el parametro
r verifica
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C 2 min 11 max E
r < min

1<6<p [4M2,\mm (Zl) +p (§1>r + [4M2/\max (ZQ) +p (EQNQ

\

(2.238)

Resumiendo el siguiente resultado es una consecuencia del teorema 2.6.

TEOREMA 2.7 Consideremos el problema (2.153)—(2.156) bajo la hipdtesis (2.150) con
Ay = I, supongamos que se satisfacen las condiciones (2.222) y (2.223) y sea M un nime-
ro entero verificando (2.168) y (2.184). Sean F y L definidas por (2.226) y (2.227) res-
pectivamente, supongamos que {f(m)} estd acotado, que las condiciones (2.219)—(2.220)
se satisfacen y que r es suficientemente pequeno de manera que (2.238) se cumple. Sea
" M
{fg(m)} definida por (2.231), wéé) definida por (2.233) y supongamos que se verifica
m=
la condicion (2.233). Si {Us(m,n)} viene dada por (2.256) entonces {U(m,n)} definida
por (2.237) es una solucion estable del problema mizto discreto (2.153)—(2.156) .

2.2.4. Ejemplos
EJEMPLO 2.4 Consideramos el problema (2.146)-(2.149) con los datos:

101 -3 0 1
A= 0 10| B= 0 -3 0| A=1I,
-1 0 2 -1 0 —
: 01 1 01 -1 0 3
Bi=|1 -1 1|, A4=|0 -1 1|, Bb=| -1 0 % |,
0o o0 % 1 01 $ 0 3

f(m) = F(mh) = (f(m), fa(m), fs(m))" , yh =47, 1<m<M—1.
La hipotesis (2.150) se satisface, y ademds tenemos A\Q =(A9B; — Bg)flAngg con
—~ 11
o (Ag) —{-1,0,2}, o(B)= {—1,3,2} .

Seanay; =—1, a0 =0, a3 =2,01 =—1y s = % Los pares de valores propios que verifican
al menos una de las condiciones dadas en (2.193) son

(1, 61) = (=1,-1),



Capitulo 2. Sistemas parabdlicos 79

(a2, 41) = (0, 1)
(as, B1) = (2,-1)

(@) = (2.5)

Ahora debemos seleccionar aquellos pares de valores propios que tengan un vector propio
comun asociado a ellos.

Y
)

<A2 — 1 I) v =0 <<= v; = V1,2 =12 1 ;

N V91
(A2 — Qg I) V9 =0 <= vy = —V21 =21
V2.3

N U3,1
(Az — Q3 I) v3 =0 <= v3 = %1)371 =031
V3,3 |

O Wi =

<§1 — ﬂl I) w; =0 <<= w; = w1,2 =w12 1 ;
| 0 ] 0
R [ wa 1
(Bl — ﬁg I) wo =0 <= wy = %wLQ = w21 %
0 0

Por tanto dv = | 1 |, tal que
0

(A\Q—OQI) v = (Bl_ﬁl-[) ’U:O,
y s6lo podremos trabajar con el par de valores propios (a1, 31) = (—1,—1). Ahora debemos
asegurarnos de que las matrices A + wyB, 1 < ¢ < M — 1, satisfacen la condicién (2.217),
ie.:
[I— Ly (a1, 81) Ln (alaﬁl)q (A+weB) Ly (on,1) =0, 1 << M-—1,
donde
T
Ly (o1, B1) = (I - Pilpal) {I - [Qﬂl (I - PCLPM)] [Qﬁl (1 - PCLPM)} } ,

Pa1:g2_041]7 Qs =B1—B1.
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Para nuestro caso obtenemos:

2 0 1 2 -2 -1 301

P,=|001|,P = 0 0 0|,Qs=1]100];

10 2 -3 5 2 00 3
00 0

I-PiPy=]010]|,Q ([—PQIPm):[le <I—P§1Pa1)rzo.

0 0 O
Por tanto tenemos:
0 00 i
L(a;,f1)=0 1 0 [#0
0 00
(2.239)
1 00
I—L(a1,B1) L{ar,p)' = | 0 0 0
00 1] |
Ademss
11—t 0 14+ wy
A+wB = 0 ;=% 0 : (2.240)
—1—wy 0 2 — ué[
Por (2.239) y (2.240) se sigue que
I—L(—=1,-1)L(=1,—1)"| (A +wB) L(~1,-1) = 0, (2.241)
1<0<M-1,

La condicién (2.228) se satisface para cualquier funcién vectorial {f(m)} de la forma

f(m) = (0, f2(m),0)" .
Observamos que

1 00

A+ AH 1
—{-.1,2%:
0 ,a( ' ) {2,,},

0 0 2

[\
N[ =
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-3 0 0
B+ BH 0 -1 o B+BH\ (1 1 1
2 1 T2 )T U2 e e
1
0 0 —3

y por tanto las condiciones de estabilidad (2.219)—(2.220) se satisfacen. Tomando r sufi-
cientemente pequeno de forma que verifique la condicién (2.238), y M verificando (2.168)
y (2.184), por el teorema 2.7 se obtiene que la sucesién vectorial

U(m,n) T

e ()

. {(1 + W) sen(mby;) — 1 M cos(mby) Sen(Qg)} dy ,

r

0
pg:—4rsen2<2€>, 1<i<M-1

es una solucién numérica exacta del problema (2.153)—(2.156) donde

M-1

> {(1 n %) sen(v8y) — M B cos(v6y) sen(@z)} Fw)
dp = = — —
Vgl { (1 + %) sen(v8y) — M (3 cos(vby) sen(t%)}

1<i<M-1

y {95}%}1 son las soluciones de la ecuacién (2.194).
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EJEMPLO 2.5 Consideremos el problema (2.146)—(2.149) con los datos:

1 -1 0 3 2 0
A=|l0 20|, B=| 0 -8 0], A =1,
0 21 0 5 —3
310 T2 1 07 5 3
2
Bi=|0 -5 0] 4,=102 01" g_10 -2 0o |
1
1 0 = —1 9 1
9 _- -z _Z
|0 2 ] -2 . Y1 3

f(m) = F(mh) = (fi(m), fa(m), fs(m))" , yh=4, 1<m<M-1.
La hip6tesis (2.150) se satisface, y 22 = (AyBy — Bg)_1 Ay = Ay con
-~ 1
o () ={-12}, o(B)= {—2,3} .

Sean a; = —1, g = 2, 31 = —%, (B2 = 3 y observemos que ambos pares (a1, 51), (a2, 52)
satisfacen alguna de las condiciones dadas en (2.193) y ademads

0
v = 0 s (2{2—0&11)’0:(31—511)’0:0,
1
1 ~
w=10], (AQ—OQI)w:(Bl—ﬂQI)w:O.
0
Para el par (a1,01) = (—1,—1/2) la matriz L(ay, 1) definida por (2.218) toma el valor
0 0 0] i
L(-1,-1/2)=]0 0 0| #0
00 1|
(2.242)
1.0 0
I—L(-1,-1/2)L(-1,—-1/2)' =0 1 0
00 0] |

M-1
Sean {921)}2 , las soluciones de (2.194) correspondientes al par (—1,—1/2) y sea

-1
wit) = 1<e<M—1.

FIOAN
4M?2 sin? ZT
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Por tanto,
[1-3w) —1+420) 0 ]
A+uwB = 0 2 — 8w 0 : (2.243)
0 245wl 1-3uw" |

Por (2.242) y (2.243) se sigue que

[I L(-1,-1/2) L(~1, —1/2)*] (A + ngB) L(-1,-1/2)=0, (2.244)
1<l<M-1.

Consideremos ahora el par (ag, f2) = (2,3). Haciendo célculos obtenemos

00
0 0[#0 y I-L(23)L(23) =
00

o O O
O = O
= o O

= </ < —1.
wy 0(2) , 1<i<M-1
4M2sin? [ L—
2
Notemos que
1-3w? —1420® 0
A+w'B= 0 2 — 8w’ 0
0 2+ 5w 1-3uw? |

Obtenemos que la matriz £ = [L (ay, 1), L (g, B2)] es
0 00100
L=[0000 00
001 00O
La condicién (2.228) se satisface para cualquier funcién vectorial {f(m)} de la forma
fm) = (f1(m), 0, fa(m))" .

Las proyecciones {fl(m)}, {fg(m)} definidas por (2.231) toman la forma

0
fi(m) = [L (a1, $1),0] LT f(m) = 0 : (2.245)
f3(m)
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N fi(m)
fa(m) = [0, L(az, B2)] LTf(m) = | 0 | . (2.246)
0
Notemos que
SRS
2
A+ AH 1 A+ AH 1079 297
= o R S, .
2 -5 2L 2 396 7 1079° [’
0 11
[ -3 1 0]
B+B" | | g 2| _(B+B"\_ [ 1211 . 1729
2 2 2 )7 1320 7 o4t [
5
| 0 3 3]

y por tanto las condiciones de estabilidad (2.219), (2.220) se satisfacen. Tomando r sufi-
cientemente pequeno de forma que la condicién (2.238) se verifica, y M verificando (2.168),
(2.184) y (2.238), por el teorema 2.7 la funcién vectorial

]

U(m,n) = Us(m,n),

6=1

donde {Us(m, n)} estan definidas en (2.235), (2.236) y {ﬁ;(m)} por (2.245)—(2.246), es una
solucién estable del problema mixto discreto (2.153)—(2.156).



Capitulo 3

Sistemas hiperbdlicos

0.4pt0.4pt Opt0.4pt

3.1. Introduccion

En este capitulo utilizaremos esquemas matriciales en diferencias finitas para construir
soluciones numéricas discretas de problemas mixtos de tipo hiperbdlico modelizados por

Aty (2, t) — ug(z,t) = 0, O<z<l1l, t>0, (3.1)
u(0,t) = 0, t>0, (3.2)

Bu(L,t) + Cug(1,8) = 0, t>0, (3.3)
u(z,0) = F(z), 0<z<1, (3.4)

ur(z,0) = V(z), 0<z<L (3.5)

donde A, B, C son s X s matrices complejas, elementos de C**® y la incégnita uy F, V,
son vectores s-dimensionales, elementos de C*. Asumiremos que

C' invertible, (3.6)

véase la observacion 1.7.

Es importante notar que incluso en el caso donde A es una matriz diagonalizable el pro-
blema permanece acoplado si las matrices B y C' no son simultdneamente diagonalizables
con A.

En el apartado 3.2 estudiaremos la discretizacién del problema (3.1)—(3.5) utilizando apro-
ximaciones en diferencias centradas para las derivadas de segundo orden ., u, aproxima-
ciones en diferencias progresivas para u; y en diferencias regresivas para u,. En el apartado
3.3 estudiaremos la existencia y construccion de soluciones no triviales para el problema
de contorno sin considerar las condiciones iniciales, utilizando un método de separacién de
variables discreto. En el apartado 3.4 construiremos soluciones no triviales para el problema
mixto discreto haciendo uso del método de separacion de variables discreto del apartado
3.3. En el apartado 3.5 comprobaremos que el esquema en diferencias finitas utilizado en el
apartado 3.2 es consistente respecto a la ecuacién (3.1) y analizaremos la estabilidad de las

85
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soluciones construidas para el problema mixto discreto. En el apartado 3.6 utilizaremos un
método de proyecciones que nos permitira extender los resultados del apartado 3.4 a clases
més amplias de funciones de valores iniciales F'(z) y V(). Finalmante, en el apartado 3.7
desarrollaremos algunos ejemplos para ilustrar los resultados tedricos obtenidos.

3.2. La discretizacion del problema

Dividimos el dominio [0, 1] x [0,00[ en rectdngulos iguales de lados Az = h y At = k,
introducimos las coordenadas de un punto tipico de la malla (mh,nk) y representamos
U(m,n) = u(mh,nk). Utilizando aproximaciones en diferencias centradas para u, y us,
diferencias progresivas para u; y regresivas para u, (véase el apartado 2.1.2):

U(m,n+1) —U(m,n)

ut(mh7 nk) ~ L )

U(m,n+1) —2U0(m,n) +U(m,n —1)

utt(mhv nk) ~ k2 )

U(m,n) —U(m —1,n)
A ;

ug(mh,nk) ~

Um+1,n)—2U0(m,n)+U(m—1,n)

Ugg (Mh,nk) ~ 2 ,

obtenemos la discretizacién del problema (3.1)—(3.5):

r2A[U(m+1,n) +U(m — 1,n)] + 2(I — r2A)U(m, n)
—[U(m,n+1)+U(m,n—-1)] =0,
1<m<M-1, n>0 (37)

U,n)= 0, n>0 (3.8)
BU(M,n)+ MC[UM,n)—UM —1,n)]= 0, n >0 (3.9)
U(m,0)=F(mh)= f(m), 0<m<M (3.10)
Ulm, ”;U(m’o) —V(mh) = wv(m), 0<m<M (3.11)

donde k .
r=g. h=. (3.12)

3.3. El problema de contorno discreto

En este apartado buscamos soluciones no triviales del problema de contorno (3.7)—(3.9) de
la forma:
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U(m,n) =G(n)H(m) , G(n) e C***, H(m)eC®. (3.13)

Exigiendo la condicién (3.13), el esquema en diferencias finitas dado en (3.7) se escribe de
la forma

r?AG(n) [H(m + 1) + H(m — 1)] + 2 (I — r*A) G(n)H (m)
—[Gn+1)+G(n—1)]H(m)=0. (3.14)

Tomamos p un nimero real y escribimos la ecuaciéon (3.14) de la siguiente forma

r2AG(n) [H(m +1)— (2 + T%) H(m) + H(m — 1)
—[Gn+1) = 2 + pA)G(n) + G(n — 1) H(m) = 0. (3.15)
Notemos que la ecuacién (3.15) se satisface si las sucesiones {G(n)} y {H(m)} cumplen:
H(m+1)—(2+T%>H(m)+H(m—1):0, l<m<M-1, (3.16)

Gn+1)— 21+ pA)G(n) +Gn—1)=0, n>0. (3.17)

Tomemos p € R tal que

—4r? < p<0. (3.18)
E 2200\ _ 1§ existe 0 1
ntonces ( 52 ) < 1y existe 6 €]0, 7| tal que
2r? 6
cosf = % , p=2r%(cos — 1) = —4r?sen* (2) . (3.19)
Sean
2r +p 2r2 + p\? 0
20 22 +l\/1_< 27“2 > _27
2r2 +p ) 22+ p\°
_ i1 — _
! 272 272 ’
con i = —1, las soluciones de la ecuacién escalar
2 p _
2 —(2+—2)z+1_0, (3.20)
r
y observemos que
2y = cos(nB) + isen(nd) ; 21 = cos(nf) — isen(nd) . (3.21)

La solucién general de la ecuacién (3.16) verificando que H(0) = 0 es de la forma

H(m) = sen(mb)E, EcC’, 1<m<M-1. (3.22)
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Por tanto se verifica la condicién de contorno (3.8) y la condicén (3.9) se satisface si

L(O)Gn)E=0, n>0, (3.23)
donde {G(n)} es una solucién de (3.17) y L(#) es la matriz definida por

L(6) = Bsen(M6) + MC [sen(M6) —sen ((M —1)0)] . (3.24)

Para resolver (3.17) consideramos la ecuacién matricial algebraica

W2 - Q2+ pA)W +T=0, WeC>. (3.25)
Suponiendo que
A tiene todos los valores propios positivos, (3.26)
tomando )
r < = min {a_% ;a€ O'(A)} , (3.27)
p(A)
y utilizando que p = —4r? sen? (g), se sigue que las matrices

: (3.28)
A A\?
wh=1+22 1+ 22) g
2 2 )
son soluciones de (3.25) tales que
pA\?
Wo—-Wy =2 (I + 2> -1 es invertible, (3.29)

i.e., Wy y Wi forman un sistema fundamental de soluciones de (3.25).
En efecto, por el teorema de la aplicacion espectral, véase el teorema 1.6, se tiene

U(WO—W1)2{2 (1+%)2—1 , aGU(A)} (3.30)

2 2.2
<1+p—2a) —1:%+pa:pa<1+@>#0, (3.31)
ya que se verifican las condiciones (3.26) y (3.27).
Por (3.29), véasen [18], [22], la solucién general de (3.17) viene dada por

G(n) =WrP+W'Q  P,QeC™. (3.32)
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Por las propiedades del calculo funcional matricial las matrices Wy y Wi son polinomios
en la matriz A de grado p — 1, véase el teorema 1.10, donde

p es el grado del polinomio minimal de A. (3.33)

Por tanto, la condicién (3.23) es equivalente a la condicién

L(O)A'(P,Q) =0, 0<j<p, P,QeC" (3.34)

Por tanto, el problema de valores frontera (3.7)—(3.9) admite soluciones no triviales de la
forma (3.13) si existen vectores P, ) no nulos simultaneamente, verificando (3.34). Una
condicidén suficiente para tener soluciones no nulas P y Q) es que la matriz

L(0) sea singular. (3.35)

Obsérvese que si 6, = % para 1 < ¢ < M — 1, entonces sen(M6) = 0 y se obtiene que
en este caso la matriz L(6;) = MC(—1)’sen (%) es invertible ya que se verifica (3.6) y
sen(%) # 0. Por tanto los valores de 6 para los cuales se verifica (3.35) deben satisfacer
que el sen(M0) # 0 y podemos escribir (3.35) de la forma

M [sen(M0) — sen((M — 1)0)]

¢ * sen(M6)

I es singular . (3.36)

Asumamos que
Existe p € o(—C 'B)NR. (3.37)
La condicién (3.36) se cumple si existen 6 para la ecuacién escalar
M [sen(M8O) — sen (M — 1)0)]
sen(M6)

= (3.38)

La ecuacién (3.38) es equivalente a

cosf — (1 — ﬁ)

cot(MO) = p—

(3.39)

Por el apartado 2.1.3 del capitulo 2.1 sabemos que

e Si p < 0, existe una solucién 6, de la ecuacién (3.39) en J; = }w—l)” E“[

> 3 | para

1 <¢ <M —1,de forma que la matriz L(6y) es singular.
e Si p =0, entonces B es singular y la ecuacion (3.38) es equivalente a la ecuacién
sen(M6) =sen (M —1)0) ,

cuyas soluciones son 6, = (gf\;i)fr, paral </ < M — 1.

e Si u > 0, existe una solucién 6, de la ecuacién (3.39) en J, = }(Z;\/})”, %[ para

2 <{< M —1, de forma que la matriz L(6;) es singular. Por tanto en este caso sélo
podemos garantizar analiticamente la existencia de M — 2 soluciones de la ecuacién
(3.39).
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Definiendo la matriz

C-1L(6)

sen(M0)

obtenemos entonces que la condicién (3.34) es equivalente a

G(u) = =C'B+ul, (3.40)

GuAI(P,Q)=0 0<j<p. (3.41)

Si definimos la matriz por bloques é(,u) como

G(p)
N G(p)A
G =| GwA || (3.42)
| G(p) AP~ |
entonces (3.41) puede escribirse de la forma
G(n)(P,Q) =0. (3.43)

Por el teorema de Mitra, véase el teorema 1.1, el sistema algebraico (3.43) admite soluciones

no nulas (P, Q) si rango (é (u)) < s,y en este caso el conjunto solucién de (3.43) se expresa
por

(P,Q) = (I-G(w)'G(w) (P, Qo) PyQoeC.

Resumiendo, bajo las hipétesis (3.6) y (3.37), si 6, son las soluciones de (3.39) y G(u) la
matriz definida por (3.42), el conjunto de soluciones no triviales del problema de contorno
(3.7)—(3.9) viene dado por

U(m,n) = (Wg P, + W'Q,) sen(mby)
1<m<M-1,n>0

Wy = I — 2Ar? sen? (%") + \/(I — 2Ar? sen? (%))2 — 171
, (3.44)

Wy = I — 2Ar? sen? (%2) — \/<I — 2Ar2 sen? (%))2 —

(P,Q) = (1-Gw'Gw) (P.Q), PQeC

donde 1 <A< M—-1siu<0y2<l<M-—1sipu>0.

Supongamos ahora que el pardmetro real introducido en la ecuacién (3.15) toma el valor
p = 0. En este caso la ecuacién caracteristica (3.20) toma la forma:

22 —2241=(2—1)2=0,
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y el conjunto de soluciones de la ecuacién vectorial (3.16) viene dado por:
H(m)=1"¢+ml1"d=c¢+md, ¢deC’ 1<m<M—1. (3.45)

Teniendo en cuenta que es necesario que H(0) = 0, para no tener soluciones triviales del
problema de frontera discreto (3.7)—(3.9), se obtiene

H(m)=md, deC° 1<m<DM. (3.46)

Por otro lado, puesto que p = 0, la ecuacién matricial (3.17) toma la forma:

Gn+1)—2G(n)+Gn—-1)=0, n>0, G(n)eC™>. (3.47)
Por tanto una solucién para la ecuacion (3.47) viene dada por
G(n) =I"D+nI"F =D +nF, D,FeC” n>0. (3.48)

Si sustituimos (3.46) y (3.48) en la condicién de contorno (3.9) llegamos a la siguiente
expresion:
BG(n)H(M)+ MC[G(n)H(M) - G(n)H(M —1)] =0,
0 equivalentemente
(B+C)(f)+nﬁ)c7:o, B,C,D,F eC™*, deC". (3.49)
Utilizando que C' es invertible podemos expresar (3.49) de la forma
(C'B+1)(c+nd) =0, ¢decC’n>0. (3.50)
En vista de (3.50), el problema de contorno discreto (3.7)-(3.9) admitird soluciones no
triviales de la forma (3.13) si existen vectores ¢, d, no nulos simultdneamente verificando
(C'B+1)(c,d)=0 ¢,deCs. (3.51)

Una condicién suficiente para que se verifique (3.51) es que la matriz G(1) = C~'B + I sea
singular, o equivalentemente

Exista p=1€ 0 (—-C'B). (3.52)
Bajo la hipétesis (3.52), la ecuacién
G(1)(¢,d)=0, ¢, deC®, (3.53)

tiene soluciones ¢ y d no nulas si y sélo si rango (G(1)) < s, y bajo esta condicién por el
teorema de Mitra, véase el teorema 1.1, el conjunto solucién de (3.53) viene dado por

(e.d) = (1= G)'G()) (co,do) ,  co,do € T
Por tanto, para u = 1 obtenemos la solucién no trivial del problema de contorno (3.7)—(3.9):
Um,n)=m(c+nd), 1<m<M-1,n>0

(3.54)
(C, d) = (I — G(l)TG(l)) (Co,do) , co,dg € C° ~ {0}

Resumiendo, hemos demostrado el siguiente resultado.



92 Capitulo 3. Sistemas hiperbdlicos

TEOREMA 3.1 Consideremos el problema de frontera (3.7)—(3.9) y asumamos la con-
dicidn (3.6). Sea . un nimero real verificando (3.37). Sean G(n) y G (1) las matrices en
C**# definidas por (3.40) y (3.42) respectivamente. Sea M > 0; r:% verificando la condi-
cion (3.27) y p el grado del polinomio minimal de la matriz A.

(i) Si p € R, existen valores 6 € )0, 7| tales que la matriz L(0) definida por (3.24) es
singular. Bagjo la hipdtesis (3.35) el problema de contorno (3.7)-(3.9) tiene soluciones

no triviales de la forma (3.18) si rango (é(,u)) < s.

(i) Si C es singular, se toma el valor propio p = 0 entonces 0y = (221\2111) mparal <<

M —1 son soluciones de (3.39). Si rango (é(O)) < s entonces {Uy(m, n)}é‘i{l dadas
por (3.44) define M — 1 soluciones no triviales del problema de contorno (3.7)-(3.9).

(i11) Si pp < 0, entonces para 1 < £ < M — 1 ezxiste una solucion 6; de la ecuacion

(3.39) en J; = } (Z;\})”, % { para la cual la matriz L(6;) es singular. Bajo la hipdtesis

rango (é(u)) < s, la sucesion {Uy(m,n)}22 1" dada por (3.44) define M—1 soluciones
no triviales del problema de contorno (3.7)-(3.9).

(iv) Si p = 1, entonces para 2 < £ < M — 1 existe una solucion 0y de la ecuacion

(3.39) en Jy = ] (ﬁ/})ﬁ, % { para la cual la matriz L(0y) es singular. Bajo las hipdtesis
rango (é(l)) < s y rango(G(1)) < s, ewisten dos conjuntos de soluciones no

triviales del problema de contorno (3.7)-(3.9) dadas por (3.44) y (3.54).

(v) Si p € 10,400[~ {1}, entonces para 2 < ¢ < M — 1 existe una solucion 6, de la

ecuacion (3.39) en Jy = } (Z_MI)W, %[ para la cual la matriz L(6;) es singular. Bajo la

hipdtesis rango (é(,u)) < s, la sucesion {Uy(m, n)}é‘igl dada por (3.44) define M —2

soluciones no triviales del problema de contorno (3.7)-(3.9).

3.4. El problema mixto discreto

En este apartado construiremos una solucién exacta del problema mixto (3.7)—(3.11). Asu-
miremos las hipdtesis y la notacién del apartado 3.3.

Por el apartado 2.1.5 del capitulo 2.1 sabemos que las condiciones de contorno (3.8)—(3.9)
y las hipétesis (3.6) y (3.37) nos conducen al siguiente problema de Sturm-Liouville escalar
discreto

2
M " . (3.55)

Ademas en el apartado 2.1.5, vimos que el problema (3.55) tiene exactamente M — 1 valores

propios reales dados por {;—é’f}é\i;l , donde p; = —4r? sen? (%) y 0 verifica (3.39). Para
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cada valor propio —£¢ existe una funcién propia {hs(m)} = {sen(m@,)}. Estas funciones
propias son ortogonales con respecto a la funcién peso 1, véase el apartado 1.2.

Notemos que se ha considerado el problema de Sturm-Liouville discreto escalar (3.55) a
fin de identificar los vectores Py, Qy y ¢,d que aparecen en las soluciones (3.44) y (3.54)
respectivamente.

CASO 1.| u=0 | (B singular)

201
2M—1
de las soluciones del problema de contorno (3.7)—(3.9) obtenidas en el teorema 3.1-(ii), se
sigue que la sucesion vectorial

Supongamos que rango (é(())) < s,0, = ( >7r, 1 < ¢ < M — 1. Por superposicién

M-1
U(m,n) =Y (W§'Pr+ W{'Qg)sen(mby) , 1<m<M-1,n>0, (3.56)
(=1
es una solucién del problema de contorno (3.7)—(3.9), donde los vectores P, y Q¢ estdn en
Nuc G(u) y deben ser elegidos de forma que se satisfagan las condiciones (3.10) y (3.11).

Imponiendo las condiciones iniciales (3.10) y (3.11) a la sucesién vectorial U(m,n) definida
por (3.56) se sigue que

M-—1
fm)= > (Pr+ Q) sen(mby) , (3.57)
/=1
M-—1
kv(m) + f(m) = Y {WoP; + W1Qq} sen (mb) . (3.58)
/=1

Por la teoria de las series de Fourier discretas, véase el apartado 1.2, trabajando componente
a componente en (3.57) y (3.58) se sigue que

M-—1
> sen(vly) f(v)
P+ Q== , (3.59)

M—1
> sen? (vy)
v=1

M-1
 {Bv@) + F(v)} sen(v0y)

WoPr +WiQ = = (3.60)
> sen? (vy)
v=1
Premultiplicando (3.59) por Wy y restando (3.60) obtenemos
M—1
> {(Wo = 1) f(v) — ko(v)} sen(vby)
(Wo — W) Qr = 2= (3.61)

M—1
> sen? (vby)
v=1
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Premultiplicando (3.59) por (—=W;) y sumando (3.60) se sigue que
M-1
2.
(Wo — W) Py = 2=

{kv(v) — (W1 —=1I) f(v)} sen(vby)
(3.62)

M—1
> sen? (vby)

v=1
Puesto que Wy — W7 es invertible, de (3.61)—(3.62) obtenemos

(Wo— W) 1S (kow) — (Wi — 1) ()} sen(uf)

PE = v=1 M—1 9 (363)
> sen? (vy)
v=1

(Wo W)™V 'S {(Wo — 1) £(v) — ko()} sen(vty)
Qi = e . (3.64)

M
> sen? (v;)

v=1

Ya que por (3.28), (3.29) las matrices Wy, W1 y (Wy — W1) ™! son polinomios en la matriz
A de grado p — 1 (véase el teorema 1.10), por (3.42), (3.63), (3.64) los vectores Py y Q¢
satisfacen (3.43) si

{f(m),v(m), 1<m< M —1} C NucG(0), (3.65)

Nuc G(0) es un subespacio invariante por la matriz A, (3.66)

véase la definicion 1.2. La condicién (3.66) se puede expresar de la forma

G(0)A (1 - G(O)TG(O)) —0, (3.67)

véase la observacion 1.3.
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Por tanto, bajo las hipétesis (3.65) y (3.67), la expresién

M—1
U(m,n) = >, (W§P,+ WQ)sen (mby) ,
/=1

(Wo — Wy)~! Mg {ko(v) — (Wi — 1) f()} sen(v0y)

Py = )
2, s (vle) , (3.68)
M
(Wo —W1)™! Z {Wo = 1) f(v) — kv(v)} sen(v6y)
Qe = =1 ,

A

1<m<M-1, n>0

< M-1

donde Wy y Wi estan definidas en (3.44), es una solucién del problema mixto discreto
(3.7)—(3.11).

CASO 2.| <0

Sea p € o(—C~'B) y supongamos que rango (é(u)) < s donde {Qg}é\izl vienen dadas por

el teorema 3.1-(iii). Bajo las hipétesis

{f(m),v(m), 1<m< M —1} C NucG(n), (3.69)
y
Nuc G(u) es subespacio invariante por la matriz A, (3.70)
0 equivalentemente
G A (T - G(w)'G(w) =0, (3.71)

se obtiene que la expresion
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M—1
Ulm,n) = >, (W§P,+ WQy)sen (mby) ,
/=1

(Wo— W)™V 'S (ko) — (W1 — 1) f(v)} sen(vy)
PE - v=1 5
M-1
2::1 sen? (v6y) , (3.72)

(Wo —Wh)~ Mz {(Wo — 1) f(v) — ko(v)} sen(vf)y)
Qv = =1 ,

M—1
Z sen? (v6y)

1<m<M-1, n>0, 1<l<M-1

donde Wy y Wi estdn definidas en (3.44), es una solucién del problema mixto discreto
(3.7)—(3.11).

CASO 3.| p=1

Supongamos que rango <C~¥(1)> < s,y rango (G(1)) < s. Por superposicién de las soluciones

del problema de contorno (3.7)—(3.9) obtenidas en el teorema 3.1-(iv), se sigue que la
sucesion vectorial

U(m, n):AZ;l(W(?Pg + W'Qy) sen (mby) +m (c +nd) , (3.73)
(P, Q) € NucG(1), (¢,d) € NueG(1)

1<m<M-1, n>0, 2<(<M-1

es una solucién del problema de contorno (3.7)—(3.9). Imponiendo las condiciones iniciales
(3.10) y (3.11) a la solucién (3.73) obtenemos que los vectores (FPp, Q) v (c,d) deben
verificar

-1

F(m) =" (P + Q) sen (mby) + me, (3.74)
(=2
M—1
kv(m) + f(m) = (Wo Py + W1Qy) sen (mby) +m(c+d) . (3.75)

~
U

2

En el apartado 2.1.5, se probd que las funciones propias del problema escalar discreto de
Sturm-Liouville (3.55):
h¢(m) = {sen (mby)},_ M !



Capitulo 3. Sistemas hiperbdlicos 97

: : pe\ M—1 2 (6, \\ M1
asociadas a los valores propios {_72 1y = ydsen® (3 ,y
- (=2

hi(m) =m

asociada al valor propio 0, son ortogonales respecto a la funcién peso 1. Por tanto en vista
de (3.74) y razonando como en el apartado 2.1.5 obtenemos

M-—1
> sen(vly) f(v)
P+ Qo= "5 : (3.76)
sen? (1)

v=1

1 M-1
= — - vi(v). (3.77)
N O

De la misma forma, de (3.75) se obtiene

M-1
> {kv(v) + f(v)} sen(vby)

WoPy + WiQe = “=———— : (3.78)

> sen? (vy)
v=1

Y 1 M-1
c+d= (M — M) Zl vi{kv(v)+ f(v)} . (3.79)
3 2 6) v

Razonando andlogamente al Caso 1 de este apartado, de (3.76) y (3.78) obtenemos los
vectores { P, Qg}é\igl definidos en (3.63) y (3.64) respectivamente. Sustituyendo (3.77) en
(3.79) obtenemos

M—1

d= ( K Z vo(v). (3.80)

M3 M?2 M
A

3 2 v=1

Ademds como se tiene que verificar que (P, Q¢) € NucG(1) y (c,d) € NucG(1), en vista
de (3.63), (3.64), (3.77) y (3.80) sera suficiente exigir las condiciones (3.69) y (3.71).

CASO 4.| p€]0,4o00[, p#1

En este caso razonado analogamente al Caso 4 del apartado 2.1.5 obtenemos, bajo las con-
diciones rango (é(l)) < s, (3.69) y (3.71), las M — 1 soluciones dadas por (3.72).
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Resumiendo, hemos demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 3.2 Bajo las hipdtesis (3.69) y (3.71) junto con el teorema 3.1, se obtiene:

(i) Sip € R~ {1}, la sucesion vectorial {U(m,n)} definida por (3.72) es una solucion
exacta del problema mizto (3.7)-(3.11), donde para el caso p = 0 se tiene 6, =

(Fh)m1<sesm-1.

(ii) Si u =1, la sucesion vectorial {U(m,n)} definida por (3.73), (3.63), (3.64), (3.77)
y (3.80) es una solucion exacta del problema mixto (3.7)-(3.11).

3.5. Consistencia y estabilidad de las soluciones

Veamos que el esquema en diferencias (3.7) es consistente respecto a la ecuacién (3.1) en
el sentido de la definicion 1.13. Denotemos:

Alu] = uy(z,t) — Augy(z,t) | (3.81)

Apu] = u(mh, (n + 1)k) — u(mh,nk) + u(mh, (n — 1)k)

’ k2 (3.82)
4 [u((m+ 1)h,nk) — 2u(mh,nk) + u ((m — 1)h, nk)]

h2

Sea ¢(x,t) una funcién suficientemente derivable y sea ®(m,n) = ¢(mh, nk). Considerando
el desarrollo de Taylor de ® alrededor del punto (m,n) para: (m,n + 1), (m,n — 1) con
respecto a la variable ¢ y para los puntos: (m+1,n) y (m — 1,n) con respecto a la variable
T, se sigue que:

®(m, n+1)=®(m, n) +kPm, n)+5 & (m, n)+ £ ®m, n) +O(k*)

®(m, n—1)=®(m,n) —k®{m, n)+5 ®(m,n)— E ®ym,n)+O(k*)

(3.83)
B(m+1,n)=®(m,n)+h®(m,n)+ 2 &, (m,n)+ 20, (m, n) + O (h?)
®(m—1,n)=®(m,n) —h®(m,n)+ 5 &, (m,n) — B ®,,.(m,n)+O(h*)]
Sustituyendo (3.83) en Ay ;[¢], dada por (3.82), obtenemos:
Appld] = @ulm,n) — ADy(m,n) + O(k*) + O(h?). (3.84)

Teniendo en cuenta la expresién de A[¢|, dada por (3.81), y la expresion (3.84) se obtiene:
[A[g] — Apnldll < O(K*) + O(h*) — 0, cuando k,h — 0. (3.85)

Por tanto, el esquema en diferencias (3.7) es consistente con la ecuacién (3.1).
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Ahora estudiaremos la estabilidad de las soluciones discretas construidas en el teorema 3.2.
Por el teorema de la aplicacion espectral, véase el teorema 1.6, el espectro de las matrices
Wy y Wi definidas en (3.44) viene dado por

2

o (Wo) = { 1 — 2ar? sen? <62£> + \/(1 — 2ar? sen? (?)) —1:a€0(A)y,,
2

o (W) = { 1 — 2ar?sen? (?) — \/(1 — 2ar? sen? (ZZ)) —1:a€0(A)

No podemos garantizar la estabilidad en el sentido de la defincion 1.1/, es decir, no podemos
exigir que las matrices Wy y W7 sean convergentes, véase el lema 1.1, i.e. no podemos exigir
que:

p(Wo) , p(W1) <1,

0 equivalentemente

0 00\ \>
1 — 2ar? sen? (;) + \/<1 — 2ar? sen? (;)) —-1]<1,

2
1 — 2ar? sen? <9z> + \/(1 — 2ar? sen? <9£>> -1
2 2
2
|1 — 2ar? sen?® (0;) — \/(1 — 2ar? sen? <02€>> —1|=1.

Por tanto analizaremos la estabilidad de las soluciones construidas en el teorema 3.2 en el
sentido de la definicion 1.15. Esto significa que dado un punto del mallado (X,T") donde
X = 37 = mho, hg = ﬁ fijo, y T' = Jk finito, estamos interesados en el comportamiento
de las soluciones {U(m,n)} cuando k — 0, i.e., cuando n crece, dependiendo del valor de
k, hasta tomar el valor J necesario para alcanzar el tiempo 7. Por (3.26) y por la forma
de las matrices Wy y W1 definidas en (3.44) se sigue

ya que

[Woll < 1406 [Wo — 1]l = O(r):|[(Wo —w)™"|| = 0,

(3.86)
Wil <1+ 0(r); [Wi—I|=0(r); r—0
Puesto que hg = ﬁ esta fijado y r = %, la expresién (3.86) significa
[Woll < 14+ 0(); [Wo— 11| = O(k); ||(Wo = W)~ || = Ok,
(3.87)

Wil <14 O(k); [Wi—1[| =O(k); k—0
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Por (3.63), (3.64) y (3.87) se sigue que

[Pell = O(1), Q] =0O(1), k—0. (3.88)

Por (3.88) se obtiene que {U(m,n)} permanece acotada cuando n crece, si los nimeros

W, IW{|| permanecen acotados cuando n — oo
siendo 0 < n < J, T = Jkfinito

En efecto, ya que se tiene [|[Wy|| < 1+ O(k) podemos tomar |[Wp|| < 1+ kS, para alguna
constante positiva .S, y entonces para 0 < n < J obtenemos

IWg'l < [Woll™ < (1+O(k)" < (14 O(k))”
< 7O < el =9 = 0(1). (3.89)

Lo mismo ocurre para ||[IW]*||. Por tanto, por (3.88)—(3.89), las soluciones definidas en (3.72)
para i € R ~ {1} son estables, i.e.,

[U(m,n)||=0(1), 1<m<M-—1,hy=4; fijo }

n — oo, siendo 0 < n < .J, T = Jk finito (3.90)

Por otro lado para el caso u = 1 también tenemos que la solucién {U(m,n)} definida
por (3.73), (3.63), (3.64), (3.77) y (3.80) es estable. En efecto, en vista de la definicién de
estabilidad, en el sentido de la definicion 1.15, tenemos

|lm(c+ nd)|| < kym, para alguna constante positiva k1, 1<m < M, (3.91)
puesto que se considera 7' = Jk finito con 0 < n < J, y los vectores (¢, d) verifican
lell =0(1), [ld| = O(k), k— 0.
Ademads como se fija el paso espacial hg = ﬁ y 1 <m < M, de (3.91) podemos concluir
que
|lm(c+nd)]| =0(1), k— 0. (3.92)

Resumiendo, hemos demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 3.3 Bajo las hipdtesis del teorema 3.2, tomando los vectores f(m) y v(m)
acotados, y la matriz A y el pardmetro r > 0 verificando (3.26) y (3.27) respectivamente
se tiene:

(i) Sip € R~ {1}, la sucesion vectorial {U(m,n)} definida por (3.72) es una solucion
estable del problema mixto (3.7)-(3.11), en el sentido de (3.90).

(ii) Si p =1, la sucesion vectorial {U(m,n)} definida por (3.73), (3.63), (3.64), (3.77)
y (3.80) es una solucion estable del problema mixto (3.7)—(3.11), en el sentido de
(3.90)—(3.92).
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3.6. El método de las proyecciones

En este apartado abordaremos la construccién de soluciones del problema mixto discreto
(3.7)—(3.9) para funciones f(m) y v(m) satisfaciendo condiciones mds generales que las
exigidas en el apartado 3.4. Supongamos que existen

{u1,..., g} Co (-C'B)NR, (3.93)
donde 1 # py, para 1 < j,k < g, j # k. Introducimos la matriz G (p;) en C***

Gp)=C'B4ul, 1<j<q. (3.94)

Como los polinomios « — p; son mituamente coprimos (primos 2 a 2), véase la defini-
cion 1.11, entonces por el teorema de descomposicion, véase el teorema 1.9, si L(z) es el
polinomio

L(z) = (x = py) (x — ) (= p2) -+ (@ = pj—1) (& = 1) -+ (2 = p1g) (3.95)
entonces
S =NuclL (—C_IB) =NucG (1) ® NucG (p2) @ - - @ Nuc G (pq) - (3.96)

Consideramos la sucesion de polinomios coprimos de grado g — 1 definidos por
q
Qi)= [ @—m), 1<i<q. (3.97)

Entonces por el teorema de Bezout, véase el teorema 1.8, tomando los escalares a; de la

forma
-1
q
=< ] (—m) ,  1<j<gq,
k=1,k#j
obtenemos
q
1=Q(x) =) a;Q;(x). (3.98)
=1

Considerando el polinomio

T(py) = G (pa) -+ G (j—1) G (1) - - G (nq) (3.99)

y aplicando el célculo funcional matricial sobre la matriz —C !B, de (3.94), (3.95), (3.98)
y (3.99) se sigue que

I=(-1)1 i:ajT(uj) : (3.100)
j=1

Por tanto consideraremos las proyecciones de f(m) y v(m) sobre el subespacio Nuc G (1)
definidas por
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fi(m) = (=1)7" ;T () f(m)

L 1<j<q,0<m<M (3.101)
vj(m) = (=1)" ey T (pj)v(m)
donde por (3.100) y (3.101) se satisface
a q
fm)y=>"Ffi(m), wv(m)=> Bi(m), 0<m< M. (3.102)
j=1 Jj=1

Supongamos que f(m),v(m) €S, 0<m < M, ie.,

L(=C7'B) f(m)=L(-C7'B)v(m)=0, 0<m<M, (3.103)
o equivalentemente por (3.95), (3.101) y (3.103) que se cumple

{fj(m), vj(m), 1<j<gq, OSmSM} C Nuc G (uj) - (3.104)

Por tanto consideraremos ¢ problemas diferentes obtenidos al reemplazar las condiciones
iniciales (3.10)—(3.11) por:

~

U(m,0) = fj(m)

L 1<j<q, 0<m<M. 3.105
U(m,1) — U(m,0) _ =J =1 " (3.105)
k: = v;(m)

Sea (Pj), 1 < j < g, el problema definido por (3.7)-(3.9) y (3.105). Observar que por resul-

tados previos, el cambio de las condiciones iniciales en cada problema (P;) sélo modifica a
los vectores (P, Q¢) v (c,d) que aparecen en (3.63), (3.64), (3.77) y (3.80), porque ahora

~

los coeficientes de Fourier discretos involucran a las proyecciones < fj(m) ¢ y {v;(m)} en

lugar de a los vectores de las condiciones iniciales {f(m)} y {v(m)}. Notemos que para los
problemas (Pj), los coeficientes de Fourier toman la forma

sipj € R~ {1}, paral < ¢ < M — 1 se obtiene:

M=y o 7 () ]
L Wy =Wiy)™ ¥ {k5;(0) = (W = D) Ji(v) } sen(v6?)
P = Y )
sen? (v,
5 ()
! 7 = (4) |
o (Wog =Wy ™ 5 {(Wo = 1) i) k(o) fsen(oey”)
Q) = T A
> sen? (1/9?)
v=1 _

(3.106)
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osipuj =1, para 2 < ¢ < M — 1 se obtiene:

M-1 T

5 Mg =Wiy)™ 5 {k9;00) = Wi = D Ji(v) } sen(v6)
P = v )
sen? (v,
ygl ( ¢ )
A - ()
o Wos=wWip™ 5 {(Woy =D F0) — k) fsen0?) |
Q= v &)
sen? (v0,’
Vgl < ¢ )
0 N ) e s
N o= RSN oy PR

(3.107)

donde el superindice (j) y Wy, W1 ; denota que se estd trabajando con el valor propio
j. Denotando Uj(m,n) a la solucién del problema mixto discreto (3.7)—(3.9) y (3.105)
asociado al valor propio pu;, 1 < j < g, se obtiene que por construccién de las proyecciones
la solucién del problema mixto discreto original (3.7)—(3.11) es de la forma:

U(m,n) = Z Uj(m,n).

7=1
Resumiendo, hemos demostrado el siguiente resultado.
TEOREMA 3.4 Con la notacion del teorema 3.1, sean p1, ..., jiq valores propios reales

y distintos de la matriz —C ' B. Sean G(u;j) y T (uj) matrices en C*** definidas por (3.94)
y (3.99). Sea G(u;) la matriz en CP*** definida por

G(p;j)
~ G(p)A
G (uy) = : , (3.108)
G(py)AP~1
siendo p el grado del polinomio minimal de A. Supongamos que las proyecciones ]?J(m) Y
vj(m), definidas en (3.101), verifican (3.104); que la matriz A satisface la condicion (3.26)
y ademds
G (i) A(I-G ) Gy)) =0, 1<j<q, (3.109)
y que el pardmetro r satisface (3.27).

(1) Sip; € R~ {1}, se tiene que Héj) e Jy= } (z;\/})”, %[, 1<¢< M -1, denotan las
M — 1 soluciones de la ecuacion

cos (Géj)) — (1 — “')
sen <9éj)

S

cot (M@,Ej)) - 1<l0<M-1, (3.110)
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20 -1
2M -1

donde 9§j) = (

S.

> m st i = 0. Para este caso asumiremos que rango (é (Nj)) <

(i1) Sipj =1, se tiene que Héj) e Jy= ] (Z;\})” Mﬂ[ 2< /¢ < M-—1, denotan las M — 2
soluciones de la ecuacion

DY _ (1 _
cot (Megj)) _ <9/ ><9(]~()1> ) 2<0<M-—1, (3.111)
Sen 1}

Para este caso asumiremos que rango <G(1)) < s yrango (G(1)) < s.

Entonces bajo todas las hipdtesis consideradas anteriormente se obtiene que
q
U(m,n)=>» Ui(m,n), 1<m<M-1,n>0, (3.112)
j=1

es una solucién convergente (por ser consistente y estable) a la solucion del problema mixto
continuo (3.1)—(3.5), donde

sipj € R~ {1}:
M-1 ‘
Uj(m,n) Z {WOJ pY )+W1]Qe }sen (m@éj)> )

(=1
1<m<M-1, n>0

) D\ 2
Wo,j = I — 2Ar? sen? <6132J )+\/<I—2Ar2sen2 (93] >> iy

() @\ 2
Wi;=1- 2Ar? sen? (052) — \/<I — 2Ar? sen? (022 )> i

p@ oM definid 106):
y{ s Qy } o0s vectores definidos en (3.106);

siendo

(3.113)

0 sip;=1:

S 1{W0j ])+leQe }sen(m&éj)>+m(c(j)+nd(j)),
- 1<m<M-1, n>0

M-1
siendo {W&j ,W{fj} las matrices definidas en (8.118) para2 < { < M—1,y { ’Qe }

Yy (c(j),d(j)) los vectores definidos en (3.107).

(=2
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3.7. Ejemplos

EJEMPLO 3.1 Consideremos el problema (3.1)-(3.5) con los datos

2 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1
A=1]1 1 0 |,B= 1 1 -2 |,C=|1 -1 0|,
1 -1 2 1 0 -1 1 0 -1

f(m) = (f(m), f2(m), fs(m))", v(m) = (vi(m), va(m), vs(m))" € C,
h=4,1<m<M-1.

La matriz C es invertible y —C~!'B viene dada por

1 0 O
—C'B=|2 1 -2
2 0 -1
En este caso tenemos o (—C'B) = {—1,1}. Denotamos p11 = —1, yp = 1. Veamos prime-

ramente si se verifican las siguientes condiciones
rango (CNTY (Nj)) <3, 1<j<2, y rango(G(1)) <3.

Puesto que el grado del polinomio minimal de A es p = 3 las matrices G (nj), 1 <5 <2
toman la forma

_ G (j)
Guj)=| Gu)A |, 1<j<2,
G () A?
siendo
-2 0 0 00 0
G(u)=C'B-—I=|-2 -2 2| G1)=C'B+I=| -2 0 2
-2 00 -2 0 2

Unicamente podemos trabajar con el valor propio pus = 1, ya que para el valor propio
i1 = —1 se verifica que rango (G (,u1)> = 3. Estamos en el caso (i) del teorema 3.5. Para

o = 1 se satisface que el NucG(1) es subespacio invariante por la matriz A, es decir:
G(1)A (1 - G(1)TG(1)) —0,

siendo

1 1
0 -5 —3
Gf={o o o],

[a)
o=
ool—
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y ademés o(A) = {1, 2}, i.e., todos los valores propios de A son positivos.
Por otro lado, para que los vectores {f(m)} y {v(m)} satisfagan

{f(m), v(m), 1<m<M-—1} C NucG(1),
debemos exigir que sean de la forma

f(m) = (fu(m), fa(m), fr(m))" . v(m) = (vi(m), va(m), v1(m))" .

Entonces tomando 0 < r < \/% = %, por (i) del teorema 3.3 la solucién numeérica estable
P

del problema viene dada por

M-1
U(m,n)= Z(W(?Pg + WiQy) sen (mby) + m (c+nd) ,
(=2

donde los vectores {P, Q¢}2’5" v (¢, d) estén definidos en (3.63)—(3.64), (3.77) y (3.80)

respectivamente.

EJEMPLO 3.2 Consideremos el problema (3.1)-(3.5) con los datos

30 3 -1 3 2 -3 1 -1
A=|-24 1 -4 |,B=| -2 1 1| C= 12 3],
6 0 2 0411 01 2
f(m ) ( 1(m), fa(m )f3( )T, v(m) = (vi(m), va(m), vs(m))" € C?,
h= 1<m< M-
La matriz C es invertible y —C~!B viene dada por
0 o
~-C'B= 1 -3 -3
oo
En este caso tenemosa(—C’ 1B) —{ 2,6,3} Denotamos p; = %, U = %, U3 = %

Veamos primeramente si se verifican las siguientes condiciones:

rango(é(uj)) <3, 1<j5<3,

Puesto que el grado del polinomio minimal de A es p = 2 las matrices G (115), 1 < j <3
toman la forma

é(uj)—[ & (1) ] 1<j<3,

siendo
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2 1
-3 0 0 0 0 0 5 00
Gp)=|-1 0 3 Gu)=| -1 5 3 [\Gu)=| -1 2 3
1 5 1 1 1
7 0 =% 3 0 -5 z 00
Unicamente podemos trabajar con los valores propios pu; = —%, V o = %, ya que para el

valor propio u3z = % se verifica que rango (é (,u;;)) = 3. Estamos en el caso del teorema 3.4.

Para p; = —%, y fo = % se satisface que el NucG (y5), 1 < j < 2, es subespacio invariante
por la matriz A, es decir:

G(uj)A(I—G(uj)TG(uj)) =0, 1<j<2,

siendo

3 18 27
-5 0 0 0 = I

G () = 0 0 0|,Gu)=|0 1B & |
9 12 6 0 54 15

10 25 25 711

y ademés o(A) = {1,4}, i.e., todos los valores propios de A son positivos.

~ 2
Por otro lado, para que las proyecciones { fi (m)} Y {v;(m) }?:1 cumplan
J:
{Fim), 5(m), 1<m <M -1} NueG (), 1<5 <2,

debemos exigir que sean de la forma

A Ji(m) = (0, fra(m), 0)" }
Fam) = (3 faa(m), =4fas(m), foz(m))™ [

B1(m) = (0, v1,9(m), 0)" }
) T )

va(m) = (%1)273(m), —4vy 3(m), va 3(Mm )
donde se ha denotado a los vectores E(m) y U;j(m) de la siguiente forma

Fim) = (fia(m), fio(m), fi3(m)™ v T3(m) = (vj1(m), v;2(m),v;3(m))"

Entonces tomando 0 < r < %, por el teorema 3.4 la solucion numérica estable del problema
viene dada por

U(m,n):ZUj(m,n), 1<m<M-1,n>0,
j=1
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siendo
M-1 A ‘ .
Uj(m,n) = Z {ngj Pz(]) + Wi Q((ZJ)} sen (m@éj)) ,
=1

1<m<M-1, n>0
- : @ A ,
Wo; v Wi, las matrices definidas en (3.113), {PZ ,Qy }f ) los vectores definidos en

Ny M—1
(3.106) y {Qéj)}e ) las soluciones de la ecuacién (3.110).
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