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Introduccio

Defensa el teu dret a pensar, perqué fins i tot pensar de
manera errada és millor que no pensar.
HIPATIA D’ALEXANDRIA
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Matematica discreta

Per a I'autor d’aquest llibre resulta dificil explicar qué és la matematica
discreta. Aparentment es tracta d’'una nova disciplina matematica, sorgida
de les necessitats de la informatica, atés que forma part del curriculum
dels estudis d’Enginyeria Informatica i (segurament) només els estudiants
d’informatica han de cursar-la.

El terme discret s’empra en matematiques, més o menys, com un antonim
de continu; s’entén que alldo que no és continu (basicament, els conjunts
finits o numerables) és discret. L’analisi i gran part de la topologia centren
el seu interes en les matematiques d’allo continu i, en conseqiiéncia, les
matematiques discretes es farien carrec d’allo queé és discret. Com que
els mecanismes logics i les possibilitats fisiques d’emmagatzematge de la
informaci6 propis de la informatica tenen una natura basicament discreta,
resulta ben logic que aquesta materia s’haja introduit discretament en els
estudis d’aquesta enginyeria.

Tot i aixo0, si fem una ullada a 'index de qualsevol llibre o curs de ma-
tematica discreta ens trobarem, certament, amb capitols inequivocament
discrets, com ara els que s’hi dediquen a la combinatoria (I’art de comp-
tar), la teoria de grafs, I’algorismica o I’algebra de Boole,! pero, al costat
d’aquests temes ens trobem amb diverses quiestions (logica matematica,
teoria de conjunts, relacions i estructures algebriques, o la mateixa algebra
de Boole, entesa com una estructura matematica) que, evidentment, no es
poden qualificar de matematiques del continu, pero tampoc no encaixen en
la idea de les matematiques dels conjunts finits o numerables. Es clar que
no es poden classificar les matematiques en continues i discretes, sin6é que
hi ha forca ambits dins el mén de les matematiques que no hi caben. En
realitat, aquestes altres materies formen part del que s’entén per fonaments
de les matematiques i de I’algebra i, de fet, la teoria de conjunts i, si més no,
els principis basics de la logica matematica estan presents implicitament
en totes les matematiques.

Aixi, si atenem als continguts de les assignatures en els estudis d’Engi-
nyeria Informatica, probablement sera més adequat definir la matematica
discreta com la matematica especifica de les ciencies de la computacio.
Totes les enginyeries requereixen un corpus matematic generic, pero les
especificitats de cadascuna ens obliguen a aprofundir més en algunes

1Sj s’interpreta 1’algebra de Boole com l'aritmética del zero o u, fals o vertader, obert
o tancat, certament no hi ha cap matematica que siga més discreta que l’algebra de
Boole.
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qiiestions o, fins i tot, a estudiar-ne algunes que no soén necessaries en altres
contextos; en el cas de la informatica, aquestes matematiques especifiques
inclouen les técniques propiament discretes de la combinatoria i els grafs,
els fonaments teorics de la logica simbolica i la teoria de conjunts, que
inclou la formalitzaci6 algebrica de les estructures i les relacions binari-
es. En diversos aspectes, com ara la criptografia, es fa necessari un bon
coneixement de la teoria de nombres. Tot aix0 (i alguna cosa més) és el
que entenem per matematica discreta, si més no, en I’ambit d’'una materia
propia dels estudis d’informatica.

Sobre aquest llibre

Aquest és un llibre de text destinat als estudiants d’informatica (o de
matematiques, o d’alguna altra enginyeria) que cursen la matéria en un
quadrimestre del primer any. Els continguts, el grau de profunditat amb que
es tracten, 'ordenacié amb queé es presenten i —especialment— la manera
en que s’estructura el llibre son els que em semblen més adequats en aquest
context i s’ajusten bastant a la manera en que s’ha anat desenvolupant
la docéncia en I'assignatura de Matematica Discreta i Algebra a I’Escola
Teécnica Superior d’'Informatica Aplicada al llarg dels darrers anys; com que
aquests continguts i aquestes metodologies no sén gaire llunyanes de les
que es fan servir en altres centres universitaris, confiem que el nostre text
també hi podra ser d'utilitat.

L’hem dividit en sis capitols, que corresponen a les sis grans arees que
hi tractem. Pero, tenint en compte que es tracta d'un llibre de text, cada
capitol es divideix en diverses unitats tematiques (o llicons, si fem servir un
llenguatge més classic). Hem procurat que cada unitat continga I’explicacio
suficientment exhaustiva de la materia corresponent, en el llenguatge que
considerem adequat en aquest context,? i illustrar tots els conceptes i
gairebé totes les propietats amb els exemples pertinents. Al final de cada
unitat incloem una llista de problemes de classe, destinada a ser resolta en
una sessio d’aula, i una altra de problemes proposats que els estudiants
hauran de resoldre pel seu compte. Quasi sempre es tracta d’exercicis
senzills, orientats a confirmar que I'estudiant ha assolit els objectius de
la unitat; tot i aix0, en alguns casos aprofitem els exercicis proposats per
a introduir conceptes, téecniques o idees que no estan presents en el text.

2Fugint del formalisme, pero sense abandonar el rigor; amb rigor, pero sense veure'ns
obligats a justificar formalment sempre, i fins al darrer detall, tot allo que afirmem.
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En tot cas, el nombre d’exercicis és reduit, perque la intenci6 de ’'autor és
que tots els problemes de classe es resolguen durant el curs i que I'estudi-
ant resolga, o almenys intente resoldre, tots els problemes proposats. El
millor company d’aquest llibre és un bon llibre de problemes que propor-
cione molts més exercicis i —sobretot— que plantege alguns problemes
interessants; els meus favorits son el de Carmen Alegre, Ana Martinez i
Mari Carmen Pedraza,? i el de Joan Trias.?

Tot i estar dividit en sis capitols, el llibre s’estructura formalment sobre
la base de les unitats tematiques, que es numeren consecutivament des
de la 1 fins a la 23 (com que el capitol primer conté les unitats 1, 2, 31i 4,
el capitol segon comenca en la unitat 5), i la numeracio de tots els altres
elements (apartats, formules, figures...) és sempre relativa a la unitat actual
(per exemple, el punt 5.3.2 és el segon subapartat del tercer apartat de la
unitat tematica 5).

Aquest llibre és el fruit d'uns quants anys de docencia a la Universi-
tat Politecnica de Valéncia en collaboracié amb uns companys magnifics.
Si hi trobeu alguna cosa interessant, probablement Carmen Alegre, Pilar
Bravo, Ramon Esteban, Ana Martinez, Paco Monserrat, Mari Carmen Pe-
draza, Tatiana Pedraza, José Antonio Verdoy i Ricardo Zalaya en son els
responsables.

Valeéncia, marc¢ de 2009
Robert Fuster

Segona edicio

A banda de corregir les errades que he pogut trobar (i d’afegir-ne probable-
ment unes quantes meés), en aquesta segona versio del llibre, he introduit
diverses modificacions; la més important, un augment del capitol dedicat a
la teoria de grafs, per tal d’incloure-hi alguns temes que impartim actual-
ment a ’Escola Técnica Superior d’Enginyeria Informatica (basicament, els
algorismes de recorregut en grafs, de recerca de camins de cost minim i de
fluxos maxims en xarxes de transport). Tot i aix0, aquest és un tractament
introductori de la teoria de grafs, que no pot substituir una assignatura
especifica. Parallelament, he reordenat els capitols, precisament per tractar
els grafs més aviat.

A banda d’aixo0, he reescrit aci i alla alguns paragrafs que no em sembla-
ven del tot clars, he refet quasi tots els dibuixos i, aprofitant la inclusio

3Carmen Alegre Gil, Ana Martinez Pastor i M. Carmen Pedraza Aguilera: Problemas de
matemadtica discreta. Editorial UPV, Valéncia, 1997.
4Joan Trias Pair6: Matematica discreta. Problemes resolts. Edicions UPC, Barcelona, 2001.
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d’alguns de nous, he donat una forma més adequada als algorismes que
presente.

Per acabar, vull agrair als meus companys de la Universitat Politécnica els
suggeriments que m’han fet i els elogis tan amables al meu llibre, i afegir
un parell d’aclariments que em fa gracia fer constar.

La imatge de la portada és una illustracio de I’Ars Magna, de Ramon
Llull, antecedent logic de la Maquina de Turing i dels ordinadors; que Llull
pretenguera fer-la servir per justificar les seues tesis teologiques no li resta
cap merit.

L’altre aclariment fa referéncia a una casualitat curiosa: practicament
alhora que es va publicar aquest llibre, ' Amenabar estrena la seua pellicula
Agora. Puc assegurar que no en tenia ni idea, perd em plau compartir amb
ell 'admiraci6 per Hipatia, filosofa, matematica, dona valenta i victima de
la intolerancia.

I’Eliana, 6 de febrer de 2014
RF



Capitol primer

Introduccio a la logica
matematica

-I com saps que tu ets boig?

-Per comencar -digué el gat-, els gossos no son bojos.
D’acord?

-Aixo supose -concedi Alicia.

-Bé. Aleshores -continua el gat-, tu saps que els gossos
grunyen quan estan emprenyats, i menegen la cua quan

estan contents. Ara, jo gruny quan estic content, i

menege la cua quan estic emprenyat. En conseqtiéncia,
jo soc boig.

LEWIS CARROLL (ALICIA AL PAIS DE LES MERAVELLES)
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La finalitat primaria de la logica és la validacié d’'un determinat raonament,
és a dir, la discussi6é sobre si aquest raonament és o no correcte. Per
aixo, la logica és una eina basica de qualsevol area de la ciéncia, teorica o
experimental, basica o aplicada, de les ciéncies de la natura i de les ciéncies
humanes. No podem admetre com a cientific un discurs que no siga (si més
no) consistent des del punt de vista logic.

Tot i aix0, hi ha dues disciplines en les quals la logica té un paper central:
la filosofia i les matematiques. De fet, la logica és materia especifica tant
en els estudis de filosofia com en els de matematiques. Des del punt de
vista de les matematiques, els raonaments logics es poden formalitzar
amb un llenguatge simbolic i, en gran part, es poden reduir a operacions
algebriques, i per aixo mateix parlem de logica matematica.

Al llarg de la historia hi ha hagut diversos matematics que s’han esforcat
en la recerca d’aquesta algebritzacio de la 1ogica, pero ha estat cap a finals
del segle X1X i primeries del xx quan s’ha arribat a la formalitzacié que
coneixem ara. Aquest procés esta fortament lligat als origens i el desenvo-
lupament de la informatica: la logica proporciona les bases teoriques per a
dissenyar maquines capaces de reproduir (o almenys simular) els nostres
raonaments, pero també s’aplica en el disseny i ’avaluacio de programes,
en la intelligencia artificial i en molts altres camps.

En aquest capitol dedicarem dues unitats a la logica proposicional i una a
la logica de predicats. En la primera unitat estudiarem les proposicions, els
connectors i les taules de veritat, i en la segona unitat abordarem 1’objectiu
basic de la logica: la inferéncia (és a dir, I’estudi de la consistencia dels
raonaments) en el camp del calcul proposicional. En la tercera unitat intro-
duirem el calcul de predicats per tal d’aplicar els processos d’inferéncia en
algunes situacions on la logica de proposicions no pot arribar. Finalment,
incloem una petita unitat tematica dedicada a la demostracié en mate-
matiques, que és el mecanisme fonamental de validacié dels resultats en
aquest camp; 'incloem aci perque la validesa de les proves matematiques
es fonamenta en la inferéncia logica.
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Unitat tematica 1.

Proposicions, taules de veritat i connectors

1.1. Proposicions

Els elements basics de la logica son les proposicions.
DEFINICIO 1.1. (PROPOSICIO)

Una proposicio és una afirmacio de la qual es pot dir sense ambigiiitat
(i de forma excloent) que és certa o que és falsa.

Per exemple, les afirmacions

Jaume Roig fou un home
Isabel de Villena fou una dona

son proposicions certes. En canvi,
El gos és un amfibi
és una proposicio6 falsa.

1z Fixeu-vos bé en la definicié de proposicié: una afirmacioé que es pot
saber si és certa o falsa és una proposicié, aixi que, Avui plou o La
Terra és un satellit de la Lluna sén proposicions. Pero no ho és, per
exemple, Et sembla que anem al teatre? Perqué una pregunta no
afirma res. Ni algunes expressions com ara Aquest home és massa
gran per a la meua filla, perque no esta clar (és ambigu) el valor del
quantitatiu massa.

Tampoc no és una proposicio la frase Aquesta és una proposicio
falsa. (Per que?)

El nostre objectiu primer és algebritzar la 1ogica. Per aix0, representarem
les proposicions mitjancant lletres mintscules o majascules (p, q, 7 ..., P,
Q, R..), els assignarem un valor segons que siguen certes o falses, i tot
seguit introduirem simbols especials per a manipular les proposicions i les
relacions entre aquestes.

DEFINICIO 1.2. (VALOR LOGIC D’'UNA PROPOSICIO)
El valor logic d’una proposicio és 1 quan és certa i 0 si és falsa.

1.2. Connectors

Les proposicions es poden combinar entre si per fer-ne de noves mitjancant
els connectors logics. De seguida veurem quins son els queé es fan servir
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habitualment, pero els connectors basics son la negacio (no), la disjuncio (o)
ila conjuncio (i).
Vegem uns quants exemples de proposicions que fan servir aquests
connectors:
Jaume Roig fou un home i Isabel de Villena fou una dona
I’argo és un gas noble o I'any té 400 dies
L’argo és un gas noble i ’'any té 400 dies
Jaume Roig no fou un home
(Quines d’aquestes proposicions us semblen certes?)

Els connectors es representen amb simbols especials:

— representa la negacio6 logica. Aixi, si P és la proposicié Jaume Roig fou
un home, aleshores la proposicié Jaume Roig no fou un home es
representa d’aquesta manera: —P (que es llegeix «no P»).

v representa la disjunci6 logica. Si P és la proposicié L’arg6 és un gas
noble i Q la proposicié L’any té 400 dies, aleshores la proposicio
L’argo és un gas noble o 'any té 400 dies es representa com P v Q
(que es llegeix «P 0 Q»).

A representa la conjuncio6 logica. Si P és la proposicié L’argo és un gas
noble i Q la proposicié L’any té 400 dies, aleshores la proposicioé
L’argo és un gas noble i I'any té 400 dies es representa com P A Q
(que es llegeix «P i Q»).

Les proposicions més simples (que no inclouen connectors) s’anomenen
atoms o proposicions atomiques. Les compostes per altres proposicions
i connectors s’anomenen molécules o proposicions moleculars. Aquesta
classificacio es correspon, aproximadament, amb la distincié gramatical
entre oracions simples i compostes (on els connectors son, basicament, les
conjuncions i alguns signes de puntuacio).

De vegades, es representen les proposicions (atomiques o moleculars)
amb lletres majuscules (P, Q, R...) i es reserva I'us de les minuscules per al
cas en que es vol puntualitzar que una proposicié és atomica. Nosaltres,
pero, farem servir indistintament les majuscules o les mintiscules per a
representar qualsevol tipus de proposicio.

1.2.1. Els connectors més usuals

En logica matematica s’admeten diversos connectors. En aquest apartat
definirem els més habituals. Primer de tot, recordem els connectors basics
que ja hem introduit:
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La negacié «no» (simbolicament, —)

DEFINICIO 1.3.

Si P és una proposicio, llavors la negacio de P, —P (verbalment,
«no P») és una proposicio que és certa només quan la proposicio P
és falsa.

Aixi que si P és falsa, =P sera certaisi P és certa, —P sera falsa. En
electronica i informatica sol representar-se aquest connector amb el
seu nom en anglés: NOT.

El connector — és unari (és a dir, que connecta una sola proposicio).
La resta dels connectors que definirem tot seguit séon binaris, en el
sentit que a partir de dues proposicions en creen una de nova.

La conjuncid «i» (simbolicament, A)

DEFINICIO 1.4.

Si P iQ son dues proposicions, llavors P A Q (verbalment, «P i Q »)
és una proposicio que és certa només quan les dues proposicions
P iQ ho son.

De manera que si una de les dues proposicions P i Q és falsa, també
ho sera P A Q. Aquest connector es representa també com AND.

La disjuncio «o» (simbolicament, V)

DEFINICIO 1.5.
Si P i Q son dues proposicions, llavors P v Q (verbalment, «P o
Q») és una proposicio que és certa sempre que almenys una de les
proposicions P i Q ho és.

Aixo0 vol dir que P v Q és certa en tres casos: quan P és falsai Q
és certa; quan P és certai Q és falsa i també quan P i Q sén certes.
Aquest connector es representa també com OR.

Potser el llenguatge natural és ambigu en aquest punt i algunes perso-
nes poden interpretar que P v Q ha de ser certa només quan una de
les dues (pero no totes dues) proposicions P i Q és certa. En logica es
distingeix aquesta possibilitat mitjancant un altre connector logic:
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La disjuncio excloent «o ... 0 ..» (simbolicament, A)

DEFINICIO 1.6.
Si P i Q son dues proposicions, llavors P A\ Q (verbalment, «o
P o Q») és una proposicio que és certa quan una de les dues
proposicions P i Q ho és i 'altra, no. En qualsevol altre cas
aquesta afirmacio sera falsa.

Es a dir, perqué P A Q siga certa el que ha de passar és que P siga
certai Q falsa, o bé que P siga falsai Q certa. Quan P i Q sbn les
dues certes o les dues falses, llavors P A Q és falsa. Aquest connector
es representa també com XOR.

Aixi doncs, la proposicio
I’argo és un gas noble o la setmana té 7 dies

és certa (perque es tracta d'una disjuncio6 i les dues proposicions
atomiques que la componen son certes), pero

O I’argo és un gas noble o la setmana té 7 dies

és falsa (perqué es tracta d’una disjuncio6 excloent).!

El condicional «si ... aleshores ...» (simbolicament, —)

DEFINICIO 1.7.
Si P i Q son dues proposicions, llavors P — Q (verbalment, «si
P aleshores Q ») és una proposicio que és falsa només quan P és
certaiQ és falsa.

En la proposicié P — Q es diu que P és I'antecedent i Q és el conse-
qlient.

Cal entendre correctament el significat d’aquest connector: el que
afirma és que si P és una proposicio certa, aleshores Q també és certa;
pero no s’afirma res sobre la certesa de P i Q! Ni tampoc s’afirma cap
relacio entre P i Q. Per exemple, la proposicio

Si Robert és Déu, aleshores els gats volen

1En el seu llibre Como hablar, demostrar y resolver en Matemdticas, el professor Miguel de
Guzman ens fa observar que en altres idiomes no existeix I’ambigtiitat en la disjuncio;
concretament, posa els exemples del llati, ’anglés (noteu la distincio entre «... or ...» i
«either ... or ...») i 'alemany.
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és certa, perque les dues proposicions, Robert és Déu i Els gats volen,
son falses. Mirem d’aclarir-ho amb un altre exemple: suposem que
una mare li diu al seu fill:

Si aproves I’examen de logica, aleshores et regalaré la moto

Per decidir si la mare diu la veritat o menteix haurem d’esperar que
es coneguen els resultats de I’examen de logica. Aleshores, poden
passar quatre coses:

1. El fill no aprova I’examen i la mare no li regala la moto.
2. El fill no aprova I'examen i la mare li regala la moto.

3. El fill aprova ’examen i la mare no li regala la moto.

4. El fill aprova I'examen i la mare li regala la moto.

En els dos primers casos, la mare no ha mentit, perque no s’havia
compromes a res en cas que el fill no aprovés.? En I'tltim cas, és clar
que la mare tampoc no ha mentit.

Aixi que la mare només menteix en el tercer cas: P (El fill aprova) és
certai Q (la mare li regala la moto) és falsa.

El bicondicional «... si i només si ..» (simbolicament, <)

DEFINICIO 1.8.
Si P i Q son dues proposicions, llavors P -~ Q (verbalment, «P
si i només si Q») és una proposicio que és certa quan les dues
proposicions P 1 Q son certes i també quan les dues proposicions
son falses, i és falsa en qualsevol altre cas.

Per exemple, aquestes dues proposicions son certes:

Robert és Déu si i només si els gats volen
I’argo6 és un gas noble si i només si la setmana té set dies

1.2.2. Us de paréntesis

Quan una proposicié inclou més d’un connector caldra evitar certes ambi-
guitats. El llenguatge natural inclou moltes d’aquestes ambigitiitats, que no
es poden admetre en el context logic. Per exemple, I'afirmacio

En aquest instant plou i fa sol o esta nevant
no és precisa mentre no introduim algun signe de puntuaci6é. Com ara,

ZNoteu que la mare no li ha dit al fill que si no aprova no hi ha moto!
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En aquest instant plou, i fa sol o esta nevant
En aquest instant plou i fa sol, o esta nevant

Quan representem simbolicament les proposicions evitarem les ambigiii-
tats mitjancant I'us dels parentesis. En ’exemple que ens ocupa, I’expressio

PAQVR

seria ambigua (i, per tant, no pot representar cap proposicio). Les possibles
expressions correctes son aquestes:

PA(QVR)
(PAQ)VR

En principi, el nombre de parells de paréntesis necessari és un menys que
el de connectors (amb un sol connector no caldra cap paréntesi, amb dos
haurem de posar-ne un parell, amb tres, dos parells, i aixi successivament).
Per exemple, en

(PA(QVR)) = (PA(=Q))

hi ha cinc connectors i quatre parells de paréntesis. Ara bé, per a reduir
el nombre de paréntesis necessari per a representar les proposicions com-
plexes s’estableix una prioritat en I’abast dels connectors. Aquesta és, de
major a menor,
-~ A (prioritat maxima)
AV
- (prioritat minima)

Que I'abast d’'un connector és més gran que la d’un altre vol dir que
en absencia de paréntesis el segon s’executa abans que no el primer (en
altres paraules, el primer connector abasta una expressioé més amplia), de
manera que, per exemple, en I'expressio =P < Q la negaci6 s’ha d’aplicar
unicament a la proposicioé P, abans d’aplicar la bicondicional; en altres
paraules, =P < Q és el mateix que (—P) < Q.

Cal notar que els connectors disjuncio i conjuncio tenen el mateix abast,
aixi que en cap cas no es pot escriure P A Q V R, perque no hi ha cap manera
de decidir si aquesta expressio representa (P AQ) VR obé P A (Q VR).3

Estudiarem la possibilitat de suprimir els parentesis amb alguns exem-
ples.

3Molts autors prefereixen utilitzar els signes + i - en comptes de Vv i A, és a dir, que en
comptes de P v Q escriuen P + Q. Quan s’adopta aquesta notacio es dona prioritat a
la disjunci6, de manera que P - Q + R és equivalent a (P - Q) + R.
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EXEMPLE 1.1.
Expressem logicament l'afirmacio segiient amb el minim nombre de
parentesis possible:

Si avui plou, aleshores dema no eixirem a pescar o pescarem
un refredat.

Definint les proposicions segiients

P: avui plou
Q: dema eixirem a pescar
R: pescarem un refredat

podem escriure la proposicié d’aquesta manera:

P - ((=Q) VR)

Ara bé, com que la negacié és el connector de menor abast, podem
suprimir el parentesi en (—Q):

P - (2QVR)

D’altra banda, com que el condicional té preferéncia sobre la disjuncio,
també podem suprimir aquests parentesis, de manera que podem escriure
la nostra expressio com

P—--QVR O

EXEMPLE 1.2.
Fem el mateix amb I'expressio

Avui plou, i si dema eixim a pescar, aleshores pescarem un
refredat.

Fent servir les mateixes proposicions P, Q i R, ja hem vist que aquesta
afirmacio es pot expressar simbolicament com

PA(Q—R)

pero ara no hi podem suprimir els paréntesis, perqueé I'expressio P AQ — R
significaria Si avui plou i dema eixim a pescar, aleshores pescarem un
refredat. O

Finalment, estudiem un cas més complex.
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EXEMPLE 1.3.
Suprimim el maxim de parentesis que siga possible en 'expressio

(PA(QVR)) —(PA(—Q))

Aci la negaci6 afecta inicament la darrera aparicié de Q, aixi que aquesta
proposicio és equivalent a

(PA(QVR))—(PA—Q)

D’altra banda, entre tots els connectors que hi apareixen el condicional
és el d’abast maxim, de manera que podem eliminar dos parells més de
paréntesis i obtindrem

PA(QVR)—-PA—-Q

Els parentesis que hi resten ja no poden suprimir-se. O

1.3. Férmules proposicionals

El calcul proposicional és la técnica que es fa servir per determinar la certesa
o falsedat d’'una determinada expressio logica. Per tal d’estudiar aquesta
tecnica haurem de precisar que s’ha d’entendre per expressio logica.
DEFINICIO 1.9. (FORMULA PROPOSICIONAL)

Una férmula proposicional (també anomenada forma proposicional o
funci6é proposicional) és una expressio composta per

- simbols (normalment lletres) que representen altres formules
proposicionals i que s’anomenen variables i constants?® proposici-
onals, i

- connectors i parelles de paréntesis (que asseguren que no hi ha
ambigiiitats).

aMés endavant concretarem qué entenem per constants proposicionals.

Cal insistir en la manca d’ambigiiitat; per exemple, P A (Q VvV R) és una
féormula proposicional, pero P A Q Vv R no ho és.

> També hem de tenir molt clara la diferéncia entre els conceptes de
proposicio i de formula proposicional. Una expressio com ara

PA(QVR) (1.1)
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és una férmula proposicional; pero només és una proposicié quan P,
Q i R sb6n proposicions concretes. Una proposicioé és necessariament
vertadera o falsa, mentre que una férmula proposicional pot ser una
cosa o l'altra segons quin siga el valor de veritat de les expressions
que la componen. Si utilitzem el llenguatge de les matematiques una
formula proposicional és una funcié que pren diversos valors segons
el que valguen les variables.

Per exemple, la formula proposicional (1.1) pot representar tant la proposi-
ci6 vertadera

Jaume Roig fou un home, i ’arg6 és un gas noble o la setmana té 8
dies

com la proposicio6 falsa
Robert és Déu, i I'argo és un gas noble o la setmana té 8 dies

1.4. Taules de veritat

Els valors logics de les féormules proposicionals es visualitzen mitjancant
les taules de veritat.

DEFINICIO 1.10. (TAULA DE VERITAT)

La taula de veritat d’'una férmula proposicional és un quadre en qué es
mostren els valors de veritat d’aquesta formula en funcio dels valors
de veritat de les variables que hi intervenen.
En una taula de veritat han d’apareéixer totes les combinacions possibles
de 0 i1 per a cada una de les variables proposicionals i el corresponent
valor de veritat de la férmula proposicional.

Les taules de veritat dels connectors definits anteriorment sé6n aquestes:

Negacio Conjuncio Disjuncio
P| -P PlQ|PArQ PlQ|PvQ
0 1 00 0 00 0
1| 0 0|1 0 0|1 1
110 0 110 1
1|1 1 1)1 1
Disjuncio excloent Condicional Bicondicional
P\Q\ PAQ P\Q\P—»Q P|Q|P-Q
00 0 00 1 00 1
01 1 01 1 01 0
10 1 110 0 10 0
1)1 0 1|1 1 1)1 1
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Explicarem la manera en que s’ha de construir la taula de veritat d’'una
féormula proposicional complexa mitjancant un exemple.

EXEMPLE 1.4.
Taula de veritat de la formula proposicional = (P A Q — R)

1z En primer lloc, preparem un quadre amb una columna per a cada
variable proposicional. En el nostre cas,

P,Q,R

i una columna addicional per a cada una de les operacions que es fan
amb aquestes per tal de construir I'expressioé completa,

PAQ, PAQ-R, ~—(PAQ—R)

De manera que el quadre ha de tenir sis columnes:

P|Q|R|PAQ|PAQ—-R|—-(PAQ—R)

1z Ara combinarem de totes les maneres possibles els valors de veritat
de P, Q i R. Com que cada una d’aquestes pot tenir dos valors (01i 1),
aixo significa que tindrem 23 = 8 combinacions possibles:

PAQ|PAQ—-R|-(PAQ—R)

—_ = _—0 0 0o
—_—_0 O = O oL
RO, OO OX
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Us recomanem que organitzeu sempre d’aquesta manera els valors de
veritat de les variables: comencant per la darrera variable, on alternem
zeros i uns; per a la variable anterior la seqiiéncia és de dos zeros,
dos uns, dos zeros, dos uns; a continuacio, de quatre zeros i quatre
uns, i aixi successivament. Fent-ho aixi, els vuit valors de la seqiiéncia
PQR es corresponen amb la representacio binaria amb tres digits dels
nombres 0, 1,2,...,7 (000,001,010,...,111).2

iz Laresta de columnes es va completant tenint en compte els valors de
veritat dels connectors que hi intervenen. En el nostre cas,

iz Calculem, en primer lloc, els valors de P A Q. Recordem que
aquesta formula només és certa quan ho sé6n simultaniament P i

Q:
P|Q|R|PAQ|PAQ—-R|—-(PAQ—R)
0/0]0 0
0101 0
0110 0
0111 0
1/0]0 0
101 0
1/1]0 1
11111 1

iz En segon lloc, els valors de P A Q — R. Aquesta féormula és falsa
unicament quan P A Q és certai R, falsa:

P|Q|R|PAQ|PAQ—~R|-(PAQ—R)
0/0]0] o0 1
ojlo|1]| o 1
o|1]/0| o 1
o|1|1] o0 1
1/o0lo| o 1
1lo|1] o 1
1{1]0] 1 0
1011 1 1

4La taula de veritat d’'una formula proposicional amb quatre variables tindria 2% = 16
entrades, que es corresponen amb les representacions binaries (amb quatre digits)
dels nombres 0,1, 2,...,15 (0000,0001,0010,...,1111).
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