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| ntroduccion

La presente tesis tiene como objetivo el desarrollo de una metodologia basada en la teoria
circuital generalizada, que permitird el andlisis de problemas el ectromagnéticos en entornos abiertos y
cerrados.

La solucion de los problemas electromagnéticos seinicio en el siglo XIX. Desde que en 1864
Maxwell publicara sus ecuaciones, que describian el comportamiento delos campos €l ectromagnéticos
en funcion de las fuentes que los crean, el desarrollo de |a teoria electromagnética ha sido, sin duda,
espectacular alo largo del siglo gque nos ha dejado, apareciendo numerosos tratados cuya importancia
esta fuera de toda duda. Entre €ellos, y por orden de antigiiedad, podemos citar a J. A. Stratton [1],
siguiendo por R. F. Harrington [2], L. B. Felseny N. Marcuvitz [3], C. A. Balanis[4] y R. E. Collin [5]
y terminando por C. Tai [6]. Todos ellos realizaron y realizan aportaciones sumamente (tiles para el
andlisis del electromagnetismo en su maxima expresion.

Los métodos y las técnicas son variadisimas y las aplicaciones incontables. Por ello no
entraremos a mencionar todas las primeras ni las segundas, aunque en €l capitulo 1 de estatesis se hara
unabreve descripcién delas posibilidades que existen alahorade manipular |as ecuaciones de Maxwell
y de alguno de los métodos disponibles en la actualidad para su resolucion.

Debido a esta gran variedad de técnicas, que inicialmente se centraban en métodos analiticosy
expresiones cerradasy queenlaactuaidad, dado quelosprimerostienen muchaslimitaciones, secentran
en métodos numéricos que atacan a problemay alas ecuaciones integro-diferenciales de forma mas
directa 'y que son posibles gracias a desarrollo, alin mas répido si cabe, de los ordenadores 'y de su
capacidad de computacion.

Ante esta perspectiva, cabe plantearse la posibilidad de combinar los resultados obtenidos por
diferentes métodos para caracterizar |os campos el éctricos y magnéticos en unaregién determinada. Es
en este contexto donde cabe plantear |0s objetivos que se pretenden alcanzar con estatesis, y que mas
adelante desarrollaremos.

Para centrar més €l tema, y respecto de la variedad de los métodos, cabe decir que en €l
Departamento de ComunicacionesdelaUniversidad Politécnicade Valenciaexisten diversos gruposde
investigacion que trabajan con diferentes méodos y técnicas los problemas electromagnéticos,
obviamente con diferentes aplicaciones, y que dan lugar a numerosos trabajos cientificos.

Uno de estos grupos se dedica al estudio de métodos numeéricos. Entro ellos cabe destacar los
trabajos en el Método de los Elementos Finitos (F.E.M.) de L. Nufio [7], J. V. Balbastre [8] y A. Diaz
[9], 0 en &l Método de los MomentosaV. Soriano [10]. Otro grupo desarrolla su actividad en métodos
analiticos, pudiendo destacar lostrabajosde A. Valero[11], M. Baquero[12] y V. Boria[13]. Otro grupo
estadedicado alas aplicacionesindustriales de lamicroondas, en las que son aplicablesambas|ineas de
investigacion y donde podemos mencionar €l trabajo deJ. M. Catala[14]. Por dltimo, en métodosde alta
frecuencia, podemos mencionar las aportaciones de L. Juan [15].

Estavariedad de lineas es también aplicable a otros grupos de investigacion. Por iemplo, en
el contexto de métodos modales, que son los que aplicaremos en estatesis, podemos citar 10s grupos del
Dr. Fritz Arndt en laUniversidad de Bremen [16]. En lamismalinea estan los trabajos del Dr. Roberto
Sorrentino en la Universidad de Perugia [17] vy los trabajos, en entornos cerrados, del grupo del Dr.
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Marco Guglielmi en ESTEC (European Space Research & Technology Centre), en la ESA (European
Space Agency) [18, 19]. Mas cercanos en el espacio estan |0s trabajos desarrollados en la Universidad
Politécnica de Madrid por €l grupo de Electromagnetismo del Departamento de Electromagnetismo y
Teoriade Circuitos[20, 21] y por € de Microondasy Radar en Elementos Finitos[22]. En aplicaciones
en entornos abiertos podemos mencionar os trabajos realizados en la Universidad Politécnica de
Catalufia[23, 24].

Asi pues, en un entorno tan unificado -por latematicay objetivos comunes o similares en todos
elos-y dispar a mismo tiempo -por las técnicas y métodos empleados en cada caso-, cabe pensar en
algunatécnicaque permitaestudiar |os campos el ectromagnéticos en unaregién grande, y no abordable
por un método Unico, por varios de los métodos disponibles.

Es aqui donde debemaos posicionar los objetivos de estatesis. Y a se hacomentado al principio
que se pretende desarrollar unametodologia parar €l analisis de problemas el ectromagnéti cos basada en
lateoriacircuital. Para entender este concepto nos ayudaremos de | as siguientes figuras:

Figura O-1.-Problema genérico Figura 0-2.-Problema segmentado

En la figura de la izquierda tenemos un problema genérico a que se desea caracterizar
electromagnéticamente. Podemos ver gque tiene 5 medios dieléctricos, donde incluso alguno de ellos
podria ser conductor el éctrico 0 magnético perfecto.

Abordar este problema de forma directa podria ser dificil, pero s pensamos en dividir €
problema en otros més sencillos como muestra la figura de la derecha, tal vez la dificultad sea mucho
menor. Esta técnica es conocida como segmentacion, y es ampliamente utilizada en tecnologia planar
como muestra Gupta en [25]. Sin embargo, en problemas abiertos, como €l planteado en lasfiguras, ho
es tan comun el uso de esta técnicacircuital.

Cada una de las regiones del problema segmentado puede ser analizado por cualquiera de los
métodos numeéricos o anal iti cosdi sponi bl esy que seamés apropi ado seguin sugeometria. Posteriormente,
con métodos circuitales, se uniran todas las regiones, o circuitos o redes, paratener caracterizado todo
el problemaoriginal.

Lagran ventajaseraque, aparte de andizar cada problemacon un método diferente, cadaregion
se caracteriza con una matriz de forma independiente de o que larodea, es decir, independientemente
de las regiones adyacentes, con las ventgjas que esto supone de cara a ligeras variaciones sobre €l
problema original. En este caso bastaria con volver a caracterizar laregion que variay no € resto, que
ya habrian sido caracterizados previamente.
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Asi pues, €l primer objetivo de esta tesis sera generalizar latécnica de andlisis de circuitos de
microondas, caracterizados estos por matrices de impedancias, admitancias o de dispersion, a los
problemas de difraccion en entornos abiertos.

Un segundo objetivo, consecuencia del primero, es que, vistala posibilidad de poder analizar
un problema complejo a partir de la caracterizacion de otros mas simples, se plantee la creacién de una
biblioteca de elementos sencill os que puedan ser utilizados parael estudio de dichas estructuras mayores
y mas complegjas.

Asi pues, se andlizara de forma exhaustiva uno de los elementos que pueden formar parte de
dicha bibliotecay que, como se veraen las aplicaciones, esde indudable utilidad. Este elemento es el
sector circular dieléctrico, cuyo andlisis detallado sera una de las principal es aportaciones de estatesis.

Un ultimo objetivo de estatesis sera aplicar el sector circular dieléctrico al estudio de la cufia
dieléctrica. Losresultados abtenidos seran de indiscutible valor, dada la crecienteimportancia que esta
teniendo en nuestros dias la telefonia movil.

0.1.-Contenidos

Para conseguir los objetivos planteados en el punto anterior, la tesis se ha estructurado en 8
capitulosy 5 anexos, cuyos contenidos se resumen seguidamente.

En primer lugar, en € capitulo 1, haremos una somera revision de los métodos numéricos
utilizados en electromagnetismo, viendo especialmente las diferentes formul aciones de |l as ecuaciones
de Maxwell.

En € capitulo 2 haremos una revision de las ecuaciones de Maxwell y de laresolucion de las
ecuaciones de onda resultantes por separacion de variables en coordenadas cartesianasy cilindricas. Se
destacard especialmente la aparicion de los modos en su resolucion, y del concepto que representan.

El capitulo 3 versa sobre la definicion de la Matriz de Admitancia Generalizada (MAG).
Demostraremos su existencia por medio del teorema de unicidad y del principio de equivalencia
Asimismo veremos diferentes métodos de célculo de la misma, para comprobar que cualquier método
numeérico puede proporcionarnos una matriz de admitancias -o impedancias o de dispersion- que
caracterice de forma univoca alaregion que estamos analizando.

Una vez demostrada la existencia y utilidad de la MAG, pasaremos al capitulo 4 donde se
proporcionara la teoria fundamental del andlisis circuital. Veremos el célculo de algunas matrices de
impedancias de regiones con contornos muy sencillos que nos proporcionaran matrices diagonales. De
este modo veremos el procedimiento de calculo de las matrices de impedancia por medio de técnicas
modal es. Esta seralatécnicaque utilizaremos en el siguiente capitul o para caracterizar otraregién algo
mas complegja.

El capitulo 5 consistird en el andlisis completo de un sector circular. Por medio de técnicas
modal es caracterizaremos laregion interna del sector, para diferentes condiciones de contorno en cada
uno de los 4 accesos que tiene. De esta forma tendremos perfectamente caracterizado el sector circular
dieléctrico, lo que nos permitira disponer de una elemento bésico para el andlisis de regiones de forma
mas compleja por medio de la segmentacién.

El capitul o 6 esunacompletacol eccién deaplicacionesdel elemento caracterizado en €l capitulo
anterior -el sector circular-. Se ha dividido en dos tipos de aplicaciones. por una parte veremos su
aplicacion en entornos cerrados, como la guia rectangular. En una segunda parte tenemos su aplicacién
a entorno abiertos. En todos los casos se ha hecho en primer lugar una validacién del método con
geometrias disponibles en la bibliografia, para luego proponer otro tipo de geometrias que también
pueden resultar de interés.

El pendltimo capitulo, el nimero 7, es otra aplicacion de la teoria circuital para un tipo de
problemas de creciente actualidad como esladifraccion de esguinas metalicasy dieléctricas. Suinterés
es evidente si pensamos en aplicaciones del tipo de la telefonia movil. Por €llo, y por tener alguna
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caracteristica especia que distingue este tipo de geometria de las aparecidas en el capitulo 6, se ha
dedicado un capitul o entero a su desarrollo.

El ultimo capitulo, capitulo 8, sera un breve resumen de las conclusiones obtenidas en este
trabajo, comprobando la consecucidn de sus objetivos y planteando lineas de futuro parafuturastesisy
trabajos de investigacion.

Respecto a los anexos, el anexo A esta dedicado al estudio de las funciones de Bessel y
congtituye unacompl etarevisi6n de estasfunciones, con propiedadesy resultados de sumointerés, como
los modos complejos, y de aplicacién directa al capitulo 5.

El anexo B incluye toda una serie de expresiones mateméticas, bésicamente integrales y
desarrollos asintéticos, que aparecen alo largo delamemoriay cuyarepresentaci On analiticaesde suma
importancia, sobre todo desde un punto de vista computacional .

A pesar de €llo, algunas de las integrales no son analiticas, y deben ser calculadas de forma
numérica. Algunas de ellas incluyen unafuncion subintegral que es muy rdpidamente oscilante y esto
supone un problema alos métodos numéricos tradicional es, que se vuelven muy ineficientes. Paraello
se ha escrito € anexo C, donde se describe un procedimiento muy Gtil para este tipo de integrales.

El anexo D es €l célculo de lamatriz de impedancias de un el emento similar al sector circular
dieléctrico calculado en el capitulo 5. Este elemento se denominanodo y su aplicacion seexplicardalo
largo de lamemoria. Debido a que estos calculos son muy similares alos realizados en el capitulo 5, se
ha preferido llevarlos a un anexo para no perturbar lalectura ordenada de latesis.

El anexo E, que esel Ultimo, tratasobre &l célculo delaseccion rectaradar (RCS) de estructuras
bidimensionales, como las que estamos estudiando en esta tesis. Esta RCS es un parametro muy
caracteristico de cualquier regidn en espacio libre, y de hecho es el pardmetro mas representado en €l
capitulo 6, donde se presentan las aplicaciones del método. Por ser una teoria no excesivamente
complicada, pero sin dudadeinterés numérico, se haincluido también como anexo al que acudir en caso
de que surgieran dudas sobre su definicién o calculo.
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M étodos numericos
en
electromagnetismo

El continuo crecimiento delacapacidad de procesado delos ordenadores enlos tltimostiempos
esta permitiendo abordar problemas electromagnéticos que hace unos pocos afios se consideraban
inalcanzables. L os métodos numéricos han experimentado, de forma paralela, un grado de maduracion
notable, tanto en su formulacion como en la eficacia o eficiencia con que se explotan los recursos
informéticos.

Clasicamente, la solucion a los problemas de contorno en electromagnetismo se basaba en
técnicas andliticas, de tal forma que se buscaban soluciones cerradas. Este tipo de soluciones, sin
embargo, sblo estan disponibles para una clase limitada de problemas con geometrias canénicas. Por
contra, los métodos numeéricos amplian el espectro de las soluciones conocidas que, si bien deben
considerarse aproximadas, en muchos casos puede seleccionarse € grado de precision con gue los
resultados obtenidos describen larealidad fisica que se analiza.

No es intencién de este capitulo de introduccion realizar una exposicion exhaustiva de este
extenso campo, pero si resefiar lasgrandes|ineas de estudio paraubicar losprocedimientosdesarrollados
y resultados obtenidos en esta tesis.

El electromagnetismo trata de las fuentes eléctricas y magnéticas y de los campo eléctricos y
magnéti cos que producen. L as ecuacionesde Maxwell, desarrolladasen €l préximo capitulo, son lasque
describen el modo en que se relacionan dichas fuentes y campos.

Por ello, paraconocer el campo en una determinadaregion, se deben resolver las ecuaciones de
Maxwell aplicando de forma apropiada las condiciones de contorno en los limites de laregion.

Para plantear € problema electromagnético y su solucidn podemos distinguir cuatro model os
[1] que desarrollan y formalizan las mismas ecuaciones de partida, las de Maxwell. Estaformalizacion
del modelo es, siempre, un paso previo inevitable ala hora de formular cualquier método numeérico:

1) Expansiones modales: Son las soluciones a las ecuaciones de Maxwell en un determinado
sistema coordenado, sujetas a unas condiciones de contorno.

2) Operador integral: Es una ecuacion integro-diferencial basada en la funcién de Green de
espacio libre u otra més especiaizada.

3) Operador diferencial: Son la ecuaciones rotacionales de Maxwell, o de su formulacion
integral.

4) Descripcion éptica: EI model o se establece en formaderayosy de coeficientes de difraccion.

| .1.-Los métodos numeéricos

L acantidad demétodos o procedi mientos numeéricosqueseaplican en el electromagnetismo para
solucionar las ecuaciones de Maxwell, en cualquiera de los model os anteriormente planteados, es muy
elevada. Cualquier articulo que aparezca en las revistas especializadas mencionaa guno de los posibles
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métodos disponibles, y sobre ellos se trabaja para obtener resultados o para mejorarlos, normalmente
desde un punto de vista computacional.

En [2] se hace una recopilacion de los fundamentos de diversos métodos numeéricos aplicados
a electromagnetismo. Es especialmente interesante el trabajo de Itoh [3] donde se hace un resumen de
muchas de estas técnicas, a la vez que proporciona numerosa bibliografia basica sobre cada método
numérico.

También conviene mencionar, en este punto, algunos de |os trabajos mas interesantes ala hora
de obtener las ecuaciones que resuel ven | as ecuaciones de Maxwell. Por ejemplo tenemos a Stratton [4],
a Harrington [5], a Balanis [6] o a Collin [7], por citar sdlo algun libro y no los cientos y cientos de
articulos disponibles en la bibliografia.

Como ya hemos dicho, no es intencion nuestra explicar, ni siquiera de manera somera, los
métodos disponiblespararesolver lasecuacionesde Maxwell. No obstante esto, si queresultainteresante
mencionar uno de los métodos que sin dudaes delos mas utilizados alahora de resolver |as ecuaciones
integrales o diferenciales. Este es & método de los momentos, utilizado desde muy antiguo pero
formalizado por Harrington en [8].

Laidea central asociada a cualquier método numeérico radica en aproximar las cantidades de
interés -normalmente los campos o las corrientes- por un conjunto discreto de funciones, a menudo
polinomios, cuya suma ponderada converja ala solucién deseada.

De esta forma, los operadores integrales se sustituyen por sumas finitas, mientras que los
operadores diferencial es son sustituidos por diferencias finitas.

|.1.1.-El méodo de los momentos

Como yahemosdicho, eseste, sin duda, €l método mésampliamente utilizado paralaresolucion
delasecuacionesresultantes de aplicar alasecuaciones de Maxwell alguno delosmodel os mencionados
anteriormente y fue Harrington [8] & que lo formalizo.

Cualquierade la ecuaciones obtenidas de los model os anteriores se puede expresar delaforma:

(=g (1-1)

donde & es un operador integro-diferencial cualquieray fy g dos funciones.
El primer paso consiste en aproximar la funcion incognita f por una combinacion lineal de
funciones base { ¢,} , quedando:

fF)=) ¢, @, (F) (1-2)

donde ¢, son los pesos de la expansi6n o desarrollo en serie de lafuncion f. Estas son, en definitiva, las
incognitas de nuestro problema. Sustituyendo esta funcion en la anterior, y aplicando lalinealidad del
operador, tenemos:

Si(f(f))zz ¢, (¢, (F))=g,~g (1-3)

Esta ecuacion es un ecuacion funcional donde la incdgnita no es una funcion, como en la
ecuacion original, sino que laincognita es un conjunto discreto de valores numeéricos{ c.}.

Paraobtener unabuenasol ucion, lacombinacion lineal delasfunciones<(¢,) debe aproximarse
alafuncién g de tal manera que se minimice €l error o residuo:

R=g-g,=g-)_ ¢, 4(9,(7) (1-4)
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La ecuacion funciona (1.3) puede convertirse en un sistema de ecuaciones haciendo nulo €l
residuo, tras ponderarlo por unas funciones peso {w,}:

<wm ,R> =0 (1-5)
Esta ponderacion se realiza aplicando el producto simétrico definido como:
F.G)=| F*-G-dD -
(F.G)=[ (1-6)
El sistema de ecuaciones resultante es:
<Wm'g>:2,; €n (W 9n) 1-7)

Esta expresion se puede reescribir de forma matricial asi:

h=A4-% (1-8)

donde:

P((wig) (#28) (W3] (i)
f:(cl,cz,cg,...,cl\,)’

(ra0s) (r@2) (W30g) o (W)
|| ra0n) (r2002) (ra@s) o (2) w9

(#a:01) (ai92) (Wo@g) -+ (Wo )

SN||
I

(a2} (r2) (s} - - - (o)

Dependiendo de qué representa cada uno de los elementos de la ecuacion matricial (1.8),
tendremos una interpretacion a cada uno de los elementos que forman parte de la ecuacién. Asi, por
ejemplo, cuando tenemos ecuaciones integrales de campo el éctrico, estatiene laforma:

9 (J)=E (1-10)

donde J eslacorriente incognitay E el campo eléctrico de excitacion. Laecuacion matricia seria:

—

b=A'% = V=2 (1-11)

Esdecir, el vector 5 seriaun vector detensiones ¥ (asociado a campo eléctrico E) y el vector ¥
un vector de corrientes / (asociado ala corriente J). Lamatriz que relaciona ambas cantidades 4 sera

unamatriz deimpedancias Z.Y s puede interpretar como unared de N accesos, donde cadauno delos
accesos resulta excitado por un generador de tension de valor V,. Los coeficientes de la matriz de
impedancias son, entonces, lasimpedancias mutuas entrelos accesos de estared y aproximaal problema
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modelado. Notese que esto es, en definitiva, € principio de funcionamiento de latécnicade laMatriz
de Admitancias Generalizadas-MAG- (o laMatriz de Impedancias Generalizadas-MIG- olaMatriz de
Dispersion Generalizada -GSM-) que se desarrollara en el capitulo 3 y que podemos encontrar en
trabajos realizado por B. Gimeno y otrosen [9, 10] o J. M. Rebollar en [11, 12].

Si las funciones base escogidas son de dominio discreto, estas impedancias representan
interacciones espaciales entre las N puertas del modelo. Por el contrario, si las funciones base son de
dominio completo, las impedancias indican interacciones modal es.

Se podrian realizar comentarios similares para model os basados en operadores diferenciales,
aunque los coeficientes de la representaci n multipuerto ahora describen interacciones locales en lugar
deglobales. Dado que el model o diferencial conduce amatricesdispersas, no sesuelecacular suinversa
para obtener la solucién. En el andlisis numérico de los operadores diferenciales hay dos enfoques
principales, uno conocido como & Método de las Diferencias Finitas y otro como el Método de los
ElementosFinitos. Losmétodosdifieren, principal mente, en el modo en que seaproximan|losoperadores
diferencidles y en como se satisfacen las ecuaciones diferenciales. El segundo, e Método de los
Elementos Finitos, suele ser mas apropiado para modelar problemas con geometrias complicadas, las
cuales pueden aproximarse por funciones lineales a trozos.

[.1.1.1.-Las funciones base y peso

Laeleccion delasfunciones base y peso mencionadas en € método de |los momentos juega un
papel decisivo en laprecisiony en la eficacia del modelo numérico resultante.

Esta eleccion no es trivial ya que, si bien existe una gran variedad de funciones, e conjunto
elegido limitaimplicitamente la geometriay €l tamafio eléctrico del problema considerado.

En las referencias [13-18] se describen a gunos gjempl os de funciones base, asi como criterios
para su eleccion y problemas que pueden aparecer.

A priori, e conjunto defuncionesbaseideal esaquel que mas se asemejaalafuncionincognita,
proporcionando una solucién convergente con € minimo nimero de elementos de la expansiéon, y
también en el menor tiempo posible. Sin embargo, un conjunto asi es necesariamente poco flexible y
limita el ambito de aplicacion de un modelo.

Las funciones base se clasifican en tres grandes grupos: funciones de dominio discreto, de
dominio completo y mixtas. Las primeras se definen sobre un subdominio del operador integral y se
anulan en € resto. Entre ellas se incluyen, tipicamente, los pulsos, los triangulos y las funciones
sinusoidales a trozos. Cuando las funciones base se extienden atodo el dominio del operador integral,
se dice que son de dominio completo. Ejemplos son las serie de Fourier o los polinomios de Legendre
0 Hermite.

Tradiciona mente lasfuncionesdedominio discreto sehan visto favorecidas, dadasu flexibilidad
paraamoldarse alageometriadel problema, y porquefacilitan laevaluacién delaintegralesresultantes.
También hay que sefidlar en su contra que es necesario empl ear, aproximadamente, diez funciones base
por cadalongitud de ondade funcion incognita, yasea campo o corriente. Esto suele conducir agrandes
sistemas de ecuaciones, incluso en problemas ligeramente por encima de la regién de resonancia.

Las funciones base de dominio completo, por su parte, hacen més dificil la evaluacion de las
integrales involucradas, ano ser que lageometria del problema sea candnica, es decir, que se genere a
partir de un sistema coordenado separable. Estas funciones no suelen ser apropiadas para cuerpos
pequefios o para describir fendmenos muy localizados. Sin embargo, para estructuras el éctricamente
grandes, si suelen ser de gran utilidad, disminuyendo el nimero deincégnitas. Ademas, en ocasiones es
posible asociar una interpretacion fisicaalas funciones base como expansiones modales.

Numeéricamente, una correcta el eccion de las funciones base y peso permitird obtener matrices
bien condicionadas.

L os conjuntos mixtos pueden compensar |os inconvenientesy las limitaciones propias de unos
y otros, segin se dice en [19].
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|.1.2.-Mgjoras de los model os

En [1] se recogen algunos de los procedimientos analiticos propuestos para reducir € coste
asociado a la solucion de problemas el ectromagnéticos mediante el método de los momentos.

1.1.2.1.-Funciones de Green especializadas

La funcién de Green més cominmente empleada es la de espacio libre, por su sencillez y
flexibilidad. Sinembargo, estafuncion solo satisfacelacondicidn de contorno deradiacion, cuando r-,
y fuerzaal modelo asituar corrientes incégnitaen todo el contorno del volumen o regidn considerada.

Las funciones de Green especializadas satisfacen condiciones de contorno adicionales,
reduciendo asi € nimero de fuentesincignita. Aungue sblo se conocen unas pocas funciones de Green
especializadas para geometria separables, estas pueden aplicarse a un buen nimero de problemas de
interés préactico, talescomo fuentes en presenciadeplanos, cilindros, esferas, etc. Sin embargo, al mismo
tiempo que sereduce el nimero deincognitas, el nlcleo de laecuacionintegral aresolver se vuelve mas
complegjo. Pero apesar de ello, las ventgjas de estas funciones de Green especializadas representan una
interesante alternativa.

Este tipo de funciones puede encontrarse en varios sitios, ya que continuamente estén
apareciendo publicaciones a respecto. Puede verse la teoria general en [20,21] y varias de estas
funciones para diferentes estructuras en [22-31].

1.1.2.2.-Métodos hibridos

Un ejemplodemétodo hibrido |0 constituyelacombinacion del método delosmomentos(MoM)
con laTeoriaGeométricadelaDifraccion (GTD) [32, 33]. Latécnica GTD tiene laatractiva propiedad
dequeel tiempo necesario de procesado esindependiente del tamafio el éctrico del problema, adiferencia
del MoM. Por otro lado, € aumento de la complejidad del problema obliga a trazar més rayos 'y a
calcular mas coeficientes de difraccion, limitando la aplicabilidad de la GTD. La combinacion de los
métodos puede explotar |las ventajas de ambos, proporcionando un modelo notablemente mejor que
cualquierade los dos en solitario.

Otra técnica hibrida es e método del unimomento [34, 35], que consiste en combinar un
operador diferencia con una expansion modal. Esta técnica modela un cuerpo cilindrico mediante un
operador diferencial extendido al circulo que los contiene y posteriormente acopla la solucion interior
con el espacio exterior en donde la solucién viene expresada mediante una expansién modal.

Finalmente podemos mencionar otra técnica hibrida que combina el MoM con la funcién de
Green asociada a una geometria concreta [36]. Este método puede resolver asi problemas en los que un
objeto arbitrario se encuentra en un medio donde lafuncion de Green es conocida. El objeto arbitrario
se sustituye por unas corrientes incognita y la ecuacion integral se obtiene convolucionando estas
corrientes con la funcion de Green del problema. Este método alina la flexibilidad del método de los
momentos con el ahorro en el nimero deincégnitas que proporcionaunafuncion de Green especializada.

1.1.2.3.-Otros métodos

Existen otros métodos analiticos para simplificar laformulaciéon y el consiguiente procesado,
aunque asumiendo ciertas aproximaciones. Asi, por gemplo, la Condicién de |mpedancia de Contorno
(IBC) [37] supone que los campos eléctrico y magnético en la superficie de un objeto pueden
rel acionarse medianteunaimpedanciasuperficial, haciendo uso del efecto pelicular. Esto permitereducir
e nimero de incégnitas.
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Delamismaformapodemos ver |aaproximacion de Opticafisica[6, 38-42], que supone que la
corriente superficial se puedeexpresar directamente entérminosdel campo incidente. Paraun conductor

perfecto, por ejemplo, la condicién de corriente en su superficiees J =27 x H'
|.2.-Conclusion

L os métodos recogidos son sélo una pequefia muestra de los continuos esfuerzos que se han
venido realizando paraplantear | os problemas el ectromagnéticos de maneramas eficiente al tiempo que
resolver de forma méas exacta. Cada método tiene, en general, su entorno de aplicacion més eficiente.
Precisamente por este motivo, resulta inmediato decir que debe ser muy interesante segmentar un
problema grande en otros més pequefios, de tal forma que cada uno de |os segmentos se analice de la
forma mas apropiado para su contorno, y posteriormente, de formacircuital, se unan todos paraformar
el problema origina. Ademas, la técnica circuital permite caracterizar las regiones de forma
independiente unas de otras, por |o que significa un ahorro sustancial de tiempo, ya que caso de haber
cambios en alguna de las regiones no es necesario recalcular todo e problema sino que basta con
recalcular las regiones que han cambiado.

Ademas, todas las técnicas diferencial es, integrales y modal es son susceptibles, como veremos
posteriormente, de proporcionar una matriz de caracterizacion a cada recinto de estudio.
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Ecuaciones basicas.
Solucion dela
ecuacion de ondas

El objetivo de este capitulo es plantear |as ecuaciones bésicas del electromagnetismo, a partir
de las cuales se ha desarrollado toda |a teoria €l ectromagnética.

Asimismo, y a partir de ellas, se desarrollan toda una serie de principios y teoremas
-superposicion, reciprocidad, equivalencia, unicidad, etc.- que facilitan en gran medidalaevolucion de
lateoria electromagnética en su conjunto.

La bibliografia sobre estos aspectos es, como cabe suponer, amplisima, tanto en libros como
articulos. Entre los primeros cabe destacar las aportaciones de Harrington [1]. Pero, por supuesto,
tenemos muchos mas libros, entre |os que extraemos por su interés, a Balanis [2], que destaca por la
sencillez de su nomenclatura, a propio Harrington de nuevo por su aportacion alos métodos numéricos
en [3], W. C. Chew [4], con una homenclatura menos clara pero con trabajos muy interesantes en
difraccion, Felseny Marcuvitz [5], con un clasico en difraccion y métodos asintéticos, R. E. Collin [6]
y R. E. Elliot [7], por motivos similares a Balanis, que constituyen un buen ejemplo de libros claros en
su nomenclaturay profundos en sus andlisis, normalmente analiticos. Por Ultimo tendriamosaC. T. Tai
[8, 9] y D. G. Dudley [10], por aportaciones a los métodos matematicos de andlisis de las ecuaciones
electromagnéticas.

Entrelosarticul ostambién tenemos unagran variedad, mucho mayor si cabequeloslibros. Esto
sucede, evidentemente, porque son de mésrapidadifusiony loslibros son el resumen de muchasde estas
publicaciones. Aun asi, destacaremos algunaos por su interés, como son las referencias[11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19]. Todas destacan por aportaciones originales a la teoria el ectromagnética en general
y alateoriacircuital en particular, describiendo propiedades de sumo interés.

Volviendo, pues, al objetivo del capitulo, este va a ser planteado en dos partes. La primera
consistira en el desarrollo de las ecuaciones de Maxwell, punto de partida de toda lateoria, hastallegar
alas ecuaciones de onda, tanto en medios con fuentes como sin ellas. En la segunda parte veremos la
resolucién de la ecuacion de ondas.

I1.1.-Las ecuaciones de Maxwall

L as ecuaciones de Maxwell son aguellas que nos ligan los campos el éctricos y magnéticos en
cualquier medio con las fuentes que los producen. En forma diferencial son:
. 0%
Ox& - 20— o (2-1)
Jt

+ (’L/ (2'2)
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[Ms= p, (2-3)
My= p, (2-4)

A estas de les suele afadir las ecuaciones de continuidad, que, aunque son deducibles de las
anteriores, se suelen incluir como ecuaciones basicas:

0 9= - . (2-5)
ot
I = — % (2-6)
ot
Las diferentes variabl es que aparecen son:
VARIABLE DESCRIPCION UNIDAD
& | ntensidad de campo el éctrico V/m
3 Intensidad de campo magnético A/m
<) Densidad de flujo eléctrico C/m?
AR Densidad de flujo magnético Wh/m?
& Densidad de corriente eléctrica A/m?
M Densidad de corriente magnética V/m?
P Densidad de carga el éctrica C/im?
o Densidad de carga magnética Whb/m?®

Como es sabido, las cargas y corrientes magnéticas (p,,, y 9I0) no tienen sentido fisico. Sin

embargo, esto no impide que dichas cantidades se puedan introducir en las ecuaciones de Maxwell.
Desde un punto de vista matematico la simetria de estas ecuaciones admite su presencia y, como
tendremos ocasi én de comprobar mas adel ante, el empleo de unas corrientesmagnéticasficticiasfacilita
lainterpretacion de numerosos problemas.

A estas ecuaciones hay queariadir |asrel aciones constitutivas de los medios que son, en general:
W = 9(8.7)
[] C
= C/E(é :/L) (2-7)
Hy = g(s.7)

Paralos medios que vamos a utilizar, estas relaciones son lineales, de tal forma gque nos queda:

09 =¢ld
%1) =L (2-9)

Hy =0
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Para poder trabajar mejor con las ecuaciones se suele asumir una variacién armonica de los
campos con lo que podemos aplicar la transformada de Fourier sobre las ecuaciones y simplificar la
ecuaciones mediante el uso de cantidades complejas. Por ello, en lugar de trabgjar con el campo
instantaneo (&, J(, 9D, B, Ny ) trabajaremos con losfasores (E, H, D, B, M y J). Lasrelaciones entre
ellos son:

= Re(V @f‘*”) 2:9)

donde™0 y V representan a cualquiera de las variables anteriores.

Con esta consideracion, las ecuaciones de Maxwell quedan asi -noétese que a partir de ahora
usaremos las variables con la notacion vectorial tradicional-:

VXE=-jouH-M (2-10)
VxH=joe E+J (2-11)
7 pm
V-H=-" (2-12)
u
v.i-Pe (2-13)
€

Y las ecuaciones de continuidad:

V-J=-jop, (2-14)

V-M=-jop, (2-15)

Y, por ultimo, las relaciones constitutivas de los medios, para € caso lineal, homogéneo e
i sotropico:

1

D-=¢- (2-16)

o7
i

=
T

(2-17)

J=6'E (2-18)
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I1.1.1.-La ecuacion de onda

Las ecuaciones que hemos visto en el apartado anterior son las ecuaciones en su forma
diferencial. Estas se pueden manipular -cosa que no vamos a hacer puesto que esta ampliamente
documentado en la bibliografia- de tal forma que llegamos alas siguientes ecuaciones:

E--jod+—t v(v-d)-L.vxF (2-19)
joue €

A--joF+—t v(v-F)+ Loxi (2-20)
joue !

Los vectores 4 y F son los vectores conocidos como potenciales y cumplen las siguientes
ecuaciones:

—

V2A+k>A=-p-J (2-21)
V2 F+k%F=-¢gM (2-22)

Estas dos ecuaciones son |as conocidas como ecuacionesde onda, y €l parametro k esel nimero
de onda, cuyo valor es:

k?=w? e (2-23)

I1.1.2.-Regiones libres de fuentes

Las ecuaciones de onda anteriores, cuando € medio esta libre de fuentes, toman la forma
siguiente:

V2-4+k2-4=0 (2-24)

V2. F+k2-F=0 (2-25)

Se puede demostrar [1] que un campo arbitrario en unaregion homogénealibre de fuentes puede
descomponerse en suma de dos funciones vectorial es independientes.

Una de ellas esta definida por los vectores potenciales A = t- y“, donde f €S un vector unitario
arbitrario, y F=0. Esta solucion se caracteriza porque la componente de campo magnético en la
direccion ¢ seanula (H,=0), por lo que es conocida como solucion transversal magnética a ‘ (o bien
modos TM,).

La segunda solucion es complementaria de la primera, de tal forma que el vector que se anula
es A (4-0)y el potencial F esta definido por F=7-y/, donde 7 vuelve a ser el vector unitario de la
primera solucién. Esta solucion se caracteriza porgue se anulala componente de campo eléctrico en la
direccion ¢ (£,=0), por lo que es conocida como solucion transversal eléctricaa n (obienmodos TE).



Ecuaciones basicas. Solucion de la ecuacién de ondas 2-5

Tanto lafuncion y* como v cumplen la ecuacion de onda escalar:

VZy+k2y=0 (2-26)

Es decir, para caracterizar totalmente el campo en una region libre de fuentes bastard con
conocer dos soluciones escalares, y* y v/, y ladireccion ‘a la que estén asociadas.

También debemos mencionar los modos T.E.M o Transversales Electromagnéticos, cuya
solucion supone que no existen componentes de campo eléctrico y magnético en la direccion 7. Su
resolucién sedescribeen[1] y en[2], y se obtienen apartir de las ecuaciones de Maxwell directamente.
No entraremos en su andlisis, aungue si diremos que son los modos de las lineas de transmisién que
primero se estudiaron. Los restantes, T.M. y T.E., son conocidos como modos superiores.

I1.2.-Solucién de la ecuacion de onda

Hemos visto que la caracterizaci 6n completa de cual quier region, con o sin fuentes, se consigue
resolviendo |as ecuaciones de onda -0 ecuaciones de Helmholtz- asociadas alos potencidles 4 y F.

Vamos a distinguir dos casos. Por un lado la solucion para el caso de unaregion sin fuentesy
por otro para unaregion con fuentes, ya que su resolucion es distinta para cada situacion.

I1.2.1.-Soluciones modales en regiones libres de fuentes

Para este caso, |a ecuacion de onda que debemos resolver esla siguiente:
V2y ck 2y =0 (2:27)
donde y puede ser y* 0 y/, seguin la solucion que estemos considerando: TE 0 TM
Estetipo de ecuaciones se resuel ven mediante el método de separacion devariables. Yaen 1934
L. Pfahler [20] demostro para qué sistemas coordenados se puede usar este método y, por supuesto, 1os
sistemascartesianos, cilindricosy esféricosestanincluidos. Estosson|ossistemasde uso masfrecuentes,
y, en particular, serén los dos primeros los que desarrollaremos brevemente.

11.2.1.1.-La ecuacion de Helmholtz en cartesianas

La ecuacién de onda escalar en cartesianas es:

92 92 92
iy kg =0-"F e S L ST vk Py =0 (2-28)
ox< dy“ Oz

Y, através del método de separacion de variables, buscamos soluciones de laforma:
v =X(x) Y(y)-Z(z) (2-29)

Sustituyendo en la ecuacion de onday dividiendo por ¢ podemos identificar tres ecuaciones
independientes:
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1 _azx(x)szz
X(X) 6)(;2 *
2
i ~aY(;V):—ky2 L kZ=klvk]k? (2-30)
Y(J’) dy
1 _azZ(z):ikz
Z(z) 09z2 .

donde las constantes (k,, k,, k,) son constantes independientes de las variables (X, Y, 2)
Las tres ecuaciones diferenciales anteriores son formalmente iguales, y por lo tanto sus
soluciones también lo son. La solucién general de la ecuacion es:

H(h)=sen(k,-h)
H(h)=cos(k,"h
1 GZH(h):_k; - 1 ( ’ ) ; h:x,ylz (2-31)
H(h) ahZ H(h):ejkh.h
H(h)=e "

Por lo tanto la solucidn de la ecuacién de ondas ser&:

Vi i, = H(k,x) Hk,y) H(k_-z) (2-32)

siendo lafuncién H(-) cualquiera de las propuestas en la ecuacion (2.31).
Por supuesto, la solucion general es vaida para cualquier combinacion de valores (k,, k, k)

-aunque sblo dos valores de los tres son independientes, ya que se cumple que kf +ky2 +k:2 =k?2-.

Ademés, cualquier combinacion lineal de las soluciones también es solucion de la ecuacion de ondas.
Cada una de las soluciones individual es se conocen como modos. Por |o tanto, una combinacion lineal
de todos los modos da la solucién global a problema.

Si losvalores de (k,, k, k,) son discretos, la solucion sera

"’:; ; ka,k,‘.""kx,k_\,,kf; ; B, . H(k, x) H(k,y) H(k.z) (2-33)

donde se ha supuesto, é modo de gjemplo, qué las constantes independientes son (k;, k). Por supuesto
se puede dar cualquier otracombinacion. Losvalores B, | son conocidos como |os pesos 0 amplitudes

de los modos.
Sin embargo, s los valores de (k,, K, k,) son continuos, la solucion pasa de ser un sumatorio a
ser unaintegral delaforma

ve[ [ bk )V i bk, = [ [ Sk ) H{k,x)-H{k,y) Hk.2)-dk,dk, (2.3

donde f(k,,k,) es unafuncion analitica.

Asi pues, en general existen infinitas soluciones o modos paralos campos.

Losvalores de (k,, k,, k,) vendran condicionadosy se calcularan a partir de las condiciones de
contorno del problema.
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Unavez tenemos la solucion de la ecuacion de onda, esinmediato obtener |os campos a partir
de las ecuaciones (2.19) y (2.20).

Por ggemplo, vamos a obtener |as expresiones de los modos TE, y TM, para las coordenadas
cartesianas, recordando que estas soluciones venian de suponer dos casos distintosy duales entre si en

los cuales se anulaban todas |as componentes de |os potencidles 4 y F salvo las de unadireccion en
particular. Para nuestro ejemplo, consideraremos esta componente como ladireccion z, llegando ala
siguientes soluciones.

Si hacemos A4 =%-y“ y F =0, obtenemos los modos TM:

1 62 a
E-—t .0V 1 oy
joHe 0x0z H ==-
H dy
1 aZwa
E': : a -
Y joue dyo:z g -_1.9v (2-35)
g Bu Ox
2
E_: : 1 . a_+k2 _\lla H::0
T jope | 922

Y s hacemos el caso dual, detal formaque F=2-y/ y 4 =0, obtenemos los modos TE,:

2. f
1.0y H.= L. J¥
E =-—— jole O0x0z
g dy
1 1 o3y
f H = L 3
g -1.9¥ ’ joue p dydz (2-36)
Y g Ox
2
E_=0 H_=- 1. a_+k2 oy
T jope | 922
11.2.1.2.-La ecuacion de Helmholtz en cilindricas
La ecuacién de onda escalar en cilindricas es;
1 0 o 1 9% 92
_'_( p'_w) o B U Y (2:37)
p dp\ 9dp) p? d¢? Oz

Y, de nuevo através del método de separacion de variables, buscamos soluciones de laforma:

v =R(p)-0(¢)-Z(z) (2-38)

Sustituyendo en la ecuacion de onday dividiendo por ¢ podemos identificar tres ecuaciones
independientes:
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=-v N (2-39)

donde las constantes (k,,, v, k,) son constantes independientes de las variables (o, ¢, 2).

Debe notarse que las dos Ultimas ecuaciones de las tres anteriores son iguales, en forma, alas
obtenidas en el caso de coordenadas cartesianas, por 1o que su solucion general esigual que laindicada
en laecuacion (2.31).

Sinembargo laprimeradeellasresultaser deotrotipo, pero no por ello menos conocida. Setrata
de la ecuacion diferencial de Bessel y su solucién es una combinacién lineal de funciones de Bessel.
Estas pueden ser las de primera y segunda especie o bien las funciones de Hankel. Para una mejor
comprension de las funciones de Bessel puede verse €l anexo A destinado a su estudio en estartesis.

Asi pues, en general, la solucién de la ecuacion de Bessel es:

B, (k,'p)=3,(k, p)
Bv(k p):YV(k p)
i aB(P)) k - 2 .2 B -0 - { P P (2_40)
P ap(p op Loy =vhae) B,(k, p)=H Ok, p
\BV(kp'p):HV(Z)(kp p)
Por |o tanto |a solucién de la ecuacion de ondas sera
Ve v = By(k, p) H(v-@) H(k. z) (2-41)

siendo lafuncién H(-) cualquiera de las propuestas en la ecuacion (2.31).
Por supuesto, |a solucion general es vaida para cualquier combinacion de valores (k,, v, k)
-aunque sblo dos valores de los tres son independientes, ya que se cumple que dos de ellos estan

relacionadosdelaforma kp2 + k__2 =k 2-. Ademés, cualquier combinacion lineal delas solucionestambién

es solucion de la ecuacion de ondas. Cada una de las soluciones individuales se conocen, al igual que
antes, como modos. Por o tanto, una combinacién lineal de todos |os modos da la solucién global a
problema.

Si losvaloresde (k,, v, k,) son discretos, la solucion sera

v=) ; Cv,kz"ljkp,v,kzzz ; Cv,kz'Bv(kp'P)'H(V'(P)'H(k.—'z) (2-42)

donde se ha supuesto, amodo de gjempl o, que | as constantes independientes son (v, k,). Por supuesto se
puede dar cualquier otracombinacion. Losvalores C, , son conocidos como |0os pesos o amplitudes de

los modos.
Sin embargo, si losvaloresde (v, k

- K;) son continuos, 1a solucion pasa a de ser un sumatorio
aser unaintegral delaforma:
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v=[ fk FVvk) vy g dvedi= [ fk S k) Bk, p) H(v-@)-H(k.z)-dv-dk. (243
donde f( v,k,) es una funcién anditica.
Asi pues, en general existen infinitas soluciones o modos paralos campos.

Y losvaloresde (v, k,, k,) vendran condicionadosy se calcularan a partir de las condiciones de
contorno del problema.

Laobtencion deloscamposapartir de estas soluciones esinmediato apartir delas ecuaciones
(219 y (2.20).

Recordemos que laecuacion de ondaescalar seresolviaparaunacomponente delospotenciales
Ay F.En particular, se resolvia paralas componentes ¢ de dichos potenciales. Si consideramos esta
componente como ladireccion z, podemos obtener las soluciones de campo el ectromagnético paralos
modos TM, y TE, de la siguiente forma.

Si hacemos A4 =%-y“ y F =0, obtenemos los modos TM:

1 aZ\Va
E = . a
P joue dpoz szi,l,a\lf
Hop J¢
1 1 aZwa
E — « . a -,
* jope p d¢oz H(P:,i.@w (2-44)
podp
2
E_:_ 1 . a—+k2 ,\Ila H::O
T jope | oz2

Y s hacemos el caso dual, detal formaque F=2-y/ y 4 =0, obtenemos los modos TE,:

2
1.1 9y Hp:.l'a"’
Ep:—z-g-—(p joUue dpdz
1 1 0%y
s H, = = )

E(p—%-%—\:; ? joue p 0@oz (2-45)

2
E =0 H = 1 . a_+k2 oy

) T joue | 0z2

11.2.2.-Soluciones en regiones con de fuentes. Funcién de Green

L as ecuaciones de onda que hay que resolver cuando estamos en regiones con fuentes son:

—

V2 Ad+k%A=-p-J (2-46)

V2-F+k2F=-¢g-M (2-47)

La solucion de estas ecuaciones no es, en general, nada sencilla. Esta depende tanto de la
geometria de todo el problema como de la ubicacion de las fuentes. No obstante esto, y para poder
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entender en qué consistelafuncion de Greeny cud essu utilidad, vamosaplantear un sencillo problema
escalar, ya que tampoco es objeto de esta el desarrollo de las funciones de Green.
Supongamos, pues, una ecuacion diferencial escalar como la siguiente:

2. @(F) + B2 () =f(F) (2-48)

donde lafuncion o(r) esta sujeta a unas determinadas condiciones de contorno, del tipo:

al"P(’i)*%'a(p—(FS)

=0 2-49
5 (2-49)

donder estaen unasuperficie S genérica-donde se aplican | as condi ciones de contorno- y n esun vector
normal adicha superficie en e punto r,

Asimismo, lafuncion f(r) es unafuncién conociday se llama funcidn de excitacion.

Dados, pues, estos datos, |lamaremos funcion de Green a la solucion de la ecuacion de onda
(2.48) cuando lafuncidn excitacion es una delta de Dirac.

Es decir, esla solucién de la siguiente ecuacion:

v2-G(7,7"')+p2-G(F,7') = 8(7 - 7') (2-50)
donde las condiciones de contorno seran:
oG(r. 7’
o, G(F, .7} +a, g—) =0 (2-51)
n

Tras algunas manipulaciones y haciendo uso de las identidades de Green, llegamos a que la
solucion de la ecuacion de onda es:

o[ [ [ SEFGlE v [ [ [olF) V-Gl Gl kv ol )ls osy

donde V es el volumen deinterésy Sla superficie cerrada que lo envuelve.
Como casos particulares, supongamos que las condiciones de contorno son condiciones de
Dirichlet homogéneas, de tal formaque (p(?s): 0 entodalasuperficie S. En este caso, lasolucién dela

ecuacion de onda se simplificaa:

A=[[ f f#)-G(F,7)av’ (2-53)

Estaeslaformamés clésicade ver el uso de lafuncion de Green, aunque, como ya se havisto,
€s un caso particular de otro mas general.
o9(r) _

on

=0 en todala

Si las condiciones de contorno son del tipo Neumann, se satisface que

superficie S. En este caso la solucién de la ecuacion de onda es:

o(7)- [ [ [ 1F)Glrr)d V’+Sio‘ [ [ ol)as’ (2-5)
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donde el segundo término resulta ser una constante y que, en general, suele omitirse ya que supone
sencillamente un umbral alasolucion ¢(r). Queda, entonces, el mismo tipo de solucion formal que para
las condiciones de Dirichlet.

Es decir, y resumiendo, si somos capaces de resolver € problema para una excitacion
impulsional -deltade Dirac-, através de esta Ultima ecuacién somos capaces de obtener la solucion a
problema global.

No obstante, es evidente que la propia resolucion de la ecuacion de onda para una excitacion
impulsional es, en si misma, un problema de elevada dificultad.

Labibliografiasobre este tematambién esamplisima, yaque practicamente paracadageometria
candnica que nos podamos plantear esté calculada su funcién de Green.

Como caso particular, mencionaremos la funcion de Green en espacio libre:

Bl
)= e Bewr/op (2-55)

e P |77

”:4L [[] 7 T -dv’ (2-56)

e P 77|

4 T fff /| 4V’ (2-57)

donde J (F ! ) y1\7l(7 ! ) son las fuentes de corriente el éctricay magnética respectivamente.

Por ultimo, decir que lafuncion de Green comentada hasta el momento se limitaba a problemas
escalares 0 bien aproblemasvectoria esfacilmente trasladables aescal ares. Estos serian los casosen los
gue una componente de la fuente se traduce en una componente de campo en la misma direccion.

Sin embargo existen otro tipo de problemas en los que una misma componente de la fuente
proporciona campo en todas las direccionesy no solo en lamisma componente de lafuente quelo crea.
Estariamos entonces en presencia de otro tipo de problemas cuya solucion pasa por las funciones de
Green diadicas. No obstante esto, la definicion y el método de célculo seria el mismo: la funcion de
Green nos da la solucion de la ecuacién de onda cuando la excitacion es un impulso o delta de Dirac y
cada una de las componentes de |a diada que forma la funcion de Green diédica es la respuesta en una
determinada direccidén aunaexcitacion impulsional en otradireccion. Obviamente, €l caso escalar esun
caso particular de este'y seria el caso en € que ladiada es diagonal y cada uno de los elementos de la
diagonal iguales entre si.

Para seguir con el estudio de estos problemas resultan de sumo interés las referencias 2] como
basicay [8] y [9] como ampliacién.

I1.3.-Conclusion

En este capitul o se ha pretendido dar un rapido repaso alas ecuaciones de Maxwell, origen de
todalateoriaelectromagnética, asi como de sus soluciones, desde un punto de vistamodal, detal forma
que los campos el éctrico y magnético se puedan expresar como una serie de soluciones particulares, en
los diferentes sistemas coordenados -aunque sélo hayamos visto el cartesiano y el cilindrico-, que
[lamamos modos.

Asimismo, se ha efectuado un repaso a la teoria electromagnética cuando en €l recinto a
caracterizar existen unas determinadas fuentes el éctricas y/o magnéticas.
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Lamatriz de
admitancias
generalizadas

El andlisiscircuital que se pretende abordar se asienta sobre el concepto deimpedanciade onda
(o de admitancia de onda). Este parametro, que establece la relacion entre los campos eléctrico y
magnético en cada punto del espacio, nos hablasobre lainteraccion entrelos campos el ectromagnéticos
y el medio.

El concepto deimpedancia, asoci ado acadapunto, puede extenderse alacaracterizacion detodo
un volumen mediante laintroduccion de lallamada matriz de admitancias generalizadas o MAG'. Su
empleo nos va a permitir segmentar el espacio y asociar a cada una de |as regiones resultantes una de
estas matrices, cuya posterior interconexion constituird el modelo circuital del problema.

Pero para poder llegar aobtener laMAG es necesario establecer primero las condiciones de su
existencia, paralo cual nos serviremos del teorema de unicidad. Posteriormente nos apoyaremos en €l
principio de equivaencia con € fin de formular |os operadores integrales que determinen la relacion
entre el campo eléctrico £ y e magnético H en una region homogénea arbitraria. FinalmentelaMAG
seobtendracomo resultado deladiscretizaci 6n delos operadores mediante alguno delos procedi mientos
disponibles, tales como |os métodos modales, el método de |os elementos de contorno o el método de
los elementos finitos, siendo este especialmente apropiado para regiones inhomogénesas.

[11.1.-El concepto de impedancia de onda

Tal comointrodujo S. A. Schelkunoff en los afios 30 y como recoge Harrington [1], en lateoria
electromagnética se denominan impedancias de onda los cocientes entre las componentes de campo

eléctrico E vy las de campo magnético H. De igual forma, hablamos de admitancias de onda a los

cocientes entre componentes de campo magnético 4 'y componentesde campo el éctrico E. En principio,
estos valores son puntuales, es decir, estan asociados a cada punto. Si el medio eslineal, este valor es
Unico e independiente de laintensidad del propio campo.

La descomposicion modal de las soluciones de la ecuacion de onda, descrita en el capitulo
anterior, permite extender € concepto de impedancia o admitancia -en general de inmitancia- a
superficies en lugar de estar definido a puntos. Dichas superficies se hacen coincidir con los frentes de
fase de los modos. De este modo, dada una superficie, e cociente entre las componentes del campo
eléctricoy lasdel campo magnético tangencial es a dicha superficie proporcionalaimpedanciade onda
superficial de cada modo. Estaimpedancia caracteriza de este modo atodo un frente de fase 'y, por lo
tanto, a una superficie.

Deigual forma se puedehablar dela"matrizdeimpdanciasgeneralizadas' o MIG, siendo unalainversa
delaotra



3-2 Aplicacion de la teoria de andlisis circuital generalizado ...

V eamos esto con un par de aplicaciones con geometria candnicaque nosilustren este concepto.

[11.1.1.-La guia rectangular

Vamosaproceder acalcular laadmitanciade ondadeun
tramo de linea de transmisién formado por unaguiarectangular
delongitud | y anchura a, segiin se muestra en lafigura.

Supondremos, asimismo, que los modos que se estan
propagando por la misma son los TE,,, de ta forma que no
tengamos dependencia con la coordenada y y podamos
considerar €l problema como bidimensional.

Laexpresion general de los campos delos modos TE,,,,
es, paralas ondas progresivas:

H.=A -cos| ™"%.x
- a

5o m .
<H[7

<]l
=
I
-2
3
o~
=-
i
:
=
~————
=)

_J o
L=
Tm
{g =m"'7T
' a

(1

(32

Como en general tendremos unas ondas progresivasy regresivas, podemos poner que € campo

en general es:

(33
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Si nos fijamos en un plano z cualquiera, podemos poner el campo eléctrico y magnético
tangencial como ondas progresivas y regresivas de la siguiente forma, de manera simplificaday para
cada modo m:

Eym :E}/(:'2 +E,V('I”)
H . :HX<2+H("): Y(’).E<’)+ Y(").E<")

X xm Om ~ym Om “ym

Los términos Yéf) e Yéfn) son, como puede verse por su definicién, los términos por los que

m

debemosmultiplicar el campoeléctrico Ey(j,? y Ey(;? paraobtener lascomponentesde campo magnético H 9

xm

y HX(;) respectivamente. Es decir, son, por definicién, las admitancias de onda. En este caso se

denominan admitancias caracteristicas ya que relacionan no sdlo componentes de campo eléctrico y
magnético sino que también nos caracterizan las ondas progresivas y regresivas en un medio de
transmision, con la implicacién que tiene esto a la hora de definir otro conjunto de parametros: |os
pardmetros S, o de scattering o de dispersion.

Paraobtener su valor, nosbastarécon particul arizar lacoordenadazen cualquier puntoy aplicar
la definicion. Si, por gemplo, particularizamos en z=0 (plano a que llamaremos puerto 1) y
consideramos incidente al campo que se propaga hacia la derechay regresivo a que se propaga hacia
laizquierda, obtenemos:

Yél) __ Ym
Wll ..
J ol o) 2
y,i—kcz—koz—(—n) ~w?e (3-5)
rg), - ’
b jrop

Sin embargo, si consideramos otro plano cuaquiera, pongamos z=I (al que [lamaremos puerto
2) y consideramos ahora que es incidente e gque se propaga hacia laizquierday regresivo €l que se
propaga haciala derecha, obtenemos:

= o
Jrou ) 2
vf,,—kf—ké—(T”) o @9
yO - Ym
Om 2 ](DIJ.

Nétese, con este emplo, que esimportante considerar y definir bien las direccionesalahora
de calcular admitancia o impedancias de onda e impedancias y admitancias caracteristicas.

Como un pequefio adelanto al concepto matricial delaMAG, vamosaconsiderar que el campo
total en el interior de la guia no es Unicamente un modo TE,, Sino que es una combinacién lineal de
todos, de tal forma que las componentes tangencial es de campo son:

ey:Z Eym:Z E}/(2+Z Ey(:;'z):ey(i>+ey(")

_ B (37
b 1,8 B E HD-O 0T 0 T
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Resultainmediato comprobar quelostérminosgue multiplican aloscamposel éctricos e y(i) ye y(")
para obtener los correspondientes magnéticos hf’) y hx(") deben ser dos matrices, a las que hemos

Ilamado ?(()") e ?(()r). Estas son las matrices de admitancias caracteristicas delaguiarectangular y son dos
matrices diagonales cuyos valores son, para €l puerto 1.

=()

0

—diag( f—_ym ]
! Jrof 2 .2 2( -n)z 2

4 Y=k —kqy= -0 el (3-8)

=(1) _dlag( 4 Y;n )
! J o

Y
Y parad puerto 2:

0
2—diag( e T ]
Jrop )2
) y2_k2k§-(—”) —02e (3-9)

=0)| _ diag( v, )
2 Jjon

0
Lasdimensionesdelasmatricesdependen del nimero demodos TE,, que estemos considerando
en laguia

Si quisiéramos caracterizar |os dos planos que hemos considerado (z=0y z=I, lamados puertos
1y 2), podriamos escribir |o siguiente:

7

@) )
ey|1 ey 1 ey 1
= +
e @) )
,V|2 €y 5 €y )
] (3-10)
h AR e® e?)
*h T Tl o= Y 1 =) Y
nl) Laol | el | ool |70 |0
2 h , h, ) ey, eyl
donde las matrices 7 e Y son:
dia diag(0
o 1, g(v,)  diag(0),,,
o T | .
Jrou dlag(O)mm dlag(—ym)mxm N2
{ yfn-kfkoz-(—“) ~0%ep (3-11)
. . a
=(r)7 +1 dlag(yln)inwn dlag(o)mxm
Yo'=- N .
Jjrop | diag(0) dlag( Y )mm
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[11.1.2.-Ondas cilindricas; € anillo circular

Vamos, en esta segunda aplicacion, a calcular laadmitanciade onda
delasondascilindricas cuando el plano defaselossituamos en un p=cte. (ver

figura).
Deigual forma que antes, vamos a considerar la existencia de dos b %\
posibles planos de origen de fase: p=a, que Ilamaremos puerto 1, y p=b, a K/

gue llamaremos puerto 2, segiin se muestra en lafigura.

Estudiaremos Unicamente el caso de los modos TM, y € caso
bidimensional enel quek,=0. Seguin esto, |ascomponentes de campo el éctrico
tangentes alasuperficie son, considerando yaincluidas|as ondas progresivas
y regresivas -notese que el parametro v es entero para poder cumplir la periodicidad de la estructuraen
ladimension angular ¢-:

am'Hé}«kr)sen0n¢)+bm'Héfkkr)COSOn@)+

FjonY @1
mlve HP(kr)-sen(me)+d -H P (kr)-cos(me)

m

Y las componentes de campo magnético tangencial son:

a HY (kr)-sen(me)+b_-HD (kr)-cos(me) +
H =k, (3-13)
" ve HD (kr)-sen(me)+d_-HP (kr)-cos(me)

Sabemos que las funciones de Hankel de primeraespecie H. Y son ondas que viajan en sentido
radial negativoy las de segunda especie H,,® vigjan en sentido radial positivo. Es decir, las primeras se
acercan al origen y las segundas se algjan.

Segun esto, las componentes de campo el éctrico caracterizadas por |os coeficientes g,y b, son
ondas reflgjadas en el puerto 1 -que es € interior, € de radio r=a- y, alavez, ondas incidentes en €l
puerto 2 -que es el exterior, el deradio r=b-. Deigual forma, el campo eléctrico caracterizado por los
coeficientes c,,, y d., son ondas incidentes en el puerto 1 o interior y ondas reflejadas en €l puerto 2 o
exterior.

De nuevo, y s nos fijamos en un plano p cualquiera, podemos poner el campo eléctrico y
magnéti co tangencial como ondas progresivasy regresivasdelasiguienteforma, demanerasimplificada
y para cada modo m;

E :E_(i)+E_(r)

| ‘ ‘ (3-14)
Hcpm :H<’) +Hq§’r3 - Yé”n)E (’)+ Yo(:n)E(l)

Qm zm zm

Estas relaciones se pueden escribir tanto paralavariacion seno como lavariacion coseno delos
campos tangenciales.
Lostérminos ¥{) e ¥{) sonlostérminospor losquedebemosmulltiplicar & campoeéctrico £
y E__(;) para obtener las componentes de campo magnético H, f,?, y H (52 respectivamente. Es decir, son,

por definicion, lasadmitancias de onda. En este caso se denominan de nuevo admitancias caracteristicas
ya que relacionan no sélo componentes de campo eléctrico y magnético sino que también nos



3-6 Aplicacion de la teoria de andlisis circuital generalizado ...

caracterizan lasondas progresivasy regresivas en un medio de transmision, con laimplicacion quetiene
esto alahora de definir los parametros S.

Paraobtener su valor, nosbastaracon particularizar lacoordenada o en cualquier puntoy aplicar
la definicion. Si, por gemplo, particularizamos en p=a (plano a que hemos Ilamado puerto 1) y
consideramos incidente al campo que se propagahaciafueray regresivo al que se propaga haciadentro,
obtenemos, para cada una de las variaciones seno 0 coseno:

2/
1 Hy(k-a)

YU HP (k)
] - =B (3-15)

1 He(ka)
YU HY (k)

0

Om

r$)

m

Sin embargo, si consideramos €l otro plano comentado antes, el p=b (al que |lamamos puerto
2) y consideramos ahora que esincidente el que se propaga hacia dentro y regresivo e que se propaga
hacia fuera, obtenemos:

(1
g - M
2 Jm H(keb)
] = % (3-16)
@Y.
r@| - L Hn t0)
2T H P (keb)

Denuevo hay que hacer notar que esimportante considerar y definir bien lasdireccionesen cada
plano a la hora de calcular admitancia o impedancias de onda e impedancias y admitancias

caracteristicas.
Vamos de nuevo aver como nos aparece una matriz cuando, en lugar de contemplar un Gnico

modo m, suponemos la existencia de una combinacién lineal de modos. En este caso, las componentes
tangenciales de campo el éctrico y magnético son, de nuevo para cada una de las dos variaciones en ¢

-variacion sen(v-¢) y cos(v-¢)-:

e: - Z E:m - Z E:(r’n) + Z E:(rln) = e:(i>+ e:(")
m m m (3_1n

om

h(P - Z H(pm :Z Hq()lr?1 * Z H(I) :hq()i)+thr):?(O’)'e:(i)+?Or).e:(r)

Evidentemente |ostérminos que multiplican alos campos el éctricos e__(’) y e__("> paracbtener los

correspondientes magnéticos h(g’) y hq@ deben ser dos matrices, alas que hemos llamado Yg) e T/g),
y se corresponden con las matrices de admitancias caracteristicas de los modos cilindricos. Estas dos
matrices son diagonales y sus valores son, para el puerto 1:
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=(f>‘ g _
Y, 1—dlag —

=
I | T

4 (3-18)

=(l)‘ . .
Y, l—dlag —

Y parad puerto 2:

1 Hy (k)

I HO(k-b)

3 (3-19)
2/

1 Hp (kD)

I HP(kp)

7’8‘) ‘ .- diag

Las dimensiones de las matrices dependen del nimero de modos dilindricos que estemos
considerando.

Si quisiéramos caracterizar |os dos planos que hemos considerado (p=ay p=b, llamados puertos
1y 2), podriamos escribir |o siguiente:

e) 9] [0
1 - =l = h
e|, e__@L 9|
(3-20)

Q) () 0] ()

h‘P|1 h(P 1 h‘P 1l =0 ¢ 1 =0 ¢: 1
= =Y, Yy

hol,) | ® 0 N0 NG

¢ 2 ¢ 2 = 12 = 2

donde las matrices 7 e Y son:
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H (k-a
diag| —= ( diag(0),
Yg):.—'
Jn (1)
H. " (k-b
diag(0), diag n;l) (k-5)
Hy (kb -
X (3-21)
H(l)/ “a
diag m ) diag(O)Wm
R I
703,
Jn 2y
H, " (k-b
diag(O)mm diag| —> (k-)
HP (kb

Como puede verse de estos dos gjemplos, donde hemos obtenido las admitancias de onda
caracteristicas en una guia rectangular y en un medio cilindrico como es € anillo circular, las
definiciones que hemos estado utilizando son de escasa utilidad cuando pretendemos caracterizar un
medio con una geometria arbitrariay no formando un frente de fase como ha sido € caso de los dos
gjemplos anteriores.

Asi pues, se hace necesaria laintroduccion del concepto de admitancia generalizada.

[11.2.-La matriz de admitancias generalizada (MAG)

Si laadmitanciade ondacaracteristicacaracterizaa medio en cadapunto mediante unarelacion
univoca entre E y H, la admitancia generalizada caracteriza a todo un volumen V libre de fuentes
mediante la relacion que se establece entre E y H en la superficie S que lo envuelve.

Laadmitancia generalizada también es Unica, cosa que se puede probar através del teoremade
unicidad [1]. Este teorema establece que €l campo en € interior de unaregion cerraday con pérdidas
queda completamente definido por el conocimiento de las fuentes en su interior junto con las
componentes de campo el éctrico y magnético tangenciales en la superficie ficticia que envuelve dicha
region.

En la figura 3.3 se muestra de forma E

t

esquemdtica esta situacion. Podemos ver, ademas, Region 2 E,H
que la regién 2 esta libre de fuentes. En ella €
teoremade unicidad nosgaranti zagque paraconocer
E y H de forma univoca en cualquier punto no es
necesario disponer delasfuentesrealessituadasen
laregion 1. Es suficiente con disponer de E, sobre
la superficie S -0 bien de H, o bien de una
combinacién de ambos en toda la superficie- para
conacer € valor de Ey H.

Observamos, pues, que ciertamente debe
existir unarelacion entre E, y H,, puesto que basta
con uno de €ellos para caracterizar por completo unaregién. Ademas, esta relacién debe ser Unica para

Figura 3-3.-La superficie Sencierra las fuentesJ y M
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garantizar el cumplimiento del teorema de unicidad. Por otra parte, s esta relacién es Unica, su
conacimiento basta para tener completamente caracterizada una region -laregion 2 en este caso-.

Ahorabien, como se sefial 6 en €l capitul o anterior, las ecuaciones de Maxwell establecen unas
relacionesentre fuentesy campos. Por ello, s queremos obtener un operador que rel acione componentes
de campo E, con componentes de campo H,, € principio de equivalencia nos sera de gran utilidad.

El principio de equivalencia ([1] y [2]) establece como se pueden sustituir las fuentes reales por
otras equivalentes. Asi, y volviendo a ejemplo de la figura 3.3, los campos en € interior de una
superficie cerrada como laregion 2 se obtienen eliminando las fuentesrealesJ y M de laregion 1y
situando unas fuentes equivalentes J, y M, sobre la superficie S, de tal forma que se cumplan las
condiciones de contorno del problema original.

Si elegimos J =AXxH, y M,=-iXxE,,
siendo 7 un vector unitario entrante en e volumen ~
bajo estudio (ver figura 3.4), entonces el campo en \\ -

laregién 1 es cero, pero en laregion 2 la solucién
esidenticaalade partida. ’ ,

Ahora es posible plantear un operador | !
EJ,M) ta que a partir de las corrientes| CAMPO CERO /
equivalentes proporcione € campo el éctrico sobre
S. Del mismo modo podriamos considerar otro
operador H,(J,M) para obtener e campo
magnético sobrelamismasuperficie S partiendo de
las mismas corrientes. S §E

En este punto conviene enfatizar que X
ambo§ operadores, .Si blen son dist _nfos, Conduc?n Figura 3-4.-Corrientes equivalentes
alamisma caracterizacion delaregion 2. Ademas,
debemos recordar en primer lugar que J,y M no son independientes entre si, y en segundo lugar que,
numéricamente, tanto H, y J, como E, y M describen el mismo valor de campo. En resumen, ambos
operadores relacionan esencialmente E, y H,.

Justificada, pues, laexistenciade un operador, podemos adel antar que paraobtener unarelacion
numeérica entre E, y H, ser& necesario discretizar dicho operador. Para ello, ambas componentes deben
expresarse como una combinacion lineal de funciones base, de la siguiente forma:

A
n

El :Z en.En
’ (3-22)
FI{ :Z hn.[j[n

donde las funciones bases serian En parael campo eléctrico y Fln parael campo magnético. Y donde

lostérminos e, y h, son los pesos 0 amplitudes de cada una de las funciones base.

Deestaforma, larel acién entre ambas componentes de campo se establece mediante unamatriz.
Lamatriz que nos relacionalos pesos h,, de la expansion en serie del campo magnético con |os pesos e,
delaexpansion en seriedel campo el éctrico eslamatriz de admitanciasgeneralizadas. Suinversaseria
la matriz de impedancias generalizadas:

S
I

~

Xy

(3-23)

)
I

NIl

SN
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donde & es el vector de pesos del campo eléctricoy # es el vector de pesos del campo magnético:

H=[hyhy by hy ]

(3-24)
E:[ 1,ez,e3,...,eN]’
Y lamatriz de admitancias es -de igua forma seriala matriz de impedancias-:
Yll YlZ Y13 ot YlN
Y2l Y22 Y23 T Y2N
_ 31 Y32 Y33 o Y3N -1
Y= =7 (3-25)

Y

NlY

N2 Y

N3 - Y

NN

Notese que las dimensiones de los vectores ¢ y 4 son las mismas (Nx1) y lasde Y son (NxN),
donde N es el nimero de términos en el que acotamos la serie, que en principio esinfinita.

Estaformulacién matricial nospermitever laregion delimitadapor lasuperficie Scomo unared
de N accesos. Los coeficientes de lamatriz de admitancias son las admitancias mutuas de estared que
aproximaalaregion modelada. Entonces, si las funciones base escogidas son de dominio discreto, las
admitancias representan las interacciones espaciales entre las N puertas en las que hemos discretizado
e modelo. Si, por € contrario, las funciones base son de dominio completo, las admitancias nos
muestran lasinteracciones modal es -es decir, lasinteracciones entre cada una de | as funciones base con
las demés-.

La discusién del problema que nos ocupa no quedaria completa si no matizaramos que los
operadores anteriormente propuestos no son los unicos. En realidad no es necesario disponer de las
corrientes J,y M simultdneamente para generar un operador. Volviendo alafigura 3.4, e teoremade
equivalencianoshace observar gue, dado que se haforzado un campo nulo enlaregiéninterior, el medio
gue existe en su interior puede cambiarse sin que afecte a problema externo.

En particular, s rellenamos laregion interior con un conductor perfecto como muestralafigura
3.5, lacorriente J, resulta cortocircuitada, conservandose la corriente M.,

Por otra parte, si laregién interior larellenamos con un conductor magnético, segiin se muestra
en lafigura 3.6, en este caso esla corriente M la que se anulay se conserva Unicamente J..
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|
( CONDUCTOR .'
ELECTRICO 1 CONDUCTOR |
.. MAGNETICO
Ny S -
s E X 13\ el o
Figura 3-5.-Region interior con conductor Figur:d_3-6.-Regién interior con conductor
eléctrico magnético

En el primer caso deberiamos encontrar un nuevo operador, H,(M ), que proporcionarael campo
magnético sobre S a partir de la corriente M ¢ Unicamente. La matriz de admitancias generalizadas que
se obtendriacomo resultado de |a discretizaci on de este operador serialamismaque con los operadores
anteriores’.

Similarmente, en el segundo caso deberiamos obtener un operador E,(J.) que proporcionara el
campo eléctrico sobre S a partir inicamente de J, y estando presente e conductor magnético. La

discretizacion del operador proporcionariaahoraunamatriz deimpedancias generalizadas Z, cuyo valor
seria el inverso de lamatriz de admitancias generalizadas.

Disponemos, en definitiva, de varias alternativas alahorade formular larelacion entre E, y H,
en el contorno de un recinto arbitrario. Nuestro interés se centrard ahora en formular diferentes vias que
nos conduciran hasta la matriz de admitancias generalizadas.

I11.3.-Ecuaciones integrales de contorno basadas en la funcion de Green

V eamos como podemos formular matematicamente larelacion entre E, y H, como un problema
de contorno [4].
Para ello nos fijaremos en lafigura 3.7, donde podemos ver dos regiones.

’En este punto conviene recordar que las Gnicas formulaciones que proporcionan una solucion Unica a
todaslasfrecuencias son aquellas queinvolucran tanto a las corrientes el éctricas como alas magnéticasdeforma
simultanea; delo contrario, las soluciones presentan singularidades a aquellas frecuencias que se corresponden
con las de resonancia del resonador resultante de situar un conductor perfecto en el contorno delaregién [ 3]
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Figura 3-7.-Geometria del problema de contornos

Laregion 1 esde permitividad €, y permeabilidad |, en general complejas, y esta delimitada
por la superficie del infinito S, y por la superficie S. Asimismo contiene unas fuentes de corrientes
denominadas J, y M ,.

Laregion 2 esta caracterizada por €,, ¥ |- Esta delimitada por la superficie Sy contiene las
fuentes J, y M.,

L as ecuaciones de Maxwell en cada una de las dos regiones son:

VXE =-M,-joy, H,

3 o [ en ¥y (3-26)
VXH =J, +tjoe " E,

VXE,=-M,-jo W, H,

9 o - roen V2 (3-27)
VXH,=J,+joe, E,

Consideremos laregion 1y apliquemos el segundo teorema de Green en su forma vectorial:
fff (Q-V/xv’xﬁfﬁ-VxVxQ)dV’:ff (OxV/xP-PxV'x()dS’ (3-28)
vy Sy

donde O y P son dos funciones vectoriales continuas en V, hasta su segunda derivaday S, es la
superficie total que encierrael volumenV,.
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Escogemos |os siguientes valores para estas dos funciones vectoriales. Para P:

P(7)=E,(F') (3-29)

o7, 7)=a-o, (7,7 (3-30)

Enestasecuaciones 7/ apuntaaunafuentearbitrariay 7 indicael punto deobservacién. Por otra
parte E, (7/) es el campo eléctrico en 7/ y @ es un vector unitario constante.

Si sustituimosestosdosvectores O y P enlaidentidad de Green, y lafuentede @ (7,7”), situada
en 7/, serodea con una esferainfinitesimal S,, y tras algunas manipulaciones[5]:

fff ]mlll J cI):L*]\?lXV/(I)lﬁ— V/(I) AV =
' (3-31)
:ffsm .S [7].@“1'(’%1)(ﬁl)'q)lf(ﬁlx’al)xv/(pﬂ( E ) Vo ]dS

Se puede demostrar que se cumple:
”Sn[ 1dS'=4-n-E (7)) 332
Y también:
”Sm[ 1d5'=0 (333
por lo que la ecuacion (3.31) se convierte en:

P1
€

El<71): ffm 7.0‘)"11.'71.(1)17‘]\21)(V/(I):LJr V/(D dv'+

| 1
(3-34)
+4_17'Eff5[ _jmul'js"q)l_ﬂs‘Xv/®1+(ﬁl'E_:1).V/(D1]d§/

dondeJ =7, xH y M =+n,XE,

Parael campo E . (7 ( ) esdecir, sobrelasuperficie S, laexpresi 6n eslamisma, pero multiplicada
por 2 [4].

El significado fisico de esta Ultima ecuacion es: el campo eléctrico en €l interior de V ,, E(Fl),
sedebealasfuentesimpresas J, y M, enV, y alascorrientes superficiales equivalentes J, y M, sobre

S. Por su parte, las caracteristicas el éctricas del medio 2 se sustituyen por las del medio 1y las fuentes
del medio 2- J, y M,- se suprimen.
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El razonamiento sobre el medio 2 seriatotalmente dual a realizado parael medio 1, siendo las
expresiones finalesiguales, pero intercambiando los subindice 1 por 2. Por |o tanto nos centraremos en
esta region para obtener |as expresiones que la caracterizan.

Ademés, vamosaparticularizar laexpresiénfinal (3.34) aunaregion bidimensional, homogénea
y libre de fuentes caracterizada por las constantes € y . Para ello resulta conveniente descomponer el
problema en dos modos ortogonal es. En particul ar escogemoslas solucionesTM, y TE,, y como funcion
de Green tomamos la funcion bidimensional del espacio libre que, en coordenadas cilindricas, es.

o(p,p’)= —4ij'H§2>(k'|p—p’|) (3-35)

Por ello, parael caso TM, se obtiene que el campo eléctrico E,(p) es:

=/

2E(p)=§ [jonT @5, xV'®|aC (3-36)

Y paralos modos TE, se obtiene el campo magnético H,(p):

f'Hz(p):fC[jﬂ)s'f‘Z;@*ijV/q)]dé/ (3-37)

siendo C & contorno que envuelve alaregion bidimensional bajo estudio.
Si ahora situamos el punto de observacion p sobre el propio contorno obtenemos una ecuacion
integral relacionando las componentes tangenciales del campo el éctrico y magnético en el contorno.

111.3.1.-Otras integrales de contorno

Este tipo de relaciones integrales pueden formul arse también mediante |os otros dos model os
del principio deequivalencia. Esdecir, sin emplear ambostipos de corrientesficticias simultdneamente.

La ecuaciones (3.36) y (3.37) se obtuvieron las relaciones entre j LY 1\715, para problemas
bidimensionales TM, y TE,. Siguiendo con este caso bidimensional, si imponemos ahora un conductor
perfecto en el contorno, la corriente fé, se cortocircuita, resultando, parael caso TM

2E(p)- f([ M xV'D,, |dC’ (3-39)

y para€l caso TE,:

2H (p)=§ [josd, @, JdC’ (3:39)

De esta Ultima ecuacién se obtiene de formainmediatalarelacion entre el campo magnético 'y
€l éctrico tangencial es paraobtener lamatriz de admitancias. Sin embargo, en laprimeraesnecesariauna
peguefiamanipul acién paraobtener el campo magnético tangencial -que no aparece deformaexplicita-.
Para ello aplicamos el rotacional a la igualdad y extraemos la componente tangencial de campo
magnético, llegando a

FH(p)= - —1iix

’ jou

VX( f([M xV’@PE]dé”) ] (3-40)

donde 7 es un vector unitario tangencia al contorno C.
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Por otra parte, si en lugar de un material conductor perfecto eléctrico colocamos un material
conductor magnético perfecto, obtenemos paralos modos TM,, tras cortocircuitar A7[_‘, :

ZA'E:(P):jwu'f(V[@pM'JHS ]dé/ (3-41)
y paralos modos TE,:
A 1 . > -
t'Hl(p):_._'nX VX( ?é‘w['].\'xv/q)[’z\/[}dc/) :| (3'42)
JOE C

L ostres gjempl os propuesto conducen alamismamatriz de admitancias-o deimpedancias-. Sin
embargo las expresiones formales son diferentes y la razon esta en que las funciones de Green, que
hemos [lamado ®, son diferentes en cada uno de los tres casos. La funcién [lamada Gnicamente ® esta
radiando en €l espacio libre mientras que la funcién @, esté radiando frente a una pared eléctricay la
funcion @, esta radiando frente a una pared magnética. Por |o tanto tienen diferentes condiciones de
contorno y las funciones seran totalmente diferentes.

[11.4.-Ecuacion integral de contorno a partir dela funciéon de onda

Dado que en muchos casos se trata de caracterizar regiones homogéneas libres de fuentes, cabe
plantearse si fuera posible establecer unarelacién entre J,y M apartir delafuncion de onda, que esla
solucién de la ecuaci én de ondahomogénea, en lugar de emplear lafuncion de Green, que eslasolucién
de la ecuacién de onda inhomogénea.

Laformulacion desarrollada en el apartado anterior nos permiti6 establecer larelacion entre Jg
y M, y paraello nos apoyamos fundamental mente en la funcion de Green, ya fuerala de espacio libre
o0 bien otra especifica de otra geometria. EI empleo de la funcion de Green presenta en ocasiones
problemas de singularidades. Asimismo, el empleo de funciones de Green especificas hacen que el
nucleo de la ecuacion integral se complique en exceso, dificultindose mucho su tratamiento.

Ademés, todos estos i nconvenientes se ven incrementados cuando, en la solucién numérica de
la ecuacion, empleamos funciones de expansion de dominio completo paralas incognitas.

Laideade emplear lafuncién de onda en unaintegral fue originalmente propuesta por Kishi y
Ocoshi [6, 7], Y, a pesar de las favorables implicaciones que de ella se derivan, no ha recibido gran
atencion en labibliografia. Sin embargo, las funcién de onda puede ser mas sencilla de obtener que la
funcion de Green.

En|[8] se puedever undesarrollo muy interesante de este método del cual extraemos Unicamente
los resultados para los modos TM, y TE, en |os casos bidimensionales. Para el primer caso se obtiene:

fv(jo\)u-\y-js+1\7[SXV\|J)-ZA-01C:O (3-43)
Y paralos modos TE,:

f(}(jcos-w-]ﬁ[s+.7SXV\|/)-ZA-dC:0 (3-44)

En ambos casoslafuncion ¢ eslasolucién delaecuaci én de ondas para cada uno de los modos,
con suscorrespondientescondicionesdecontorno, detal formaqueparalosmodos TM, secumpleque 4 =2+ y
y paralos modos TE, se cumple que £ =2y y laecuacion de ondas es:

V2y+k2y=0 (3-45)
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Este procedimiento, como se dice en [8], no sustituye a método desarrollado en €l apartado
anterior basado en lafuncién de Green. Es més, €l procedimiento basado en lafuncién de Green puede
proporcionar laadmitancia en cualquier configuracion. Por el contrario, esta ecuacion integral, basada
en la ecuacion de ondas, requiere que dicha funcidon sea conocida en todo € contorno de la regién
analizada. Esta condicién impide, ademas, la aplicacién de aguellos otros modelos basados en el
principio de equivalencia en los que se impone un conductor eléctrico 0 magnético sobre € contorno.
Esto sedebeaquesi secortocircuitalacorriente el éctricao magnéticaen (3.43) o en (3.44) noesposible
establecer unarelacion en formade admitancia-o deimpedancia-. Enlamismareferencia[8] se pueden
encontrar algunos ejemplos de su aplicacion.

[11.5.-Obtencidon de la MAG mediante e método de los elementos de
contorno

Lamatriz de admitancias generalizadas se puede obtener discretizando | os operadores obtenidos
en (3.36) y en (3.37) mediante el método de los elementos de contorno [9, 10, 11, 12]. Setratade una
técnica que combina los métodos basados en integral es de contorno con las técnicas de discretizacion
propias de los elementos finitos.

Enel caso bidimensional ladiscretizacion del operador sesuel erealizar expandiendolaincognita
mediante funciones pulso. A continuacion, la técnica de colocacion o point-matching proporcionalas
ecuaciones necesarias para despejar la incégnita. Sin embargo, esta técnica no se puede aplicar
directamente sobre integrales como las de las ecuaciones (3.36) o (3.37) ya que cadavez que € punto
p coincide con p' (p=p") lafuncion de Green presenta una singularidad. En [10] se presentan |os pasos
aseguir pararesolver lasingularidad, dando como resultado, por jemplo parala expresion (3.36):

M(i)-§ ( ]Ek) -cos0, -H P(k-r, ) M,(/) +( - (”7“) HP(kr, )-T.7) } ds, (3-46)

donde r,, =|p,-p, |y J.=z-{(ii x ).

La figura 3.8 muestra e modo en € que se
discretizael contorno C sobre el que se aplicalaecuacion
anterior.

Con esta discretizacion, la ecuacion (3.46) se
convierte en una ecuacion matricial del tipo:

HJ.=UM, (3-47)

gue s se reordena, tenemos: j
o B Figura 3-8.-Discretizacion del contornoen N
J-H LT M =YM, (3-48) Segmentos

donde se observa la aparicién de la matriz de admitancias.

A su vez, cada uno de los elementos de las matrices H y U vienen dadas por las siguientes
expresiones. Parala segunda:

=8, L5 [ cos0, Hfiryfr - v P (@49)

donde §; esladeltade Kronecker. Y paralaprimera
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=gt [ A s (350

Es decir, que de nuevo es posible establecer una relacién numérica entre las componentes
tangenciales de E y H en @ contorno. Esta matriz sera la matriz de admitancias generalizadas, y
relacionara el campo eléctrico (M) en el punto j con el campo magnético (J,) en el puntoi del contorno.

En[8] se dan a gunas observaciones sobre la aplicacion préctica de este método y limitaciones.

[11.6.-Obtencion dela MAG a partir de soluciones modales

Para obtener laM A G mediante soluciones modal es podemos partir delas ecuacionesintegrales
formuladas en e punto 111.4 y que relacionan las componentes tangenciales de E y H en un contorno
ficticio cuando es conocida lafuncion de onda -esto es, la solucién de la ecuacion de onda-.

Como ya se expuso en €l capitulo anterior, la solucion més general de la ecuacién de onda
homogénea se compone de una combinacién lineal delosmodos y, lineal mente independientes entre si.

Asi pues, y puesto que las relaciones (3.43) y (3.44) deben cumplirse para cada una de estas
soluciones, podemos disponer de un conjunto de N ecuacionesintegrales. Si acontinuacion expandimos
las fuentes incognita como combinacién lineal de unas funciones base, de laforma:

N
J=X 0, (35)

Jj=1

M =

s

-

=

m; M, (3-52)
J=

Por lotanto, con estedesarroll o en serie, podemos convertir el operador integral enotromatricial
delaforma

H-j =U-i (353

donde ; es e vector de pesos de la corriente eléctrica J,y i es el vector de pesos de la corriente
magnética M
Evidentemente a partir de la ecuacion anterior esinmediato obtener la matriz de admitancias:

-1

Sl
~

J=H U-m=Y (3-54)

L os elementos de |as matrices son, por ggemplo paralos modos TM

Q£

hl.j. :jc)pjgc \|/,.-jj-zA-dC
(3-55)

u, = 7£; (]\4/ X V\yi)-z-dC

Pero este método, obtenido a partir de las ecuaciones (3.43) y (3.44) no es € Unico
procedimiento que proporcionalaMAG a partir de lafuncién de onda.

Cuando €l recinto considerado es canénico, es decir cuando su geometria se genera a partir de
un sistema coordenado separable, podemos imponer una pared eléctrica en el contorno. Entonces la
funcién de onda es conocida en su interior y las condiciones de contorno son faciles de imponer por 1o
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que es posible prescindir de las integrales proporcionadas por las ecuaciones (3.43) y (3.44) y que
aparecen en (3.55).
Para proceder al célculo de laMAG se requiere ademés imponer unas corrientes magnéticas
equival entes sobre la pared el éctrica que garanticen la continuidad eléctrica con €l problema externo.
Pero como este es el método que se va a utilizar en el resto de latesis y en los gjemplos
propuestos, dejamos su descripcién mas detallada para el capitulo siguiente.

[11.7.-La MAG a partir del método de los elementos finitos

Otro procedimiento numérico que puede proporcionar unamatriz de admitancias generalizadas
es e método de los elementos finitos (MEF). Este méodo ha sido ampliamente utilizado en
electromagnetismo desde principios de la década de los 70 y se ha revelado como una herramienta
potentisimay versétil para resolucién de numerosos problemas el ectromagnéticos.

El MEF presenta ciertas ventajas respecto a los métodos de contorno estudiados por cuanto
permite manejar cualquier tipo de inhomogeneidad e incluir el efecto de pérdidas en los materiales sin
una complejidad adicional en su formulacion.

Evidentemente no es el propdsito de estatesis ahondar en las particularidades de esta técnica,
por 1o que nos limitaremos a recoger brevemente las ideas fundamentales del método afin dereforzar
latesisafavor delasegmentaci én de problemas electromagnéticosy su interpretacion circuital. En [13,
14, 15] se pueden encontrar importantes estudios més rigurosos y detallados sobre el método.

El método de los elementos finitos permite convertir un problema diferencial en un problema
algebraico. El primer paso es formular una ecuacion integral equivalente a la ecuacion diferencial de
partida. Una vez convertido en problema integral, el recinto R en el que esta definida la solucion se
descompone en N subrecintos 0 elementos y en cada uno de ellos la funcidn incégnita es interpolada
mediante determinadas funciones base, procedimiento muy caracteristico de los elementos finitos. La
interpolacion de la incognita conduce finalmente a problema algebraico equivalente al problema
diferencial.

En general, el problema diferencial que se pretende resolver es de laforma:

L(u)=g (3-56)
dondeL esunoperador diferencial que acttasobre ciertafamiliade funcionesu definidasen un dominio

R. Lafuncion g representala excitacion. En la periferia se especifican las condiciones de contorno que
debe satisfacer la solucion del problemay que en general son de laforma:

Lc(ﬁ)+a-ﬁ:u0 (3-57)

Asi, por ejemplo, en la ecuacién de onda:

Vx( i-VXE) ~k%e E=-jopu,J (3-58)
M.
el operador es:
_ 1 2
LVX[—'VX ] -k“-e, (3-59)
M,

y las condiciones de contorno son del tipo:
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S

XE .= 0
1 . . (3-60)
—-ﬁxVxE+a-ﬁx(ﬁxE) =0
M, c
2
y donde el contorno total es C, que eslaunion delos contornosC, y C,: C=C, u C,

Paraobtener laecuaciénintegral equival ente se multiplicalaecuacion diferencial (3.56) por una
funcién peso w arbitrariay seintegra en el dominio, dando lugar a:

[ wlL(@)-g]dr=0 (3-61)

En general lasfunciones peso eincognitase suelentomar dentro del mismo espacio defunciones
@, detal formaque:

4 (3-62)

y lo mismo sucede con la funcion excitacion:

N
‘
g= G,‘ : (P,- (3'63)
Lacaracteristicafundamental del método delos elementosfinitos es )
laforma en que se construyen las funciones base ¢,. l

Para ello & dominio R se divide en N¢ subdominios R, llamados
elementosy que cumplen:

Figura 3-9.-Division del

R:URC e:1|2,,...,NE recinto

(3-64)
RNR =0 Vi#j

lo que nos permite discretizar la ecuacion (3.61) y tras introducir los desarrollos en serie en dicha
ecuacion integral y algunas manipulaciones, se Ilega a una ecuacion algebraica del tipo:

[4][U]=[G]

de donde podemos obtener las incognitas U,. En el caso de tratarse de la ecuacion (3.58), que hemos
planteado como ejemplo, la solucion seriael campo eléctrico E.

El MEF proporciona de este modo €l campo el éctrico o magnético en cada punto de laregion
R. Pero la caracterizacion circuital del recinto requiere, sin embargo, larelacién entre Ey H en €
contorno. Un método eficiente de obtenerla se basa en e método del unimomento [16, 17, 18]. Este
método surgié como un intento de extender a problemas de difraccién en espacio libre el método delos
elementos finitos, tradicional mente restringido a problemas cerrados dada su naturaleza: un recinto de
dimensiones infinitas requeririainfinitas incégnitas para su solucion.
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Sin embargo, el método del unimomento encierra un objeto
difractante arbitrario en un recinto ficticio. En un problemacomo el de
la figura 3.10, un cilindro de seccion arbitraria es rodeado por una C~
circunferenciaderadio a. Si suponemos, por sencillez, unaexcitacion y
del tipo TM,, el campo magnético en el exterior del cilindro sera ]

i X
E=E':+Elz (3-66) \/_/

Los campos incidente y difractado pueden expresarse en
términos de las funciones de Bessel y de Hankel de laforma:

j ; Figura 3-10.-El contorno
E'= J(k-p)-e/n® Aol )
: Zn: a,J(kp)-e arbitrario se encierra en una
(3-67) circunferenciaderadioa

BS b ey

Por lo tanto podemos imponer que el campo en p=aes delaforma:
Ef=Y c el (3-69)

Cada funcion excitacion &(¢) =e/"® impone €l valor del campo en los elementos de arista del
contorno. Unavez establ ecidas|as condicionesde contorno, €l problemase resuel ve mediante el ementos
finitos, proporcionando como resultado el campo magnético ﬁn((p) sobre el contorno. Estafuncion se

puede expandir como:
H,(9)=) H,, h(e) (3-69)

Dado que el campo eléctrico en el contorno esta normalizado, los coeficientes del desarrollo
coinciden con los elementos de la matriz de admitancias buscada Y

nm‘;z%t'foann(@)'e Imede (3-70)

De estaforma, lamatriz Y caracteriza unaregion de una puertay es por tanto una admitancia
de carga. El concepto de matriz de admitancia generalizada enriquece al método del unimomento,
inicialmente concebido para resolver problemas de difraccion, y lo hace aplicable a situaciones méas
variadas donde se consideran regiones con mas de un acceso. Buen gjemplo de ello lo representa el
trabajo recogido en [14] donde estas ideas se desarrollan en profundidad.

[11.8.-Conclusiones

A lo largo de este capitulo hemos podido ver como aparecen las matrices de admitancias o
impedancias generalizadas a partir de diferentes modelos o formulaciones de los campos
electromagnéticos, como lasrel aciones entrelas componentestangencial es delos camposen el contorno
de laregién a caracterizar.
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Esimportantedestacar quelasmatricesde admitanciascaracterizan deformaunivocaalaregion
bajo estudio, y es Unicamente funcién del propio recinto y no de lo que hay en su exterior.

Y, por otra parte, se puede partir tanto de una funcion de Green, com de una funcion de onda
como de alguin operador integral extendido atodo el volumen.

Todo esto seralo que aplicaremos al describir las técnicas circuitales en los préximos capitul os.
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Lateoriadecircuitos
en la solucion de
problemas

el ectromagnéticos

Si nos enfrentamos a un problema electromagnético arbitrario formado por distintos medios,
elementos conductores, etc., abordar su solucién directamente puede resultar inviabl e desde un punto de
vista computacional. Por €l contrario, la segmentacion del problema en regiones y la caracterizacion
matricial de cada regién por separado traduce los conceptos el ectromagnéticos a otros mateméticos
asociados alateoria de circuitos [1]. En el capitulo anterior hemos tenido ocasion de repasar un buen
numero de métodos que permiten caracterizar un problemaconfinado en unaregién del espacio mediante
larelacion entre el campo eléctrico E y el magnético H de su contorno -en concreto |as componentes
tangenciales-. La caracterizacion realizada es totalmente independiente de la naturaleza del medio
circundante y se ha materializado en forma de la matriz de admitancias. De este modo, todos los
conceptos mateméti cos asociados al andlisis matricial de circuitos son aplicableseincluso facilitaran la
interpretacion de los propios fendmenos el ectromagnéticos.

Lateoria de circuitos se ha usado bésicamente en € tratamiento de problemas cerrados y, en
menor medida, en €l tratamiento de problemas abiertos. En este capitul o se van aanalizar con detallelos
pasos a seguir en laextension de lateoria de circuitos a problemas el ectromagnéticos arbitrarios. Para
ello se consideraran | os criterios que se siguen parala segmentacion y posterior andlisisindividualizado
de cada recinto. Asimismo, se estudiaran las distintas posibilidades de interconexion entre redes y se
introducira la matriz de dispersién o matriz S, que constituye otra de las posibilidades para la
caracterizacion y el tratamiento de problemas el ectromagnéticos.

IV.1.-La segmentacion de problemas electromagnéticos

Las conclusiones que se extraen del capitulo anterior apuntan la posibilidad de segmentar un
problema de grandes dimensiones en un conjunto de recintos que puedan analizarse y caracterizarse de
forma independiente unos de otros.

Lasolucion global se obtendria, una vez caracterizadas todas | as regiones de formaindividual ,
a imponer las condiciones de contorno en las superficies de separacion entre las regiones.

Podemos considerar a Harrington [1] como €l precursor en la introduccién del concepto de
segmentacion en un problema electromagnético. En [1] se analizan las aperturas en estructuras
conductorasy el procedimiento utilizado consiste en cerrar dichaaperturacon un conductor, detal forma
que divide el problema en dos, sobre la cual impone una corriente magnética que debe ser igual por la
parte interior -uno de los dos problemas més simples en los que hadividido el problemaoriginal- y por
la parte exterior -el segundo de los dos problemas en los que se ha segmentado el problemainicial-.
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El planteamiento del problema de estaforma conduce a unaecuacion integral cuyaincognitaes
precisamente el campo eléctrico sobre la apertura -este campo eléctrico es que induce la corriente
magnética-. Esta técnica se denomina formulacion circuital generalizada y ha sido ampliamente
utilizada. Sobre todo cabe destacar su uso en € estudio de cavidades excitadas a través de pequefias
aperturasy en el andlisisdeacoplamientosatravésderanuras|2, 3, 4]. Especialmenteinteresanteresulta,
en estetipo de planteami entos de aberturasy |a caracterizacion de elementos con matriz de admitancias,
el trabajo de Gentili [5].

Ademés de los arriba mencionados, hay otros muchos trabajos relacionados con |as técnicas
circuitales y de segmentacion aplicadas, especialmente, a entornos o estructuras cerradas. Por gjemplo
los trabajos de F. Alessandri y R. Sorrentino [6, 7], losde B. Gimeno y M. Guglielmi [8, 9, 10], el de
Weisshaar [11], losde J. M. Rebollar [12, 13, 14, 15] o el de P. Soto [16] que se centran basicamente en
métodos modales. En este contexto merece especia atencion el trabajo [17] donde podemos encontrar
un riguroso estudio de diferentes matrices de admitancias generalizadas en entornos cerrados de guias
de onday una numerosa bibliografia donde poder acudir para ampliar ain mas, si cabey se desea, €
estudio en este tema. Asimismo, también hay otros trabajos en los que se plantea, aunque no de una
formadirecta, pero si indirecta, la segmentacién como método para €l andlisis de estructuras abiertas,
como por giemplo[18, 19, 20], donde no aparece el concepto circuital que se pretendeintroducir en esta
tesis, y otras en las que ya se plantea el método de forma directa [21], donde si aparece claramente €l
concepto circuital, pero no se desarrolla de forma completa para elementos diel éctricos, y donde las
expresiones circuitales no estan generalizadas de forma explicita.

Por dltimo, y puesto que unade | as principal es aplicacionesy ventajas que tiene estatesis es su
aplicacion al estudio de problemas el ectromagnéti cos mediante técnicas circuitalesy de segmentacion,
debemos mencionar las publicaciones y trabajos realizados por Gupta y otros [22] en la teoria de
segmentacion y desegmentacién, especialmente en problemas cerrados con circuitos planares.

Antesdepasar a desarrollo del capitulo, decir, parafinalizar estaintroducci én, que segiin hemos
visto en € capitulo anterior no es necesario encerrar unaregion con un conductor eléctrico para poder
caracterizarlamediante su matriz de admitancias generalizadas. De hecho, cada problemasugiere, segiin
sus geometria, la convenienciade aplicar un modelo u otro del principio de equivalencia. Sin embargo,
laformulacién circuital generalizada permite describir el procedimiento de segmentacion de un modo
masintuitivo, puesto que | as regiones aparecen claramente independi zadas por la pared conductora que
las separa. Por ello nos apoyaremos en esta técnica para describir como se convierte un problema
electromagnético en otro circuital o algebraico.

IV.1.1.-Laformulacion circuital generalizada

Lafigura 4.1 muestra un problema general de acoplamiento entre dos regiones, laay lab. En
laregion a hay dos fuentesimpresas J'y M'y laregion b esta libre de fuentes. Notese que no por esto
se pierde generalidad, ya que e caso mas general, con fuentes en ambas regiones, se puede tratar
mediante la superposicion de dos problemas, uno con fuentes Unicamente en a 'y libre de fuentes en b,
que es precisamente el caso planteado, y otro que sea el complementario, donde tengamos fuentesen b
y ningunafuente en a. Ademés, cada regioén esta limitada por una pared eléctrica.
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Jl Abertura Ji
i M'
S
d M
3y
IS
'8‘ Abertura Regién a
8 Region b Region a
(b)
Figura 4-1.-Problema de segmentacion: dos Figura 4-2.-Problema de segmentacion: las dos
regiones unidas por un zona comdn -la abertura-. regiones separadas por un zona comin.

Mediante el principio de equivalencia, €l problema puede descomponerse en dos problemas
equivalentes, seguin lafigura 4.2, de tal forma que sobre la abertura colocamos una pared el éctrica que
nos separa las dos regiones -regiones a 'y b-.

El campo producido en laregion aesel resultado delasfuentesJ'y M' més el campo creado por
lacorriente magnéticaequivalente M = E x /i sobrelasuperficiedelaabertura. Estahasido cubiertacon
una pared eléctrica, por 1o que no es necesario el uso de corrientes el éctrica equivalentes J.

Enlaregion b el campo esel creado por unacorriente magnéticaequivalente-M, y solo por ella
ya que no hay fuentes. Esta corriente se encuentra también sobre el conductor eléctrico que cubre la
abertura, €l plano de separacion entre las dos regiones. Puesto que |os vectores normal es en cadaregion
estan dirigidos hacia € interior de las mismas y para garantizar la continuidad del campo eléctrico
tangencial en la abertura, |as corrientes magnéticas deben ser de distinto signo, como se apreciaen la
mismafigura4.2.

Para que el prablema quede completamente planteado, es necesario imponer también la
continuidad en el campo magnético tangencia en la abertura.

El campo magnético tangencial total sobrelazonadelaaberturaenlaregion a, FI," , eslasuma

del debido alascorrientesimpresas, A, mas el debido alas fuentes equivalentesM, A (M). Esdecir:

Htl:ﬁi+1:'1tl(M) (4-1)

Debe notarse que tanto A, como H ,"( 1) se calculan con la pared eléctrica cubriendo la zona

de la abertura.
De formasimilar podemos establecer que € campo magnético tangencia en la abertura por la

region b, H ,b , Se debe Unicamente a las fuentes magnéticas equivalentes -M, de tal forma que:

A" -a"(-m) (4-2)

4 !

Igualando ambas componentes tangenciales en la abertura, tenemos:

a i —al 2 b b =
HI :HI +H1 (M):H[ :HI (_M)
! (4-3)
T AN Y L
(M)~ (-M)--H
Esta ecuacion (4.3) eslaecuacion basica que nos permite calcular M, cuando se supone que se

conoce €l operador que ligalos campos magnéticos con las fuentes de cada region.
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Un método numérico que permite obtener una solucion de esta ecuacion, cuando la solucion
exacta no es posible de obtener, es el método de los momentos [23, 24].

Para ello, expresamos la fuente incdgnitaM como una sumade un conjunto de funciones base
o deexpansion{m,}:

M=) v, (4-4)

donde los coeficientes v, estan por determinar. Sustituyendo esta serie (4.4) en (4.3), y haciendo uso de
lalinealidad de los operadores H,, tenemos:

Yo v, H(m,)-) Vn‘ﬁ,b("ﬁn):‘ﬁf (4-5)
Definimos ahora un producto simétrico, tal que:

</f,§> = ffuberlura A-B-dS (4-6)

y un conjunto de funciones peso { w,.}, en general distinto de las funciones{ m,} de expansion.
De esta forma, aplicando el producto simétrico entre (4.5) y las funciones peso {w,,}, Yy
aprovechando lalinealidad del producto simétrico, llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

) v, (3, H () 3 v, (o, (i,)) = (%, 8/) @7)

Esta ecuacion se puede reescribir en notacion matricial, definiendo las matrices Y eY -de

dimensiones (MxN)-, donde cada uno de |os elementos de la primeramatriz, que caracterizaalaregion
a, es.

re |mn = <wm ’HICI(ﬁn)> (4'8)
Y los elementos de la segunda matriz, que caracterizaalaregion b, es:

b

r’| - —<wm, -H, (m)> (4-9)

Y , ademés, definimosun vector columna ' -dedimensiones(Mx1)-, llamado fuente, dondecada
elemento es:

1), =(#,.4)) (4-10)
y un vector columna de coeficientes v -de dimensiones (Nx1)-, donde cada elemento es:
vl,=v, (4-11)
Por lo tanto, la ecuacion (4.7), escritaen formamatricial, es.

(T/" +?b)-v:f : (4-12)

cuya solucién para corriente magnética M es:
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5=V 7)1 (4-13)

La ecuacion matricial (4.12) tiene una interpretacion
circuital muy evidente, seguin se muestraen lafigura4.3, puesto
gue eslasolucién de un problemaque representadosredes de un a
acceso caracterizadas por las matrices de admitancias T e ¥, [Y ]

dispuestasen paraleloy excitadas por unafuentedecorriente 7'.
Asi pues, y recapitulando, parael cllculo delamatriz de

<|
—_

[Y]

admitancias ¥ solo es necesario considerar la geometriadela Figura 4-3.-Circuito equivalente al
region a, sin importar qué aspecto tiene laregion b. Del mismo problema electromagnético

modo, para € calculo de la matriz de admitancias T’b s0lo se

debe considerar la region b, sin importar para nada la regién a. Es decir, e problema completo ha
guedado dividido en dos problemasindividual es, en general mas sencillos, y totalmenteindependientes.
Ademés, € célculo de la matrices de admitancias se rediza sin considerar en absoluto |las fuentes
impresas. Estas sdlo apareceran ala hora de resolver totalmente el problema, pero nunca ala hora de
caracterizar las regiones.

V.1.2.-Caracterizacion de regiones con N accesos

En el problemaanterior aparecian dos regiones en las que sblo habia una superficie de contacto
entre ellas. Aplicando el mismo método, resultainmediato extender lateoriaasituacionesenlas que se
considere apropiado segmentar el problema en mas de dos regiones, de tal forma que aparezcan mas
superficies de contacto entre ellas, y por lo tanto consideremos regiones con mas de 1 acceso.

Parailustrar esto, fijémonos en las siguientes figuras:

Region a Region a

; Region b M, M, i
J / . M, M, \ J .
Region ¢ \ \

Region b

Regién ¢

Figura 4-4.-Problema original con varios Figura 4-5.-Segmentacion del problema en redes de
accesos varios accesos

Lafiguradelaizquierdamuestrael problemaoriginal, donde aparecen tresregiones claramente
diferenciadas (regiones a, by ¢). Si se considerara oportuno, podriamos, pues, segmentar el problema
entres problemas diferentes, como muestralafiguradeladerecha, deta formaque cadaregion quedara
cerrada por paredes eléctricas, y en las superficies de separacion, 0 accesos, tuviéramos una fuente de
corriente magnética =M, (i=1,2).

Notese que en este caso, lasregionesay ¢ serian, a igual que antes, redes de 1 acceso, pero la
region b pasa a ser unaregioén de 2 accesos.
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El conocimiento del operador integral que relacionalasfuentes con los camposen € interior de
la regidén, junto con la aplicacién del principio de superposicién, permiten definir una matriz de
admitancias de laregion b de laformasiguiente:

Fll T/vll 7 ‘71
= | (4-14)

donde el parametro ?1 , €S

Tyy = (.1, ))

Esdecir, esel campo magnético tangencial sobrelapuerta 1 debido alacorriente magnéticaM ;
en el mismo puerto 1 cuando la corriente magnética del puerto 2 es cero (M ,=0).

El parametro 7/21 €s.

Nt,-0 (4-15)

T = (. 101, ))

Esdecir, esel campo magnético tangencia sobrelapuerta2 debido alacorriente magnéticaM ;
en el puerto 1 cuando la corriente magnética del puerto 2 es cero (M ,=0).

El parametro 7/12 €s.

1\7[2 =0 (4- 16)

ol o

Esto es, es el campo magnético tangencial sobre lapuerta 1 debido alacorriente magnéticaM,
en el puerto 2 cuando la corriente magnética del puerto 1 es cero (M ,=0).

Y, por Gltimo, el parametro Y, es:

. (4-18)

Tao= (. H,{¥,))

Esdecir, esel campo magnético tangencial sobrelapuerta?2 debido alacorriente magnéticaM,
sobre el mismo puerto 2 cuando la corriente magnética del puerto 1 es cero (M ,=0).

, . =b .
Nétese que ahora tenemos unamatriz Y , definida como:

Il
>
-
B

Y - (4-19)

donde cadauno de sus el ementos (cuatro en este caso) es, asu vez, unamatriz queinterrelacionano tanto
los accesos sino los modos que estamos considerando para obtener la solucion al problema

Todo esto, por supuesto, es generalizable a regiones con mayor nimero de accesos -0 bien a
redes con mayor nimero de puertos-.
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Ademés, también estodo aplicable, y repetible, al caso de las matrices deimpedancias. Parasu
calculo se puede usar directamente la matriz de admitancias, puesto que es unalainversadelaotra, o
bien utilizar paredes magnéticas en lugar de paredes eléctricas en |os accesos.

Para terminar, un caso especialmente interesante e importante es el que se refiere a la
caracterizacion de recintos con formas candnicas.

Como ya se coment6 en el capitulo anterior, en el apartado donde se buscabala obtencién dela
MAG a partir de soluciones modales, estos recintos pueden caracterizarse sin necesidad de utilizar
operadoresintegral es, utilizando las sol ucionesmodal esdel propio recinto trascortocircuitar |os puertos
0 accesos -0 bien tras dejar en circuito abierto los puertos parala matriz de impedancias-.

Veamos esto con un g emplo, y para ellos consideremos las siguientes figuras:

M, MZT

Figura 4-6.-Problema candnico Figura 4-7.-Problema canoénico
segmentado

Enefecto, si consideramosel caso delafigura4.6, y procediendo segiin hemosvisto hastaahora,
podemosaislar y estudiar por separado el recinto canénico, representado en lafigura4.7, cerrandolo con
paredes el éctricas e imponiendo corrientes magnéticas en cada uno de los dos puertos.

Aplicando superposicion, como en € caso anterior, se van considerando sucesivamente los
campos magnéticos H,(M;) de cada uno de los accesos. Es decir, el campo magnético H; en €l puerto i
debido a la corriente magnética M; en el puerto j. Esta relacion proporciona €l parametro T’U., y se
obtiene de formamuy sencilla e inmediata mediante lafuncién de onda-solucién modal de laecuacién
de onda- del recinto.

Dado que este es de geometria separable, las condiciones de contorno son inmediatas de
imponer (campo E=0 en todo el contorno excepto en el acceso j) y la Unica incdgnita resultante se
obtiene cal culando precisamente el campo magnético H, debido alaexcitacion impuestaen el puertoj.

Esta es precisamente latécnicautilizada en |a caracterizacion del sector circular dieléctrico que
sereaizaen el capitulo siguiente.

Para una mejor comprension del método, en los siguientes subapartados obtendremos las
matrices de impedancia de dos estructuras candnicas muy elementales.

Pero, antes de esto, y paraterminar con este apartado, y volviendo alafigura4.5, y teniendo en
cuenta que ya tenemos caracterizadas, pues, las regiones b y ¢ por matrices de admitancias (o de
impedancias, segun el caso), de tal forma que paralaregion b tenemos:

Hl T/vll 712 ‘71 Hl =) ‘71
ol i i B e S @20
Y.. Y v H2 v,

Y paralaregion c:
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=c

H,=-Y 7, (4-21)
donde e signo menos se debe a que la corriente de excitacion es esta region es -M,, para forzar la
continuidad del campo el éctrico tangencial.

Estasdosregiones sepuedenreducir, deformacircuital, [Y.]

aunasolaregién ored que, segun lafiguraadjunta, se comporte
como unared de un acceso.

La admitancia que presenta lared conjunta es: [YC] [Yb] J

s T 8

Ym:Y11’Y12'(Y22+Y Yy (4-22)

. ) Figura 4-8.-Reduccion de dos regiones a
Es decir, € problema ha quedado reducido a dos ; sola

regiones y de aqui se puede pasar a las consideraciones de la
figura4.3 en & punto 1V.1.1 para obtener las corrientes equivalentes M, y M.,

Este procedimiento es generalizable, como ya hemos comentado, a un conjunto N de regiones,
cada una con unas determinadas puertas de acceso. El conjunto se resuelve agrupando las redes sin
fuentes conectadasentre si eimponiendo |as condiciones de contorno en cadapuerto comun, paraobtener
redes més sencillasy llegar a una Unica gue se conecte con la que tiene las fuentes.

En apartados sucesivos de este capitulo mostraremos unateoriageneralizadapararealizar estas
conexionesderedesentresi. En ellaveremos que las matrices de admitanciague usaremos no rel acionan
corrientes magnéticas con campos magnéticos, sino directamente campos el éctricos -que son los que
crean lascorrientesmagnéticasy por | o tanto son dosvariables que estén directamenterel acionadas- con
los campos magnéticos, puesto que de esa forma es mucho més sencillo e intuitivo el imponer las
condiciones de contorno. Estas son, sencillamente, la continuidad de |as componentes tangenciales de
campo eléctrico y magnético.

IV.1.3.-Estructuras canonicas

Vamos aver en este apartado, seguiin se ha comentado en el anterior, dos € emplos de célculo de
la matrices de impedancias de dos regiones candnicas a partir de la ecuacién de onda. Esto servirapara
comprender mejor toda la teoria expuesta hasta el momento y comprender el siguiente capitulo donde
se aplicara estateoriaa sector circular.

IV.1.3.1.-La guia rectangular

El primer gemplo sera el calculo de lamatriz de impedancias de la guia rectangul ar.

Para ello vamos a fijarnos en la figura 4.9, donde se
representa un tramo de linea de transmisién formado por una
guiarectangular de longitud | y anchura a, seglin se muestraen
lafigura

Supondremos que |os modos que se estén propagando
por la misma son los TE,,, de tal forma que no tengamos
dependencia con la coordenada y y podamos considerar €l
problema como bidimensional.

Laexpresiéon general de los campos de los modos TE
es, paralas ondas progresivas:

Figura 4-9.-Geometria de la guia
mO rectangular
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H.=A -cos| ™%.x
a
_'—_'Ym-_'- —’Y’n- . .Tc- -A
4 e K2 V H:*z Am %n( 7 x) X (4_23)
= pd ~ T ~
E -7, (H xz2)-~ H-Am-sen(T-x) 5
donde las diferentes constantes son:
_Joy
Z’I'lf7
Ym
(K =T (4-24)

. 2
yfn_KfKZ_(M) s
a

Como en general tendremos unas ondas progresivasy regresivas, podemos poner que el campo
total, para cada modo, es:

.Sen( - 'x) (e e g (4-25)

E - f'@'“-sen( ’"'“-x) (e Tt re )

A partir de los campos en €l interior de la guia vamos a proceder a calcular la matriz de
impedancias, matriz que tendrala dimensién (2 x 2).

Para calcular la primera columna debemos dejar en circuito abierto el puerto 2, situado a una
distancial, que eslalongitud de la guia.

La condicién de circuito abierto se traduce en una pared magnética, por lo que e campo
magnético tangencia deberd anularse. La componente tangencial esH,, por lo que tendremos:

2y -l

H_l,sen(m.x) fa e e 0 o e P (4-26)

por o que las componentes tangenciales de campo quedaran:
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7 = m sen( M'x) ‘A e 7Y’”'/'2'Sh(ym'(l—z))'f
) (4-27)

£ - -f'm'“-sen( m_) e " 2:Chly, (1-2))5

m
a

El pardmetro Z,, serd aquel que relaciona el campo eléctrico y magnético del puerto 1, cuya
coordenada z es cero, de tal forma que:

e, =2 h,|, (4-28)
donde e, L& el vector de coeficientes del desarrollo en serie del campo eléctrico en € puerto 1, de tal
forma que, usando como funcién base m, (x) = sen( mr 'x) , tenemos el siguiente campo:

a
A m-:m
Ey:n;) em-sen( T-x) (4-29)

siendoe,, |lostérminos del vector columna e |1'

L os mismo sucede con €l vector EX ‘1 , quedesarrollael campo magnético con lamismafuncién

base.
Por lo tanto, el elemento Z ,delamatriz de impedancias es.

Z,, =diag (4-30)

,j m* u
ym-Th(ym-l)
Esdecir, esunamatriz diagonal, donde cada elemento de ladiagonal esel término situado entre
paréntesis, que, como se puede comprobar, es funcion del parametro m.
Deigual formapodemos calcular €l parametro 72 ,delamatriz de impedancias. Su definicion

€s.
e,|,=Zyh,|, (4-31)
y el valor del elemento es:
7., =dia EALCH .
21 g( 'YmSh('le)) (4 32)

Para el célculo de la segunda columna de la matriz de impedancias, debemos dejar en circuito
abierto, es decir en condiciones de pared magnética, €l puerto 1 que se corresponde con € valor z=0.

Aplicando lacondicion de pared magnéticaal puerto 1, tenemos que el campo H, debe anularse,
por 1o que tendremos:

HX—%'sen( M-x) -(A AL +v,,,~o):0 —~ A=A (4-33)
a

c
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y entonces las componentes tangenciales de campo quedaran:

m-T
—_ X
a

|

L] ) 2y o

E - O o[ T
K

c

. x) -A,n-Z-Ch(ym-z)-)?

(4-34)

A partir de estos campos, la definicion de cada uno de los pardmetros Z sera como sigue,

siguiendo € modelo anterior. Parael parametro Zz:

gy|l:ZIZ'hx 2
donde el parametro Zz €s.
= . ’.(D.u
ledlag( ]Sh(y l))
Y parael parametro ?22:
€y|22222'hx 2
donde el parametro ZZ €s.
? :diag &
; ( Vo T(1, 1)

Y por lo tanto la matriz de impedancias quedar&:

21

(4-35)

(4-36)

(4-37)

(4-38)

(4-39)

donde utilizamoslanomenclatura ¢, parael vector decampo el éctrico e, |1’ e, parael vector de campo

eléctrico e, , El para el vector de campo eléctrico EX Y }72 parad vector

Notese que obtener las corrientes magnéticas M, (i=1,2) a partir del
campo eléctrico tangencia a cada uno de los planos que forman los puertos
de acceso esinmediato.

1V.1.3.2.-El anillo circular

El segundo elemento que vamos a considerar es el anillo circular
dieléctrico de radios interior r=a y exterior r=b. Supondremos ademas que
estamos ante un problema bidimensional por 1o que no hay variacion en la
dimensién z, ladimensién normal alafigura

de campo eléctrico /1 ‘2.

N
v

Figura 4-10.-Geometria
del anillo circular
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Es este un elemento muy sencillo de calcular, segin vamos a ver, siguiendo la misma
metodol ogia que para la guia rectangular y nos servira, de paso, como validacion del sector circular
-elemento que estudiaremos en el siguiente capitulo de forma més detallada-.

Laregion estambién unared de dos accesos, por |o que lamatriz deimpedancias seradde nuevo
dedimensiones (2 x 2).

La solucién de la ecuacién de onda en el interior se obtuvo en €l capitulo 2 en coordenadas
cilindricas, y de ellaobtenemoslaexpresion general del campo el éctrico y magnético en cual quier punto
paralos modos TM,. Los modos TE, se harian de forma totalmente dual .

Asi pues, el campo eléctrico total -progresivo mas regresivo- en €l anillo es:

¥y am-H,f)(kr)-sen(mcp) B, H,ﬁl)(kr)-cos(m(p) +

|- (4-40)
Y Yy HP(kr)-sen(m) 5 -HP (kr)-cos(me)
Y el campo magnético tangencial total -es decir, |la componente en o-:
Y a, Hi (kr)-sen(me) B, HS (kr)-cos(me) +
(Prrl_('k ) ’ (4'41)
ola / /
TORT oSy H® (kr)-sen(me) +5, -HP (kr)-cos(m )
Lamatriz de impedancias que deseamos calcular tendra el aspecto siguiente:
= 711 712
Z-| " _ (4-42)
Z,, Z

21 22

Paracal cular |aprimeracolumnadebemosdejar en circuito abierto el puerto 2, queesel exterior,
donde r=b. Por lo tanto, para condiciones de pared magnética, se debe cumplir que H, (r=b)=0, de

donde:

., hae)

ym - 7am. /
Ho2 (kb)

9
HY (kb
8m = _Bm' " /( )
2

m (kb)

Es decir, el campo eléctrico queda como:
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HP (kb
S 0, Ok A @) P O o)
" H 2 (kb)
= ltotal n (4-44)
HY (kb
Y8, Hé”(h)—HﬁP(h)-# -cos(me)
" H 2 (kb)
y el magnético:
HY (kb
5 o HO (k) -1 (k) M O )
" Hy (kb)

( i) "4 (4-45)

¢ 10151/_ /
/oF (€N @/
Zﬁm. Hm (kr)iHm (kr)

-cos(m@)

Segln esto, € parametro Zl serd el que nosrelaciona el campo eléctrico con e magnético en
el puerto 1, donde r=a, de tal forma que tengamos:

e fle'h‘p

. (4-46)

Enestaexpresion, ¢_ |1 representael vector conloscoeficientesdel desarrollo en seriedel campo

eléctricoenel puerto1ly 0 ‘1 €l vector con los coeficientesdel desarrollo en seriedel campo magnético

en e mismo puerto 1.

Ambos estan desarrollados en serie segun unas funcionesbase{ m,} . En este caso lasfunciones
base serén de dos tipos, de tal forma que formen un conjunto completo de soluciones posibles en todo
el perimetro del anillo:

i) -sen(n-g)

(4-47)
mn(”): cos(n- @)
Por |o tanto, los campos tendran laforma:
{ E, g} Y ua n(s‘). ,ﬁn(-v) ‘a n(c). ’,’71”(5) (4.48)

Y, por lo tanto, cuando hablemos del vector de campo en un puerto como €l vector con los
coeficientes del desarrollo en serie del campo en funcién de unas funciones base, estaremos indicando:

(e} -130.0) {af.a®.....a®.a® 0. 5] @49

Por lo tanto, y volviendo al calculo de Zl, donde se cumple que eslarelacion:
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-Z

€|, =Z1hy|, (4-50)
podemos comprobar que el parametro Z 1 €S, asuvez, otramatriz de matrices, delaforma:
=(m') =(sc)
= le le
Z,,= (4-51)

=(cs) =(cc)
le le

y laecuacion (4.50) pasaa ser:

=) S6e)
3 le le . ¢ (4_52)

=) €| | -
le le h()

donde e“__(“) , esel vector de coeficientes del campo en el puerto 1 que utilizan la base sen(ng) y e“:(c) .

el vector de coeficientes que utilizan labase cos(ng). Esinmediato comprobar que las submatrices 7(1(11[3)

([e,B]€[s,c]) son matrices de acoplo entre |0s pesos de |as respectivas funciones base.
Detodo esto, y con unarépida observacion de estadefinicion y utilizando las ecuaciones (4.44)

y (4.45), esinmediato llegar a que €l parametro Zl €s.

HP (kb
1 ka) - T )y o
=6s) . . HAP (kb) =(c0)
Z,, =jn-diag Y =7
{ / H kb / 4-53
H(l)(ka)_ m /( )-H(Z)(ka) (4-53)
H P (kb)
=(sc) = =(cs)
Zy,=0=2Z,

Deigual forma, €l pardmetro Zl serd el que nos relaciona el campo eléctrico en el puerto 2,
donde r=Db, con & magnético en el puerto 1, donde r=a, de tal forma gque tengamos:

—

¢l =27, -h

Zl2 21 ' [0} (4'54)

1
En esta expresion, e ) sera el vector con los coeficientes del desarrollo en serie del campo
eléctrico en el puerto 2, recordando que esta en funcién de dos funcionesbase, y 7 ols €l vector conlos

coeficientes del desarrollo en serie del campo magnético en el mismo puerto 1.
De nuevo el elemento 721 Serg, a su vez, una matriz de matrices, de laforma:

=) S6e)
ZZl ZZl

Nl
|

= (4-55)
21 =(es) =(ce)
ZZl Zzl
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Y utilizando de nuevo las ecuaciones (4.44) y (4.45), esinmediato llegar a pardmetro Z .

Slss) . .
Z,, =jn-diag

HP (kb
p) - .y g
H 2 (kb)

o HYRE)

H (ka) - ————~ /( )-Hrff)(ka)
Hy (kb)

S6e) _5_5)

Slec)
21
(4-56)

Parael calculo de la segunda columna, y por lo tanto de los parametros ZZ y sz se procede
deigual forma, pero colocando | apared magnéti ca-condicionesdecircuito abierto- en el puerto 1, donde

r=a.

Lasmatrices Z,, y Z,, vuelven aser matrices de matrices, pararelacionar [os acoplos mutuos
entre los pesos de las dos bases gue utilizamos, y Ilegamos a los siguientes valores.

Para Z,,:

=(ss

) . .
0y =jn-diag

Y paaZ,,:

Slss)

Z, =jn-diag

H(l)/ka
H M (kb) - "“2 /( )-Hrff)(kb)
H 2 (ka)

H" (ka
) .
H Y (ka)

=(sc) = =(cs)
22 =025,
H" (ka
H (k)T K)oy
H Y (ka)
/ H Y ka /
Ha (kb) - "“2/( )-H(Z)(kb)
H 2 (ka)

=(ee)
22
(4-57)

Slec)

12
(4-58)
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V.2.-Matriz de dispersion generalizada [ 5]

Acabamos de ver dos € emplos de como cal cular |as matri ces de impedancias cuando se conoce
la solucién de la ecuaci6n de onda en un recinto candnico. En general en lateoria de circuitos se suele
trabajar con estos pardmetros, parametrosdeimpedancias|Z] o bien parametrosdeadmitancias[Y]. Pero
aveces es mas interesante emplear otro tipo de matrices que caractericen al circuito y que resalten de
unaformaespecial el caracter de guiade ondaen las puertas de laregion a caracterizar. Esto setraduce
en gue se destaque e hecho de que existen una ondas progresivas o incidentes y otras regresivas o
reflejadas.

Estos pardmetros, denominados parametros de Scattering o pardmetros S o pardmetros de
dispersidn, son especialmente Utiles en lateoriacircuital clésicade altafrecuenciao microondas. Tanto
es asi gque préacticamente son los Unicos que se utilizan en ata frecuencia, debido, sobre todo, a la
sencillez con la que pueden ser medidos.

Paranuestro caso, caracterizacion circuital de problemasel ectromagnéti cos, también pueden ser
de utilidad y es por ello que vamos a definirlos.

W N
T : : </ J1=Jli+Jlr @ J2=Jzi+Jzr
Figura 4-11.-Problema genérico con Figura 4-12.-Problema segmentado con las ondas

ondas incidentes y reflgjadas incidentesy reflgjadas

En lafigurade laizquierda tenemos el problema general, donde laregién central estid unidaa
otras dos que se pueden caracterizar por sus ondas incidentesy reflejadas. En la derecha estalaregion
central separada, y vemos que |os campo eléctricos y magnéticos tangenciales en |0os accesos -puestos
como corrientes el éctricasy magnéticas en este caso- se pueden poner como unasondas entrantesy otras
sdlientes alared, de tal forma que tenemos, para el puerto 1.

iy 1057
| (4-59)
A
De la misma forma podemos escribir estas relaciones en funcion de los campos
electromagnéticos:

BB
_ o o (4-60)
A, DT B T
donde se ha hecho uso del concepto de admitancias caracteristicas -las matrices T/gi y ?(0? - queya
fueron definidas, y calculadas para dos ejemplos, en €l capitulo anterior, y donde el segundo subindice
indica e puerto sobre € que estan definidas.
Deigual forma, en el puerto 2 tenemos:
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BE0ED
. _ (4-61)
- DT ED T
donde debe hacerse notar que el sentido de las ondasincidentes y reflejadas es distinto en cada puerto,
detal forma que siempre se consideran incidentes las entrantes alared, al igual que sucede en lateoria
circuital clasica

SegUin estarepresentaci 6n, definiremos la matriz de dispersién como aguellaque nosrelaciona
las ondas de campo el éctrico incidentes con las reflgjadas. Es decir:

EV-3-E0 - -l 7 (4-62)

Lainterpretacion de cadauno de los pardmetros es lamisma que paralateoriacircuital clésica,
detal maneraque 3‘11 es el coeficiente de reflexion en e puerto 1 cuando no hay ondaincidente por €l

puerto 2, y viceversa respecto a §22. Y el parametro §2 , esel coeficiente de transmision al puerto 2

respecto de lo que incide por €l puerto 1. Deigual forma serialainterpretacion de §12.

Y, como no podia ser menos, esta teoria que ha sido presentada para unared de dos accesos es
totalmente extrapol able a redes de 3 0 mas accesos.

V.2.1.-Relaciones con los parametros[Y] y [Z]

Larelacion entre los parametros de dispersion [S] y los de admitancias[Y] e impedancias [Z]
es muy féacilmente calculable.
Recordemos que lamatriz de admitancias relaciona el campo eléctrico y el magnético asi:

H=YE (4-63)

Por otra parte, sabemos que tanto el campo magnético como el campo eléctrico pueden ser
descompuesto en dos campos, uno incidente y otro reflegjado a través de lo que llamamos admitancias
caracteristicas, de tal forma que, segliin hemos visto:

E-EO L ED
— _ (4-64)
H-H + 5" :?g) O +?(()’) E0

Lamatriz de dispersion nos relaciona los campos incidente y reflejado de la siguiente manera:

50 _5. 50 (4-65)

Por |o tanto, podemos poner:
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A-7VEO YO Y E-T-(EV +EV)
l
(?—?é"))-i("):(—?ié’))-i“) - E("):(?—?f)"))’ ( Y+7 )E(’) (4-66)
l

=770 -7 7Y

Para pasar de lamatriz de admitancias[Y] alamatriz de dispersion, podemos despejar de esta
ultima, llegando a
-7 5 I (4-67)

Y pararelacionar la matriz de dispersion con la matriz de impedancias, basta recordar que se
cumple:

Y-z "' (4-68)

Y, por €llo, & calculo de lamatriz de impedancias a partir de lamatriz S es:

Z-(1-3) (7)) 5. 7)) (469

Y el célculo de lamatriz de scattering a partir de la de impedancias:
S=(1-270) 127 (470
IV.2.2.-Aplicaciones del calculo dela matriz de dispersion

A modo de gjemplo, igual que hemos hecho antes, vamos a calcular la matriz de parametros S
de dos estructuras sencillas para ver como aplicar lateoria.

IV.2.2.1.-La guia rectangular

Empezaremos con la guia rectangular. Es evidente que, una vez calculada la matriz de
admitancias anteriormente, lamatriz de parametros Sdelaguiarectangular se puede abtener facilmente
a partir de ella'y a través de las matrices de admitancias caracteristicas, segin la relacion que ya
€ONnocemos:

(1 Z- V()) ( 1+7- Y(>) (4-71)

Pero también resultaun g ercicio interesante calcularlaapartir de su definicion. Esdecir, apartir
del célculo delasrelaciones entre ondas progresivasy regresivas de campo el éctrico cuando |os puertos
por los que no estamos excitando estan terminados con susimpedancias caracteristicas, detal formaque
no hayan ondas regresivas.

Esdecir, parael caso de laguiarectangular podemos plantear que |os campos en €l interior de
un tramo de guia son, para cada uno de las tres zonas en las que dividimos la guia, seguin lafigura4.13.
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Parael medio I:
E :_jmu.w] m-m X (A+,€7Y1710.:+A7_67}'1710.:)
v kc a m m
3 (4-72 ™
oy e Figura 4-13.-Geometria de la guia
HXZM. ( an X) .(Am.e Ymo~7Am.e YWOH) rectangular
2 m-7 2 m:Tm
donde |a constante de propagacion y, €s: v, —( —) fmz-so- uy laconstantek.: k =——
a a
Parael medio ll:
E — _‘](Du..%n m T[_x (B”;r.e7Y171.:+Bm7.eiym.:)
Yk, a '
3 (4-73)
szh-w] M-x .(Br;.e7Y171.:7Bm7.eiyml‘:)
k. P ! !

. 2
En este caso la constante de propagacion es. y,i —( M) -w? g+, donde e eslaconstante
a

dieléctricadel medio que hay en el interior delaguiay k. tiene el mismo valor que antes.
Por ultimo, parael medio I11:

{ (4-74)

a

Esdecir, igual que el medio I, pero con diferentes amplitudes.
Sinentrar en muchos detalles, bastara decir que paracalcular |os parametros S, debemos anular

las ondas incidentes por €l puerto 2, seglin se haindicado antes, detal formaque C,, =0.
Paraeste caso, tenemosqueloselementos S, y S,; son sendas matricesdiagona escuyosvalores

son:

g _A,,; 3 _Z(ern_'ern())Sh(’le)

| "7 . .

" Am (Ym +ym0)2.e " li(y’” 7}/’”0).6 "

‘ (4-75)
C,;'e Yo'l 47m7m0
Sal = P >ty Yl
Am (ym +ym0) e 7<ym 7},”"0).6

Y parael caculo de los elementos S, debemos anular la onda incidente en el puerto 1, de tal
formaque 4, =0.
Por lo tanto, |os pardmetros seran:
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Cpre ™" *2'(vfn*vio)'3h(vm'l)

S

22 |m B e Yo'l (Ym +’ym0)2'€ +Y""/‘(W’m _’Ym())'e
| (4-76)

Am 4”Ym”Ym0

m . ermO./ 2, +Ym./7

m' € (ym +ym0) e (ym 7ym0).e !

,/Ym./

12

IV.2.2.2.-El cilindro homogéneo

Lageometriadel cilindro homogéneo se muestraen lafigura4.14y, @
como se puede ver, consiste en una red de un Unico acceso que se
correspondera con su perimetro exterior.

Supondremos que €l cilindro tiene un radio r=ay gque esta formado
por un dieléctrico de constante e,.

Vamos a calcular su matriz de dispersion directamente y a modo de
gercicio, en lugar de su matriz de impedancias, como ya se ha comentado.
Evidentemente, el paso de una a otra es inmediato y no supone ningdn
problema. Al final de apartado daremos sus valores.

Recordemosquelamatriz de dispersionrelacionael campoincidente
con €l reflegjado, y con ellos vamos atrabajar. Figura 4-14.-Geometria

El campo que tenemos en el exterior del circulo dieléctrico es: del cilindro homogéneo

> a, Hy (koa)-sen(me) + B, H(koa)-cos(me) +

) 4-77)
total +Z v, Hé]z)(koa)%n(m(p) +8m- Hr;2)(k0a)-c05(m(P)

donde los coeficientes o, y f3,, son los correspondientes a campo incidente y y, y 8, son los
correspondientes al campo reflejado.
El campo en €l interior, por otra parte, es.

E_=-jou-y. C,-J.(ka)-sen(ng)+D,-J (ka)-cos(ng) (4-79)

Cada uno de los campos lleva asociado su correspondiente campo magnético tangencial. En el
exterior tenemos:

> &y Hrgl)/<koa)'sen(m(l)) B, Hrill)/(koa)' cos(m@) +

k m
/(— ¢ ] (4-79)
ola, / /

JOR) oy y 1@ (koa)-sen(m@)+3,-H P (koa)-cos(m)

m

¢

y en el interior:

H,=-kY C,J\(ka)-sen(ng)+D,-J;(ka)-cos(np) (4-80)
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Imponiendo las condiciones de contorno enr=a, esdecir, lacontinuidad de campostangenciales
eléctrico y magnético, y aprovechando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, tenemos:

Y,= -k.‘]ml(ka)'Hle)(koa)7k0"]n(ka)'Hle+)1(koa)
’ ’ k"Jml(ka)'Hsz)(koa)_ko ‘Jn(ka)'Hfi)l(koa)

1 (4-81)
e k-3, (ka)-HP(kya)-kq 3, (ka)-H (koa)
’ k"]ml(ka)'H;(qZ)(koa)*ko ‘]n(ka)'Hfﬁ)l(koa)

Como la matriz de dispersién nos debe relacionar las ondas incidentes con las reflejadas,
debemos encontrar una matriz que cumpla:

yn-Hfzz)(koa) o -Hle)(koa)

n

Ul

E (4-82)
Sn'Hsz)(koa) Bn'Hle)(koa)

donde el primer vector representa un vector columna con los coeficientes de las funciones seno vy,
seguidamente, en columna, los coeficientes de las funciones coseno -es decir, las funciones base
utilizadas en la expansién de |os campos en series-

Y alavistadel resultado anteriormente alcanzado, podemos poner, para cada modo:

< k—JM(ka)-Hf})(kOa)ko-Jn(ka)-Hii)l(koa)_H(z)(koa){l 0)
4

, p (4-83)

k-d,.,(ka)- nZ)(koa)_ko"Jn(ka)'Hfi)l(koa) Hle)(koa) 01

Puesto de forma general, para todos |os modos, tenemos:
EO-| V|5 P 5B (4-84)
4 p
donde lamatriz [S] o de dispersion tomael valor:

_ (s © _ . O N g e @

| ; gc:dia 7k J ., (ka)H, (koa) kyd (ka) Hn+1<koa).Hn (koa) (485)

0 S, k-3, (ka)-HP (kya) ~ko 3, (ka)-HP, (koa) H(kqa)

Este valor se puede contrastar con el proporcionado por Harrington en [1].

Como caso particular, podriamos considerar qué sucede cuando k=k,. En este caso, lamatriz de
scattering o de dispersion es:

(4-86)

Y si € radio es muy pequefio, tendiendo a cero, en €l caso limite tenemos:

S~ diag( 1) (4-87)
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Es decir, que €l circulo se comporta como un cortocircuito, con coeficiente de reflexion I'=-1.
Deigual forma, si el circulo central es un conductor perfecto de radio r=a, lamatriz de dispersion esla

misma:
S = diag( - 1) (4-88)

Lamatriz de impedancias se puede obtener directamente, o através de la de dispersion, de la
forma:

Z-(1:3) (70 5-79) (4-89)
Por lo que la matriz de impedancias es.
— §c 6 — e J k O J k
Z= _ ; ZC :dla ‘Ln(a) :dla J u n< a) (4_90)
0 Z k3! (k+a) n
¢ n k- —Jn+1(k'a)+k—'Jn(k'a)
a

y donde las admitancias caracteristicas son las calculadas en el capitulo anterior.

VV.3.-Conexion de redes

En los problemas el ectromagnéti cos que estamos analizando, y por el hecho de utilizar técnicas
circuitales, se nos plantea constantemente el problema de conectar dos redes entre si -basta ver €
apartado 1V.1.2, donde se aparecian redes de 2 accesos y de un Unico acceso-, de |as cual es conocemos
su matriz de admitancias, de impedancias o de parametros S.

En cualquierade los casos anteriores, el objetivo sera calcular lanuevamatriz caracteristicade
lared global, una vez hemos conectado diferentes puertos entre si.

L atécnicaquedeberemosusar seraaplicar |acontinuidad de campostangencial es, tanto el éctrico
como magnético, en los puertos o superficies comunes.

Vamos a desarrollar con detalle la expresion para el caso de disponer la matriz de admitancias
[Y], paraluego ver, con menos detalle, € resto de casos.

IV.3.1.-Conexiones deredes. MatrizY

Supongamos que disponemos de dos redes de las cuales conocemos sus parametros de
admitancias, segin lafigura4.15.

Figura 4-15.-Redes separadas Figura 4-16.-Redes unidas, pero sin conectar
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Estas matrices de admitanciaseran ¥Ve 7, detal formaque #®=¥"-e® y 7@ -7®.5@).
Sabemos que podemos crear unared conjunta, con tantos nodos como la suma de las dos redes

_ (¥ 0

gue la componen y cuya matriz de admitancias sera Y = ?(2) :

Con estamatriz, se cumple la siguiente relacion entre los campos:

(7D — (W
h= =Y =
7@ 2@
Nétese, al realizar estalltimaoperacion, y viendo lafigura4.16, como quedan renumerados|os
accesos de lared conjunta.

~lI

‘e (4-91)

Supongamos que conectamosentre si dos puertos cualesquiera
delared global que tiene N accesos disponibles, segin lafiguradela
izquierda. Por ejemplo, unimos los puertos k y | y nos preguntamos
cudl serdla nueva matriz de admitancias de la nueva red creada tras
unir dichos dos puertos.

Sabemos que tendrd los
mismos accesos gue la red origina
menos2. Véaselafiguraadjunta4.18
Figura 4-17.-Red global donde se han conectado | os accesosk

y | entre si, quedando libres los N-2
accesos restantes y teniendo en cuenta que, a partir de dicha
interconexion habrd un cambio en la numeracion de los accesos,
disminuyendo en una unidad los accesos libres que queden entre los
puertos k y | y en dos unidades |os que estén entre el accesol y N,y '
que | as condiciones de contorno que debemos aplicar para unir dichos Figura 4-18.-Red global uniendo
accesos son la continuidad de los campos eléctrico y magnético en |0SPuertolyk
dichos puertos. Es decir, e, i e y h h

Por lo tanto, podemos escribir la segunda condicién de contorno como:

N N
=) Ve h=3 Y,

~<|I
«:I

(4-92)
J= Jj=1
Ecuacién que podemos reescribir, a partir de la primera condicion de contorno, asi:
N = = = = = -
Zl( Y ) :(Y/NY//’Y/{/’Ykk)'ek (4-93)

j*k
»/?/

Por ello, podemos despejar los valores de e_k y e_/, gue son iguales, en funcion del resto de

valores del campo eléctrico que tenemos en |os otros accesos ala nueva red.
Y asi, lanueva matriz de admitancias tendra | os siguientes elementos:

=y
Y
prq

Y, (? +Y )X-(?kq—?,q) (4-94)

donde hemos definido A como: A = (Y v, - ?k/—?kk)fl
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IV.3.1.1.-Campos en €l interior

Como un problema derivado del anterior, podemos considerar €l siguiente: tenemos una red
global de N accesos donde todos los accesos 0 bien estdn conectados unos con otros o bien estan
accesibles desde € exterior y conocemos su campo eléctrico. El objetivo es calcular el campo el éctrico
gue tenemos en |os accesos que estén conectados entre si.

Por ejemplo, supongamos que M es e conjunto que contiene la numeracién de los accesos
exteriores, esdecir, de aquellos cuyaexcitacién es conocida. Por otraparte, K y L son sendos conjuntos
deigua tamafio con la numeracion de |os accesos que estan conectados entre si.

Seguin esto, la matriz de admitancias de la red global nos relaciona los campos eléctricos y
magnéti cos asi:

Bl

ZI;ZYU,-E/_Jr. 7‘."2.':_ T, e : e z[; (4-95)

E/, = Z T]/,/'g/ +Z ?/,/'g/ + Z ?L/'E/

jeM 7 jeL T 7 jeK

e+ Y7, e
joT Kj e,/

jeM JjeL T jek

(4-96)

>
I
™~
)
Y
+
™
o
]

(4-97)

donde ? . eslasubmatriz de Y con los subindices de los conjuntos K y L. Igual sucede con las otras

tres matrices YKK, Y'Y
Si ahorarecordamos I as condiciones de contorno que se deben cumpl ir enlosaccesos que estan

unidos -continuidad de campos eléctrico y magnético-, tenemos que e, —e y h h por lo que
tendremos, a partir de la ltima ecuacion:

zL: Z ?L/ E/Jr?u'zﬂ’?u(zkz Z 7K zﬁ’ KL zL+ KK EKZZK
JeM JjeM
l (4-98)
> YLfYK/) e/:(YKLiYLL-'—YKKi LK) €L

— — = = = = -1 = = —
e, =e, :(YKL Y, Y- YLK) . Z (YL_/. - YK/.)-ej. (4-99)
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IV.3.2.-Conexiones deredes. MatrizZ

Para€l caso de conectar |as redes conociendo lamatriz deimpedancias, lasolucion al problema
es précticamente la misma.

En estecamtenemosdosredescuyasmatricesdeimpedendiason 2y 7, detd formaque e = 7. 7®)
y 2@ :—( )7 7@

Y procediendo de igual forma que antes, [legamos a que lanuevamatriz de impedancias tendra
los siguientes elementos:

= [ = = = =
0= L ,)- A (Z - Z/q) (4-100)

donde hemos definido A como: A = (?

IV.3.2.1.-Campos en €l interior

Deigua forma que con la matriz de admitancias, nos planteamos el problema de calcular €l
campo en los nodos interiores de conexion a partir de los exteriores.

De nuevo supongamos que M es el conjunto que contiene la numeracion de los accesos
exteriores, esdecir, de aguellos cuyaexcitacién es conocida. Por otraparte, K y L son sendos conjuntos
deigua tamafio con la numeracion de los accesos que estan conectados entre si.

Seglin esto, la matriz de impedancias de la red global nos relaciona los campos eléctricos y
magnéti cos asi:

E‘:_ Z.-E+_ 7::/"7’_/-22711/"7’_/*_ Z-'E*_ 7% (4-101)

Y si seguimosoperando como en el caso delasadmitancias, legamosal siguienteresultado, dual
del anterior:

h,=hy= (71@ - =LL " =1<1< - =LK)7 ; > (7@‘ - 2(/’) A (4-102)

Y el campo €eléctrico:

(4-103)

Zf E ( ELK)'EK:
Z? Ef(: vz, )( -7, ZKK_?K){'Z (Z/_EK/)'EJ

IV.3.3.-Conexionesderedes. MatrizS

Vamos aver ahora el mismo procedimiento de conexién de redes cuando, en lugar de tenerlas
caracterizadas por sus matrices de admitancia o impedancia, |as tenemos caracterizadas por su matriz
de dispersion o matriz S.
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Al igual que en los casos anteriores, tenemos lared global de N accesos -todas las figuras del
caso anterior y comentarios acercade la numeracion de | os puertos son totalmente validas también para
este caso- y conectamoslosnodosk y | entre si. La pregunta es, de nuevo, cudl eslamatriz Sresultante
tras unir los dos nodos.

Antes de ver € resultado, veamos cudl eslarelacion entre los campos, ya que |os pardmetros S
relacionan ondasincidentesy reflgjadas. Es decir, el campo el éctrico total es, en cualquier nodo, lasuma

del campoincidentey reflgjado: e =e' +e”; deigual formasucede con € campo magnético, que resulta
ser: h=h'+h'.Y larelacién entreloscamposel éctricoy magnéticoes: 7 :T’Q-E" 5’8-2", donde ?é e?g
son, respectivamente, las impedancias caracteristicas de los modosincidentes y reflejados. Por ello, la
matriz Snosrelaciona ¢’ con e’ asi: e’ =S-e'.

Volviendo anuestro problema, |as condiciones de contorno que debemos aplicar son, de nuevo,
la continuidad de los campos en e punto de union: e; =e, y e, =e; . Por lo tanto, podemos escribir los
campos reflegjados en los puertosk y | asi:

- = =i = =i = =i
;=) Syre tSyreS,e

X ’ , (4-104)

Si imponemos|as condicionesde contorno alas dos ecuaciones anteriores, eliminando lasondas
reflejadas, tendremos gque las dos ondas incidentes de cada puerto son:

_ N _ — _
]7_ . Q -_i A l_ l_i
e, =4y Z Sye A Sy ey

{ . (4-105)

donde los parametros A, yA,, se definen, respectivamente, como: A, :(1 —E‘“)fl yA, :(1 —§/k)71.
Y despejando de ambas ecuaciones las dos ondas incidentes, |legamos a:

{ . (4-106)
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donde los nuevos parametros Zl y XZ se definen ahora, como: Xlz LZM-T?M-ZM-?H){ y

= = = = 71
A,=(1 ’A/k'S//'Ak/'Skk)

Por lo tanto, podemos deducir, con las Ultimas expresiones, cuaes son 10s nuevos parametros
Sdelanuevared:

pa Ppq " p[‘Al'Kk/.(S'kq+§kk'Alk'§lq)+_ Ay

1

-§kq) (4-107)

Ul

1V.3.4.-Acoplamiento multiple entre regiones

Seglin hemos visto en los diferentes giemplos y especialmente en € Ultimo desarrollo, donde
obteniamos las expresiones que proporcionan la matriz de admitancias -0 de impedancias o de
dispersion- a conectar varias redes entre si, |os puertos que quedan como accesos libresdelared global
presentan acoplamientos multiples entre ellos. De hecho esto es |o que representan cada uno de los
parametros Y ; -0 bien Z; o bien S;- de las matrices.

Unavez llegados a este punto, puede que nos resulte deinterés el convertir 2 6 mas accesos en
uno solo, de tal forma que se gjuste fisicamente a |os puertos de otras redes adyacentes que se vayan a
unir con las primeras.

Estamos, en definitiva, hablando de un tipo de redes que [lamaremos redes nodo y que sirven
de unién de varios accesos a uno solo, de tal forma que se contemplen en € nuevo acceso |os acoplos
mutuos existentes anteriormente.

Para mejor entender esto, vamos a plantearlo con un gemplo.

Figura 4-19.-Sectores individuales Figura 4-20.-Sectores individual es conectados

En lafigurade laizquierda (figura 4.19) tenemos dos redes de 4 accesos, consistentes en dos
sectores angulares, como los que se estudiaran en € proximo capitulo. Queremos crear, a partir de los
dos, uno nuevo.

Paraello, el primer paso consistirden unir los accesos 2 y 5 de lared global, para obtener una
nuevared de 6 accesos -lamatriz serd (6 X 6)-, tal y como se muestra en lafigura de laderecha (figura
4.20).
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En esta nuevared, tenemos dos accesos por |a parteinterior del sector global y dos por la parte
exterior, estando |os dos restantes en las paredes laterales del sector global.

Puesto que buscamos obtener un nuevo sector de mayor anchura angular pero con € mismo
numero de accesos que |los originales (4 accesos), debemos reunir los puertos2y 5 por unladoy 3y 6
por el otro, para convertirlos en uno Unico.

Figura 4-21.-Sector global con los nodos Figura 4-22.-Sector global final

Para ello nos fijamos en las dos nuevas figuras (figuras 4.21 y 4.22). En la primera, lade la
izquierda, podemos ver que hemos introducido un nuevo tipo de red, lared nodo, que consiste en una
red de 3 accesos, de grosor nulo, cuya Unica mision es unir 1os puertos que estan sobre el mismo lado
para convertirlos en uno unico.

Es decir, debemos conectar 1os modos, por € interior, 5y 12 por unladoy 2y 11 por otro, para
obtener una nuevared con un Unico acceso en € interior. Por la parte exterior conectamos |os nodos 3
y 8 por unladoy 6y 9 por otro, conlo que llegamos aunanuevared, como lamostradaen lafigura4.22,
gue consiste en un sector, como los dos primeros, de 4 accesos e inhomogéneo que contempla la
existencia de los dos interiores.

El estudio pormenorizado del elemento nodo es formalmenteigual a del sector, que vamos a
realizar en €l préximo capitulo, y se presenta completo en el anexo D.

IV.4.-Conclusiones

Este capitulo haversado sobrelateoriacircuital, ideabésicaque se pretendetransmitir alolargo
detodo €l trabgjo. Inicialmente se ha planteado |a segmentaci én de |os problemas grandes en otros més
pequefios, de tal forma que cada regién aislada -que consideramos como un circuito- se andiza
independientemente del resto. A este respecto conviene destacar 1os jemplos desarrollados alo largo
del capitulo, de tal forma gque se pueda poner en practicalateoria circuital y comprobar las estrategias
gue se siguen para el andlisis de las matrices caracteristicas de determinadas estructuras canénicas.

Seguidamente se ha definido la matriz de dispersion o de parametros S, para terminar con €l
desarrollo de unas expresiones que permiten cal cular |as matrices global es deimpedancias, admitancias
0 de dispersion de un sistema formado por diversas redes.

Todo esto seré de aplicacion directa a proximo capitulo, donde se va a analizar un tipo de
estructura -6l sector circular- por medio de estas técnicas.
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Matriz Z deun
sector dieléctrico

En este capitulo se va a calcular la matriz de impedancias de una red de 4 accesos, segun €l
método modal descrito en el capitulo anterior, y delamismaformaen gue se han calculado las matrices
de impedancias de un tramo de guia rectangular y de un anillo circular.

Una de las particularidades de este nuevo elemento, le sector circular dieléctrico, seraque las
matrices obtenidas no son diagonales, como en los dos casos mencionados. Esto significard que los
modos no estén desacoplados entre si, sino, masbien al contrario, existe un claro acoplo entrelos modos
de un puerto con los restantes del mismo puerto y con los de los restantes puertos.

Este elemento, por su geometria, constituye en el emento muy interesante alahorade aplicar las
técnicas de segmentacion, y circuitales en generales, en problemas que tengan una clara geometria
describible en coordenadas cilindricas. Esto se pondraclaramente de manifiesto en el siguiente capitulo,
donde veremos algunas aplicaciones del mismo.

Por ultimo, decir que alo largo del capitulo se hara uso de numerosas propiedades y resultados
descritos en los anexos, de entre |os que cabe destacar la aparicion de las funciones e Bessel de orden
complgjo.

V.1.-El sector circular dieléctrico

Antes de entrar en los calcul os, vamos a describir la geometria del sector y las funciones base
gue vamos a utilizar, asi como el procedimiento de calculo que seguiremos para cada uno de los
elementos de la matriz de impedancias.

El problema origina que deseamos b
resolver seria e mostrado en la figura 5.1, y
consiste en un sector dieléctrico situado, en
coordenadas cilindricas, entre los radios r=ay r=b (D
y loséngulos p=a, y @=0.,. Ademés, setratade una
estructurabidimensional, por lo que enladireccion
normal z esinvariante. a-

En general, el medio que hay en suinterior
sera homogéneo y de constante dieléctrica €, y
permeabilidad magnética |, aunque supondremos
gue esta no va a variar en ningn momento. Es
decir, vamos atratar Unicamente con materiales no
magnéticos. i

Como podemos ver en la figura, esta B X
estructura cilindrica la podemos considerar como
una red de 4 accesos, numerados como en ella se
indican. Esdecir, €l puerto 1 seraaquel donde ¢=a, y a<r <b; €l puerto 2 esaquel donde ¢=a, y a<r <b;
el puerto 3esel situadoenr=a y o, <g<a,; y € puerto 4 el situadoenr=b y o, <p<a,.

Figura 5-1.-Geometria del sector circular dieléctrico
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El objetivo sera calcular la matriz de impedancias que nos relaciona los campos eléctricos y
magnéticos en cada uno de los cuatro accesos de lared, considerando, paratodo €l capitulo, € caso de
los modos TM?. En este punto conviene decir, ademés, que el procedimiento que se debe seguir paralos
modos TE” es exactamente el mismo que el que seguidamente vamos adescribir. Por este motivo, no se
haincluido en esta memoria.

El campo en cadauno delos puertos estaradesarrollado en serie de unasfunciones base que para
los puertos 1y 2 son:

(5-1)
cos| 2:m-m- -4
b-a
y paralos puertos 3y 4:
-
sen 2-nm-(p !
Oy~ 0y
(5-2)
-
cos| 2 me ot
Oy~ 0y
Por €llo, los campos en los puertos 1y 2 seran de laforma:
{EJiﬁ}—E:c%fim(Zﬂrnrz—ﬁ)4l%-aﬁ(27rnrra) (5-3)
- m=0 -a ' b-a
Y enlospuertos3y 4
> - -
{E5H,)=Y a,-sen| 2:mm: % +b -cOS| 2:m m- L (5-4)
R O, —0y Oy =0y

Por €llo, la matriz de impedancias serd aquella que nos relacione los pesos de los campos
el éctricos y magnéticos de la siguiente forma:

!

e, Zyy L1y Zy3 Zy, 1
= - e, Zyy Loy Loy Ly, 2
e=Z-h=| “|=| " 7 _7 _ | (5-9)
¢s Zg1 Zgy Zag Zgy 3
é = = = = =
4
41 Z42 Z43 Z44 h4

donde ¢, esel vector de campo eléctrico en el puertoi con los pesos del desarrollo en serie de funciones

base, descritas anteriormente.
Asimismo, E,. es el vector de campo magnético en €l puerto i con los pesos del desarrollo en

serie de funciones base, también descritas anteriormente.
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Nétese que, a ser ¢,y h, vectores, los elementos 2./. de lamatriz de impedancias Z también

SoN, a su vez, matrices.
El procedimiento para el cllculo de la matriz de impedancias de un sector dieléctrico sera el

habitual para el calculo de cualquier matriz Z. Por €llo, cualquier pardmetro z/ seré:

e =7 h
i iy

0 (5-6)

;e
k#j
Es decir, el elemento 2./. de la matriz de impedancias es aguella matriz por la que debemos

multiplicar e vector de campo magnético en €l puerto j para obtener €l vector de campo eléctrico en el
puerto i cuando el resto de puertos, salvo el j que es de excitacién, estdn en condiciones de circuito
abierto o pared magnética. Es decir, cuando el campo magnético tangencial a resto de superficies que
configuran los puertos es cero.

V.2.-Matriz de impedancias

Seguidamente vamos a ver €l calculo de cada uno de dichos elementos 2/, cuando excitamos
por cadauno delos cuatro puertos. Esdecir, el célculo delamatriz deimpedancias columnaa columna.

V.2.1.-Parametros 2.,: incidencia por el puerto 1

El campo incidente por €l puerto 1 viene dado por la siguiente expresion:

Nyl

H,,:Z am'sen( 2'n'm'%) +Bm‘COS( 2:mm: Za) :Ell' 1 (5-7)

m=0 -a

donde El’ es el vector de funciones bases del puerto 1y El es el vector de pesos del campo magnético

en el puerto 1. Es decir, viene caracterizado por |os coeficientes o,y B,..
A suvez, € potencia en el interior del sector circular serd de la siguiente forma, considerando
las condiciones de contorno que tenemos, que son paredes magnéticas en los puertos 2, 3y 4:

Lp:XV: 9,(r) a, cos(v+(¢ -a,)) (5-9)

donde lafuncion g,(r) es unacombinacion lineal de funciones de Bessel detal formaque su derivada se
anula en r=ay en r=b: g, (a)=g,’ (b)=0. Su aspecto seré del tipo -ndtese que a ser una estructura
bidimensional laconstante k utilizadaesdirectamente el nUmero de ondadel medio diel éctrico queforma
el sector-:

a,(r) =3 (k-r)- JV/(’"“) Y (k) (5-9)
Y (k-a)

v
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donde el orden v delasfunciones de Bessel debe calcularse detal formaque satisfagalacondicion antes
descritaen r=b. Parar=ase veinmediatamente que se cumple. Parael célcul o de estos 6rdenes, que seran
en general complejos, puede verse el anexo A destinado alas funciones de Bessel.

En la siguiente figura puede verse €
planteamiento del problema, dondelos puertos 2, 3
y 4 estdh terminados con sendas paredes
magnéticas.

End puerto 1tenemosel campo magnético
incidente H, -tangencial en el puerto de entrada- y
en los puertos 1, 2, 3 y 4 tenemos los campos
el éctricos E, que debemos cal cular como respuesta
al incidente.

Podemos comprobar que el potencial que
estamos considerando en €l interior del medio
cumple las condiciones de contorno de pared
magnética en las paredes r=a, r=b y ¢=0o,
cal culando lascomponentestangencial esde campo
magnético en cada una de €llas.

En las paredesr=ay r=b tenemos:

Hy=- 2 g, cos{vo(p-a) 510

Y como podemos ver, paralas puertos 3 y 4 si se verifica que el campo es cero puesto que la
funcion g, (r) cumple que se anulaenr=ay en r=b.
Y paralapared ¢=o;:

#,=2- 2213 g ()0, (-v)-sen(v-(o-ay)) (5-11)

Y también se anulaen € puerto 2 através de la funcidn trigonométrica.

Para calcular los pesos a, del potencial en el interior calcularemos el campo magnético
tangencial en € puerto 1y losidentificaremos con € campo incidente en dicho puerto, gue es conocido.

El campo magnético es:

Hrzl.a_‘l’:*_l.z gv(r)-av-v-sen(V'<(p—(x1)) (5-12)

Y en ¢=a, debe ser igual a incidente:

;12 gv(r)-av-v-sen(v-(az—al)): Yy am-sen( Z'n'm'u) +Bm-cos( 2-m-m- ra) (5-13)
r 5 m=0 b-a b-a
Estaigualdad debe ser valida para cualquier posicion r en € intervalo [a,b].
Loscoeficientes a, |os podemos cal cul ar apartir de laortogonalidad de las funciones de Bessel,
yaque:
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fr’iagvl(r).gvz(r).ﬂ: . (5-14)

dr
(r)—, v, =v,
r

siemprey cuando se cumplaque g,,' (8)=9,, (d)=g,," (b)=g,,’ (b)=0, cosa que si |0 es en nuestro caso.

Asi pues:
am-fb gv(r)-sen( 2:m-m: r—a) dr+
1 1 0 r=a b—a
N dr sen(v-A) 19
b 2 r -V A% m= —
f gv(r)T ( ‘p) ° +Bm-fb gv(r)-cos( 2-n-m-u)dr
r=a r=a -a

donde hemos llamado A, al angulo formado por & sector: A =c,-a,
Una vez disponemos del potencial en el interior del sector, debemos calcular los campos
el éctricos en cada uno de |os cuatro puertos para obtener la matriz de impedancias.

V.2.1.1.-Parémetro Z,,

El campo eléctrico en el puerto 1 es:
E.=-jo-WY g,(r)a,cos(v-A) (5-16)
gue podemos reescribir como:

E_:Z C -sen 2-7t-p-ﬂ +D -Ccos 2-7t-p-ﬂ (5-17)
=00 7 b-a r b-a

donde cada uno de los coeficientes C, y D, son:

2 / z : b r—-a
CP: b 7a-(_]mu)- v aV'COS(v-A‘P)'f,‘agV(r)-Sen( 2pn b a] a
(5-18)
Z-X / b r—-a
Dp: big(_]mu) EV aV-COS(V-A(p)-/;‘agv(r).cos( ZPTCE dr

expresiones gue se han cal culado aprovechando |a ortogonalidad de las funciones trigonométricas.
Lafuncion y,, que ya ha aparecido en otras ocasiones, esta definida como:

1,p=0
Xy = (5-19)
05, p=0

Y el parametro Zl nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:
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- Sis) Seo)) (L
L= - C 21y 2y a
¢,=Zy, h = p |~y o] i (5-20)
le le
Por €ello, cada una de |as submatrices es;
2 . -1 cosv-A 1

Zl(l)ﬂm:b— (o) T.sen(v-A(P)' b dr
a ; (v4,) [RCHGEA

r (5-21)

r (5-22)

s _1 cos(v-A 1
Zl(l)pm p 2 J(DU)'Z - ( -A<|>). y
v %n(\/ ﬁp) fb gVZ( )_V
r=a r (5_23)
[fh g.(r) COS(Z T p l) a’erb gv(r) sen(2 Tom: r—a) dr}
r=a -a r=a b—a
2%, . -1 cos{v-A 1
Zl(l)pm:b_p.(,]mu).z_. ( 'A«o). e
a v v %n(\/ (p) fb gVZ(r)_r
r=a r (5_24)
: fb g,(r)-cos 2-7t-p-ﬂ dr | fb g,(r)-cos 2:mm- 4 - ar
r=a b—a r=a b—a
V.2.1.2.-Parametro Z,,
El campo €eléctrico en el puerto 2 es:
E_=—jo-p), g,(r)a, (5-25)

gue podemos reescribir, como en el caso anterior, como:

E=Y C sen| 22mp- 22| +D -cos| 2:mp- L4 (5-26)
R b-a P b-a
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donde cada uno de los coeficientes C, y D, son:

(~jou) Z f ( p- 'Z:Z)dr

(-jou) Z f COS(an b—a)dr

expresiones que, de nuevo, se han calculado aprovechando la ortogonalidad de las funciones
trigonométricas.

C,=

I\J@
N

(5-27)
D =

pba

Y el parametro Z , hosrelaciona el campo eléctrico y magnético de lasiguiente forma:

()[R (s
€52y hy = 5 = =(es) =(e¢) ) 5 (5-28)
Zy' Ly
Por ello, cada una de las submatrices es
ARy 1
73y (~jou) Z — : :
pm bf (v A ) fb gvz(r)ﬂ
: (5-29)
[fb gv(l’) sen(z T p ra) -derb gv(r) sen| 2:m-m ra) d }
r=a -a r=a )
sc 2 -1 1 1
24, 5 o T b
m v v-A ) /‘b g ( )di”
(5-30)
[fb 9V<”)S€n(2ﬂ:p ra)'derb g,(r)-cos 27tm—a) d }
r=a -a r=a )
cs _1 1 1
2(1)[7 " - (’JUJU)'Z — :
m -a v (V A ) fb g2( )ﬂ
r=a v (5_31)
[[ g,(r) COS(ZTEp —a) derb 0,(r) sen(Zn m _a) dr}
r=a ) r=a -a
cc 2 X — 1 1
Z2(1) :b ( ]COU)'Z— :
a 5 (v A ) fb gz( )ﬂ
r=a v r (5_32)
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V.2.1.3.-Parametro Z,,

El campo eléctrico en el puerto 3 es:

E.=-jo-u-}. g,(a)a, cos{v:(¢-a,)) (533)

que podemos reescribir como:

+D -CoSs|
P

2:mp- P ] (5-34)

> -
E.=) C,sen 2:mp: %
Uy =0y

[7:0 (12—(11

donde cada uno de los coeficientes C, y D, son:

C =
P

-(fjo\)u)-z gv(a)-av-f012 COS(V'((p*OLl))'Sen 2:p'm ® %
(12—(11 v Q=04 (12—(11
3 (5-39)

= 2.X o —7 . . . o . — . . . . (p7a1
D,= 0‘2‘;1 (-jou) XV: g,(a)a, fq):zalcos(v (¢ -,))-cos| 2:p-m =

de

expresiones obtenidas a partir de la ortogonalidad de las funciones trigonométricas.
Y e parametro 73 , hosrelaciona el campo eléctrico y magnético de lasiguiente forma:

= :(.\'s‘) :(.vc) N
.= - C Zy Zy o
€3=Zyhy = | _|= =(s) =(o)| i (5-36)
D ZSl ZSl
Y cadaunade las submatrices es:
2 . 1 9,a) 1
Zél)p,n:A—'(’]@li)'Z—' A o
¢ v A% %n(\/ (p) fb gVZ(r)_r
r=a (5_3n
lf > cos(v ((p—al))-sen[ 2:mp (p_al] d¢ “b gv(r)-sen( 2o m- Va) 'dr}
P=0, " r=a b-a
2 1 g,(a) 1
240, =2 en) ¥ = —
[ v (V (P) fb gVZ(r)_V
(5-38)
[f COS(V'(‘P%))'SE“[ZW al) dg [[}’ gv(r)-cos(2-n-m-"a) dr}
=0, A(p r=a -a
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o 2%, -1 9,a) 1
Z?fl)pm_ p'(_]mu)'ZT sen(v-A ) b 2 dr‘
o v o [7 g¥n Y
(5-39)
a -0y b r-a
f 2 COS(V'((p*(ll))'COS 2:mp- “do {f gv(r)-sen( 2:mm ) dr}
¢=0q A(p r=a -a
| 2%, 1 9,(a) 1
Zél)pm_ Ap.(ijmu).z SEﬂ(v-A ) b2/ \dF
‘ v o [7 a%r)
r=a (5-40)
a ¢-0a, r-a
f 2 cos(v-((p—al))-cos 2w p- de f g,(r)-cos| 2:m-m- dr
P=0, A‘P r=a -a
V.2.1.4.-Parémetro Z,,
El campo eléctrico en €l puerto 4 es:
E_- fjco-u-; 9,(h)-a,-cos(v-(¢-a,)) (5-41)
gue podemos poner como:
E_:Z Cp-sen 2'7t-p-(p_0L1 +D -cos 2'7t'p'(p_0L1 (5-42)
© pe0 ¢ Acp

Es decir, las expresiones son como las anteriores, pero evaluando la funcion g,(r) en r=b, que
se corresponde con €l puerto 4.

Definiendo ahora €l parénmetro?41 como larelacién entre el campo eléctrico y magnético,
tenemos:

- =(ss) S(sc) R

o= C Z41 Z41 a

€,=Zyhy = | _|= —e) =(ec) . E (5-43)

D Z41 Z41
Y cadaunade las submatrices es:
2 . -1 9,(h) 1
Zil)pm:A—'(*J“)“)'z—' o -
¢ v A% %n(v (P) fb gVZ(r) r

(5-44)

| [ cos{v-fo-a)sn Z.n.p.‘PA‘% do |
| 2t
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2 -1 9,(b) 1
T S
¢ v %n(\/ ﬁp) fb gVZ( )_V
(5-45)
lf > cos(v ((p—al))-sen[z np—— 1] d “ gv(r)-cos( 2'7t'm'—a) dr}
P=04 ® r=a -a
o] 2 . -1 9,0) 1
R I T e ;
: Tovosnlay) e gl dr
r=a (5-46)
-[f(PazalCOS(v-((pal))-cos[ 2:mp- (pA:Ll) “do -{flbugv(r) sen( 2:mm: V:Z) dr}
ce 2.X . _1 gv(b) 1
Z‘El)pm: Ap(ijmu)z_ " . y .
] 0 v v %n(\/ (p) fb gVZ(r)_r
r=a r (5_47)
-lf::lcos(v-((p—al))-cos[ 2:mp- (pA_:l] -d@ -“‘bagv(r)-cos( 2'n'm'%) 'dr}
V.2.2.-Parametros Z,,: incidencia por € puerto 2
El campo incidente por €l puerto 2 viene dado por la siguiente expresion:
H=Y am-sen( 2-m-m- r“’) +[3m-cos( 2-m-m- r“’) =B, h, (5-48)
m=0 b_ b—a

donde B, es el vector de funciones bases del puerto 2, que es el mismo que en el puerto 1,y /4, ese

vector de pesos del campo magnético en € puerto 2. Es decir, viene caracterizado también por los
coeficientes o, y B

El potencial en el interior del sector circular serd el siguiente, considerando las condiciones de
contorno que tenemos, que son paredes magnéticas en los puertos 1, 3y 4:

P - XV: 9,(r) a, cos(v:(¢ -a,)) (5-49)

donde lafuncién g,(r) eslamismacombinacion lineal de funciones de Bessel que en el punto anterior,
deta formaque su derivada se anulaen r=ay enr=b: g,’ (a8)=g,’ (b)=0:
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Y (ko) (5-50)

donde el orden v de las funciones de Bessel debe
calcularse de tal forma que satisfaga la condicion
antes descrita en r=b. Para r=a se ve
inmediatamente que se cumple. Parael cdculo de
estos Ordenes, que seran en general complejos,
puede verse el anexo A dedicado alasfuncionesde
Bessdl.

En la siguiente figura podemos ver €l
planteamiento del problema, dondelos puertos 1, 3
y 4 estdn terminados con sendas paredes
magnéticas.

Enel puerto 2tenemosel campo magnético
incidente H, -tangencial en el puerto de entrada- y
en los puertos 1, 2, 3 y 4 tenemos los campos
el éctricos E, que debemos cal cular como respuesta
al incidente.

Podemos comprobar que el potencial que
estamos considerando en €l interior del medio cumple las condiciones de contorno de pared magnética
en las paredes r=a, r=b y ¢=a, calculando las componentes tangencial es de campo magnético en cada
unadeé€llas.

En las paredes r=ay r=b tenemos:

Hy--2E 5 ) cosy-(9-a,) (55

v

Y como podemos ver, paralas puertos 3 y 4 si se verifica que el campo es cero puesto que la
funcion g, (r) cumple que se anulaenr=ay en r=b.
Y paralapared ¢=o,:

-1 L5 g ()a, (- v)-sen(v(p - a,)) (552

Y también se anulaen € puerto 1 através de la funcidn trigonométrica.

Para calcular los pesos a, del potencia en e interior calcularemos el campo magnético
tangencial en el puerto 1y losidentificaremos con € campo incidente en dicho puerto, que es conocido.

El campo magnético es:

1 0¥ -1
1,220 L5 g ravesn(y(p o) (559
Y en ¢=«, debe ser igual a incidente:

;12 9,(r)-a, v-sen(v-(a, -a,))= i am-sen( Z'n'm'u) +Bm-cos( 2-n-m-u) (5-54)
r 5 b-a b

m=0 -da
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Estaigualdad debe ser valida para cualquier posicion r en € intervalo [a,b].
Loscoeficientes a, los podemos calcular apartir delaortogonalidad de lasfunciones de Bessel:

(7 csen| 2omem- L4 dr+
1 1 am fr:ugV(r) ( e b—a)
a,= > (5-55)

fr: gv( )dl’ tVve %n(\/ A m=0 +B f COS( ZEmH)d’ﬂ

b-a

o

donde hemos llamado A, al angulo formado por & sector: A =c,-a,
Una vez disponemos del potencial en el interior del sector, debemos calcular los campos
el éctricos en cada uno de |os cuatro puertos para obtener la matriz de impedancias.

V.2.2.1.-Parametro Z,,

El campo €eléctrico en el puerto 1 es:

E::_j(‘)'lvl'zv: 9,(r)a, (5-56)
gue podemos reescribir como:
E=Y Cp-sen( 21 p- —a) +Dp-cos( 21 p- —") (5-57)
p-0 b-a b-a

donde cada uno de los coeficientes C, y D, se obtienen a traves de la ortogonalidad de las funciones
trigonométricas.
Y el parmetro Z,, se define como:

2 %),
NN (5-58)
20 7)1
Trasevaluarlosconvenientemente, podemoscomprobar que obtenemoslassiguientesrel aciones

para cada una de las submatrices, en funcion de las obtenidas para Zl

—(ss) —(n)

12 - 21

=6e)__Z60)
L. =7, = A ( ) e (5-59)
_Zzi

127

—(cc) —(cc)

12 - 21
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V.2.2.2.-Parémetro Z,,

El campo eléctrico en € puerto 2 es:

E.=-jo-u-) g,(r)a, cos(v-A,) (5-60)
gue podemos reescribir como:
E_:Z C -sen 2'7t'p'ﬂ +D -cos 2'7t'p'ﬂ (5-61)
0 7 b-a p b-a

Los coeficientes C, y D, se obtiene por ortogonalidad y €l parametro 721 se define como:

(5-62)

—

B

También podemos, en este caso, poner la nueva matriz en funcion de otras ya obtenidas
anteriormente como:

:(s’s‘) :(.\'c) .
- Zzz Zzz ( 0‘)

=(cs) =(cc)
222 ZZZ

=(s)  =(s)
Zyy =2y
=(sc) =(sc)
= = Zyy' =2y,
Zyp=2Z1 = (5-63)

S(es)  Z(es)
Loy =2y,

Ze)_ _Ze)

22 11
V.2.2.3.-Parémetro Z.,
El campo eléctrico en €l puerto 3 es:
E__:fjco-u-z gv(a)-av-cos(v-((pfaz)) (5-64)

gue podemos reescribir en forma de serie de las funciones bases en el puerto 3 como:

_ 0-a,
< ] (5-65)

¢

o
2'7t'p'(p 1

an

E__:Z:O C,-sen +D,-cos

¢

donde cada uno de los coeficientes C, y D, son:
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. ¢ (pia
Cp:az_al'(’/m“)' V gv(a).av.f(;alcos(v-(cpfaz))- 2:pm A(pl de
| > (5-66)
2% . y ¢ .
Dp:az_(};l.(*J(DU)' " gv(a)'av.f(pjalcos(v.((p7(12)).(:03 i Aml “

Y el parametro Zz nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:

(5-67)

—

B

Y cadaunade |as submatrices es, relacionandol as con | os pardmetros anteriormente cal culados
cuando laincidencia era por € puertol, y considerando algunas igual dades de integral es que se pueden
ver en el anexo correspondiente:

=(ss) =(sc) .
~ Z32 Zgz ( Oﬁ)

=(cs) =(cc)
Z32 Z32

=) =)
Zap =42y
=(ss) =(sc =(ss =(sc S(sc) =(s¢)
o
= = = < -
32 1 =(es) =(ee) Ses)  Sleo) =(cs)  =(cs
Z3 Z3 "2y Ly Zgz): —Zgl)

=(cc) =(cc)
Z3' =25

V.2.2.4.-Parametro Z,,

El campo eléctrico en el puerto 4 es:

E_=-jo-p-) g,(b)a, cos{v:(¢-ay)) (5-69)
que podemos jponer como:
— N . AT e e (p 7(1‘1 . TP (p 7(1‘1
E. —1;) C,-sen| 2:mp +D -cos| 2:mp A ) (5-70)
o) ¢

Es decir, las expresiones son como las anteriores, pero evaluando lafuncion g, (r) en r=b, que
se corresponde con €l puerto 4.

Definiendo ahora €l parélmetrof42 como la relacién entre el campo eléctrico y magnético,
tenemos:
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- S0s) S6e)) (.
L= - C Zyy" Ly a
€ 2 = | 17 iy =0l | w ©7D
D Z42 Z42 B
De donde obtenemos las siguientes rel aciones:
=(s)  =(ss)
Zyy =+ 2y
=(ss) =(sc =(ss =(sc S(sc) =(s¢)
= Zgz) Zgz) +ZEu) +Zfll) L2 = Ea (5-72)
Z42: = = 9 5-72
Z(es) Z(ee) Z(es)  See) =(s)  =(es
Zyy Zyp "y iy Ziz): _Zgl)
=(cc) =(cc)
Zyy' =2y
V.2.3.-Pardmetros Z,,: incidencia por el puerto 3
El campo incidente por €l puerto 3 viene dado por la siguiente expresion:
H,=3 am'sen( 2 m: (p_alJ +Bm'cos[ 2:mem: (p_alJ =By I, (5-73)
m=0 0=y 070y

donde Eé es el vector de funciones bases del puerto 3y 53 es el vector de pesos del campo magnético

en el puerto 3. Es decir, viene, como siempre, caracterizado por los coeficientes o,y B,

Por su parte, € potencia en el interior del sector circular serd de la siguiente forma,
considerando las condiciones de contorno que tenemos, que son paredes magnéticas en los puertos 1, 2
y 4

‘P:zV: gv(r)-av-cos(v-((pfal)) (5-74)

dondelafuncion g, (r) esunacombinacion lineal de
funciones de Bessdl detal formaque su derivadase
anula en r=b: g,’(b)=0. Su aspecto sera del tipo
siguiente, recordando que estamos en una
estructura bidimensional :

(kb
0, -3k -2y hry o)
Y (k-b)
donde €l orden v de las funciones de Bessel debe
cacularse de tal forma que se cumplan las
condiciones de contorno restantes, que son las
paredes magnéticas en los puertos 1y 2.
Esta condicion supone que:
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=0
P=0y
Pp=a,

(P:alz_'_

| 1 0¥
' r oQ

¢ =0,

I
-1
TXV: gv(r)-av-v-sen(v-((pfal)) (p:al:O (5-76)
P=a,

—

T q
V:v =
q

A(p

En la siguiente figura puede verse el planteamiento del problema, donde los puertos 1, 2y 4

estan terminados con sendas paredes magnéticas.
En el puerto 3 tenemos el campo magnético incidente H,, -tangencial en el puerto de entrada- y
en los puertos 1, 2, 3 y 4 tenemos los campos eléctricos E, que debemos calcular como respuesta al

incidente.
Para calcular los pesos a, del potencia en e interior calcularemos el campo magnético

tangencial en el puerto 3y losidentificaremos con el campo incidente en dicho puerto, que es conacido.
El campo magnético es:

225 glr)a, cosy-{o-u,) 7

v

Y enr=adebe ser igua al incidente:

- gv/(a)-av-COS(V'((p—al)): i (lm'Sen( 2-m-m- (PA—(Xl] +Bm'COS( 2:m-m- (PA(Xl] (5-78)

m=0 ¢ ¢

Estaigualdad debe ser vadida para cualquier posicion g en el intervalo [a,,a,).
Los coeficientes a, los podemos calcular a partir de la ortogonalidad de las funciones
trigonométricas, obteniendo:

ocm-f“Z cos(v-((p—al))-sen( 2:mm- (p_al] de+
2%, 1 ¢ o A
a,= —) (579)

YA, gla) w0 b 0-a,
+[3m-fr:acos(v-((p—al))-cos 2:m: A de

v

donde hemos llamado A, a angulo formado por el sector: A =c,-0,
Una vez disponemos del potencia en el interior del sector, debemaos calcular los campos

eléctricos en cada uno de los cuatro puertos para obtener la matriz de impedancias.
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V.2.3.1.-Parémetro Z,,

El campo eléctrico en €l puerto 1 es:
E.=-jo-u-) g,(r)a, cos(v-A,) (5-80)
gue podemos reescribir como:

E::Z Cp-sen( 2'n'p'%) +Dp-cos( 2'n'p'%) (5-81)

p=0 a

donde cada uno de los coeficientes C, y D, son:

gty Crom T aceateanf” von{ 2w

IS}

b
(5-82)
2y,

D =
P

'(*J'COH)'XV: av'COS(V'A(p)-frbugv(r)-cos( 2'p'n-?) dr

-a

S~

Q

expresiones que se han calculado aprovechando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas.
El parametro 713 nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:

=(SS) =(sc) .
o= . C VAPVAN a
617215 = | T Sy =eo| 5 (5-83)
D Zl3 Zl3
Por €ello, cada una de las submatrices es:
2 _ -2y, cos(v-A
233" m:—'(—]c)p)-z . (/ )
b YA glla)
(5-84)
fh g,(r)-sen| 2-m p—=|dr| fﬁz COS(V'((P*(Il))'Sen 2'Tr'm-q)7m1 de
r=a v b-a Q=0 A‘p
sc 2 R -2 X, COS(v A
)| =L (~jop)y ( )
b YA glla)
(5-85)

[* cos(v-(cpal))-cos( 2-mm- <PA‘11J “de

P=0y
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X _ -2y, Cos(v:A
_ 717.(_]0”1).2 . ( tp).
b-a M A<P gv/(a)

(5-86)
-fb g,(r)-cos 2-n-p-r_a dr | faz COS(v-((pfal))-S(en 2-n-m-(p tt de
r=a v b—a @=0, A(p
e 2-y _ -2y, Cos(v-A
Zl(3)pm:b,p'(_]wu)'z X . (/ q)).
a v ¢ gv(a)
(5-87)
-fb g.(r)-cos| 2:m-p- =2 | -ar |- f"z cos(v-(cpfal))-cos 2eem -de
r=a v b—a Q=0 A(p
V.2.3.2.-Parémetro Z,,
El campo eléctrico en € puerto 2 es:
E_= jorpy, 9,(r)-a (5-88)
gue podemos reescribir, como en el caso anterior, como:
E. ZC sen(an—)+D COS(anu) (5-89)
p=0 b-a a
donde cada uno de los coeficientes C, y D, son:
b b-a
(5-90)
2y _
D, = (-jou) Z f COS(anr a)dr
b-a
Y el parametro ?23 se define como:
- S0s) S0 (.
L = o ¢ Zy3' Zy3 a
€=Zyghy = | | = =) = | & (5-91)
D ZZ3 ZZ3 B

Por €ello, cada una de |as submatrices es;
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s 2 . -2 Xy 1
Zz(s)pm:b (~jou)-) A ;
—d v ¢ gv(a)
(5-92)
. fb g,(r)-sen 2-n-p-—r_a dr | faz COS(v-((pfa ))sen 2-75-m-q)7Otl de
r=a v b—a @=0, 1 A(p
sc 2 . _Z'XV 1
RN D DR
—d v ¢ gv(a)
(5-93)
. fb g,(r)-sen 2-n-p-r_a dr | faz COS(v-((pfa ))-COS 2-75-m-q)7Otl de
r=a v b—a Q=0 1 A(p
cs 2 -2 Xy 1
Zz(s)pm*b L(—jou)). A ;
—d v ¢ gv(a)
(5-94)
b -a Py
[f gv(r) COS( 2:mp —) a’r} f 2 cos(v ((pfal))-sen 2:mm de
r=a ) P=0, A‘p
ce 2 -2 Xy 1
Zz(s)pm*b L(-jou)). A ;
v ¢ gv(a)
(5-95)
-a ¢-ay
f g,(r)-cos| 2:m-p-—= | -dr f 2 cos(v-(cpfal))-cos 2w m de
r=a -a @=0, A(p
V.2.3.3.-Parametro Z.,
El campo eléctrico en € puerto 3 es:
E__:fjco-u-z gv(a)-av-cos(v-((pfal)) (5-96)
gue podemos reescribir como:
> -a -a
E_:Z Cp-sen 2:mp- Rl +D -cos 2:mp: ® % (5-97)
T o0 0y =0y 0, — 0Ly

donde cada uno de los coeficientes C, y D, son:
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C =
P

-(fjo\)u)-z gv(a)-av-f012 COS(V'((p*al))'Sen 2:p'm ® %
(12—(11 v ¢=0, (12—(11

3 (5-98)
2y ¢-a,

L (—jou)y, gv(a)-av-f‘12 cos(v-(¢ - a,))-cos| 2-p-m-
(12—(11 v Q=04 (12—(11

de

D =
P

de

Y el parametro 533 nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:

- =(ss) S(sc) R
L = o ¢ Z33' Zgg a
C3=Zyg'hy = 51 56 560 ' B (>99)
Z33 Z33
Y cadaunade las submatrices es:

s 2 . 72.XV gv(a)
Z?E3)pm:A—'(’J03U)'Z A o

® v PR M)

(5-100)

Oq

/IQZCOS(V'<([)—(XI))'SGH( Z'E'm-(p_al de

.[fa‘IZcos(V'((P -%))'Se”[ e @A_al] d(p

¢

2 . -2y, 9,(a)
. A—'(*JOJU)'Z - =
® v o 0a)

(sc)
Z33

(5-101)

f“zcos(v-(cp—al))-cos( 2 mom 4 de

Oq

.[f%cos(v(@—%))'sen[ e @A_al] d(p

O ¢

25, -2+, 9,(a)

29| -2 oy 200,

® v PR N

(5-102)
o . . . .(p_al A o2 ey . . .(p_al
-[fal cos(v (@-0ay)) cos[ 2:mp y ]d(p fal cos(v ((p o)) Sen( 2:mm y de

2%, -2y, g,(a)

259] 2 o)y 2800

® v o 9,a)

(5-103)

f“zcos(v-(cp—al))-cos( 2mm 4 de

Oq

[ [[“2cos{v-{o -%))'COS[ e @A_al] d(p

¢
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V.2.3.4.-Parametro Z,,

El campo eléctrico en € puerto 4 es:

E.=jo-uy gv(b)-av-cos(v-((p fal)) (5-104)
que podemos poner como:
. “a ~a
£ ¢ osen| 2mp | LD -cos 2.n.p.‘pA 1] (5-105)
p=0 [0} ¢

Es decir, las expresiones son como las anteriores, pero evaluando la funcién g (r) en r=b, que
se corresponde con el puerto 4.

Definiendo ahora €l parénmetro?43 como larelacion entre el campo eléctrico y magnético,
tenemos:

R =(s) =(60)) [ .
= - c Zy3' Zyz a
&y=Zyyhy = - - (5-106)
E =(cs) =(cc) B
Z43 Z43
Y cadaunade las submatrices es:
ol 2, 24, g,(b)
2] -2 (o p 2 90,
T v o 0ya)
(5-107)
- -a
-[f“zcos(v-((p—al))-sen[ 2'7t'p'(pA 1]a’(p : f“zcos(v-(cp—al))-sen( 2:wm (pA Llde
(Xl ¢ (11 ¢
sc 2 . 72.XV gv(b)
2] -2 oy 2 S0
- T v PN
(5-108)
- -a
-[f“zcos(v-((p—al))-sen[ 2'7t'p'(pA 1]a’(p : f“zcos(v-(cp—al))-cos( 2-7r-m-(pA Llde
(Xl ¢ (11 ¢
cs 2.X . 72.%\/ gv(b)
28] 2B o 2 S0,
' ¢ v PR N
(5-109)

f‘*zcos(v-(cp —al))-sen( 2emom- (PA—OLl do

Oq

.[f%cos(v(@—%))'cos[ e @A_al] d(p

O ¢
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cc -2 Xy g\/<b)
Zig)pm:—AP (~jo )Z A o
@ v o Gla)
(5-110)
J [ %2 Ao - . DN e [ % o - . S e
[ful cos(v (@ -y)) cos[ 2:mp y ]d(p fal cos(v ((p o)) cos[ 2:mm . de
V.2.4.-Parametros Z,,: incidencia por el puerto 4
El campo incidente por €l puerto 4 viene dado por la siguiente expresion:
H,=3 am'sen( 2:mem- (pal] +Bm-cos( 2:mm- (pal] =B, h, (5-111)
m=0 O, —0y Oy~ 0y

donde B ; es el vector de funciones bases del puerto 4y 7 4 €s €l vector de pesos del campo magnético

en € puerto 4.

Por su parte, e potencial en e interior del sector circular serd de la siguiente forma,
considerando las condiciones de contorno que tenemos, que son paredes magnéticas en |los puertos 1, 2
y3:

\P:zv: gv(r)-av-cos(v-<(pfal)) (5-112)

dondelafuncion g,(r) es unacombinacion lineal defunciones de Bessel detal formaque su derivadase
anulaenr=a: g,’ (a)=0. Su aspecto seré del tipo siguiente:

()3, (k-r)- k).
Y (k-a)

v

Y (kr) (5-113)

donde €l orden v de las funciones de Bessel debe
calcularse de tal forma que se cumplan las
condiciones de contorno restantes, que son las
paredes magnéticas en los puertos 1y 2.

Esta condicion supone que:
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Esdecir, obtenemos|os mismos valores de v que cuando el campo incidente estaba en el puerto
3.

En la siguiente figura puede verse el planteamiento del problema, donde los puertos 1, 2y 3
estan terminados con sendas paredes magnéticas.

En el puerto 4 tenemos €l campo magnético incidente H,, -tangencial en el puerto de entrada- y
en los puertos 1, 2, 3y 4 tenemos |os campos el éctricos E, que debemos calcular como respuesta al
incidente.

Para calcular los pesos a, del potencial en e interior calcularemos e campo magnético
tangencia en el puerto 4y losidentificaremos con el campo incidente en dicho puerto, que es conocido
y esta caracterizado por los pesos ., Y B,

El campo magnético es:

H,- %_‘f =Y 9/(r)-a,-cos(v-(p -a,)) (5-115)

v

Y enr=b debe ser igual a incidente:

_Z g\f(b)'av'COS(V'((p —Otl)): io (Xm'%n[ 2:mm: (pA_al] +Bm-cos[ 2-1wt-m- (pAal] (5'116)

¢ ¢

Estaigualdad debe ser vdida para cualquier posicion g en el intervalo [a,,a,].
Los coeficientes a, seran pues:

am-f:z COS(v-((pal))-Sen( 2:mm: (PAOLl) de +

=a
1 ¢

y - v, . f: (5-117)

o] .’Z,C°s<v-<«pa1>>'C°S( Z'n-m-"’f]d@

7
¢

Una vez disponemos del potencial en el interior del sector, debemos calcular los campos
eléctricos en cada uno de los cuatro puertos para obtener la matriz de impedancias.

V.2.4.1.-Parémetro Z,,

El campo eléctrico en €l puerto 1 es:

E.=-jou-}, g,(r)a,cos(vA,) (5-118)

gue podemos reescribir como:

E__:Z Cp-sen( 2:mp: Za) +Dp-cos( 2-n-p-%) (5-119)

p=0

Calculamoslos C,y D, como de costumbre y definimos el parametro Z , delaforma:



5-24 Aplicacion de la teoria de andlisis circuital generalizado ...

- =(ss) =(sc) N
= . C 214 214 a

e =Zy hy = =l _ . _ | (5-120)
o) |7 7)) s

Por €ello, cada una de |as submatrices es;

s 2 i -2y, cos(v-A
AR L (jon) Y . (/ o).
’ b-a M A‘P gv(b)
(5-121)
Jdre (r)-sen| 2w A el Y cosfvefo - .senl 2.1 e od
fr:agv g P b-a g f‘P:al <V ((p al)) o A‘P ¢
o 2 i -2y, cos(v-A
ZJF4) _ (7]('0“)2 . (/ (P).
b-a v A‘P gv(b)
(5-122)
* g(r)-sen| 2:mp- T2 dr | [ cos(v-(g-a,))-co8| 2w mt—2|.q
fizagv : P b*a 4 f‘[):(ll <V ((p al)) wm A(p (p
s 2 ) -2y, cos(v-A
AR B (o) Y . (/ o).
’ b-a v A‘P gv(b)
(5-123)
. b ()'COS 2. . .ria .d . L) cos(v: _ -sen 2. . .(p_al .d
fr:agv 4 P b-a g f‘P:al <V ((p al)) o A‘P ¢
e 2y ) -2y, cos(v-A
AR I (jep) Y . (/ o).
’ b-a v A‘P gv(b)
(5-124)
. b ()'COS 2. . .ria .d . L) cos(v: _ - COoS| 2. . .(p_al .d
fr:agv r mepr— | dr f¢:a1 (v:(¢-a,)) mm y ¢
V.2.4.2.-Parametro Z,,
El campo €eléctrico en el puerto 2 es:
E_= oy 9,(r)-a, (5-125)

gue podemos reescribir, como en el caso anterior, como:

E_:Z C -sen 2-7t-p-ﬂ +D -cos 2-7t-p-ﬂ (5-126)
R b-a r b-a
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Tras calcular los coeficientes C, y D, y definiendo el parametro 72 4 como:
. =(ss) =(c)) [ .
L = p c Zon Zo4 a
@=Zohy = | 1= Zy 2o 5 (5-127)
D ZZ4 ZZ4
Ilegamos a que cada una de las submatrices es:
58 2 —< %y 1
22(4) = (’JUJU)'Z
pmh-q v A‘P g\f(b
(5-128)
-fb g,(r)-sen| 2:mp- =L | air |- f“z cos(v-(¢ - a., ))-sen 2mm 221 .dg
r=a v b-a P=a, ! A(p
sc 2 . _Z'XV 1
250] —2(jony Y SR L
rmh-aqa v A(P g(b)
(5-129)
'fb g,(r)-sen| 2:mp- =2 | -dr |- f“z cos(v-(¢ - a,))-cos 27-m- 21 “dg
r=a v b—a Q=04 A(p
cs . -2 Xy 1
R PLIND
v ¢ gv(b)
(5-130)
[fb gv(r)-cos( 2-n-p-r_a)-dr]- faz COSV'((p*al))'Sen 2-m-m N de
r=a b—a Q=0 0
cc 2 . -2 Xy 1
20| 2 jopyy 2L
o v By g (0)
(5-131)
|[ alryoos| 2imp =t | ar || [ cos{v-(p-ay)) o8l 2mm 2| do
rea " b-a Q=a, A(p
V.2.4.3.-Parémetro Z,,
El campo eléctrico en €l puerto 3 es:
E_= fjo\)-p-z gv(a)-av-cos(v-((p fal)) (5-132)

gue podemos reescribir como:
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*(ll -0

= ¢
E__:Z C,-sen 2-7t-p-a -
270

+DP'COS
p=0

27Tp

! ) (5-133)

Oy~ 0y

donde cada uno de los coeficientes C, y D, son:

C =
P

-(7@“)'2 gv(a).av.faz COS(V'((pfal))-sen 2-pem- ¢-o, o

Y27 v ¢ % 0, =0y
| (5-134)
2-Xp -(*J'(Du)-z gv(a)-av.fﬂz COS(V'(([)*OL:L))'COS 2-pem- ¢-a,
%27 Y ¢ Oy~ 0y

D =
4

de

Y el parametro Z , hos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:

- =(ss) =(sc) .
o= - C Zs4 Zs4 a
3% | 57 s seo| | 5 N
D Z34 Z34
Y cadaunade las submatrices es:
s 2 . _Z-XV g\/<a)
20 -2 (jon) ¥ — 2
¢ M ? gv(b)
(5-136)

-[‘%os(v-(cpal))-sen(Z'n-m-(pAal do

0y

2 -2y, 9.(a)

:—'(—J(DM)'Z v, v\

pm A(p Iy A(P gv/(b)
(5-137)

0y

,[f“zcos(v-((pal))-sen[ 2'7‘C'p'(pAal]d(P fﬁZCOS(V'<(Pa1))'COS[ 2-7'c-m.(pAa1 de
Oq

2'X,,

2% o)y 2 84,

rmo A, VoA, gv/(b)

(es)
Z34

(5-139)

f"ZCOS(v-((p al))-sen( 2 mem- <PA<11 do

0y

.[f“zcos(\/'(q) al))'cos[ 2-mp- ‘PA:%] de

Oy
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cc ZX . _Z'XV g\/(a)
2§0| =S (o) Y 2
¢ v o 0,(b)
(5-139)
» a . — . . . . (p 7(1‘1 . a . — . . . . (p 7(11
[fulzcos(v ((p al)) cos[ 2:mp y ]d(p falzcos(v ((p al)) cos[ 2:mm ry deg
V.2.4.4.-Parémetro Z,,
El campo eléctrico en € puerto 4 es:
E.=-jo-u-) g,(b)a, cos(v:(p-a,)) (5-140)
que podemos poner como:
> -a -a
E=), C,senl 2:mp: Rl +D,cos| 2:mp- ® % (5-141)
© PO ¢ Atp

Es decir, las expresiones son como las anteriores, pero evaluando la funcion g,(r) en r=b, que
se corresponde con el puerto 4.
Definiendo ahora el parametro Z,, como la relacion entre el campo eléctrico y magnético,

tenemos:
(o) |7 ED (e
€ =Lyghy = | | = =) =) | & (5-142)
D Z44 Z44 p
Y cada unade las submatrices es:
s 2 -2 Xv gv(b)
2454) A (jon)-). TN,
¢ v ? gv(b)
(5-143)
a, ¢-a u, ¢-a
[f cos<v-<<p—al>>-sen[2-n-p- A;]d@ " cos<v-<cp-al>>-sen(z-n-m- s
sc 2 . 72.XV gv(b)
20 - 2(jou)y . S0,
¢ v ? gv(b)
(5-144)
'[faazcos(v-((p _al))'sen[ 2mp: (pA_al] de | fazcos(v'<cp_a1))'cos( 2ememe 2 de
1 I (11 "
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:ﬂ.(_jmu).z -2+, 9,(b)

Z(CS)
44 pm A(p v A(p g\;(b)
(5-145)
'[IQZCOS(V'(([)(I:L))'COS[ 2:mp- (PAal] de | fﬁzcos(v-<(pal))-sen( 2-m-m- (pAal de
0 0 oy ¢
7 () :—”-(—jcou)'Z v.ov .
44 pm A‘P v A(p g\f(b)
(5-146)

f“zcos(v-(cpal))-cos[ 2 m- (pAal] de

1

¢ (ll]
2:mp: de
A,

[ [ cos{v-(p -u,))-cos

1

V.3.-Analisis de la convergencia

En el apartado anterior hemos obtenido la matriz de impedancias de la red consistente en un
sector de 4 accesos. Dicha matriz de impedancias consistia en 16 pardmetros que, a su vez, estaban

divididos en otras 4 submatrices, formando en total 64 matrices denominadas, en general, ?f;’ﬁ).

Ademas, cada una de estas 64 matrices es una serie cuyo indice es, en todos |os casos, el orden
de las funciones de Bessel involucradas en el célculo de los campos en €l interior del sector.

Asi pues, es interesante comprobar si estas series son convergentesy en que grado convergen
al valor deseado.

Para este estudio, distinguiremos dos casos bien diferenciados. en € primero de ellos
analizaremos qué sucede en los parametros de |as dos primeras columnas de la matriz de impedancias,

es decir paralos parametros 2.1 y 2. ,- En estas dos columnas, los indices de | as series son |os mismos
y se obtienen de forma distinta al segundo caso. En el segundo caso analizaremos las columnas 3 y 4,
es decir, los parametros 23 y 2 4» donde los indices de |as series son también igual es entre si, como en
las dos primeras.

V.3.1.-Andlisis delos parametros Z,, y Z,,

Para estos dos casos, € orden v, cuando este ya es grande, tiende a valer -vease el anexo A
dedicado al estudio de las funciones de Bessel-:

_j.n.l
In(ﬁ) (5-147)

a

V:

donde | es un entero que tiende a infinito y a y b son los radios interior y exterior del sector,
respectivamente.
Teniendo esto en cuenta, y que lafuncién g,(r) tiende avaler, en estos casos asintoticos:
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- infz) ~cos{jv-In[ 5148

|n(ﬁ)

podemos comprobar -véase el anexo C destinado al célculo de integrales de funciones rapidamente
oscilantes- que, asintéticamente, se cumple:

fb g (r)-sen 2-7t-p-r_a dr L
r=a b-a [v[»1 V2
g (5-149)
fb g (r)-cos| 2:m-p- "a ) ar L
r=a b -a |V|»l V2
Por otra parte, tenemos que:
b2/ dr 1
["altr)=] = E'”(S) (5-150)
r=a r |V|»1

Y, por ultimo, tenemos gue, asintéticamente también, se cumple:

sen((o 1 B)A, )| e

| cosflasiopya,)| el (5-151)

tan(((l ‘] B )||ﬁ|»l

Asi pues, vistos estos valores asintéticos, podemos comprobar que €l término general de los
elementos Z,, y Z,, es

1
= (5-152)

Es decir, son répidamente convergentes.
Asimismo, los elementos Z,,, y Z,, son, asintéticamente en sus términos generales:

Zz(aB)

lpm
(5-153)

«<e

.1 1.1 e
vV ov2 42

Z(“ﬁ)
12,

Es decir, también es répi damente convergente.

Paralos elementos Z,, , Z41, Z 32 Y ZZ nos fijamos en |os siguientes val ores asintoticos:
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[ cos(v-(q)al))-sen(z-n-p-ﬂ)dr £

I bra) Ay V2 (5-154)
_ [v]
f“z cos(v-(cp—al))-cos( Z'n'p'u)dr o £
=t b-a |V|»l v

Por lo tanto, aun considerando el caso peor, que es el de la segunda integral, tendremos:

=(0B) =(oB)
Z31 pm Z41 pm
; (Xeflvl.e+|vl.l.l.i2:i4 (5-155)
=) =) YV
32 |, 42 |,
Por o tanto, también convergente.
V.3.2.-Analisisdelos parametros Z,; y Z,,
Para estos dos casos, €l orden v es;
T
V= A—q (5-156)

donde q es un entero que tiende ainfinitoy A, esel angulo que formael sector.
Para los 8 pardmetros que nos ocupan en este caso, podemos comprobar que tenemaos, por un
lado expresiones del tipo:

= (1-157)

0 bien ddl tipo:

- (1-158)

Para |os parametros Z Z s, Z Y 72 4+ €stas expresiones aparecen en forma de integral de

laforma

13!
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g,(r) .
sen| 2:p-
5 9.(b) ( P b—a)
f ) -dr (1-159)
r=a| Q7 COS( 2p7'C r—a)
0.(a) hra
y paralos parametros 733, Z43, .Y Z44, dichas expresiones aparecen evaluadas en |os limites del

intervalo [ab], esdecir enr=ao blen enr=b.
Pero en cualquieradelos 8 casos posibles, dosen formadeintegral y dosen formade evaluacion

de lasfunciones, €l valor asintético cuando |v| es grande es proporciona a mismo valor:

TG
g\f(b) r=ab g\f(a) r=ab
|V|»1 |v|»l
gv/(r) wnf 20pon. T8 L 1 (1-160)
b gv(b) b-a v
f,, () -dr
o gj d cos( 2:pm Za)
gV(a) - |V|»l

Por otra parte, volvemos atener en |os 8 casos a considerar expresiones del tipo:

K —

@ o - . Ul
[ cosfy-{o-a) sen(Z " ba)dr -
< (5-161)

f:z cos(v+(¢ al))-cos( 2:mp- Z:Z] dr

=0,

o —

|v|»l

Son similaresalasdelasdos primeras columnasdelamatriz deimpedancias, pero considerando

ahoraque el orden v esreal.
En resumen, y considerando €l caso de peor de estas dos Ultimas mtegrales tendremos que €l

comportamiento asintético es, paralos elementos Z, ,, 223, Zl4, Z Z33, Z43 23 Y Z

24

Zz(aB)

\pm

Zg(a ﬁ)

\pm

Z("ﬁ)
pm 43 lpm 1
- (5-162)
2, 29

lpm

Z(“ﬁ)

ipm

26

pm pm

Esdecir, que en cualquier caso son seriesque siempre convergen, incluso en el peor deloscasos.
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V.3.3.-Parametros de admitancia

Para terminar con el apartado del estudio de la convergencia de las series es interesante
introducir un breve comentario acerca de por qué se haanalizado €l sector circular con incidencia TM?
con la matriz de impedancias y no de admitancias, como en principio podria pensarse que es mas
intuitiva.

Laexplicacién es tan sencilla como que las series que aparecen al calcular los parametros de
admitancia son, en algunos casos, divergentes.

Dehecho, si hiciéramosahorael problemadual de caracterizar e sector circular paramodos TE?
comprobariamos gue sucede justamente lo contrario de lo que pasa en los modos TM* la matriz a
calcular es la de admitancias porgue es convergente mientras que la de impedancias es divergente.

A modo de ejemplo, vamos a poner €l valor del pardmetro ?11 de la matriz de admitancias,

definida, de forma dual ala matriz de impedancias, como -recuérdese que para calcular la matriz de
admitancias debemos dejar en cortocircuito o pared el éctricatodos | os accesos menos el de excitacion-:

- =(ss) =sc) N
L= - C Y, Y(ll a
hy=Yy hy = b - ?c_v) =(cc) . E (5-163)
11 Yll
Cadaunade las 4 submatrices es:
yeo| __2 . V.COS(V'Acp). -1, 1 .
S bea 5 enlva) Jok o gy dr
r (5-164)
-{fb fv(l’)'Sen( 2:mm: ra) ﬂ}[fb fv(r)'sen( 2:mp- ra) ﬂ}
r=a b*a r r=a b*a r
yoo| __2 . V.COS("'A@). -1, 1 .
S bea N enlva) Jok o gy dr
r (5-165)
-{fb fv(l’)'COS( 2-n'm'u) ﬂ}[fb fv(r)'sen( 2-n'p'u) ﬂ}
r=a b*a r r=a b*a r
Yl(z‘“‘) :Z'Xp. V.COS(V'AQ). -1, 1 .
robra N s(va,) Jou b gz dr
r (5-166)

.“‘bafv(r).sen( 2emm- Za) ﬂHfb fv(r).cos( 2'n'p'%) ﬂ}

-a r r=a -a
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(5-167)

Y(cc‘) _ Z'XP. .COS(V'A‘P). -1 1
lom pog Iy Sen(v-A(P) jou fb fz(r)ﬂ
r=a v r
-{fb fv(r)-cos( 2:mm: ra) ﬂ}[fb fv(r)'COS( 2:'mp:
r=a b*a r r=a

r-a ﬂ
b-a r

donde lafuncion f (r) eslafuncion dua de g, (r), por lo que eslapropiafuncién laque se anulaen r=a

y enr=by no su derivada.

El comportamiento asintético de las dos funciones es similar, pero complementario, por [o que

f,(r) tienelaforma

|n((£{)
|n(§)

compartiendo el mismo valor asintético del orden v.

() sen| m1-

)

El término asintético de las integrales que aparecen anteriormente es de la forma:

dr

r

r-a
b-a
r-a
b-a

f,,hufv(r)'sen( 21 p-

|\/|»1

dr
r

flj fv<l’)'COS( 2:wp-

|v|»l

Y, por lo tanto, para este pardmetro ?11 ,
S(s9),

término ¥,
(r§)] )vtt L
pm v v? o8
Que es, sin duda, convergente. Para|os elementos ?(131‘ )y
y )
11,
1.1 1
V2L e
ve Vo vy
y ©5)
11,

Término que también es convergente. Pero para € término

(v

oy
lpm

(5-168)
oL
v 2
(5-169)
1

o —

un estudio del término general delas series dapara el

(5-170)
=(es),
Y.,
(5-171)
=(ce),
Y.,
(5-172)

Y este Ultimo término no es convergente, por lo que no podremos realizar bien la suma.
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V.4.-Sector degenerado a cuiia dieléctrica

En este apartado vamos a ver qué sucede cuando empezamos a degenerar el sector dieléctrico
detal formaque el radio interior, llamado a, tiende a cero. Es decir, cuando a se va haciendo cadavez
masy mas pequefio.

Paraver esto, empezaremosviendo el comportamiento del orden delasfuncionesde Bessel para
el clculo de los parémetroszl yZ/. que, como sabemos, es algo especial, teniendo valores reales 'y

complejos, 1o que nos llevaatener modos compleos, y su calculo serealizaatravés de un autosistema.
Este procedimiento se puede ver en el anexo A.

V.4.1.-Orden de las funciones de Bessel: modos complejos

Vamos a empezar con un gjemplo de sector de radios a=0.2 m y b=0.5 m, para una frecuencia
detrabajo de 3 Ghz (4,=0.1 m) y un dieléctrico aire (e,=1) -paraeste andlisis no esimportante el angulo
que formael sector, solo los radios del mismo-.

L as condiciones de contorno son de pared magnéticaen r=ay en r=b, por lo que, como hemos
visto antes, el potencial en €l interior del sector tiene laforma:

W= Z 9,(r)-a,cos(v-(¢ -a,)) (5-173)

donde ¢; es o, 0 a.,, dependiendo del puerto desde el que excitamos el sector. Pero esto no nosimporta
en este caso. Loimportante eslaformaquetienelafuncion g, (r). Estafuncion esunacombinacion lineal
de funciones de Bessel detal forma que su derivada se anule en losradiosr=ay en r=b, ya que de este
modo satisfacemos las condiciones de contorno de Neumann (paredes magnéticas).

Asi pues, lafuncion tendrélaforma:

— Y, (kr) (5-174)
Y (k-a)
donde los 6rdenes v se calculan para que se cumpla que g,’ (b)=0, ya que es inmediato comprobar que
paracuaquier v se cumple que g,’ (8)=0.

En el anexo A de las funciones de Bessel describimos este procedimiento, por lo que aqui nos
limitaremos arecordar que, en definitiva, el método consiste en reescribir lafuncién g, (r) comounaserie
delaforma

v
g, (r=X din (r) (5-175)
m=0
donde las funciones base son:
h (r) —COS( m'n'u) (5-176)
' b-a

Y a partir de esta solucion propuesta planteamos un autosistema a través de la ecuacion
diferencia de Bessel de donde obtenemos los 6rdenes v de las funciones de Bessdl.
Parael gjemplo propuesto, l0s primeros drdenes que aparecen son:
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-0.8605i 10.6209 -12.0624i | 13.6371 16.2657 -17.7980i | 19.5144 -22.65271 | 23.3667 -27.0926i

28.9122 -31.2893i | -35.3267i | -39.2524i | -43.0959 | -46.8769i | -50.6090i | -54.3020i | -57.9632i | -61.5982i

Podemos observar que aparecen algunos 6rdenes v reales y otros imaginarios, como era de
prever. De hecho, el nimero de 6rdenes real es finito -en este caso 6 valores lo son-, mientras que €l
numero de valores imaginarios esinfinito, siendo su valor asint6tico, para cualquier valor del indice g:

v=_—/T4q
Ln(ﬁ) (5-177)

En lasfiguras siguientes podemos ver, por un lado (laizquierda) una representacion gréficade
laparterea eimaginariadel orden v. La parte imaginaria esta representada en su forma cal culada por
el autosistemay en su formaasintética, observandose quetienden a ser iguales. De hecho, en lasegunda
de las dos figuras tenemos representado el error relativo entre el valor exactoy el aproximado y vemos
como, en tanto por cien, va descendiendo uniformemente.

Error
Valores de v

— Real(v)
30 1 —— imag(v)-Calculado 100 4
—— imag(v)-Asintdtico
25 4 r-100
e
ol 5| | %
10
< 3 S
@1 Lo @ =
(0] Q o
= —_~ pudt
10 4 < o
SN 9
=
Bt o
04
N
5 - -400
0 20 40 80 80 100 0.1 T T T T T
indi 0 20 40 60 80 100
Indice

indice

En las dos figuras siguientes tenemos la representacion graficade lafuncion g,(r) y ' (r) para
el valor v=10.6209. Por ser un valor real, podemos cal cular facilmente lafunciony su derivada através
delasfunciones de Bessel directamentey, por supuesto, también através del desarrollo en serie. Enlas
figuras se puede ver que la diferencia entre los dos es inapreciable, y se superponen totalmente (las
graficas han sido normalizadas para que se puedan comparar sin problemas, ya que dependiendo de la
forma de cél cul o aparece una constante de amplitud distinta en las funciones).
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v=10.6209 v=10.6209
1.0 .

—— g,(n-Autosistema
—— g,(n-Funciones de Bessel

0.8

0.6

0.4+

0.2+

0.0 4

gv(r)

-0.2 4

0.4 -

-0.6 4

-0.8

-1.0 . ' | : :
0.20 0.25 0.30 035 0.40 0.45 0.50 -1.0 T i i ; :
0.20 0.25 0.30 035 0.40 0.45 0.50

Radio (m)

Radio (m)

También es interesante comprobar como la funcién derivada se anula en los extremos, como
debe ser para satisfacer |a condicion de Neumann.

En las dos gréficas siguientes se muestran las funciones g,(r) y ¢’ ,(r) para dos ordenes
complejos, graficas gue también han sido normalizadas como las anteriores.

En este caso todas | as gréficas han sido realizadas mediante la forma en serie, aunque también
se podrian haber calculado con la ayuda de |as funciones de Coulomb (ver anexo A).

g'(r)

0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
Radio (m)

Nétese gue de nuevo se cumplen las condiciones de contorno de Neumann, como erade prever.

V.4.2.-Sector degenerado

Vamos aver ahora qué sucede a medida que el radio interior del sector tiende a cero.

En el apartado anterior hemos visto e comportamiento de los modos reales y complejos que
aparecen en € sector y hemos comprobado como el nimero de raices reales es finito y el de raices
complejas es infinito, pero discreto, tal y como sabiamos a partir de lo visto en el anexo A sobre las
funciones de Bessel.
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En dicho anexo también se dice que cuando €l radio interior tiende a cero, el nimero de raices
reales continta siendo finito y el de raices imaginarias puras es infinito, pero tendiendo a ser continuo
y no discreto. Esto se debe al hecho importantisimo de que las funciones de Bessel de segunda especie
de argumento real y orden real toman un valor infinito en € origen -por eso desaparecen-. Pero las
mismas funciones de Bessel de segunda especie de argumento real y orden imaginario puro no estén
definidas en el origen. Esto significa que no se sabe € valor en el origen pero que en ninglin caso es
infinito. Pero como el campo electromagnético en €l interior del sector debe ser siempre finito, puede
exigtir lasolucion en forma de funcion de Bessel de segunda especie, aunque €l origen esté en laregion
objeto de estudio.

Esto se puede ver con un ejemplo, y asi podremaos comprobar el efecto de laindeterminacién de
lafuncion g,(r) en el origen através delasinfinitas oscilaciones que presentadichafuncion en €l origen.

Tomaremos un sector cuyo radiointerior seaa=0.001 my b=0.15m, valores que alafrecuencia
f=3 Ghz (1,=0.1 m) y un dieléctrico aire (¢,=1) suponen que a=A,/100y b=A,-1.5. Como se puede ver,
el radio inferior es casi nulo.

Los primeros vaores de los ordenes de las funciones de Bessel calculados a través del
autosistema son:

-0.3651i -1.2283i 1.6144 -2.0492i -2.8153i -3.5490i 4.1140

-4.2624i -4.9628i -5.6555i -6.3445i -7.0334i -7.7248i 7.7914

Podemos ver que sdlo hay tres valores reales y todos |os demas son imaginarios puros.

Si dibujamos, como antes, unadelasfuncionesg,(r) paraun orden real, podemos comprobar que
el resultado es exactamenteigual quesi calculamoslafuncion atravésdelasfuncionesde Bessel (hemos
dibujado lafuncion g,(r) para v=4.1140).

1.0

1.0

0.8 -
0.8 1

0.6 -
0.6 4 —— g',(n)-Serie

04 4 —— d',(n-Bessel
0.4 4

0.2
0.2

a.(n)

g'u(n

0.0 4
0.2 —— g,(1)-Serie

= 00
—— g.(r)-Bessel 0.2
-0.4 4
04 -
-06

-0.6
-0.8

-0.8
-1.0

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 1.0 | | | | | | |
Radio (m) 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
Radio (m)

Para otros dos modos (v,=-1.2283i y v,=-7.0334i), en las siguientes figuras tenemos
representadas las funciones g,(r) y su derivada g’ ,(r):
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v;=-1.22831; v,=-7.0334i v,=-1.2283i ; v,=-7.0334i

038 7 058 - — g

— 9.0

0.6 06 1

0.4 04 4

0.2 4 02 4

0.0 4

a1

-2 0.0+

202

0.4 4

-0.6

-0.8

- - : . . | |
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 -1.0 T T ; T T T ;

. 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 012 0.14
Radio (m)

Radio (m)

Esinteresante destacar como, amedidaque el orden v vacreciendo en moédulo, lafuncién g, (r)
vasiendo cada vez mas oscilante en el origen. Estas son lasinfinitas oscilaciones que debian aparecer
pararadiosinteriorestendiendo acero y que hacen que el valor en el origen no seainfinito sino que sea
indefinido.

V.5.-Conclusiones

Este capitulo haversado sobre el cal cul o de unamatriz deimpedancias caracteristicas, segin la
teoriadesarrolladaen el capitulo anterior y siguiendo el método en él planteado con algunas aplicaciones
sencillas sobre recintos canonicos.

Es de destacar que, aungue solo se haya desarrollado la teoria para el modo TM?, hacer los
céalculos para € modo TE? seria exactamente dual. Tal vez la Unica complicacion préactica seria la
implementacién de las ecuaciones obtenidas en alguin lenguaje de programacion..

Otro aspecto importante de este capitulo ha sido €l estudio de los modos a corte, cuando las
funciones de Bessel tienen orden complejo, donde conviene destacar |0s sectores degenerados que se
convierten en cufias, y los estudios de convergencia para cada uno de los parametros.
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Aplicacion dela
teoriacircuital a
problemas cerrados
y abiertos

El objetivo de este capitulo vaa ser presentar unaamplia coleccién de aplicaciones de lateoria
circuital desarrollada en temas anteriores, a problemas particul ares.

Lametodol ogia utilizada en todos | os casos serd segmentar el problemaoriginal en problemas
menores, y calcular lamatriz deimpedanciasde estos Ultimos. Deestaforma, uniendo lasredesparciales
podremos caracterizar electromagnéticamente el problema original de forma sencilla.

Por razones de contexto con latesis, todos |os el ementos sencillos van a ser de forma sectorial,
para poder utilizar el elemento desarrollado en el capitulo anterior. Pero, evidentemente, para estos
mismos problemas, o incluso otros mas complejos, se podrian utilizar otras técnicas para analizar y
caracterizar algunas de estas redes sencillas, tal y como se comenté en el capitulo 3.

Vamos a plantear dos tipos distintos de aplicaciones de la teoria circuital. En primer lugar
veremos algunos casos de aplicacion de la segmentacion a guias rectangulares, es decir, a problemas
cerrados. Posteriormente veremos otros problemas sobre geometrias en espacio abierto. Y en todos los
casos se seguird € mismo procedimiento, de tal forma que inicialmente haremos un proceso de
validacion del método circuital propuesto en esta tesis con casos aparecidos en la bibliografia, para,
seguidamente, plantear otros problemas similares en su geometriay no disponibles en la bibliografia.

VI.1.-Guiarectangular

En esta coleccion de egjemplos vamos a
plantear un codo en plano H en una guia
rectangular. Es sabido que en estos casos, S la
excitacion de la guia es Unicamente con modos
TE,,» podemos considerar e problema como un
problema bidimensional donde no hay dependencia
con la coordenada vertical -altura de la guia-. Asi
pues, estamos precisamente en el tipo de problema
gue podemos resolver con la teoria del sector
angular.

El esquema del problema se puede ver en
la figura adjunta: los puertos 3 y 4 del sector
angular estén cortocircuitados, configurando, de
esta forma, las paredes eléctricas de la guia
rectangular. Figura 6-1.-Estructura del codo plano H en guia

rectangular
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En concreto nos vamos a fijar en codos de 90° y veremos €l comportamiento del campo en el
interior para diferentes configuraciones de dieléctricos y para diferentes aplicaciones, resultando
especia mente interesante la Ultima parte donde veremos | os parametros S de un codo de 90 en plano H
relleno de diferentes dieléctricos y ocupando diferentes posiciones.

VI.1.1.-Analisis de los modos: distribucion del campo

Asi pues, antes de centrarnos en las guias en particular, vamos a ver como es €l aspecto del
campo eléctrico en €l interior de un codo de 90° cuando en el interior del mismo tenemos diferentes
medios dieléctricos, algunos con pérdidasy otros sin pérdidas.

En todos |o jempl os que vamos a considerar supondremos que el puerto 2 esta terminado con
un cortocircuitoy el puerto 1 estd excitado con unafuncién sinusoidal, de laforma:

b-a

E__—l-Sen(n'ra) (6-1)

donde los radios interior y exterior seran, respetivamente, a=0.19894 m y b=0.39789 m.
El aspecto dela sefial de excitaciéon esel mostradoenla| = ‘

figura adjunta. :
Debe hacerse notar quelasefial sinusoidal de excitacion

no esta en la base que utilizamos para | os sectores diel éctricos,

por lo que se debe realizar un cambio de base para poder poner:

0.8
06

04

E:—l-sen(n-r_a) = N

b-a 0
6-2) | ..

) Figura 6-2.-Excitacion del codo

:Z a,-sen 2.-rom- 14 +b, COS 2-om- L4
me0 b-a ' b-a

Asi pues, y antes de continuar con las validaciones, debemos ver cdmo se consigue este cambio
de base. Para ello plateamos el problema de forma genérica:

Za sen( - ) Za Sen(an;)+B COS(an;) (6-3)

p=0

El objetivo sera calcular los nuevos pesos o coeficientes o, y B, que desarrollan el campo en la
base antigua -siendo estala de la guia- en la base nueva-la del sector circular-.

Para su calculo bastara con aplicar las propiedades de ortogonalidad de las funciones
trigonométricas en €l intervalo [0,a]. Y asi tenemos:

i: f (%-x] sen( 2'p-n-§) dx | 1,40

2 - L. p=0
Sl a, "sen( LKLY ) cos( 2:pm —) dx 2
m=0 0 a a

QIN

Expresion que, de formamatricial, podemos escribir:
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(ss)_ 2 fa mm. | X
[GJ M ) Mo a fo sen( a x] sen( e ;) -
=M-d-= (a@) ; (6-5)
R =(cs) . 2 .
P 7 lej;>——xp-f"sen( 'z n'x) -cos( 2'p'n'£) dx
a 0 a a

De esta forma podemos cal cular 1os coeficientes del desarrollo en serie segln la nueva base en
funcién de los coeficientes a,, del antiguo desarrollo en serie.

Cuando aplicamos este cambio de base a la matriz de impedancias tenemos que los campos
eléctricos y magnéticos en la antigua base pasan ala nueva de la siguiente forma:

€1 — el —
-M - . M-
é c i c
2 new 2 old

donde hemos definido la matriz de cambio ]\=/Ic en funcion delamatriz de cambio individual M. Y por
lo tanto:

(6-6)

ol Xl
=l ol

2} oia 2/ oia (6-7)

Esdecir, yapodemos poner lamatriz deimpedancias en labase delaguiarectangular en funcion
delabase en €l sector circular.

Deigual forma, si deseamos poner la matriz de impedancias, que estuviera en la base de lo
sectores dieléctricos, en funcion de la base de la guia rectangular, tendriamos:

igm'a - (A=4)7 ' ) ? ]\=4 (6'8)

C sector c

Unavez visto como se puede realizar el cambio de base de una matriz de impedancias a otra,
volvemos a nuestro problemaoriginal, el codo en la guia.

Inicialmente, y amodo de validacion del método, hemos analizado el problemadel codo de 90°
enplano H relleno deaire (e,=1) aunafrecuenciade =3 GHz por dos métodos: por el método propuesto

en estatesisy por el método deloselementosfinitos, segiin [1]. Losresultados se muestran enlasfiguras
siguientes:
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(9,
%%,

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35

0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35

Figura 6-3.-Método de los elementos finitos

Como se puede comprobar, las dos
distribuciones de campo son exactamente iguales.
De hecho, s se comprueba numéricamente,
podemos ver que €l error entre los dos métodos es
menor que e 1%, en & supuesto de que € método
de los elementos finitos fuera el correcto.

En un segundo ejemplo de validacién del
método, vamos a considerar la geometria de la
figura adjunta que consiste en un codo de 90°
formado por dos codos de 60° y 30°
respectivamente conectados en cascaday deradios
igudles a los de antes (a=0.19894 m vy
b=0.39789 m).

Paravalidar el método hemos calculado el

Figura 6-4.-Método propuesto en la tesis

0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 03 0.35

campo en €l interior del codo cuando sblo tenemos Figura 6-5.-Geometria de validacion y ejemplos

un sector de 90° relleno con un dieléctrico de €, =4

y cuando unimos |os dos sectores de |a figura cuando |os dos diel éctricos son iguales ( €,,=€,,=4).
En las dos figuras siguientes tenemos | os resultados, siendo |a excitacion la misma de antes:

0 0.05 01 015 02

Figura 6-6.-Codo de 90°

Figura 6-7.-Codo de 90°creado por dos de 60° y 30°
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Resulta evidente que ambos resultados son exactamente iguales y también es interesante notar
gue no se apreciaen absoluto ladiscontinuidad del campo el éctrico entrelos dos sectores, si no fuera por
lalineanegrasuperpuestaque hemosintroducido parasaber dondeestéel corte. Ademas, numéricamente
la diferencia es totalmente despreciable.

Seguidamente mostraremos otros ejemplos del campo en € interior de un codo como el dela
figura 6.5 para diferentes frecuencias y dieléctricos y cuando, en todos los caso, la excitacion es una
sefial sinusoidal en el puerto 1.

En las dos primeras figuras que siguen la frecuencia de trabajo es f=3 GHz y en ellas hemos
calculado el campo en €l interior del codo de 90° cuando, en el caso de laizquierda, los dieléctricos son
€.,=1y €,=4y en el caso deladerechajusto lo contrario: €,,=4y €,,=1.

Figura 6-8.-Codo de 90°: €,,=1; ¢,=4; f=3 GHz Figura 6-9.-Codo de 90°: €,,=4; ¢,=1; =3 GHz

Vamos ahora a cambiar de frecuencia, y las figuras siguientes estén calculadas alafrecuencia
def=2.4 GHz.

Inicialmente, y a modo de validacién de nuevo del método, mostramos dos figuras donde la
primera, la de la izquierda ha sido calculada mediante el método de los elementos finitos [1] y la
segunda, la de laderecha, por el método propuesto en estatesis. Los radios son de nuevo a=0.19894 m
y b=0.39789 my losdieléctricosson €,,=1y €,,=4 y €l error que tenemos es menor que e 1% de nuevo.

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35

Figura 6-10.-Método de los el ementos finitos Figura 6-11.-Método propuesto en la tesis
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Y, por ultimo, en los dos gjemplos que siguen, también a la frecuencia f=2.4 GHz, hemos
considerado qué sucede cuando alguno de los medios tiene pérdidas. En concreto hemos supuesto la
existencia de un medio de constante dieléctrica e, =4-j. En € caso delaizquierdael medio disipativo es
el primero, luego €,,=4-j y €,,=1, mientras que en el deladerechaesal revés, sendo €,=1y €,,=4-j.

0 0.05 01 015 02 0.25 03 0.35 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35

Figura 6-12.-Codo 90°: €,,=4-j; €,=1; f=2.4 GHz Figura 6-13.-Codo 90°: €,,=1; ¢,=4-|; f=2.4 GHz

Es de destacar en este caso cOmo se atentiael campo en el medio con pérdidas, detal formaque
en e primer caso casi no penetra en el medio que va desde 0° hasta 60°, en €l segundo se iniciala
atenuacion en el medio de incidencia (el que va desde 60° hasta 90°), por lo que el medio posterior casi
no entra campo €l éctrico.

VI.1.2.-Codos en plano H en una guia rectangular: parametros de
dispersion

En este apartado vamos avalidar, en primer lugar, |os pardmetros S cal culados paraun codo en
plano H sobre una guia rectangular de diferente angulo de giro. Para compararemos | os resultados de
diversos articulos con los resultados obtenidos a través del método propuesto en estatesis.

Seguidamente, y unavez validado el método, mostraremos algunosotrosresultadosinteresantes
sobre codos en guia rectangular.

VI1.1.2.1.-Validacién del método

Paravalidar el método hemos realizado diversas simulaciones y las hemos comparado con los
resultados proporcionados por otros autores. El nimero de trabaj os sobre este particular es elevado, ya
que al tratarse de un medio cerrado y guiado, estad ampliamente estudiado por diferentes métodos.
Podemos mencionar lostrabajos[2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9], donde se analizan los codos en plano H mediante
técnicas modales y numéricas, como los elementos finitos.

En primer lugar hemos calculado los pardmetros S de un codo de 90° en plano H realizado en
unaguiarectangular WR-75 (de dimensiones 19.05 mm x 9.5 mm) en su banda de uso, que vadesdelos
10 GHz hastalos 15 GHz. El radio es R=12.075 mm. L os resultados se muestran en la siguiente figura:
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-10
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-80

-90 -

-100

125 130 135 140 145 150
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En ellapodemos ver que los resultados cuando € codo estarelleno de aire coinciden muy bien
con los calculados por B. Gimeno y M. Guglielmi en [8], asi como son las medidas realizadas.

Enlagréficahemosincorporado también los parametros S, , cuando el codo estacompletamente
relleno de dieléctrico. En concreto para €,=2 y para €,=4 -notese que los puntos son las frecuencias
calculadas mientras que la linea continua es € interpolado-.

Otro grafico comparativo se muestra en la figura siguiente:

—+— 5=1; Codo 60°

—— 5,=2; Codo 60°

-10 SN

4=4; Codo 60°

£=1, Codo 60°=30°+30°
£=2; Codo 60°=30°+30°
£=4, Codo 60°=30°+30°
A s=1; Calculado [Weisshaar]

-15 4

-20 4

[S44] (dB)

-35 +

-40 T T T T T T T T T T
84 88 92 96 100 104 108 112 116 120 124
Frecuencia (GHz)

En este caso estamos comparando las simulaciones para un codo de 60° en plano H sobre una
guiaWR-90 (de dimensiones 22.86 mm x 10.16 mm) en su bandade uso, que vadesdel0s8.2 GHz hasta
los 12.4 GHz. El radio esR=3.81 mm, y se compran con las obtenidas por A. Weisshaar et a. en[4, 5].
Aparte de poder comprobar que las dos gréficas, cuando el dieléctrico esaire, coinciden perfectamente,
también hemos dibujado |os correspondientes coeficientes de reflexion S, parael caso de tener laguia
rellena con otros dieléctricos, como son €,=2 y para €,=4.
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Por ultimo, otro g emplo de validaci én constituye el mostrado
en lafigura6.16 donde el radio del codo R vatendiendo a cero.

Este problema ha sido estudiado por Zhewang en [6] por
métodos modales en guia 'y con segmentacion pero en coordenadas
cartesianas.

Al aplicar nuestro método ha este caso nos encontramos con la
dificultad de simular radios nulos, por €ello lo que hacemos es ver cud
es latendencia del coeficiente de reflexion -parémetro S;;- a medida'— —
que e radio del codo vasiendo mésy méas pequefio. Y esto eslo que se Fi9ura 6-16.-Codo genérico
muestra en las siguientes figuras.

Radio=1 mm
5 4 A Radio=0 (segin Zhewang)
Radio=5 mm

20 4
220 4

[S11] (dB)
[S4] (dB)

.25
25 4 —e— R=5mm;s=
—m - R=1mm;s,
30 4 -30 1 —e— R=5mmig=:
—m - R=1 mm; g =;
-35 —e— R=5mm;g=

—m - R=1mm;z=

o
L0 L L

235 4

-40 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

T T T T T T T T T
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.; 1.8 1.9 2.0 Frecuencia normalizada (f/fc)

Frecuencia normalizada (f/f,

Figura 6-17.-Graficas comparativas Figura 6-18.-Gréficas para diferentes medios

Enlafiguradelaizquierdatenemosel resultado del coeficiente dereflexion de dossimulaciones
para dos radios distintos (R,=5 mmy R,=1 mm) en una guia WR-340 (ancho de guia de 86 mm) y un
codo de 90°. Estos valores estén comparados con |os obtenidos por Zhewang y, como se puede ver, a
medida que €l radio vasiendo menor e grado de convergencia es mejor.

Por otra parte, en lafigurade la derecha se presentan |os resultados de varias simulaciones alos
radios anteriores parael caso en el quelaguiaestérellenade diferentes medios diel éctricos. En este caso
se han considerado 3 diferentes: €,,=1, €,,=2 y €,,=4. NOGtese que |as curvas estan interpoladas, siendo
Unicamente |os puntos con icono los que han sido simulados.

VI1.1.2.2.-Otros resultados

Una vez hemos podido comprobar la bondad del
método, y a modo de egjercicio, hemos realizado otra
simulaciones que resultan interesantes.

En la figura siguiente vemos la estructura que hemos
anaizado. Se trata de un codo de 90° en plano H donde,
partiendo desde el centro del codo -fase de 45° y dieléctrico de
tonos azulados- vamos afiadiendo material diel éctrico mediante
cufas de 2.5°, una por arribay otra por abgjo, de tal forma que
vamos rellenando € codo con un material dieléctrico que
sugtituyeal dieléctrico aireque estaoriginalmente-el dieléctrico
de color amarillo-.
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Hemos simulado este codo para una guia WR-340, de las utilizadas en calentamiento por
microondas y de dimensiones 860 mm x 430 mm, y en el margen de frecuencias desde 2 GHz hasta
3 GHz. El radio del codo se hatomado de R=10 cm.

El parametro de interés es el coeficiente S;; del modo fundamental TE,,, y este e que
representaremos.

Lassiguientesfiguras muestran este coeficiente dereflexién, en dB, paradiferentesfrecuencias.
En ellasesinteresante notar como paradeterminadas combinacionesderellenado delaguia-léaseéngulo
del sector interior con dieléctrico y valor de la constante dieléctrica de dicho material- se obtienen
también excel entes coeficientes de reflexion.

#=2.00 GHz; 20 log|$, | (dB) 1=2.22 GHz; 20 log|$, | (dB)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 40 50
Sector interior (grados) Sector interior (grados)

=2.44 GHz; 20 log|$S, | (dB) =2.66 GHz; 20 log|S, | (dB)

40 50 0 10 20 30 40 50 60 70 &0 %0
Sector interior (grados) Sector interior (grados)
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1=2.88 GHz; 20 log|$, | (dB) 1=3.00 GHz; 20 log|$, | (dB)

VI.2.-Cilindros inhomogéneos

Unavez validado € método paraunared de dos puertas,
en un entorno cerrado, como esla guiarectangular estudiada en
el punto anterior, pasamos alos medios abiertosy que, deforma
general, llamaremos cilindros inhomogéneos.

En la figura anexa tenemos lo que podria ser un caso
muy general, con diversos medios dieléctricos colocados en
diferentescapas o anillos, y con uno central, que hemos|lamado
el dieléctrico €,,,;, en este caso. Ademas, todo el exterior esta
rodeado de un Unico diel éctrico que seriael €,y que, en general,
se corresponderacon € aire.

Asi pues, tenemosunaestructurainhomogéneay abierta
consimetriacilindricay queresultadptimadeanalizar mediante
el elemento sector circular que hemos estudiado en el capitulo
anterior. Figura 6-26.-Cilindro inhomogéneo

Para analizar este tipo de estructuras, en primer lugar
haremos al gunasvalidaciones con estructuras similaresdisponiblesen labibliografiay queutilizan otros
métodos de andlisis.

Posteriormente realizaremos algunos andlisis de otras estructuras abiertas con la misma
geometriacilindrica, paraver como se comportan, resultando especialmente interesante el cilindro con
pérdidas. Seguidamente estudiaremos otro caso interesante, y disponible en labibliografia, como es el
cilindro corrugado, del cual también haremos otros ejemplos mésamplios. Y, por dltimo, veremos como
utilizar este elemento, €l sector circular, con otras estructuras 0 geometrias que no son tan claramente
cilindricas. En particular veremos €l caso de un elemento de seccion cuadraday comprobaremos, con
la bibliografia disponible, que no estamos muy lejos del valor exacto de difraccién.

V1.2.1.-Cilindros inhomogéneos en general

En este apartado vamos a ver tres tipos de redes. En primer lugar validaremos € método
propuesto en la tesis para medios abiertos con resultados obtenidos en la bibliografia. Seguidamente
veremos otros tipos de cilindros inhomogéneos donde aplicar todo el método propuesto de andlisis
circuital. Y en tercer lugar veremos la importancia que tiene el hecho de no poder analizar sectores
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circulares de radio nulo y que debemos, por o tanto, truncar y analizar pararadios muy pequefios pero
distintos de cero.

VI.2.1.1.-Validaciones

Paravalidar el método debemos recurrir alabibliografia disponible
y que resulta ser muy amplia para este tipo de estructuras bidimensionales.
Podriamos dividir, de modo general, las técnicas utilizadas en dos: en primer
lugar aquellos que utilizan el andlisis modal, que esta cercano a la técnica
circuital propuesta en esta tesis pero sin plantearla de modo directo, y, en
segundo lugar aguellos que utilizan técnicas mas numéricas parar la
resolucién de las ecuaciones integrales que se han planteado en el capitulo
donde se plantea la técnica de la matriz admitancias generalizadas.

Entre las primeras podemos mencionar las referencias [10-24], L -
mientras que en las segundas mencionariamos [25-60]. Figura 6-27.-Geometria de

Una vez presentado e problema, vamos a plantear algunos de los Vaidacion
mencionados para validar el método.

Paraello vamos aanalizar unageometriacomo lamostradaen lafigura6.27, donde tenemosun
cilindro interior de dieléctrico €,,, dos semianillos de dieléctricos €,, Y €,, Y € exterior €,

Esta geometria ha sido estudiada por diferentes autores, aunque tal vez el primero fuera
Richmond [31], mediante el método de los momentos.

Para validar el método circuital hemos realizado diferentes simulaciones, para diferentes
combinaciones de los dieléctricos.

El primer jemplo seriael caso homogéneo, dondetanto €, como €,, soniguales. Esteesun caso
analitico pero en nuestro caso 1o hemos cal culado como la uni6n de dos semianill os de 180° conectados,
posteriormente, al cilindro central de constante €,,=1 (aire).

L os resultados se muestran seguidamente:

gr1=gr2=2; gr0=gr3=1 €y

15.0

12.5 A 6 ’ .

£117€,,=0] €,07€,3= /
100 m_ r2_ . rO_ 3_ . g
75 | A £, 7,748 75 =1 (segun Richmond) ; ‘k
A \

&= 4 £TE= 1 y P

2.5 + i
0.0

2.5 A4
-5.0 4
-7.5 4
-10.0
N

/Ao (dB)

-12.5 4
-15.0 4
7.5 1
-20.0 4
22,5 4
-25.0 ‘ | | | | ‘ ‘ |
60 80 100 120 140 160 180
Angulo (Grados)

o
N
o
s
o

Figura 6-28.-RCS hiestatica normalizada para un anillo homogéneo (angulo de
incidencia de la onda plana ¢=0° a=0.25-4,, b=0.30-4,)
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En lafigura podemos ver laseccion rectaradas (RCS) paracilindros homogéneos de diferentes
permitividades. Y superpuestas podemos ver |os resultados obtenidos por Richmond.

El siguiente paso en la validacion es eliminar el dieléctrico de la izquierda, obteniéndose
entonces |os siguientes resultados:

£472; €078 ,7E =1

8r1=4; 8r()=gr2=8r3=1

5.0

&1=6; g7, 76, = 1

2.5 A

A g.=4;¢.7e,=5,,=1 (Segun Richmond)

0.0 4

-2.5 A

-5.0 4

-7.5 4

S/hq (dB)

-10.0 +

-12.5 A

-15.0

-17.5 4

'200 T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Angulo (Grados)

Figura 6-29.-RCS hiestatica normalizada para un anillo inhomogéneo (angulo de
incidencia de la onda plana ¢=0° a=0.25-4,, b=0.30-4,)

También podemos ver |aperfectacoincidenciaentrelosresultados de Richmond y los obtenidos
por técnicas circuitales.

Por Ultimo, presentamos otras simulaciones para e mismo caso que este Ultimo pero
monoestético:
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0.0

-2.5 4
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-10.0 4

-12.5 4

8r1=2; 8r0=gr2=5r3=1
gr1=4; 8r()=gr2=gr3=1

gr1=6; gr0=gr2=gr3=1

-15.0 4
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Figura 6-30.-RCS monoestética normalizada para un anillo inhomogéneo (angulo
deincidencia de la onda plana ¢=0°; a=0.25-4,, b=0.30-4,)

V1.2.1.2.-Otros casos

Una vez comprobado el método, vamos a aplicarlos a oz

otras geometrias similares. Por jemplo la figura siguiente nos
muestra cuatros sectores cilindricos dieléctricos de
permitividadese,,, €,,, €5 Y €,,- Un anillos central de dieléctrico
€5y €l exterior €, Estetipo de estructuras hasido estudiado por
otros métodos como e método de los momentos sobre una
ecuacion integral de superficie por Goggans [36].

En este apartado no compararemos los resultados
obtenidos por [36] sino que nos limitaremos a validarlo por
nuestros propios medios aobtener diferentes gréficos deinterés.

02 '
02 015

01 005 3 005 01

015

02

Para realizar Figura 6-31.-Estructura de 4 sectores

02 ' . . . ' '
02 015 01 005 0 005 01 015 02

Figura 6-32.-Estructura analitica

radio interior 8=0.01 (a=A/10).

una autovalidacion, lo
que hacemos es realizar un andlisis circuital de la estructuray
comparar € resultado con algun valor analitico conocido. Es
decir, si analizamos la estructura anterior formada por 5 redes
-cuatro en anillo y laquintaen el centro- suponiendo que todos
los diel éctricos son igual es, podemos comparar €l resultado con
el valor analitico conocido de un cilindro homogéneo del mismo
dieléctrico -ver lafigura 6.32-.

En la figuras siguientes podemos ver los diferentes
resultados para este caso analitico. Se ha tomado un medio
dieléctrico de constante €,=4, radio exterior b=0.1 m (b=1-1,) y
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- - — Figura 6-34.-|E| en € interior del cilindro
Figura 6-33.-RCS comparada -homogeneo analitico y homogéneo -cal culado de forma circuital-

homogéneo circuital-

05
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-0.1
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-0.5 -0.5
-05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 04 05 -05 -04 -03 -02 -01 o} 01 0.2 03 0.4 0.5

Figura 6-35.-|E,| en € interior del cilindro Figura 6-36.-|E| en € interior del cilindro
homogéneo -calculado de forma circuital- homogéneo -cal culado de forma analitica-

En laprimerade las cuatro figuras vemos la seccién rectaradar calculada de forma analiticay
de forma circuital cuando incide una onda por 180°. Y a podemos ver que la diferencia entre los dos
resultados es minima.

En las otras tres figuras hemos calculado € campo en todo el espacio que hay alrededor del
cilindro, tanto parael caso analitico como parael caso circuital. En cual quieradeloscasos se comprueba
que el valor es el mismo siempre.

Por |o tanto, se hacomprobado que e método funciona perfectamente, por |o que seguidamente
presentamos otros casos, pero con diferentes medios.

En el primer ejemplo los diferentes diel éctricos son: €,,=4, €,,=2, €,,=6, €,,=8, =1y €,~1, ¥
los resultados parala RCS'y el campo total cuando la ondaincide desde un angulo de 315° son:
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"5 04 03 -02 -0.1 0 0.1 02 03 0.4 0.5

Figura 6-37.-|E,| para ¢,=315°
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Figura 6-38-RCSpara ¢ = 315° Figura 6-39-|E para ¢,=315° -zoom:

El siguiente gemplo consiste en el mismo que e anterior, pero incidiendo desde 180° y
recordando que el dieléctrico central es € =1:
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Figura 6-41.-RCSpara ¢,=180°

Y d Ultimo g emplo serdeste mismo per

-laincidencia sigue siendo desde 180°-:

Figura 6-42.-|E para ¢,,=180° -zoom-

o considerando que el diel éctrico central ahoraese =5
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Figura 6-43.-|E,| para ¢,=180°
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Figura 6-44.-RCSpara ¢,=180°

Figura 6-45.-|E| para ¢,=180° -zoom-

Es interesante comprobar, con este Ultimo ejemplo, como no existen apenas diferencias

apreciables entre este Gltimo caso y € anterior donde el dieléctrico interior eraaire. Esto nosindicaque
cuando el dieléctrico quetenemos en el anillo central es muy pequefio en dimensiones su influenciasera
cada vez menor. Esto es precisamente o que vamos a estudiar con algunos ejemplos en e punto
siguiente.
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V1.2.1.3.-Convergencia de la RCS

El objetivo que se pretende en este punto es
ver laimportanciaquetiene el hecho de despreciar,
en genera, € cilindro interior central de las
estructuras sectoriales que estamos estudiando
debido a hecho de que no se puede calcular la
matriz de impedancias de un sector circular con €l
radio interior nulo.

Para comprobar este hecho hemos
analizado una estructura como la mostrada en la
figura 6.47.

Es decir, tenemos una estructura en forma
de varios anillos desde un radio interior R, hasta
un radio exterior R,,, Yy cada anillo es
inhomogéneo de tal forma que tiene un primer
sector de 6, grados con un dieléctrico €,, un
segundo sector de 0, grados con un dieléctrico €,
y uno Ultimo que cierrael anillo con un dieléctrico
€5

Figura 6-46.-Estructura para el andlisisde la

. , L . convergencia
El cilindro central serdde dieléctrico aire, 9

a igua que €l exterior.

De esta estructura hemos analizado la RCS que se obtiene para un mismo radio exterior R, Y
diferentesradiosinterioresR,;,,, cadavez mas pequefiosy, como se puede comprobar, amedidaque este
radio interior va siendo menor (generalmente menor que A) y amayor vaor relativo del radio exterior,
menor eslainfluenciadel cilindro central.

Asimismo, y aprovechando estos ejempl os, seguimosrealizando validaciones del método detal
formaquehemosestudiado laRCS parael caso en el quelosdosmediose,, y €,, soniguales pero unidos,
en un caso, por técnicas circuitales y en otro suponiendo un Unico sector de 06,+0, grados. LaRCS en
cualquiera de los dos casos debe ser, evidentemente, igual.

Vamos, pues, aver los diferentes g emplos.
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Figura 6-47.-Andlisis de la convergencia
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Figura 6-48.-Andlisis de la convergencia
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€,=2.1; 6,=0% 6,=40°, ¢, =0°

m A Ao

o | 0410 [ 5942 | 4100
0351 | 5087 | 3510
0056 | 0812 | 0560
" 0028 | 0406 | 0.280
0.0018 | 0.0254 | 0.018

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
Angulo (Grados)

Figura 6-49.-Analisis de la convergencia

Las tres figuras anteriores se corresponden con un sector de radio exterior de 1 m, 0.705 my
0.410 m respectivamente, con un sector de40° dediel éctrico €,=2.1y dondelaondaplanaincidenteentra
por un angulo de C°.

En todos los casos se ha marcado con un triangulo la RCS correspondiente a radio minimo y
se puede comprobar que, a medida que €l radio interior minimo va siendo cada vez més pequefio, las
RCS son mas coincidentes.

Seguidamente se presentan otros tres casos cuyas respuestas son practicamente idénticas alas
tres anteriores pero cuyo calculo hasido realizado de formadistinta, yaque se han supuesto dos sectores
dieléctricos de 20° de amplitud angular cada uno y se han conectado circuitalmente para formar otro
sector similar a anterior de 40° de amplitud angular.

El hecho de quelas gréficas que siguen se correspondan perfectamente con las anteriores esotra
validacion del método circuital que se propone en estatesis.
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Figura 6-50.-Analisis de la convergencia
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Figura 6-51.-Analisis de la convergencia
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€=2.1; 6,=20° 6,=20°% ¢,;=0°
m A )‘0
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Figura 6-52.-Andlisis de la convergencia

Por ultimo, las siguientes dos graficas son similares a las anteriores solo que en este caso €
sector es unicamente de 20°y slo se han considerado | os casos de radios exteriores 0.705 my 0.410 m.
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o ] ™1 0028 | 0406 | 0.280
-15 4 | 0.0018 | 0.0254 | 0.018

L A 4

A

-20 -
-25
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0O 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

Angulo (Grados)

Figura 6-53.-Analisis de la convergencia
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€,=2.1; 6,=0% 6,=20°, ¢, =0°

m A Ao
R.. | 0410 | 5942 [ 4100
0351 | 5087 | 3510
0056 | 0.812 | 0560
R 0028 | 0406 | 0280
0.0018 | 0.0254 | 0.018

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
Angulo (Grados)

Figura 6-54.-Analisis de la convergencia

De nuevo se puede comprobar como a menor radio interior mejor esla aproximacion, pero en
general, con radios comparables alalongitud de onda el valor final ya es bueno, siemprey cuando €l

radio exterior no sea muy pequefio.

Este mismo resultado se puede obtener de las siguientes ocho figuras que se corresponden con
los mismo radios y amplitudes angulares de |0s sectores que antes pero con un diel éctrico diferente. En

este caso €l nuevo dieléctrico es €,=4.

Las seccionesrectaradar (RCS) obtenidastambién se corresponden con un dngulo deincidencia

de laonda plana de 0°.
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€=4; 6,=0°, 0,=40% ¢, =0°
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Figura 6-55.-Analisis de la convergencia

€=4; 6,=0°, 0,=40% ¢, =0°

m A Ao
R | 0705 | 14.100 [ 7.050
0.646 | 12.920 | 6.460
0056 | 1120 | 0560
™1 0028 | 0560 | 0.280
00018 | 0035 | 0.018

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
Angulo (Grados)

Figura 6-56.-Analisis de la convergencia
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Figura 6-57.-Andlisis de la convergencia
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Como anteriormente, lastres figuras anteriores se corresponden con un sector de radio exterior
de1m, 0.705 my 0.410 m respectivamente, de amplitud angular 40°y de dieléctrico €,=4. Y donde la

onda planaincidente entra por un angulo de Q°.

Todas las conclusiones obtenidas antes son igualmente validas para este caso. Seguidamente
pasamos a vaidar los resultados con los abtenidos con dos sectores de 20° cada uno unidos

circuitalmente.
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€,=4; 6,=20° 6,=20% @;,=0°
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Figura 6-58.-Analisis de la convergencia
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Figura 6-59.-Analisis de la convergencia
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Figura 6-60.-Analisis de la convergencia

Y, finalmente, las siguientes dos graficas se corresponden con un sector de 20° y son radios
exterioresde 0.705 my 0.410 m.
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Figura 6-61.-Analisis de la convergencia
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€=4; 6,=0° 0,=20% ¢, =0°
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Figura 6-62.-Analisis de la convergencia

V1.2.1.4.-Cilindros con pérdidas

Un dltimo ejempl o de cilindrosinhomogéneos en general vaaser el caso en el quetengamosun
sector circular con un dieléctrico con pérdidas elevadas.

Para su estudio, haremos en primer lugar algunas validaciones del método con la bibliografia
disponible, para posteriormente mostrar algunos otros gemplos.

Para ello vamos a partir de unageometriacomo ladelafigura
6.63, donde tenemos un anillo circular inhomogéneo de radiosay b
con dos dieléctricos. El dieléctrico de constante €,, serg, en todos los
casos, aire, y ocupard el sector angular 0°<¢ <0,. Por otra parte, e
dieléctrico €., esun medio con pérdidas.

El interior y el exterior del cilindro son de aire también.

Esta estructurala hemos estudiado para unaincidenciade una
onda plana desde diferentes angulos de incidencia y seguidamente
pasamos a ver |os resultados.

En primer lugar veremoslaRCSmonoestaticay biestética(con
un angulo de incidencia de la onda plana de 30°) para la estructura
descrita, donde los radios son a=0.05 m y b=0.055 m, con una Figura 6-63.-Cilindros con
frecuencia de trabajo f=3 GHz y 6,=60°. pérdidas

L os resultados se han comparado con los obtenidos por Y. C.

Noh[41], donde serealizaun estudio de la estructura puramente modal, sin consideracionescircuitales,
y donde €, estnicamente metdlico. En nuestro caso hemos considerado otras posibilidades, siemprecon
pérdidas. Se puede comprobar que los resultados obtenidos en [41] coinciden perfectamente con los
nuestros.
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Figura 6-64.-RCS monoestatica (a=0.05 my
b=0.055 m)

Figura 6-65.-RCShiestatica (¢,=30° a=0.05 my
b=0.055 m)

En las siguientes figuras vamos ver la distribucion del campo eléctrico, arededor de la
estructura, paralos diferentes materiales con pérdidas y paralaondaincidente ¢=30°

025 -02 -015 -01 -005 O 005 01 015 02 025

008 -006 -0.04 -0.02 0 002 004 006 008 01

Figura 6-66.-|E para €=1-j-10

-026 -02 -015 -01 -005 0O 005 01 015 02 025

Figura 6-68.-|E| para =1-j-20

Figura 6-67.-|E,| para €=1-j-10 (detalle)

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 O 002 004 006 0.08 01

Figura 6-69.-|E,| para €=1-j-20 (detalle)
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Figura 6-70.-|E para €=1-j-30
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Figura6-72.-|E] para €=1-j-40
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Figura 6-74.-|E| para €=1-j-60
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Figura 6-71.-|E,| para €=1-j-30 (detalle)
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Figura 6-73.-|E,| para €=1-j-40 (detalle)
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Figura 6-75.-|E,| para €=1-j-60 (detalle)
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Figura6-76.-|E,| para €=«

Figura6-77.-|E| para €=~ (detalle)

Para dos diferentes relaciones de aspecto del cilindro interior y exterior, tenemos estas otras
secciones recta radar monoestéticay biestética (a=0.0383 my b=0.055 m):

T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Pin=Po2

RCS/A

T T ; : T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0-(yf2

Figura 6-78.-RCS monoestatica (a=0.0383 my
b=0.055 m)

Figura 6-79.-RCS biestatica (¢,,=30°, a=0.0383m
y b=0.055 m)

Como variacionesrespecto delaestructuradelafigura6.63, podemosrealizar andlisiscircuitales
de estructuras como las mostradas en las siguientes dos figuras (6.80 y 6.81), donde €l material con
pérdidas va creciendo o decreciendo desde €l interior del cilindro hacia el exterior.
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Figura 6-80.-Estructura variable-decreciente Figura 6-81.-Estructura variable-creciente

Sobre estas dos estructuras se han realizado simulaciones de la RCS monoestéticay biestéatica
cuando los radios son 8,=81.742 mm, a,=104.49 mm, a,=127.25 mmy a,=150 mmy los ahgulos de las
aberturas son 70°, 50° y 30° para el caso decrecientey € inverso parael caso creciente El medio €,, sera
con pérdidasy €l resto de dieléctricos aire. Los resultados son:
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Figura 6-82.-RCShiestatica (¢,=30° Figura 6-83.-RCS monoestéatica

La RCS biestética ha sido calculada para un angulo de incidencia de la onda plana de 30°. En
ambas gréficas estén superpuestas las dos configuraciones -creciente y decreciente- y se acolocado un
material conductor perfecto (e,,=«) en un caso y con pérdidas (€,,=1-j-10) en otro.

Nétese que aparecen, las dos Ultimas gréficas, |os valores de la RCS biestaticay monoestatica
cuando € anillo conductor o con grandes pérdidas esta cerrado, sin abertura a exterior. En la RCS
monoestética se comprueba que cuando se ve la estructura desde la parte de atras de la abertura, los
resultados son iguales a caso en que fuera un anillo totalmente cerrado.

Lassiguientesfigurasmuestran ladistribucién del campo eléctrico en el entorno delaestructura
de lafigura6.80 cuando el material con pérdidas es un dieléctrico y cuando es conductor perfecto.
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-0.6 -0.4 -0.2 0 02

Figura 6-86.-|E,| con €,,= Figura 6-87.-|E con ¢,,= « (detalle)

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 02

Esimportante destacar que, por larelacion del radio a, que se ha buscado y alafrecuenciade
trabajo (f=3 GHz), en €l interior de la estructura se acopla perfectamente el modo TM,, [42] de laguia
circular con paredes metdlicas. Este efecto se aprecia perfectamente tanto cuando el material es
conductor perfecto como cuando es un diel éctrico con pérdidas.

Para el caso del cilindro de lafigura 6.81, ladistribucion del campo es:

0.2 =

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 . -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 01 0.15 0.2

Figura 6-88.-|E,| con €,=1-j-10 Figura 6-89.-|E| con €,=1-j-10 (detalle)
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Denuevo observamos como se acoplael modo TM,,. entodos|os casos, |laondaplanaincidente
viene por un angulo de 30°.

Paraterminar esta muestra de resultados, y puesto que hemos comparado la RCS hiestaticay
monoestéticacon ladel cilindro completo, formando un anillo, vamos a ver ladistribucién de campo en
el entorno del anillo dieléctrico con pérdidas, considerando |os casos de diel éctrico con pérdidas altas
(e,=1-j-10) y & conductor perfecto (e,=) -en este caso, evidentemente, no existe campo en el interior,
mientras que en el anterior si que hay unaligera penetracion-.

N N

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 . - -0. - . . 0.2

Figura 6-90.-|E,| con €.,=1-j-10 (Anillo completo) Figura 6-91.-|E con €,=1-j-10 (detalle)

-0.2
-0.6 -0.4 -0.2 0 02 0.4 06 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

Figura 6-92.-|E, con €,,= « (Anillo completo9 Figura 6-93.-|E,| con ¢,,= « (detalle)

Volviendo a esguema de la figura 6.63, y una vez validados
los resultados, vamos a analizar una estructura similar, con €l fin de
obtener otros resultados. Wt

Viendo, pues, lafigura6.94, vamos aanalizar en primer lugar
laRCS biestatica paratres diferentes angul os de incidencia, donde los
radios son a=0.1 my b=0.13 m. Lafrecuenciade trabajoesf=3 GHz.| .| ™
Y despuésveremosladistribucion de campo eléctrico paracadaunode| -
los angulos. En este caso la abertura angular es de 90°.

Figura 6-94.-Cilindros con
pérdidas
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RCS (dB)

6,=1; 5,=1-107; ¢,=180°
=1-10j; ¢,=0°

=158y

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
Angulo (Grados)

Figura 6-95.-RCS biestatica

Figura 6-96.-Angulo de incidencia ¢,=180°

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 6-98.-Angulo de incidencia ¢,=0° Figura 6-99.-Angulo de incidencia ¢,=0° (detalle)
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0
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 6-100.-Angulo de incidencia ¢, =45° Figura 6-101.-Angulo deincidencia ¢,=45° (detalle)

En segundo lugar vamos aver |la RCS i estatica para los mismo tres angulos de incidencia que
anteseigualesradios (a=0.1 my b=0.13 m) pero para unafrecuencia menor: f=0.87901 GHz. Después
se muestran de nuevo los campos.

20 4

-25 +/

-30 T T T T T T T T T T
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
Angulo (Grados)

Figura 6-102.-RCSbiestatica
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0

-0.6 -0.4 4 0.2 0.4 06

Figura 6-103.-Angulo de incidencia ¢,=180° Figura 6-104.-Angulo de incidencia ¢,,=180° (detalle)

- 0
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 =02 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 01 0.15 0.2

Figura 6-105.-Angulo de incidencia ¢,=0° Figura 6-106.-Angulo de incidencia ¢,,=0° (detalle)

0.8

06

0.4

02

0

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 06

Figura 6-107.-Angulo de incidencia ¢, =45° Figura 6-108.-Angulo de incidencia ¢,,=45° (detall€)
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V1.2.2.-Cilindros corrugados

Otros casos interesantes de cilindros inhomogéneos son |os cilindros diel éctricos corrugados.

En [43] se redliza un estudio de este tipo de estructuras (ver figura
6.109) que consisten, basicamente, en una geometria cilindrica de un
determinado dieléctrico cuya linea periférica se ve perturbada por unas
protuberancias que pueden ser tanto hacia dentro como hacia fuera.

En [43] serealiza el estudio mediante un método iterativo y por la
aproximacion de Born, pero a partir de lafuncién de Green conocida de un
cilindro homogéneo.

Nosotros vamos aanalizar €l problemamediante latécnicacircuital.

Inicialmente validaremos con algunos resultados presentados en la misma

referencia [43] de Collins y luego presentaremos algunos resultados de Figura 6-109.-Estructura

andlizar esta estructura corrugada pero de forma uniforme. Finalment

e genérica de corrugacion

veremos unos resultados muy interesantes del uso de cilindros corrugados, como es el problemade la

adaptacion.

VI.2.2.1.-Validaciones

El primer tipo de estructura que vamos a analizar es el de una
corrugacion haciafuera, como lade lafigura adjunta.

La estructura consiste en un cilindro central de radio a=1, y de
dieléctrico €, =5 del cua sale una protuberancia de grosor A=b-a=0.1-1, del
mismo dieléctrico en laposicion 0<@<5°.

Seguidamente se presentan dos figuras que nos proporcionan laRCS
biestética y monoestatica para diferentes angulos de incidencia de la onda

planay para el caso de tener corrugacion o noy asi poder comparar. En la
representacion delaRCS monoestéati ca aparecen | os resultados obtenidos por
Coallinsy puede comprobarse la exactitud del método circuital.

Figura 6-110.-Estructura
de corrugacion hacia fuera

—— $;=2.5° -Uniforme-

—— ©,,=92.5° -Uniforme- / &

— — ¢,;=2.5° -Corrugado-
— — 9,,=92.5° -Corrugado-

RCS (dB) -Biestatica-

RCS (dB) -Monoestatica-

Angulo (Grados)

T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

-7

—— Cilindro uniforme
— — Cilindro corrugado
/‘,\ A Cilindro corrugado (segtn Collins y Skinner)
\

/ /\\ /’\\

L L B e T L I e B LA
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180
(Grados)

Figura 6-111.-RCShiestatica

Figura 6-112.-RCS monoestatica
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En las dos figuras siguientes, tenemos la misma geometria (corrugacion en forma de
protuberancia hacia fuera) pero con diferentes radios. El cilindro central es de radio a=0.5-A, y de
dieléctrico € =10y el grosor de la protuberancia es A=b-a=0.1-1, del mismo dieléctrico en la posicién
O<@p<10°.

De nuevo se han realizado simulaciones de la RCS para diferentes angulos de incidenciade la
ondaplanay se han comparado con los obtenidos por Collins (grafica con triangul 0s).

—— ,,=30° -Uniforme-

— — ¢,,=30° -Corrugado- / \

° -Uniforme-

° -Corrugado-

RCS (dB) I—Biesta’tilco—
RCS (dB) -Biestatico relativo-

-20

T T T T T T T T T T
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

-30 T T T T T T T T T T T
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

Angulo (Grados) Angulo (Grados)

Figura 6-113.-RCSbiestética Figura 6-114.-RCS monoestética -relativa-
Denuevo, losresultadoscircuital es coinciden con los proporcionados e

por labibliografia. €y
El dltimo jemplo devalidacion tendracomo geometrialadelafigura 2

6.116. Esta consiste en un cilindro dieléctrico de constante €, =5 y de radio el 7

R=a=0.5-1, con dos protuberancias, una hacia fuera y otra hacia dentro,

ambas del mismo grosor A=b-a=a-c=0.1-1,, Y que ocupan las posiciones k/
0<@<5°y 90°< ¢ < 95°-laprimeraestdcomiéndose diel éctrico, detal formaque

entra aire en la estructura, y la segunda es del mismo dieléctrico que €
cilindrointerior-.

Seguidamente mostramos dos figuras con la RCS biestética y
monoestéti ca para diferentes &ngulos de incidenciade laondaplanay parael
caso de tener corrugacion o no y asi poder comparar con los resultados
proporcionados por Collins -los representados mediante pequefios triangul os-.

Figura 6-115.-Estructura
de corrugacion dentro y
fuera
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) -Monoestatica.
& 3
=

RCS (dB) -Biestatica-
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— — Cilindro corrugado

—— Cilindro uniforme By |

7| —— RCS refativo N 4 [-20
A RCSrelativo (segun Collins y Skinner)
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Figura 6-116.-RCSbiestatica Figura 6-117.-RCS monoestatica

VI1.2.2.2.-Otros g emplos de cilindros corrugados

Unavez validados | os resultados con la bibliografia, pasamos a ver algunos otros g emplos de
cilindros corrugados.

En este caso vamos a ver e comportamiento de €
estructuras como las de la figura siguiente, que hemos Ilamado
cilindro con corrugacion periddica.

Se trataria de una estructura compuesta de un cilindro
central dieléctrico de constante €,, y de radio R=a. Sobre este
cilindro estaria un anillo de radio A=b-a formado por una
secuenciaperiddicade un el emento sectorial base. Esteelemento
base estaria formado por dos sectores circulares de diferentes
medios dieléctricos (€, Y €,5) donde el primero (e€,,) tendriauna
amplitud angular ¢ y el segundo (€,;) tendria una amplitud
angular 6,.

Este elemento base tendria, pues, una amplitud angular
Ag=0yt¢. Y seria esta estructura la que se iria repitiendo a lo Figura 6-118.-Cilindro con corrugacion
largo de los 2 radianes que configuran el anillo total. periédica

En todas las figuras de RCS que seguidamente
mostraremos el angulo ¢ vale ¢=5°y estarelleno de dieléctrico de diferentes permitividades, salvo en
el caso en el que 6, es 360°, que es aquel en el que tenemos un cilindro homogéneo de radio R=a.

Asimismo, en cada parejade figuras tenemos, por unalado (figuras de laizquierda) el caso en
el que € cilindro interior esta vacio (€,,=1) y en € otro (figuras de la derecha) €l caso en € que el
cilindro estarelleno del mismo dieléctrico que el sector de amplitud angular ¢.

En todos |os casos € dieléctrico €, seraaire (e,,=1) y es el sector de amplitud 6.

EmpezaremosviendolasRCSparacilindroscuyacorrugaciontieneunmismodiel éctricoy varia
el angulo 6, del sector con aire. Los radios de los cilindros son: &=0.05 mm=A,2y b=0.06 mm=A,/2 +
A4/10, que, para cada dieléctrico se corresponden con:
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el’
Radio 2 5 7 10 15
a 0.7071-A 1.118-A 1.3229-A 1.5811-A 1.9365-A
b 0.8485-A 1.3416-A 1.5875-A 1.8974-A 2.3238-A

RCS (dB) -Biestatica-

90

\‘ T T T T T T T
120 150 180 210 240 270 300 330 360
Angulo (Grados)

RCS (dB) -Biestatico-

90

T T T
150 180 210 240 270
Angulo (Grados)

T
120 300 330 360

Figura 6-119.-Corrugaciones: €,

=1; €,=2; €5,=1

Figura 6-120.-Corrugaciones.. €,,=2; €,=2; €45=1
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T
330 360

T
120 150 180 21
Angulo (Grados)

Figura 6-121.-Corrugaciones: €,,=1; €,=5; €,=1

Figura 6-122.-Corrugaciones.. €,,=5; €,=5; €4=1
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RCS (dB) -Biestatica-
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Figura 6-123.-Corrugaciones: €,,=1; €.,=7; €,=1

Figura 6-124.-Corrugaciones.. €,,=7; €,=7; €5=1
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Figura 6-125.-Corrugaciones. €,=1; €,=10; €,=1

Figura 6-126.-Corrugaciones.. €,,=10; €,=10; €,=1
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Figura 6-127.-Corrugaciones: €,,=1; €,=15; €,=1

Figura 6-128.-Corrugaciones.. €,,=15; €,=15; €,=1
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Y, por otra parte, vamos a ver las RCS de cilindros cuya corrugacion tiene un mismo valor
angular en el sector de angulo 0, del sector con airey en los que vamos variando el valor del dieléctrico

de la corrugacion.
Los valores de los radios de los cilindros son los mismos de antes. a=0.05 mm=A,2 y

b=0.06 mm=1,/2 + A,/10.
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Figura 6-129.-Corrugaciones. g,=5° Figura 6-130.-Corrugaciones.. §,=5
5
0l
5
.
) (0]
© i)
2 T 10 1
© - 7]
@ o
(o)
@ @ 5
e o
m z
K & 20
o - 8}
8] 4
[ 25
-30
-35 . - . — . ! ! | |
! ! ' 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 .
. Angulo (Grados)
Angulo (Grados)

Figura 6-131.-Corrugaciones: 6,=40° Figura 6-132.-Corrugaciones:. g,=40°
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Figura 6-133.-Corrugaciones: g,=85°

Figura 6-134.-Corrugaciones:. 6,=85°
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Figura 6-135.-Corrugaciones. 6,=175°
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Figura 6-137.-Corrugaciones: ¢,=355°

RCS (dB) -Biestatica-
* ] )
S

)
&
,

@
S
L

@
&

: : : : : : : :
90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
Angulo (Grados)

o
w
S
@
=3

Figura 6-138.-Corrugaciones:.. §,=355°
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VI1.2.2.3.-Cilindros corrugados adaptados

Una dltima aplicacion de interés de los cilindros
corrugados constituye la adaptacion.

Fijémonos de nuevo en la figura de la corrugacion
(figura 6.139), con un cilindro central de un determinado
dieléctrico, y planteémonos el problema de su adaptacion. Es
decir, buscamos que la seccidn recta radar (RCS) monoestética
sea minima en todas las posiciones del espacio.

Unaprimerasolucién, dual delaslineasdetransmision,
consiste en colocar sobre € cilindro central deradio a una capa
dedieléctrico, de unaconstanteintermediaentre el interior €., y
el exterior €, y de grosor aproximadamente A/4, respecto de
dicha constante dieléctrica, de tal forma que construimos un
adaptador en A/4. Figura 6-139.-Cilindro con corrugacion

Esta solucion, sin duda Optima, presenta algunos perigdica
problemas, siendo el fundamental el hecho de tener que utilizar
un dieléctrico de constante predeterminaday quetal vez, en unaaplicacién préctica, no esté disponible.

A modo de ejemplo numérico, consideremos las siguientes figuras:

RCS (dB) -Monoestatica- RCS (dB) -Monoestatica-

Contante deiléctrica del medio ()
Contante deiléctrica del medio (¢,)

4 e——
016 047 018 0419 02 021 022 018 019 02 021 022 023 024
Radio Méximo (m) Radio Méximo (m)

Figura 6-140.-RCS monoestatica (a=0.150 m) Figura 6-141.-RCSmonoestatica (a=0.172 m)

En ellas hemos representado la RCS monoestética de un cilindro de dieléctrico €,,=4 y radio
a=0.15m(figuradelaizquierda) y a=0.172 m(figuradeladerecha) cubierto por unacapade dieléctrico
€,,=€,,=€, -representado en ordenadas-, y de grosor b-a -en abcisas esta representado €l radio maximo

Podemos comprobar que para, aproximadamente, un dieléctrico €,=2 y grosores de la capa de
A4y 3-Al4 tenemos unos valores minimos de RCS monoestatica. Es decir, estamos en adaptacion.

El problema, como ya se ha comentado, consiste en encontrar un dieléctrico de estas
propiedades. La solucién propuesta consiste en comprobar Si con unas corrugaciones realizadas con el
mismao dieléctrico del interior podemos conseguir también adaptacion total, o al menos un buen grado
de adaptacion.

Las simulaciones que hemos realizado consisten en una geometria como la mostrada antes
(figura6.139), dondelosangulos ¢ y 6, soniguales, detal formaque ¢=0,~A0. Las abcisas representan
el groso de la corrugacion y en ordenadas tenemos la RCS monoestética, y lafrecuenciaes f=3 GHz:
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Figura 6-142.-RCS monoestatica (a=0.150 m) Figura 6-143.-RCSmonoestatica (a=0.172 m)

Nétese que, en cual quierade las dos representaci ones, conseguimos minimoslocalesdelaRCS
monoestética, considerada como el valor medio delamismaalo largo de los 360°, puesto que la RCS
monoestética es periddicaalo largo de los 360° segln la corrugaci 6n que estemos considerando. Estos
minimos|ocal es estan situados, precisamente, en €l entorno de unadistanciaquerondalosA/4ylos3-A/4
de un dieléctrico de constante €, ..~ 2.

También es interesante destacar que |os resultados no varian de forma apreciable para dngulos
de corrugacion del orden de 0.5° a 29, pero para 4° ya empezamos a ver problemas. Esto se debe a que
para 4° ya no estamos en el entorno de una corrugacién cercana o menor a A/10.

En suma, podemos concluir que se pueden conseguir adaptaciones de los cilindros diel éctricos
con €l mismo material dieléctrico del interior. Los 6rdenes de magnitud de la adaptacion no son tan
grandes como losobtenidosen el casoideal -aungue aqui convendriaver qué sucede cuando cambiamos
el grado de Ilenado de las corrugaciones cambiando los &ngulos ¢ y 0, que antes eran iguales-, pero se
consigue evitar € problemade buscar un dieléctrico de unas determinadas propi edades diel éctricas que
tal vez no exista.

A modo decuriosidad, vamosaincluir algunas gréaficas que representan las RCS biestética, para
un angulo de incidencia de 30° de la onda plana, para algunos de |os casos anteriores.

RCS (dB) -Biestatica-
RCS (dB) -Biestatica-

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 30 60 920 120 150 180 210 240 270 300 330 360 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
¢-30° 9-30°

Figura 6-144.-RCShiestatica (a=0.150 m, 46=0.5°) Figura 6-145.-RCShiestatica (a=0.172 m, 46=0.5°)
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RCS (dB) -Biestatica-
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Figura 6-146.-RCShiestética (a=0.150 m, 46=1.5°)

Figura 6-147.-RCShiestatica (a=0.172 m, 46=1.5°)
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Figura 6-148.-RCShiestatica (a=0.150 m, 46=2.0°)

Figura 6-149.-RCShiestatica (a=0.172 m, 46=2.0°)

VI.2.3.-Otras geometrias: la seccion cuadrada

Por ultimo vamos aver como podemos utilizar latécnicacircuital paraanalizar ladifraccién de
otros cilindros diel éctricos que no tienen porque ser de seccion circular, como ha sido hasta ahora.
Para ello vamos a aplicar el método a un cilindro dieléctrico de seccién cuadrada, como €l

mostrado en lafigura 6.150.
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Figura 6-150.-Geometria de un cilindro de Figura 6-151.-Geometria de un cilindro de
seccion cuadrada seccion cuadrada partido en sectores

Laforma maés sencilla de atacar este problema es dividir €l cilindro en una serie de anillos de
radio creciente, apartir del circulo inscrito en el cuadrado, hastaalcanzar a circulo que circunscribe al
cuadrado.

A su vez, cada uno de los anillos se divide en sectores
circulares, algunos delos cuales estaran, en su mayor parte, dentro del
cuadrado y que por lo tanto estaran rellenos de dieléctrico y otros
estaran en su mayor parte, fuera del cuadrado por lo que estaran
rellenos de aire. Esto puede verse en lafigura 6.151. Evidentemente,
al redlizar estaaproximacién el cuadrado dejade ser ideal, esdecir, con
su paredes rectas, paratener unas paredes rugosas, como puede verse
en lasiguiente figura, que es un zoom de lafigura 6.151.

El criterio para determinar los diferentes radios de los anillos
inhomogéneos que van desde €l anillo inscrito hasta el circunscrito se I
determinara a partir de la longitud de onda en el dieléctrico -més
adelante veremos como afecta esta decision en los resultados-. Figura 6-152.-Detalle del

Y, por otra parte, para determinar el angulo que formaran |os cuadrado formado a partir de
diferentes sectores en cada uno de | os anillos inhomogéneos podemos SECtores
utilizar dos criterios: uno, el més sencillo, seria determinar el punto medio del tramo recto de pared
dieléctrica que queda en cada anillo. y el otro, algo més complicado, seriaigualar las areas que quedan
fueray dentro del material dieléctrico en cada uno de |os sectores.

Para ver esto, vamos a fijarnos en las figuras siguientes, donde la figura de la derecha es una
ampliacién de la zona central de lafigurade laizquierda:
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Rn

Rn— 1

En lafiguraanterior vemos cuatro delosanillos de radios crecientes que configuran €l cuadrado
arrugado. Vamosafijarnosen el anillo quetiene por radio interior R,y por radio exterior R,,,. Laparte
inferior seriala contenida en el cuadrado dieléctrico y la superior la de dieléctrico aire. Y lo que nos
interesa es determinar el angulo ¢, que determinala separacion entre dos sectores consecutivos. El que
tiene unaamplitud angular @<, estariarelleno de dieléctricoy el que tenga unaamplitud angular ¢>¢,,
estariarelleno de aire.

Para determinar este angulo seguin €l primer criterio, bastara determinar la coordenadax,, como

el punto que iguala las longitudes (;, y ,,:

" :\/R,ilfazﬂ/anfaz (6-9)
" 2

donde ha considerado que €l lado del cuadrado es2-a
A partir de este resultado el angulo ¢, es:

T ;n
¢, == -arctg = (6-10)
2 a

Notese que estamos considerando el lado superior del cuadrado, es decir, para t/4<@<m/2. Si
estuviéramos en la pared lateral, es decir paraO<@<m/4, €l angulo ¢, seria

¢, =a Ctg[ x—] (6-11)
a

Entodo caso, y resumiendo, tendriamos separado €l anillo, en su parte comprendidaen el primer
cuadrante, en tres sectores distribuidos de la siguiente forma:
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x
Sector 1: 0< @< arctg( —”) ; g.=1
a
;n T ;n
i Sector 2: arctgf — | < ¢p< = -arct ;€ =g (6-12)
a 2 ! " cuadrado

X

Sector 3: X —arct ) L |
2 g( ) ® 2

Paradeterminar este &ngul o segun el segundo criterio, bastaradeterminar lacoordenadax, como
el punto queigualalaséareas A,y A,

Estas &reas|as podemos considerar, de formaaproximada, como las éreas de unostridngulos de

lados fil, Vﬂy &,1 parael areaA,y (L fzzy &2 parael areaA,. Por lo tanto se pueden obtener a partir de
sus lados como:

l..+1..+]

Al:\/pl.(pl7111).(p17121).(p17131) ; pl:%
(6-13)
/

1255t 13,
2

Y cada uno de los lados de | os tridngul os se puede obtener como sigue. Parala primera &rea:

Az:\/pz'(pz—112)'([92—122)'([92—]32) ;o P,

- 2_ 2
lj,=x,~{R, -a
a a-an/anfaz)
1051=9,1°R, ¢, =arclg -arctgl — | =arctg (6-14)
21~ P21 1%y 21 ) . .
R -a? n a2+xn-\/Rn ~a?
~l3lzvxn2+a2_Rn
Y paralasegunda:
l1,= and—az—xn
a a a'(—xnﬂ/R,il—az)
4122:(P22'Rn+1 ; (p22:al’Ctg x_ -arctg 2— =arctg = (6-15)
n R’ ., -a? a2+xn'1/Rn+1—a2
lyp=R, .1, +a®

Y el valor delaabcisax, se obtendré a partir de resolver laecuacion: A=A,
Unavez tengamos el valor de x,, tendremos de nuevo tres sectores sobre la parte del anillo que
vadesde 0 a /2, llegando alos siguientes sectores, de formaigual que antes:
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X
Sector 1: 0< @< arctg( —”) ; g.=1

x, I x,
i Sector 2: arctgf — | < ¢p< = -arct ;€ =g (6-16)
a 2 ! "l cuadrado

S |

x
Sector 3: garctg( ;") <@<

VI1.2.3.1.-Validaciones

Unavez planteado el problema, vamos a ver los resultados de la RCS para un mismo cilindro
de seccidn cuadrada pero paradiferentes angulosdeincidenciadelaondaplanay paradiferente nimero
deanillosentre el cilindro inscrito y €l circunscrito.

El cuadrado que se vaa analizar tiene un lado de valor 2-a=4.5-, siendo el dieléctrico interior
de constante €,=4. Ademés, €l nimero de anillos va creciendo desde 5 hasta 15 pasando por 10. Puede
comprobarse como a medida que la discretizacién es mayor el grado de convergencia con la solucién
calculada a partir del método descrito en [61] y [62].

Las tres primeras figuras son para unaincidencia ¢,=135°.

25

—— Aproximado-CINCO zonas I
Exacto

\ 'W ( W’ ”( '/! '\!

'1 5 T T T T T T T T T T T
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
Angulo (Grados)

Figura 6-155.-Angulo incidente de la onda plana: ¢,=135°
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Angulo (Grados)

25 -
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Figura 6-156.-Angulo incidente de la onda plana: ¢,=135°
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Figura 6-157.-Angulo incidente de la onda plana: ¢,=135°

para un angulo de incidencia ¢,=0°

Notese cdmo se van aproximando | as soluciones. Seguidamente presentamos las simulaciones
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A | —— Aproximado-CINCO zonas
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Figura 6-158.-Angulo incidente de la onda plana: ¢,=0°
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Figura 6-159.-Angulo incidente de la onda plana: ¢,=0°
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—— Aproximado-QUINCE zonas
25 A
—— Exacto
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Figura 6-160.-Angulo incidente de la onda plana: ¢,=0°

De nuevo la convergencia entre las dos curvas va siendo mayor a medida que tenemos més
anillos intermedios.

V1.3.-Conclusiones

En este capitul o hemos podido comprobar lavalidez de lateoriacircuital aplicadaavariostipos
de problemas, tanto en geometrias abiertas como cerradas.

En el caso de problemas cerrados se ha aplicado lateoriacircuital, basdndonos en el elemento
de 4 accesos calculado en e capitulo anterior, ala guiarectangular.

Para los problemas en abierto, se han hecho diversas validaciones, en funcién de la
disponibilidad en labibliografia, y en todos|os casos se hacomprobado que el método funcionaen gran
variedad de situaciones. Evidentemente, no siempre este método es el mas apropiado. Pero se hapodido
comprobar que, incluso seleccionando este método circuital basado en el sector dieléctrico, la
versatilidad es grande.

Entre |l os resultados conviene destacar |os cilindros corrugados, |os anillos con diel éctricos con
pérdidasy los cilindros de geometria poligonal.
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Difraccidon de cuinas
dieléctricas

En este punto vamos a plantear el problemade la cufiadieléctrica. Este es un problema que, en
e caso limite, es decir, cuando €l dieléctrico desaparece y toda la cufia pasa a ser metalica, es bien
conocido. Podemos encontrar su estudio analitico en Harrington [1] o Balanis[2].

Una primera aproximacioén al estudio general de estas cufias podemos encontrarlo en Meixner
[3].Y, deformamastardia, aparece [4] como unarevision del comportamiento de los campos.

No obstante esto, y otros trabajos como [5], este tipo de estructuras, cuyas aplicaciones en
problemas de difraccién de ondas y propagacion son evidentes, y entre las cual es podemos mencionar,
de forma destacada, las aplicaciones alatelefoniamadvil, se suelen estudiar con técnicas asintéticas. Es
decir, con técnicasdel tipo GTD, UTD u épticafisicay teoriade rayos. En [6, 7, 8] podemos encontrar
estudios que utilizan estetipo detécnicasy en [2] podemosver unaintroduccion aestasteorias. Lasmés
depuradas se basan en separar lazonaque quedalibre, fueradelacufia, en diferentesregionesy en cada
unade ellas redlizar una serie de aproximaciones sobre gué componentes de campo el éctrico tiene mas
participacion.

Nosotros, en este capitul o, vamos ahacer uso de lateoriadesarrolladaen latesisy del elemento
estudiado en el capitulo 5 -el sector dieléctrico- parahacer un estudio de un tipo de cufias que podriamos
considerar como mixto. ESs decir, que en su parte més cercana al extremo tiene zonas dieléctricas
mientras que, a partir de una determinada
distancia desde este extremo tenemos de
nuevo una cufia metdlica.

Un problema mas general seria €l
planteado en la figura 7.1, donde tenemos
una cufia infinita conductora perfecta de
angulo o, pero que empiezaen r=a.

Pararadiosinferiores, hemossituado

diferentes dieléctricos (en este caso, y a €,

modo de g/ emplo, tenemos 6). Cada uno de p=a

glos, savo el primero, es un sector

diel éctrico que constituyen, entre todos, una o=inf
cufia diel éctrica de amplitud angular @=c:. €4

Por lazonaexterior hemossituado el
dieléctrico aire, pero por supuesto puede ser

también de dieléctrico. &a
Notese que cuando el radio tiende a g, v €, €
cero, el problema de la cuia dieléctrica se ]
transformaen el de la cufia metdlica = /
Asimismo, cuando todos los =b

dieléctricos son & mismo vy, llevados a =2
limite, son conductoresperfectos, tenemosel

Figura 7-1.-Problema genérico de la cufia mixta: dieléctricay
metélica
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problema de la cufia metélica con cilindro conductor.

Esto, y resumiendo, nosllevaalaresol ucién de un problemamuy interesante como seriael caso
de tener una cufia diel éctrica situada desde =0 hasta @p=c., pero que esta formada, a su vez, por varios
materiales, rellenando toda la cufia desde ¢=0 hasta ¢=a.

VI1.1.-Planteamiento del problema

Para resolver este problema,
aplicaremos un método similar a que
seaplicaen labibliografia[l, 2] para
la cufa totalmente metélica. De esta
forma, el problema a resolver sera el
de la figura adjunta donde tenemos
una linea de corriente en la posicién
r=r' y ¢=¢'. Ademas, supondremos
que e cilindro interior dieléctrico,
inhomogéneo en genera y de radio
r=a, esta caracterizado por su matriz
de impedancias, que nos dara la
relacion entre el campo eléctricoy €
magnético en su contorno, definido
desde P=a hasta (p.=?TE, de modo que Figura 7-2.-Planteamiento del problema
la funcion base utilizada sea, no la
habitual que hemos estado utilizando en todo €l trabajo, que resulta ser:

sen( 2-tm- $-a )
2:m-a
(7-1)
cos( 2-nm-ﬂ)
2:m-a

Sino una nueva que ser&:

(7-2)

sen| mg- 2%
2:m-a
Debemoshacer notar, en este caso, que deberemosrealizar un cambio de base delabase original
en la que habitualmente calculamos la matriz de impedancias ala nueva. Esto se vera mas adelante, en

particular en e punto VI1.4.2.

Asi pues, siguiendo con el problema de la cufia, tenemos que € campo eléctrico en el medio
exterior sera

5 (a, WO kg r) =B, B k) senlv-(-a)) , rer’

E = ! , a<@p<2'm (7-3)
Y (e, HO(kyr))-sen(v-(p-a)) , r>r'

v
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detal formaque cuando estamos mas alla de la fuente de corriente, tenemos Unicamente una onda que
seal€ja, y cuando estamosaunadistanciamenor quer’ tenemos unaondaestacionaria, esdecir unaonda
progresivay regresivaenr.

Si aplicamos la condicion de contorno de pared el éctricaen @=o y en ¢=2m, obtenemosel valor
del parametro v que resulta ser:

v= nn'q . ¢=0,1,2,... (7-4)

El campo magnético asociado es:

-9y -1 OE.
H - - Sl
» 9ar -jou or
Y (a, H kg r) b, H (kg r)) - senlv-(p-a)) s (79
SN , 0<Q<2'm

PO T etk sty o

v

VI11.1.1.-Condiciones de contorno

El siguiente paso esimponer las condiciones de contorno del problema. Tenemos dos contornos
donde imponer estas condiciones. El primero se corresponde con el hilo de corriente situado en las
coordenadas r=r’ y en ¢=¢’, y € segundo se corresponde con dieléctrico central, cuya matriz de
impedancias es conocida

VI1.1.1.1.-Condicion de contorno del hilo de corriente

Paralaprimeradelas condiciones de contorno sabemos que en r=r’ debemostener continuidad
en las componentes tangencial es de campo el éctrico y discontinuidad en lade campo magnético, siendo
dichadiscontinuidad la corriente J,. En resumen, tenemos:

E:(r:r"):E:(r:r”)

(7-6)

H(p(r:r'*)fH(P(r:r"):J:

dondelacorriente J, esun hilo de corriente, por |o que su representacion seraen formade deltade dirac:
1 ,
J.==dle-¢) (7-7)

Puesto que e campo magnético tiene una dependencia sinusoidal en la variable ¢, vamos a
desarrollar ladeltaen las mismas funciones base para que laidentificacion serasencilla. De estaforma:

(p-9)=Y aq-sen(n-q-M) (7-9)
q=0 2'm-aq
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Aplicando la ortogonalidad de la funcion trigonomeétrica:

2 2 , ¢p-a 2 ¢ -a
a = . ol - -sen| g+ de = -sen| woq- 7-9
7 2m-a fa (o-¢) ( 1 2-7ta) AP ( 1 2-75(1) (~9)

Luego, la corriente sera:

J_:i,'S((P—(P'):i,' 2 Z sen| m-g- ¢ -—a sen| mg- P-a (7_10)
T or r2m-a g-0 2:'T-0 2:'T-0
Y si aplicamos la condicion de contorno del campo magnético, Ilegamos a que, identificando
miembro a miembro:

-k /(1) , /(2) , /1(2) ,
. -H kr\+b -H krV-c ‘H k- =
jou [av v (07”) vy (Or) €y My (Or):|

L2 an(v(p-a))

2-T-a
Esta expresion la podemos rescribir de forma matricial asi:
— =/ (1 —/(2) -~ =/ (2 -
—k '[H/r( a5 A, )'E}ZV (7-12)
JOH

donde cada uno de los cuatro vectores esta definido como vectores columna de la siguiente forma:

d:(avl a, av))’

b :(bvl b, b)
4 5:(cvl cy, - - cv))’ (13
L (e te ) (il ) sl o))

y las matrices son las siguientes:

ﬁi @ =diag ( H/V(l)(k0 r ))
(7-14)
ﬁi @ =diag ( H/V(z)(k0 - ))

El valor del indice Q es el maximo niimero de modos que consideraremaos en los desarrollos en
serie.

L asegundacondicién de contorno eralacontinuidad delas componentestangenciales de campo
eléctrico, que se traducen, tras identificar término atérmino del desarrollo en serie, en:

a, H ko r )+ b - H (ko r) =, - HO (k1) (7-15)
Y deformamatricial:

0.4, 59. ,;:ﬁf?). c (7-16)

v a+H(
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VI11.1.1.2.-Condicién de contorno del cilindro dieléctrico

Paralasegundacondicién de contorno, debemos considerar lamatriz deadmitanciasdel cilindro
dieléctrico central, entre las fases ¢=o y en ¢=2.

Dicha matriz nos relaciona los pesos de los desarrollos en serie de los campos €eléctrico y
magnético tangenciales en el contorno.

El campo eléctrico en el contorno ser&

E-Y (a, HO (kg a)+b,-H O kg a))-sen(v-(9 - ) 17)
y el magnético:
Hy oD (a1 k)<, H k) senfv-(-a) (19

donde podemos comprobar que lafuncion base del desarrollo en seriees w, (¢) = sen( nq- 2(') = ) ,
"TT-0O
gue es la misma respecto a la cual tenemos calculada la matriz de impedancias, una vez realizado €l
cambio de base, como luego veremos.
Si ahoraponemosdeformamatricial |oscampos el éctrico y magnético anteriores, considerando

Unicamente | 0s pesos, tenemos.

L = N AT

JoH (7-19)
L =) =0 -
_=H_ a+H_"b

Y aplicando larelacion que nos proporcionala matriz de impedancias, que llamaremos Z_ :

6.7 0, » AO-a-AD5-7, 7075
l (7-20)
-Z,'H, '|'d-R-a

VI11.1.1.3.-Resumen de las condiciones de contorno
En suma, reuniendo las condiciones de contorno, tenemos el siguiente sistema:

—k |F0. 75O 5 BO.e]-p
Jjou
| A-a+A®-5 A%z (7-21)

h=R-G
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del que podemos despejar |os tres vectores que nos dan lasolucién al problema: @, by ¢
VI1.2.-Incidencia de onda plana

Supongamos ahora que la fuente no es el hilo de corriente sino una onda plana que venga del
infinito.

Con lo planteado hasta ahora podemos resolver este problema, ya que solo deberemos poner la
fuente de corriente en € infinito (#- =) y recordar que € campo incidente resulta ser:

_L2.
E =KL g®(k-|r-r|) (7-22)

T 4oe
Si llevamos esta expresion al limite:

Lim E_z 70‘)“1 2] e j/'kv‘/,ejk'l"COS((p*(p/) (7_23)
Plaw 4 nkr!

Y ahoraidentificando con la expresion de una onda plana, que es:

E

— . Jker -/
OP_EO e’ COS(<P (P) (7-24)

tenemos gque la amplitud de estaonda es:

E0: _(DU.I 2] e j/’k'l'/ (7_25)
4 nkr'

El campo en €l espacio deinterésserdaquel parael cua r<r’, yaquelafuente estaen el infinito,
por lo que:

E=Y (a, HOkyr) +b,-HO(kyr))-sen(v-(9 -a)) (7-26)

Utilizando las expresiones matriciaes con los pesos delos desarrollosen serie, y recordando las
relaciones entre estos resultantes de la aplicacion de las condiciones de contorno:

e -AY-a AP 5-(AYHOR)-a (7-27)
Y paracalcular g vamos aresolver el sistema de tres ecuaciones planteado anteriormente:
—k -[ﬁ/r,(l)-mﬁ’r,(z)-z? fﬁ’r,@-é} %

Jou

| A%-a-A®.5-F®.c (7-28)

| b=Ra

Si despgjamos €l vector ¢ de la segunda ecuacion y sustituimos en la primera, tenemos:
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o-[RO] " (A®-a-F2-5)

Sl e R A B A 1oL e e S N |
JOH

(7-29)

Y si recordamosquelasmatricesdelasfuncionesde Hankel son diagonal es, podemos manipul ar
la anterior ecuacién término atérmino, de tal forma que:

j;)_’L-[ﬁ;@Xmﬁ;@).gﬁ’,@.[ﬁf?)]l.(ﬁ§%>.a+ﬁ§?>. b)|-7
l
w1 a, (H kg ) H (g r) - H D k) H kg o)) +
JoH HV(Z)(kO'r’) *bv'(HL(2)<ko'r’)'HV(Z)(ko'r’)7H/V(Z)(ko"”’)'Hv(Z)(ko"’))
Notese que el término que multiplicaa coeficiente b, se anula, mientras que el que multiplica
aa, se corresponde con un Wronskiano, de tal forma que tenemos:

(7-30)
-V

k| 1 O AN a @ N @D Ay @ )
JOU Hk-r) ay (Hv (ko ) Hy ko r ) ~H (ko r ) H, (kor)) £
1 (7-31)
kL Yy T2 oy )
r2:m-a

jou HO(kyr) ket

Ahora sblo restatomar limites, ya que la fuente esta en el infinito, y, sustituyendo la corriente
| por el valor calculado anteriormente en la ecuacién (7.25) en funcién de laamplitud de laondaplana,

despgjar €l coeficiente a;;:

LIRS S S SR R N
JOU H®kyr) “rker ¢ 27-a sen(v-(¢'-a))
l
Ey-—CH L |2 .,k - HO(k )= 27 v kg 7-32)
0 4 Tk ¢ v ( 0 r) —n'ko-r'] e
I
2 FE
av:#'jv-sen(v-((p’—a))
T

Luego, en resumen, el campo en la zona de interés cuando la fuente es una onda planaes:
e-(RVAO-R)-a-(RVFO-R)-E (7-33)

donde hemos definido € vector columna E como:

-(jvl-sen(vl'((p'*a)) jVZ'SEI’I(VZ'((P’*a)) .. .ij'Sen(VQ'((p’*(l)))l (7-34)
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VI1.3.-Casos particulares

Supongamos, como un primer caso, que €l cilindro central no es de un dieléctrico sino que se
corresponde con un conductor prefecto. En este caso, lamatriz de impedancias serd nula.

Para calcular el campo en la zona de interés, bastara con sustituir en la Ultima ecuacion del
apartado anterior laimpedancia correspondiente, quedando:

— — = = -1 [— = = — _ —
R = ﬁ(32)+ . k .7Cn.ﬁ/a(2) .|:ﬁgl) . k .7cn.ﬁ/a(l):|_|: 7ﬁ22):| l.[ﬁ(al):| (7-35)
JOH JOH
deta formaque:
. -(RO-FOR) E-[RO-RO[ 7O 70) £ (730

Por ultimo, si suponemos que €l radio del cilindro central es muy pequefio, es decir, si hacemos
a-0, sabemos que:

H Y kya)

ﬁ’g H V(2)( ko a) T (=30
por lo que e campo sera:
e ~Lim [FOFO)FO[ A9} E-(FO ) £-2.3F .38
donde 7,, es unamatriz diagonal de laforma:
3.~ diag (3, (ky'r)) (7-39)

Puede comprobarse que esta expresién coincide con la obtenida en labibliografia, por gemplo
en Harrington [1].

VI1.4.-Manipulaciones matematicas

Seguidamente vamos a ver algunas manipulaciones que podemos hacer sobre las expresiones
anteriores de tal forma que, por una parte, sea computacionalmente mas estable y preciso el calculo de
todas las matrices, y por otra podamos realizar €l cambio de base de la matriz de impedancias origina
alabase que hemos utilizado en el calculo del sector.

VI1l.4.1.-Funciones de Hankel

Sabemos que al calcular las funciones de Hankel de un argumento que seainferior a orden, €l
valor de lafuncion se hace muy grande debido alafuncion de Bessel de segunda especie Y (2). Por lo
tanto, puede ser que al calcular alguna de las matrices del apartado anterior tengamos problemas de
convergencia e inestabilidades numéricas.

Veamos, por gjemplo, el caso delamatriz R que relacionalos vectores G y b:
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7-9
_ __ _ __ -1 | __ _ __
E—[—ﬁf)+ k -zn-ﬁ;@)} .[ﬁgl>_L.7cn.g;<l>}_
Jop JoH
L R e L L B e A
Jop jop "

A7)

donde la matriz El es, en principio, menos problemética. Recordemos, por gjemplo, los valores

asint6ticos de lasfunciones de Hankel cuando €l argumento esmayor que el orden, y, teniendo en cuenta
gue las matrices de Hankel son diagonales, tendremos productos del tipo:

~kya ; |v|»kb'a
Hv(z)(ko"’)'["'62)(1‘0"’)]71:< H (k- a) (74
];555(;;_;5 . resto
0 bien:
kga ;|ka¢a
Hv(l)<ko'0’)'[Hyl)(l‘fo'a)]?l:< Hv(l)(ko'a) (742
x];ZEBZ;;T;S . resto

Si aplicamos este resultado a campo debido alaincidencia de una onda plana, tendremos:

é_-(ﬁf%ﬁ@.ﬁ).g_[ﬁf%ﬁf),[ﬁ;@)]1,§ =)

== == ’1 = = ’l = == ’1 —
_[Hfl).[H/a(l)} +H§2)_[H;(2)] _RZJ_[H/@)] .
Ahora, debido de nuevo a hecho de quelas matrices delasfunciones de Hankel son diagonales,

tenemos gue Nos aparecen uno NUevos coci entes que podemos aproximar como se indi ca segui damente,

recordando que siempre se cumple quer=ay por lo tanto podremos tener tres casos, dependiendo dela
zona en la que Nos movamos:
— k ‘a a v
[ : | v |» ko Ny
v r

o kot k- v
H (kg r) | H Ok a)| = 1o r) () 55 Oa'[u) - vPkya 24

(7-43)

v 2:v
H )k, r)
H, (kg a)

. resto




7-10 Aplicacion de la teoria de andlisis circuital generalizado ...

Y €l otro cociente es;

o ko keal
Hjl)(ko-r)-[Hi(l)(ko-a)}’la H kyer)- (=4 n—zv Oa'[ei,oa) » vbkya (7a5)

. resto

H, (kg a)
VII.4.2.-Cambio de base

L a siguiente manipul acion que vamos a hacer consiste en €l cambio de base, de laoriginal, en

la que esta calculadala matriz de impedancias, ala que utilizamos en el problema de la cufia.
Laprimerade estas bases es:

(7-46)
cos( 2-mm- P~ )
2-m-o
y la nueva:
[sen(q;;) (47

Para hacer el cambio, deberemos encontrar una relacién que satisfaga la siguiente ecuacion:

Z a,senf g-m- ¢-a :Z o, -sen 2:m-m ¢-a +B,,-cos| 2:m-m ¢ (1-48)
e 2'm-a) m-o 2:m-a 2:n-a

El objetivo sera calcular los nuevos pesos o coeficientes g, en funcion de los o, y B, que
desarrollan el campo en la base antigua.

Para su calculo bastara con aplicar las propiedades de ortogonalidad de las funciones
trigonométricas en € intervalo [ «,2n]. Y asi tenemos:

am.fzn%n(n.q. 2(p7(1‘ ).%n( 2.m.n. 2([)*(1 ) d(p+

2 "m0 m-o
>

i 2'T-a m-o0 . _ _
+[3m-f2 sen( nq- 2(!) ¢ ) 'COS( 2:m-m* 2(p ¢ ) de

T—-Qa Y[l 0

a
q

(1-49)

Y, deformamatricial, podemos escribir:
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B
Mq(‘”;): 2 .fzn%n nq- (pia -sen Z'm'ﬂ:' (pia‘ d(p (1'50)
’ 2't-a Ja 2:m-a 2'm-a
anf):—z Znsen n-q-—qﬁa - COS| 2'm'7t'—(p7a de
’ 2nt-o Ja 2'm-a 2'm-o

De estaforma podemos cal cular |os coeficientes del desarrollo en serie segiin lanuevabase en
funcién de los coeficientes del antiguo desarrollo en serie.

Cuando aplicamos este cambio de base a la matriz de impedancias tenemos que los campos
eléctricos y magnéticos en la antigua base pasan ala nueva de la siguiente forma:

e, e, N
} _37 . . M- - (1-51)
62 new old

2 0 M
donde hemos definido lamatriz de cambio A:/[C en funcion de lamatriz de cambio individual M. Y por

=l
oll

e

|o tanto:

e~
Q)
N
SN—————
3
=
I
NIl
S
!
=l
o
f.ﬁ
Q)
N
SN—————
S
QL
I
NIl
<l
S
I
<l
NIl
S

new ' 2 old 2 old (1'52)

VI1.5.-Aplicaciones

Vamosaproceder aver algunos casos particul ares, empezando por loscasosanaliticos. Esdecir,
por agquellos que consi sten en tener una pared el éctricaen el cilindro central o consistente sencillamente
en unacufia. Y posteriormente veremos algunos otros casos con cilindros diel éctricos.

VI1.5.1.-Cuiias metalicas

Anteriormente hemos visto que la solucidn de este tipo de cufias es andliticay que, en general,

; :(ﬁfl)+ﬁfz)'[ —ﬁf)}fl-ﬁ?)' P (7-53)

Y cuando € cilindro interior tiende a cero, € campo es:

e.-(A" RO} E-23F (7-54)

z r
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Algunos resultados se muestran a continuacion, cuando incidimos con una onda plana desde el
angulo de incidencia ¢=45°, sobre una cufia metélica de ¢=25° y cuyo cilindro central metaico va
decreciendo en radio, desde el doble de lalongitud de onda hasta una centésima parte de la misma.

[E,J: A=0.1; a=2 &; u=25°; ¢'=45°

Fase(E,); 2=0.1; a=2 2, 0=25° ¢'=45°

E |; 2=0.1; a=h; 0=25%; ¢'=45° Fase(E,); #=0.1; a=); a=25°% ¢'=45°
g 2

E,J: A=0.1; a=nJ2; a=25°; ¢'=45° Fase(E,); 1=0.1; a=A/2; 0=25°; ¢'=45°

150
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[E l: A=0.1; a=A/10; 0:=25°% ¢'=45° Fase(E ); #=0.1; a=A/10; a=25°; §'=45°

|

EJ: A=0.1; a=A/100; 0:=25°; ¢'=45°

Fase(E,); 2=0.1; a=1/100; 0=25°; ¢'=45°

VI1.5.2.-Cuias dieléctricas

En este punto € centro de laestructura, €l cilindro interior, yano es conductor sino dieléctrico
en general.

Antes de proponer alglin caso, vamos a ver cual es el proceso de creacion de la matriz de
impedancias del cilindro central. Para ello nos vamos afijar en la siguiente figura:
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Enlafigurapodemosdistinguir, en primer lugar, dossectores, en general diel éctricos, con cuatro
puertos de acceso cada uno de ellos.

El primero deellosllevalas numeraciones 1, 2, 3y 4, mientras que el segundo los accesos 5, 6,
7y 8. Notese que, en general, cada uno de estos dos sectores puede estar, a su vez, formado por otros
sectores diel éctricos més pequefios.

El siguiente paso consiste en unir estos dos sectores, obteniendo, al imponer la continuidad de
campos en lospuertos2y 5, por unlado, y 1y 6 por el otro, unared de cuatro accesos formada por los
antiguos puertos de numeracién 3, 4, 7y 8.

En lafigura siguiente se muestra la nueva situacion y numeracion:

Seguidamente, conectamos el nodo interior de tres accesos (puertos 5, 6y 7) y de grosor nulo,
para obtener unared de tres accesos, como Sse muestra en lafigura
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El pendltimo paso seraconectar € anillo central, red de un Gnico acceso y que, en general, tendra
un radio suficientemente pequefio, en términos de A, como paraque su efecto se pueda despreciar. Esto
se debe a hecho mencionado en el capitulo 5, de que analizar un sector con radio interior nulo se
convierte en un tarea muy complicada por tener un nimero infinito de soluciones complejas de los
Ordenes delasfunciones de Bessel. Pero también sabemos que podremos despreciar estetipo de anillos
interiores si su radio es pequefio (ver capitulo 6), cosa que haremos en este caso.

Por €llo, al unir le red de tres accesos (nodos nimero 1, 2 'y 3) con €l central, acceso nimero 4,
tenemos como resultante una red de dos puertos como lade lafigura:

Y, por ultimo, alared dedos puertos, 1y 2, sdlolerestaunirsealared de conductividad infinita,
es decir, al conductor perfecto que forma parte de la cufia, y que tiene un acceso, el nodo nimero 3.

Para hacer esto y obtener lamatriz de impedancias del cilindro central, bastard con considerar
gue en el puerto 1 de lared interior de dos acceso tengo un cortocircuito, es decir, campo eléctrico
tangencial cero.
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Esdecir, si tenemos lamatriz 2x2 de lared de dos puertos, tenemos la siguiente relacion:

17l = | - (7-55)
€2 Zy 2Ly h,
Como el campo en el puerto 1 es nula, tendremos que &, =0, por |o que:
R = —_ = —_ —_ p— -1 = —_
€ =2y hy+Z5°hy=0 = hlz’(zll) Ziphy
ey=Zy h +Zy,h,y (7-56)

= — = = -1 = — = = = -1 = —
€,=2Zyyhy ’Zzl'(zll) Ziyh, :[Zzz 7221'(211) i, }'hz

Y obtenemos, como puede comprobarse, la matriz de impedancias del cilindro central cuando
el puerto 1 esta cortocircuitado con la cufia conductora.

Nétese también que la base en la que esta obtenida esta matriz es en la base de | os sectores, por
lo que, como se ha comentado al inicio de este capitulo, se debe cambiar 1a base del desarrollo en serie
paragjustarlo a problema de la cufia.

Seguidamente pondremos algunos resultados obtenidos segun este procedi miento.
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VII1.5.2.1.-Ejemplo 1

06 0.4 02 [ 02 04 06

Region (4,=0.1 m; ¢,,.=45°)
1 2 3 g
3 4 1 1 o0
a [ 054, | 054, 0 2.0-4,
b | 204, | 20-4,| 054, o0
A4, | 25° | 335° | 360° 25°
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VI1.5.2.2.-Ejemplo 2

o c
il e | (&
'&’ (( e
_ ‘\ u\ \\ > ~~— SR

\\\\\ \ - Region (4,=0.1 m; ¢,.=192.59)
MR N N
€, oo
a | 054, |054,| 0 |204
b | 204, | 204, | 054, | =
A | 25° | 33 | 360° | 25°
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VI1.5.2.3.- Ejemplo 3

Region (4,=0.1 m; ¢,,.=45°)
1 2 3 g
4 1 4 o
0.5-4, | 0.5-4, 0 2.0-4,
2.0-4, | 2.0-4, | 0.5-4, o0
25° | 335° | 360° 25°

oo (M

N

B
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VI1.5.2.4.-Ejemplo 4

06 0.4 02 [ 02 04 06

Region (4,=0.1m; ¢,,=192.59
1 2 3 o
3 4 1 4 0
a [ 054, | 054, 0 2.0-4,
b | 204, | 20-4,| 054, 0
4, | 25° 335° | 360° 25°
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VI1.5.2.5.- Ejemplo 5

- -1 06 0.4 02 [ 02 04 06

Region (4,=0.1 m; ¢,,.=45°)
1 2 3 g
€ 4 1 e o
a [ 054, | 054, 0 2.0-4,
b | 204, | 20-4,| 054, o0
A4, | 25° | 335° | 360° 25°
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VI11.5.2.6.-Ejemplo 6

06 0.4

02 [

02 04

06

Region (4,=0.1 m; ¢,=192.5°)

1 2 3 o
€ 4 1 oo oo
a | 054, [ 0.5-4, 0 2.0-4,
b | 204, |204,| 054, oo
a4, 25° 335° 360° 25°
1 ’—v - .
" " ..' 1.8
. ot

-0.8
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VII1.5.2.7.- Ejemplo 7

o o= i
e 115 )
L 41 06
Region (4,=0.1 m; ¢,,.=45°)
1 2 3 o
3 4-j 1 1 o0
a | 054, | 054, 0 2.0-4,
b | 204, | 20-4,| 054, o0
A4, | 25° | 335° | 360° 25°
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VI11.5.2.8.-Ejemplo 8

06 0.4 02 [ 02 04 06

Region (4,=0.1 m; ¢,=192.5°)
1 2 3 g
3 4-j 1 1 o0
a | 054, | 054, 0 2.0-4,
b | 204, | 20-4,| 054, o0
A4, | 25° | 335° | 360° 25°
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VI11.5.2.9.-Ejemplo 9

01
01 -008 006 -004 -002 O 002 004 006 008 0.1

Region (4,=0.1 m; ¢, =135°)

1 2 3 g

3 4 1 4 o0
a | 4420 | 4420 0 A4

b | A/4 | AJ4 | 4J20 o0
A4, | 90° | 270° | 360° 90°
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V11.5.2.10.-Ejemplo 10

Region (4,=0.1 m; ¢, =135°)
1 2 3 g

4 1 4 o0
A420 | 4,20 0 A
Ay Ay 4420 o0
o0 | 270° | 360° 90°

o|o (M

N




Difraccion de cufias dieléctricas

7-27

VI1.5.2.11.-Ejemplo 11

15 :j
Regién (4,=0.1 m; ¢,,.=135°)
1 2 3 o
3 4 1 4 0
a | 4420 | 4420 0 34,
b 34, 34, | 4420 0
4, | 90° 270° | 360° 90°

1/“ Gu’u

M‘!@

0.
5 -04 -03 -02 -01 0 0.1

02 03 04 05
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VI11.5.2.12.-Ejemplo 12

Regién (4,=0.1 m; ¢,,.=135°)
1 2 3 o

e | 4 1 4 o
a | 4J20 | 4J20 | 0 | 54,
b | 54, | 54 | 420 | =
A | 90° | 270° | 360° | 90°

A 05 -04 -03 -02 -01 0 01 0.2 03 04 05
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VI1.5.2.13.-Ejemplo 13

Regién (4,=0.1 m; ¢,,.=135°)

1 2 3 o
3 4 1 4 0
a | 4420 | 4420 0 754,
b | 754, | 754, | A/20 0
0 270° | 360° 90°

‘5

TRE NI
’ 17 /:’{/"'é‘o ':.:’,"rsﬂé
QTR
%’.‘.‘.&'ln:&m«; ~ .ﬂ

-

.
4 %

[
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VI1.6.-Conclusiones

En este capitulo se hainiciado unainteresante linea de aplicacion de lateoria planteada en esta
tesis. Setratadel estudio delacunadiel éctrica, con susimportantesimplicacionesentemas de actualidad
como latelefonia movil.

El procedimiento ha consistido en plantear dos problemas distintos, segln lateoria circuital y
de segmentacién aplicada y desarrollada en este trabajo. Por un lado estd una zona circular exterior,
donde tenemos una solucién modal clésicay bien conocidacuando las paredes dela cufia son el éctricas,
y por otro la zonainterior del circulo que forma la cuiia inhomogénea diel éctrica que se estudia por
técnicas circuitales con la ayuda del elemento basico sector circular dieléctrico desarrollado en el
capitulo 5.

L os resultados han sido validados con el propio procedimiento, cuando Ilevamos la cufia a
situaciones limite de pérdidas y radios.

Un siguiente paso en este trabagjo seria la aceleracion de estos métodos y la obtencion de
coeficientes de difraccion que puedan ser empleados por las técnicas clasicas de alta frecuencia y
procedimientos asintéticos, siempre teniendo en cuenta que las corrientes son conocidas tanto en las
zonas diel éctricas como en las zonas conductoras.
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Conclusionesy lineas
futuras

Llegados a este punto final, es necesario recapitular sobre las conclusiones a las que nos ha
Ilevado estetrabajoy especificar desde donde se puede partir paraposibleslineasfuturas o ampliaciones
del trabajo

VIII.1.-Conclusiones

El principal objetivo de estatesis consistia en desarrollar una metodologia, basada en lateoria
circuital generalizada, que permitiera el andlisis de problemas el ectromagnéticos en entornos abiertos
y cerrados. Posteriormente se debia aplicar esta teoria a problemas concretos, de tal forma que
estudiaramos el sector circular dieléctrico como un elemento bésico alahorade aplicar lasegmentacién
aproblemas mayores. Por Ultimo se deseaba comprobar su utilidad en e andlisis de la cufia diel éctrica.

Todos estos objetivos se han conseguido, seglin vamos a detallar seguidamente.

Inicialmente se ha desarrollado lateoriacircuital que se debe aplicar a este tipo de problemas.
Esta es una generalizacién de la técnica de andlisis de circuitos de microondas para estructuras
monomodo y multimodo. Destaca laidea de la segmentacion de los problemas en otros més sencillos
de analizar por cualquiera de las técnicas numéricas disponibles y con la particularidad de que las
regiones en laque quedadivididalaregion global son, en su caracterizacion, totalmente independientes
de lasrestantes. Esto significaque, caso de haber cambios en alguna parte de laestructuraglobal, no es
necesario en absoluto recalcular todo el problema, sino que es suficiente con recalcular una peguefia
parte.

Estedesarrollo, Ilevado acabo enlos primeros 4 capitul 0s, se cierracon unaserie de expresiones
recursivas que facilitan el estudio circuital de los problemas electromagnéticos y con una metodol ogia
para el calculo de las matrices de impedancias (0 admitancias o de dispersién) a partir de diferentes
formulaciones.

Se haanalizado de forma exhaustivalamatriz de impedancias de un sector circular dieléctrico,
haciendo uso de técnicas modales. Este es un elemento en coordenadas cilindricas que, unido de forma
apropiada con otras estructuras que podrian ser ellamisma o bien otras obtenidas de lamismaformay
gue supongan en suma una libreria de elementos basicos, permite el estudio y analisis circuital de
estructuras bidimensionales de cualquier tamafio y forma.

Uno delosresultados mésinteresantes de este estudio han sido las funciones de Bessel de orden
complegjo, que permiten ver como las ondas cilindricas se atentian en la dimensién en ¢ de las
coordenadas cilindricas.

El elemento sector circular dieléctrico se havalidado con numerosas aplicaciones disponibles
en lahibliografia, aplicaciones cuyos resultados, en general, han sido obtenidos por otros métodos que
no son los circuitales y la segmentacion. Ademas, con este elemento y con esta metodologia, se
comprueba gue se pueden estudiar estructuras que son relativamente grandes el éctricamente hablando
sin un crecimiento excesivo del nimero de incognitas.



8-2 Aplicacion de la teoria de andlisis circuital generalizado ...

Se hademostrado tambi én |a potencialidad del método parael andlisis de estructuras complejas
como cilindros dieléctricos poligonal es.

Por dltimo, se haterminado el trabajo, que no lalinea de investigacion, que no ha hecho nada
mas gue empezar, con el Ultimo de |os objetivos planteados. Este objetivo consistia en la aplicacion de
esta metodologia circuital, junto con el elemento estudiado, al estudio de la cufia dieléctrica.

El estudio de los fendmenos de difraccién en esquinas conductoras es un problema muy bien
estudiado en labibliografia. Sin embargo cuando la esquina pasaaser dieléctrica, incluyendo |os casos
multicapa, €l problemaresultadificilmente abordable. En estatesis se hainiciado unalinea que permita
el estudio més exacto de estas estructuras, con la posibilidad de que se pueda combinar de forma
eficiente con técnicas de alta frecuencia para obtener resultados répidos y enormemente precisos.

VIIl.2.-Lineas futuras

Tras estatesis se abren gran cantidad de nuevas lineas de investigacion, siempre en el ambito
de la aplicacion de las técnicas de andlisis circuital en problemas abiertos.

Uno de los problemas que aparecen con esta técnica son las resonancias. Este es un problema
general cuando se realiza el célculo de estructuras y se imponen condiciones de contorno de pared
€l éctrica 0o magnética. Sin embargo suelen evitarse con el calculo directo delamatriz de dispersion. Asi
pues, esta seria una primeralinea de trabgjo en € futuro.

Otradelaslineasabiertasesel estudio delaeva uacién delasfuncionesde Bessal, considerando
ordenes y argumentos de valores grandes y complejos. Es este un problema muy actual, y que toma
especial relevancia en los problemas definidos en coordenadas cilindricas.

Junto a esto, y vistala viabilidad del método, se deberiainvestigar en la optimizacion de las
funciones base que definen los modos.

Otralineaaseguir eslaampliacion deloselementos béasi cos que configuren unalibreriaderedes
bi dimensional es que permitan €l estudio de estructurasgrandesapartir de unaspocasestructurasbésicas.

El dltimo capitul o abre unanuevalineadetrabajo sobrelas cufias diel éctricas. Las posibilidades
de éxito estdn intimamente relacionadas con lograr los objetivos anteriores relacionados con la
evaluacion delas funciones de Bessel y |as operaciones con grandes matricesy con las posibilidades de
mezclar 1os resultados obtenidos con técnicas asintéticas o de ata frecuencia

Y, por ultimo, cabe mencionar una linea més a afiadir atodas estas y es la ampliacién de esta
técnica circuital a problemas tridimensionales, bien sea de forma directa o a partir de métodos
transformados, que parecen ser |os mas utilizados hasta ahora.



Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel son un tipo de funciones que aparecen en la resolucion de la ecuacion
de onda en coordenadas cilindricas y esféricas.

Son untipo de funcionestrascendentes que provienen, asu vez, delaresolucién de unaecuacion
diferencial y que hansido, y siguen siendo, estudiadas, obteniéndose cadavez nuevosy masinteresantes
resultados. La principal linea de investigacion en torno a estas funciones suele estar dirigida hacia una
correcta y rgpida evaluacion -desde el punto de vista computacional- de las propias funciones o de
integrales definidas o indefinidas en las cual es aparezcan las funciones de Bessdl.

Desded punto devistatedrico, laprincipal referenciasobre estas funcioneseslaproporcionada
por Watson [1], aunque también conviene destacar a J. Rey Pastor [2]. Desde el punto de vista de
evaluacion de integrales y otro tipo de funciones en las cuales se vean involucradas estas funciones
podemos mencionar los libros de Gradshteyn [3], Abramovitz [4], Luke[5] y Wheelon [6], entre otros.

Desde d punto devistade articulos, lalista seriainterminable. Podemos destacar, por ejemplo,
los trabajos del siglo X1X de Bbcher [7], sobre € cua nos basaremos para descubrir los érdenes
complejos delasfunciones de Bessal cuando plateamos problemas del tipo de Dirichlet o de Neumann.
Esto lo veremos en el apartado A.4.2.

Otros trabgjos, también del siglo XIX, pueden ser los de Sonine [8] acerca de laresolucion de
integrales o Lommel [9] sobre funciones de Bessel en general, introduciendo |as funciones de orden
complegjo. O, por ultimo, Boole [10], sobre andlisis matemético, donde aparece la ecuacion diferencial
de Bessel y donde se propone un tipo de solucién en forma de serie que Bocher vuelve a utilizar en su
magnifico trabajo [7]. Esto lo veremos en el punto A 4.

Lasrestantesreferencias[11-31] versan sobre diferentestemasdelasfuncionesde Bessel: desde
métodos de evaluacién de las funciones de Bessel de diferentes argumentos y érdenes hastaintegrales
definidas e indefinidas, pasando por igualdades y desigualdades de interés.

En el punto A.4.1 haremos uso de los resultados obtenidos en [30] por Thompson que son de
sumo interés para la evaluacion de funciones de Bessel de orden complejo.

Asi pues, y vistalamultitud deinformacion delacual podemos obtener datos sobrelasfunciones
deBessel, vamosapasar ahacer un breveresumen de determinadas propiedades, desarrollos, igual dades
y definiciones que nos seran de utilidad alahorade eval uar las matrices deimpedancia-o de admitancia-
del sector circular estudiado en estatesis o, en general, de problemas en coordenadas cilindricas.

Las funciones de Bessal son las soluciones de la ecuacion diferencial siguiente:

2 2
9 +£-i+kpz—v_ B(p)ZO (A-1)
0 p2 p dp p2
ecuacion diferencial también conocida como ecuacion diferencial de Bessel.

La solucion general se representa como una combinacion lineal de funciones de Bessel de

primeray segunda especie de orden v y linealmente independientes entre si:

B(z)=4,-3 (z)+4,"Y (z) (A-2)

donde tanto z como v pueden ser nimeros complejos en general.
Lafuncion de Bessel de segunda especie también se puede escribir como:
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J (z)-cos(v-m)-J_ (2)

Y

(A-3)

siemprey cuando v no sea un entero.
Laexpresion genera de lafuncién de Bessel de primera especie, en formade serie, es:

B z 2k
< 2 (A-4)

OEEAN
V(Z) (2) k=0 k!-F(v+k+1)
y en su formaintegral:

3,(2)= 2 ["cos(z-sen0 -v-0)-d0 - ENEY). = amiy-vr. gy ( |argz|<£) (A5)
T Jo o 0 2

Otra forma muy usual de escribir la solucién de la ecuacion diferencial de Bessel es como
combinacion de las funciones Hankel de primeray segunda especie, definidas, en funcién de las de
primera especie, como:

HY(2)=3(2)+jY,(2) 3 HP(2)=3,)-jY,(2) (A-6)
y lasolucion de la ecuacién de Bessel es:
B(Z):Bl'Hv(l)(Z)+BZ'HV(Z)(Z) (A'7)

A.1.-Expresiones asintéticas

Algunasrel aciones que nos pueden ser Utilesal usar lasfunciones de Bessel son susexpresiones
asint6ticas, tanto para valores grandes de su argumento como para valores grandes de su orden.

Lasexpresionesasintéticasdelasfuncionesde Bessel de primeray segundaespecieparavalores
grandes del orden son:

o1 fez)" |2 fez)” }
Al W Nezss ( 2'v) B L I ( 2 ) (A9

Y siendo sus respectivas derivadas:
S| 2y [ez) (A-9)
Vl-= \ vz v

Y, por otra parte, para grandes valores del argumento tenemos:

<

N

3,()

N

ZL.X.(ﬁ)V Y/(2)
Mo 2y 2\ 20y k
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JV(Z) I |-= = cos( v n)
Tz
) T alg() T (A-]_O)
YV(Z) |aoo %r( )
\J nz
fn<urg( )<n
También es Util ver estas expresiones asintéticas para las funciones de Hankel :
HY () | (-1 ~ i.e""(Z’TZ)
{“ } \ nz
*7T<tll‘g(:)<2'7‘[
3 L (A-11)
ol fEtE
{' } \ nz
-2-n<arg(z)<n

Nétese que la funcién de Hankel de segunda especie es una onda progresiva en € sentido
positivo del gje z, y la de primera especie es una ondaregresiva. Esto las convierte en funciones muy
(tiles para usarse cuando estamos en espacio abierto.

Sin embargo, en las expresiones asintéticas de las funciones de Bessel de primeray segunda
especie se puede ver que su comportamiento esdel tipo senoidal, por |o que son Utiles para su uso como
ondas estacionarias.

A.1.1.-Casos particulares

Dentro del contexto de la tesis, nos aparecen determinadas funciones que son combinaciones
lineales de funciones de Bessel, y que en ocasiones resultainteresante eval uar para val ores asintéticos,
tanto para valores grandes del orden como del argumento.

Otro tipo de combinaciones son aquellas en las que los valores de los argumentos, aungque
distintos, estan muy cercanos, por |o que deberemos hacer uso del desarrollo en serie de Taylor. Estas
aparecen en el célculo delamatriz deimpedancias del elemento nodo, que se estudiaen € anexo D con
detalle.

Por lo tanto, y dentro del estudio de valores asintéticos de las funciones de Bessel, vamos a
distinguir estos dos casos.

A.1.1.1.-Aproximacion para ordenes grandes

En este caso, paraevitar quelosresultados se desvien de su valor correcto por errores numericos,
los problemas computacionales estan intimamente relacionadas con las funciones de Bessel y su
evaluacion paravalores muy grandes de los érdenes.

Paraello, y recordando lasexpresionesasintéticasdel punto A.1, vemosel desarrollo deagunas
de estas expresiones:
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L) )
:Vb(a) J(ka)—‘]v(kb)- B %)v(ggﬁ(j) [%] (A-12)

expresién gue se encuentra acotada en el intervalo [0,1] paracualquier valor der entreay b (a<r<b).
Igual sucede con la siguiente expresion:

J (kr) -

(A-13)
13 (k) -

Otra expresion asintéticaes:

(kb) a (A-19)

Y su dudl:

:/8 jv((zf;))_ V (%)(’;—i %) k (A-15)

Notese que la primera de estas dos Ultimas esta acotada en su valor maximo a |— |, y que la

v
a

segunda de ellastiende a cero cuando €l orden v crece mucho.
Otras dos expresiones similares a estas dos son:

/ Jv(ka)- /
/(p) kB Y (ka) Y. (kd)
f

3, fka)_
iy Y )

(A-16)

S| <

a J (kb)-

Y su dud:
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A-5
/ Jv(ka) /
fv/a(a) JV(ka)_Yv(ka) YV(ka) al\'( 2v ka
SR 11 e VIR R K (A7)
k) - YLlk) o

ftb(r) _ J (kr) - iV/V/((]:;))YV(kF) " ( i):+( Z):x ﬁ,( ( g)er( a_rz)v] -
M s 2 ) T

(ke o
w0 B DL ]
v (b) Jv/(kb)jv/((ii))'Yv/(kb) v (%)V(%)V v\ b br

A.1.1.2.-Aproximacion para radios cercanos

En este caso, €l problema estd en laevaluacion de las funciones para radios muy cercanos entre
si, detal formaque losradios ay b estan distanciados entre si un valor A muy pequefio: b=at+A.

Para su célculo se ha hecho uso del desarrollo en serie de Taylor, de tal forma gque tenemos:

J,(kb) =3 (ka)+I(ka)-A-k

) _ (A-20)
Jv/(kb)zk-(é—l)-JV+1(ka)+JV(ka)'( —A-k2+l+(l) -A-ﬂ)
a a a a?
L as expresiones que nos van a interesar son las siguientes, que son similares a las anteriores,
pero particul arizadas para argumentos cercanos y no para 6rdenes grandes:

1
= (A-21)
/ / A 2
fvb(a) J\f(ka)* Jv(kb) Y\f(ka) ( X) 7](2
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(A-22)

(A-23)

(A-24)

A.2.-Wronskianos

L os Wronskianos son unas rel aciones de recurrenciamuy Utiles en determinadas ocasiones, ya
gue significan una simplificacién muy importante. Estas relaciones son las siguientes:

sen(m-v)

JV*J-(Z)'J*\/(Z) * Jv<Z)'J’(V+l)(Z) =-2-
(A-25)

HBE)HPE) - ) H ) -~

v+l

A.3.-Relacionesderecurrencia

Las relaciones de recurrencia son Utiles para el céalculo de las funciones de Bessel de otros
6rdenes en funcién de Grdenes conocidos. Estas son:
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1 (A-26)

A.4.-Funciones de Bessel de orden complejo

En ocasiones puede resultar Gtil calcular €l valor de lasfunciones de Bessel de orden complejo.
Estas funciones daran lugar a ondas que no se propagan, pero si que almacenan energia.

La bibliografia sobre este tema no es muy amplia. Desde un punto de vista puramente
matemético podemos destacar los trabagjos [7, 9, 10, 30], que son en los que nos basaremos
fundamental mente parad desarrollo de este punto. Por otra parte, desde un punto de vistade aplicacion
alateoria electromagnética de las funciones de Bessel de orden complejo tenemos el propio trabajo de
Bocher [7] y, mas cercano en €l tiempo, los trabgjos de A. Y. Hu en [31, 32 y 33] donde aparecen
métodos aproximados paralaeval uaci én de estos 6rdenes compl gjos en la eval uaci6n de los modos que
aparecen en guias coaxiales descentradas, alas que llama guias en formade luna.

Volviendo, pues, sobreel tema, y paracentrarl o, podemosencontrar unaprimeraexpresi én sobre
las funciones de Bessel de orden complejo debidaa Lommel:

1 ZV*./U

3, (z)=—" (K, (2)+j*S
VHH(Z) Jn VN v+ju+£ ( V’H(Z) ’ V’“(Z)) (A-27)
2
Donde cadatérmino viene definido por:
Kw(z):fo"cos(z-cos(w))-(sen(w))zv-cos(2-u-Ln(sen(w)))dw
(A-28)
Sw(z):foncos(z-cos(w))-(sen(w))zv-sen(z-u-Ln(sen(w)))dw
y lafuncién gammaes:
il + 1 N R (V+‘/“7%) _
F(v JH E)foe X dx=
(A-29)

1 1

:fme ”‘-xvj-cos(p-Ln(x))dx +j-fme ”‘-xv E-sen(u-Ln(x))dx
0 0

Si se cumple que e orden de lasfunciones de Bessel esimaginario puro, es decir, sin partereal,
tenemos otra solucién de la ecuacion diferencial de Bessel mucho mejor:
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H, (z) =cos(v-Ln(z))-S,(z) + sen(v-Ln(z))-S,(z)

(A-30)
l,,(z) = —cos(v-Ln(z))S,(z) + sen(v-Ln(z))-Sy(z)
donde cada sumatorio S, y S, es:
S ( ) i 2'm . m'amfl_v'bmfl
zZ)= a °z , Clm:—
! mo 4-m-(m2+v2)
3 (A-31)
> mb +v-a
S (Z): bm_ZZ-m : bm:7 m-1 m-1
2 mZ:O 4-m-(m2+v2)

y los vaores iniciales en cada caso, esto es, a, yb,, pueden ser cualquier valor. Los més normales son
a,=1y b,=0.

De las dos funciones H,,(2) e l;,(z), podemos llegar alas funciones de Bessel de la siguiente
forma

va(z) - IjV(Z)
A
Hj,(2) /15, (2)
B

ij(z) =
A=T(1+jv)-2¥=B" (A-32)

'ijv(z):

A.4.1.-Funciones de Coulomb

Resultainteresante también el célculo delasfunciones de Bessel de orden complejo atravésde
las funciones de Coulomb [30].

Estas funciones son | as soluciones de la siguiente ecuacion diferencial :

M{ 1_2.ﬂ_7"(7“+1)] £(p)=0

(A-33)
dap? P p?
Y lasolucion, en general, es una combinacion lineal de las funciones de Coulomb:
f(p)=4,-F,(n,p)+4,"G,(n,p) (A-34)

Se puede comprobar, a partir de su definicién, que existe una relaciéon directa entre estas
funcionesy las de Bessel, de tal forma que se cumple:

J,(p)= i'Fv,z(O,p)
TE'p 2
) (A-35)

2
Y (p)=- n—_p'GV,%(O,P)

Parala primera de las dos ecuaciones, donde tenemos la funcién de Bessel de primera especie
en funcién de lafuncién regular de Coulomb, podemos escribir esta Gltima como:
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F,(n.p)=p""te /?-C,(n) Fy(1+h—jm;2:4+2;2+)p) (A-36)
donde;

ERN LS SV

C,(n)=2"e PERY)

(A-37)
y donde , F,(a;5;z) eslafuncién hipergeométrica de indices (1,1)
Luego, para el caso que nos ocupa de lafuncion de Bessel de primera especie, tenemos:

1 FV‘*’i

2 2 P 2) 1 .
J(p)=,|—F 1(0,p)=,|—=-pY-e /P2 2-——=_- F (v+_;2-v+1;2- . (A-38)
v(p) T['p V*%( p) T p 1_,(2.V+1) 1" 1 2 ] p

Y a partir de ella podemos calcular la funcion de Bessel de primera y segunda especie sin
problemas.

A.4.2.-El problema de las condiciones de contorno de Dirichlet

Sabemos que al resolver la ecuacion de onda en coordenadas cilindricas obtenemos como
solucién, en la coordenadaradial r, una combinacion lineal de funciones de Bessel, de laforma:

R(r):Al-JV(k-r)+A2-YV(k-r) (A-39)

donde k es el nimero de onda en el medio dieléctrico, suponiendo un problema bidimensional, y una
funcién del mismo en @ caso tridimensional. En cualquier caso se trata de una constante.

Cuando debemos resolver un problema cuyas condiciones de contorno son las de Dirichlet en
dosradios conocidosr, y r,, debemos plantear |a siguiente ecuacion:

R(r:rl):0 X R(r:rZ)ZO (A-40)

Esto nosllevaaresolver un problemadel estilo:

Rir-r)-ay| 3 fer) 72y ] o (a-a1)

Yv(k-rz)

donde la incognita es el orden v de las funciones de Bessel, ya que, evidentemente, la constante de
amplitud A, no puede ser cero yaquesi lo fuerael campo se anulariaen todo punto, teniendo lasolucion
trivial.

Si, enun primer planteamiento, suponemosquelaconstantek esreal, se puede demostrar [ 7] que
la ecuacion R(r=r;)=0 tiene un nimero finito de raices reaes v,, nimero que va siendo mayor cuanto
mayor esladistanciaentrelosradiosr, y r, 0incluso cero si ladistanciaentrelosradios es muy pequefia,
y, aparte de este nimero finito de raices reales, un nimero infinito de raices compl€jasjv,. Estasraices,
en cualquiera de los dos casos -raices reales y complejas-, son discretasy no continuas.

Asi pues, podemos escribir la solucidn de la ecuacién como una serie de la siguiente forma:
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R(r)_ﬁj Ayf, (kv Y A“-f/.,vu(k-r) (A-42)

donde A es € nimero de ceros reales que aparecen, que, como se ha dicho, puede incluso ser cero, de
tal formaquetodas|asraices sean complejas. Y lafuncion f, ( - r) eslacombinacion lineal defunciones

de Bessdl:

J (k-7
£, (k) =3,(k-r) *M'YV(W) (A-43)
Yv(k'rz)
de tal formaque, por definicién, se cumple que, para i<A:
F, (kery) =1, (kory)=0 (A-44)
y parap>A:
Sy, (kora)=1, (Korg)=0 (A-45)

Ademés, hay que hacer notar dos casos particulares. El primero es aquel en €l que € radio
superior r, esinfinito mientras que e menor r, permanece finito, pero siempre distinto de cero.

Paraeste caso, €l nimero deraicesrealesy complejas aparecen en un nimero infinito devalores
y ademas continuo, ya que las funciones de Bessel tienen un nimero infinito de oscilaciones en el
infinito, de tal forma que la solucion degenera desde un sumatorio a una integral, quedando:

R(r):fvm A(V)f, (k-r)dr +f°° B(v)-f/..v(k-r)dr (A-46)

=0 v=0

Notese que, en este caso, los coeficientes A, pasan a ser funciones de la variable v, quedando
dosfunciones A(v) y B(v).

El segundo caso particular esaguel en el que el radio superior r, permanece finito mientras que
el inferior r; seanula

En este segundo caso el nimero deraicesrealesesfinito, pudiendo, como antes, incluso anularse
si laseparacion entre ambos radios es muy pequefia. Pero el nimero de raices compl g as, siendo también
infinito, es continuo, ya que, como se puede demostrar, el valor que toma lafuncion R(r) en el origen
paraérdenescomplejos puede ser cualquier valor indefinido. Esto sedebealasinfinitasoscilacionesque
tienen las funciones de Bessel de orden complejo en el origen. Pero, no obstante, el valor de lafuncién
esfinitoy noinfinito, por lo gquelasolucion esvalidapara cual quier orden complejo. Notese que en este
caso no se impone la condicion de Dirichlet, ni ningunaotra, en €l origen. Es decir, no se tiene porque
anular lafuncién en € origen. La Unica condicion, como se ha mencionado, es que no se hagainfinito
e vaor.

En este caso, la solucion quedard, pues, de la siguiente forma:

v=0

R(r)—ﬁzl Au'fvp(k'r)+f°° B(v)-f/..v(k'r)dr (A-47)

De nuevo, en este caso, uno de | os coeficientes del sumatorio se transforma en unafuncion del
orden v: B(v).

Asi pues, cuando tenemos un problema con condiciones de contorno de Dirichlet en dosradios
r,yr,, € problemase reduce acalcular los érdenes de las funciones de Bessel, tanto los reales como los
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complejos. Pero, claro estd, el problema no estrivia y en € siguiente punto trataremos de ver como
cacular estos, utilizando la artimana de ver |a ecuacion de Bessel como un autosi stema.

A.4.2.1.-Célculo de los coeficientes

Antes de pasar a otro punto, conviene que nos detengamos un momento en el calculo de los
coeficientes A, que aparecen en la solucion.

Para esto haremos uso de la ortogonalidad de las funciones de Bessel, que rescribimos aqui,
aungque esta estd en el anexo dedicado a las integrales de utilidad que podemos aplicar en nuestro
problema:

0, v #v
r q

(A-48)

[ )2

q

siempre que se cumplaque »=a y r=>b son sendos ceros de f (r). Es decir, que f (a)=f (b)=0.
q q q

También se cumple la condicion de ortogonalidad si » =a y » =b son sendos ceros de fv/q(r). Es decir,
que fv’q(a) :fv/q(b) -0.
Si aplicamos esta propiedad a problema general siguiente:

F(r)—il A, (k) (A-49)
2

donde F(r) esunafuncion que se supone fuerza unadeterminadaexcitacion o condicion de contorno para
todo r dentro del intervalo [ry, 1] y f, (r) es una combinacion lineal de funciones de Bessel que
n

satisfacen las condiciones de contorno enr, y r, de pared eléctrica o magnética. Y los ordenes v, son
tanto los reales como los compl gjos.
Si aplicamos la ortogonalidad a dicha ecuacion, obtenemos que los coeficientes A

[ Fit, (0D

r=rq H r

A4,= (A-50)
H frz fVZ (l’)ﬂ

SR, H
r=ry r

Hay que hacer notar que en el caso de que tengamos alguno de los casos particulares antes
comentados, en los cuales los sumatorios degeneran en integrales porque, o bien €l radio mayor pasaa
ser infinito o bien el radio menor es cero, los coeficientes acalcular son funciones, detal formaque, en
general, tendremos el siguiente problema:

F(r) :f:OB(V)‘fV(k'V)dV (A-51)

En este caso no esnadaobvio el cdlculo delafuncion B(v), aunque en principio se podria poner
como:
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[ R0

f‘l‘z fVZH(r) dr (A-52)

B(v)=lim
ry=0 v, -V

A.4.2.2.-El problema de las condiciones de contorno de Neumann

Por ultimo, decir que todos estos razonamientos realizados para €l caso de condiciones de
contorno de Dirichlet son igualmente aplicables a problema en € que tengamos las condiciones de
contorno de Neumann, que son aquellas en las que se anulala derivada de lafuncién R(r) en losradios
r,yr, deta formaque, en general, la solucion sera como antes:

o

r
R(r):zl Au-fvp(k-r)+ Y A“-f/..v“(k-r) (A-53)
e

pu=r+1

donde A es de nuevo el nimero de ceros reales que aparecen, que, como se ha dicho, puede incluso ser
cero, detal formaque todaslas raices sean complejas. Y lafuncion 7, ( k+r) eslacombinacion lineal de

funciones de Bessd!:;

J,(kry)

Flien=aten-Sos

Y, (k-r) (A-54)

de tal formaque, por definicidn, se cumple que, para p<A:

o, (lera) <Ay, (kerp)=0 (A-55)

y parap>A:

o lr )1l -0 =

A.4.3.-La ecuacion de Bessel como un autosistema

Sabemos que la ecuacion de Bessel esla siguiente:

0719 k2 Y| B(p)-0 (A-57)

L, -B(p)=—-B(p) (A-58)
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donde L, esun operador definido como:

32 1 9 2
=k, (A-59)

Lk:
» 9p2 p Ip

Y asabemos que la solucion de la ecuaci 6n es una combinacién lineal de funcionesde Bessel de
primera 'y segunda especie. Pero vamos a pensar en encontrar una solucion a dicha ecuacion en forma
de serie de funciones, de tal manera que la solucién sea[34]:

N
B(p)-3 g, (p) (A-60)

k .. . ., .
donde d," son unos coeficientes a determinar en funcion de kp y donde g, (p) son un conjunto de

funciones base conocidas que cumplen las mismas condiciones de contorno que deben cumplir las
funciones de Bessel a resolver la ecuacion diferencial.

Para calcular los coeficientes desconocidos transformaremos la ecuaciéon de Bessel en un
autosistema de ecuaciones. Para ello definiremos, previamente, un producto interior de laforma:

(f1 g>:fabf(p)'g “(p)rprdp (A-61)

Si aplicamos este producto interior alaecuacion de Bessdl, y aplicando el método de Galerkin,
Ilegamos a siguiente autosistemalineal:

‘D (A-62)

Qll

D-v?

=l

donde P y 5 son dos matrices cuyos el ementos son:

0,-(g, gy ; ri=012,.,N
(A-63)
P 7<Lkp'g,.|g,> . r,1=0,1,2,..,.N

e

Nétese que, entonces, D es un vector con |os coeficientes del desarrollo en serie que resuelve
la ecuacion de Bessel y v? es el cuadrado de los 6rdenes de las funciones de Bessel que resuelven la

ecuacion. Pero, asuvez, D y v? son, respectivamente, |os autovectores y autovalores del autosistema
anteriormente planteado. Por €ello, si somos capaces de encontrar un conjunto de funciones base que
cumplan las mismas condi ciones de contorno que lasfunciones de Bessel de primeray segundaespecie,
al resolver el anterior autoistema tendremos la soluci6n gue estamos buscando sin necesidad de eval uar
las funciones de Bessel de primeray segunda especie.

A.4.3.1.-Condiciones de contorno de Dirichlet

Como primer ejemplo de aplicacién de este método supongamos que la solucion delaecuacion
de Bessel debe cumplir la condicién de contorno de anularse en los extremos del intervalo donde esta
definidalasoluciény, por lotanto, lasfunciones. Sean, por gjemplo, dichoslimiteay b. Esdecir, nuestra
funcion esta definidaen el intervalo [a,b] y en sus extremos la solucion debe anularse.

Un buen conjunto de funciones base que cumplen esta condicién es el siguiente:
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gm(P)—sin(m.n.g)

A-64
P (A-64)
Por lo tanto, la solucion de la ecuacion de Bessel en dicho intervalo ser&
il k -d
):Z dm'sin(m'n'p—) (A-65)
m=0 b*a

donde los coeficientes dﬁ asi como los 6rdenes v saldrén del autosistema P-D :VZ'E'E donde cada
elemento de las matrices P y E viene dado por:

. 2
P .= k27 ﬂ I(l) 1(2)
A A

(A-66)
0,1
yaque las derivadas parciales de la funcion base que componen el término L, son:
0B N _
V(p)zi-z m-d_-cos| m-m p-a
ap —ad m=0 b_a
1 X (A-67)
0“B 2 N _
(p)_ L Z mzdmsen mn-P 4
apz b-a m=0 b-a
y donde cada uno de los tres parémetros 7,7, 12y 1% son
L_ b p—a p-a _
1)V =]"sen| rn-—=|-sen| t-n-——|-p-dp=
& fa ( ba] ( ba) P P
1( b-a |°
I Y R (o (AT () G (S kY ) ) I (A-68)
]2 \nl??)
2_ .2
b°-a . et
4
1= f cos| ra- L sen| rrn- L2 | ap=
! b- b-a
(b-a)-r[-1+(-1) ] (A-69)

; #1
_ (212 ’
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Ir([g)_/'b%n(rnpa) %n(tﬂ:pa) ldp:
' a -a b-a P

(A-70)

1 r» p-a 1 r» p-a
=—-[ cos| (r-t)m-+—|-dp-=-[ cos| (r+t)mn—|d
2 fa ((r )Tc ba) P 2 fa ((r )Tc ba) P

Esta Ultimaintegral, como se puede comprobar, no es analitica, por lo que debe ser evaluada
numericamente.

A.4.3.2.-Condiciones de contorno de Neumann

Como segundo gjempl o de aplicaci 6n de este método supongamos que lasolucion delaecuacion
de Bessel debe cumplir la condicidn de contorno de anularse su derivada en los extremos del intervalo
donde esta definida la solucién. De nuevo consideramos dichos limites como ay b. Es decir, nuestra
funcion esta definidaen el intervalo [a,b] y en sus extremos la derivada de la solucion debe anularse.

Un buen conjunto de funciones base que cumplen esta condicién es el siguiente -el caso
complementario del anterior-:

gm(p)—cos( m-n-M) (A-71)

b-a

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion de Bessel en dicho intervalo ser&

¥
Bv(p) = Z d,l;' COS( m'n'u) (A-72)
m=0 b-a

donde los coeficientes dﬁ asi como los 6rdenes v saldran del autosistema P-D :VZ'E'E donde cada

elemento de las matrices P y E viene dado por:

. 2 .
p( kz( u) ] @I
' A A (A-73)
3
Qr,/ :Ir(,/)

yaque las derivadas parciales de la funcion base que componen €l término L, son:

p

1 ., (A-74)
0°B 2 N -
V(p)_( T ) .Z mz.dm.cos(m.n.p )
apZ b-a m=0
y donde cada uno de |os tres pardmetros 1,,(,}), I,,(f) y 1,,(3) son:

IS}

(=

IS}
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L _ b p-a p-a
17 = cos| r-m-——|-cos| t-m- dp=
! fa ( b a) ( b Cl) p p

2
LAl SR N T ) B
ne(2-r2)
(A-75)
2 2
S LA
4
2 2
b”-a ;o r=t=0
2
", f sen| rn-P9| cos| rrn- 22| ap-=
b-a b-a
(b—a)"“[_lJr(_l)rH] Cor#t (A-76)
= n'(tz—r )
0O :; r=t
Ir(f’):fbcos P9 cos| - L9 'l'dP:
! a bfa bia p
(A-77)

:%f cos((r t)n%) dp+—f COS((rH)nu)'dp

-a b-a

A.4.3.3.-Ordenes asintéticos

Relacionado con el punto en e que estamos, podemos notar que estamos calculando, en
definitiva, las soluciones a dos tipos de ecuaciones.
Parael caso de Dirichlet, estamos buscando soluciones a la siguiente ecuacion:

J (kb
‘]v(kp.a) - YV<(kp b)) 'Yv<kp.a) =0 (A-78)
viTp
Y para€l caso de Neumann:
3,(k, )
Ik ~a) -2 Loy !k -a)=0 i
) gy ) (-79)

En cualquieradelosdoscasos, buscamosel orden v delasfuncionesde Bessel. Como sehavisto
mas arriba, estos ordenes resultan ser los autovalores de un autosistema, y pueden ser, en general,
complejos.

Cabriapreguntarse, ahora, si podemos encontrar un valor asintético de v. Paraello, bastard con
sustituir en las ecuaciones anteriores las funciones de Bessal por sus valores asintéticos, para grandes
ordenes v.
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Y asi, por ejemplo paralaprimerade ellas, las condiciones de contorno de Dirichlet, tenemos:

1 ( e'kp'b)V
ek cal’ e 2:v ek cal’
1 '[ : ] i 2 = '$i'[ : ] :0 (A-80)
2 v 2'v 2. e'kp'b VN TV 2'v
TV 2'v
donde operando:
a 2-v )
( —) =l=e/2Pm (A-81)
b
y despejando €l orden v, llegamos a:
L Z _
V=] p=1,2,... (A-82)

L n(%)

Curiosamente, €l valor del orden v parala ecuacion en derivadas (condiciones de contorno de
Neumann) tiene el mismo valor asintético. Evidentemente, aunque € pardmetro p puede tomar valores
desde 0, debemosiniciar en un valor suficientemente grande para garanti zar que se cumple laexpresion
asintotica de las funciones de Bessdl.

Por ultimo, hacer notar también que el val or asint6tico delos 6rdenes de las funciones de Bessel
es imaginario puro, tanto si &l medio tiene pérdidas o no -es decir, tanto s €l parametro k, es real o
complgo-.

A.5.-Seriesde Dini

Paraterminar con este anexo dedicado alas funciones de Bessel, vamos a describir brevemente
un desarrollo en serie muy utilizado para caracterizar funciones caulquiera en serie de funciones de
Bessel. Este desarrollo es €l de Dini, y es vaido silo en un periodo determinado.

Laidea es conseguir un desarrollo como el siguiente:

A1)=X br3fh,r) 5 0<rel (A-€3)
m=1

donde, seguin vemos, €l rango de validez del desarrollo esentre Oy 1.
Los parametros A, son los ceros, ordenados en orden ascendente, de |a ecuacion:

z ’V'(Z'Jv/(z) +H'JV(Z)):0 (A-84)

siendo v z% y H cualquier constante.

Para este caso, 10s coeficientes del desarrollo son:

2-x§,-flz-ﬂz)-Jv(x,n-t)dz
_ 0

- (A-85)
! (X,Zn _Vz)'\]\/Z()“m)+)\‘m"‘]v/2<7bm)

b

Por ejemplo, s hacemos v=0, tenemos & siguiente desarrollo:
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f(r)_ijo bm-Jo(xm-%) ; O<r<b (A-86)

donde, seguiin vemos, €l rango de validez del desarrollo es, en este caso, entre 0y b.
Y los pardmetros A, son los ceros de la funcion de Bessel de primera especie y orden 1:
Jl(xm) =0. Un desarrollo de estos ceros puede ser:

g Bl 4(u-1)(7-p-31) 32-(u-1)(83-y? 982 +3779)
m_67 B B -
8-p 3:(8-p)° 15-(8-B)°
B . (A-87)
du-1)- e .2 ‘- =memt—
~ 64-(n-1)-(6949- 3 - 153855 7+1585743 W-6277237) 4
105-(8-B) H=4
y los coeficientes:
2-flz-f(b-z)-30(xm-z)dz
b =—-2 (A-88)

m

35 (k)
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EXpresiones
generalesde utilidad

En algunas de las expresiones vistas a la hora de crear |os pardmetros de admitancia Y o de
impedancia Z de nuestros el ementos aparecian integrales que resultan ser analiticasy, por lo tanto, su
evaluacion es mucho més eficiente si las tenemos previamente calculadas y no las realizamos
numeéricamente. Seguidamente damos susvalores, deformamuy general, y apartir delas aqui indicadas
sepueden calcular otrasmas particulares. En[1, 2, 3] podemos, ademas, encontrar multitud deintegrales
y relaciones de utilidad.

Por otraparte, y en el Gltimo punto, también daremos algunas identidades asintéticas Utilesala
horade eval uar funcionestrigonométricas de argumento compl€j o, que también aparecen con frecuencia
en el cdlculo delas matrices de impedancia o admitancia.

B.1.-Ortogonalidad

Un primer conjunto interesante eslaortogonalidad delasfunciones de Bessel y delasfunciones
trigonométricas, dentro de un determinado intervalo. Gracias a ella podemos desarrollar en serie
diferentes funciones.

B.1.1.-Ortogonalidad de las funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad dentro del
intervalo [a,b]:

fb sen| 2-mem- 22| -cos Z'E'Q'ria dr=0
r=a b-a b-a
0, mzgq
fb sen( 2'n'm-r_a)-sen( 2-n-q'r_a)dr—‘ b-a
< r=a b_a b—a T’ m:q (B-l)
0, mzgq
fb cos| 2-m-m- =% | -cos 2-n-q-ﬂ dr=\ b-a
r=a b-a b-a 5 , m=gq
%

y donde lafuncidn x,, tomalos siguientes valores:
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1
1,7 1 (B-2)
2

B.1.2.-Ortogonalidad de las funciones de Bessel

La ortogonalidad de las funciones de Bessel, dentro de un intervalo cerrado [a,b] verifica la
siguiente condicion:

; 0, V,*V,
b r
[ RO OE L e G
rea fr:a Vp(r)T, v,=V,
siempre que se cumplaque r=a y r=b son sendos ceros de f_ (r). Es decir, que f (a)=f (5)=0.
q q q

También se cumple la condicion de ortogonalidad si »=a y » =b son sendos ceros de fv/q(r). Es decir,

que fqu(a) =t/ (b)=0.

Vg
B.1.2.1.-Integral asintética

Laintegral resultante de aplicar la ortogonalidad a las funciones de Bessel es, en principio,
imposible de calcular analiticamente, por |o que se debera calcular numéricamente.

Sinembargo, parael caso en el que el orden v es muy grande, sabemos que lafuncién de Bessel
que cumple las condiciones de la ortogonalidad se puede escribir de la siguiente forma:

3, (k) Ln(i)

r)=J (k-r)+———-Y_ (k'r)=sen| n-q- -
£, (r)=3, ( )Yv(k_b) v (k7) nan(%) (B-4)

q

yaque el orden de las funciones de Bessel sabemos que es -suponemos gue es asintético, por lo que €
maodulo del orden es mucho mayor que el argumento de la funcién de Bessel-:

n-q

v =jr—2 ¢q=1,2,... )
q Ln(‘;’) (B-5)
Y, por lo tanto, laintegral de ortogonalidad es:
fb fvz(r)ﬂui'm(é) (B-6)
r=a P r 2 a

valor que, como se puede ver, es constante paratodo orden v.
Lo mismo sucede para el caso de laderivada. Es decir, cuando los 6rdenes son los ceros de la
derivada de lafuncién anterior. En este caso, podemos escribir:
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3! (k-b) Ln(’;)
i (r):JV (k-r)+qi-Yv (k-r)<cos| m-g- (B-7)
T e e

donde el orden asintético es el mismo que antes. Y laintegral de ortogonalidad también igual:

r=aq P r 2 a

fb ff(r)ﬂai-Ln(ﬁ) (B-8)

B.1.2.2.-Integral no asintética

Como se ha comentado en € punto anterior, laintegral de ortogonalidad se debe realizar de
forma numeérica en general, utilizando las funciones de Bessel.

No obstante, cuando el orden v se obtiene através de laresolucién de un autosistema, como se
ha descrito en e anexo A destinado a las funciones de Bessel, se puede degjar en funcion de otras
integrales mas sencillas, de tal forma que se simplificasu cculo.

Recordemos que, en este caso, lafuncién qu(r) se puede escribir como un desarrollo en serie

delasiguiente forma-para el caso de condiciones de contorno de Dirichlet-:

.
£,00=% d;ﬁ-s'n(m-n-;_fl) (B-9)
m=0 -
Por lo tanto, laintegral de ortogonalidad queda:
d - d
[ 5|5 den| w4
r=a 9 r r=alm=0 b-a r
Y (X asd [ sen| w24 sen| (k) T4 (B-10)
k=0 | 1=0 r=a b-a b-al) r

d[q ’ d/:I— ‘,
2

= | v b r-a) dr b r-a) dr
= cos| m+(2-¢t-k) — - | cos| k- —
/;0 ; |:fru (TC( ) b—a) r fr:a (TC b—a) r :|
donde se ha aplicado la siguiente relacion:

Z a Z b, _[Z Cr
k=0 k=0 k=0

Como se puede ver, laintegral queda como unafuncion coseno integral, que es bien conocida.
Cuando tenemos las condiciones de Neumann, la funcién f () se puede escribir como un
q

k
donde c, = Z a, b, (B-112)
n=0

desarrollo en serie de la siguiente forma:

a4 m=0 b-a

N
1y (r):Z d;-cos(m-n-r_a) (B-12)

Por lo tanto, laintegral de ortogonalidad queda:
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2
dr _

y d,,‘j-cos( nm- ra)
b

m=0 -da

[frin-t

Yy d,"-d,j{,-fb cos( n't'u) -cos( n-(k-1)- ra) .dr
(=0 r=a b-a
. dzf,

X; [[ cos( (2:1-k)- Z Z) f cos( - Z) a;r}

Quedando, pues, unaintegral similar ala anterior, que es la funcién coseno integral.

= (B-13)

-
k=0

o

>

B.2.-Integrales generales

Otrostiposdeintegral es que aparecen son |os productos de funcionestrigonométricas. Estas|as
podemos separar en dos tipos, que pasamos a mostrar.

B.2.1.-Integrales trigonométricas: Tipo 1

Dentro de este tipo tenemos | as siguiente cuatro combinaciones, donde la funcion sinc(x) se ha
definido como sinc(x) = sen(nx) ;
TX

-0 -o
1, = “2gen| 2-7-m- ® %N ‘sen| 2-m-q- ® "% -dr=
a o, — 0y 0y =0

o,—0, o, — 0 O, +0,—2°0
-—2 L.snc| m-q-—2—2|-cos| n'| m-qg- 22— || - (B-14)
2 0y =0 0y =0l
o,—0, o, — 0 O, +0,—2°0
-2 _L.gnc| m+q-—2—1|-cos| n:| m+qg- 22— |-
2 0y =0 0y =0l

-0 -o
1,= 0lZSl—:'n{ 2:mm- ® %N ) -COS( 2:mq- ® "% ] -dr=

o o, — 0y 0y =0
o, -0 o, -0 o,+o,—2-a
2 % 2 %" 270 0
= -sinc| m-q- sen| | m-qg-—————— | | + (B-15)
2 0y =0 0y =0l
o, -0 o, -0 o,+o,—2-a
2 % 2 %" 270 0
+ -sinc| m+q- sen| | mrgr—>--——| | -
2 0y =0 0y =0l
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-a -a
13:f°‘2cos 2:m-m- ? % ‘sen| 2:m-q- ® "% -dr=
o o, =0y Oy~ 0l

o, — 0o o, -0 o, +0, —2°0
=-—=2 _Lignc| m-qg-—=—2|-sen| w| m-q-2—2— 2| | + (B-16)
2 0g—0g ag—a,

o, -0, . o, -0 O, +0,—-2°0
+—2_Lodng| m+q-—2—=|-sen| we| mg- 22— 2| | -
2 0y~ 0 0y =0

- -
14—f°‘2cos{ 2-mm 1]-005( 2.m-g- OJ-dr—
Oy

Oy =0y RER
o, -0, . o, -0 O, +0, 20
-—2 l.sine|l m-qg-—2—2|-cos| n:| m-qg-—2—2— 9|+ (B-17)
2 Oy~ 0 0y =0
o, -0, . o, -0 O, +0,—2°0
+—2_L.dnc| m+q-—2—=|-cos| n:| mqg-——2— 21| | -
2 0y~ 0 0y =0

B.2.2.-Integrales trigonométricas: Tipo 2

Dentro de este tipo tenemos |as siguientes posibilidades, utilizando la misma definicion de la
funcién sinc(x):

’1‘ffsen( 2np 2 ] '%”(V'(w—%))dw‘fazse”( 2np- 2 ] “sen(v-(¢ -t ))dp -

0,0y oy Oy =0y
,Z-A(p-p-ﬂj-%(v-A(P) , 27-Cp¢vA (B'18)
(an +vA(p)-(2np—vA(p) ¢ 2:p-m-A X
=1 >—7‘p-sinc( —) , X=V'A -2:pm
A, 2mp +vA‘P T
- 27tp:vA(p
a ¢-a a ¢-a
lz_falzcos[ o (12_(:1) .Sen(v.((p 7“1))d(p ) f‘llzcos{ o (12—(111) .Sen<v.((p 7a2))d(p )
(B-19)

o) ] el
= (np+v (p)( np-v (p) —W-sinc( z) y X=VA -2:pem
¢

0, 2mp =VA,



B-6 Aplicacion de la teoria de andlisis circuital generalizado ...

—a -a
13:f°‘zsen an-(p ! -cos(v-((p—al))dcp:—f“zsen an-(p ! 'COS(V'((p—(xz))d(p:
ay o, =0y a; o, -0,
(B-20)
2:p-m-A
:—g-sen X esine| 2|, x=v-A, -2pm
2mp +vA, 2 2 ¢
—a -a
14:f°‘zcos 2np- % -cos(v-((p—al))d(p:fqzcos 2np- ® % +cos(v+(¢ -0, ))de =
oq (12*(11 oy (127(11
(B-21)
2
v-A
- sine| X, x=veA -2'p'm
2mp +VvA, T ¢
Para el caso particular en el que €l parémetrovtieneelvalorv:q-Ai,dondeA(p:azfal,las
¢
integral es anteriores pasan avaler:
0,qg#2'p
- -
1= [ “2sen| 2np-—— L | .sen| gom 22l dg =4 A (B-22)
o Oy=0y AW 7(') ,q=2-p#0
¢-a ¢-a q'A“"Sen(n_zx]
1,= *2c0s 2np- 1].sen q-m 1 de= -sine| £ ,x:q72-p(B'23)
a, o, =0y A(p 2p+q 2
- -
1= “2gen 275p-(p L |-cos q-n-(p ! de=
a, o, =0y A(p
(B-24)
_z.p.A¢.Sen(ﬂ)
. X
= ssinc| =| ,x=q-2:
2p+q (2) er
0,qg#2p
- - A
14—f°‘zcos( 22 1]-cos{q-n-(p 1Jdcp—4 7“) ,q=2'p*0 (B-25)
oy o, =0y Acp
A(p ,q=2:p=0
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B.2.2.1.-Aplicacion
Un ejempl o donde aparecen estetipo de integral es, es cuando hemos calculado lasfunciones de
Bessel que cumplen las condiciones de Dirichlet y Neumann. En este caso dichas funciones estén
desarrolladas en forma de serie trigonomeétricay aparecen integrales como estas:

cos(n-p-ﬂ)
5 b-a

-a p-0

frbuqu(r)-sen( 2-n-m-]:_a)dr—z d}j’-fr:u .
Sen(n.p. )
(B-26)

frbuqu(r)-cos( 2-w-m- Z_a) dr:Z d};l.

B.2.3.-Integrales trigonométricas. Tipo 3

Y un Ultimo tipo de integral es, aunque se pueden considerar casos particulares delasdetipo 1,

tenemos:

Il—fazsen(q%' ? %
O

Oy 0y Oy =0y (B-27)
= ~sinc|l =| ,x=p-q
p+q n
0,p#q
- -
I, fazsen q'm % p % dp=1 A (B-28)
oy Uy =0y Uy =0y ?(p , »=q9%0
0,p*q
- - A
Ing“zcos g L -cos| prm Llde={ = .,p=q+#0 (B-29)
o Oy =0y Oy =0y 2
Acp , p=q=0
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B.3.-Valores asintéticos en funciones trigonométricas

En ocasiones debemos utilizar las funciones trigonométricas de val ores compl gjos. En general,
estas funciones tendrén el aspecto de sin(a +;b), 0 expresiones similares con €l coseno o la tangente.

Son bien conocidas las técnicas de evaluacion de estas expresiones. A modo de resumen
indicaremos el valor del senoy e coseno:

(B-30)

{ sen(a +jb)=sen(a)-Ch(b) +jcos(a)- Sh(b)
cos(a +jb)=cos(a)-Ch(b) -jsen(a)-Sh(b)

L osproblemas numéricos aparecen cuando deseamos cal cul ar dichasfuncionestrigonomeétricas,
mas la tangente, paravalores muy grandes, en valor absoluto, de la parte imaginaria del argumento de
lafuncion.

Para estos casos resulta interesante realizar ciertas aproximaciones que nos proporcionen un
valor de las funciones suficientemente exacto y sin errores numericos.

Debido a€llo, y tras pegquefias manipul aciones de las expresiones arriba indicadas, |legamos a
las siguientes expresiones asintoticas para las funciones trigonométricas:

sen(a)-Ch(b)+jcos(a)-Sh(b) , |b|<5
onla+ih) - . _
(a+jb) signo(b)-iz-eIin/"U'S'g”O(’J), |5]>5
cos(a)-Ch(b)-jsen(a)-Sh(b) , |b|<5
. B-31
1 cos(a +jb) %_e|b|—j~u-sigﬂ°(b), |b|>5 .

tg(a) +j Th(b) 3
nla-jp)-| 1talayTh) ' 1S

j-signo(b) , |b|=5
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Integral de funciones
oscilantes

En el desarrollo delateoriahemos podido comprobar como nos aparecen multitud deintegrales.
Algunade €ellas son analiticas, por lo que su evaluacion resulta sumamente facil, ademas de ser exacta,
y ya aparecen en e anexo B.

Otras muchas de €ellas no tienen solucion analitica, por lo que debemos recurrir a métodos
numéricos para su evaluacion. Los métodos numéricos disponibles para la correcta evaluacion de
integrales son numerosos, y entre ellos cabe mencionar, de manera destacada, el método de Gauss[1,
2], que es, sin duda, uno de los mejores. A modo de recordatorio decir que se basa en la evaluacién de
la funcion subintegral en unos determinados puntos (N) del intervalo de integracion, de tal forma que
si lafuncion subintegral fuera un polinomio de grado (N) laintegral numérica seria exacta.

Entre todas las funciones subintegral es que nos suelen aparecen, merecen un trato especial las
funciones que varian muy répidamente. Es decir, aguellas que son répi damente oscilantesen €l interval o
deintegracién. Parapoder realizar correctamente su eval uacion, los métodos clésicos, por ejemplo € de
Gauss 0 bien el de Simpson, trapecios, etc., necesitan conocer donde estan los ceros de la funcion
subintegral, de tal forma que € intervalo total de integracion se divide en tantos subintervalos como
ceros haya. Y es dentro de los subintervalos creados entre ceros consecutivos donde se redliza la
integracion por € método numérico gue se haya seleccionado. De otra forma, la evaluacion numérica
delaintegral no sera correcta.

Esto, evidentemente, resulta extremadamente complicado cuando la funcién subintegral es
répi damente oscilante, ya que la cantidad de ceros que aparecen es muy grande y su evaluacion puede
resultar, computacionalmente, muy costosa.

Es entonces cuando aparecen algunos métodos numéricos que estan expresamente disefiados o
ideados para este tipo de situaciones [3-7].

Un gilemplo claro de este tipo de situacion nos aparece, precisamente, a calcular lamatriz de
impedancias del sector angular. Fijémonos en la siguiente integral :

Ln(ﬁ) )
Fff cos| -l — -cos( Z'n'm'u)dr (C1

L n(ﬁ ) -a

En un caso como este, tanto m como |, indices de las funciones subintegral, tienen valores cada
vez mas grandes, de tal forma que, claramente, estamos ante un caso como el planteado, en el que la
funcién varia cada vez de forma més rapida

Como se hadicho, unaprimeraformaderesolver estasintegrales, y lamés habitual, esencontrar
los ceros de la funcién subintegral y aplicar un método clésico, como del de Gauss, a cada uno de los
periodos. Este método, sin embargo, es muy ineficiente, no tanto por €l calculo de los ceros, que puede
ser analitico, sino por & nimero deintegrales que hay que hacer si tenemos en cuenta que lafrecuencia
de variacion es muy grande.

Para resolver de forma eficiente este problema, vamos a fijarnos especialmente en el método
propuesto por Levin [3], y luego veremos como aplicarlo a nuestro problema.
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C.1.-Método general
Vamos a considerar € siguiente problema:

I [7 F)wle)d [* <fows(x)d c2

=a

donde hemos definido el producto interno <f,w> como el producto escalar entre €l vector de funciones
f'(x) y € vector w(x).
El vector de funciones f(x) es:

F@) = (A1) Sox) f5(x), o, () (C3)

y se supone que son m funciones que no son rapidamente oscilantes.
Por otro lado, el vector w(x), definido como:

w(x):(wl(x),wz(x),ws(x),...,wm(x))’ (C-4)

y se supone que son mfunciones gque si son rgpidamente oscilantes.
Ademés, vamos a suponer que €l vector de funciones rapidamente oscilantes cumplen la
siguiente propiedad:

w/(x)=4(x) w(x) (C-5)

Es decir, que la derivada del vector de funciones se puede expresar como €l producto de una

matriz A(X) -de dimensionesmx m- y consistente en funciones que no son rapidamente oscilantesy por
el propio vector de funciones w(x).

Cuando se cumplen estas condiciones, podemos asegurar que laintegral objeto de estudio tiene
€ siguiente valor:

1= [7 7 wle)d=(p () w(8)-(p Oa) () co
donde p™(x) es un vector de m funciones, definido como:

P O)=(p0) 28 ) ) () €7

donde, a su vez, cada unade las m funciones del vector es:
p,.<”)(x)zz c,fi)'u,{(i)(x),i:1,2,...,m (C-8)
k=1
donde u k(’) es un conjunto de funciones base conocidas (0 definidas de forma apropiada para cada caso,

normalmente un polinomio) y de tal formaque los coeficientes se calculan de modo global paraque el
vector de funciones p®(x) satisfaga la siguiente ecuacion:

L[p(n)(x.f)]:f(’?/) o J=l2..n (C9)



C-3

Integral de funciones oscilantes

para cada punto x; comprendido en el intervalo [a,b]. Notese que n es el nimero de puntos gue tomamos
entreay b, para gjustar la solucién alaecuacién diferencia planteada através del operador L.

En este caso L[] esun operador que se aplica sobre €l vector, definido como:
Ligq(x)]=q'(x)+4"q(x)=fx) (C-10)

Y donde f(x) es el vector definido inicialmente con funciones que no oscilan rdpidamente.

C.2.-Aplicacion del método
Vamosaproceder aaplicar el método propuesto deintegracion alaintegral que nosinteresa, que

volvemos a rescribir agqui:

Ln(ﬁ) )
I:fb cos| m-/- 1 ; 'COS( 2'n'm'%) dr (C-11)
r=a n(_) -

Vamos ahoraacalcular por € método antes descrito estaintegral, pero que vamos aplantear de
otraforma, parapoder aplicar el método anterior y de paso obtener otraintegral dual aestay quetambién

resulta de utilidad. Esta es:

. Ln(%) rc—
Ia:f cos| m-l-— L | -e baldy (C-12)
r=a Ln(é)
Como puede verse la llamamos |, de tal forma que su parte real es la integrarla planteada

inicialmente y su parte imaginaria nos da la misma, pero con lafuncion seno en lugar del coseno.
Como curiosidad, mencionar quelamaximafrecuenciadelafuncién primera, laquevariasegin
el pardmetro |, esl/(2a) y laméxima frecuencia paralafuncién exponencial es m, recordando, ademas,

gue ambos parametros son grandes.
Para plantear nuestraintegral como el modelo propuesto en el método, vamos a escribir |, asi:

(C-13)

X

b
j.n.( - Ln(E)Jrz m JCa]
Ln(2 b-a
e a
w(x)= ) (C-14)
—jm ( /- Ln(;),z. “""]
Ln(& b-a
e a

y €l vector de funciones lentas f(x):
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(C-15)

NI, N

Y si calculamos la derivada de w(x), podemos encontrar larelacién que liga esta derivada con
lapropiafuncién, de tal forma que:

/ 2'm
T + =
x-l_n(ﬁ) b_a

a

w/(x)=4(x)w(x) donde: A(x)= (C-16)
a

Comparando estas expresiones con el método general, podemos ver que el valor del pardmetro
m que indicaba el nimero de funciones de los vectores f(x) y w(x) es 2, por |o que s6lo necesitaremos
dos funciones en el vector p(x), que quedaran asi:

n ()= e )
pO0)=X e ux) =12~ (©17)
k=1 n
PE)=3 ePu)

Y donde lasfunciones base que vamos ausar serdn las mismas paralasdosfuncionesy devalor:

i k-1
) ) fe) o 5- 12 (c1)

Si ahora definimos, para simplificar, las siguientes variables:

n(_) s (c-19

A= (C-20)

Y s aplicamos el operador L al vector de funciones p(x), tenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:
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Pl () i)

N =

(C-21)

i) (| ot

N =

Este sistema se resuel ve particularizando en un nimero n de puntos dentro del intervalo [a,b].
Finalmente, pues, laresolucién de laintegral quedard, segin lo visto, como:

I:fxiuf[(x)'w(x)dxﬂ(P (")(b))['w(b) 7(p (")(a))['w(a) c2)

donde el vector de funciones p(x) se ha calculado previamentey € valor de w(a) y w(b) es:

w(a)—cos(n-l)-(i] ; w(b)—(i) (23
Y por lo tanto laintegral sera
1,=(p4(b) +p,(b)) ~cos(n1)-(p (a) +p,(a)) (C-24)

C.2.1.-Integracion para 2 puntos. n=2

Como gjemplo mas particular, vamos a hacer los cdlculos para el caso en e gue tomamos dos
puntos en € intervalo [a,b], de tal forma que las funciones p ,.(”)(x) seran:

2
R
{ i (C-25)

2
P03 e uPte) e ref x4

Sustituyendo estas funciones en la ecuacion diferencial resultante de aplicar el operador L[],
y particul arizando parados puntos, es decir parax=ay x=b, tenemos el siguiente sistema, paralaprimera

funcion p (x):

TR 1+(u+1) ( “b) @
a a 2 )
v v b-a ol
~ 1 A I €2
ey ()%

Por lo que, despejando, tenemos que |os coeficientes de la funcién son:

(C-26)

|
NI, NP
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c(l) 4-A
1 1
= ;A =p*ab+viepeve(a+b)+v (C-27)
cz(l) v
2:A

Haciendo o mismo parala segunda funcién pz(z)(x) , llegamos alos siguientes coeficientes:

2-U-a-b-v-(a+b)

c(z) 4-A
1 2 . 2 2
= P A, =pParbvi-peve(atb)-v (C-28)
62(2) -v
2-A

2

Por lo que los valores de las funciones en el origen x=ay en el extremo del intervalo x=b son:

_a(v+p-b) _a(-v+u-b)

p4(a) oA, p,la) T omn,
vewa)| (vua) o

b(v+U-a b(-v+U-a

py="" ¥ =/ py=2 A" vVHd

pl( ) 2'A1 pz( ) 2-A2
Y, finamente, el valor de laintegra | :
1435 n2 2. . 3. o2 2. .

,a:b(u bra?vi(Lewd)) ooy aludah?vi(1p-a)) ©30

TARRAVS A-A,

C.2.1.1.-Estimacion del error

Esta aproximacién que hemos realizado se basa en aproximar la solucion de una ecuacion
diferencia -ecuacién (C.10)- por una funcion polindmica, que, evidentemente, no es exacta.
Para podernos hacer una idea de la calidad de la aproximacion, podemos coger la ecuacion

diferencial, eintegrando en amboslados comprobar cuanto separecen entresi losvaloresy deestaforma
estimar el error cometido.

El sistema de ecuaciones diferenciales es:

(C-31)

Si integramosambos miembrosdelaigualdad, por egemplo delaprimera, yaquelasegundasera
igual, tenemos:
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e[ i we Yo s
x=a X
c-32
2-a-b-p-v-Ln(ﬁ)+(b—a)-(z-v2+2-v+p-v-(a+b)+2-u2-a-b) (©32)
) 4-A,
b |1 _b-a
I,- f > dx = > (C-33)

Y, enlamedidaenquel, el, se parezcan méas, mejor seralaaproximacion alasolucion real del
problema.

C.2.1.2.-Valores asintoticos

Por ultimo, veamos qué sucede si el valor del pardmetro | va creciendo, de tal forma que
podamos decir que |v|>>|u|.

Eseste un caso real, yaque €l parametro m, que gobiernael valor de , suele ser un valor cuyo
valor méximo estafijado a priori por el nimero de modos que deseamos considerar en los accesos del
problema, mientras que el valor de |, que gobierna el parametro v, puede crecer hasta valores muy
grandes debido ala convergencia deseada del problema.

Para este caso, tenemos que |os valores aproximados de los denominadores A, y A, tienden a
valer, ambos, v, de tal forma que los coeficientes de | as funciones auxiliares p(x) pasan a ser:

W a+b ) _a+b

€1 4-v €1 4-v
. ; . (C-34)

M| L P | L

2°v 2°v

Y, s calculamos laintegral |, con estos va ores, |legamos a:
7 - ~b+(1+u-b) + cos(x-1): a(l+u-a) (35

¢ V2 V2

Es importante destacar, de este resultado, que la integral es inversamente proporciona al
cuadrado del parametro v.

C.2.2.-Integracion para 3 puntos. n=3

De forma méas compacta vamos a dar |os resultados que se obitenen para el caso de considerar
3 puntos en € intervalo [a,b].

En este caso las funciones p,.(n>(x) seran:
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3
pO)- 3 O aPle)wefP e fd

k=1

3
pP0)- 3 D uPla) e ef

k=1

(x_a+b) +c3(l)'(x

2

(x_a+b) +c§2)'(x
2

_a+b

2

;
g

(C-36)
_a+b

2

Seguidamente sustituimaos en la ecuacién diferencial particularizando paratres puntos, es decir
para x=a, x=(a+h)/2 y x=b, y obtenemos €l siguiente sistema, en este caso para la primera funcion

p):
v v a-b v a-b)? 1
Y 1 A I -b M. =
ll+a +(u+a)( > ) (a )+(u+a)( > ) cl(l) 2
2-v 1
1 0 o | = .
u+a+b s > (C-37)
)
v v b-a v b-a\?| \¢3 1
d 1 A I b- M. =
I 0 e A e s PR &
Y despejando |os coeficientes tenemos:
_\3
( (g.ac.lé .[a.b.uz+a.u.v+2.v+vz+u.v.b])
A1
et (b-a)®v
Jau+rb-u+2-v+4a
P - Sabla-p) “HOH2Al (C-38)
A
e :
(a-b)°v-p
4-a-b+(a+b)
A1
donde el denominador A, vale:
_\3
l:—(b a) la-b-p3(a+b)+u2v-(a2+4-ab+b?)+
4-a-b+(a+b) (C-39)

+3-uve(a+h)+2-v-(2+v2)+3-vZ (2 +u-b) +3-uva |
Para el caso dual, es decir paralafuncion pz(z)(x), bastaré con cambiar v por -v.
Paracaracterizar €l error gue cometemos, bastaracon ampliar el método propuesto en €l apartado
anterior.

C.2.2.1.-Estimacion del error para N puntos

Vamos a ver la expresion general que tomaria esta estimacién del error, para un nimero N de
puntos, cuyas coordenadas son:



Integral de funciones oscilantes C-9

b-a
N-1

p,=a+(n-1) (C-40)

Para €ello, recordamos en primer lugar el valor de la funcién que nos sirve de aproximacion
-usaremos la funcién pl(N )(x) para nuestros cél cul os, sabiendo que la segunda es igual, cambiando el

signo del parametro v-:

N +b k-1
11)1<N)(x):pl(x):/Z:l ck(l)'(x—aT (C-41)
y su derivada es:
N k-2
A (c2)

Y recordamos que laestimacién del error lahacemosintegrando |os dostérminos delaecuacion
diferencia siguiente:

(C-43)

pll) () o)

N =

Asi pues, tenemos los siguientes términos:

b/ - |l b-a)\** (a-b)1
11:f pl(x)dx:pl(b)fpl(a)zz Cr N 1T (C-44)
a k=1
( b—a]k( a-b)*
- 2 2 c-45
Iz:“'fbpl(X)dx:u'Z e (¢4
a k=1 k
7 - b dx Q). b a+b)* dx
3—v-f pl(x)——v- cpl X-———| — (C-46)
a X k=1 a 2 X
1 b-
.

Notese que en laintegral |, tenemos otraintegral que se puede calcular de formarecursiva de
lasiguiente forma:

X

boa)® (a-b)*
/-b(x_a+b)kdx_ 2 2 _( a+b)_fb(x_a+b)k1@ (C-48)



C-10 Aplicacion de la teoria de andlisis circuital generalizado ...

C.3.-Otraintegral donde aplicar el método

Paraterminar, daremosotro ejempl o deaplicaci 6n del método, pero mésrépidamentey sinentrar
en muchos detalles.

Laintegral calcular es muy similar ala anterior:

Ln(é) ,(an;:j’) dr
ol — (C-49)
Ln(;) r

a

I":fi sen| -l

Actuando deigual formaque antes, detal forma que rescribimos|aexpresion subintegral como
la suma de dos exponencial es, tenemos que el vector w(x) es:

w(x)= (C-50)
Ln(i-) xX-a
| - ; =27 o
Ln(= a
76 a
y €l vector de funciones lentas f(x):
1
2:j-x
Ax)= (C-51)
1
2:j-x

Y si calculamos la derivada de w(x), podemos encontrar larelacion que liga esta derivada con
la propiafuncion, de tal forma que:

a

Alx) = - .
) . / 2-m 0 v (G-52)
0 Jm —— T
x-Ln(—) b-a

utilizando los pardmetros v y p definidos anteriormente en la ecuacion (C.19).
Y con estos valores, € resultado de laintegral ser&

1,=(p4(b) +py(b)) -cos(n-1)-(p,(a) +p,(a)) (C-53)
C.3.1.-Integracion para 2 puntos. n=2

Parael caso de considerar dos puntos, tenemos que las funciones auxiliares p,(X) y p,(x) toman,
en los limites del interval o, los siguientes valores:
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pyla)= e VLR
BT2) ve(vepea)(vepeh)
1 v+l+u-a
b - .
) e pa) (v o d)
3 (C-54)
_ 1, -v+1+U-b
P Ve (v D)
1 -v+1l+Uu-a
b - = .
) wa) (v D)

Y con estos valores esinmediato el calculo delaintegral 1, através de (C.53).
C.3.1.1.-Valores asintéticos

Si ahora, como antes, consideramos que el pardmetro v crece lo suficiente como paradespreciar
al pardmetro |, podemos ver que laintegra |, tiende avaler:

] ==

o

1
Jjv

“(1-cos(nl)) (C-55)

En esta expresion esimportante notar que esinversamente proporcional a valor dev, y noasu
cuadrado como sucedia en el ejemplo anterior.

C.4.-Ejemplo numérico

Hemos visto hasta hora como se aplica el método. Pero vamos a ver ahora algunos resultados
numéricos, paraver labondad del mismo.
Supondremos la siguiente ecuacion, vista anteriormente:

Ln2)) o)
e “dr (C-56)
Ln(—)
Y sobre estaintegra aplicaremos el método de integracion, viendo en primer lugar un gemplo
para una pareja de pardmetros (I,m) y luego para varios valores.

b
Ia:f cos| /-
r=a

C.4.1.-Ejemplo para m=I=20

En lasiguiente figuratenemos representadalafuncién subintegral, en su parterea y en su parte
imaginaria
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2.0
Real(F() a=0.24 L éj a
eal(F(r b=0.52 d r Frmm
1.5 - Imag(F(r)) m=20 F(r):Lcos zel- e b-ady
1=20 Ln| —
a
1.0
g 0.5
0.0 {¥:
-0.5 4
1.0 4 A — . : :
0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
r

Podemos ver que cumplelacondicion de que es rdpidamente oscilante, por |o que, en principio,
es aplicable el método propuesto.

Si colocamos en una tabla los distintos valores que vamos obteniendo a medida que vamos
incrementando el nimero de puntos deinterpol acién desde 2 hasta 7, tenemos | 0s si gui entes coeficientes
de los polinomios -C1 y C2- y los resultados de las integrales de estimacién de error la e Ib y, por

supuesto, €l resultado de laintegral I:

c1 c2 la Ib [
9.98626-007-
-0.0001- 0.0031i 7.30676-004i . .
0.0002+ 0.0101 923050007 0.1849- 0.0009i 1400 0.0001+ 0.0026i
-6.8336€-004i
N
1.0313-006
-0.0000- 0.0021i -7.5455e-004i
0.0008+ 0.0100i -2.6257e-006 0.1424- 0.0001i 1400 0.0002+ 0.0026i
-0.0031- 0.0506i -6.83386-004i
-0.0000+ 0.0012i
-0.0000-0.0021i 0.0000-0.0008i
0.0005+0.0047i -0.0000-0.0006i 0.1422- .
-0.0079-0.0527i 0.0000+0.0012i 0.0003i 1400 0.0003+0.0026i
0.0310+0.2661i 0.0000-0.0022i
-0.0000-0.0021i 0.0000-0.0008i
0.0001+0.0044i -0.0000-0.0006i
-0.0036-0.0213i 0.0000+0.0011i 0.1402- 0.0000i 1400 0.0004+ 0.0026i
0.0653+0.2787i -0.0000-0.0022i
-0.2648-1.4126i -0.0001+0.0039i
-0.0000-0.0021i .0000-0.0008i
0.0002+0.0051i -0.0000-0.0006i
-0.0002-0.0195i 0.0000+0.0011i . .
0.0228+0,0902 0.0000.0.0020i 0.1403- 0.0001i 1400 0.0004+ 0.0025i
-0.4905-1.4601i -0.0000+0.0040i
2.0483+7.4543i 0.0001-0.0071i
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c1 c2 la Ib I
-0.0000-0.0021i 0.0000-0.0008i
0.0003+0.0051i -0.0000-0.0006i
-0.0020-0.0260i 0.0000+0.0011i
7 -0.0041+0.0831i -0.0000-0.0020i 0.1400- 0.0000i 1400 0.0004+ 0.0025i
-0.1239-0.3496i 0.0000+0.0036i
3.4539+7.5182i 0.0000-0.0071i
-14.7559-38.7844i -0.0004+0.0127i

C.4.2.-Ejemplopara"m" y"I|" vectores

Sobre la misma funcién, vamos a suponer que variamos el parametro m desde 60 hasta80y el
parametro | desde 10 hasta 60.
Tras gecutar varias veces €l método, tenemos las siguientes gréficas logaritimicas donde
tenemos €l error relativo cometido respecto del resultado correcto y donde podemos comprobar como
van mejorando los resultados a medida que tenemaos mas y mas puntos de interpolacién, en este caso
desde 2 puntos hasta 20 -los radios interior y exterior son, como antes, a=0.24; b=0.52-

N=2

|
!
|
|

Parametro "m"

ir
10 15 20 25 30 35 40 45
Parametro ""

80

78

76

Parametro "m"

N=3

‘1

30 35 40

Parametro "I

" “

Parametro "m"

10 15 20 25 30 35 40 45
Parametro "

Parémetro "m"
3

3

80
78
76
74
72
7
6
66
64
62
O 15 20 25

N=10

30

35 40
Parametro ""
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Matriz Z del
elemento nodo

En este anexo vamos a ver e célculo de la matriz de impedancias del elemento nodo. Este
elemento nos permite conectar dos puerto en uno sblo, ya gque consiste en un sector de grosor ceroy con

un acceso por un lado y dos por € otro.
En las siguientes figuras podemos ver 10s dos casos que se nos pueden dar:

A A

\ 4

Podemosver quelafiguradelaizquierdamuestraun elemento nodo donde el acceso comin esta
en d interior (acceso con €l nimero 1) y los dos a unir en el exterior (accesos con los nimeros 2y 3),
siendo cada uno de estos un acceso comprendido entre lasfases o, y «, (acceso 2) y o, y o, (acceso 3),
de tal formaque el acceso comun quedara entre lasfases o, y a..

Puede notarse, al mismo tiempo, que el grosor del dieléctrico es d, valor que tenderaacero, de
tal forma que no tendremos accesos en las paredes lateral es ya que son de grosor nulo.

Lafigurade la derecha muestra el caso dual o complementario, donde el acceso comin es el
exterior, queiradesde las fases o, a o, (acceso nimero 1) y consistiraen launion delosaccesos2y 3
gue comprenden los intervalos [o,,a,] Y [ot,,0t5] respectivamente.

El desarrollo en serie delos campos en cada uno de los puertos de acceso estaradado en funcion
de unas funciones base que serén, para el puerto comun:

[sen[ 2:m-m- %N ) ,COS( 2:mm- % ]
O30y Uz=0y

{

(b-1)
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Mientras que paralos otros dos puertos tendremos:

Puerto 2:

Puerto 3:

sen

2:mm

2:m-m-

. (pial

Oy~ 0y

(P7a2

oz -a,

,C0S

,COS

2:mm:

. (pial

O,=0y

@7a2

0z -0,

(D-2)

Evidentemente, este procedimiento se puede generalizar para €l caso en el gque tengamos un
tnico acceso en un lado y N puertos por el otro, desde una fase «, hasta o, de tal forma que las
funciones base para los accesos sean:

(D-3)

i O

-, -0,
Puerto i: [sen{ 2:mm: ¢ '1] ,COS{ 2:mm: ® %
o

D.1.-Red del tipo 1

En este apartado vamos a calcular la matriz de A
impedancias delared con un puerto por € interior comin
y dosen e exterior, que se corresponde con lafiguraque
volvemos a presentar seguidamente.

El procedimiento de célculo serd el habitual, es 2=
decir, paracalcular cada unade las columnas de lamatriz @, o
de impedancias degjamos en circuito abierto (condiciones , s
de pared magnética) e resto de puertos excepto el | / /7 \@
correspondiente a la columna objeto de célculo, para, ,/'
finalmente, obtener larelacion:

&

&%)
o4

|

NIl

=
Y

13

!

(D-4)

NIl

23| | 72

|

Nl
Ny
w

33

D.1.1.-Columna 1. parametros Z;,

Cuando entramos alared por el puerto 1 con un campo magnético, este campo excitacion tiene
lasiguiente forma:
¢ - oy
(13 - (11

w ©-o

H 25 o +sen|l 2-mw-m- !
@ m

m=0 (13—(11

] +Bm-cos( 2:m-m: (D-5)

Y el potencial en el interior del medio dieléctrico es:
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Y= Z gv(r)'[ a, sen(v-((p - (11)) + bV . COS(V'((p - Otl)) ] (D-6)
donde lafuncion g, (r) es unacombinacion lineal de funciones de Bessel detal formaque se satisfagala
condicion de contorno en las paredes magnéticas que, en este caso, estan situadasen r=hb. El orden v, por

L i 2:mp
conveniencia, lo tomaremos; v=——£4
Oz=0y

Por lo tanto:

Y (kr) (D-7)

Como los campos magnéticos deben ser iguales en el puerto de excitacion, tendremos:

(p7a1
Oy=0y

(p7a1

O30y

H(p:z;o am-sen( 2:mm: ] +Bm-cos{ 2:mm:

(D-8)
- X ella){a, sen(v(p-a,)) b, cos{y(p-a,)]

Deestaecuacion, aplicando laortogonalidad delasfuncionestrigonométri cas podemos despej ar
el valor delospesosa, y b, del campo en el interior del sector:

_ -2 . N . 0‘3sen . _ . S (pial
v, m ¢ senl 2-nm
e o =)
| (D-9)
_Z.X - )
bV:—V- B, - [ cos(v(p - -cosl 2emm-
(“3’“1)'gv/(a) ;:0 fal (V ( 0‘1)) nm

de

de

D.1.1.1.-Parametro Z,,
El campo eléctrico en el puerto 1 serg, calculado a partir del potencial en el interior del sector:

E=—jow¥|_=-jou) gla)a sen(v(p-a,))«b,cos(v:(p-a,))] (D-10)

Este campo |o debemos poner como una serie en funcién delas funciones base del puerto, detal
forma que:

£ oY s o) o sfyo- o)) b, eosfv{o-))

-0 -o
1 2-mq- A

:Z Cq-sen 21 g- ¢
Gz—0y

+Dq'COS
q=0

O30,

) (D-11)
1

Y aplicando de nuevo la ortogonalidad de las funciones trigonométricas:
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= 2 of — 7 . . . a . . . (p7a1 . . —_
Cq— ((13—(11) ( ](Dl.l) ; a, gv(a) fajsen 2:mq =y sen(v ((p al))d(l)
3 (D-12)
D= jop) Y bog(a) [“cos 2mgt | -cosfy-(p-u))do
((13—(11) v o, (13—(11

Comoloquenosinteresaeslasiguienterelacion entreel campo incidente magnético en el puerto
1y el eléctrico resultante el puerto 1, tenemos:

é = a q = a, Z:E;") qm Z:E;'C) qm a,
I 2T I L, - ' (D-13)
D B D, | B, 7O o) B
1], 1,

donde cada e emento de lamatriz es:

S 2:(-7 -2 gv(a) ag p-a
Z:El)(m: ( J(DH).Z = f sen(v-((p—al))-sen( 2-1q- 1] de-
! U3=0; v (“3’“1) g(a) T Oz =0y
g (@) |2l ()
" 90, |  |(-1)(Jop)——,) %%
f sen(v-(cpfal))-sen 2:mm: de =1 (a)
oy Og =0y qu qg=m=#0
0, resto
z8)| -z -0 (D-15)
qm qm
(cc) . qu(a) 27[q
le (/'n:<—1)-<—]60|-1)- /( )B(m—q) ) quﬁ (D-16)
g, (a 3 %

D.1.1.2.-Parametro Z,,

El campo eléctrico en el puerto 2 sera el siguiente, obtenido a partir del potencial en €l interior
del sector:

E=-jopu¥| = —j'(o-u-zv: gv(b)-[av-sen(v-<(p —al))+bv-cos(v-<(p —al))] (D-17)

Este campo debe ser rescrito en forma de serie de las funciones base del puerto 2, de tal forma
que:
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D-5
o 0o, sl o) b oo o) -
m . . (D-18)
o n o, =0y ! Uy~ 0y

Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, teniendo en cuenta que la
expresion es Unicamente validaen e intervalo [ o,,0,]:

-a
av.f‘xzsen 2:mq, P %
oy o, —0y
¢, ~—2— (o) Y gb)
((12 “1) v " ¢-a
+bv' 2gen 2'75'41'
oy o, =0y
<
-a
a, 0tZCOS( 2'mq," hd 1)
Z.qu o, o, =0y
D, - (~jon) Y g,b)
(aZ*al) v o ¢-a
+b," [ ?cos| 2:m-q,-
oy o, =0y

-Sen(v-((p fal)) de+

: ] -cos(v-(p ~a,)) do

sn(up-a)) o+

: ] eos{(o-)) e

(D-19)

Larelacion entre el campo eléctrico en el puerto 2'y €l magnético en el 1 nosdara el parametro

gue buscamos Z,,, definido como:

é ( (_i] qu ?
21 2| T 4o
B Dql

NIl

D

z3)

qq.m

26

qqm

z5y")

=

qq.m a,
Bm

qq.m

" - b) .., -a -a
22(313) = 2 .(,jmu).gv( ).f 2%“[ 2'7!:'771' (p 1).%( 2.n.ql. (p 1) d(p

awm o, -0 / a O, —0 o, -0

27 % g,(a) Tn 3~ % 27 %

. - b) .. -a -a
AN o (-jop) gv/( ). *cog| 2-m-m-——L | -sen 2:m g, L) PP

L 0L, Oy gla) 'm Oy =0y o, =0y

y X b) .. - -0
Zz(‘f)q = (o) gv/( )-f 2sen| 2-meme o -cos( 2:mq, hd l] de

MOl 0y gla) ' u Oy =0y 0, =0y

(D-20)

(D-21)

(D-22)

(D-23)
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. -2y, b) .., - -0
AR m—i“-(jmu)-gv/( ). *cos| 2 m——L | -cos 2:mq, ® % de (D-24)
gm0, -0l gla) Tm o0, 0,0,

D.1.1.3.-Parametro Z,,

Este caso es el dual del anterior, pero variando las fases entre o, y o, por 10 que €l
procedimiento de cdlculo esigual que parael parametro Z,,, definiendo el campo en €l puerto 3 como:

(p_az

RES

Z.n.qz.

= -
E =), qu-sen( 2:mq, hd 2) +D, -C0S (D-25)

q,=0 Gz,

Y donde el parametro Z, nos relacionara los campos el éctricos y magnéticos en el puerto 3y

1 delasiguiente forma
(ss)
| Tl 5| T 31| ’ i
D qm cs
D B ‘@ B, AR - B,

donde cada e emento de lamatriz es:

24

qoim

Nl

259

qo.m

_ b - B
-2 '(‘jﬂ)U)'gv( )'f%sen[ 2:mm- ® al)'sen( 2:'mq, ? az) de (D-27)

d2m Q-0

. b a -a -a
Zgl‘) = (fjo\)u)-gv( ) scos| 2:mom—— L | -sen 2:mq, Al de (D-28)

qp.m (13—(12 g\f(a) a, a3—(xl (13—(12

s —2+, b -a -a
Z3(°1“) qz'(—jcol.l)'gv( )-f%sen 2:mm: ? % “Cos| 2:mq," ® % de (D-29)

d2m oy —0, gv/(a) a, Q=0 oy =0,

,Z.Xl

a2m oy -0, g/(a) ay

¢ - -0
759 cos[ 2mm = ) -cos[ 2:mq, ke 2) de (D-30)

D.1.2.-Columna 2: parametros Z,,

Ahoraatacamos lared por el puerto 2 con un campo magnético de la siguiente forma:
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= -0 -0
Yy am-sen( 2:mm: hd 1] +[3m-cos{ 2:mm- hd 1] , O <@<a,

H,={ m=0 Oy =0y 0=y (D-31)
0, a,<@<a,
El potencial en el interior del medio dieléctrico es, de formasimilar al caso anterior::
¥=3 g,(r)[a, sen(v(¢ ~ay))+b,-cos{v-(p-a,))] (D-32)

dondelafuncién g,(r) es unacombinacion lineal de funciones de Bessel de tal formaque se satisfagala
condicién de contorno en las paredes magnéticas que, en este caso, estan situadas en r=a para todo el

intervalo [a,,05] Y enr=b parael intervalo [a,,o,]. El orden v vuelveaser: v = 2mp
Uz=0y

Por lo tanto, para cumplir, en primer lugar, la condicién de contorno en r=a:

3/(k-a)

g(r)=d(kr)-——-Y (kr) (D-33)
Y [(k-a)

v

Como los campos magnéticos deben ser iguales en el puerto de excitacion, tendremos:

(p—(xl

i -
H,=Y o -sen 2:wm: % +B, -cos| 2-m-m:
¥ om0 Oy =0y

o, — o
2 1 (D'34)

Xl oy sen(v-(p-o)) by cos{vo(o-) ]

Deestaecuacion, aplicando laortogonalidad delasfuncionestrigonométricas podemos despejar
el valor delospesosa, y b, del campo en el interior del sector, y de paso, por imponer laigualdad entre
ambas funciones, satisfacemos la segunda condicion de contorno gue todavia no estaba aplicada (pared
magnética en r=Db, pero en el intervalo [ «,,0.]):

o ¢-a
) am-falzsm(v-<(pal))-sm( 2w -m- az—all] de +
a2 %
B o P-a
+Bln.fa12w1(v.((pal)).cos( 2.n.m. az_aj;-] d(p
3 - ) (D-35)

a,- aZCOS(V'((p(Il))'SEH( 2:mm: (pal] de +
_Z_X o o, (12—(11

-

a ¢ -0,
. 2 . _ . 2. . . d
-+[3m fal Cos(v ((p al)) COS( Tm (12—(11] [0)
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D.1.2.1.-Parametro Z,,
El campo eléctrico en el puerto 1 ser&:
E=-jrop¥|_=—jop), gv(a)-[av-sm(v-((p fal)) +bV-COS(v-((p "11))]
Campo eléctrico que desarrollamos en serie de las funciones base, quedando:

E - *J"(D'U'XV: gv(a)-[av-sen(\f'(q)*%))erv'cos("'(‘l)*“l))]:

-a
2:mq- P
og—0y

oy

:Z C(/'Sen
O30y

+Dq'COS
q=0

Y aplicando la ortogonalidad:

2 . a %
C = S . . . [ % 2umag- . A — d
. ((13(11)( Jou) XV: a, gv(a) fal sen| 2-m-gq p— sen(v ((P Otl)) ¢
<
2y . " ®-o
Dq—(as(‘il)-(—]mu)-; bv-gv(a)-fajcos 2'7t'q-%(;1 'COS<V'((p—0L1))d(P

Ladefinicion del pardmetro Z ,, ser&

=7 - | = . =
12 B qm Bm Z:E‘;)

donde cada elemento de la matriz es, después de sustituir y simplificar:

C z&)

q

D
q

C
D

= qm

12

qm am
B m

qm

Z("")
gm 12

) ) qu(a
(o2
Oy—0y qu(b

~

~

73

{ _2myg
gm "1 a,-a
—a —a 3 9
-fazsen 2:m-m- ® % ‘sen| 2-mq- ® %N de

a 0, =0 Oy =0y

1

| way gl B)
Zilgc) - ! { q:

qm (13—(11
a, (p7a1
. cos| 2-m-m- -sen

(D-36)

(D-37)

(D-38)

(D-39)

(D-40)

(D-41)
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- .Xl gv (a)
— . (ew ,"(b)
3" % 8y
cs 2 .
) = ' , {vq——“ 4 (D)
_ “a O5~0y
[ 2 sen| 2:mem: L|-cos| 2:m¢q Ll de
ay o, =0, 050y
- 'X( gv (a)
- _a"( Jou): ,"(b)
3 1 gv
cc 2 .
2 ' , {vq——“ 4 (D-43)
o (p—(xl (P_al (13 le
- 2cos| 2w m- -Cos| 2:m-q- de
o, o, 0, Oy =0y

D.1.2.2.-Parametro Z,,

El campo eléctrico en el puerto 2 sera el siguiente, expresion que seravdlida Unicamente en el
intervalo [a,,a,):

B o] = oS g 0) e enlv(p-a)) b oo )] o

Este campo, puesto en forma de serie es:

E_= —j-(;)-l,rzv: gv(b)'[av'sen(V'((p—al))+bV'COS(V'((p—al))]:

_0‘1

o ¢-a
= Z Cq -sen 2'n'q1' 1
9;-0 O,~0y Op=0y

(D-45)
+Dq1-cos[ 2:mq,- ]

Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, teniendo en cuenta que la
expresion es Unicamente valida en el intervalo [ o,,0,):

o B R

oq o, —0y

oy oW T w0

o, “1] cos(v-(¢ -0, ))de
4 j " (D-46)

av-f(:z cos( 2:mq, % ] -sen(v-(@ -a,))de +

-
+bv.f‘o‘zsen( 2:meq, ?"%
U1

2-)((
D, =—(-jop) Y g,(b)

" (eama)

O, ~0,

-
+bv.f(:12cos[ 2.n.ql.;p 7(11
1 2 1

] oos{v{o e,

Larelacion entre el campo eléctrico en el puerto 2 y el magnético en é mismo nos dara €l
parametro que buscamos Z,,:
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(.v.v) (sc)
é = a q1 = am 222 qq,m z qq,m am
| =L | 7 “Zyo|, - ’ (D-47)
D B ay am B, Zz(cz‘&) Zz(cz‘v) B,
qq.m qq.m
donde cada elemento de lamatriz es:
. -2 g,(b)
~—(-jow IE
2% 3 % v gi(b)
[ 2wy L sl o
o, o, =0y
6)| e e 2% Ao - ]
AN q1’m—< falzsen[an P sen(v ((p al))d(p+ (D-48)
o (p7a1
+Xv-falzsen( 2'mq, “2‘“1] ~cos(v-(¢ -, ))do-
-fazsen 2:mm: % -COS(v-((pfal))d(p
oy (12—(11
. -2 g,(b)
(~jop)- > s
Uy =0y O3~y v g (b)
s 20 25 anfufp -
oy (12*(11
z5)| -1 - "‘zcos[z-n-m-(p_m1 -sen(v-(¢-a,))do + (D-49)
qp.m a, o, =0y

+Xv.fazsen( 2-n.q1.;p“:1 ) -cos(v-(<p—a1))d<p-
“ 2 %

oy o, —0y

. 0L2COS[ 2:m-m- ® % ) -COS(V'((P—(Xl))d(P
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2%, _ (b
Loy —2y &),
woa G S gln)
o renc 5 e
%1 Uy =0y
ZZ(CZX) qum:‘ -f(:zsen[ 2'n'm-;pz_(:11 -Sen(v-((p—(xl))d(p+ (D-50)
+Xv.f0:2 COS[ 2-7'[-q1- (:pza::-) 'COS(V'((P—OLl))d(p
'f;fse”( 2‘“'m'a2ai]":"S(V%‘P-%»d«p
ZX B b
q1 (_]0)“) Z g\;( )
2 370 gy(b)
o sen 5 e
%1 Op=0y
Zz(;c) qumﬂ . (:ZCOS( 2'n'm-;p2_(;ll -sen(v-((pfal))d(p+ (D-51)

D.1.2.3.-Parametro Z,,

El campo eléctrico en el puerto 2 sera el siguiente, expresion que seravalida Unicamente en el
intervalo [a,,a;]:

E=-jopu¥| = j'(s)-u-zv: gv(b)-[av-sen(v-((p—al))+bv-cos(v-((p—(xl))] (D-52)

Este campo, puesto en forma de serie es:
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E_= —j-(;)-l,rzv: gv(b)'[av'sen(V'((p—al))+bV'COS(V'((p—al))]:

_0‘2

= -
= Z Cq -sen 2.n.q2. ¢ 2
7;-0  * 370

(D-53)
+D,_ -COS| 2:m"q,"
” Uz~

Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, teniendo en cuentaahora que la
expresion es Unicamente validaen el intervalo [ o,,0]:

av'f:ase”{ 2-mq, ;P_‘;z ) -sen(v(g -a,)) dep +
2 3 2
‘G 2 jCrou Y g0
> ' +b -fa3sen 2:mq," b % 'COS(V'((pfa ))d(p
v a, 2 oy -0, 1
* ) . (D59
av-faacos( 2'mqyr b % ) 'SEh(V'((pfal))d(er
Z.Xq a, agz-a,
D, - (jon)Y g,(b)
(Faa ) b - [“cos| 2 P7% 1. cos d
+p - Ted . o -
. fuz cos| 2:m-q, o, (v-(¢-ay))de

Ladefinicion de Z,, sera entonces:

| 7432 5| T 432
D B Dflz

24

qoim

N
qm Bm B Zg(cz-s)

Z("")
gpm 32

qp.m a,
. (D-55)
B
qp.m

z3,

qgim

= .f"zsen( 2-mm: ¢-0, '%ﬂ(V'(¢7al))d@+ (D'56)




Matriz Z del elemento nodo D-13

_ b
(~jon): > &)
03~ 0y O3=0y v g (b)
oy 0z -0,
sc o ¢-a
Z3(2)q2’m:< -[alzcos[ 2-7t-m-0Lz_0Ll1 'SEI’](V'((pfal))d(p+ (D-57)
+Xv.fazasen( 2.n.q2. O _(:;22) .COS<V.((p7a1))d(p
. [ %2 2emm- e o - d
ful cos[ nm 0‘2‘0‘1) cos(v-(¢ -a,))de
2, - b
o2 g,(b)
REN Og=0y v g (b)
f“f'cos( 21, % -sen(ve(@ -a,)) de-
oy 0y—a,
Z?ECZX) c/z,m:< -f:sen[ Z-n'm';pz_(;t 'Sen(\/'((p—(xl))d(p+ (D-58)




D-14 Aplicacion de la teoria de andlisis circuital generalizado ...

fa: cos( 2:mq, p— -sen(v-(¢ -a,))de-

'Sen(V'((p—(xl)) de + (D-59)

=4 - 0‘Zcos( 2:nm-

oy o, —a

+Xv-f“3cos[ 2'mq, ;p—c;z ] 'COS(V'((p—(xl))d(p'
b2 3 %2

. azcos( 2:t m: % ] -COS(V'(<P—a1))d(P

oq o, —0y

D.1.3.-Columna 3: parametros Z,,

Por ultimo, cuando atacamos lared por € puerto 3, €l campo magnético es.

0, a,<¢p<a,
H =y « B B (D-60)
o o
i Y o -sen| 2-mm- Ll +B,,-CoS| 2:m-m- ot y O, <<y
mo 0y-a, ' RERLP
El potencial en €l interior del medio dieléctrico es:
‘P:Z gv(r)-[av-sen(v-<(p7al))+bV-COS(v-<(pfal))] (D-61)

donde lafuncion g,(r) es una combinacion lineal de funciones de Bessel que satisface la condicion de
contorno en las paredes magnéticas que, en este caso, estén situadas en r=aparatodo el intervalo [ a0
y enr=b parael intervalo [a,,a,]. El orden v vuelveaser: v= 2mp

Uz=0y

Por lo tanto, para cumplir, en primer lugar, la condicién de contorno en r=a:

()=, (ker) - )
Y (k-a)

v

Y (kr) (D-62)

Como los campos magnéticos deben ser iguales en el puerto de excitacion, tendremos:
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> -a -a
H :Z a, -senl 2-m-m: b2 +f,,-CoS| 2:m-m- Rl
® a0 Uz -0y U3 =05

(D-63)
% glle){a, sen(v-{o ) -, cosv-{op-)]

v

Deestaecuacion, aplicando laortogonalidad delasfuncionestrigonométricas podemos despejar
el valor delospesos a, y b, del campo en €l interior del sector, y de paso, por imponer laigualdad entre

ambas funciones, satisfacemos la segunda condicidn de contorno que todavia no estaba aplicada (pared
magnética en r=b, pero en el intervalo [«,,a,)]):

T o e e

a, 0z -0,

+Bm'faasen(\/'((pal))-cos( 2T m- P % ] d(P

U3 =0y
] (D-64)
a ¢-a,
am-f 3COS(V'<(pOLl))'Sen( 2:mm: ]d(p+
_Z.X oo L) t3~0a,
e
U3 =0y ) 8\D) "7 L[ do-a. )\ U
-+[3m faza cos(v-(¢ - o)) cos( 2:mm %‘%] d(p-
D.1.3.1.-Parametro Z,,
El campo eléctrico en el puerto 1 ser&
E=-jop¥| _ =—jopuy, gv(a)-[av-sen(v-((p—al))+bv-cos(v-((p—(xl))] (D-65)
Campo eléctrico que desarrollado en serie de las funciones base es:
E =-jouy, gv(a)-[av-sen(v-((p—al))+bv-cos(v-((p—al))]:
N o 0a (D-66)
:Z Cq-sen 2:mq: 1 +Dq'COS 2:mq- 1)
-0 U370y Uz =0y
Y aplicando la ortogonalidad:
C, = 2(jon)Y a, g (a)- [ "sen| 2:7g- ? sen(v-(@-a,))de
{ (D-67)
Z'X( . o p-a
Dq—(ag_él)-(]cop)-zvj bv-gv(a)-falacos 2-7t-q-%_0Ll1 -COS(v-((pfal))d(p
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Ladefinicion del pardmetro Z , ser&

=7 .- | = . =
13 B qm Bm Z:&;)

donde cada elemento de la matriz es, después de sustituir y simplificar:

C z&)

q

D
q

C
D

13

qm

qm am (D 68)
B m

qm

2y

-2 ) qu(a)
o S
3 0 g
Zl(é;’) - ! ’ Vq:m (D-69)
qm (p7a (p7a a3_a1
.f‘lzsen 2enom- 2 |.sen 2:mg- 1 de
oy oy, Oy =0y
-2 ) qu(a)
o
30 g,
Zl(séc) _ ! ’ V(/:m (D-70)
" ¢ - ¢ - e
- [“cos| 2-m-m- 2 |-sen 2:mq- ! de
oy oy, Oy =0y
-2 g, (a)
" 7(1‘(] (_jmu). /‘l(b).
30 g,
z&)| - ' , (,:72'7”’ (D-71)
" ¢ - ¢ - e
-f"asen 2:mm: 2 |-cos 2:mq- ! de
oy oy, Oy =0y
ALY _ g, (a)
" 7(151 .(_](Du). /‘l(b).
30 g,
Zl(ﬁ;,") _ ! , Vq:m (D-72)
" ¢ - ¢ - e
- [ cos| 2:m m- 2 | -cos| 2:mg- Llde
oy 00, Oy~ 0Ly

D.1.3.2.-Parametro Z,,

El campo eléctrico en el puerto 2 serd el siguiente, expresion que seré vaida tnicamente en €l
intervalo [a,a,):

E_= -jrop¥] _,=-jropd g (b)|a, sen(v:(¢-ay))+b,cos(v:(e-ay))] (D-73)

Este campo, puesto en forma de serie es:
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E_= —j-(;)-l,rzv: gv(b)'[av'sen(V'((p—al))+bV'COS(V'((p—al))]:

_0‘1

= -
= Z Cq -sen 2'n'q1' ¢ 1
q,=0 ' Oy~ 0y

] (D-74)

+D -cos[ 2:mq,- hd
71 o, — 0

2 1

Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, teniendo en cuenta que la

expresion es Unicamente valida en el intervalo [ o,,0,):

[ P-a
2 av.f(IlZ%n{ 2.n.ql. azat) .%n(v-((p—al))d(p+
C,.~ (—jop)-Y g,(b)
(02 -01y) v -
+b, [“sen| 2:mq,: = | -cos(v+(¢-a,))de
o o, —o
{ l L (D-75)
a, ¢ -0,
"v'f cos( 2'mq, — ] 'SEﬂ(V'((p—al))d(p+
2%, ! 2%
D, =—=(-jou)-Y g(b):
<a2_al) v ¢-a
+bv-f°‘zcos 21 g, = | -cos(v+(¢-a,))de
oy 0,0,

Larelacion entre el campo eléctrico en € puerto 2 y el magnético en é mismo nos dara el
parametro que buscamos Z ,;:
qq,m (lm
. (D-76)
B

(ss) (sc)
é) = ( d) qu ~ { am) Zy3 A
| 74287 5| T “Log| - =
qq.m

qq.m

Z("")
gm 23

o]0 22 ol
[ o, =0y

735

=1 -faasen[ 2w m- b % -Sen(V'((P*(ll))d(P+ (D-77)

ar U3~

2

+Xv-fazsen( 2'mq, ;p(:l ] ~cos(v-(¢ -, ))do-
41 2 %

2

.fagsen[ YR J ,COS<V.((p,a1))d(p
[V} (13—(12
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Oq

z3y)

=1 -f“acos[ 2meme 2 -sen(v:(p-a,))de+ (D-78)
G2

o U3 =0

+Xv-f"zsen[ 2'7t-q1-(:p (:1 J ~cos(v: (¢ -a,))de-
1 2 %

-f“%os[ 21 m- P2 J 'COS(V'((P*(Il))d(P
oy oz -a,

= .faagsen[ oopem %2 -sen(v-(@ -a,))dg + (D-79)
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Kgy -2 g,(b)
= (-jou) DI
Q=0 3 % v gi(b)
f“zcos( 2:mq, % -sen(ve(@ -a,))de-
oq (12*(11
z& | [ “cos| 2emem 222 ‘sen(v-(¢ -a,))de + (D-80)
g1 0y o;-a,

+xv-fazcos[ 2:mq, ;p_(;l ] ~cos(v:(p-a,))de-
%1 2 %

[ cos( 2:t m: b % ] -COS(V'(@—al)) de
oy oy—0a,

D.1.3.3.-Parametro Z,,

El campo eléctrico en el puerto 3 sera el siguiente, expresion que sera valida Unicamente en el
intervalo [a,,0]:

E.=~jrow¥|_,=-jou) gb)|a, sen(v(p-a,))+b, cos(v:(p-a,))] (D-81)

Este campo, puesto en forma de serie es:
E_= fj-o\)-p-z gv(b)-[av-sen(v-((p fal))+bv-cos(v-((p fal))]:

(P7a2

q,=0 O30, O30,

] (D-82)

:i C -sen| 2mq, ~2| D -cos| 2:7q,-
qs qZ q, q2

Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonomeétricas, teniendo en cuenta ahora que la
expresion es Unicamente validaen el intervalo [ o,,05]:
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a P -a
av.fazasen{ 21 g, a3_a22) -sen(v-(cpfal))dq) +
C,.= (~jon)-} g,(b)
qdo _ v
(‘13 “2) ' +b - [*sen| 2:m-q, b % 'COS(V'((pfa ))d(p
v faz 2 oy, !
] ) _ (D-83)
a ¢-a
2-Xq ( ) Z " av-fazacos( 2-n-q2-a3_a22) 'SEh(V'((pfal))d(er
D, = —~(-jou) ), glb
42 <U~37(7~2) v , f‘l3cos[2 (paz] COS( ( ))d
b, ‘g, . ve(@-a,))de
oy 0z ~-0a,

Ladefinicion de Z,, sera entonces:

(s5) (sc)
é = a qu = a, Z33 qpum Z33 qqm o,
| =Zy| L | = 5 “Zsa|,,° B = : B (D-84)
D B qy m Z.\-E?) Gy Zégc) - m

y donde cada elemento de lamatriz es:

(o) —2Y &l0),

O3 ~0; Ug=0y v g/(b)

G2 G3~0,
Z(xs‘) .y . QB%n 2-mwm- (p_az %n(v( -0 ))d + (D'85)
1| prEe®

+Xv-f°‘3sen( 2:mq, ;p—c:z ] -cos(v-(¢ -a,))do-
%2 3 %2

-f‘*ssen[ oomem- %2 ) ,COS<V.((p_a1))d(p
oy ag—0,
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24

qoim

2

qz:m

0z -0,

f‘% sen[ 2'7['6]2'
U2

. “3cos[ 2w m-

Gy

+Xv.f‘xssen( 2'7t'q2' ¢
G2

L)

(~jou):-

¢

. 0%os[ 2-nm
o, o
3 2

RER)

nfv-(p-,)) 4o

_0‘2

] cos{v-{p-a))de:

2

) -cos(v-(¢ ) do

(D-86)

(D-87)
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fa: cos( 2:mq, p— -sen(v-(¢ -a,))de-

sen(v+(p ) do ¢ (D-88)

L)

=4 +["cos| 2:n-m-
U3~ a5

+Xv-f“3cos[ 2'mq, ;p—c;z ] 'COS(V'((p—(xl))d(p'
b2 3 %2

[ cos( 2:t m: b % ] -COS(V'(<P —al)) de
oy oy—0a,
D.1.4.-Generalizacion y simplificaciones

Todos |os resultados obtenidos anteriormente son perfectamente generalizables al caso detener
un Unico puerto por un lado del sector y N por € otro, considerando el sector de grosor nulo, utilizando
labase en cada uno delos N puertos ya apuntada anteriormente:

Puerto 1

;=0 ;=0

[
-, -,
sen( 2:mm- @ 'l) ,COS( 2:mm- @ 'l) ] ;oo <@<a (D-89)

No obstante, debido ala particularidad de que cuando utilizamos Unicamente dos puertos por €l

lado exterior tenemos que los pardmetros Zoy), Zes), 7o), 750, 799 749, 789y 74 sonnuos,

es mas recomendable el uso de este nodo de tres puertos.

D.1.5.-Funciones de Bessel en la matriz de impedancias

En las expresiones cal culadas anteriormente para cada una de las matrices de impedancias debe
hacerse notar |a aparicion de unos cocientes entre funciones de Bessel.

Estos cocientes son, basicamente, de cuatro tipos, que reproducimos seguidamente. Para los
parametros Z,;:

3 (k-a)- I k-b) Y (k-a)
g,(a) Y (k-b)
- / (D-90)
gv(a) J/ _ ‘]V(k b) 'Y\f( )
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= ' (D-91)

= . (D-92)

= . (D-93)
3/(k-)- Y (kb

Debemos de tener en cuentaque el grosor del sector tiende acero, detal formaque el radio r=b
tiende aconfundirse con el radio r=a, por lo que el célculo delos cocientes debe realizarse con cuidado.

Estos resultados estan en €l anexo dedicado alas aproximaciones asintéticasy son, paralos dos
primeros, validos paralos parametros Z,;:

g,(a) g, (b)

-1
2l v)? (D-94)
a

Y paralos cocientes paralos parametros Z,, y Z,:

gWa) gla)

o |

g,(a) g,(b)

1
gu(b) g(b) k2+( 1) 2 (D-95)

L
5

a

Notese que los cuatro valores son idénticos, salvo € signo de los dos ultimos.

En ambos casos llamamos 6 al grosor del sector, valor que tiende a cero, por |o que todos los
parametros de la matriz de impedancias estarén divididos por dicho término, que podemos hacer tan
peguefio como deseemos, pero, y esto es lo importante, comin paratodos |os parametros Z del nodo.

Por ello, en general podremos escribir lamatriz deimpedancias del nodo de lasiguiente forma:
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711 712 713 le le Zl3
= = = = 1 = = =
Z= ZZl 222 223 :g Zz;L Zzz Zzg (D-96)
31 32 33 Z31 232 233

donde los pardmetros subrayados se corresponden con el valor original del pardmetro, obtenido en las
paginas anteriores y donde los cocientes de las funciones de Bessel se han sustituido por su valor
asintético y extraido € término constante en todos 9.

D.1.6.-Convergencia

Un ultimo punto de interés en el calculo de esta matriz es ver la convergencia de las series que
aparecen en el célculo de todosy cada uno de los elementos que componen lamatriz de impedancias.

El parametro de variacion de las series es v que, en todos los casos, vale: v = 2mp . Esdecir,
Oy=0y
es proporcional aun indice p que varia desde 0 hasta un valor indefinidamente grande.

Asi pues, vamosair recorriendo cada uno de | os parametros en los que aparecen seriesinfinitas
en vy vamosaver cud esel comportamiento asintético de lafuncién asumar para grandes valores del
pardmetro v o, en definitiva, para grandes valores del indice p.

Debemos recordar, antes que nada, que todas las series compartiran el cociente entre las
funciones de Bessel que hemos desarrollado anteriormente y cuyo comportamiento asintético para
valores grandes de v es:

lim / ; N ; / 252 (D-97)

D.1.6.1.-Parametro Z,,

El parametro Z,, estd compuesto por cuatro submatrices de laforma:

=(m') =(sc)
- Zzz Zzz (D-98)
- (o) Z(ee)

22 22

Nl

22

donde cada una de las 4 submatrices esta compuesta por sendos sumatorios o seriesinfinitasen v.
El comportamiento asintético de cadaunade ellas es:

1 11 11 1
O(_.(_-_+—'—)<X— (D-99)

“wm p2\pp pp) pt

Podemos comprobar, pues, que las series serdn convergentes en todos los casos ya que €l
pardmetro p varia con un exponente ala cuarta, valor gue es mayor que 2.

2§

qq.m

2

_ 7 69)
22 |y m

qq.m

z3
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D.1.6.2.-Parametros Z,,, Z,; ¥ Zs,

Agrupamos ahora todos estos pardmetros juntos porque los érdenes de variacion de las series
gue contienen son igual es, obteniendo también una variacion en la cuarta potencia, por o que podemos
garantizar la convergencia de las series:

— Zz<’/)

qq.m

24

qq.m

4y

1 11 11 i . /..
e (LI ese)  oa00)
am - p pp pp) p

D.2.-Red dél tipo 2

En este apartado se quiere calcular la matriz de A
impedancias de lared complementaria de la anterior.

En este caso €l puerto comin estaen el exteriory
los dos restantes en €l interior del sector, como se puede
ver en lafigura

El procedimiento de cllculo serd el habitual y ya
empleado en lared anterior. No vamos arepetir todoslos
cdculos y parametros, aunque sabemos que el objetivo
serd llegar a la siguiente relacion entre los campos
eléctrico y magnéticos en cada uno de los tres puertos de
acceso:

|
\/

e, 2y 21y Zig 1
¢ = 721 722 723 ’ 42 (D-101)
é = = = —
3 Z3l Zsz 233 h3

Trasreadlizar los clculos de cada elemento de formasimilar a caso dual, podemos comprobar
que lamatriz de impedancias es exactamente la misma pero cambiada de signo, detal formaques ala

matriz del caso anterior ladenominamos Z , por tener el acceso comin en €l interior del sectory a

Dentro
la del caso que nos ocupa en este apartado Z
tenemos que se cumple:

por tener el acceso comun en el exterior del sector,

Fuera’

(D-102)

Fuera ~ Dentro

D.3.-Conexiéon con un nodo

En este punto vamos a ver como podemos conectar entre si dos redes, donde la primera serala
matriz de impedancias de un elemento nodo y la otrala matriz de impedancias de cual quier otrared.

La particularidad de esta unién, y por €llo el hecho de separarlo de una conexidn normal entre
puertos, es que lamatriz de impedancias del hodo esta dividida en todos sus términos por un término &
gue representael grosor del elementoy quetiende acero, por 1o que, en teoria, lamatriz de admitancias
seriainfinita-ver apartados anteriores-. Pero, como vamos a comprobar, esto no sera problemayaque
esta indeterminacion puede ser eliminada
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D.3.1.-Problema en general

Vamosaver en primer lugar el planteamiento del problemaen general, paraluego particularizar
a problema que nos preocupa.

En la figura adjunta tenemos dos redes
cuyas matrices deimpedancias son conocidas: Z, y
Z,, detal forma que la primeratiene (N+a) nodos
y se correspondera con la del nodo y la segunda
tiene (N+a) nodosy se correspondera con unared
cualquiera.

Sus matrices de impedancias podemos
escribirlas, agrupando los nodos de interés, de la
siguiente forma:

e(x :(1) hq Z(fi) Z(X(;L\/) hq ea :(2) ha ZCE?() Za(fz\/) ha
VA = : ; =Z = : (D-103)

en hy stvl) Zl\(,ll\? hy Y hy ZA(,Z) Z]gv) hy
Como podemosver, cadamatriz de admitanci aslahemos subdividido en cuatro submatrices que
relacionan los puertos que quedan libres y los que se van a unir entre si. Notese que, segun esto, es

fundamental reordenar bien la numeracién de |os accesos para poder realizar esta subdivision.
El objetivo final sera encontrar unamatriz de impedancias que relacione entre si 1os nodos que

guedan libres, quedando:
e _(h) |29 zO) (h
( (x _7(1)'[ (x) : 8 a '( a] (D-104)
e

{ {
h" Z a(a) z cga) h"
Paracalcular lanuevamatriz deimpedancias, impondremos lacondicidn de contorno resultante
de unir los nodos comunes, llamados N. Por |o tanto, las componentes de campo el éctrico y magnético,
gue son las tangenciales en cada acceso, deben ser iguales.
Asi pues, desarrollando las matrices de impedancias de cada una de las redes, tenemos:

Nodos N-Cone®

e 2h, -2,

ey=2h +Z8n,,
4 (D-105)
e, ~Z3n +7@h,

aa

L eN :Z]\(/fl) ha + Z/\</2]\; hN

Delasegunday cuarta ecuaciones, igualadas, obtenemos:
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e =28 n vz n = e =2On +2%n,

(28-28) hy=- 28, + 21, (D-106)
[}
b=z non-z8n, 5 A-(z-zQ)°

Y ahora solo resta sustituir en las ecuaciones primeray tercera para conseguir:

e, |2 298 2 (el a2,

(D-107)
e (202 Dpn (2D 22,
gue puesto en formamatricial ser&
ea =([) ha Z(f[a) Z(Slu) ha Z(Si>7Z(S\/)AZI\(/%x) Z(S\/)AZI\(/? ha
0 _ . _ . (D-108)
e, ha Z(’) Z(’) ha —Z(i>-A-Z,\(,1) Z(2)+Z(?\/)'A'Z]\</2) ha

D.3.2.-Problema particular

En & apartado anterior hemos visto como quedala matriz global después de laconexion de los

puertos comunes.

Pero ahorahemosderecordar quelamatriz del primer circuito se corresponde con lade un nodo,
por lo que cada elemento de lamatriz de impedancias esta dividido por el término &, que tiende a cero
y que representa el grosor del anillo definido como nodo.

Por ello, cada submatriz de la matriz de impedancias del nodo la rescribimos asi:

71  7(1)
Z) Lo

e) [z zQ) ( h, s o | (h
_ . _ : (D-109)
ex) \z& zQ) \h) | 28 Z8 |\ by
R

donde las submatrices con el simbolo de subrayado son finitasy el término 6 tiende a cero, detal forma
gue lamatriz de impedancias seriainfinita.

Podemos comprabar ahora que, sustituyendo esto en el resultado final del apartado anterior,
tenemoas, en primer lugar, que el pardmetro A es:

A=38 (valfv -5 fo)v) ! (D-110)

Y sustituyendo este resultado parcial en la matriz total obtenemos que cada submatriz de la
matriz total de impedancias es, tras tomar el limite cuando 6-0, en las tres primeros de los cuatro
pardmetros:
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Z(’ ) _ Z<2)

aa aa

2 -1
2022120 *29)
70 - Z(l).[ 71 }*1. A% (D-111)
aa Zgn | FNN a

1) _ 7).l 70 _5.72) [1. 51
o L2 2852 "2

ao 8

Nétese que lo tres primeros términos no tienen ningln problema de indeterminacion ni de
divergencias. Sinembargo, el cuarto término si podriaser unaindeterminacion, caso deque el numerador
sea cero, o bien infinito en caso contrario.

Sepuede comprobar quealahoradecal cular el numerador conlasmatricesobtenidasal calcular
e nodo, este se anula. Es decir, que se cumple que:

Zfllg—zg-[zfvlﬂ’l-zfjg -0 (D-112)

Por |o tanto, parapoder calcular €l dltimo término delanuevamatriz deimpedancias deberemos
resolver laindeterminacién, ya que se cumple que Zgz = %

Pararesolver estaindeterminacion aplicaremos L’ Hopital, de tal forma que debemos derivar €l
numerador y el denominador respecto alavariable 6.

Laderivadadel denominador eslaunidad. Ladel numerador puede resultar algo mas compleja,
y a€llavamos.

En primer lugar vamos aplicar un cambio de variable, de la siguiente forma:

f- ijj)v—S-vazz)v}fl:Z’l - fz=1 (D-113)

donde hay que hacer notar que tanto f como Z son matrices, por 1o que hay queir con cuidado alahora
de manipular estos valores.
Como estamos buscando precisamente la derivada de la funcion f, podemos hacer:

of oz
Z-1 - L.z.r%%-0
4 55 2 5

I (D-114)
of .37 1
oS- 927
00 f86
Luego:
a[z(”—s-zﬁ)v]’l 5
NN 9,0 5.0 _,@] 0 5., ]t D-11.
E DN [Zgw)v ° ZNN] | ZNNHngA)v ° ZNN] i

Y, por lo tanto, el elemento Zfl’(), sera
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MW _70).| 70 _§. 73 [1. 7 1) _§5.79 1
Zgg_é[zw Z(xN ZNN 0 ZNN} ZNu :_Z(l},a ZNN 8 Zxy Z® -
98 o 98 e (D-116)
- . -1.,0). -1,
a2 R Aia b d A

D.3.2.1.-Campos en € interior

Como un problema adicional aeste caso particular estariael caso del célculo de los campos en
los nodos comunes N cuando son conocidos los campos en €l resto de puertos a'y a.

En concreto, veremos gue no nos hace falta siquiera conocer 1os campos en los nodos libres a
sino que nos bastaran |os campos en el acceso que quedalibre del nodo de grosor 6 (valor que, como se
recordarg, tiende a cero).

Asi pues, s planteamos el problema en general, tenemos, como ya se ha visto anteriormente:

e, ~Z8n +z8n,

ey :Z/&)' h, +Z/5'1/v)" hy,

) (D-117)
€,= 4 <2) ha * ZCEJZ\/) hN

aa

eN:ZA(/Za)'hu +ZJS'21\2'hN

Y, puesto que los campos en los accesos N son iguales, podemos calcular el campo en dichos
accesos asi:

eN :Z]\(/J(-x)'ha +Z/\(/J}\2h]\/ - eN:ZI\(/i).hu +Z/\(/273h/\/

|
(289-28) =28 n, 02800, (D-118)
u
h=-azfneaz@n, o a-z8-z8)"

Pero como cada elemento de la matriz de impedancias del nodo la podemos reescribir como
z®
Z ,_E.l) = % , tenemos que el campo en |os accesos comunes es.

7@)
-y _5.7@)V L TNe s, 8. 7@\ 1., 0), .
= -5-(28),-5-2 ) —Yh, s 28 -5-2R) 28, (D-119)

Y s ahoratomamos limites, ya que & tiende a cero:

i [29] 2,1, o120

O bien, recordando que se cumple Z((;) *ZSN)[Z% }12533 =0, tenemos:
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N =NN “=Nu

hy= 28 28 b= {2 20, (D-121)

Procediendo deigual manera, podriamos calcular el campo el éctrico delos N puertos en funcion
del campo en el puerto comun, llegando a:

e\ Z|ZY] e 2 [20] M, o2



| ncidencia de ondas
planas

En este anexo estudiaremos el calculo del campo difractado por un elemento circular, del que
conozcamos su matriz de dispersi 6n, cuando sobredicho el emento incide unaondaplana. Evidentemente
su aplicacion es directa a los resultados obtenidos en el capitulo de resultados 'y del estudio de la cufia
dieléctrica, ya que del mismo se obtiene, también de forma inmediata, seglin vamos a ver, la seccién

rectaradar o RCS del abjeto.

E.1.-Ondas planas

El problema de la onda plana seria el mostrado en la
figura adjunta, donde tenemos representada una onda plana que
incide desde un angulo @,,.

Laexpresion general de este campo es:

E=E e’ ko (), 2 (E-1)

donde 7 es el vector posicién del punto donde se evalla €
campo 7F=x-X+y-y.

Por otra parte, k, es el nimero de onda en €l vacio,
definido como k,=w-,/it"&, y € vector & esel vector unitario

P

A

v

iy

gue nos define la direccion desde la que viene laonda plana, de
tal formaque: & = -cos(q,) % - sen(g, )5

Figura E-1.-Onda Plana genérica

Esta expresién general de laonda plana se puede reescribir en términos de la ondas cilindricas

-funciones de Bessal- asi:

E=E _eﬁ/'-k0~(F-/€)_2:E0.2. Z Jn(ko-r)-ej.n.(%‘l’o*@)

(E-2)

Y con una serie de manipulaciones, paraver las ondas incidentesy reflejadas de la onda plana:
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F-2:8y 2% 71,3 kv cos{n(o-05) -

n=0
=E, 2 z:%]” Xn-[Hrfl)(ko-r)+H,§2)(k0-r)]-cos(n-((pf(po)): "
. [ H (kg r) +HO(kyor) |- sen(n- o) sen(n- @) +
=Ey2 ) ",
n-0 + Hrfl)(ko-r)+H§2)(k0-r)}-cos(n-cpo)-cos(n-cp)

(E-3)

Recordamos en este punto que las ondas asociadas a la funcion de Hankel de primer orden es

una ondaincidente y la de segundo orden es reflgjada.

Asi pues, podemos escribir laonda planaincidente como la suma de dos vectores columna, uno
correspondiente alaondaregresivao laasociadaalafuncion deHankel deprimeraordeny otro el vector

correspondiente ala funcion de Hankel de segundo orden. Por ello, tenemos:
el

donde se ha utilizado la siguiente nomenclatura para el vector incidente:

0 Eqtj" 1, Wi ko'r) sen(n- o)
e, =
Eo'jn'Xn'H (1)(k0.

~

)- cos(n . (po)
y parael vector reflejado:

Eo'jn'Xn'HrSZ)(ko'r)'COS(”"Po)

donde el campo total de la onda plana seria:

_ |sen(n-g)| sen(n-@)|" | |sen(n-g)|
P L g£,)+ ﬁo(r)
cos(n-@)| 7 |cos(n-q@)| 7 |cos(n-g)|
Yy, por supuesto, donde el vector base es:
_ | sen(n-)
V=
cos(n- @)

E.1.1.-Campo magnético

(E-4)

(E-5)

(E-6)

(E-7)

(E-8)

Como un subapartado de las ondas planas, vamos a ver como gqueda el campo magnético

asociado a una onda plana como la expresada antes en funcion de las funciones de Bessel.

Recordemos que el campo magnético es.
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. KxE_kx(E-Z) 1 ) A
H-= _kx( )——-E:-(sen(cpo)-xcos(cpo)-y) (E-9)
Mo Mo Mo
donde n, es laimpedancia del medio, en este caso del vacio, y donde hemos supuesto que el campo
eléctrico sdlo tiene la componente en z, como es el caso.

Si desarrollamos €l campo magnético en coordenadas cilindricas, tenemos:

[EEN

H=_ -E:-[f-(sen<(p0)-COS((p)fCOS((po)'Sen((P))+(b'(*sen(@o)'sen(q))’COS((po)'COS((P))] (E-10)

=

0

Y tomando Unicamente la componente en i) gue es latangencial en los cilindros, podemos

desarrollarlaen funciones cilindricas de la siguiente forma, recordando que E_=E e ko ().

H, —ni' 0-2% 2-j”’1-xn-J,<(k0'r)-[sen(n'cpo)-sen(n-(po)wos(n'cpo)-cos(n-cp)] (E-11)
0 n-

1 »n#0

Y lafuncion y, estadefinidacomo: y, =
05 n=0

E.2.-Campo difractado

Unavez visto el campo queincide sobre el cilindro del que conocemos su matriz de dispersion,
vamos aver cudl es el campo difractado por dicho objeto.

Sabemos que lamatriz de dispersion nos relacionael campo total incidente, en el radio r=a, con
d reflgjado asi:

¢0-5¢0) (E-12)

El objetivo sera calcular el campo difractado ¢, , que serala suma de dos componentes, uno
incidentey otro reflgado:

¢, =eD+el) (E-13)

Lacomponenteincidente ej(? escero, yaquedesde el infinito no tendremos més aportacion que
la de laonda planaincidente. Lareflejada, que seraen definitiva el objeto de nuestro problema, es:

4

sen(n-
B} (n-9) 0: E1

E c:EO-zA-i an-Hﬁz)(kO-r)-sen(n-(p) +bn-H,$2)(k0-r)-COS(n-(p) =
n=0

s

cos(n- )

Nétese, pues, que hemos denominado al vector de campo reflejado:

a
g0-| (E-15)
b, H B kyr)
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Sustituyendo, pues, € campo total en la ecuacién que nos relaciona el campo indicente y

reflejado através de lamatriz S, teniendo en cuenta que todos |os campos estan particul arizados en r=a,
que es donde esté definida la matriz de dispersion:

e+e0-Fe0

(E-16)
Despejando el campo difractado, y suponiendo, sin falta de generalidad, que E~=1:
a -H @) kya
co] ) =250
b, H P kya)
(E-17)

j"'Xn'Hr1(2>(ko'a)'sen(”"Po)

J'"'Xn'Hrgl)<ko'a)'Sen(”"Po)

Ull

+
= n

1, A kg a)-cos(n-gq) | |77 %, HO(ky-a)-cos(n- ¢,)

E.2.1.-Caso particular 1. Conductor perfecto

Como ejemplo, vamos asuponer que el elemento del que conocemos su matriz de dispersion en
un conductor perfecto. En este caso, lamatriz de dispersion es:

S =diag(-1) (E-18)
Si operamos, podemos comprobar que la onda difractada es:
a, A kya) | | -2:71, 3, (ko a)-sen(n-g,)
é'(") - = (E-19)

bn.Héz)(ko.a) ’2'J.n'Xn'Jn(ko'a)'COS(n'(Po)
Este valor coincide con los proporcionados en [1, 2]

E.2.2.-Caso particular 2: Cilindro dieléctrico

El segundo €/ emplo seriad caso analitico ampliamente conocido deladifraccion deuncilindro
dieléctrico de radio r=a.

Sabemos que la matriz de dispersién de este cilindro es:

(5B
S=

n

k-le(ka)-Hff)(koa)—ko-Jn(ka)-Hfi)l(koa) H:(al)(koa)

(E-20)

Ul

0

[

- S,diag[ ke, a(ka) HP(koa) ko3, (ka)- HiPi (koa) HIP(koa)

Como lamatriz es diagonal, es muy sencillo despejar € campo difractado, que resulta ser:

~0) a, Wk a) | | =2+, 4,-sen(n- @) (E-21)
eS'C = 3
bn'HrSZ)(kO'a) 72-j”-xn'An'COS(n'(p0)



Incidencia de ondas planas E-5

donde el parametro A, vale:

_ kJ,4(ka)-J(koa) ~kyd,(ka)-, 4 (koa)
k-3, (ka) HP (koa) -k, (ka)-H ), (kya)
expresién que coincide con la proporcionadaen[1, 2].

(E-22)

n+l

E.3.-Seccion recta radar (RCS)

Laseccién rectaradar esun parametro muy interesante enlateoriael ectromagnéticay nosindica
el comportamiento de un determinado objeto cuando lo observamos desde lgjos.
Ladefinicion delamisma, en € caso bidimensional, es:

_ E©P
czp—“m[ 2-mre ||E(i)||2

Es decir, consiste en la relacién entre el campo difractado por el objeto respecto del campo
incidente sobre el mismo, cuando el punto de observacién esta suficientemente algjado.
Recordamos que la expresiéon del campo difractado es:

(E-23)

)

sen(n- @)

4
—

BBy 2 Y a MO (kyr)sen(n-g)«b,-HO(kyr)-cosln-¢) - s0: (B2
n=0

cos(n- @)

Sobre esta ecuaci 6n debemos aplicar laexpresi6n asintéticadelafuncion de Hankel de segunda

especie, que como sabemos €s:
247 . n —jkyr
= | —SLjme (E-25)
r—o n'ko'r

Asi pues, el campo difractado es:

E ~Eyz), (a, sen(n-@)+b,-cos(n ¢)): L2 jng Sk (E-26)
n=-0 n-kyr

Y por lo tanto laRCS sera

25
n-ko-r

o |2 Eola, snlng) b, cosln )
Tk |EOP

H & kyr)

2

o

Y. Ey(a, sen(n¢)+b,cos(n-@))j"

n=0
B2

2

=lim| 2w r-

7o

Sop

(E-27)
2
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Y, como en el caso que nos ocupa, el campo incidente es una ondaplana, el denominador dela
expresion anterior eslaamplitud E, del campo, quedando, finalemente:

o 2

4 n
O2p =" 2 (a4, sen(n-@) b, -cos{rn-@)) " (E-28
0 17=

donde los coeficientes a, y b, son, recordando la expresion anteriormente cal culada:

rgl)(ko a)
7_] “Kn %n(}’l (po) Z Snp] X 2 %n(f’l (po)
r$)<k0 a)
; (E-29)
| o g (koa)
bn:’Jn'Xn'COS(”'(Po)+Z Snp.-]p.x 2 COS(I’Z (po)
r rs)(ko a)

donde se hadivido todo por lafuncién H r@(ko- a) , paraque nos quede el cociente entre las funciones

de Hankel de primeray segunda especie, ya que caso de tener valores grandes del orden este cociente
es muy comodo de calcular utilizando los valores asintéticos y evitando asi |os problemas numéricos
derivados del célculo de lafuncién de Bessel de segunda especie.

Esta expresion, en formamatricial, se puede poner como:

a,] [, sen(n- ) (Hr?)(ko.a))*l _ j”'xn'Hn(l)(ko'a)'Sen(n'<Po)
=_ +diag -S- (E-30)
byl 7", cos(n-q) (Hrfz)(ko-a))fl j”-xn-Hlfl)(ko-a)-cos(n-(po)
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