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0
Introducción

La presente tesis tiene como objetivo el desarrollo de una metodología basada en la teoría
circuital generalizada, que permitirá el análisis de problemas electromagnéticos en entornos abiertos y
cerrados.

La solución de los problemas electromagnéticos se inició en el siglo XIX. Desde que en 1864
Maxwell publicara sus ecuaciones, que describían el comportamiento de los campos electromagnéticos
en función de las fuentes que los crean, el desarrollo de la teoría electromagnética ha sido, sin duda,
espectacular a lo largo del siglo que nos ha dejado, apareciendo numerosos tratados cuya importancia
está fuera de toda duda. Entre ellos, y por orden de antigüedad, podemos citar a J. A. Stratton [1],
siguiendo por R. F. Harrington [2], L. B. Felsen y N. Marcuvitz [3], C. A. Balanis [4] y R. E. Collin [5]
y terminando por C. Tai [6]. Todos ellos realizaron y realizan aportaciones sumamente útiles para el
análisis del electromagnetismo en su máxima expresión.

Los métodos y las técnicas son variadísimas y las aplicaciones incontables. Por ello no
entraremos a mencionar todas las primeras ni las segundas, aunque en el capítulo 1 de esta tesis se hará
una breve  descripción de las posibilidades que existen a la hora de manipular las ecuaciones de Maxwell
y de alguno de los métodos disponibles en la actualidad para su resolución.

Debido a esta gran variedad de técnicas, que inicialmente se centraban en métodos analíticos y
expresiones cerradas y que en la actualidad, dado que los primeros tienen muchas limitaciones, se centran
en métodos numéricos que atacan al problema y a las ecuaciones íntegro-diferenciales de forma más
directa y que son posibles gracias al desarrollo, aún más rápido si cabe, de los ordenadores y de su
capacidad de computación.

Ante esta perspectiva, cabe plantearse la posibilidad de combinar los resultados obtenidos por
diferentes métodos para caracterizar los campos eléctricos y magnéticos en una región determinada. Es
en este contexto donde cabe plantear los objetivos que se pretenden alcanzar con esta tesis, y que más
adelante desarrollaremos.

Para centrar más el tema, y respecto de la variedad de los métodos, cabe decir que en el
Departamento de Comunicaciones de la Universidad Politécnica de Valencia existen diversos grupos de
investigación que trabajan con diferentes métodos y técnicas los problemas electromagnéticos,
obviamente con diferentes aplicaciones, y que dan lugar a numerosos trabajos científicos.

Uno de estos grupos se dedica al estudio de métodos numéricos. Entro ellos cabe destacar los
trabajos en el Método de los Elementos Finitos (F.E.M.) de L. Nuño [7], J. V. Balbastre [8] y A. Díaz
[9], o en el Método de los Momentos a V. Soriano [10]. Otro grupo desarrolla su actividad en métodos
analíticos, pudiendo destacar los trabajos de A. Valero [11], M. Baquero [12] y V. Boria [13]. Otro grupo
está dedicado a las aplicaciones industriales de la microondas, en las que son aplicables ambas líneas de
investigación y donde podemos mencionar el trabajo de J. M. Catalá [14]. Por último, en métodos de alta
frecuencia, podemos mencionar las aportaciones de L. Juan [15].

Esta variedad de líneas  es también aplicable a otros grupos de investigación. Por ejemplo, en
el contexto de métodos modales, que son los que aplicaremos en esta tesis, podemos citar los grupos del
Dr. Fritz Arndt en la Universidad de Bremen [16]. En la misma línea están los trabajos del Dr. Roberto
Sorrentino en la Universidad de Perugia [17] y los trabajos, en entornos cerrados, del grupo del Dr.
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Figura 0-1.-Problema genérico Figura 0-2.-Problema segmentado

Marco Guglielmi en ESTEC (European Space Research & Technology Centre), en la  ESA (European
Space Agency) [18, 19]. Más cercanos en el espacio están los trabajos desarrollados en la Universidad
Politécnica de Madrid por el grupo de Electromagnetismo del Departamento de Electromagnetismo y
Teoría de Circuitos [20, 21] y por el de Microondas y Radar en Elementos Finitos [22]. En aplicaciones
en entornos abiertos podemos mencionar los trabajos realizados en la Universidad Politécnica de
Cataluña [23, 24].

Así pues, en un entorno tan unificado -por la temática y objetivos comunes o similares en todos
ellos- y dispar al mismo tiempo -por las técnicas y métodos empleados en cada caso-, cabe pensar en
alguna técnica que permita estudiar los campos electromagnéticos en una región grande, y no abordable
por un método único, por varios de los métodos disponibles.

Es aquí donde debemos posicionar los objetivos de esta tesis. Ya se ha comentado al principio
que se pretende desarrollar una metodología parar el análisis de problemas electromagnéticos basada en
la teoría circuital. Para entender este concepto nos ayudaremos de las siguientes figuras:

En la figura de la izquierda tenemos un problema genérico al que se desea caracterizar
electromagnéticamente. Podemos ver que tiene 5 medios dieléctricos, donde incluso alguno de ellos
podría ser conductor eléctrico o magnético perfecto.

Abordar este problema de forma directa podría ser difícil, pero si pensamos en dividir el
problema en otros más sencillos como muestra la figura de la derecha, tal vez la dificultad sea mucho
menor. Esta técnica es conocida como segmentación, y es ampliamente utilizada en tecnología planar
como muestra Gupta en [25]. Sin embargo, en problemas abiertos, como el planteado en las figuras, no
es tan común el uso de esta técnica circuital.

Cada una de las regiones del problema segmentado puede ser analizado por cualquiera de los
métodos numéricos o analíticos disponibles y que sea más apropiado según su geometría. Posteriormente,
con métodos circuitales, se unirán todas las regiones, o circuitos o redes, para tener caracterizado todo
el problema original.

La gran ventaja será que, aparte de analizar cada problema con un método diferente, cada región
se caracteriza con una matriz de forma independiente de lo que la rodea, es decir, independientemente
de las regiones adyacentes, con las ventajas que esto supone de cara a ligeras variaciones sobre el
problema original. En este caso bastaría con volver a caracterizar la región que varía y no el resto, que
ya habrían sido caracterizados previamente.
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Así pues, el primer objetivo de esta tesis será generalizar la técnica de análisis de circuitos de
microondas, caracterizados estos por matrices de impedancias, admitancias o de dispersión, a los
problemas de difracción en entornos abiertos.

Un segundo objetivo, consecuencia del primero, es que, vista la posibilidad de poder analizar
un problema complejo a partir de la caracterización de otros más simples, se plantee la creación de una
biblioteca de elementos sencillos que puedan ser utilizados para el estudio de dichas estructuras mayores
y más complejas.

Así pues, se analizará de forma exhaustiva uno de los elementos que pueden formar parte de
dicha biblioteca y que, como se verá en las aplicaciones, es de  indudable utilidad. Este elemento es el
sector circular dieléctrico, cuyo análisis detallado será una de las principales aportaciones de esta tesis.

Un último objetivo de esta tesis será aplicar el sector circular dieléctrico al estudio de la cuña
dieléctrica. Los resultados obtenidos serán de indiscutible valor, dada la creciente importancia que está
teniendo en nuestros días la telefonía móvil.

0.1.-Contenidos

Para conseguir los objetivos planteados en el punto anterior, la tesis se ha estructurado en 8
capítulos y 5 anexos, cuyos contenidos se resumen seguidamente.

En primer lugar, en el capítulo 1, haremos una somera revisión de los métodos numéricos
utilizados en electromagnetismo, viendo especialmente las diferentes formulaciones de las ecuaciones
de Maxwell.

En el capítulo 2 haremos una revisión de las ecuaciones de Maxwell y de la resolución de las
ecuaciones de onda resultantes por separación de variables en coordenadas cartesianas y cilíndricas. Se
destacará especialmente la aparición de los modos en su resolución, y del concepto que representan.

El capítulo 3 versa sobre la definición de la Matriz de Admitancia Generalizada (MAG).
Demostraremos su existencia por medio del teorema de unicidad y del principio de equivalencia.
Asimismo veremos diferentes métodos de cálculo de la misma, para comprobar que cualquier método
numérico puede proporcionarnos una matriz de admitancias -o impedancias o de dispersión- que
caracterice de forma unívoca a la región que estamos analizando.

Una vez demostrada la existencia y utilidad de la MAG, pasaremos al capítulo 4 donde se
proporcionará la teoría fundamental del análisis circuital. Veremos el cálculo de algunas matrices de
impedancias de regiones con contornos muy sencillos que nos proporcionarán matrices diagonales. De
este modo veremos el procedimiento de cálculo de las matrices de impedancia por medio de técnicas
modales. Esta será la técnica que utilizaremos en el siguiente capítulo para caracterizar otra región algo
más compleja.

El capítulo 5 consistirá en el análisis completo de un sector circular. Por medio de técnicas
modales caracterizaremos la región interna del sector, para diferentes condiciones de contorno en cada
uno de los 4 accesos que tiene. De esta forma tendremos perfectamente caracterizado el sector circular
dieléctrico, lo que nos permitirá disponer de una elemento básico para el análisis de regiones de forma
más compleja por medio de la segmentación.

El capítulo 6 es una completa colección de aplicaciones del elemento caracterizado en el capítulo
anterior -el sector circular-. Se ha dividido en dos tipos de aplicaciones: por una parte veremos su
aplicación en entornos cerrados, como la guía rectangular. En una segunda parte tenemos su aplicación
a entorno abiertos. En todos los casos se ha hecho en primer lugar una validación del método con
geometrías disponibles en la bibliografía, para luego proponer otro tipo de geometrías que también
pueden resultar de interés.

El penúltimo capítulo, el número 7, es otra aplicación de la teoría circuital para un tipo de
problemas de creciente actualidad como es la difracción de esquinas metálicas y dieléctricas. Su interés
es evidente si pensamos en aplicaciones del tipo de la telefonía móvil. Por ello, y por tener alguna
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característica especial que distingue este tipo de geometría de las aparecidas en el capítulo 6, se ha
dedicado un capítulo entero a su desarrollo.

El último capítulo, capítulo 8, será un breve resumen de las conclusiones obtenidas en este
trabajo, comprobando la consecución de sus objetivos y planteando líneas de futuro para futuras tesis y
trabajos de investigación.

Respecto a los anexos, el anexo A está dedicado al estudio de las funciones de Bessel y
constituye una completa revisión de estas funciones, con propiedades y resultados de sumo interés, como
los modos complejos, y de aplicación directa al capítulo 5.

El anexo B incluye toda una serie de expresiones matemáticas, básicamente integrales y
desarrollos asintóticos, que aparecen a lo largo de la memoria y cuya representación analítica es de suma
importancia, sobre todo desde un punto de vista computacional.

A pesar de ello, algunas de las integrales no son analíticas, y deben ser calculadas de forma
numérica. Algunas de ellas incluyen una función subintegral que es muy rápidamente oscilante y esto
supone un problema a los métodos numéricos tradicionales, que se vuelven muy ineficientes. Para ello
se ha escrito el anexo C, donde se describe un procedimiento muy útil para este tipo de integrales.

El anexo D es el cálculo de la matriz de impedancias de un elemento similar al sector circular
dieléctrico calculado en el capítulo 5. Este elemento se denomina nodo y su aplicación se explicará a lo
largo de la memoria. Debido a que estos cálculos son muy similares a los realizados en el capítulo 5, se
ha preferido llevarlos a un anexo para no perturbar la lectura ordenada de la tesis.

El anexo E, que es el último, trata sobre el cálculo de la sección recta radar (RCS) de estructuras
bidimensionales, como las que estamos estudiando en esta tesis. Esta RCS es un parámetro muy
característico de cualquier región en espacio libre, y de hecho es el parámetro más representado en el
capítulo 6, donde se presentan las aplicaciones del método. Por ser una teoría no excesivamente
complicada, pero sin duda de interés numérico, se ha incluido también como anexo al que acudir en caso
de que surgieran dudas sobre su definición o cálculo.
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I
Métodos numéricos

en
electromagnetismo

El continuo crecimiento de la capacidad de procesado de los ordenadores en los últimos tiempos
está permitiendo abordar problemas electromagnéticos que hace unos pocos años se consideraban
inalcanzables. Los métodos numéricos han experimentado, de forma paralela, un grado de maduración
notable, tanto en su formulación como en la eficacia o eficiencia con que se explotan los recursos
informáticos.

Clásicamente, la solución a los problemas de contorno en electromagnetismo se basaba en
técnicas analíticas, de tal forma que se buscaban soluciones cerradas. Este tipo de soluciones, sin
embargo, sólo están disponibles para una clase limitada de problemas con geometrías canónicas. Por
contra, los métodos numéricos amplían el espectro de las soluciones conocidas que, si bien deben
considerarse aproximadas, en muchos casos puede seleccionarse el grado de precisión con que los
resultados obtenidos describen la realidad física que se analiza.

No es intención de este capítulo de introducción realizar una exposición exhaustiva de este
extenso campo, pero sí reseñar las grandes líneas de estudio para ubicar los procedimientos desarrollados
y resultados obtenidos en esta tesis.

El electromagnetismo trata de las fuentes eléctricas y magnéticas y de los campo eléctricos y
magnéticos que producen. Las ecuaciones de Maxwell, desarrolladas en el próximo capítulo, son las que
describen el modo en que se relacionan dichas fuentes y campos.

Por ello, para conocer el campo en una determinada región, se deben resolver las ecuaciones de
Maxwell aplicando de forma apropiada las condiciones de contorno en los límites de la región.

Para plantear el problema electromagnético y su solución podemos distinguir cuatro modelos
[1] que desarrollan y formalizan las mismas ecuaciones de partida, las de Maxwell. Esta formalización
del modelo es, siempre, un paso previo inevitable a la hora de formular cualquier método numérico:

1) Expansiones modales: Son las soluciones a las ecuaciones de Maxwell en un determinado
sistema coordenado, sujetas a unas condiciones de contorno.

2) Operador integral: Es una ecuación íntegro-diferencial basada en la función de Green de
espacio libre u otra más especializada.

3) Operador diferencial: Son la ecuaciones rotacionales de Maxwell, o de su formulación
integral.

4) Descripción óptica: El modelo se establece en forma de rayos y de coeficientes de difracción.

I.1.-Los métodos numéricos

La cantidad de métodos o procedimientos numéricos que se aplican en el electromagnetismo para
solucionar las ecuaciones de Maxwell, en cualquiera de los modelos anteriormente planteados, es muy
elevada. Cualquier artículo que aparezca en las revistas especializadas menciona alguno de los posibles
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métodos disponibles, y sobre ellos se trabaja para obtener resultados o para mejorarlos, normalmente
desde un punto de vista computacional.

En [2] se hace una recopilación de los fundamentos de diversos métodos numéricos aplicados
al electromagnetismo. Es especialmente interesante el trabajo de Itoh [3] donde se hace un resumen de
muchas de estas técnicas, a la vez que proporciona numerosa bibliografía básica sobre cada método
numérico.

También conviene mencionar, en este punto, algunos de los trabajos más interesantes a la hora
de obtener las ecuaciones que resuelven las ecuaciones de Maxwell. Por ejemplo tenemos a Stratton [4],
a Harrington [5], a Balanis [6] o a Collin [7], por citar sólo algún libro y no los cientos y cientos de
artículos disponibles en la bibliografía.

Como ya hemos dicho, no es intención nuestra explicar, ni siquiera de manera somera, los
métodos disponibles para resolver las ecuaciones de Maxwell. No obstante esto, sí que resulta interesante
mencionar uno de los métodos que sin duda es de los más utilizados a la hora de resolver las ecuaciones
integrales o diferenciales. Este es el método de los momentos, utilizado desde muy antiguo pero
formalizado por Harrington en [8].

La idea central asociada a cualquier método numérico radica en aproximar las cantidades de
interés -normalmente los campos o las corrientes- por un conjunto discreto de funciones, a menudo
polinomios, cuya suma ponderada converja a la solución deseada.

De esta forma, los operadores integrales se sustituyen por sumas finitas, mientras que los
operadores diferenciales son sustituidos por diferencias finitas.

I.1.1.-El método de los momentos

Como ya hemos dicho, es este, sin duda, el método más ampliamente utilizado para la resolución
de las ecuaciones resultantes de aplicar a las ecuaciones de Maxwell alguno de los modelos mencionados
anteriormente y fue Harrington [8] el que lo formalizó.

Cualquiera de la ecuaciones obtenidas de los modelos anteriores se puede expresar de la forma:

donde � es un operador íntegro-diferencial cualquiera y f y g dos funciones.
El primer paso consiste en aproximar la función incógnita f por una combinación lineal de

funciones base {�n}, quedando:

donde cn son los pesos de la expansión o desarrollo en serie de la función f. Estas son, en definitiva, las
incógnitas de nuestro problema. Sustituyendo esta función en la anterior, y aplicando la linealidad del
operador, tenemos:

Esta ecuación es un ecuación funcional donde la incógnita no es una función, como en la
ecuación original, sino que la incógnita es un conjunto discreto de valores numéricos { cn}.

Para obtener una buena solución, la combinación lineal de las funciones �(�n) debe aproximarse
a la función g de tal manera que se minimice el error o residuo:
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La ecuación funcional (1.3) puede convertirse en un sistema de ecuaciones haciendo nulo el
residuo, tras ponderarlo por unas funciones peso {wn}:

Esta ponderación se realiza aplicando el producto simétrico definido como:

El sistema de ecuaciones resultante es:

Esta expresión se puede reescribir de forma matricial así:

donde:

Dependiendo de qué representa cada uno de los elementos de la ecuación matricial (1.8),
tendremos una interpretación a cada uno de los elementos que forman parte de la ecuación. Así, por
ejemplo, cuando tenemos ecuaciones integrales de campo eléctrico, esta tiene la forma:

donde J es la corriente incógnita y E el campo eléctrico de excitación. La ecuación matricial sería:

Es decir, el vector  sería un vector de tensiones  (asociado al campo eléctrico E) y el vector �� �� �


un vector de corrientes  (asociado a la corriente J). La matriz que relaciona ambas cantidades  será�� �

una matriz de impedancias . Y se puede interpretar como una red de N accesos, donde cada uno de los�
accesos resulta excitado por un generador de tensión de valor Vn. Los coeficientes de la matriz de
impedancias son, entonces, las impedancias mutuas entre los accesos de esta red y aproxima al problema
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modelado. Nótese que esto es, en definitiva, el principio de funcionamiento de la técnica de la Matriz
de Admitancias Generalizadas -MAG- (o la Matriz de Impedancias Generalizadas -MIG- o la Matriz de
Dispersión Generalizada -GSM-) que se desarrollará en el capítulo 3 y que podemos encontrar en
trabajos realizado por B. Gimeno y otros en [9, 10] o J. M. Rebollar en [11, 12].

Si las funciones base escogidas son de dominio discreto, estas impedancias representan
interacciones espaciales entre las N puertas del modelo. Por el contrario, si las funciones base son de
dominio completo, las impedancias indican interacciones modales.

Se podrían realizar comentarios similares para modelos basados en operadores diferenciales,
aunque los coeficientes de la representación multipuerto ahora describen interacciones locales en lugar
de globales. Dado que el modelo diferencial conduce a matrices dispersas, no se suele calcular su inversa
para obtener la solución. En el análisis numérico de los operadores diferenciales hay dos enfoques
principales, uno conocido como el Método de las Diferencias Finitas y otro como el Método de los
Elementos Finitos. Los métodos difieren, principalmente, en el modo en que se aproximan los operadores
diferenciales y en cómo se satisfacen las ecuaciones diferenciales. El segundo, el Método de los
Elementos Finitos, suele ser más apropiado para modelar problemas con geometrías complicadas, las
cuales pueden aproximarse por funciones lineales a trozos.

I.1.1.1.-Las funciones base y peso

La elección de las funciones base y peso mencionadas en el método de los momentos juega un
papel decisivo en la precisión y en la eficacia del modelo numérico resultante.

Esta elección no es trivial ya que, si bien existe una gran variedad de funciones, el conjunto
elegido limita implícitamente la geometría y el tamaño eléctrico del problema considerado.

En las referencias [13-18] se describen algunos ejemplos de funciones base, así como criterios
para su elección y problemas que pueden aparecer.

A priori, el conjunto de funciones base ideal es aquel que más se asemeja a la función incógnita,
proporcionando una solución convergente con el mínimo número de elementos de la expansión, y
también en el menor tiempo posible. Sin embargo, un conjunto así es necesariamente poco flexible y
limita el ámbito de aplicación de un modelo.

Las funciones base se clasifican en tres grandes grupos: funciones de dominio discreto, de
dominio completo y mixtas. Las primeras se definen sobre un subdominio del operador integral y se
anulan en el resto. Entre ellas se incluyen, típicamente, los pulsos, los triángulos y las funciones
sinusoidales a trozos. Cuando las funciones base se extienden a todo el dominio del operador integral,
se dice que son de dominio completo. Ejemplos son las serie de Fourier  o los polinomios de Legendre
o Hermite.

Tradicionalmente las funciones de dominio discreto se han visto favorecidas, dada su flexibilidad
para amoldarse a la geometría del problema, y porque facilitan la evaluación de la integrales resultantes.
También hay que señalar en su contra que es necesario emplear, aproximadamente, diez funciones base
por cada longitud de onda de función incógnita, ya sea campo o corriente. Esto suele conducir a grandes
sistemas de ecuaciones, incluso en problemas ligeramente por encima de la región de resonancia.

Las funciones base de dominio completo, por su parte, hacen más difícil la evaluación de las
integrales involucradas, a no ser que la geometría del problema sea canónica, es decir, que se genere a
partir de un sistema coordenado separable. Estas funciones no suelen ser apropiadas para cuerpos
pequeños o para describir fenómenos muy localizados. Sin embargo, para estructuras eléctricamente
grandes, sí suelen ser de gran utilidad, disminuyendo el número de incógnitas. Además, en ocasiones es
posible asociar una interpretación física a las funciones base como expansiones modales.

Numéricamente, una correcta elección de las funciones base y peso permitirá obtener matrices
bien condicionadas.

Los conjuntos mixtos pueden compensar los inconvenientes y las limitaciones propias de unos
y otros, según se dice en [19].
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I.1.2.-Mejoras de los modelos

En [1] se recogen algunos de los procedimientos analíticos propuestos para reducir el coste
asociado a la solución de problemas electromagnéticos mediante el método de los momentos.

I.1.2.1.-Funciones de Green especializadas

La función de Green más comúnmente empleada es la de espacio libre, por su sencillez y
flexibilidad. Sin embargo, esta función sólo satisface la condición de contorno de radiación , cuando r��,
y fuerza al modelo a situar corrientes incógnita en todo el contorno del volumen o región considerada.

Las funciones de Green especializadas satisfacen condiciones de contorno adicionales,
reduciendo así el número de fuentes incógnita. Aunque sólo se conocen unas pocas funciones de Green
especializadas para geometría separables, estas pueden aplicarse a un buen número de problemas de
interés práctico, tales como fuentes en presencia de planos, cilindros, esferas, etc. Sin embargo, al mismo
tiempo que se reduce el número de incógnitas, el núcleo de la ecuación integral a resolver se vuelve más
complejo. Pero a pesar de ello, las ventajas de estas funciones de Green especializadas representan una
interesante alternativa.

Este tipo de funciones puede encontrarse en varios sitios, ya que continuamente están
apareciendo publicaciones al respecto. Puede verse la teoría general en [20,21] y varias de estas
funciones para diferentes estructuras en [22-31].

I.1.2.2.-Métodos híbridos

Un ejemplo de método híbrido lo constituye la combinación del método de los momentos (MoM)
con la Teoría Geométrica de la Difracción (GTD) [32, 33]. La técnica GTD tiene la atractiva propiedad
de que el tiempo necesario de procesado es independiente del tamaño eléctrico del problema, a diferencia
del MoM. Por otro lado, el aumento de la complejidad del problema obliga a trazar más rayos y a
calcular más coeficientes de difracción, limitando la aplicabilidad de la GTD. La combinación de los
métodos puede explotar las ventajas de ambos, proporcionando un modelo notablemente mejor que
cualquiera de los dos en solitario.

Otra técnica híbrida es el método del unimomento [34, 35], que consiste en combinar un
operador diferencial con una expansión modal. Esta técnica modela un cuerpo cilíndrico mediante un
operador diferencial extendido al círculo que los contiene y posteriormente acopla la solución interior
con el espacio exterior en donde la solución viene expresada mediante una expansión modal.

Finalmente podemos mencionar otra técnica híbrida que combina el MoM con la función de
Green asociada a una geometría concreta [36]. Este método puede resolver así problemas en los que un
objeto arbitrario se encuentra en un medio donde la función de Green es conocida. El objeto arbitrario
se sustituye por unas corrientes incógnita y la ecuación integral se obtiene convolucionando estas
corrientes con la función de Green del problema. Este método aúna la flexibilidad del método de los
momentos con el ahorro en el número de incógnitas que proporciona una función de Green especializada.

I.1.2.3.-Otros métodos

Existen otros métodos analíticos para simplificar la formulación y el consiguiente procesado,
aunque asumiendo ciertas aproximaciones. Así, por ejemplo, la Condición de Impedancia de Contorno
(IBC) [37] supone que los campos eléctrico y magnético en la superficie de un objeto pueden
relacionarse mediante una impedancia superficial, haciendo uso del efecto pelicular. Esto permite reducir
el número de incógnitas.
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De la misma forma podemos ver la aproximación de óptica física [6, 38-42], que supone que la
corriente superficial se puede expresar directamente en términos del campo incidente. Para un conductor

perfecto, por ejemplo, la condición de corriente en su superficie es .���2 � �̂ x �� L

I.2.-Conclusión

Los métodos recogidos son sólo una pequeña muestra de los continuos esfuerzos que se han
venido realizando para plantear los problemas electromagnéticos de manera más eficiente al tiempo que
resolver de forma más exacta. Cada método tiene, en general, su entorno de aplicación más eficiente.
Precisamente por este motivo, resulta inmediato decir que debe ser muy interesante segmentar un
problema grande en otros más pequeños, de tal forma que cada uno de los segmentos se analice de la
forma más apropiado para su contorno, y posteriormente, de forma circuital, se unan todos para formar
el problema original. Además, la técnica circuital permite caracterizar las regiones de forma
independiente unas de otras, por lo que significa un ahorro sustancial de tiempo, ya que caso de haber
cambios en alguna de las regiones no es necesario recalcular todo el problema sino que basta con
recalcular las regiones que han cambiado.

Además, todas las técnicas diferenciales, integrales y modales son susceptibles, como veremos
posteriormente, de proporcionar una matriz de caracterización a cada recinto de estudio.
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II
Ecuaciones básicas.

Solución de la
ecuación de ondas

El objetivo de este capítulo es plantear las ecuaciones básicas del electromagnetismo, a partir
de las cuales se ha desarrollado toda la teoría electromagnética.

Asimismo, y a partir de ellas, se desarrollan toda una serie de principios y teoremas
-superposición, reciprocidad, equivalencia, unicidad, etc.- que facilitan en gran medida la evolución de
la teoría electromagnética en su conjunto.

La bibliografía sobre estos aspectos es, como cabe suponer, amplísima, tanto en libros como
artículos. Entre los primeros cabe destacar las aportaciones de Harrington [1]. Pero, por supuesto,
tenemos muchos más libros, entre los que extraemos por su interés, a Balanis [2], que destaca por la
sencillez de su nomenclatura, al propio Harrington de nuevo por su aportación a los métodos numéricos
en [3], W. C. Chew [4], con una nomenclatura menos clara pero con trabajos muy interesantes en
difracción, Felsen y Marcuvitz [5], con un clásico en difracción y métodos asintóticos, R. E. Collin [6]
y R. E. Elliot [7], por motivos similares a Balanis, que constituyen un buen ejemplo de libros claros en
su nomenclatura y profundos en sus análisis, normalmente analíticos. Por último tendríamos a C. T. Tai
[8, 9] y D. G. Dudley [10], por aportaciones a los métodos matemáticos de análisis de las ecuaciones
electromagnéticas.

Entre los artículos también tenemos una gran variedad, mucho mayor si cabe que los libros. Esto
sucede, evidentemente, porque son de más rápida difusión y los libros son el resumen de muchas de estas
publicaciones. Aun así, destacaremos algunos por su interés, como son las referencias [11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19]. Todas destacan por aportaciones originales a la teoría electromagnética en general
y a la teoría circuital en particular, describiendo propiedades de sumo interés.

Volviendo, pues, al objetivo del capítulo, este va a ser planteado en dos partes. La primera
consistirá en el desarrollo de las ecuaciones de Maxwell, punto de partida de toda la teoría, hasta llegar
a las ecuaciones de onda, tanto en medios con fuentes como sin ellas. En la segunda parte veremos la
resolución de la ecuación de ondas.

II.1.-Las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell son aquellas que nos ligan los campos eléctricos y magnéticos en
cualquier medio con las fuentes que los producen. En forma diferencial son:
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A estas de les suele añadir las ecuaciones de continuidad, que, aunque son deducibles de las
anteriores, se suelen incluir como ecuaciones básicas:

Las diferentes variables que aparecen son:

VARIABLE DESCRIPCIÓN UNIDAD
� Intensidad de campo eléctrico V/m

� Intensidad de campo magnético A/m

� Densidad de flujo eléctrico C/m2

� Densidad de flujo magnético Wb/m2

� Densidad de corriente eléctrica A/m2

� Densidad de corriente magnética V/m2

�e Densidad de carga eléctrica C/m3

�m Densidad de carga magnética Wb/m3

Como es sabido, las cargas y corrientes magnéticas (�m y �) no tienen sentido físico. Sin
embargo, esto no impide que dichas cantidades se puedan introducir en las ecuaciones de Maxwell.
Desde un punto de vista matemático la simetría de estas ecuaciones admite su presencia y, como
tendremos ocasión de comprobar más adelante, el empleo de unas corrientes magnéticas ficticias facilita
la interpretación de numerosos problemas.

A estas ecuaciones hay que añadir las relaciones constitutivas de los medios que son, en general:

Para los medios que vamos a utilizar, estas relaciones son lineales, de tal forma que nos queda:
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Para poder trabajar mejor con las ecuaciones se suele asumir una variación armónica de los
campos con lo que podemos aplicar la transformada de Fourier sobre las ecuaciones y simplificar la
ecuaciones mediante el uso de cantidades complejas. Por ello, en lugar de trabajar con el campo
instantáneo (�, �, �, �� � y �) trabajaremos con los fasores (E, H, D, B, M y J). Las relaciones entre
ellos son:

donde � y V representan a cualquiera de las variables anteriores.
Con esta consideración, las ecuaciones de Maxwell quedan así -nótese que a partir de ahora

usaremos las variables con la notación vectorial tradicional-:

Y las ecuaciones de continuidad:

Y, por último, las relaciones constitutivas de los medios, para el caso lineal, homogéneo e
isotrópico:
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II.1.1.-La ecuación de onda

Las ecuaciones que hemos visto en el apartado anterior son las ecuaciones en su forma
diferencial. Estas se pueden manipular -cosa que no vamos a hacer puesto que está ampliamente
documentado en la bibliografía- de tal forma que llegamos a las siguientes ecuaciones:

Los vectores  y  son los vectores conocidos como potenciales y cumplen las siguientes�� ��
ecuaciones:

Estas dos ecuaciones son las conocidas como ecuaciones de onda, y el parámetro k es el número
de onda, cuyo valor es:

II.1.2.-Regiones libres de fuentes

Las ecuaciones de onda anteriores, cuando el medio está libre de fuentes, toman la forma
siguiente:

Se puede demostrar [1] que un campo arbitrario en una región homogénea libre de fuentes puede
descomponerse en suma de dos funciones vectoriales independientes.

Una de ellas está definida por los vectores potenciales , donde es un vector unitario��� �̂ � D �̂

arbitrario, y . Esta solución se caracteriza porque la componente de campo magnético en la���0

dirección  se anula ( ), por lo que es conocida como solución transversal magnética a  (o bien�̂ �
W
�0 �̂

modos TMt).
La segunda solución es complementaria de la primera, de tal forma que el vector que se anula

es  ( ) y el potencial  está definido por , donde vuelve a ser el vector unitario de la�� ���0 �� ��� �̂ � I �̂
primera solución. Esta solución se caracteriza porque se anula la componente de campo eléctrico en la
dirección  ( ), por lo que es conocida como solución transversal eléctrica a  (o bien modos TEt).�̂ �

W
�0 �̂
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Tanto la función  como  cumplen la ecuación de onda escalar:D I

Es decir, para caracterizar totalmente el campo en una región libre de fuentes bastará con
conocer dos soluciones escalares,  y , y la dirección  a la que están asociadas.D I �̂

También debemos mencionar los modos T.E.M o Transversales Electromagnéticos, cuya
solución supone que no existen componentes de campo eléctrico y magnético en la dirección . Su�̂
resolución se describe en [1] y en [2], y se obtienen a partir de las ecuaciones de Maxwell directamente.
No entraremos en su análisis, aunque sí diremos que son los modos de las líneas de transmisión que
primero se estudiaron. Los restantes, T.M. y T.E., son conocidos como modos superiores.

II.2.-Solución de la ecuación de onda

Hemos visto que la caracterización completa de cualquier región, con o sin fuentes, se consigue
resolviendo las ecuaciones de onda -o ecuaciones de Helmholtz- asociadas a los potenciales  y .�� ��

Vamos a distinguir dos casos. Por un lado la solución para el caso de una región sin fuentes y
por otro para una región con fuentes, ya que su resolución es distinta para cada situación.

II.2.1.-Soluciones modales en regiones libres de fuentes

Para este caso, la ecuación de onda que debemos resolver es la siguiente:

donde  puede ser  o , según la solución que estemos considerando: TE o TMD I

Este tipo de ecuaciones se resuelven mediante el método de separación de variables. Ya en 1934
L. Pfahler [20] demostró para qué sistemas coordenados se puede usar este método y, por supuesto, los
sistemas cartesianos, cilíndricos y esféricos están incluidos. Estos son los sistemas de uso más frecuentes,
y, en particular, serán los dos primeros los que desarrollaremos brevemente.

II.2.1.1.-La ecuación de Helmholtz en cartesianas

La ecuación de onda escalar en cartesianas es:

Y, a través del método de separación de variables, buscamos soluciones de la forma:

Sustituyendo en la ecuación de onda y dividiendo por � podemos identificar tres ecuaciones
independientes:
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donde las constantes (kx, ky, kz) son constantes independientes de las variables (x, y, z)
Las tres ecuaciones diferenciales anteriores son formalmente iguales, y por lo tanto sus

soluciones también lo son. La solución general de la ecuación es:

Por lo tanto la solución de la ecuación de ondas será:

siendo la función H(·) cualquiera de las propuestas en la ecuación (2.31).
Por supuesto, la solución general es válida para cualquier combinación de valores (kx, ky, kz)

-aunque sólo dos valores de los tres son independientes, ya que se cumple que -.
 2
[
�
 2

\
�
 2

]
�
 2

Además, cualquier combinación lineal de las soluciones también es solución de la ecuación de ondas.
Cada una de las soluciones individuales se conocen como modos. Por lo tanto, una combinación lineal
de todos los modos da la solución global al problema.

Si los valores de (kx, ky, kz) son discretos, la solución será:

donde se ha supuesto, a modo de ejemplo, que las constantes independientes son (kx, ky). Por supuesto
se puede dar cualquier otra combinación. Los valores  son conocidos como los pesos o amplitudes


N[ ,N\

de los modos.
Sin embargo, si los valores de (kx, ky, kz) son continuos, la solución pasa de ser un sumatorio a

ser una integral de la forma:

donde f(kx,ky) es una función analítica.
Así pues, en general existen infinitas soluciones o modos para los campos.
Los valores de (kx, ky, kz) vendrán condicionados y se calcularán a partir de las condiciones de

contorno del problema.
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Una vez tenemos la solución de la ecuación de onda, es inmediato obtener los campos a partir
de las ecuaciones (2.19) y (2.20).

Por ejemplo, vamos a obtener las expresiones de los modos TEz y TMz para las coordenadas
cartesianas, recordando que estas soluciones venían de suponer dos casos distintos y duales entre sí en
los cuales se anulaban todas las componentes de los potenciales   y  salvo las de una dirección en�� ��
particular. Para nuestro ejemplo, consideraremos esta componente como la dirección , llegando a la�̂
siguientes soluciones.

Si hacemos  y , obtenemos los modos TMz:��� �̂ � D ���0

Y si hacemos el caso dual, de tal forma que  y , obtenemos los modos TEz:��� �̂ � I ���0

II.2.1.2.-La ecuación de Helmholtz en cilíndricas

La ecuación de onda escalar en cilíndricas es:

Y, de nuevo a través del método de separación de variables, buscamos soluciones de la forma:

Sustituyendo en la ecuación de onda y dividiendo por � podemos identificar tres ecuaciones
independientes:
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donde las constantes (k
D
, �, kz) son constantes independientes de las variables (�, �, z).

Debe notarse que las dos últimas ecuaciones de las tres anteriores son iguales, en forma, a las
obtenidas en el caso de coordenadas cartesianas, por lo que su solución general es igual que la indicada
en la ecuación (2.31).

Sin embargo la primera de ellas resulta ser de otro tipo, pero no por ello menos conocida. Se trata
de la ecuación diferencial de Bessel y su solución es una combinación lineal de funciones de Bessel.
Estas pueden ser las de primera y segunda especie o bien las funciones de Hankel. Para una mejor
comprensión de las funciones de Bessel puede verse el anexo A destinado a su estudio en esta tesis.

Así pues, en general, la solución de la ecuación de Bessel es:

Por lo tanto la solución de la ecuación de ondas será:

siendo la función H(·) cualquiera de las propuestas en la ecuación (2.31).
Por supuesto, la solución general es válida para cualquier combinación de valores (k

D
, �, kz)

-aunque sólo dos valores de los tres son independientes, ya que se cumple que dos de ellos están

relacionados de la forma -. Además, cualquier combinación lineal de las soluciones también
 2
�
 2

]
�
 2

es solución de la ecuación de ondas. Cada una de las soluciones individuales se conocen, al igual que
antes, como modos. Por lo tanto, una combinación lineal de todos los modos da la solución global al
problema.

Si los valores de (k
D
, �, kz) son discretos, la solución será:

donde se ha supuesto, a modo de ejemplo, que las constantes independientes son (�, kz). Por supuesto se
puede dar cualquier otra combinación. Los valores  son conocidos como los pesos o amplitudes de� ,N]

los modos.
Sin embargo, si los valores de (�, k

D
,. kz) son continuos, la solución pasa a de ser un sumatorio

a ser una integral de la forma:
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donde f(�,kz) es una función analítica.
Así pues, en general existen infinitas soluciones o modos para los campos.
Y los valores de (�, k

D
, kz) vendrán condicionados y se calcularán a partir de las condiciones de

contorno del problema.
La obtención de los campos a partir de estas soluciones � es inmediato a partir de las ecuaciones

(2.19) y (2.20).
Recordemos que la ecuación de onda escalar se resolvía para una componente de los potenciales

 y . En particular, se resolvía para las componentes  de dichos potenciales. Si consideramos esta�� �� �̂
componente como la dirección , podemos obtener las soluciones de campo electromagnético para los�̂
modos TMz y TEz de la siguiente forma.

Si hacemos  y , obtenemos los modos TMz:��� �̂ � D ���0

Y si hacemos el caso dual, de tal forma que  y , obtenemos los modos TEz:��� �̂ � I ���0

II.2.2.-Soluciones en regiones con de fuentes. Función de Green

Las ecuaciones de onda que hay que resolver cuando estamos en regiones con fuentes son:

La solución de estas ecuaciones no es, en general, nada sencilla. Esta depende tanto de la
geometría de todo el problema como de la ubicación de las fuentes. No obstante esto, y para poder
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entender en qué consiste la función de Green y cuál es su utilidad, vamos a plantear un sencillo problema
escalar, ya que tampoco es objeto de esta el desarrollo de las funciones de Green.

Supongamos, pues, una ecuación diferencial escalar como la siguiente:

donde la función �(r) está sujeta a unas determinadas condiciones de contorno, del tipo:

donde rs está en una superficie S genérica -donde se aplican las condiciones de contorno- y n es un vector
normal a dicha superficie en el punto rs

Asimismo, la función f(r) es una función conocida y se llama función de excitación.
Dados, pues, estos datos, llamaremos función de Green a la solución de la ecuación de onda

(2.48) cuando la función excitación es una delta de Dirac.
Es decir, es la solución de la siguiente ecuación:

donde las condiciones de contorno serán:

Tras algunas manipulaciones y haciendo uso de las identidades de Green, llegamos a que la
solución de la ecuación de onda es:

donde V es el volumen de interés y S la superficie cerrada que lo envuelve.
Como casos particulares, supongamos que las condiciones de contorno son condiciones de

Dirichlet homogéneas, de tal forma que  en toda la superficie S. En este caso, la solución de la� ��
V
�0

ecuación de onda se simplifica a:

Esta es la forma más clásica de ver el uso de la función de Green, aunque, como ya se ha visto,
es un caso particular de otro más general.

Si las condiciones de contorno son del tipo Neumann, se satisface que  en toda la
�� ��

V

��
�0

superficie S. En este caso la solución de la ecuación de onda es:
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donde el segundo término resulta ser una constante y que, en general, suele omitirse ya que supone
sencillamente un umbral a la solución �(r). Queda, entonces, el mismo tipo de solución formal que para
las condiciones de Dirichlet.

Es decir, y resumiendo, si somos capaces de resolver el problema para una excitación
impulsional -delta de Dirac-, a través de esta última ecuación somos capaces de obtener la solución al
problema global.

No obstante, es evidente que la propia resolución de la ecuación de onda para una excitación
impulsional es, en sí misma, un problema de elevada dificultad.

La bibliografía sobre este tema también es amplísima, ya que prácticamente para cada geometría
canónica que nos podamos plantear está calculada su función de Green.

Como caso particular, mencionaremos la función de Green en espacio libre:

De esta forma, los potenciales  y  serán:�� ��

donde  y  son las fuentes de corriente eléctrica y magnética respectivamente.�� �� ) �� �� )

Por último, decir que la función de Green comentada hasta el momento se limitaba a problemas
escalares o bien a problemas vectoriales fácilmente trasladables a escalares. Estos serían los casos en los
que una componente de la fuente se traduce en una componente de campo en la misma dirección.

Sin embargo existen otro tipo de problemas en los que una misma componente de la fuente
proporciona campo en todas las direcciones y no sólo en la misma componente de la fuente que lo crea.
Estaríamos entonces en presencia de otro tipo de problemas cuya solución pasa por las funciones de
Green diádicas. No obstante esto, la definición y el método de cálculo sería el mismo: la función de
Green nos da la solución de la ecuación de onda cuando la excitación es un impulso o delta de Dirac y
cada una de las componentes de la diada que forma la función de Green diádica es la respuesta en una
determinada dirección a una excitación impulsional en otra dirección. Obviamente, el caso escalar es un
caso particular de este y sería el caso en el que la diada es diagonal y cada uno de los elementos de la
diagonal iguales entre sí.

Para seguir con el estudio de estos problemas resultan de sumo interés las referencias [2] como
básica y [8] y [9] como ampliación.

II.3.-Conclusión

En este capítulo se ha pretendido dar un rápido repaso a las ecuaciones de Maxwell, origen de
toda la teoría electromagnética, así como de sus soluciones, desde un punto de vista modal, de tal forma
que los campos eléctrico y magnético se puedan expresar como una serie de soluciones particulares, en
los diferentes sistemas coordenados -aunque sólo hayamos visto el cartesiano y el cilíndrico-, que
llamamos modos.

Asimismo, se ha efectuado un repaso a la teoría electromagnética cuando en el recinto a
caracterizar existen unas determinadas fuentes eléctricas y/o magnéticas.
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1De igual forma se puede hablar de la "matriz de impdancias generalizadas" o MIG, siendo una la inversa
de la otra

III
La matriz de
admitancias

generalizadas

El análisis circuital que se pretende abordar se asienta sobre el concepto de impedancia de onda
(o de admitancia de onda). Este parámetro, que establece la relación entre los campos eléctrico y
magnético en cada punto del espacio, nos habla sobre la interacción entre los campos electromagnéticos
y el medio.

El concepto de impedancia, asociado a cada punto, puede extenderse a la caracterización de todo
un volumen mediante la introducción de la llamada matriz de admitancias generalizadas o MAG1. Su
empleo nos va a permitir segmentar el espacio y asociar a cada una de las regiones resultantes una de
estas matrices, cuya posterior interconexión constituirá el modelo circuital del problema.

Pero para poder llegar a obtener la MAG es necesario establecer primero las condiciones de su
existencia, para lo cual nos serviremos del teorema de unicidad. Posteriormente nos apoyaremos en el
principio de equivalencia con el fin de formular los operadores integrales que determinen la relación
entre el campo eléctrico  y el magnético  en una región homogénea arbitraria. Finalmente la MAG�� ��
se obtendrá como resultado de la discretización de los operadores mediante alguno de los procedimientos
disponibles, tales como los métodos modales, el método de los elementos de contorno o el método de
los elementos finitos, siendo este especialmente apropiado para regiones inhomogéneas.

III.1.-El concepto de impedancia de onda

Tal como introdujo S. A. Schelkunoff en los años 30 y como recoge Harrington [1], en la teoría
electromagnética se denominan impedancias de onda los cocientes entre las componentes de campo
eléctrico  y las de campo magnético . De igual forma, hablamos de admitancias de onda a los�� ��

cocientes entre componentes de campo magnético  y componentes de campo eléctrico . En principio,�� ��
estos valores son puntuales, es decir, están asociados a cada punto. Si el medio es lineal, este valor es
único e independiente de la intensidad del propio campo.

La descomposición modal de las soluciones de la ecuación de onda, descrita en el capítulo
anterior, permite extender el concepto de impedancia o admitancia -en general de inmitancia- a
superficies en lugar de estar definido a puntos. Dichas superficies se hacen coincidir con los frentes de
fase de los modos. De este modo, dada una superficie, el cociente entre las componentes del campo
eléctrico y las del campo magnético tangenciales a dicha superficie proporciona la impedancia de onda
superficial de cada modo. Esta impedancia caracteriza de este modo a todo un frente de fase y, por lo
tanto, a una superficie.
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Veamos esto con un par de aplicaciones con geometría canónica que nos ilustren este concepto.

III.1.1.-La guía rectangular

Vamos a proceder a calcular la admitancia de onda de un
tramo de línea de transmisión formado por una guía rectangular
de longitud l y anchura a, según se muestra en la figura.

Supondremos, asimismo, que los modos que se están
propagando por la misma son los TEm0, de tal forma que no
tengamos dependencia con la coordenada y y podamos
considerar el problema como bidimensional.

La expresión general de los campos de los modos TEm0

es, para las ondas progresivas:

donde las diferentes constantes son:

Como en general tendremos unas ondas progresivas y regresivas, podemos poner que el campo
en general es:
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Si nos fijamos en un plano z cualquiera, podemos poner el campo eléctrico y magnético
tangencial como ondas progresivas y regresivas de la siguiente forma, de manera simplificada y para
cada modo m:

Los términos  e  son, como puede verse por su definición, los términos por los que
 L

0P 
 U

0P

debemos multiplicar el campo eléctrico  y  para obtener las componentes de campo magnético � L

\P
� U

\P
� L

[P

y  respectivamente. Es decir, son, por definición, las admitancias de onda. En este caso se� U

[P

denominan admitancias características ya que relacionan no sólo componentes de campo eléctrico y
magnético sino que también nos caracterizan las ondas progresivas y regresivas en un medio de
transmisión, con la implicación que tiene esto a la hora de definir otro conjunto de parámetros: los
parámetros S, o de scattering o de dispersión.

Para obtener su valor, nos bastará con particularizar la coordenada z en cualquier punto y aplicar
la definición. Si, por ejemplo, particularizamos en z=0 (plano al que llamaremos puerto 1) y
consideramos incidente al campo que se propaga hacia la derecha y regresivo al que se propaga hacia
la izquierda, obtenemos:

Sin embargo, si consideramos otro plano cualquiera, pongamos z=l (al que llamaremos puerto
2) y consideramos ahora que es incidente el que se propaga hacia la izquierda y regresivo el que se
propaga hacia la derecha, obtenemos:

Nótese, con este ejemplo, que es importante considerar y definir  bien las direcciones a la hora
de calcular admitancia o impedancias de onda e impedancias y admitancias características.

Como un pequeño adelanto al concepto matricial de la MAG, vamos a considerar que el campo
total en el interior de la guía no es únicamente un modo TEm0 sino que es una combinación lineal de
todos, de tal forma que las componentes tangenciales de campo son:
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Resulta inmediato comprobar que los términos que multiplican a los campos eléctricos  y � L

\
� U

\

para obtener los correspondientes magnéticos  y  deben ser dos matrices, a las que hemos� L

[
� U

[

llamado   e . Estas son las matrices de admitancias características de la guía rectangular y son dos

L

0 

U

0

matrices diagonales cuyos valores son, para el puerto 1:

Y para el puerto 2:

Las dimensiones de las matrices dependen del número de modos TEm0 que estemos considerando
en la guía.

Si quisiéramos caracterizar los dos planos que hemos considerado (z=0 y z=l, llamados puertos
1 y 2), podríamos escribir lo siguiente:

donde las matrices  e  son:

L

0 

U

0
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III.1.2.-Ondas cilíndricas: el anillo circular

Vamos, en esta segunda aplicación, a calcular la admitancia de onda
de las ondas cilíndricas cuando el plano de fase los situamos en un �=cte. (ver
figura).

De igual forma que antes, vamos a considerar la existencia de dos
posibles planos de origen de fase: �=a, que llamaremos puerto 1, y �=b, al
que llamaremos puerto 2, según se muestra en la figura.

Estudiaremos únicamente el caso de los modos TMz y el caso
bidimensional en el que kz=0. Según esto, las componentes de campo eléctrico
tangentes a la superficie son, considerando ya incluidas las ondas progresivas
y regresivas -nótese que el parámetro � es entero para poder cumplir la periodicidad de la estructura en
la dimensión angular �-:

Y las componentes de campo magnético tangencial son:

Sabemos que las funciones de Hankel de primera especie Hm
(1) son ondas que viajan en sentido

radial negativo y las de segunda especie Hm
(2) viajan en sentido radial positivo. Es decir, las primeras se

acercan al origen y las segundas se alejan.
Según esto, las componentes de campo eléctrico caracterizadas por los coeficientes am y bm son

ondas reflejadas en el puerto 1 -que es el interior, el de radio r=a- y, a la vez, ondas incidentes en el
puerto 2 -que es el exterior, el de radio r=b-. De igual forma, el campo eléctrico caracterizado por los
coeficientes cm y dm son ondas incidentes en el puerto 1 o interior y ondas reflejadas en el puerto 2 o
exterior.

De nuevo, y si nos fijamos en un plano � cualquiera, podemos poner el campo eléctrico y
magnético tangencial como ondas progresivas y regresivas de la siguiente forma, de manera simplificada
y para cada modo m:

Estas relaciones se pueden escribir tanto para la variación seno como la variación coseno de los
campos tangenciales.

Los términos  e  son los términos por los que debemos multiplicar el campo eléctrico 
 L

0P 
 U

0P � L

]P

y  para obtener las componentes de campo magnético  y  respectivamente. Es decir, son,� U

]P
� L

nP
� U

nP

por definición, las admitancias de onda. En este caso se denominan de nuevo admitancias características
ya que relacionan no sólo componentes de campo eléctrico y magnético sino que también nos
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caracterizan las ondas progresivas y regresivas en un medio de transmisión, con la implicación que tiene
esto a la hora de definir los parámetros S.

Para obtener su valor, nos bastará con particularizar la coordenada � en cualquier punto y aplicar
la definición. Si, por ejemplo, particularizamos en �=a (plano al que hemos llamado puerto 1) y
consideramos incidente al campo que se propaga hacia fuera y regresivo al que se propaga hacia dentro,
obtenemos, para cada una de las variaciones seno o coseno:

Sin embargo, si consideramos el otro plano comentado antes, el �=b (al que llamamos puerto
2) y consideramos ahora que es incidente el que se propaga hacia dentro y regresivo el que se propaga
hacia fuera, obtenemos:

De nuevo hay que hacer notar que es importante considerar y definir bien las direcciones en cada
plano a la hora de calcular admitancia o impedancias de onda e impedancias y admitancias
características.

Vamos de nuevo a ver cómo nos aparece una matriz cuando, en lugar de contemplar un único
modo m, suponemos la existencia de una combinación lineal de modos. En este caso, las componentes
tangenciales de campo eléctrico y magnético son, de nuevo para cada una de las dos variaciones en �
-variación sen(�·�) y cos(�·�)-:

Evidentemente los términos que multiplican a los campos eléctricos  y  para obtener los� L

]
� U

]

correspondientes magnéticos  y  deben ser dos matrices, a las que hemos llamado   e ,� L

n
� U

n



L

0 

U

0

y se corresponden con las matrices de admitancias características de los modos cilíndricos. Estas dos
matrices son diagonales y sus valores son, para el puerto 1:
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Y para el puerto 2:

Las dimensiones de las matrices dependen del número de modos dilíndricos que estemos
considerando.

Si quisiéramos caracterizar los dos planos que hemos considerado (�=a y �=b, llamados puertos
1 y 2), podríamos escribir lo siguiente:

donde las matrices  e  son:

L

0 

U

0
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Figura 3-3.-La superficie S encierra las fuentes J y M

Como puede verse de estos dos ejemplos, donde hemos obtenido las admitancias de onda
características en una guía rectangular y en un medio cilíndrico como es el anillo circular, las
definiciones que hemos estado utilizando son de escasa utilidad cuando pretendemos caracterizar un
medio con una geometría arbitraria y no formando un frente de fase como ha sido el caso de los dos
ejemplos anteriores.

Así pues, se hace necesaria la introducción del concepto de admitancia generalizada.

III.2.-La matriz de admitancias generalizada (MAG)

Si la admitancia de onda característica caracteriza al medio en cada punto mediante una relación
unívoca entre E y H, la admitancia generalizada caracteriza a todo un volumen V libre de fuentes
mediante la relación que se establece entre E y H en la superficie S que lo envuelve.

La admitancia generalizada también es única, cosa que se puede probar a través del teorema de
unicidad [1]. Este teorema establece que el campo en el interior de una región cerrada y con pérdidas
queda completamente definido por el conocimiento de las fuentes en su interior junto con las
componentes de campo eléctrico y magnético tangenciales en la superficie ficticia que envuelve dicha
región.

En la figura 3.3 se muestra de forma
esquemática esta situación. Podemos ver, además,
que la región 2 está libre de fuentes. En ella el
teorema de unicidad nos garantiza que para conocer
E y H de forma unívoca en cualquier punto no es
necesario disponer de las fuentes reales situadas en
la región 1. Es suficiente con disponer de Et sobre
la superficie S -o bien de Ht o bien de una
combinación de ambos en toda la superficie- para
conocer el valor de E y H.

Observamos, pues, que ciertamente debe
existir una relación entre Et y Ht, puesto que basta
con uno de ellos para caracterizar por completo una región. Además, esta relación debe ser única para
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Figura 3-4.-Corrientes equivalentes

garantizar el cumplimiento del teorema de unicidad. Por otra parte, si esta relación es única, su
conocimiento basta para tener completamente caracterizada una región -la región 2 en este caso-.

Ahora bien, como se señaló en el capítulo anterior, las ecuaciones de Maxwell establecen unas
relaciones entre fuentes y campos. Por ello, si queremos obtener un operador que relacione componentes
de campo Et con componentes de campo Ht, el principio de equivalencia nos será de gran utilidad.

El principio de equivalencia ([1] y [2]) establece cómo se pueden sustituir las fuentes reales por
otras equivalentes. Así, y volviendo al ejemplo de la figura 3.3, los campos en el interior de una
superficie cerrada como la región 2 se obtienen eliminando las fuentes reales J y M de la región 1 y
situando unas fuentes equivalentes Js y Ms sobre la superficie S, de tal forma que se cumplan las
condiciones de contorno del problema original.

Si elegimos  y ,��
V
� �̂ x ��

W

��
V
�� �̂ x ��

W

siendo  un vector unitario entrante en el volumen�̂
bajo estudio (ver figura 3.4), entonces el campo en
la región 1 es cero, pero en la región 2 la solución
es idéntica a la de partida.

Ahora es posible plantear un operador
Et(Js,Ms) tal que a partir de las corrientes
equivalentes proporcione el campo eléctrico sobre
S. Del mismo modo podríamos considerar otro
operador Ht(Js,Ms) para obtener el campo
magnético sobre la misma superficie S partiendo de
las mismas corrientes.

En este punto conviene enfatizar que
ambos operadores, si bien son distintos, conducen
a la misma caracterización de la región 2. Además,
debemos recordar en primer lugar que Js y Ms no son independientes entre sí, y en segundo lugar que,
numéricamente, tanto Ht y Js como Et y Ms describen el mismo valor de campo. En resumen, ambos
operadores relacionan esencialmente Et y Ht.

Justificada, pues, la existencia de un operador, podemos adelantar que para obtener una relación
numérica entre Et y Ht será necesario discretizar dicho operador. Para ello, ambas componentes deben
expresarse como una combinación lineal de funciones base, de la siguiente forma:

donde las funciones bases serían  para el campo eléctrico y  para el campo magnético. Y donde��
Q

��
Q

los términos en y hn son los pesos o amplitudes de cada una de las funciones base.
De esta forma, la relación entre ambas componentes de campo se establece mediante una matriz.

La matriz que nos relaciona los pesos hn de la expansión en serie del campo magnético con los pesos en

de la expansión en serie del campo eléctrico es la matriz de admitancias generalizadas. Su inversa sería
la matriz de impedancias generalizadas:
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donde  es el vector de pesos del campo eléctrico y  es el vector de pesos del campo magnético:�� ��

Y la matriz de admitancias es -de igual forma sería la matriz de impedancias-:

Nótese que las dimensiones de los vectores  y  son las mismas (Nx1) y las de  son (NxN),�� �� 

donde N es el número de términos en el que acotamos la serie, que en principio es infinita.

Esta formulación matricial nos permite ver la región delimitada por la superficie S como una red
de N accesos. Los coeficientes de la matriz de admitancias son las admitancias mutuas de esta red que
aproxima a la región modelada. Entonces, si las funciones base escogidas son de dominio discreto, las
admitancias representan las interacciones espaciales entre las N puertas en las que hemos discretizado
el modelo. Si, por el contrario, las funciones base son de dominio completo, las admitancias nos
muestran las interacciones modales -es decir, las interacciones entre cada una de las funciones base con
las demás-.

La discusión del problema que nos ocupa no quedaría completa si no matizáramos que los
operadores anteriormente propuestos no son los únicos. En realidad no es necesario disponer de las
corrientes Js y Ms simultáneamente para generar un operador. Volviendo a la figura 3.4, el teorema de
equivalencia nos hace observar que, dado que se ha forzado un campo nulo en la región interior, el medio
que existe en su interior puede cambiarse sin que afecte al problema externo.

En particular, si rellenamos la región interior con un conductor perfecto como muestra la figura
3.5, la corriente Js resulta cortocircuitada, conservándose la corriente Ms.

Por otra parte, si la región interior la rellenamos con un conductor magnético, según se muestra
en la figura 3.6, en este caso es la corriente Ms la que se anula y se conserva únicamente Js.
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2En este punto conviene recordar que las únicas formulaciones que proporcionan una solución única a
todas las frecuencias son aquellas que involucran tanto a las corrientes eléctricas como a las magnéticas de forma
simultánea; de lo contrario, las soluciones presentan singularidades a aquellas frecuencias que se corresponden
con las de resonancia del resonador resultante de situar un conductor perfecto en el contorno de la región [3]

Figura 3-5.-Región interior con conductor
eléctrico

Figura 3-6.-Región interior con conductor
magnético

En el primer caso deberíamos encontrar un nuevo operador, Ht(Ms), que proporcionara el campo
magnético sobre S a partir de la corriente Ms únicamente. La matriz de admitancias generalizadas que
se obtendría como resultado de la discretización de este operador sería la misma que con los operadores
anteriores2.

Similarmente, en el segundo caso deberíamos obtener un operador Et(Js) que proporcionara el
campo eléctrico sobre S a partir únicamente de Js y estando presente el conductor magnético. La

discretización del operador proporcionaría ahora una matriz de impedancias generalizadas , cuyo valor�
sería el inverso de la matriz de admitancias generalizadas.

Disponemos, en definitiva, de varias alternativas a la hora de formular la relación entre Et y Ht

en el contorno de un recinto arbitrario. Nuestro interés se centrará ahora en formular diferentes vías que
nos conducirán hasta la matriz de admitancias generalizadas.

III.3.-Ecuaciones integrales de contorno basadas en la función de Green

Veamos como podemos formular matemáticamente la relación entre Et y Ht como un problema
de contorno [4].

Para ello nos fijaremos en la figura 3.7, donde podemos ver dos regiones.
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Figura 3-7.-Geometría del problema de contornos

La región 1 es de permitividad �r1 y permeabilidad µr1, en general complejas, y está delimitada
por la superficie del infinito S

4

 y por la superficie S. Asimismo contiene unas fuentes de corrientes
denominadas J1 y M1.

La región 2 está caracterizada por �r2 y µr2. Está delimitada por la superficie S y contiene las
fuentes J2 y M2.

Las ecuaciones de Maxwell en cada una de las dos regiones son:

Consideremos la región 1 y apliquemos el segundo teorema de Green en su forma vectorial:

donde  y  son dos funciones vectoriales continuas en V1 hasta su segunda derivada y S1 es la�� ��
superficie total que encierra el volumen V1.
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Escogemos los siguientes valores para estas dos funciones vectoriales. Para :��

y  es una función de Green que cumpla las condiciones de contorno en la región 1:��

En estas ecuaciones  apunta a una fuente arbitraria y  indica el punto de observación. Por otra�� ) ��

parte  es el campo eléctrico en  y  es un vector unitario constante.��1 �� ) �� ) �̂

Si sustituimos estos dos vectores  y  en la identidad de Green, y la fuente de , situada�� �� �� , �� )

en , se rodea con una esfera infinitesimal Sa, y tras algunas manipulaciones [5]:�� )

Se puede demostrar que se cumple:

Y también:

por lo que la ecuación (3.31) se convierte en:

donde  y ��
V
� �̂1 x ��1

��
V
�� �̂1 x ��1

Para el campo , es decir, sobre la superficie S, la expresión es la misma, pero multiplicada��1 ��2

por 2 [4].
El significado físico de esta última ecuación es: el campo eléctrico en el interior de V 1, ,�� ��1

se debe a las fuentes impresas  y  en V1 y a las corrientes superficiales equivalentes  y  sobre��1
��1

��
V

��
V

S. Por su parte, las características eléctricas del medio 2 se sustituyen por las del medio 1 y las fuentes
del medio 2 -  y - se suprimen.��2

��2
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El razonamiento sobre el medio 2 sería totalmente dual al realizado para el medio 1, siendo las
expresiones finales iguales, pero intercambiando los subíndice 1 por 2. Por lo tanto nos centraremos en
esta región para obtener las expresiones que la caracterizan.

Además, vamos a particularizar la expresión final (3.34) a una región bidimensional, homogénea
y libre de fuentes caracterizada por las constantes � y µ. Para ello resulta conveniente descomponer el
problema en dos modos ortogonales. En particular escogemos las soluciones TMz y TEz, y como función
de Green tomamos la función bidimensional del espacio libre que, en coordenadas cilíndricas, es:

Por ello, para el caso TMz se obtiene que el campo eléctrico Ez(�) es:

Y para los modos TEz se obtiene el campo magnético Hz(�):

siendo C el contorno que envuelve a la región bidimensional bajo estudio.
Si ahora situamos el punto de observación � sobre el propio contorno obtenemos una ecuación

integral relacionando las componentes tangenciales del campo eléctrico y magnético en el contorno.

III.3.1.-Otras integrales de contorno

Este tipo de relaciones integrales pueden formularse también mediante los otros dos modelos
del principio de equivalencia. Es decir, sin emplear ambos tipos de corrientes ficticias simultáneamente.

La ecuaciones (3.36) y (3.37) se obtuvieron las relaciones entre  y  para problemas��
V

��
V

bidimensionales TMz y TEz. Siguiendo con este caso bidimensional, si imponemos ahora un conductor
perfecto en el contorno, la corriente  se cortocircuita, resultando, para el caso TMz:��

V

y para el caso TEz:

De esta última ecuación se obtiene de forma inmediata la relación entre el campo magnético y
eléctrico tangenciales para obtener la matriz de admitancias. Sin embargo, en la primera es necesaria una
pequeña manipulación para obtener el campo magnético tangencial -que no aparece de forma explícita-.
Para ello aplicamos el rotacional a la igualdad y extraemos la componente tangencial de campo
magnético, llegando a:

donde  es un vector unitario tangencial al contorno C.�̂
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Por otra parte, si en lugar de un material conductor perfecto eléctrico colocamos un material
conductor magnético perfecto, obtenemos para los modos TMz, tras cortocircuitar :��

V

y para los modos TEz:

Los tres ejemplos propuesto conducen a la misma matriz de admitancias -o de impedancias-. Sin
embargo las expresiones formales son diferentes y la razón está en que las funciones de Green, que
hemos llamado �, son diferentes en cada uno de los tres casos. La función llamada únicamente � está
radiando en el espacio libre mientras que la función �PE está radiando frente a una pared eléctrica y la
función �PM está radiando frente a una pared magnética. Por lo tanto tienen diferentes condiciones de
contorno y las funciones serán totalmente diferentes.

III.4.-Ecuación integral de contorno a partir de la función de onda

Dado que en muchos casos se trata de caracterizar regiones homogéneas libres de fuentes, cabe
plantearse si fuera posible establecer una relación entre Js y Ms a partir de la función de onda, que es la
solución de la ecuación de onda homogénea, en lugar de emplear la función de Green, que es la solución
de la ecuación de onda inhomogénea.

La formulación desarrollada en el apartado anterior nos permitió establecer la relación entre Js

y Ms, y para ello nos apoyamos fundamentalmente en la función de Green, ya fuera la de espacio libre
o bien otra específica de otra geometría. El empleo de la función de Green presenta en ocasiones
problemas de singularidades. Asimismo, el empleo de funciones de Green específicas hacen que el
núcleo de la ecuación integral se complique en exceso, dificultándose mucho su tratamiento.

Además, todos estos inconvenientes se ven incrementados cuando, en la solución numérica de
la ecuación, empleamos funciones de expansión de dominio completo para las incógnitas.

La idea de emplear la función de onda en una integral fue originalmente propuesta por Kishi y
Ocoshi [6, 7], y, a pesar de las favorables implicaciones que de ella se derivan, no ha recibido gran
atención en la bibliografía. Sin embargo, las función de onda puede ser más sencilla de obtener que la
función de Green.

En [8] se puede ver un desarrollo muy interesante de este método del cual extraemos únicamente
los resultados para los modos TMz y TEz en los casos bidimensionales. Para el primer caso se obtiene:

Y para los modos TEz:

En ambos casos la función � es la solución de la ecuación de ondas para cada uno de los modos,
con sus correspondientes condiciones de contorno, de tal forma que para los modos TMz se cumple que ��� 	̂ �

y para los modos TEz se cumple que  y la ecuación de ondas es:��� 	̂ �
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Figura 3-8.-Discretización del contorno en N
segmentos
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Este procedimiento, como se dice en [8], no sustituye al método desarrollado en el apartado
anterior basado en la función de Green. Es más, el procedimiento basado en la función de Green puede
proporcionar la admitancia en cualquier configuración. Por el contrario, esta ecuación integral, basada
en la ecuación de ondas, requiere que dicha función sea conocida en todo el contorno de la región
analizada. Esta condición impide, además, la aplicación de aquellos otros modelos basados en el
principio de equivalencia en los que se impone un conductor eléctrico o magnético sobre el contorno.
Esto se debe a que si se cortocircuita la corriente eléctrica o magnética en (3.43) o en (3.44) no es posible
establecer una relación en forma de admitancia -o de impedancia-. En la misma referencia [8] se pueden
encontrar algunos ejemplos de su aplicación.

III.5.-Obtención de la MAG mediante el método de los elementos de
contorno

La matriz de admitancias generalizadas se puede obtener discretizando los operadores obtenidos
en (3.36) y en (3.37) mediante el método de los elementos de contorno [9, 10, 11, 12]. Se trata de una
técnica que combina los métodos basados en integrales de contorno con las técnicas de discretización
propias de los elementos finitos.

En el caso bidimensional la discretización del operador se suele realizar expandiendo la incógnita
mediante funciones pulso. A continuación, la técnica de colocación o point-matching proporciona las
ecuaciones necesarias para despejar la incógnita. Sin embargo, esta técnica no se puede aplicar
directamente sobre integrales como las de las ecuaciones (3.36) o (3.37) ya que cada vez que el punto
� coincide con �' (�=�') la función de Green presenta una singularidad. En [10] se presentan los pasos
a seguir para resolver la singularidad, dando como resultado, por ejemplo para la expresión (3.36):

donde  y .�
L M
� � �L

�
)

M
�
]
� 	̂ � �̂ x ��

La figura 3.8 muestra el modo en el que se
discretiza el contorno C sobre el que se aplica la ecuación
anterior.

Con esta discretización, la ecuación (3.46) se
convierte en una ecuación matricial del tipo:

que si se reordena, tenemos:

donde se observa la aparición de la matriz de admitancias.

A su vez, cada uno de los elementos de las matrices  y  vienen dadas por las siguientes� !
expresiones. Para la segunda:

donde �ij es la delta de Kronecker. Y para la primera:
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Es decir, que de nuevo es posible establecer una relación numérica entre las componentes
tangenciales de E y H en el contorno. Esta matriz será la matriz de admitancias generalizadas, y
relacionará el campo eléctrico (Ms) en el punto j con el campo magnético (Jz) en el punto i del contorno.

En [8] se dan algunas observaciones sobre la aplicación práctica de este método y limitaciones.

III.6.-Obtención de la MAG a partir de soluciones modales

Para obtener la MAG mediante soluciones modales podemos partir de las ecuaciones integrales
formuladas en el punto III.4 y que relacionan las componentes tangenciales de E y H en un contorno
ficticio cuando es conocida la función de onda -esto es, la solución de la ecuación de onda-.

Como ya se expuso en el capítulo anterior, la solución más general de la ecuación de onda
homogénea se compone de una combinación lineal de los modos �i linealmente independientes entre sí.

Así pues, y puesto que las relaciones (3.43) y (3.44) deben cumplirse para cada una de estas
soluciones, podemos disponer de un conjunto de N ecuaciones integrales. Si a continuación expandimos
las fuentes incógnita como combinación lineal de unas funciones base, de la forma:

Por lo tanto, con este desarrollo en serie, podemos convertir el operador integral en otro matricial
de la forma:

donde  es el vector de pesos de la corriente eléctrica Js y   es el vector de pesos de la corriente�
 ��
magnética Ms 

Evidentemente a partir de la ecuación anterior es inmediato obtener la matriz de admitancias:

Los elementos de las matrices son, por ejemplo para los modos TM z:

Pero este método, obtenido a partir de las ecuaciones (3.43) y (3.44) no es el único
procedimiento que proporciona la MAG a partir de la función de onda.

Cuando el recinto considerado es canónico, es decir cuando su geometría se genera a partir de
un sistema coordenado separable, podemos imponer una pared eléctrica en el contorno. Entonces la
función de onda es conocida en su interior y las condiciones de contorno son fáciles de imponer por lo
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que es posible prescindir de las integrales proporcionadas por las ecuaciones (3.43) y (3.44) y que
aparecen en (3.55).

Para proceder al cálculo de la MAG se requiere además imponer unas corrientes magnéticas
equivalentes sobre la pared eléctrica que garanticen la continuidad eléctrica con el problema externo.

Pero como este es el método que se va a utilizar en el resto de la tesis y en los ejemplos
propuestos, dejamos su descripción más detallada para el capítulo siguiente.

III.7.-La MAG a partir del método de los elementos finitos

Otro procedimiento numérico que puede proporcionar una matriz de admitancias generalizadas
es el método de los elementos finitos (MEF). Este método ha sido ampliamente utilizado en
electromagnetismo desde principios de la década de los 70 y se ha revelado como una herramienta
potentísima y versátil para resolución de numerosos problemas electromagnéticos.

El MEF presenta ciertas ventajas respecto a los métodos de contorno estudiados por cuanto
permite manejar cualquier tipo de inhomogeneidad e incluir el efecto de pérdidas en los materiales sin
una complejidad adicional en su formulación.

Evidentemente no es el propósito de esta tesis ahondar en las particularidades de esta técnica,
por lo que nos limitaremos a recoger brevemente las ideas fundamentales del método a fin  de reforzar
la tesis a favor de la segmentación de problemas electromagnéticos y su interpretación circuital. En [13,
14, 15] se pueden encontrar importantes estudios más rigurosos y detallados sobre el método.

El método de los elementos finitos permite convertir un problema diferencial en un problema
algebraico. El primer paso es formular una ecuación integral equivalente a la ecuación diferencial de
partida. Una vez convertido en problema integral, el recinto R en el que está definida la solución se
descompone en N subrecintos o elementos y en cada uno de ellos la función incógnita es interpolada
mediante determinadas funciones base, procedimiento muy característico de los elementos finitos. La
interpolación de la incógnita conduce finalmente al problema algebraico equivalente al problema
diferencial.

En general, el problema diferencial que se pretende resolver es de la forma:

donde L es un operador diferencial que actúa sobre cierta familia de funciones u definidas en un dominio
R. La función g representa la excitación. En la periferia se especifican las condiciones de contorno que
debe satisfacer la solución del problema y que en general son de la forma:

Así, por ejemplo, en la ecuación de onda:

el operador es:

y las condiciones de contorno son del tipo:
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y donde el contorno total es C, que es la unión de los contornos C1 y C2: C=C1 � C2

Para obtener la ecuación integral equivalente se multiplica la ecuación diferencial (3.56) por una
función peso w arbitraria y se integra en el dominio, dando lugar a:

En general las funciones peso e incógnita se suelen tomar dentro del mismo espacio de funciones
	, de tal forma que:

y lo mismo sucede con la función excitación:

La característica fundamental del método de los elementos finitos es
la forma en que se construyen las funciones base �i.

Para ello el dominio R se divide en NE subdominios Re llamados
elementos y que cumplen:

lo que nos permite discretizar la ecuación (3.61) y tras introducir los desarrollos en serie en dicha
ecuación integral y algunas manipulaciones, se llega a una ecuación algebraica del tipo:

de donde podemos obtener las incógnitas Ui. En el caso de tratarse de la ecuación (3.58), que hemos
planteado como ejemplo, la solución sería el campo eléctrico E.

El MEF proporciona de este modo el campo eléctrico o magnético en cada punto de la región
R. Pero la caracterización circuital del recinto requiere, sin embargo, la relación entre E y H en el
contorno. Un método eficiente de obtenerla se basa en el método del unimomento [16, 17, 18]. Este
método surgió como un intento de extender a problemas de difracción en espacio libre el método de los
elementos finitos, tradicionalmente restringido a problemas cerrados dada su naturaleza: un recinto de
dimensiones infinitas requeriría infinitas incógnitas para su solución.
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Figura 3-10.-El contorno
arbitrario se encierra en una
circunferencia de radio a

��
H
�� L

]
� 	̂�� G

]
� 	̂ (3-66)

� L

]
��

Q

�
Q
�Jn � � �� MQn

� G

]
��

Q

�
Q
�H 2

n � � �� MQn

(3-67)

� D

]
��

Q

�
Q
�� MQn

(3-68)

��
Q
� ��

P

�
QP
� �� � (3-69)



QP
�

1
2 �

��
2

0
�

Q
� �� & MPn�� (3-70)

Sin embargo, el método del unimomento encierra un objeto
difractante arbitrario en un recinto ficticio. En un problema como el de
la figura 3.10, un cilindro de sección arbitraria es rodeado por una
circunferencia de radio a. Si suponemos, por sencillez, una excitación
del tipo TMz, el campo magnético en el exterior del cilindro será:

Los campos incidente y difractado pueden expresarse en
términos de las funciones de Bessel y de Hankel de la forma:

Por lo tanto podemos imponer que el campo en �=a es de la forma:

Cada función excitación  impone el valor del campo en los elementos de arista del�� � �� MQn

contorno. Una vez establecidas las condiciones de contorno, el problema se resuelve mediante elementos
finitos, proporcionando como resultado el campo magnético  sobre el contorno. Esta función se��

Q
�

puede expandir como:

Dado que el campo eléctrico en el contorno está normalizado, los coeficientes del desarrollo

coinciden con los elementos de la matriz de admitancias buscada :


De esta forma, la matriz  caracteriza una región de una puerta y es por tanto una admitancia

de carga. El concepto de matriz de admitancia generalizada enriquece al método del unimomento,
inicialmente concebido para resolver problemas de difracción, y lo hace aplicable a situaciones más
variadas donde se consideran regiones con más de un acceso. Buen ejemplo de ello lo representa el
trabajo recogido en [14] donde estas ideas se desarrollan en profundidad.

III.8.-Conclusiones

A lo largo de este capítulo hemos podido ver cómo aparecen las matrices de admitancias o
impedancias generalizadas a partir de diferentes modelos o formulaciones de los campos
electromagnéticos, como las relaciones entre las componentes tangenciales de los campos en el contorno
de la región a caracterizar.
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Es importante destacar que las matrices de admitancias caracterizan de forma unívoca a la región
bajo estudio, y es únicamente función del propio recinto y no de lo que hay en su exterior.

Y, por otra parte, se puede partir tanto de una función de Green, com de una función de onda
como de algún operador integral extendido a todo el volumen.

Todo esto será lo que aplicaremos al describir las técnicas circuitales en los próximos capítulos.
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IV
La teoría de circuitos

en la solución de
problemas

electromagnéticos

Si nos enfrentamos a un problema electromagnético arbitrario formado por distintos medios,
elementos conductores, etc., abordar su solución directamente puede resultar inviable desde un punto de
vista computacional. Por el contrario, la segmentación del problema en regiones y la caracterización
matricial de cada región por separado traduce los conceptos electromagnéticos a otros matemáticos
asociados a la teoría de circuitos [1]. En el capítulo anterior hemos tenido ocasión de repasar un buen
número de métodos que permiten caracterizar un problema confinado en una región del espacio mediante
la relación entre el campo eléctrico E y el magnético H de su contorno -en concreto las componentes
tangenciales-. La caracterización realizada es totalmente independiente de la naturaleza del medio
circundante y se ha materializado en forma de la matriz de admitancias. De este modo, todos los
conceptos matemáticos asociados al análisis matricial de circuitos son aplicables e incluso facilitarán la
interpretación de los propios fenómenos electromagnéticos.

La teoría de circuitos se ha usado básicamente en el tratamiento de problemas cerrados y, en
menor medida, en el tratamiento de problemas abiertos. En este capítulo se van a analizar con detalle los
pasos a seguir en la extensión de la teoría de circuitos a problemas electromagnéticos arbitrarios. Para
ello se considerarán los criterios que se siguen para la segmentación y posterior análisis individualizado
de cada recinto. Asimismo, se estudiarán las distintas posibilidades de interconexión entre redes y se
introducirá la matriz de dispersión o matriz S, que constituye otra de las posibilidades para la
caracterización y el tratamiento de problemas electromagnéticos.

IV.1.-La segmentación de problemas electromagnéticos

Las conclusiones que se extraen del capítulo anterior apuntan la posibilidad de segmentar un
problema de grandes dimensiones en un conjunto de recintos que puedan analizarse y caracterizarse de
forma independiente unos de otros.

La solución global se obtendría, una vez caracterizadas todas las regiones de forma individual,
al imponer las condiciones de contorno en las superficies de separación entre las regiones.

Podemos considerar a Harrington [1] como el precursor en la introducción del concepto de
segmentación en un problema electromagnético. En [1] se analizan las aperturas en estructuras
conductoras y el procedimiento utilizado consiste en cerrar dicha apertura con un conductor, de tal forma
que divide el problema en dos, sobre la cual impone una corriente magnética que debe ser igual  por la
parte interior -uno de los dos problemas más simples en los que ha dividido el problema original- y por
la parte exterior -el segundo de los dos problemas en los que se ha segmentado el problema inicial-.
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El planteamiento del problema de esta forma conduce a una ecuación integral cuya incógnita es
precisamente el campo eléctrico sobre la apertura -este campo eléctrico es que induce la corriente
magnética-. Esta técnica se denomina formulación circuital generalizada y ha sido ampliamente
utilizada. Sobre todo cabe destacar su uso en el estudio de cavidades excitadas a través de pequeñas
aperturas y en el análisis de acoplamientos a través de ranuras [2, 3, 4]. Especialmente interesante resulta,
en este tipo de planteamientos de aberturas y la caracterización de elementos con matriz de admitancias,
el trabajo de Gentili [5].

Además de los arriba mencionados, hay otros muchos trabajos relacionados con las técnicas
circuitales y de segmentación aplicadas, especialmente, a entornos o estructuras cerradas. Por ejemplo
los trabajos de F. Alessandri y R. Sorrentino [6, 7], los de B. Gimeno y M. Guglielmi [8, 9, 10], el de
Weisshaar [11], los de J. M. Rebollar [12, 13, 14, 15] o el de P. Soto [16] que se centran básicamente en
métodos modales. En este contexto merece especial atención el trabajo [17] donde podemos encontrar
un riguroso estudio de diferentes matrices de admitancias generalizadas en entornos cerrados de guías
de onda y una numerosa bibliografía donde poder acudir para ampliar aún más, si cabe y se desea, el
estudio en este tema. Asimismo, también hay otros trabajos en los que se plantea, aunque no de una
forma directa, pero si indirecta, la segmentación como método para el análisis de estructuras abiertas,
como por ejemplo [18, 19, 20], donde no aparece el concepto circuital que se pretende introducir en esta
tesis, y otras en las que ya se plantea el método de forma directa [21], donde sí aparece claramente el
concepto circuital, pero no se desarrolla de forma completa para elementos dieléctricos, y donde las
expresiones circuitales no están generalizadas de forma explícita.

Por último, y puesto que una de las principales aplicaciones y ventajas que tiene esta tesis es su
aplicación al estudio de problemas electromagnéticos mediante técnicas circuitales y de segmentación,
debemos mencionar las publicaciones y trabajos realizados por Gupta y otros [22] en la teoría de
segmentación y desegmentación, especialmente en problemas cerrados con circuitos planares.

Antes de pasar al desarrollo del capítulo, decir, para finalizar esta introducción, que según hemos
visto en el capítulo anterior no es necesario encerrar una región con un conductor eléctrico para poder
caracterizarla mediante su matriz de admitancias generalizadas. De hecho, cada problema sugiere, según
sus geometría, la conveniencia de aplicar un modelo u otro del principio de equivalencia. Sin embargo,
la formulación circuital generalizada permite describir el procedimiento de segmentación de un modo
más intuitivo, puesto que las regiones aparecen claramente independizadas por la pared conductora que
las separa. Por ello nos apoyaremos en esta técnica para describir cómo se convierte un problema
electromagnético en otro circuital o algebraico.

IV.1.1.-La formulación circuital generalizada

La figura 4.1 muestra un problema general de acoplamiento entre dos regiones, la a y la b. En
la región a hay dos fuentes impresas Ji y Mi y la región b está libre de fuentes. Nótese que no por esto
se pierde generalidad, ya que el caso más general, con fuentes en ambas regiones, se puede tratar
mediante la superposición de dos problemas, uno con fuentes únicamente en a y libre de fuentes en b,
que es precisamente el caso planteado, y otro que sea el complementario, donde tengamos fuentes en b
y ninguna fuente en a. Además, cada región está limitada por una pared eléctrica.
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Figura 4-1.-Problema de segmentación: dos
regiones unidas por un zona común -la abertura-.

Figura 4-2.-Problema de segmentación: las dos
regiones separadas por un zona común.
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Mediante el principio de equivalencia, el problema puede descomponerse en dos problemas
equivalentes, según la figura 4.2, de tal forma que sobre la abertura colocamos una pared eléctrica que
nos separa las dos regiones -regiones a y b-.

El campo producido en la región a es el resultado de las fuentes Ji y Mi más el campo creado por

la corriente magnética equivalente  sobre la superficie de la abertura. Esta ha sido cubierta con��� �� x �̂
una pared eléctrica, por lo que no es necesario el uso de corrientes eléctrica equivalentes J.

En la región b el campo es el creado por una corriente magnética equivalente -M, y sólo por ella
ya que no hay fuentes. Esta corriente se encuentra también sobre el conductor eléctrico que cubre la
abertura, el plano de separación entre las dos regiones. Puesto que los vectores normales en cada región
están dirigidos hacia el interior de las mismas y para garantizar la continuidad del campo eléctrico
tangencial en la abertura, las corrientes magnéticas deben ser de distinto signo, como se aprecia en la
misma figura 4.2.

Para que el problema quede completamente planteado, es necesario imponer también la
continuidad en el campo magnético tangencial en la abertura.

El campo magnético tangencial total sobre la zona de la abertura en la región a, , es la suma�� D

W

del debido a las corrientes impresas, , más el debido a las fuentes equivalentes M, . Es decir:�� L

W

�� D

W

��

Debe notarse que tanto  como  se calculan con la pared eléctrica cubriendo la zona�� L

W

�� D

W

��

de la abertura.
De forma similar podemos establecer que el campo magnético tangencial en la abertura por la

región b, , se debe únicamente a las fuentes magnéticas equivalentes -M, de tal forma que:�� E

W

Igualando ambas componentes tangenciales en la abertura, tenemos:

Esta ecuación (4.3) es la ecuación básica que nos permite calcular M, cuando se supone que se
conoce el operador que liga los campos magnéticos con las fuentes de cada región.
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Un método numérico que permite obtener una solución de esta ecuación, cuando la solución
exacta no es posible de obtener, es el método de los momentos [23, 24].

Para ello, expresamos la fuente incógnita M como una suma de un conjunto de funciones base
o de expansión {mn}:

donde los coeficientes vn están por determinar. Sustituyendo esta serie (4.4) en (4.3), y haciendo uso de
la linealidad de los operadores Ht, tenemos:

Definimos ahora un producto simétrico, tal que:

y un conjunto de funciones peso {wn}, en general distinto de las funciones {mn} de expansión.
De esta forma, aplicando el producto simétrico  entre (4.5) y las funciones peso {wm}, y

aprovechando la linealidad del producto simétrico, llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

Esta ecuación se puede reescribir en notación matricial, definiendo las matrices  e -de�
D

�
E

dimensiones (MxN)-, donde cada uno de los elementos de la primera matriz, que caracteriza a la región
a, es:

Y los elementos de la segunda matriz, que caracteriza a la región b, es:

Y, además, definimos un vector columna  -de dimensiones (Mx1)-, llamado fuente, donde cada
 L

elemento es:

y un vector columna de coeficientes  -de dimensiones (Nx1)-, donde cada elemento es:�

Por lo tanto, la ecuación (4.7), escrita en forma matricial, es:

cuya solución para corriente magnética M es:
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Figura 4-4.-Problema original con varios
accesos

Figura 4-5.-Segmentación del problema en redes de
varios accesos
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Figura 4-3.-Circuito equivalente al
problema electromagnético

La ecuación matricial (4.12) tiene una interpretación
circuital muy evidente, según se muestra en la figura 4.3, puesto
que es la solución de un problema que representa dos redes de un

acceso caracterizadas por las matrices de admitancias  e ,�
D

�
E

dispuestas en  paralelo y excitadas por una fuente de corriente .
 L

Así pues, y recapitulando, para el cálculo de la matriz de

admitancias  sólo es necesario considerar la geometría de la�
D

región a, sin importar qué aspecto tiene la región b. Del mismo

modo, para el cálculo de la matriz de admitancias  sólo se�
E

debe considerar la región b, sin importar para nada la región a. Es decir, el problema completo ha
quedado dividido en dos problemas individuales, en general más sencillos, y totalmente independientes.
Además, el cálculo de la matrices de admitancias se realiza sin considerar en absoluto las fuentes
impresas. Estas sólo aparecerán a la hora de resolver totalmente el problema, pero nunca a la hora de
caracterizar las regiones.

IV.1.2.-Caracterización de regiones con N accesos

En el problema anterior aparecían dos regiones en las que sólo había una superficie de contacto
entre ellas. Aplicando el mismo método, resulta inmediato extender la teoría a situaciones en las que se
considere apropiado segmentar el problema en más de dos regiones, de tal forma que aparezcan más
superficies de contacto entre ellas, y por lo tanto consideremos regiones con más de 1 acceso.

Para ilustrar esto, fijémonos en las siguientes figuras:

La figura de la izquierda muestra el problema original, donde aparecen tres regiones claramente
diferenciadas (regiones a, b y c). Si se considerara oportuno, podríamos, pues, segmentar el problema
en tres problemas diferentes, como muestra la figura de la derecha, de tal forma que cada región quedara
cerrada por paredes eléctricas, y en las superficies de separación, o accesos, tuviéramos una fuente de
corriente magnética ±Mi (i=1,2).

Nótese que en este caso, las regiones a y c serían, al igual que antes, redes de 1 acceso, pero la
región b pasa a ser una región de 2 accesos.
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El conocimiento del operador integral que relaciona las fuentes con los campos en el interior de
la región, junto con la aplicación del principio de superposición, permiten definir una matriz de
admitancias de la región b de la forma siguiente:

donde el parámetro  es:�11

Es decir, es el campo magnético tangencial sobre la puerta 1 debido a la corriente magnética M1

en el mismo puerto 1 cuando la corriente magnética del puerto 2 es cero (M2=0).

El parámetro  es:�21

Es decir, es el campo magnético tangencial sobre la puerta 2 debido a la corriente magnética M1

en el puerto 1 cuando la corriente magnética del puerto 2 es cero (M2=0).

El parámetro  es:�12

Esto es, es el campo magnético tangencial sobre la puerta 1 debido a la corriente magnética M2

en el puerto 2 cuando la corriente magnética del puerto 1 es cero (M1=0).

Y, por último, el parámetro  es:�22

Es decir, es el campo magnético tangencial sobre la puerta 2 debido a la corriente magnética M2

sobre el mismo puerto 2 cuando la corriente magnética del puerto 1 es cero (M1=0).

Nótese que ahora tenemos una matriz , definida como:�
E

donde cada uno de sus elementos (cuatro en este caso) es, a su vez, una matriz que interrelaciona no tanto
los accesos sino los modos que estamos considerando para obtener la solución al problema

Todo esto, por supuesto, es generalizable a regiones con mayor número de accesos -o bien a
redes con mayor número de puertos-.
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Figura 4-6.-Problema canónico Figura 4-7.-Problema canónico
segmentado
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Además, también es todo aplicable, y repetible, al caso de las matrices de impedancias. Para su
cálculo se puede usar directamente la matriz de admitancias, puesto que es una la inversa de la otra, o
bien utilizar paredes magnéticas en lugar de paredes eléctricas en los accesos.

Para terminar, un caso especialmente interesante e importante es el que se refiere a la
caracterización de recintos con formas canónicas.

Como ya se comentó en el capítulo anterior, en el apartado donde se buscaba la obtención de la
MAG a partir de soluciones modales, estos recintos pueden caracterizarse sin necesidad de utilizar
operadores integrales, utilizando las soluciones modales del propio recinto tras cortocircuitar los puertos
o accesos -o bien tras dejar en circuito abierto los puertos para la matriz de impedancias-.

Veamos esto con un ejemplo, y para ellos consideremos las siguientes figuras:

En efecto, si consideramos el caso de la figura 4.6, y procediendo según hemos visto hasta ahora,
podemos aislar y estudiar por separado el recinto canónico, representado en la figura 4.7, cerrándolo con
paredes eléctricas e imponiendo corrientes magnéticas en cada uno de los dos puertos.

Aplicando superposición, como en el caso anterior, se van considerando sucesivamente los
campos magnéticos Hi(Mj) de cada uno de los accesos. Es decir, el campo magnético Hi en el puerto i

debido a la corriente magnética Mj en el puerto j. Esta relación proporciona el parámetro , y se�
L M

obtiene de forma muy sencilla e inmediata mediante la función de onda -solución modal de la ecuación
de onda- del recinto.

Dado que este es de geometría separable, las condiciones de contorno son inmediatas de
imponer (campo E=0 en todo el contorno excepto en el acceso j) y la única incógnita resultante se
obtiene calculando precisamente el campo magnético Hi debido a la excitación impuesta en el puerto j.

Esta es precisamente la técnica utilizada en la caracterización del sector circular dieléctrico que
se realiza en el capítulo siguiente.

Para una mejor comprensión del método, en los siguientes subapartados obtendremos las
matrices de impedancia de dos estructuras canónicas muy elementales.

Pero, antes de esto, y para terminar con este apartado, y volviendo a la figura 4.5, y teniendo en
cuenta que ya tenemos caracterizadas, pues, las regiones b y c por matrices de admitancias (o de
impedancias, según el caso), de tal forma que para la región b tenemos:

Y para la región c:
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Figura 4-8.-Reducción de dos regiones a
una sola
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Figura 4-9.-Geometría de la guía
rectangular
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donde el signo menos se debe a que la corriente de excitación es esta región es -M2, para forzar la
continuidad del campo eléctrico tangencial.

Estas dos regiones se pueden reducir, de forma circuital,
a una sola región o red que, según la figura adjunta, se comporte
como una red de un acceso.

La admitancia que presenta la red conjunta es:

Es decir, el problema ha quedado reducido a dos
regiones y de aquí se puede pasar a las consideraciones de la
figura 4.3 en el punto IV.1.1 para obtener las corrientes equivalentes M1 y M2.

Este procedimiento es generalizable, como ya hemos comentado, a un conjunto N de regiones,
cada una con unas determinadas puertas de acceso. El conjunto se resuelve agrupando las redes sin
fuentes conectadas entre sí e imponiendo las condiciones de contorno en cada puerto común, para obtener
redes más sencillas y llegar a una única que se conecte con la que tiene las fuentes.

En apartados sucesivos de este capítulo mostraremos una teoría generalizada para realizar estas
conexiones de redes entre sí. En ella veremos que las matrices de admitancia que usaremos no relacionan
corrientes magnéticas con campos magnéticos, sino directamente campos eléctricos -que son los que
crean las corrientes magnéticas y por lo tanto son dos variables que están directamente relacionadas- con
los campos magnéticos, puesto que de esa forma es mucho más sencillo e intuitivo el imponer las
condiciones de contorno. Estas son, sencillamente, la continuidad de las componentes tangenciales de
campo eléctrico y magnético.

IV.1.3.-Estructuras canónicas

Vamos a ver en este apartado, según se ha comentado en el anterior, dos ejemplos de cálculo de
la matrices de impedancias de dos regiones canónicas a partir de la ecuación de onda. Esto servirá para
comprender mejor toda la teoría expuesta hasta el momento y comprender el siguiente capítulo donde
se aplicará esta teoría al sector circular.

IV.1.3.1.-La guía rectangular

El primer ejemplo será el cálculo de la matriz de impedancias de la guía rectangular.
Para ello vamos a fijarnos en la figura 4.9, donde se

representa un tramo de línea de transmisión formado por una
guía rectangular de longitud l y anchura a, según se muestra en
la figura.

Supondremos que los modos que se están propagando
por la misma son los TEm0, de tal forma que no tengamos
dependencia con la coordenada y y podamos considerar el
problema como bidimensional.

La expresión general de los campos de los modos TEm0

es, para las ondas progresivas:
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donde las diferentes constantes son:

Como en general tendremos unas ondas progresivas y regresivas, podemos poner que el campo
total, para cada modo, es:

A partir de los campos en el interior de la guía vamos a proceder a calcular la matriz de
impedancias, matriz que tendrá la dimensión (2 x 2).

Para calcular la primera columna debemos dejar en circuito abierto el puerto 2, situado a una
distancia l, que es la longitud de la guía.

La condición de circuito abierto se traduce en una pared magnética, por lo que el campo
magnético tangencial deberá anularse. La componente tangencial es Hx, por lo que tendremos:

por lo que las componentes tangenciales de campo quedarán:
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El parámetro Z11 será aquel que relaciona el campo eléctrico y magnético del puerto 1, cuya
coordenada z es cero, de tal forma que:

donde  es el vector de coeficientes del desarrollo en serie del campo eléctrico en el puerto 1, de tal��
\ 1

forma que, usando como función base , tenemos el siguiente campo:�
P
� �sen � �

�
��

siendo  los términos del vector columna .�
P

��
\ 1

Los mismo sucede con el vector , que desarrolla el campo magnético con la misma función���
[ 1

base.

Por lo tanto, el elemento de la matriz de impedancias es:�11

Es decir, es una matriz diagonal, donde cada elemento de la diagonal es el término situado entre
paréntesis, que, como se puede comprobar, es función del parámetro m.

De igual forma podemos calcular el parámetro de la matriz de impedancias. Su definición�21

es:

y el valor del elemento es:

Para el cálculo de la segunda columna de la matriz de impedancias, debemos  dejar en circuito
abierto, es decir en condiciones de pared magnética, el puerto 1 que se corresponde con el valor z=0.

Aplicando la condición de pared magnética al puerto 1, tenemos que el campo Hx debe anularse,
por lo que tendremos:
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Figura 4-10.-Geometría
del anillo circular

y entonces las componentes tangenciales de campo quedarán:

A partir de estos campos, la definición de cada uno de los parámetros Z será como sigue,

siguiendo el modelo anterior. Para el parámetro :�12

donde el parámetro  es:�12

Y para el parámetro :�22

donde el parámetro  es:�22

Y por lo tanto la matriz de impedancias quedará:

donde utilizamos la nomenclatura  para el vector de campo eléctrico ,  para el vector de campo��1 ��
\ 1

��2

eléctrico ,  para el vector de campo eléctrico  y  para el vector de campo eléctrico .��
\ 2

��1 ���
[ 1

��2 ���
[ 2

Nótese que obtener las corrientes magnéticas Mi (i=1,2) a partir del
campo eléctrico tangencial a cada uno de los planos que forman los puertos
de acceso es inmediato.

IV.1.3.2.-El anillo circular

El segundo elemento que vamos a considerar es el anillo circular
dieléctrico de radios interior r=a y exterior r=b. Supondremos además que
estamos ante un problema bidimensional por lo que no hay variación en la
dimensión z, la dimensión normal a la figura.
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Es este un elemento muy sencillo de calcular, según vamos a ver, siguiendo la misma
metodología que para la guía rectangular y nos servirá, de paso, como validación del sector circular
-elemento que estudiaremos en el siguiente capítulo de forma más detallada-.

La región es también una red de dos accesos, por lo que la matriz de impedancias será de nuevo
de dimensiones (2 x 2).

La solución de la ecuación de onda en el interior se obtuvo en el capítulo 2 en coordenadas
cilíndricas, y de ella obtenemos la expresión general del campo eléctrico y magnético en cualquier punto
para los modos TMz. Los modos TEz se harían de forma totalmente dual.

Así pues, el campo eléctrico total -progresivo más regresivo- en el anillo es:

Y el campo magnético tangencial total -es decir, la componente en �-:

La matriz de impedancias que deseamos calcular tendrá el aspecto siguiente:

Para calcular la primera columna debemos dejar en circuito abierto el puerto 2, que es el exterior,
donde r=b. Por lo tanto, para condiciones de pared magnética, se debe cumplir que , de�

n
��� �0

donde:

Es decir, el campo eléctrico queda como:
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y el magnético:

Según esto, el parámetro  será el que nos relaciona el campo eléctrico con el magnético en�11

el puerto 1, donde r=a, de tal forma que tengamos:

En esta expresión,  representa el vector con los coeficientes del desarrollo en serie del campo��
] 1

eléctrico en el puerto 1 y  el vector con los coeficientes del desarrollo en serie del campo magnético���
n 1

en el mismo puerto 1.
Ambos están desarrollados en serie según unas funciones base {mn}. En este caso las funciones

base serán de dos tipos, de tal forma que formen un conjunto completo de soluciones posibles en todo
el perímetro del anillo:

Por lo tanto, los campos tendrán la forma:

Y, por lo tanto, cuando hablemos del vector de campo en un puerto como el vector con los
coeficientes del desarrollo en serie del campo en función de unas funciones base, estaremos indicando:

Por lo tanto, y volviendo al cálculo de , donde se cumple que es la relación:�11
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podemos comprobar que el parámetro  es, a su vez, otra matriz de matrices, de la forma:�11

y la ecuación (4.50) pasa a ser:

donde  es el vector de coeficientes del campo en el puerto 1 que utilizan la base sen(n�) y ��� V

] 1 ��� F

] 1

el vector de coeficientes que utilizan la base cos(n�). Es inmediato comprobar que las submatrices �11

([�,�]�[s,c]) son matrices de acoplo entre los pesos de las respectivas funciones base.
De todo esto, y con una rápida observación de esta definición y utilizando las ecuaciones (4.44)

y (4.45), es inmediato llegar a que el parámetro  es:�11

De igual forma, el parámetro  será el que nos relaciona el campo eléctrico en el puerto 2,�21

donde r=b, con el magnético en el puerto 1, donde r=a, de tal forma que tengamos:

En esta expresión,  será el vector con los coeficientes del desarrollo en serie del campo��
] 2

eléctrico en el puerto 2, recordando que está en función de dos funciones base, y  el vector con los���
n 1

coeficientes del desarrollo en serie del campo magnético en el mismo puerto 1.

De nuevo el elemento  será, a su vez, una matriz de matrices, de la forma:�21
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Y utilizando de nuevo las ecuaciones (4.44) y (4.45), es inmediato llegar al parámetro :�21

Para el cálculo de la segunda columna, y por lo tanto de los parámetros  y , se procede�12 �22

de igual forma, pero colocando la pared magnética -condiciones de circuito abierto- en el puerto 1, donde
r=a.

Las matrices  y  vuelven a ser matrices de matrices, para relacionar los acoplos mutuos�12 �22

entre los pesos de las dos bases que utilizamos, y llegamos a los siguientes valores.

Para :�22

Y para :�12
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Figura 4-11.-Problema genérico con
ondas incidentes y reflejadas

Figura 4-12.-Problema segmentado con las ondas
incidentes y reflejadas

IV.2.-Matriz de dispersión generalizada [S]

Acabamos de ver dos ejemplos de cómo calcular las matrices de impedancias cuando se conoce
la solución de la ecuación de onda en un recinto canónico. En general en la teoría de circuitos se suele
trabajar con estos parámetros, parámetros de impedancias [Z] o bien parámetros de admitancias [Y]. Pero
a veces es más interesante emplear otro tipo de matrices que caractericen al circuito y que resalten de
una forma especial el carácter de guía de onda en las puertas de la región a caracterizar. Esto se traduce
en que se destaque el hecho de que existen una ondas progresivas o incidentes y otras regresivas o
reflejadas.

Estos parámetros, denominados parámetros de Scattering o parámetros S o parámetros de
dispersión, son especialmente útiles en la teoría circuital clásica de alta frecuencia o microondas. Tanto
es así que prácticamente son los únicos que se utilizan en alta frecuencia, debido, sobre todo, a la
sencillez con la que pueden ser medidos.

Para nuestro caso, caracterización circuital de problemas electromagnéticos, también pueden ser
de utilidad y es por ello que vamos a definirlos.

En la figura de la izquierda tenemos el problema general, donde la región central está unida a
otras dos que se pueden caracterizar por sus ondas incidentes y reflejadas. En la derecha está la región
central separada, y vemos que los campo eléctricos y magnéticos tangenciales en los  accesos -puestos
como corrientes eléctricas y magnéticas en este caso- se pueden poner como unas ondas entrantes y otras
salientes a la red, de tal forma que tenemos, para el puerto 1:

De la misma forma podemos escribir estas relaciones en función de los campos
electromagnéticos:

donde se ha hecho uso del concepto de admitancias características -las matrices  y - que ya�
L

01 �
U

01

fueron definidas, y calculadas para dos ejemplos, en el capítulo anterior, y donde el segundo subíndice
indica el puerto sobre el que están definidas.

De igual forma, en el puerto 2 tenemos:
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donde debe hacerse notar que el sentido de las ondas incidentes y reflejadas es distinto en cada puerto,
de tal forma que siempre se consideran incidentes las entrantes a la red, al igual que sucede en la teoría
circuital clásica.

Según esta representación, definiremos la matriz de dispersión como  aquella que nos relaciona
las ondas de campo eléctrico incidentes con las reflejadas. Es decir:

La interpretación de cada uno de los parámetros es la misma que para la teoría circuital clásica,

de tal manera que  es el coeficiente de reflexión en el puerto 1 cuando no hay onda incidente por el
11

puerto 2, y viceversa respecto a . Y el parámetro  es el coeficiente de transmisión al puerto 2
22 
21

respecto de lo que incide por el puerto 1. De igual forma sería la interpretación de .
12

Y, como no podía ser menos, esta teoría que ha sido presentada para una red de dos accesos es
totalmente extrapolable a redes de 3 o más accesos.

IV.2.1.-Relaciones con los parámetros [Y] y [Z]

La relación entre los parámetros de dispersión [S] y los de admitancias [Y] e impedancias [Z]
es muy fácilmente calculable.

Recordemos que la matriz de admitancias relaciona el campo eléctrico y el magnético así:

Por otra parte, sabemos que tanto el campo magnético como el campo eléctrico pueden ser
descompuesto en dos campos, uno incidente y otro reflejado a través de lo que llamamos admitancias
características, de tal forma que, según hemos visto:

La matriz de dispersión nos relaciona los campos incidente y reflejado de la siguiente manera:

Por lo tanto, podemos poner:
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Para pasar de la matriz de admitancias [Y] a la matriz de dispersión, podemos despejar de esta
última, llegando a:

Y para relacionar la matriz de dispersión con la matriz de impedancias, basta recordar que se
cumple:

Y, por ello, el cálculo de la matriz de impedancias a partir de la matriz S es:

Y el cálculo de la matriz de scattering a partir de la de impedancias:

IV.2.2.-Aplicaciones del cálculo de la matriz de dispersión

A modo de ejemplo, igual que hemos hecho antes, vamos a calcular la matriz de parámetros S
de dos estructuras sencillas para ver cómo aplicar la teoría.

IV.2.2.1.-La guía rectangular

Empezaremos con la guía rectangular. Es evidente que, una vez calculada la matriz de
admitancias anteriormente, la matriz de parámetros S de la guía rectangular se puede obtener fácilmente
a partir de ella y a través de las matrices de admitancias características, según la relación que ya
conocemos:

Pero también resulta un ejercicio interesante calcularla a partir de su definición. Es decir, a partir
del cálculo de las relaciones entre ondas progresivas y regresivas de campo eléctrico cuando los puertos
por los que no estamos excitando están terminados con sus impedancias características, de tal forma que
no hayan ondas regresivas.

Es decir, para el caso de la guía rectangular podemos plantear que los campos en el interior de
un tramo de guía son, para cada uno de las tres zonas en las que dividimos la guía, según la figura 4.13.
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Figura 4-13.-Geometría de la guía
rectangular

Para el medio I:

donde la constante de propagación �0 es:  y la constante kc: 
2
P�
�

� �
�

2

� 2 � 0 �µ �
F
�
� �
�

Para el medio II:

En este caso la constante de propagación es: , donde � es la constante2
P
�

� �
�

2

� 2 � �µ

dieléctrica del medio que hay en el interior de la guía y kc tiene el mismo valor que antes.
Por último, para el medio III:

Es decir, igual que el medio I, pero con diferentes amplitudes.
Sin entrar en muchos detalles, bastará decir que para calcular los parámetros Si1 debemos anular

las ondas incidentes por el puerto 2, según se ha indicado antes, de tal forma que .� &

P
�0

Para este caso, tenemos que los elementos S11 y S21 son sendas matrices diagonales cuyos valores
son:

Y para el cálculo de los elementos Si2 debemos anular la onda incidente en el puerto 1, de tal

forma que .� %

P
�0

Por lo tanto, los parámetros serán:
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Figura 4-14.-Geometría
del cilindro homogéneo
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IV.2.2.2.-El cilindro homogéneo

La geometría del cilindro homogéneo se muestra en la figura 4.14 y,
como se puede ver, consiste en una red de un único acceso que se
corresponderá con su perímetro exterior.

Supondremos que el cilindro tiene un radio r=a y que está formado
por un dieléctrico de constante �r.

Vamos a calcular su matriz de dispersión directamente y a modo de
ejercicio, en lugar de su matriz de impedancias, como ya se ha comentado.
Evidentemente, el paso de una a otra es inmediato y no supone ningún
problema. Al final de apartado daremos sus valores.

Recordemos que la matriz de dispersión relaciona el campo incidente
con el reflejado, y con ellos vamos a trabajar.

El campo que tenemos en el exterior del círculo dieléctrico es:

donde los coeficientes �m y �m son los correspondientes al campo incidente y �p y �p son los
correspondientes al campo reflejado.

El campo en el interior, por otra parte, es:

Cada uno de los campos lleva asociado su correspondiente campo magnético tangencial. En el
exterior tenemos:

y en el interior:
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Imponiendo las condiciones de contorno en r=a, es decir, la continuidad de campos tangenciales
eléctrico y magnético, y aprovechando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, tenemos:

Como la matriz de dispersión nos debe relacionar las ondas incidentes con las reflejadas,
debemos encontrar una matriz que cumpla:

donde el primer vector representa un vector columna con los coeficientes de las funciones seno y,
seguidamente, en columna, los coeficientes de las funciones coseno -es decir, las funciones base
utilizadas en la expansión de los campos en series-

Y a la vista del resultado anteriormente alcanzado, podemos poner, para cada modo:

Puesto de forma general, para todos los modos, tenemos:

donde la matriz [S] o de dispersión toma el valor:

Este valor se puede contrastar con el proporcionado por Harrington en [1].
Como caso particular, podríamos considerar qué sucede cuando k=k0. En este caso, la matriz de

scattering o de dispersión es:

Y si el radio es muy pequeño, tendiendo a cero, en el caso límite tenemos:
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Figura 4-15.-Redes separadas Figura 4-16.-Redes unidas, pero sin conectar

Es decir, que el círculo se comporta como un cortocircuito, con coeficiente de reflexión �=-1.
De igual forma, si el círculo central es un conductor perfecto de radio r=a, la matriz de dispersión es la
misma:

La matriz de impedancias se puede obtener directamente, o a través de la de dispersión, de la
forma:

Por lo que la matriz de impedancias es:

y donde las admitancias características son las calculadas en el capítulo anterior.

IV.3.-Conexión de redes

En los problemas electromagnéticos que estamos analizando, y por el hecho de utilizar técnicas
circuitales, se nos plantea constantemente el problema de conectar dos redes entre sí -basta ver el
apartado IV.1.2, donde se aparecían redes de 2 accesos y de un único acceso-, de las cuales conocemos
su matriz de admitancias, de impedancias o de parámetros S.

En cualquiera de los casos anteriores, el objetivo será calcular la nueva matriz característica de
la red global, una vez hemos conectado diferentes puertos entre sí.

La técnica que deberemos usar será aplicar la continuidad de campos tangenciales, tanto eléctrico
como magnético, en los puertos o superficies comunes.

Vamos a desarrollar con detalle la expresión para el caso de disponer la matriz de admitancias
[Y], para luego ver, con menos detalle, el resto de casos.

IV.3.1.-Conexiones de redes: Matriz Y

Supongamos que disponemos de dos redes de las cuales conocemos sus parámetros de
admitancias, según la figura 4.15.
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Figura 4-17.-Red global

Figura 4-18.-Red global uniendo
los puerto l y k

Estas matrices de admitancia serán e , de tal forma que  y .�
1

�
2

� 1
��

1
�� 1 � 2

��
2
�� 2

Sabemos que podemos crear una red conjunta, con tantos nodos como la suma de las dos redes

que la componen y cuya matriz de admitancias será .��
�

1
0

0 �
2

Con esta matriz, se cumple  la siguiente relación entre los campos: 

Nótese, al realizar esta última operación, y viendo la figura 4.16, cómo quedan renumerados los
accesos de la red conjunta.

Supongamos que conectamos entre sí dos puertos cualesquiera
de la red global que tiene N accesos disponibles, según la figura de la
izquierda. Por ejemplo, unimos los puertos k y l y nos preguntamos
cuál será la nueva matriz de admitancias de la nueva red creada tras
unir dichos dos puertos.

Sabemos que tendrá los
mismos accesos que la red original
menos 2. Véase la figura adjunta 4.18
donde se han conectado los accesos k
y l entre sí, quedando libres los N-2

accesos restantes y teniendo en cuenta que, a partir de dicha
interconexión habrá un cambio en la numeración de los accesos,
disminuyendo en una unidad los accesos libres que queden entre los
puertos k y l y en dos unidades los que estén entre el acceso l y N, y
que las condiciones de contorno que debemos aplicar para unir dichos
accesos son la continuidad de los campos eléctrico y magnético en
dichos puertos. Es decir,  y .�

N
��

O
�
N
��

O

Por lo tanto, podemos escribir la segunda condición de contorno como:

Ecuación que podemos reescribir, a partir de la primera condición de contorno, así:

Por ello, podemos despejar los valores de  y , que son iguales, en función del resto de�
N

�
O

valores del campo eléctrico que tenemos en los otros accesos a la nueva red.
Y así, la nueva matriz de admitancias tendrá los siguientes elementos:

donde hemos definido  como: � �
O N
��

O O
��

N O
��

NN

&1
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IV.3.1.1.-Campos en el interior

Como un problema derivado del anterior, podemos considerar el siguiente: tenemos una red
global de N accesos donde todos los accesos o bien están conectados unos con otros o bien están
accesibles desde el exterior y conocemos su campo eléctrico. El objetivo es calcular el campo eléctrico
que tenemos en los accesos que están conectados entre sí.

Por ejemplo, supongamos que M es el conjunto que contiene la numeración de los accesos
exteriores, es decir, de aquellos cuya excitación es conocida. Por otra parte, K y L son sendos conjuntos
de igual tamaño con la numeración de los accesos que están conectados entre sí.

Según esto, la matriz de admitancias de la red global nos relaciona los campos eléctricos y
magnéticos así:

Si calculamos los campos magnéticos en los accesos conectados entre sí, tenemos:

expresión que podemos reescribir, en forma matricial, como sigue:

donde  es la submatriz de  con los subíndices de los conjuntos K y L. Igual sucede con las otras�
./

�

tres matrices ,  y .�
..

�
/.

�
//

Si ahora recordamos las condiciones de contorno que se deben cumplir en los accesos que están
unidos -continuidad de campos eléctrico y magnético-, tenemos que  y , por lo que�

.
��

/
�
.
��

/

tendremos, a partir de la última ecuación:

Y de esta última expresión, resulta inmediato cómo obtener los campos incógnita :�
/
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IV.3.2.-Conexiones de redes: Matriz Z

Para el caso de conectar las redes conociendo la matriz de impedancias, la solución al problema
es prácticamente la misma.

En  este caso tenemos dos redes cuyas matrices de impedancia son  y , de tal forma que �
1

�
2

� 1
��

1
�� 1

y .� 2
��

2
�� 2

Y procediendo de igual forma que antes, llegamos a que la nueva matriz de impedancias tendrá
los siguientes elementos:

donde hemos definido  como: � �
O N
��

O O
��

N O
��

NN

&1

IV.3.2.1.-Campos en el interior

De igual forma que con la matriz de admitancias, nos planteamos el problema de calcular el
campo en los nodos interiores de conexión a partir de los exteriores.

De nuevo supongamos que M es el conjunto que contiene la numeración de los accesos
exteriores, es decir, de aquellos cuya excitación es conocida. Por otra parte, K y L son sendos conjuntos
de igual tamaño con la numeración de los accesos que están conectados entre sí.

Según esto, la matriz de impedancias de la red global nos relaciona los campos eléctricos y
magnéticos así:

Y si seguimos operando como en el caso de las admitancias, llegamos al siguiente resultado, dual
del anterior:

Y el campo eléctrico:

IV.3.3.-Conexiones de redes: Matriz S

Vamos a ver ahora el mismo procedimiento de conexión de redes cuando, en lugar de tenerlas
caracterizadas por sus matrices de admitancia o impedancia, las tenemos caracterizadas por su matriz
de dispersión o matriz S.
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Al igual que en los casos anteriores, tenemos la red global de N accesos -todas las figuras del
caso anterior y comentarios acerca de la numeración de los puertos son totalmente válidas también para
este caso- y conectamos los nodos k y l entre sí. La pregunta es, de nuevo, cuál es la matriz S resultante
tras unir los dos nodos.

Antes de ver el resultado, veamos cuál es la relación entre los campos, ya que los parámetros S
relacionan ondas incidentes y reflejadas. Es decir, el campo eléctrico total es, en cualquier nodo, la suma

del campo incidente y reflejado: ; de igual forma sucede con el campo magnético, que resulta��� L
�� U

ser: . Y la relación entre los campos eléctrico y magnético es: , donde  e ��� L
�� U ���

L

0 ��
L
��

U

0 ��
U �

L

0 �
U

0

son, respectivamente, las impedancias características de los modos incidentes y reflejados. Por ello, la

matriz S nos relaciona   con  así: .� L � U � U
�
 �� L

Volviendo a nuestro problema, las condiciones de contorno que debemos aplicar son, de nuevo,

la continuidad de los campos en el punto de unión:  y . Por lo tanto, podemos escribir los� U

N
�� L

O
� L

N
�� U

O

campos reflejados en los puertos k y l así:

Si imponemos las condiciones de contorno a las dos ecuaciones anteriores, eliminando las ondas
reflejadas, tendremos que las dos ondas incidentes de cada puerto son:

donde los parámetros  y  se definen, respectivamente, como:  y .
N O O N N O

� 1�

N O

&1

O N
� 1�


O N

&1

Y despejando de ambas ecuaciones las dos ondas incidentes, llegamos a:
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Figura 4-19.-Sectores individuales Figura 4-20.-Sectores individuales conectados
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donde los nuevos parámetros  y  se definen ahora, como:  y1 2 1� 1�
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Por lo tanto, podemos deducir, con las últimas expresiones, cuáles son los nuevos parámetros
S de la nueva red:

IV.3.4.-Acoplamiento múltiple entre regiones

Según hemos visto en los diferentes ejemplos y especialmente en el último desarrollo, donde
obteníamos las expresiones que proporcionan la matriz de admitancias -o de impedancias o de
dispersión- al conectar varias redes entre sí, los puertos que quedan como accesos libres de la red global
presentan acoplamientos múltiples entre ellos. De hecho esto es lo que representan cada uno de los
parámetros Yij -o bien Zij o bien Sij- de las matrices.

Una vez llegados a este punto, puede que nos resulte de interés el convertir 2 ó más accesos en
uno solo, de tal forma que se ajuste físicamente a los puertos de otras redes adyacentes que se vayan a
unir con las primeras.

Estamos, en definitiva, hablando de un tipo de redes que llamaremos redes nodo y que sirven
de unión de varios accesos a uno sólo, de tal forma que se contemplen en el nuevo acceso los acoplos
mutuos existentes anteriormente.

Para mejor entender esto, vamos a plantearlo con un ejemplo.

En la figura de la izquierda (figura 4.19) tenemos dos redes de 4 accesos, consistentes en dos
sectores angulares, como los que se estudiarán en el próximo capítulo. Queremos crear, a partir de los
dos, uno nuevo.

Para ello, el primer paso consistirá en unir los accesos 2 y 5 de la red global, para obtener una
nueva red de 6 accesos -la matriz será (6 x 6)-, tal y como se muestra en la figura de la derecha (figura
4.20).
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Figura 4-21.-Sector global con los nodos Figura 4-22.-Sector global final

En esta nueva red, tenemos dos accesos por la parte interior del sector global y dos por la parte
exterior, estando los dos restantes en las paredes laterales del sector global.

Puesto que buscamos obtener un nuevo sector de mayor anchura angular pero con el mismo
número de accesos que los originales (4 accesos), debemos reunir los puertos 2 y 5 por un lado y 3 y 6
por el otro, para convertirlos en uno único.

Para ello nos fijamos en las dos nuevas figuras (figuras 4.21 y 4.22). En la primera, la de la
izquierda, podemos ver que hemos introducido un nuevo tipo de red, la red nodo, que consiste en una
red de 3 accesos, de grosor nulo, cuya única misión es unir los puertos que están sobre el mismo lado
para convertirlos en uno único.

Es decir, debemos conectar los modos, por el interior, 5 y 12 por un lado y 2 y 11 por otro, para
obtener una nueva red con un único acceso en el interior. Por la parte exterior conectamos los nodos 3
y 8 por un lado y 6 y 9 por otro, con lo que llegamos a una nueva red, como la mostrada en la figura 4.22,
que consiste en un sector, como los dos primeros, de 4 accesos e inhomogéneo que contempla la
existencia de los dos interiores.

El estudio pormenorizado del elemento nodo es formalmente igual al del sector, que vamos a
realizar en el próximo capítulo, y se presenta completo en el anexo D.

IV.4.-Conclusiones

Este capítulo ha versado sobre la teoría circuital, idea básica que se pretende transmitir a lo largo
de todo el trabajo. Inicialmente se ha planteado la segmentación de los problemas grandes en otros más
pequeños, de tal forma que cada región aislada -que consideramos como un circuito- se analiza
independientemente del resto. A este respecto conviene destacar los ejemplos desarrollados a lo largo
del capítulo, de tal forma que se pueda poner en práctica la teoría circuital y comprobar las estrategias
que se siguen para el análisis de las matrices características de determinadas estructuras canónicas.

Seguidamente se ha definido la matriz de dispersión o de parámetros S, para terminar con el
desarrollo de unas expresiones que permiten calcular las matrices globales de impedancias, admitancias
o de dispersión de un sistema formado por diversas redes.

Todo esto será de aplicación directa al próximo capítulo, donde se va a analizar un tipo de
estructura -el sector circular- por medio de estas técnicas.
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Figura 5-1.-Geometría del sector circular dieléctrico

V
Matriz Z de un

sector dieléctrico

En este capítulo se va a calcular la matriz de impedancias de una red de 4 accesos, según el
método modal descrito en el capítulo anterior, y de la misma forma en que se han calculado las matrices
de impedancias de un tramo de guía rectangular y de un anillo circular.

Una de las particularidades de este nuevo elemento, le sector circular dieléctrico, será que las
matrices obtenidas no son diagonales, como en los dos casos mencionados. Esto significará que los
modos no están desacoplados entre sí, sino, más bien al contrario, existe un claro acoplo entre los modos
de un puerto con los restantes del mismo puerto y con los de los restantes puertos.

Este elemento, por su geometría, constituye en elemento muy interesante a la hora de aplicar las
técnicas de segmentación, y circuitales en generales, en problemas que tengan una clara geometría
describible en coordenadas cilíndricas. Esto se pondrá claramente de manifiesto en el siguiente capítulo,
donde veremos algunas aplicaciones del mismo.

Por último, decir que a lo largo del capítulo se hará uso de numerosas propiedades y resultados
descritos en los anexos, de entre los que cabe destacar la aparición de las funciones e Bessel de orden
complejo.

V.1.-El sector circular dieléctrico

Antes de entrar en los cálculos, vamos a describir la geometría del sector y las funciones base
que vamos a utilizar, así como el procedimiento de cálculo que seguiremos para cada uno de los
elementos de la matriz de impedancias.

El problema original que deseamos
resolver sería el mostrado en la figura 5.1, y
consiste en un sector dieléctrico situado, en
coordenadas cilíndricas, entre los radios r=a y r=b
y los ángulos �=�1 y �=�2. Además, se trata de una
estructura bidimensional, por lo que en la dirección
normal z es invariante.

En general, el medio que hay en su interior
será homogéneo y de constante dieléctrica �r y
permeabilidad magnética µr, aunque supondremos
que esta no va a variar en ningún momento. Es
decir, vamos a tratar únicamente con materiales no
magnéticos.

Como podemos ver en la figura, esta
estructura cilíndrica la podemos considerar como
una red de 4 accesos, numerados como en ella se
indican. Es decir, el puerto 1 será aquel donde �=�2 y a�r�b; el puerto 2 es aquel donde �=�1 y a�r�b;
el puerto 3 es el situado en r=a  y �1����2; y el puerto 4 el situado en r=b  y �1����2.
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El objetivo será calcular la matriz de impedancias que nos relaciona los campos eléctricos y
magnéticos en cada uno de los cuatro accesos de la red, considerando, para todo el capítulo, el caso de
los modos TMz. En este punto conviene decir, además, que el procedimiento que se debe seguir para los
modos TEz es exactamente el mismo que el que seguidamente vamos a describir. Por este motivo, no se
ha incluido en esta memoria.

El campo en cada uno de los puertos estará desarrollado en serie de unas funciones base que para
los puertos 1 y 2 son:

y para los puertos 3 y 4:

Por ello, los campos en los puertos 1 y 2 serán de la forma:

Y en los puertos 3 y 4:

Por ello, la matriz de impedancias será aquella que nos relacione los pesos de los campos
eléctricos y magnéticos de la siguiente forma:

donde  es el vector de campo eléctrico en el puerto i con los pesos del desarrollo en serie de funciones��
L

base, descritas anteriormente.
Asimismo,  es el vector de campo magnético en el puerto i con los pesos del desarrollo en�	

L

serie de funciones base, también descritas anteriormente.
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�� g � �� �cos � �� 1 (5-8)

g � �J � �� �
J ) � ��

Y ) � ��
�Y � �� (5-9)

Nótese que, al ser  y  vectores, los elementos  de la matriz de impedancias  también��
L

�	
L

�
L M

�

son, a su vez, matrices.
El procedimiento para el cálculo de la matriz de impedancias de un sector dieléctrico será el

habitual para el cálculo de cualquier matriz Z. Por ello, cualquier parámetro  será:�
L M

Es decir, el elemento  de la matriz de impedancias es aquella matriz por la que debemos�
L M

multiplicar el vector de campo magnético en el puerto j para obtener el vector de campo eléctrico en el
puerto i cuando el resto de puertos, salvo el j que es de excitación, están en condiciones de circuito
abierto o pared magnética. Es decir, cuando el campo magnético tangencial al resto de superficies que
configuran los puertos es cero.

V.2.-Matriz de impedancias

Seguidamente vamos a ver el cálculo de cada uno de dichos elementos , cuando excitamos�
L M

por cada uno de los cuatro puertos. Es decir, el cálculo de la matriz de impedancias columna a columna.

V.2.1.-Parámetros : incidencia por el puerto 1���

El campo incidente por el puerto 1 viene dado por la siguiente expresión:

donde  es el vector de funciones bases del puerto 1 y  es el vector de pesos del campo magnético�
 W

1
�	1

en el puerto 1. Es decir, viene caracterizado por los coeficientes �m y �m.
A su vez, el potencial en el interior del sector circular será de la siguiente forma, considerando

las condiciones de contorno que tenemos, que son paredes magnéticas en los puertos 2, 3 y 4:

donde la función g
<
(r) es una combinación lineal de funciones de Bessel de tal forma que su derivada se

anula en r=a y en r=b: g
<
’(a)=g

<
’(b)=0. Su aspecto será del tipo -nótese que al ser una estructura

bidimensional la constante k utilizada es directamente el número de onda del medio dieléctrico que forma
el sector-:
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donde el orden � de las funciones de Bessel debe calcularse de tal forma que satisfaga la condición antes
descrita en r=b. Para r=a se ve inmediatamente que se cumple. Para el cálculo de estos órdenes, que serán
en general complejos, puede verse el anexo A destinado a las funciones de Bessel.

En la siguiente figura puede verse el
planteamiento del problema, donde los puertos 2, 3
y 4 están terminados con sendas paredes
magnéticas.

En el puerto 1 tenemos el campo magnético
incidente Hr -tangencial en el puerto de entrada- y
en los puertos 1, 2, 3 y 4 tenemos los campos
eléctricos Ez que debemos calcular como respuesta
al incidente.

Podemos comprobar que el potencial que
estamos considerando en el interior del medio
cumple las condiciones de contorno de pared
magnética en las paredes r=a, r=b y �=�1

calculando las componentes tangenciales de campo
magnético en cada una de ellas.

En las paredes r=a y r=b tenemos:

Y como podemos ver, para las puertos 3 y 4 sí se verifica que el campo es cero puesto que la
función g

<
’(r) cumple que se anula en r=a y en r=b.

Y para la pared �=�1:

Y también se anula en el puerto 2 a través de la función trigonométrica.
Para calcular los pesos a

<
 del potencial en el interior calcularemos el campo magnético

tangencial en el puerto 1 y los identificaremos con el campo incidente en dicho puerto, que es conocido.
El campo magnético es:

Y en �=�2 debe ser igual al incidente:

Esta igualdad debe ser válida para cualquier posición r en el intervalo [a,b].
Los coeficientes a

<
 los podemos calcular a partir de la ortogonalidad de las funciones de Bessel,

ya que:
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siempre y cuando se cumpla que g
<1’(a)=g

<2’(a)=g
<1’(b)=g

<2’(b)=0, cosa que sí lo es en nuestro caso.
Así pues:

donde hemos llamado �
n
 al ángulo formado por el sector: �

n
=�2-�1

Una vez disponemos del potencial en el interior del sector, debemos calcular los campos
eléctricos en cada uno de los cuatro puertos para obtener la matriz de impedancias.

V.2.1.1.-Parámetro �11

El campo eléctrico en el puerto 1 es:

que podemos reescribir como:

donde cada uno de los coeficientes Cp y Dp son:

expresiones que se han calculado aprovechando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas.
La función �p, que ya ha aparecido en otras ocasiones, está definida como:

Y el parámetro  nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:�11
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Por ello, cada una de las submatrices es:

V.2.1.2.-Parámetro �21

El campo eléctrico en el puerto 2 es:

que podemos reescribir, como en el caso anterior, como:
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donde cada uno de los coeficientes Cp y Dp son:

expresiones que, de nuevo, se han calculado aprovechando la ortogonalidad de las funciones
trigonométricas.

Y el parámetro  nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:�21

Por ello, cada una de las submatrices es:
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V.2.1.3.-Parámetro �31

El campo eléctrico en el puerto 3 es:

que podemos reescribir como:

donde cada uno de los coeficientes Cp y Dp son:

expresiones obtenidas a partir de la ortogonalidad de las funciones trigonométricas.

Y el parámetro  nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:�31

Y cada una de las submatrices es:
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V.2.1.4.-Parámetro �41

El campo eléctrico en el puerto 4 es:

que podemos poner como:

Es decir, las expresiones son como las anteriores, pero evaluando la función g
<
(r) en r=b, que

se corresponde con el puerto 4.

Definiendo ahora el parámetro  como la relación entre  el campo eléctrico y magnético,�41

tenemos:

Y cada una de las submatrices es:
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V.2.2.-Parámetros : incidencia por el puerto 2���

El campo incidente por el puerto 2 viene dado por la siguiente expresión:

donde  es el vector de funciones bases del puerto 2, que es el mismo que en el puerto 1, y  es el�
 W

2
�	2

vector de pesos del campo magnético en el puerto 2. Es decir, viene caracterizado también por los
coeficientes �m y �m.

El potencial en el interior del sector circular será el siguiente, considerando las condiciones de
contorno que tenemos, que son paredes magnéticas en los puertos 1, 3 y 4:

donde la función g
<
(r) es la misma combinación lineal de funciones de Bessel que en el punto anterior,

de tal forma que su derivada se anula en r=a y en r=b: g
<
’(a)=g

<
’(b)=0:
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donde el orden � de las funciones de Bessel debe
calcularse de tal forma que satisfaga la condición
antes descrita en r=b. Para r=a se ve
inmediatamente que se cumple. Para el cálculo de
estos órdenes, que serán en general complejos,
puede verse el anexo A dedicado a las funciones de
Bessel.

En la siguiente figura podemos ver el
planteamiento del problema, donde los puertos 1, 3
y 4 están terminados con sendas paredes
magnéticas.

En el puerto 2 tenemos el campo magnético
incidente Hr -tangencial en el puerto de entrada- y
en los puertos 1, 2, 3 y 4 tenemos los campos
eléctricos Ez que debemos calcular como respuesta
al incidente.

Podemos comprobar que el potencial que
estamos considerando en el interior del medio cumple las condiciones de contorno de pared magnética
en las paredes r=a, r=b y �=�2 calculando las componentes tangenciales de campo magnético en cada
una de ellas.

En las paredes r=a y r=b tenemos:

Y como podemos ver, para las puertos 3 y 4 sí se verifica que el campo es cero puesto que la
función g

<
’(r) cumple que se anula en r=a y en r=b.

Y para la pared �=�2:

Y también se anula en el puerto 1 a través de la función trigonométrica.
Para calcular los pesos a

<
 del potencial en el interior calcularemos el campo magnético

tangencial en el puerto 1 y los identificaremos con el campo incidente en dicho puerto, que es conocido.
El campo magnético es:

Y en �=�1 debe ser igual al incidente:
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Esta igualdad debe ser válida para cualquier posición r en el intervalo [a,b].
Los coeficientes a

<
 los podemos calcular a partir de la ortogonalidad de las funciones de Bessel:

donde hemos llamado �
n
 al ángulo formado por el sector: �

n
=�2-�1

Una vez disponemos del potencial en el interior del sector, debemos calcular los campos
eléctricos en cada uno de los cuatro puertos para obtener la matriz de impedancias.

V.2.2.1.-Parámetro �12

El campo eléctrico en el puerto 1 es:

que podemos reescribir como:

donde cada uno de los coeficientes Cp y Dp se obtienen a través de la ortogonalidad de las funciones
trigonométricas.

Y el parámetro  se define como:�12

Tras evaluarlos convenientemente, podemos comprobar que obtenemos las siguientes relaciones

para cada una de las submatrices, en función de las obtenidas para :�11
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V.2.2.2.-Parámetro �22

El campo eléctrico en el puerto 2 es:

que podemos reescribir como:

Los coeficientes Cp y Dp se obtiene por ortogonalidad y el parámetro  se define como:�21

También podemos, en este caso, poner la nueva matriz en función de otras ya obtenidas
anteriormente como:

V.2.2.3.-Parámetro �32

El campo eléctrico en el puerto 3 es:

que podemos reescribir en forma de serie de las funciones bases en el puerto 3 como:

donde cada uno de los coeficientes Cp y Dp son:
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Y el parámetro  nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:�32

Y cada una de las submatrices es, relacionándolas con los parámetros anteriormente calculados
cuando la incidencia era por el puerto1, y considerando algunas igualdades de integrales que se pueden
ver en el anexo correspondiente:

V.2.2.4.-Parámetro �42

El campo eléctrico en el puerto 4 es:

que podemos poner como:

Es decir, las expresiones son como las anteriores, pero evaluando la función g
<
(r) en r=b, que

se corresponde con el puerto 4.

Definiendo ahora el parámetro  como la relación entre  el campo eléctrico y magnético,�42

tenemos:
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De donde obtenemos las siguientes relaciones:

V.2.3.-Parámetros : incidencia por el puerto 3���

El campo incidente por el puerto 3 viene dado por la siguiente expresión:

donde  es el vector de funciones bases del puerto 3 y  es el vector de pesos del campo magnético�
 W

3
�	3

en el puerto 3. Es decir, viene, como siempre, caracterizado por los coeficientes �m y �m.
Por su parte, el potencial en el interior del sector circular será de la siguiente forma,

considerando las condiciones de contorno que tenemos, que son paredes magnéticas en los puertos 1, 2
y 4:

donde la función g
<
(r) es una combinación lineal de

funciones de Bessel de tal forma que su derivada se
anula en r=b: g

<
’(b)=0. Su aspecto será del tipo

siguiente, recordando que estamos en una
estructura bidimensional:

g � �J � �� �
J ) � ��

Y ) � ��
�Y � �� (5-75)

donde el orden � de las funciones de Bessel debe
calcularse de tal forma que se cumplan las
condiciones de contorno restantes, que son las
paredes magnéticas en los puertos 1 y 2.

Esta condición supone que:
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En la siguiente figura puede verse el planteamiento del problema, donde los puertos 1, 2 y 4
están terminados con sendas paredes magnéticas.

En el puerto 3 tenemos el campo magnético incidente H
n
 -tangencial en el puerto de entrada- y

en los puertos 1, 2, 3 y 4 tenemos los campos eléctricos Ez que debemos calcular como respuesta al
incidente.

Para calcular los pesos a
<
 del potencial en el interior calcularemos el campo magnético

tangencial en el puerto 3 y los identificaremos con el campo incidente en dicho puerto, que es conocido.
El campo magnético es:

Y en r=a debe ser igual al incidente:

Esta igualdad debe ser válida para cualquier posición � en el intervalo [�1,�2].
Los coeficientes a

<
 los podemos calcular a partir de la ortogonalidad de las funciones

trigonométricas, obteniendo:

donde hemos llamado �
n
 al ángulo formado por el sector: �

n
=�2-�1

Una vez disponemos del potencial en el interior del sector, debemos calcular los campos
eléctricos en cada uno de los cuatro puertos para obtener la matriz de impedancias.
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V.2.3.1.-Parámetro �13

El campo eléctrico en el puerto 1 es:

que podemos reescribir como:

donde cada uno de los coeficientes Cp y Dp son:

expresiones que se han calculado aprovechando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas.

El parámetro  nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:�13

Por ello, cada una de las submatrices es:
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V.2.3.2.-Parámetro �23

El campo eléctrico en el puerto 2 es:

que podemos reescribir, como en el caso anterior, como:

donde cada uno de los coeficientes Cp y Dp son:

Y el parámetro  se define como:�23

Por ello, cada una de las submatrices es:
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V.2.3.3.-Parámetro �33

El campo eléctrico en el puerto 3 es:

que podemos reescribir como:

donde cada uno de los coeficientes Cp y Dp son:
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Y el parámetro  nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:�33

Y cada una de las submatrices es:
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V.2.3.4.-Parámetro �43

El campo eléctrico en el puerto 4 es:

que podemos poner como:

Es decir, las expresiones son como las anteriores, pero evaluando la función g
<
(r) en r=b, que

se corresponde con el puerto 4.

Definiendo ahora el parámetro  como la relación entre  el campo eléctrico y magnético,�43

tenemos:

Y cada una de las submatrices es:
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V.2.4.-Parámetros : incidencia por el puerto 4���

El campo incidente por el puerto 4 viene dado por la siguiente expresión:

donde  es el vector de funciones bases del puerto 4 y  es el vector de pesos del campo magnético�
 W

4
�	4

en el puerto 4.
Por su parte, el potencial en el interior del sector circular será de la siguiente forma,

considerando las condiciones de contorno que tenemos, que son paredes magnéticas en los puertos 1, 2
y 3:

donde la función g
<
(r) es una combinación lineal de funciones de Bessel de tal forma que su derivada se

anula en r=a: g
<
’(a)=0. Su aspecto será del tipo siguiente:

donde el orden � de las funciones de Bessel debe
calcularse de tal forma que se cumplan las
condiciones de contorno restantes, que son las
paredes magnéticas en los puertos 1 y 2.

Esta condición supone que:
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Es decir, obtenemos los mismos valores de � que cuando el campo incidente estaba en el puerto
3.

En la siguiente figura puede verse el planteamiento del problema, donde los puertos 1, 2 y 3
están terminados con sendas paredes magnéticas.

En el puerto 4 tenemos el campo magnético incidente H
n
 -tangencial en el puerto de entrada- y

en los puertos 1, 2, 3 y 4 tenemos los campos eléctricos Ez que debemos calcular como respuesta al
incidente.

Para calcular los pesos a
<
 del potencial en el interior calcularemos el campo magnético

tangencial en el puerto 4 y los identificaremos con el campo incidente en dicho puerto, que es conocido
y está caracterizado por los pesos �m y �m.

El campo magnético es:

Y en r=b debe ser igual al incidente:

Esta igualdad debe ser válida para cualquier posición � en el intervalo [�1,�2].
Los coeficientes a

<
 serán pues:

Una vez disponemos del potencial en el interior del sector, debemos calcular los campos
eléctricos en cada uno de los cuatro puertos para obtener la matriz de impedancias.

V.2.4.1.-Parámetro �14

El campo eléctrico en el puerto 1 es:

que podemos reescribir como:

Calculamos los Cp y Dp como de costumbre y definimos el parámetro  de la forma:�14
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Por ello, cada una de las submatrices es:

V.2.4.2.-Parámetro �24

El campo eléctrico en el puerto 2 es:

que podemos reescribir, como en el caso anterior, como:
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Tras calcular los coeficientes Cp y Dp y definiendo el parámetro  como:�24

llegamos a que cada una de las submatrices es:

V.2.4.3.-Parámetro �34

El campo eléctrico en el puerto 3 es:

que podemos reescribir como:
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donde cada uno de los coeficientes Cp y Dp son:

Y el parámetro  nos relaciona el campo eléctrico y magnético de la siguiente forma:�34

Y cada una de las submatrices es:
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V.2.4.4.-Parámetro �44

El campo eléctrico en el puerto 4 es:

que podemos poner como:

Es decir, las expresiones son como las anteriores, pero evaluando la función g
<
(r) en r=b, que

se corresponde con el puerto 4.

Definiendo ahora el parámetro  como la relación entre  el campo eléctrico y magnético,�44

tenemos:

Y cada una de las submatrices es:
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V.3.-Análisis de la convergencia

En el apartado anterior hemos obtenido la matriz de impedancias de la red consistente en un
sector de 4 accesos. Dicha matriz de impedancias consistía en 16 parámetros que, a su vez, estaban

divididos en otras 4 submatrices, formando en total 64 matrices denominadas, en general, .�
L M

Además, cada una de estas 64 matrices es una serie cuyo índice es, en todos los casos, el orden
de las funciones de Bessel involucradas en el cálculo de los campos en el interior del sector.

Así pues, es interesante comprobar si estas series son convergentes y en que grado convergen
al valor deseado.

Para este estudio, distinguiremos dos casos bien diferenciados: en el primero de ellos
analizaremos qué sucede en los parámetros de las dos primeras columnas de la matriz de impedancias,

es decir para los parámetros  y . En estas dos columnas, los índices de las series son los mismos�
L1 �

L2

y se obtienen de forma distinta al segundo caso. En el segundo caso analizaremos las columnas 3 y 4,

es decir, los parámetros  y , donde los índices de las series son también iguales entre sí, como en�
L3 �

L4

las dos primeras.

V.3.1.-Análisis de los parámetros  y ��� ���

Para estos dos casos, el orden �, cuando este ya es grande, tiende a valer -vease el anexo A
dedicado al estudio de las funciones de Bessel-:

donde l es un entero que tiende a infinito y a y b son los radios interior y exterior del sector,
respectivamente.

Teniendo esto en cuenta, y que la función g
<
(r) tiende a valer, en estos casos asintóticos:
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podemos comprobar -véase el anexo C destinado al cálculo de integrales de funciones rápidamente
oscilantes- que, asintóticamente, se cumple:

Por otra parte, tenemos que:

Y, por último, tenemos que, asintóticamente también, se cumple:

Así pues, vistos estos valores asintóticos, podemos comprobar que el término general de los

elementos  y  es:�11 �22

Es decir, son rápidamente convergentes.

Asimismo, los elementos  y  son, asintóticamente en sus términos generales:�21 �12

Es decir, también es rápidamente convergente.

Para los elementos , ,  y  nos fijamos en los siguientes valores asintóticos:�31 �41 �32 �42
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Por lo tanto, aun considerando el caso peor, que es el de la segunda integral, tendremos:

Por lo tanto, también convergente.

V.3.2.-Análisis de los parámetros  y ��� ���

Para estos dos casos, el orden � es:

donde q es un entero que tiende a infinito y �
n
 es el ángulo que forma el sector.

Para los 8 parámetros que nos ocupan en este caso, podemos comprobar que tenemos, por un
lado expresiones del tipo:

o bien del tipo:

Para los parámetros , ,  y , estas expresiones aparecen en forma de integral de�13 �23 �14 �24

la forma:
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y para los parámetros , ,  y , dichas expresiones aparecen evaluadas en los límites del�33 �43 �34 �44

intervalo [a,b], es decir en r=a o bien en r=b.
Pero en cualquiera de los 8 casos posibles, dos en forma de integral y dos en forma de evaluación

de las funciones, el valor asintótico cuando |�| es grande es proporcional al mismo valor:

Por otra parte, volvemos a tener en los 8 casos a considerar expresiones del tipo:

Son similares a las de las dos primeras columnas de la matriz de impedancias, pero considerando
ahora que el orden � es real.

En resumen, y considerando el caso de peor de estas dos últimas integrales, tendremos que el

comportamiento asintótico es, para los elementos , , ,  , ,  y :�13 �23 �14 �24 �33 �43 �34 �44

Es decir, que en cualquier caso son series que siempre convergen, incluso en el peor de los casos.
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V.3.3.-Parámetros de admitancia

Para terminar con el apartado del estudio de la convergencia de las series es interesante
introducir un breve comentario acerca de por qué se ha analizado el sector circular con incidencia TMz

con la matriz de impedancias y no de admitancias, como en principio podría pensarse que es más
intuitiva.

La explicación es tan sencilla como que las series que aparecen al calcular los parámetros de
admitancia son, en algunos casos, divergentes.

De hecho, si hiciéramos ahora el problema dual de caracterizar el sector circular para modos TEz

comprobaríamos que sucede justamente lo contrario de lo que pasa en los modos TMz: la matriz a
calcular es la de admitancias porque es convergente mientras que la de impedancias es divergente.

A modo de ejemplo, vamos a poner el valor del parámetro  de la matriz de admitancias,�11

definida, de forma dual a la matriz de impedancias, como -recuérdese que para calcular la matriz de
admitancias debemos dejar en cortocircuito o pared eléctrica todos los accesos menos el de excitación-:

Cada una de las 4 submatrices es:
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donde la función f
<
(r) es la función dual de g

<
(r), por lo que es la propia función la que se anula en r=a

y en r=b y no su derivada.
El comportamiento asintótico de las dos funciones es similar, pero complementario, por lo que

f
<
(r) tiene la forma:

compartiendo el mismo valor asintótico del orden �.
El término asintótico de las integrales que aparecen anteriormente es de la forma:

Y, por lo tanto, para este parámetro , un estudio del término general de las series da para el�11

término :�
VV

11

Que es, sin duda, convergente. Para los elementos  y :�
VF

11 �
FV

11

Término que también es convergente. Pero para  el término :�
FF

11

Y este último término no es convergente, por lo que no podremos realizar bien la suma.
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V.4.-Sector degenerado a cuña dieléctrica

En este apartado vamos a ver qué sucede cuando empezamos a degenerar el sector dieléctrico
de tal forma que el radio interior, llamado a, tiende a cero. Es decir, cuando a se va haciendo cada vez
más y más pequeño.

Para ver esto, empezaremos viendo el comportamiento del orden de las funciones de Bessel para

el cálculo de los parámetros  y  que, como sabemos, es algo especial, teniendo valores reales y�
L1 �

L M

complejos, lo que nos lleva a tener modos complejos, y su cálculo se realiza a través de un autosistema.
Este procedimiento se puede ver en el anexo A.

V.4.1.-Orden de las funciones de Bessel: modos complejos

Vamos a empezar con un ejemplo de sector de radios a=0.2 m y b=0.5 m, para una frecuencia
de trabajo de 3 Ghz (�0=0.1 m) y un dieléctrico aire (�r=1) -para este análisis no es importante el ángulo
que forma el sector, sólo los radios del mismo-.

Las condiciones de contorno son de pared magnética en r=a y en r=b, por lo que, como hemos
visto antes, el potencial en el interior del sector tiene la forma:

donde �i es �1 o �2, dependiendo del puerto desde el que excitamos el sector. Pero esto no nos importa
en este caso. Lo importante es la forma que tiene la función g

<
(r). Esta función es una combinación lineal

de funciones de Bessel de tal forma que su derivada se anule en los radios r=a y en r=b, ya que de este
modo satisfacemos las condiciones de contorno de Neumann (paredes magnéticas).

Así pues, la función tendrá la forma:

donde los órdenes � se calculan para que se cumpla que g
<
’(b)=0, ya que es inmediato comprobar que

para cualquier � se cumple que g
<
’(a)=0.

En el anexo A de las funciones de Bessel describimos este procedimiento, por lo que aquí nos
limitaremos a recordar que, en definitiva, el método consiste en reescribir la función g

<
(r) como una serie

de la forma:

donde las funciones base son:

Y a partir de esta solución propuesta planteamos un autosistema a través de la ecuación
diferencial de Bessel de donde obtenemos los órdenes � de las funciones de Bessel.

Para el ejemplo propuesto, los primeros órdenes que aparecen son:
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-0.8605i 10.6209 -12.0624i 13.6371 16.2657 -17.7980i 19.5144 -22.6527i 23.3667 -27.0926i

28.9122 -31.2893i -35.3267i -39.2524i -43.0959i -46.8769i -50.6090i -54.3020i -57.9632i -61.5982i

Podemos observar que aparecen algunos órdenes � reales y otros imaginarios, como era de
prever. De hecho, el número de órdenes real es finito -en este caso 6 valores lo son-, mientras que el
número de valores imaginarios es infinito, siendo su valor asintótico, para cualquier valor del índice q:

En las figuras siguientes podemos ver, por un lado (la izquierda) una representación gráfica de
la parte real e imaginaria del orden �. La parte imaginaria está representada en su forma calculada por
el autosistema y en su forma asintótica, observándose que tienden a ser iguales. De hecho, en la segunda
de las dos figuras tenemos representado el error relativo entre el valor exacto y el aproximado y vemos
como, en tanto por cien, va descendiendo uniformemente.

En las dos figuras siguientes tenemos la representación gráfica de la función g
<
(r) y g’

<
(r) para

el valor �=10.6209. Por ser un valor real, podemos calcular fácilmente la función y su derivada a través
de las funciones de Bessel directamente y, por supuesto, también a través del desarrollo en serie. En las
figuras se puede ver que la diferencia entre los dos es inapreciable, y se superponen totalmente (las
gráficas han sido normalizadas para que se puedan comparar sin problemas, ya que dependiendo de la
forma de cálculo aparece una constante de amplitud distinta en las funciones).
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También es interesante comprobar cómo la función derivada se anula en los extremos, como
debe ser para satisfacer la condición de Neumann.

En las dos gráficas siguientes se muestran las funciones g
<
(r) y g’

<
(r) para dos órdenes

complejos, gráficas que también han sido normalizadas como las anteriores.
En este caso todas las gráficas han sido realizadas mediante la forma en serie, aunque también

se podrían haber calculado con la ayuda de las funciones de Coulomb (ver anexo A).

Nótese que de nuevo se cumplen las condiciones de contorno de Neumann, como era de prever.

V.4.2.-Sector degenerado

Vamos a ver ahora qué sucede a medida que el radio interior del sector tiende a cero.
En el apartado anterior hemos visto el comportamiento de los modos reales y complejos que

aparecen en el sector y hemos comprobado como el número de raíces reales es finito y el de raíces
complejas es infinito, pero discreto, tal y como sabíamos a partir de lo visto en el anexo A sobre las
funciones de Bessel.
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En dicho anexo también se dice que cuando el radio interior tiende a cero, el número de raíces
reales continúa siendo finito y el de raíces imaginarias puras es infinito, pero tendiendo a ser continuo
y no discreto. Esto se debe al hecho importantísimo de que las funciones de Bessel de segunda especie
de argumento real y orden real toman un valor infinito en el origen -por eso desaparecen-. Pero las
mismas funciones de Bessel de segunda especie de argumento real y orden imaginario puro no están
definidas en el origen. Esto significa que no se sabe el valor en el origen pero que en ningún caso es
infinito. Pero como el campo electromagnético en el interior del sector debe ser siempre finito, puede
existir la solución en forma de función de Bessel de segunda especie, aunque el origen esté en la región
objeto de estudio.

Esto se puede ver con un ejemplo, y así podremos comprobar el efecto de la indeterminación de
la función g

<
(r) en el origen a través de las infinitas oscilaciones que presenta dicha función en el origen.

Tomaremos un sector cuyo radio interior sea a=0.001 m y b=0.15 m, valores que a la frecuencia
f=3 Ghz (�0=0.1 m) y un dieléctrico aire (�r=1) suponen que a=�0/100 y b=�0·1.5. Como se puede ver,
el radio inferior es casi nulo.

Los primeros valores de los órdenes de las funciones de Bessel calculados a través del
autosistema son:

-0.3651i -1.2283i 1.6144 -2.0492i -2.8153i -3.5490i 4.1140

-4.2624i -4.9628i -5.6555i -6.3445i -7.0334i -7.7248i 7.7914

Podemos ver que sólo hay tres valores reales y todos los demás son imaginarios puros.
Si dibujamos, como antes, una de las funciones g

<
(r) para un orden real, podemos comprobar que

el resultado es exactamente igual que si calculamos la función a través de las funciones de Bessel (hemos
dibujado la función g

<
(r) para �=4.1140).

Para otros dos modos (�1=-1.2283i y �2=-7.0334i), en las siguientes figuras tenemos
representadas las funciones g

<
(r) y su derivada g’

<
(r):
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Es interesante destacar como, a medida que el orden � va creciendo en módulo, la función g
<
(r)

va siendo cada vez más oscilante en el origen. Estas son las infinitas  oscilaciones que debían aparecer
para radios interiores tendiendo a cero y que hacen que el valor en el origen no sea infinito sino que sea
indefinido.

V.5.-Conclusiones

Este capítulo ha versado sobre el cálculo de una matriz de impedancias características, según la
teoría desarrollada en el capítulo anterior y siguiendo el método en él planteado con algunas aplicaciones
sencillas sobre recintos canónicos.

Es de destacar que, aunque sólo se haya desarrollado la teoría para el modo TMz, hacer los
cálculos para el modo TEz sería exactamente dual. Tal vez la única complicación práctica sería la
implementación de las ecuaciones obtenidas en algún lenguaje de programación..

Otro aspecto importante de este capítulo ha sido el estudio de los modos al corte, cuando las
funciones de Bessel tienen orden complejo, donde conviene destacar los sectores degenerados que se
convierten en cuñas, y los estudios de convergencia para cada uno de los parámetros.



Figura 6-1.-Estructura del codo plano H en guía
rectangular

VI
Aplicación de la
teoría circuital a

problemas  cerrados
y abiertos

El objetivo de este capítulo va a ser presentar una amplia colección de aplicaciones de la teoría
circuital desarrollada en temas anteriores, a problemas particulares.

La metodología utilizada en todos los casos será segmentar el problema original en problemas
menores, y calcular la matriz de impedancias de estos últimos. De esta forma, uniendo las redes parciales
podremos caracterizar electromagnéticamente el problema original de forma sencilla.

Por razones de contexto con la tesis, todos los elementos sencillos van a ser de forma sectorial,
para poder utilizar el elemento desarrollado en el capítulo anterior. Pero, evidentemente, para estos
mismos problemas, o incluso otros más complejos, se podrían utilizar otras técnicas para analizar y
caracterizar algunas de estas redes sencillas, tal y como se comentó en el capítulo 3.

Vamos a plantear dos tipos distintos de aplicaciones de la teoría circuital. En primer lugar
veremos algunos casos de aplicación de la segmentación a guías rectangulares, es decir, a problemas
cerrados. Posteriormente veremos otros problemas sobre geometrías en espacio abierto. Y en todos los
casos se seguirá el mismo procedimiento, de tal forma que inicialmente haremos un proceso de
validación del método circuital propuesto en esta tesis con casos aparecidos en la bibliografía, para,
seguidamente, plantear otros problemas similares en su geometría y no disponibles en la bibliografía.

VI.1.-Guía rectangular

En esta colección de ejemplos vamos a
plantear un codo en plano H en una guía
rectangular. Es sabido que en estos casos, si la
excitación de la guía es únicamente con modos
TEm0, podemos considerar el problema como un
problema bidimensional donde no hay dependencia
con la coordenada vertical -altura de la guía-. Así
pues, estamos precisamente en el tipo de problema
que podemos resolver con la teoría del sector
angular.

El esquema del problema se puede ver en
la figura adjunta: los puertos 3 y 4 del sector
angular están cortocircuitados, configurando, de
esta forma, las paredes eléctricas de la guía
rectangular.
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Figura 6-2.-Excitación del codo

En concreto nos vamos a fijar en codos de 90º y veremos el comportamiento del campo en el
interior para diferentes configuraciones de dieléctricos y para diferentes aplicaciones, resultando
especialmente interesante la última parte donde veremos los parámetros S de un codo de 90 en plano H
relleno de diferentes dieléctricos y ocupando diferentes posiciones.

VI.1.1.-Análisis de los modos: distribución del campo

Así pues, antes de centrarnos en las guías en particular, vamos a ver cómo es el aspecto del
campo eléctrico en el interior de un codo de 90º cuando en el interior del mismo tenemos diferentes
medios dieléctricos, algunos con pérdidas y otros sin pérdidas.

En todos lo ejemplos que vamos a considerar supondremos que el puerto 2 está terminado con
un cortocircuito y el puerto 1 está excitado con una función sinusoidal, de la forma:

donde los radios interior y exterior serán, respetivamente, a=0.19894 m y b=0.39789 m.
El aspecto de la señal de excitación es el mostrado en la

figura adjunta.
Debe hacerse notar que la señal sinusoidal de excitación

no está en la base que utilizamos para los sectores dieléctricos,
por lo que se debe realizar un cambio de base para poder poner:

Así pues, y antes de continuar con las validaciones, debemos ver cómo se consigue este cambio
de base. Para ello plateamos el problema de forma genérica:

El objetivo será calcular los nuevos pesos o coeficientes �p y �p que desarrollan el campo en la
base antigua -siendo esta la de la guía- en la base nueva -la del sector circular-.

Para su cálculo bastará con aplicar las propiedades de ortogonalidad de las funciones
trigonométricas en el intervalo [0,a]. Y así tenemos:

Expresión que, de forma matricial, podemos escribir:
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De esta forma podemos calcular los coeficientes del desarrollo en serie según la nueva base en
función de los coeficientes am del antiguo desarrollo en serie.

Cuando aplicamos este cambio de base a la matriz de impedancias tenemos que los campos
eléctricos y magnéticos en la antigua base pasan a la nueva de la siguiente forma:

donde hemos definido la matriz de cambio  en función de la matriz de cambio individual . Y por	
F

	

lo tanto:

Es decir, ya podemos poner la matriz de impedancias en la base de la guía rectangular en función
de la base en el sector circular.

De igual forma, si deseamos poner la matriz de impedancias, que estuviera en la base de lo
sectores dieléctricos, en función de la base de la guía rectangular, tendríamos:

Una vez visto cómo se puede realizar el cambio de base de una matriz de impedancias a otra,
volvemos a nuestro problema original, el codo en la guía.

Inicialmente, y a modo de validación del método, hemos analizado el problema del codo de 90º
en plano H relleno de aire (�r=1) a una frecuencia de f=3 GHz por dos métodos: por el método propuesto
en esta tesis y por el método de los elementos finitos, según [1]. Los resultados se muestran en las figuras
siguientes:
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Figura 6-3.-Método de los elementos finitos Figura 6-4.-Método propuesto en la tesis

Figura 6-6.-Codo de 90º Figura 6-7.-Codo de 90ºcreado por dos de 60º y 30º

Figura 6-5.-Geometría de validación y ejemplos

Como se puede comprobar, las dos
distribuciones de campo son exactamente iguales.
De hecho, si se comprueba numéricamente,
podemos ver que el error entre los dos métodos es
menor que el 1%, en el supuesto de que el método
de los elementos finitos fuera el correcto.

En un segundo ejemplo de validación del
método, vamos a considerar la geometría de la
figura adjunta que consiste en un codo de 90º
formado por dos codos de 60º y 30º
respectivamente conectados en cascada y de radios
iguales a los de antes (a=0.19894 m y
b=0.39789 m).

Para validar el método hemos calculado el
campo en el interior del codo cuando sólo tenemos
un sector de 90º relleno con un dieléctrico de �r=4
y cuando unimos los dos sectores de la figura cuando los dos dieléctricos son iguales (�r1=�r2=4).

En las dos figuras siguientes tenemos los resultados, siendo la excitación la misma de antes:
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Figura 6-8.-Codo de 90º: �r1=1; �r2=4; f=3 GHz Figura 6-9.-Codo de 90º: �r1=4; �r2=1; f=3 GHz

Figura 6-10.-Método de los elementos finitos Figura 6-11.-Método propuesto en la tesis

Resulta evidente que ambos resultados son exactamente iguales y también es interesante notar
que no se aprecia en absoluto la discontinuidad del campo eléctrico entre los dos sectores, si no fuera por
la línea negra superpuesta que hemos introducido para saber dónde está el corte. Además, numéricamente
la diferencia es totalmente despreciable.

Seguidamente mostraremos otros ejemplos del campo en el interior de un codo como el de la
figura 6.5 para diferentes frecuencias y dieléctricos y cuando, en todos los caso, la excitación es una
señal sinusoidal en el puerto 1.

En las dos primeras figuras que siguen la frecuencia de trabajo es f=3 GHz y en ellas hemos
calculado el campo en el interior del codo de 90º cuando, en el caso de la izquierda, los dieléctricos son
�r1=1 y �r2=4 y en el caso de la derecha justo lo contrario: �r1=4 y �r2=1.

Vamos ahora a cambiar de frecuencia, y las figuras siguientes están calculadas a la frecuencia
de f=2.4 GHz.

Inicialmente, y a modo de validación de nuevo del método, mostramos dos figuras donde la
primera, la de la izquierda ha sido calculada mediante el método de los elementos finitos [1] y la
segunda, la de la derecha, por el método propuesto en esta tesis. Los radios son de nuevo a=0.19894 m
y b=0.39789 m y los dieléctricos son �r1=1 y �r2=4 y el error que tenemos es menor que el 1% de nuevo.
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Figura 6-12.-Codo 90º: �r1=4-j; �r2=1; f=2.4 GHz Figura 6-13.-Codo 90º: �r1=1; �r2=4-j; f=2.4 GHz

Y, por último, en los dos ejemplos que siguen, también a la frecuencia f=2.4 GHz, hemos
considerado qué sucede cuando alguno de los medios tiene pérdidas. En concreto hemos supuesto la
existencia de un medio de constante dieléctrica �r=4-j. En el caso de la izquierda el medio disipativo es
el primero, luego �r1=4-j y �r2=1, mientras que en el de la derecha es al revés, siendo �r1=1 y �r2=4-j.

Es de destacar en este caso cómo se atenúa el campo en el medio con pérdidas, de tal forma que
en el primer caso casi no penetra en el medio que va desde 0º hasta 60º, en el segundo se inicia la
atenuación en el medio de incidencia (el que va desde 60º hasta 90º), por lo que el medio posterior casi
no entra campo eléctrico.

VI.1.2.-Codos en plano H en una guía rectangular: parámetros de
dispersión

En este apartado vamos a validar, en primer lugar, los parámetros S calculados para un codo en
plano H sobre una guía rectangular de diferente ángulo de giro. Para compararemos los resultados de
diversos artículos con los resultados obtenidos a través del método propuesto en esta tesis.

Seguidamente, y una vez validado el método, mostraremos algunos otros resultados interesantes
sobre codos en guía rectangular.

VI.1.2.1.-Validación del método

Para validar el método hemos realizado diversas simulaciones y las hemos comparado con los
resultados proporcionados por otros autores. El número de trabajos sobre este particular  es elevado, ya
que al tratarse de un medio cerrado y guiado, está ampliamente estudiado por diferentes métodos.
Podemos mencionar los trabajos [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9], donde se analizan los codos en plano H mediante
técnicas modales y numéricas, como los elementos finitos.

En primer lugar hemos calculado los parámetros S de un codo de 90º en plano H realizado en
una guía rectangular WR-75 (de dimensiones 19.05 mm x 9.5 mm) en su banda de uso, que va desde los
10 GHz hasta los 15 GHz. El radio es R=12.075 mm. Los resultados se muestran en la siguiente figura:
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En ella podemos ver que los resultados cuando el codo está relleno de aire coinciden muy bien
con los calculados por B. Gimeno y M. Guglielmi en [8], así como son las medidas realizadas.

En la gráfica hemos incorporado también los parámetros S11 cuando el codo está completamente
relleno de dieléctrico. En concreto para �r=2 y para �r=4 -nótese que los puntos son las frecuencias
calculadas mientras que la línea continua es el interpolado-.

Otro gráfico comparativo se muestra en la figura siguiente:

En este caso estamos comparando las simulaciones para un codo de 60º en plano H sobre una
guía WR-90 (de dimensiones 22.86 mm x 10.16 mm) en su banda de uso, que va desde los 8.2 GHz hasta
los 12.4 GHz. El radio es R=3.81 mm, y se compran con las obtenidas por A. Weisshaar et al. en [4, 5].
Aparte de poder comprobar que las dos gráficas, cuando el dieléctrico es aire, coinciden perfectamente,
también hemos dibujado los correspondientes coeficientes de reflexión S11 para el caso de tener la guía
rellena con otros dieléctricos, como son �r=2 y para �r=4.
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Figura 6-16.-Codo genérico

Figura 6-17.-Gráficas comparativas Figura 6-18.-Gráficas para diferentes medios

Por último, otro ejemplo de validación constituye el mostrado
en la figura 6.16 donde el radio del codo R va tendiendo a cero.

Este problema ha sido estudiado por Zhewang en [6] por
métodos modales en guía y con segmentación pero en coordenadas
cartesianas.

Al aplicar nuestro método ha este caso nos encontramos con la
dificultad de simular radios nulos, por ello lo que hacemos es ver cuál
es la tendencia del coeficiente de reflexión -parámetro S11- a medida
que el radio del codo va siendo más y más pequeño. Y esto es lo que se
muestra en las siguientes figuras.

En la figura de la izquierda tenemos el resultado del coeficiente de reflexión de dos simulaciones
para dos radios distintos (R1=5 mm y R2=1 mm) en una guía WR-340 (ancho de guía de 86 mm) y un
codo de 90º. Estos valores están comparados con los obtenidos por Zhewang y, como se puede ver, a
medida que el radio va siendo menor el grado de convergencia es mejor.

Por otra parte, en la figura de la derecha se presentan los resultados de varias simulaciones a los
radios anteriores para el caso en el que la guía esté rellena de diferentes medios dieléctricos. En este caso
se han considerado 3 diferentes: �r1=1, �r2=2 y �r3=4. Nótese que las curvas están interpoladas, siendo
únicamente los puntos con icono los que han sido simulados.

VI.1.2.2.-Otros resultados

Una vez hemos podido comprobar la bondad del
método, y a modo de ejercicio, hemos realizado otra
simulaciones que resultan interesantes.

En la figura siguiente vemos la estructura que hemos
analizado. Se trata de un codo de 90º en plano H donde,
partiendo desde el centro del codo -fase de 45º y dieléctrico de
tonos azulados- vamos añadiendo material dieléctrico mediante
cuñas de 2.5º, una por arriba y otra por abajo, de tal forma que
vamos rellenando el codo con un material dieléctrico que
sustituye al dieléctrico aire que está originalmente -el dieléctrico
de color amarillo-.
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Hemos simulado este codo para una guía WR-340, de las utilizadas en calentamiento por
microondas y de dimensiones 860 mm x 430 mm, y en el margen de frecuencias desde 2 GHz hasta
3 GHz. El radio del codo se ha tomado de R=10 cm.

El parámetro de interés es el coeficiente S11 del modo fundamental TE10, y este el que
representaremos.

Las siguientes figuras muestran este coeficiente de reflexión, en dB, para diferentes frecuencias.
En ellas es interesante notar como para determinadas combinaciones de rellenado de la guía -léase ángulo
del sector interior con dieléctrico y valor de la constante dieléctrica de dicho material- se obtienen
también excelentes coeficientes de reflexión.
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Figura 6-26.-Cilindro inhomogéneo

VI.2.-Cilindros inhomogéneos

Una vez validado el método para una red de dos puertas,
en un entorno cerrado, como es la guía rectangular estudiada en
el punto anterior, pasamos a los medios abiertos y que, de forma
general, llamaremos cilindros inhomogéneos.

En la figura anexa tenemos lo que podría ser un caso
muy general, con diversos medios dieléctricos colocados en
diferentes capas o anillos, y con uno central, que hemos llamado
el dieléctrico �r11, en este caso. Además, todo el exterior está
rodeado de un único dieléctrico que sería el �r0 y que, en general,
se corresponderá con el aire.

Así pues, tenemos una estructura inhomogénea y abierta
con simetría cilíndrica y que resulta óptima de analizar mediante
el elemento sector circular que hemos estudiado en el capítulo
anterior.

Para analizar este tipo de estructuras, en primer lugar
haremos algunas validaciones con estructuras similares disponibles en la bibliografía y que utilizan otros
métodos de análisis.

Posteriormente realizaremos algunos análisis de otras estructuras abiertas con la misma
geometría cilíndrica, para ver cómo se comportan, resultando especialmente interesante el cilindro con
pérdidas. Seguidamente estudiaremos otro caso interesante, y disponible en la bibliografía, como es el
cilindro corrugado, del cual también haremos otros ejemplos más amplios. Y, por último, veremos cómo
utilizar este elemento, el sector circular, con otras estructuras o geometrías que no son tan claramente
cilíndricas. En particular veremos el caso de un elemento de sección cuadrada y comprobaremos, con
la bibliografía disponible, que no estamos muy lejos del valor exacto de difracción.

VI.2.1.-Cilindros inhomogéneos en general

En este apartado vamos a ver tres tipos de redes. En primer lugar validaremos el método
propuesto en la tesis para medios abiertos con resultados obtenidos en la bibliografía. Seguidamente
veremos otros tipos de cilindros inhomogéneos donde aplicar todo el método propuesto de análisis
circuital. Y en tercer lugar veremos la importancia que tiene el hecho de no poder analizar sectores
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Figura 6-27.-Geometría de
validación

Figura 6-28.-RCS biestática normalizada para un anillo homogéneo (ángulo de
incidencia de la onda plana �=0º; a=0.25·�0; b=0.30·�0)

circulares de radio nulo y que debemos, por lo tanto, truncar y analizar para radios muy pequeños pero
distintos de cero.

VI.2.1.1.-Validaciones

Para validar el método debemos recurrir a la bibliografía disponible
y que resulta ser muy amplia para este tipo de estructuras bidimensionales.
Podríamos dividir, de modo general, las técnicas utilizadas en dos: en primer
lugar aquellos que utilizan el análisis modal, que está cercano a la técnica
circuital propuesta en esta tesis pero sin plantearla de modo directo, y, en
segundo lugar aquellos que utilizan técnicas más numéricas parar la
resolución de las ecuaciones integrales que se han planteado en el capítulo
donde se plantea la técnica de la matriz admitancias generalizadas.

Entre las primeras podemos mencionar las referencias [10-24],
mientras que en las segundas mencionaríamos [25-60].

Una vez presentado el problema, vamos a plantear algunos de los
mencionados para validar el método.

Para ello vamos a analizar una geometría como la mostrada en la figura 6.27, donde tenemos un
cilindro interior de dieléctrico �r3, dos semianillos de dieléctricos �r1 y �r2 y el exterior �r0.

Esta geometría ha sido estudiada por diferentes autores, aunque tal vez el primero fuera
Richmond [31], mediante el método de los momentos.

Para validar el método circuital hemos realizado diferentes simulaciones, para diferentes
combinaciones de los dieléctricos.

El primer ejemplo sería el caso homogéneo, donde tanto �r1 como �r2 son iguales. Este es un caso
analítico pero en nuestro caso lo hemos calculado como la unión de dos semianillos de 180º conectados,
posteriormente, al cilindro central de constante �r3=1 (aire).

Los resultados se muestran seguidamente:
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Figura 6-29.-RCS biestática normalizada para un anillo inhomogéneo (ángulo de
incidencia de la onda plana �=0º; a=0.25·�0; b=0.30·�0)

En la figura podemos ver la sección recta radas (RCS) para cilindros homogéneos de diferentes
permitividades. Y superpuestas podemos ver los resultados obtenidos por Richmond.

El siguiente paso en la validación es eliminar el dieléctrico de la izquierda, obteniéndose
entonces los siguientes resultados:

También podemos ver la perfecta coincidencia entre los resultados de Richmond y los obtenidos
por técnicas circuitales.

Por último, presentamos otras simulaciones para el mismo caso que este último pero
monoestático:
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Figura 6-31.-Estructura de 4 sectores

Figura 6-32.-Estructura analítica

Figura 6-30.-RCS monoestática normalizada para un anillo inhomogéneo (ángulo
de incidencia de la onda plana �=0º; a=0.25·�0; b=0.30·�0)

VI.2.1.2.-Otros casos

Una vez comprobado el método, vamos a aplicarlos a
otras geometrías similares. Por ejemplo la figura siguiente nos
muestra cuatros sectores cilíndricos dieléctricos de
permitividades �r1, �r2, �r3 y �r4. Un anillos central de dieléctrico
�r5 y el exterior �r0. Este tipo de estructuras ha sido estudiado por
otros métodos como el método de los momentos sobre una
ecuación integral de superficie por Goggans [36].

En este apartado no compararemos los resultados
obtenidos por [36] sino que nos limitaremos a validarlo por
nuestros propios medios a obtener diferentes gráficos de interés.

Para realizar
una autovalidación, lo
que hacemos es realizar un análisis circuital de la estructura y
comparar el resultado con algún valor analítico conocido. Es
decir, si analizamos la estructura anterior formada por 5 redes
-cuatro en anillo y la quinta en el centro- suponiendo que todos
los dieléctricos son iguales, podemos comparar el resultado con
el valor analítico conocido de un cilindro homogéneo del mismo
dieléctrico -ver la figura 6.32-.

En la figuras siguientes podemos ver los diferentes
resultados para este caso analítico. Se ha tomado un medio
dieléctrico de constante �r=4, radio exterior b=0.1 m (b=1·�0) y

radio interior a=0.01 (a=�0/10).
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Figura 6-33.-RCS comparada -homogéneo analítico y
homogéneo circuital-

Figura 6-34.-|Ez| en el interior del cilindro
homogéneo -calculado de forma circuital-

Figura 6-35.-|Ez| en el interior del cilindro
homogéneo -calculado de forma circuital-

Figura 6-36.-|Ez| en el interior del cilindro
homogéneo -calculado de forma analítica-

En la primera de las cuatro figuras vemos la sección recta radar calculada de forma analítica y
de forma circuital cuando incide una onda por 180º. Ya podemos ver que la diferencia entre los dos
resultados es mínima.

En las otras tres figuras hemos calculado el campo en todo el espacio que hay alrededor del
cilindro, tanto para el caso analítico como para el caso circuital. En cualquiera de los casos se comprueba
que el valor es el mismo siempre.

Por lo tanto, se ha comprobado que el método funciona perfectamente, por lo que seguidamente
presentamos otros casos, pero con diferentes medios.

En el primer ejemplo los diferentes dieléctricos son: �r1=4, �r2=2, �r3=6, �r4=8, �r5=1 y �r0=1, y
los resultados para la RCS y el campo total cuando la onda incide desde un ángulo de 315º son:
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Figura 6-37.-|Ez| para �in=315º

Figura 6-38.-RCS para �in=315º
Figura 6-39.-|Ez| para �in=315º -zoom-

El siguiente ejemplo consiste en el mismo que el anterior, pero incidiendo desde 180º y
recordando que el dieléctrico central es �r5=1:
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Figura 6-40.-|Ez| para �in=180º

Figura 6-41.-RCS para �in=180º
Figura 6-42.-|Ez| para �in=180º -zoom-

Y el último ejemplo será este mismo pero considerando que el dieléctrico central ahora es �r5=5
-la incidencia sigue siendo desde 180º-:
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Figura 6-43.-|Ez| para �in=180º

Figura 6-44.-RCS para �in=180º
Figura 6-45.-|Ez| para �in=180º -zoom-

Es interesante comprobar, con este último ejemplo, como no existen apenas diferencias
apreciables entre este último caso y el anterior donde el dieléctrico interior era aire. Esto nos indica que
cuando el dieléctrico que tenemos en el anillo central es muy pequeño en dimensiones su influencia será
cada vez menor. Esto es precisamente lo que vamos a estudiar con algunos ejemplos en el punto
siguiente.



6-18 Aplicación de la teoría de análisis circuital generalizado ...

Figura 6-46.-Estructura para el análisis de la
convergencia

VI.2.1.3.-Convergencia de la RCS

El objetivo que se pretende en este punto es
ver la importancia que tiene el hecho de despreciar,
en general, el cilindro interior central de las
estructuras sectoriales que estamos estudiando
debido al hecho de que no se puede calcular la
matriz de impedancias de un sector circular con el
radio interior nulo.

Para comprobar este hecho hemos
analizado una estructura como la mostrada en la
figura 6.47.

Es decir, tenemos una estructura en forma
de varios anillos desde un radio interior Rmín hasta
un radio exterior Rmáx, y cada anillo es
inhomogéneo de tal forma que tiene un primer
sector de �1 grados con un dieléctrico �r2, un
segundo sector de �2 grados con un dieléctrico �r1

y uno último que cierra el anillo con un dieléctrico
�r3.

El cilindro central será de dieléctrico aire,
al igual que el exterior.

De esta estructura hemos analizado la RCS que se obtiene para un mismo radio exterior Rmáx y
diferentes radios interiores Rmín, cada vez más pequeños y, como se puede comprobar, a medida que este
radio interior va siendo menor (generalmente menor que �) y a mayor valor relativo del radio exterior,
menor es la influencia del cilindro central.

Asimismo, y aprovechando estos ejemplos, seguimos realizando validaciones del método de tal
forma que hemos estudiado la RCS para el caso en el que los dos medios �r1 y �r2 son iguales pero unidos,
en un caso, por técnicas circuitales y en otro suponiendo un único sector de �1+�2 grados. La RCS en
cualquiera de los dos casos debe ser, evidentemente, igual.

Vamos, pues, a ver los diferentes ejemplos.
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Figura 6-47.-Análisis de la convergencia

Figura 6-48.-Análisis de la convergencia

,r=2.1; 21=0º; 22=40º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 1.000 14.491 10.000

Rmín

0.941 13.636 9.410

0.056 0.812 0.560

0.028 0.406 0.280

0.0018 0.0254 0.018

,r=2.1; 21=0º; 22=40º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.705 10.216 7.050

Rmín

0.646 9.361 6.460

0.056 0.812 0.560

0.028 0.406 0.280

0.0018 0.0254 0.018



6-20 Aplicación de la teoría de análisis circuital generalizado ...

Figura 6-49.-Análisis de la convergencia

,r=2.1; 21=0º; 22=40º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.410 5.942 4.100

Rmín

0.351 5.087 3.510

0.056 0.812 0.560

0.028 0.406 0.280

0.0018 0.0254 0.018

Las tres figuras anteriores se corresponden con un sector de radio exterior de 1 m, 0.705 m y
0.410 m respectivamente, con un sector de 40º de dieléctrico �r=2.1 y donde la onda plana incidente entra
por un ángulo de 0º.

En todos los casos se ha marcado con un triángulo la RCS correspondiente al radio mínimo y
se puede comprobar que, a medida que el radio interior mínimo va siendo cada vez más pequeño, las
RCS son más coincidentes.

Seguidamente se presentan otros tres casos cuyas respuestas son prácticamente idénticas a las
tres anteriores pero cuyo cálculo ha sido realizado de forma distinta, ya que se han supuesto dos sectores
dieléctricos de 20º de amplitud angular cada uno y se han conectado circuitalmente para formar otro
sector similar al anterior de 40º de amplitud angular.

El hecho de que las gráficas que siguen se correspondan perfectamente con las anteriores es otra
validación del método circuital que se propone en esta tesis.
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Figura 6-50.-Análisis de la convergencia

Figura 6-51.-Análisis de la convergencia

,r=2.1; 21=20º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 1.000 14.491 10.000

Rmín

0.941 13.636 9.410

0.056 0.812 0.560

0.028 0.406 0.280

0.0018 0.0254 0.018

,r=2.1; 21=20º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.705 10.216 7.050

Rmín

0.646 9.361 6.460

0.056 0.812 0.560

0.028 0.406 0.280

0.0018 0.0254 0.018
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Figura 6-52.-Análisis de la convergencia

Figura 6-53.-Análisis de la convergencia

,r=2.1; 21=20º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.410 5.942 4.100

Rmín

0.351 5.087 3.510

0.056 0.812 0.560

0.028 0.406 0.280

0.0018 0.0254 0.018

Por último, las siguientes dos gráficas son similares a las anteriores sólo que en este caso el
sector es únicamente de 20º y sólo se han considerado los casos de radios exteriores 0.705 m y 0.410 m.

,r=2.1; 21=0º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.705 10.216 7.050

Rmín

0.646 9.361 6.460

0.056 0.812 0.560

0.028 0.406 0.280

0.0018 0.0254 0.018
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Figura 6-54.-Análisis de la convergencia

,r=2.1; 21=0º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.410 5.942 4.100

Rmín

0.351 5.087 3.510

0.056 0.812 0.560

0.028 0.406 0.280

0.0018 0.0254 0.018

De nuevo se puede comprobar como a menor radio interior mejor es la  aproximación, pero en
general, con radios comparables a la longitud de onda el valor final ya es bueno, siempre y cuando el
radio exterior no sea muy pequeño.

Este mismo resultado se puede obtener de las siguientes ocho figuras que se corresponden con
los mismo radios y amplitudes angulares de los sectores que antes pero con un dieléctrico diferente. En
este caso el nuevo dieléctrico es �r=4.

Las secciones recta radar (RCS) obtenidas también se corresponden con un ángulo de incidencia
de la onda plana de 0º.
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Figura 6-55.-Análisis de la convergencia

Figura 6-56.-Análisis de la convergencia

,r=4; 21=0º; 22=40º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 1.000 20.000 10.000

Rmín

0.941 18.820 9.410

0.056 1.120 0.560

0.028 0.560 0.280

0.0018 0.035 0.018

,r=4; 21=0º; 22=40º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.705 14.100 7.050

Rmín

0.646 12.920 6.460

0.056 1.120 0.560

0.028 0.560 0.280

0.0018 0.035 0.018
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Figura 6-57.-Análisis de la convergencia

,r=4; 21=0º; 22=40º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.410 8.200 4.100

Rmín

0.351 7.020 3.510

0.056 1.120 0.560

0.028 0.560 0.280

0.0018 0.035 0.018

Como anteriormente, las tres figuras anteriores se corresponden con un sector de radio exterior
de 1 m, 0.705 m y 0.410 m respectivamente, de amplitud angular 40º y de dieléctrico �r=4. Y donde la
onda plana incidente entra por un ángulo de 0º.

Todas las conclusiones obtenidas antes son igualmente válidas para este caso. Seguidamente
pasamos a validar los resultados con los obtenidos con dos sectores de 20º cada uno unidos
circuitalmente.
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Figura 6-58.-Análisis de la convergencia

Figura 6-59.-Análisis de la convergencia

,r=4; 21=20º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 1.000 20.000 10.000

Rmín

0.941 18.820 9.410

0.056 1.120 0.560

0.028 0.560 0.280

0.0018 0.035 0.018

,r=2.1; 21=20º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.705 14.100 7.050

Rmín

0.646 12.920 6.460

0.056 1.120 0.560

0.028 0.560 0.280

0.0018 0.035 0.018
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Figura 6-60.-Análisis de la convergencia

Figura 6-61.-Análisis de la convergencia

,r=4; 21=20º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.410 8.200 4.100

Rmín

0.351 7.020 3.510

0.056 1.120 0.560

0.028 0.560 0.280

0.0018 0.035 0.018

Y, finalmente, las siguientes dos gráficas se corresponden con un sector de 20º y son radios
exteriores de 0.705 m y 0.410 m.

,r=4; 21=0º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.705 14.100 7.050

Rmín

0.646 12.920 6.460

0.056 1.120 0.560

0.028 0.560 0.280

0.0018 0.035 0.018
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Figura 6-62.-Análisis de la convergencia

Figura 6-63.-Cilindros con
pérdidas

,r=4; 21=0º; 22=20º; nin=0º

m 8 80

Rmáx 0.410 8.200 4.100

Rmín

0.351 7.020 3.510

0.056 1.120 0.560

0.028 0.560 0.280

0.0018 0.035 0.018

VI.2.1.4.-Cilindros con pérdidas

Un último ejemplo de cilindros inhomogéneos en general va a ser el caso en el que tengamos un
sector circular con un dieléctrico con pérdidas elevadas.

Para su estudio, haremos en primer lugar algunas validaciones del método con la bibliografía
disponible, para posteriormente mostrar algunos otros ejemplos.

Para ello vamos a partir de una geometría como la de la figura
6.63, donde tenemos un anillo circular inhomogéneo de radios a y b
con dos dieléctricos. El dieléctrico de constante �r2 será, en todos los
casos, aire, y ocupará el sector angular 0º�� ��0. Por otra parte, el
dieléctrico �r1 es un medio con pérdidas.

El interior y el exterior del cilindro son de aire también.
Esta estructura la hemos estudiado para una incidencia de una

onda plana desde diferentes ángulos de incidencia y seguidamente
pasamos a ver los resultados.

En primer lugar veremos la RCS monoestática y biestática (con
un ángulo de incidencia de la onda plana de 30º) para la estructura
descrita, donde los radios son a=0.05 m y b=0.055 m, con una
frecuencia de trabajo f=3 GHz y �0=60º.

Los resultados se han comparado con los obtenidos por Y. C.
Noh [41], donde se realiza un estudio de la estructura puramente modal, sin consideraciones circuitales,
y donde �r1 es únicamente metálico. En nuestro caso hemos considerado otras posibilidades, siempre con
pérdidas. Se puede comprobar que los resultados obtenidos en [41] coinciden perfectamente con los
nuestros.
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Figura 6-64.-RCS monoestática (a=0.05 m y
b=0.055 m)

Figura 6-65.-RCS biestática (�in=30º, a=0.05 m y
b=0.055 m)

Figura 6-66.-|Ez| para �r=1-j·10 Figura 6-67.-|Ez| para �r=1-j·10 (detalle)

Figura 6-68.-|Ez| para �r=1-j·20 Figura 6-69.-|Ez| para �r=1-j·20 (detalle)

En las siguientes figuras vamos ver la distribución del campo eléctrico, alrededor de la
estructura, para los diferentes materiales con pérdidas y para la onda incidente �=30º.
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Figura 6-70.-|Ez| para �r=1-j·30 Figura 6-71.-|Ez| para �r=1-j·30 (detalle)

Figura 6-72.-|Ez| para �r=1-j·40 Figura 6-73.-|Ez| para �r=1-j·40 (detalle)

Figura 6-74.-|Ez| para �r=1-j·60 Figura 6-75.-|Ez| para �r=1-j·60 (detalle)
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Figura 6-76.-|Ez| para �r=� Figura 6-77.-|Ez| para �r=� (detalle)

Figura 6-78.-RCS monoestática (a=0.0383 m y
b=0.055 m)

Figura 6-79.-RCS biestática (�in=30º, a=0.0383m
y b=0.055 m)

Para dos diferentes relaciones de aspecto del cilindro interior y exterior, tenemos estas otras
secciones recta radar monoestática y biestática (a=0.0383 m y b=0.055 m):

Como variaciones respecto de la estructura de la figura 6.63, podemos realizar análisis circuitales
de estructuras como las mostradas en las siguientes dos figuras (6.80 y 6.81), donde el material con
pérdidas va creciendo o decreciendo desde el interior del cilindro hacia el exterior.
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Figura 6-80.-Estructura variable-decreciente Figura 6-81.-Estructura variable-creciente

Figura 6-82.-RCS biestática (�o=30º) Figura 6-83.-RCS monoestática

Sobre estas dos estructuras se han realizado simulaciones de la RCS monoestática y biestática
cuando los radios son a1=81.742 mm, a2=104.49 mm, a3=127.25 mm y a4=150 mm y los ángulos de las
aberturas son 70º, 50º y 30º para el caso decreciente y el inverso para el caso creciente El medio �r1 será
con pérdidas y el resto de dieléctricos aire. Los resultados son:

La RCS biestática ha sido calculada para un ángulo de incidencia de la onda plana de 30º. En
ambas gráficas están superpuestas las dos configuraciones -creciente y decreciente- y se a colocado un
material conductor perfecto (�r1=�) en un caso y con pérdidas (�r1=1-j·10) en otro.

Nótese que aparecen, las dos últimas gráficas, los valores de la RCS biestática y monoestática
cuando el anillo conductor o con grandes pérdidas está cerrado, sin abertura al exterior. En la RCS
monoestática se comprueba que cuando se ve la estructura desde la parte de atrás de la abertura, los
resultados son iguales al caso en que fuera un anillo totalmente cerrado.

Las siguientes figuras muestran la distribución del campo eléctrico en el entorno de la estructura
de la figura 6.80 cuando el material con pérdidas es un dieléctrico y cuando es conductor perfecto.
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Figura 6-84.-|Ez| con �r1=1-j·10 Figura 6-85.-|Ez| con �r1=1-j·10 (detalle)

Figura 6-86.-|Ez| con �r1=� Figura 6-87.-|Ez| con �r1=� (detalle)

Figura 6-88.-|Ez| con �r1=1-j·10 Figura 6-89.-|Ez| con �r1=1-j·10 (detalle)

Es importante destacar que, por la relación del radio a1 que se ha buscado y a la frecuencia de
trabajo (f=3 GHz), en el interior de la estructura se acopla perfectamente el modo TM21 [42] de la guía
circular con paredes metálicas. Este efecto se aprecia perfectamente tanto cuando el material es
conductor perfecto como cuando es un dieléctrico con pérdidas.

Para el caso del cilindro de la figura 6.81, la distribución del campo es:
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Figura 6-90.-|Ez| con �r1=1-j·10 (Anillo completo) Figura 6-91.-|Ez| con �r1=1-j·10 (detalle)

Figura 6-92.-|Ez| con �r1=� (Anillo completo9 Figura 6-93.-|Ez| con �r1=� (detalle)

Figura 6-94.-Cilindros con
pérdidas

De nuevo observamos como se acopla el modo TM21. en todos los casos, la onda plana incidente
viene por un ángulo de 30º.

Para terminar esta muestra de resultados, y puesto que hemos comparado la RCS biestática y
monoestática con la del cilindro completo, formando un anillo, vamos a ver la distribución de campo en
el entorno del anillo dieléctrico con pérdidas, considerando los casos de dieléctrico con pérdidas altas
(�r=1-j·10) y el conductor perfecto (�r=�) -en este caso, evidentemente, no existe campo en el interior,
mientras que en el anterior sí que hay una ligera penetración-.

Volviendo al esquema de la figura 6.63, y una vez validados
los resultados, vamos a analizar una estructura similar, con el fin de
obtener otros resultados.

Viendo, pues, la figura 6.94, vamos a analizar en primer lugar
la RCS biestática para tres diferentes ángulos de incidencia, donde los
radios son a=0.1 m y b=0.13 m. La frecuencia de trabajo es f=3 GHz.
Y después veremos la distribución de campo eléctrico para cada uno de
los ángulos. En este caso la abertura angular es de 90º.
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Figura 6-96.-Ángulo de incidencia �in=180º Figura 6-97.-Ángulo de incidencia �in=180º (detalle)

Figura 6-98.-Ángulo de incidencia �in=0º Figura 6-99.-Ángulo de incidencia �in=0º (detalle)

Figura 6-95.-RCS biestática
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Figura 6-100.-Ángulo de incidencia �in=45º Figura 6-101.-Ángulo de incidencia �in=45º (detalle)

Figura 6-102.-RCS biestática

En segundo lugar vamos a ver la RCS biestática para los mismo tres ángulos de incidencia que
antes e iguales radios (a=0.1 m y b=0.13 m) pero para una frecuencia menor: f=0.87901 GHz. Después
se muestran de nuevo los campos.
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Figura 6-103.-Ángulo de incidencia �in=180º Figura 6-104.-Ángulo de incidencia �in=180º (detalle)

Figura 6-105.-Ángulo de incidencia �in=0º Figura 6-106.-Ángulo de incidencia �in=0º (detalle)

Figura 6-107.-Ángulo de incidencia �in=45º Figura 6-108.-Ángulo de incidencia �in=45º (detalle)
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Figura 6-109.-Estructura
genérica de corrugación

Figura 6-110.-Estructura
de corrugación hacia fuera

Figura 6-111.-RCS biestática Figura 6-112.-RCS monoestática

VI.2.2.-Cilindros corrugados

Otros casos interesantes de cilindros inhomogéneos son los cilindros dieléctricos corrugados.
En [43] se realiza un estudio de este tipo de estructuras (ver figura

6.109) que consisten, básicamente, en una geometría cilíndrica de un
determinado dieléctrico cuya línea periférica se ve perturbada por unas
protuberancias que pueden ser tanto hacia dentro como hacia fuera.

En [43] se realiza el estudio mediante un método iterativo y por la
aproximación de Born, pero a partir de la función de Green conocida de un
cilindro homogéneo.

Nosotros vamos a analizar el problema mediante la técnica circuital.
Inicialmente validaremos con algunos resultados presentados en la misma
referencia [43] de Collins y luego presentaremos algunos resultados de
analizar esta estructura corrugada pero de forma uniforme. Finalmente
veremos unos resultados muy interesantes del uso de cilindros corrugados, como es el problema de la
adaptación.

VI.2.2.1.-Validaciones

El primer tipo de estructura que vamos a analizar es el de una
corrugación hacia fuera, como la de la figura adjunta.

La estructura consiste en un cilindro central de radio a=�0 y de
dieléctrico �r=5 del cual sale una protuberancia de grosor �=b-a=0.1·�0 del
mismo dieléctrico en la posición 0���5º.

Seguidamente se presentan dos figuras que nos proporcionan la RCS
biestática y monoestática para diferentes ángulos de incidencia de la onda
plana y para el caso de tener corrugación o no y así poder comparar. En la
representación de la RCS monoestática aparecen los resultados obtenidos por
Collins y puede comprobarse la exactitud del método circuital.
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Figura 6-113.-RCS biestática Figura 6-114.-RCS monoestática -relativa-

Figura 6-115.-Estructura
de corrugación dentro y
fuera

En las dos figuras siguientes, tenemos la misma geometría (corrugación en forma de
protuberancia hacia fuera) pero con diferentes radios. El cilindro central es de radio a=0.5·�0 y de
dieléctrico �r=10 y el grosor de la protuberancia es �=b-a=0.1·�0 del mismo dieléctrico en la posición
0���10º.

De nuevo se han realizado simulaciones de la RCS para diferentes ángulos de incidencia de la
onda plana y se han comparado con los obtenidos por Collins (gráfica con triángulos).

De nuevo, los resultados circuitales coinciden con los proporcionados
por la bibliografía.

El último ejemplo de validación tendrá como geometría la de la figura
6.116. Esta consiste en un cilindro dieléctrico de constante �r=5 y de radio
R=a=0.5·�0 con dos protuberancias, una hacia fuera y otra hacia dentro,
ambas del mismo grosor �=b-a=a-c=0.1·�0, y que ocupan las posiciones
0���5º y 90º���95º -la primera está comiéndose dieléctrico, de tal forma que
entra aire en la estructura, y la segunda es del mismo dieléctrico que el
cilindro interior-.

Seguidamente mostramos dos figuras con la RCS biestática y
monoestática para diferentes ángulos de incidencia de la onda plana y para el
caso de tener corrugación o no y así poder comparar con los resultados
proporcionados por Collins -los representados mediante pequeños triángulos-.
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Figura 6-116.-RCS biestática Figura 6-117.-RCS monoestática

Figura 6-118.-Cilindro con corrugación
periódica

VI.2.2.2.-Otros ejemplos de cilindros corrugados

Una vez validados los resultados con la bibliografía, pasamos a ver algunos otros ejemplos de
cilindros corrugados.

En este caso vamos a ver el comportamiento de
estructuras como las de la figura siguiente, que hemos llamado
cilindro con corrugación periódica.

Se trataría de una estructura compuesta de un cilindro
central dieléctrico de constante �r1 y de radio R=a. Sobre este
cilindro estaría un anillo de radio �=b-a formado por una
secuencia periódica de un elemento sectorial base. Este elemento
base estaría formado por dos sectores circulares de diferentes
medios dieléctricos (�r2 y �r3) donde el primero (�r2) tendría una
amplitud angular � y el segundo (�r3) tendría una amplitud
angular �0.

Este elemento base tendría, pues, una amplitud angular
�
2
=�0+�. Y sería esta estructura la que se iría repitiendo a lo

largo de los 2·� radianes que configuran el anillo total.
En todas las figuras de RCS que seguidamente

mostraremos el ángulo � vale �=5º y está relleno de dieléctrico de diferentes permitividades, salvo en
el caso en el que �0 es 360º, que es aquel en el que tenemos un cilindro homogéneo de radio R=a.

Asimismo, en cada pareja de figuras tenemos, por una lado (figuras de la izquierda) el caso en
el que el cilindro interior está vacío (�r1=1) y en el otro (figuras de la derecha) el caso en el que el
cilindro está relleno del mismo dieléctrico que el sector de amplitud angular �.

En todos los casos el dieléctrico �r3 será aire (�r3=1) y es el sector de amplitud �0.
Empezaremos viendo las RCS para cilindros cuya corrugación tiene un mismo dieléctrico y varía

el ángulo �0 del sector con aire. Los radios de los cilindros son: a=0.05 mm=�0/2 y b=0.06 mm=�0/2 +
�0/10, que, para cada dieléctrico se corresponden con:
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Figura 6-119.-Corrugaciones: �r1=1; �r2=2; �r3=1 Figura 6-120.-Corrugaciones:. �r1=2; �r2=2; �r3=1

Figura 6-121.-Corrugaciones: �r1=1; �r2=5; �r3=1 Figura 6-122.-Corrugaciones:. �r1=5; �r2=5; �r3=1

�r

Radio 2 5 7 10 15

a 0.7071·� 1.118·� 1.3229·� 1.5811·� 1.9365·�

b 0.8485·� 1.3416·� 1.5875·� 1.8974·� 2.3238·�
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Figura 6-123.-Corrugaciones: �r1=1; �r2=7; �r3=1 Figura 6-124.-Corrugaciones:. �r1=7; �r2=7; �r3=1

Figura 6-125.-Corrugaciones: �r1=1; �r2=10; �r3=1 Figura 6-126.-Corrugaciones:. �r1=10; �r2=10; �r3=1

Figura 6-127.-Corrugaciones: �r1=1; �r2=15; �r3=1 Figura 6-128.-Corrugaciones:. �r1=15; �r2=15; �r3=1
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Figura 6-129.-Corrugaciones: �0=5º Figura 6-130.-Corrugaciones:. �0=5º

Figura 6-131.-Corrugaciones: �0=40º Figura 6-132.-Corrugaciones:. �0=40º

Y, por otra parte, vamos a ver las RCS de cilindros cuya corrugación tiene un mismo valor
angular en el sector de ángulo �0 del sector con aire y en los que vamos variando el valor del dieléctrico
de la corrugación.

Los valores de los radios de los cilindros son los mismos de antes: a=0.05 mm=�0/2 y
b=0.06 mm=�0/2 + �0/10.
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Figura 6-133.-Corrugaciones: �0=85º Figura 6-134.-Corrugaciones:. �0=85º

Figura 6-135.-Corrugaciones: �0=175º Figura 6-136.-Corrugaciones:. �0=175º

Figura 6-137.-Corrugaciones: �0=355º Figura 6-138.-Corrugaciones:. �0=355º
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Figura 6-140.-RCS monoestática (a=0.150 m) Figura 6-141.-RCS monoestática (a=0.172 m)

Figura 6-139.-Cilindro con corrugación
periódica

VI.2.2.3.-Cilindros corrugados adaptados

Una última aplicación de interés de los cilindros
corrugados constituye la adaptación.

Fijémonos de nuevo en la figura de la corrugación
(figura 6.139), con un cilindro central de un determinado
dieléctrico, y planteémonos el problema de su adaptación. Es
decir, buscamos que la sección recta radar (RCS) monoestática
sea mínima en todas las posiciones del espacio.

Una primera solución, dual de las líneas de transmisión,
consiste en colocar sobre el cilindro central de radio a una capa
de dieléctrico, de una constante intermedia entre el interior �r1 y
el exterior �r4, y de grosor aproximadamente �/4, respecto de
dicha constante dieléctrica, de tal forma que construimos un
adaptador en �/4.

Esta solución, sin duda óptima, presenta algunos
problemas, siendo el fundamental el hecho de tener que utilizar
un dieléctrico de constante predeterminada y que tal vez, en una aplicación práctica, no esté disponible.

A modo de ejemplo numérico, consideremos las siguientes figuras:

En ellas hemos representado la RCS monoestática de un cilindro de dieléctrico �r1=4 y radio
a=0.15 m (figura de la izquierda) y a=0.172 m (figura de la derecha) cubierto por una capa de dieléctrico
�r2=�r3=�r -representado en ordenadas-, y de grosor b-a -en abcisas está representado el radio máximo
b-.

Podemos comprobar que para, aproximadamente, un dieléctrico �r=2 y grosores de la capa de
�/4 y 3·�/4 tenemos unos valores mínimos de RCS monoestática. Es decir, estamos en adaptación.

El problema, como ya se ha comentado, consiste en encontrar un dieléctrico de estas
propiedades. La solución propuesta consiste en comprobar si con unas corrugaciones realizadas con el
mismo dieléctrico del interior podemos conseguir  también adaptación total, o al menos un buen grado
de adaptación.

Las simulaciones que hemos realizado consisten en una geometría como la mostrada antes
(figura 6.139), donde los ángulos � y �0 son iguales, de tal forma que �=�0=��. Las abcisas representan
el groso de la corrugación y en ordenadas tenemos la RCS monoestática, y la frecuencia es f=3 GHz:
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Figura 6-142.-RCS monoestática (a=0.150 m) Figura 6-143.-RCS monoestática (a=0.172 m)

Figura 6-144.-RCS biestática (a=0.150 m, ��=0.5º) Figura 6-145.-RCS biestática (a=0.172 m, ��=0.5º)

Nótese que, en cualquiera de las dos representaciones, conseguimos mínimos locales de la RCS
monoestática, considerada como el valor medio de la misma a lo largo de los  360º, puesto que la RCS
monoestática es periódica a lo largo de los 360º según la corrugación que estemos considerando. Estos
mínimos locales están situados, precisamente, en el entorno de una distancia que ronda los �/4 y los 3·�/4
de un dieléctrico de constante �r media�2.

También es interesante destacar que los resultados no varían de forma apreciable para ángulos
de corrugación del orden de 0.5º a 2º, pero para 4º ya empezamos a ver problemas. Esto se debe a que
para 4º ya no estamos en el entorno de una corrugación cercana o menor a �/10.

En suma, podemos concluir que se pueden conseguir adaptaciones de los cilindros dieléctricos
con el mismo material dieléctrico del interior. Los órdenes de magnitud de la adaptación no son tan
grandes como los obtenidos en el caso ideal -aunque aquí convendría ver qué sucede cuando cambiamos
el grado de llenado de las corrugaciones cambiando los ángulos � y �0 que antes eran iguales-, pero se
consigue evitar el problema de buscar un dieléctrico de unas determinadas propiedades dieléctricas que
tal vez no exista.

A modo de curiosidad, vamos a incluir algunas gráficas que representan las RCS biestática, para
un ángulo de incidencia de 30º de la onda plana, para algunos de los casos anteriores.
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Figura 6-146.-RCS biestática (a=0.150 m, ��=1.5º) Figura 6-147.-RCS biestática (a=0.172 m, ��=1.5º)

Figura 6-148.-RCS biestática (a=0.150 m, ��=2.0º) Figura 6-149.-RCS biestática (a=0.172 m, ��=2.0º)

VI.2.3.-Otras geometrías: la sección cuadrada

Por último vamos a ver cómo podemos utilizar la técnica circuital para analizar la difracción de
otros cilindros dieléctricos que no tienen porque ser de sección circular, como ha sido hasta ahora.

Para ello vamos a aplicar el método a un cilindro dieléctrico de sección cuadrada, como el
mostrado en la figura 6.150.
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Figura 6-150.-Geometría de un cilindro de
sección cuadrada

Figura 6-151.-Geometría de un cilindro de
sección cuadrada partido en sectores

Figura 6-152.-Detalle del
cuadrado formado a partir de
sectores

La forma más sencilla de atacar este problema es dividir el cilindro en una serie de anillos de
radio creciente, a partir del círculo inscrito en el cuadrado, hasta alcanzar al círculo que circunscribe al
cuadrado.

A su vez, cada uno de los anillos se divide en sectores
circulares, algunos de los cuales estarán, en su mayor parte, dentro del
cuadrado y que por lo tanto estarán rellenos de dieléctrico y otros
estarán en su mayor parte, fuera del cuadrado por lo que estarán
rellenos de aire. Esto puede verse en la figura  6.151. Evidentemente,
al realizar esta aproximación el cuadrado deja de ser ideal, es decir, con
su paredes rectas, para tener unas paredes rugosas, como puede verse
en la siguiente figura, que es un zoom de la figura 6.151.

El criterio para determinar los diferentes radios de los anillos
inhomogéneos que van desde el anillo inscrito hasta el circunscrito se
determinará a partir de la longitud de onda en el dieléctrico -más
adelante veremos como afecta esta decisión en los resultados-.

Y, por otra parte, para determinar el ángulo que formarán los
diferentes sectores en cada uno de los anillos inhomogéneos podemos
utilizar dos criterios: uno, el más sencillo, sería determinar el punto medio del tramo recto de pared
dieléctrica que queda en cada anillo. y el otro, algo más complicado, sería igualar las áreas que quedan
fuera y dentro del material dieléctrico en cada uno de los sectores.

Para ver esto, vamos a fijarnos en las figuras siguientes, donde la figura de la derecha es una
ampliación de la zona central de la figura de la izquierda:
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En la figura anterior vemos cuatro de los anillos de radios crecientes que configuran el cuadrado
arrugado. Vamos a fijarnos en el anillo que tiene por radio interior Rn y por radio exterior Rn+1. La parte
inferior sería la contenida en el cuadrado dieléctrico y la superior la de dieléctrico aire. Y lo que nos
interesa es determinar el ángulo �n que determina la separación entre dos sectores consecutivos. El que
tiene una amplitud angular ���n estaría relleno de dieléctrico y el que tenga una amplitud angular ���n

estaría relleno de aire.
Para determinar este ángulo según el primer criterio, bastará determinar la coordenada xn como

el punto que iguala las longitudes �11 y �12:

donde ha considerado que el lado del cuadrado es 2·a
A partir de este resultado el ángulo �n es:

Nótese que estamos considerando el lado superior del cuadrado, es decir, para �/4����/2. Si
estuviéramos en la pared lateral, es decir para 0����/4, el ángulo �n sería:

En todo caso, y resumiendo, tendríamos separado el anillo, en su parte comprendida en el primer
cuadrante, en tres sectores distribuidos de la siguiente forma:
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Para determinar este ángulo según el segundo criterio, bastará determinar la coordenada xn como
el punto que iguala las áreas A1 y A2

Estas áreas las podemos considerar, de forma aproximada, como las áreas de unos triángulos de

lados �11, �21 y �31 para el área A1 y �12, �22 y �32 para el área A2. Por lo tanto se pueden obtener a partir de

sus lados como:

Y cada uno de los lados de los triángulos se puede obtener como sigue. Para la primera área:

Y para la segunda:

Y el valor de la abcisa xn se obtendrá a partir de resolver la ecuación: A1=A2

Una vez tengamos el valor de xn tendremos de nuevo tres sectores sobre la parte del anillo que
va desde 0 a �/2, llegando a los siguientes sectores, de forma igual que antes:
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Figura 6-155.-Ángulo incidente de la onda plana: �0=135º
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VI.2.3.1.-Validaciones

Una vez planteado el problema, vamos a ver los resultados de la RCS para un mismo cilindro
de sección cuadrada pero para diferentes ángulos de incidencia de la onda plana y para diferente número
de anillos entre el cilindro inscrito y el circunscrito.

El cuadrado que se va a analizar tiene un lado de valor 2·a=4.5·�0 siendo el dieléctrico interior
de constante �r=4. Además, el número de anillos va creciendo desde 5 hasta 15 pasando por 10. Puede
comprobarse como a medida que la discretización es mayor el grado de convergencia con la solución
calculada a partir del método descrito en [61] y [62].

Las tres primeras figuras son para una incidencia �0=135º.
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Figura 6-156.-Ángulo incidente de la onda plana: �0=135º

Figura 6-157.-Ángulo incidente de la onda plana: �0=135º

Nótese cómo se van aproximando las soluciones. Seguidamente presentamos las simulaciones
para un ángulo de incidencia �0=0º
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Figura 6-158.-Ángulo incidente de la onda plana: �0=0º

Figura 6-159.-Ángulo incidente de la onda plana: �0=0º
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Figura 6-160.-Ángulo incidente de la onda plana: �0=0º

De nuevo la convergencia entre las dos curvas va siendo mayor a medida que tenemos más
anillos intermedios.

VI.3.-Conclusiones

En este capítulo hemos podido comprobar la validez de la teoría circuital aplicada a varios tipos
de problemas, tanto en geometrías abiertas como cerradas.

En el caso de problemas cerrados se ha aplicado la teoría circuital, basándonos en el elemento
de 4 accesos calculado en el capítulo anterior, a la guía rectangular.

Para los problemas en abierto, se han hecho diversas validaciones, en función de la
disponibilidad en la bibliografía, y en todos los casos se ha comprobado que el método funciona en gran
variedad de situaciones. Evidentemente, no siempre este método es el más apropiado. Pero se ha podido
comprobar que, incluso seleccionando este método circuital basado en el sector dieléctrico, la
versatilidad es grande.

Entre los resultados conviene destacar los cilindros corrugados, los anillos con dieléctricos con
pérdidas y los cilindros de geometría poligonal.
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Figura 7-1.-Problema genérico de la cuña mixta: dieléctrica y
metálica

VII
Difracción de cuñas

dieléctricas

En este punto vamos a plantear el problema de la cuña dieléctrica. Este es un problema que, en
el caso límite, es decir, cuando el dieléctrico desaparece y toda la cuña pasa a ser metálica, es bien
conocido. Podemos encontrar su estudio analítico en Harrington [1] o Balanis [2].

Una primera aproximación al estudio general de estas cuñas podemos encontrarlo en Meixner
[3]. Y, de forma más tardía, aparece [4] como una revisión del comportamiento de los campos.

No obstante esto, y otros trabajos como [5], este tipo de estructuras, cuyas aplicaciones en
problemas de difracción de ondas y propagación son evidentes, y entre las cuales podemos mencionar,
de forma destacada, las aplicaciones a la telefonía móvil, se suelen estudiar con técnicas asintóticas. Es
decir, con técnicas del tipo GTD, UTD u óptica física y teoría de rayos. En [6, 7, 8] podemos encontrar
estudios que utilizan este tipo de técnicas y en [2] podemos ver una introducción a estas teorías. Las más
depuradas se basan en separar la zona que queda libre, fuera de la cuña, en diferentes regiones y en cada
una de ellas realizar una serie de aproximaciones sobre qué componentes de campo eléctrico tiene más
participación.

Nosotros, en este capítulo, vamos a hacer uso de la teoría desarrollada en la tesis y del elemento
estudiado en el capítulo 5 -el sector dieléctrico- para hacer un estudio de un tipo de cuñas que podríamos
considerar como mixto. Es decir, que en su parte más cercana al extremo tiene zonas dieléctricas
mientras que, a partir de una determinada
distancia desde este extremo tenemos de
nuevo una cuña metálica.

Un problema más general sería el
planteado en la figura 7.1, donde tenemos
una cuña infinita conductora perfecta de
ángulo �, pero que empieza en r=a.

Para radios inferiores, hemos situado
diferentes dieléctricos (en este caso, y a
modo de ejemplo, tenemos 6). Cada uno de
ellos, salvo el primero, es un sector
dieléctrico que constituyen, entre todos, una
cuña dieléctrica de amplitud angular �=�.

Por la zona exterior hemos situado el
dieléctrico aire, pero por supuesto puede ser
también de dieléctrico.

Nótese que cuando el radio tiende a
cero, el problema de la cuña dieléctrica se
transforma en el de la cuña metálica.

Asimismo, cuando todos los
dieléctricos son el mismo y, llevados al
límite, son conductores perfectos, tenemos el
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Figura 7-2.-Planteamiento del problema
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problema de la cuña metálica con cilindro conductor.
Esto, y resumiendo, nos lleva a la resolución de un problema muy interesante como sería el caso

de tener una cuña dieléctrica situada desde �=0 hasta �=�, pero que está formada, a su vez, por varios
materiales, rellenando toda la cuña desde �=0 hasta �=�.

VII.1.-Planteamiento del problema

Para resolver este problema,
aplicaremos un método similar al que
se aplica en la bibliografía [1, 2] para
la cuña totalmente metálica. De esta
forma, el problema a resolver será el
de la figura adjunta donde tenemos
una línea de corriente en la posición
r=r’ y �=�’. Además, supondremos
que el cilindro interior dieléctrico,
inhomogéneo en general y de radio
r=a, está caracterizado por su matriz
de impedancias, que nos dará la
relación entre el campo eléctrico y el
magnético en su contorno, definido
desde �=� hasta �=2�, de modo que
la función base utilizada sea, no la
habitual que hemos estado utilizando en todo el trabajo, que resulta ser:

sino una nueva que será:

Debemos hacer notar, en este caso, que deberemos realizar un cambio de base de la base original
en la que habitualmente calculamos la matriz de impedancias a la nueva. Esto se verá más adelante, en
particular en el punto VII.4.2.

Así pues, siguiendo con el problema de la cuña, tenemos que el campo eléctrico en el medio
exterior será:
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de tal forma que cuando estamos más allá de la fuente de corriente, tenemos únicamente una onda que
se aleja, y cuando estamos a una distancia menor que r’ tenemos una onda estacionaria, es decir una onda
progresiva y regresiva en r.

Si aplicamos la condición de contorno de pared eléctrica en �=� y en �=2�, obtenemos el valor
del parámetro � que resulta ser:

El campo magnético asociado es:

VII.1.1.-Condiciones de contorno

El siguiente paso es imponer las condiciones de contorno del problema. Tenemos dos contornos
donde imponer estas condiciones. El primero se corresponde con el hilo de corriente situado en las
coordenadas r=r’ y en �=�’, y el segundo se corresponde con dieléctrico central, cuya matriz de
impedancias es conocida.

VII.1.1.1.-Condición de contorno del hilo de corriente

Para la primera de las condiciones de contorno sabemos que en r=r’ debemos tener continuidad
en las componentes tangenciales de campo eléctrico y discontinuidad en la de campo magnético, siendo
dicha discontinuidad la corriente Jz. En resumen, tenemos:

donde la corriente Jz es un hilo de corriente, por lo que su representación será en forma de delta de dirac:

Puesto que el campo magnético tiene una dependencia sinusoidal en la variable �, vamos a
desarrollar la delta en las mismas funciones base para que la identificación será sencilla. De esta forma:
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Aplicando la ortogonalidad de la función trigonométrica:

Luego, la corriente será:

Y si aplicamos la condición de contorno del campo magnético, llegamos a que, identificando
miembro a miembro:

Esta expresión la podemos rescribir de forma matricial así:

donde cada uno de los cuatro vectores está definido como vectores columna de la siguiente forma:

y las matrices son las siguientes:

El valor del índice Q es el máximo número de modos que consideraremos en los desarrollos en
serie.

La segunda condición de contorno era la continuidad de las componentes tangenciales de campo
eléctrico, que se traducen, tras identificar término a término del desarrollo en serie, en:

Y de forma matricial:
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VII.1.1.2.-Condición de contorno del cilindro dieléctrico

Para la segunda condición de contorno, debemos considerar la matriz de admitancias del cilindro
dieléctrico central, entre las fases �=� y en �=2�.

Dicha matriz nos relaciona los pesos de los desarrollos en serie de los campos eléctrico y
magnético tangenciales en el contorno.

El campo eléctrico en el contorno será:

y el magnético:

donde podemos comprobar que la función base del desarrollo en serie es ,�
T
� �sen �� � ��

2 � �

que es la misma respecto a la cual tenemos calculada la matriz de impedancias, una vez realizado el
cambio de base, como luego veremos.

Si ahora ponemos de forma matricial los campos eléctrico y magnético anteriores, considerando
únicamente los pesos, tenemos:

Y aplicando la relación que nos proporciona la matriz de impedancias, que llamaremos :�
FQ

VII.1.1.3.-Resumen de las condiciones de contorno

En suma, reuniendo las condiciones de contorno, tenemos el siguiente sistema:
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del que podemos despejar los tres vectores que nos dan la solución al problema: ,  y �� �� ��

VII.2.-Incidencia de onda plana

Supongamos ahora que la fuente no es el hilo de corriente sino una onda plana que venga del
infinito.

Con lo planteado hasta ahora podemos resolver este problema, ya que sólo deberemos poner la
fuente de corriente en el infinito ( ) y recordar que el campo incidente resulta ser:� )�	

Si llevamos esta expresión al límite:

Y ahora identificando con la expresión de una onda plana, que es:

tenemos que la amplitud de esta onda es:

El campo en el espacio de interés será aquel para el cual r<r’, ya que la fuente está en el infinito,
por lo que:

Utilizando las expresiones matriciales con los pesos de los desarrollos en serie, y recordando las
relaciones entre estos resultantes de la aplicación de las condiciones de contorno:

Y para calcular  vamos a resolver el sistema de tres ecuaciones planteado anteriormente:��

Si despejamos el vector  de la segunda ecuación y sustituimos en la primera, tenemos:��
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Y si recordamos que las matrices de las funciones de Hankel son diagonales, podemos manipular
la anterior ecuación término a término, de tal forma que:

Nótese que el término que multiplica al coeficiente b
<
 se anula, mientras que el que multiplica

a a
<
 se corresponde con un Wronskiano, de tal forma que tenemos:

Ahora sólo resta tomar límites, ya que la fuente está en el infinito, y, sustituyendo la corriente
I por el valor calculado anteriormente en la ecuación (7.25) en función de la amplitud de la onda plana,
despejar el coeficiente a

<
:

Luego, en resumen, el campo en la zona de interés cuando la fuente es una onda plana es:

donde hemos definido el vector columna  como:��
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VII.3.-Casos particulares

Supongamos, como un primer caso, que el cilindro central no es de un dieléctrico sino que se
corresponde con un conductor prefecto. En este caso, la matriz de impedancias será nula.

Para calcular el campo en la zona de interés, bastará con sustituir en la última ecuación del
apartado anterior la impedancia correspondiente, quedando:

de tal forma que:

Por último, si suponemos que el radio del cilindro central es muy pequeño, es decir, si hacemos
a�0, sabemos que:

por lo que el campo será:

donde  es una matriz diagonal de la forma:�
U

Puede comprobarse que esta expresión coincide con la obtenida en la bibliografía, por ejemplo
en Harrington [1].

VII.4.-Manipulaciones matemáticas

Seguidamente vamos a ver algunas manipulaciones que podemos hacer sobre las expresiones
anteriores de tal forma que, por una parte, sea computacionalmente más estable y preciso el cálculo de
todas las matrices, y por otra podamos realizar el cambio de base de la matriz de impedancias original
a la base que hemos utilizado en el cálculo del sector.

VII.4.1.-Funciones de Hankel

Sabemos que al calcular las funciones de Hankel de un argumento que sea inferior al orden, el
valor de la función se hace muy grande debido a la función de Bessel de segunda especie Y

<
(z). Por lo

tanto, puede ser que al calcular alguna de las matrices del apartado anterior tengamos problemas de
convergencia e inestabilidades numéricas.

Veamos, por ejemplo, el caso de la matriz  que relaciona los vectores  y :� �� ��
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donde la matriz  es, en principio, menos problemática. Recordemos, por ejemplo, los valores�21

asintóticos de las funciones de Hankel cuando el argumento es mayor que el orden, y, teniendo en cuenta
que las matrices de Hankel son diagonales, tendremos productos del tipo:

o bien:

Si aplicamos este resultado al campo debido a la incidencia de una onda plana, tendremos:

Ahora, debido de nuevo al hecho de que las matrices de las funciones de Hankel son diagonales,
tenemos que nos aparecen uno nuevos cocientes que podemos aproximar como se indica seguidamente,
recordando que siempre se cumple que r
a y por lo tanto podremos tener tres casos, dependiendo de la
zona en la que nos movamos:
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Y el otro cociente es:

VII.4.2.-Cambio de base

La siguiente manipulación que vamos a hacer consiste en el cambio de base, de la original, en
la que está calculada la matriz de impedancias, a la que utilizamos en el problema de la cuña.

La primera de estas bases es:

y la  nueva:

Para hacer el cambio, deberemos encontrar una relación que satisfaga la siguiente ecuación:

El objetivo será calcular los nuevos pesos o coeficientes aq en función de los �m y �m que
desarrollan el campo en la base antigua.

Para su cálculo bastará con aplicar las propiedades de ortogonalidad de las funciones
trigonométricas en el intervalo [�,2�]. Y así tenemos:

Y, de forma matricial, podemos escribir:
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De esta forma podemos calcular los coeficientes del desarrollo en serie según la nueva base en
función de los coeficientes  del antiguo desarrollo en serie.

Cuando aplicamos este cambio de base a la matriz de impedancias tenemos que los campos
eléctricos y magnéticos en la antigua base pasan a la nueva de la siguiente forma:

donde hemos definido la matriz de cambio  en función de la matriz de cambio individual . Y por�
F

�

lo tanto:

VII.5.-Aplicaciones

Vamos a proceder a ver algunos casos particulares, empezando por los casos analíticos. Es decir,
por aquellos que consisten en tener una pared eléctrica en el cilindro central o consistente sencillamente
en una cuña. Y posteriormente veremos algunos otros casos con cilindros dieléctricos.

VII.5.1.-Cuñas metálicas

Anteriormente hemos visto que la solución de este tipo de cuñas es analítica y que, en general,
es:

Y cuando el cilindro interior tiende a cero, el campo es:
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Algunos resultados se muestran a continuación, cuando incidimos con una onda plana desde el
ángulo de incidencia �=45º, sobre una cuña metálica de �=25º y cuyo cilindro central metálico va
decreciendo en radio, desde el doble de la longitud de onda hasta una centésima parte de la misma.
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VII.5.2.-Cuñas dieléctricas

En este punto el centro de la estructura, el cilindro interior, ya no es conductor sino dieléctrico
en general.

Antes de proponer algún caso, vamos a ver cuál es el proceso de creación de la matriz de
impedancias del cilindro central. Para ello nos vamos a fijar en la siguiente figura:
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En la figura podemos distinguir, en primer lugar, dos sectores, en general dieléctricos, con cuatro
puertos de acceso cada uno de ellos.

El primero de ellos lleva las numeraciones 1, 2, 3 y 4, mientras que el segundo los accesos 5, 6,
7 y 8. Nótese que, en general, cada uno de estos dos sectores puede estar, a su vez, formado por otros
sectores dieléctricos más pequeños.

El siguiente paso consiste en unir estos dos sectores, obteniendo, al imponer la continuidad de
campos en los puertos 2 y 5, por un lado, y 1 y 6 por el otro, una red de cuatro accesos formada por los
antiguos puertos de numeración 3, 4, 7 y 8.

En la figura siguiente se muestra la nueva situación y numeración:

Seguidamente, conectamos el nodo interior de tres accesos (puertos 5, 6 y 7) y de grosor nulo,
para obtener una red de tres accesos, como se muestra en la figura:
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El penúltimo paso será conectar el anillo central, red de un único acceso y que, en general, tendrá
un radio suficientemente pequeño, en términos de �, como para que su efecto se pueda despreciar. Esto
se debe al hecho mencionado en el capítulo 5, de que analizar un sector con radio interior nulo se
convierte en un tarea muy complicada por tener un número infinito de soluciones complejas de los
órdenes de las funciones de Bessel. Pero también sabemos que podremos despreciar este tipo de anillos
interiores si su radio es pequeño (ver capítulo 6), cosa que haremos en este caso.

Por ello, al unir le red de tres accesos (nodos número 1, 2 y 3) con el central, acceso número 4,
tenemos como resultante una red de dos puertos como la de la figura:

Y, por último, a la red de dos puertos, 1 y 2, sólo le resta unirse a la red de conductividad infinita,
es decir, al conductor perfecto que forma parte de la cuña, y que tiene un acceso, el nodo número 3.

Para hacer esto y obtener la matriz de impedancias del cilindro central, bastará con considerar
que en el puerto 1 de la red interior de dos acceso tengo un cortocircuito, es decir, campo eléctrico
tangencial cero.
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Es decir, si tenemos la matriz 2x2 de la red de dos puertos, tenemos la siguiente relación:

Como el campo en el puerto 1 es nula, tendremos que , por lo que:��1�0

Y obtenemos, como puede comprobarse, la matriz de impedancias del cilindro central cuando
el puerto 1 está cortocircuitado con la cuña conductora.

Nótese también que la base en la que está obtenida esta matriz es en la base de los sectores, por
lo que, como se ha comentado al inicio de este capítulo, se debe cambiar la base del desarrollo en serie
para ajustarlo al problema de la cuña.

Seguidamente pondremos algunos resultados obtenidos según este procedimiento.
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Región (�0=0.1 m; �inc=45º)
1 2 3 �

�r 4 1 1 �
a 0.5·�0 0.5·�0 0 2.0·�0

b 2.0·�0 2.0·�0 0.5·�0 �
�
n

25º 335º 360º 25º

VII.5.2.1.-Ejemplo 1
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Región (�0=0.1 m; �inc=192.5º)
1 2 3 �

�r 4 1 1 �
a 0.5·�0 0.5·�0 0 2.0·�0

b 2.0·�0 2.0·�0 0.5·�0 �
�
n

25º 335º 360º 25º

VII.5.2.2.-Ejemplo 2
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Región (�0=0.1 m; �inc=45º)
1 2 3 �

�r 4 1 4 �
a 0.5·�0 0.5·�0 0 2.0·�0

b 2.0·�0 2.0·�0 0.5·�0 �
�
n

25º 335º 360º 25º

VII.5.2.3.- Ejemplo 3
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Región (�0=0.1 m; �inc=192.5º)
1 2 3 �

�r 4 1 4 �
a 0.5·�0 0.5·�0 0 2.0·�0

b 2.0·�0 2.0·�0 0.5·�0 �
�
n

25º 335º 360º 25º

VII.5.2.4.-Ejemplo 4
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Región (�0=0.1 m; �inc=45º)
1 2 3 �

�r 4 1 � �
a 0.5·�0 0.5·�0 0 2.0·�0

b 2.0·�0 2.0·�0 0.5·�0 �
�
n

25º 335º 360º 25º

VII.5.2.5.- Ejemplo 5
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Región (�0=0.1 m; �inc=192.5º)
1 2 3 �

�r 4 1 � �
a 0.5·�0 0.5·�0 0 2.0·�0

b 2.0·�0 2.0·�0 0.5·�0 �
�
n

25º 335º 360º 25º

VII.5.2.6.-Ejemplo 6
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Región (�0=0.1 m; �inc=45º)
1 2 3 �

�r 4-j 1 1 �
a 0.5·�0 0.5·�0 0 2.0·�0

b 2.0·�0 2.0·�0 0.5·�0 �
�
n

25º 335º 360º 25º

VII.5.2.7.- Ejemplo 7
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Región (�0=0.1 m; �inc=192.5º)
1 2 3 �

�r 4-j 1 1 �
a 0.5·�0 0.5·�0 0 2.0·�0

b 2.0·�0 2.0·�0 0.5·�0 �
�
n

25º 335º 360º 25º

VII.5.2.8.-Ejemplo 8
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Región (�0=0.1 m; �inc=135º)
1 2 3 �

�r 4 1 4 �
a �0/20 �0/20 0 �0/4
b �0/4 �0/4 �0/20 �
�
n

90º 270º 360º 90º

VII.5.2.9.-Ejemplo 9
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Región (�0=0.1 m; �inc=135º)
1 2 3 �

�r 4 1 4 �
a �0/20 �0/20 0 �0

b �0 �0 �0/20 �
�
n

90º 270º 360º 90º

VII.5.2.10.-Ejemplo 10



Difracción de cuñas dieléctricas 7-27

Región (�0=0.1 m; �inc=135º)
1 2 3 �

�r 4 1 4 �
a �0/20 �0/20 0 3·�0

b 3·�0 3·�0 �0/20 �
�
n

90º 270º 360º 90º

VII.5.2.11.-Ejemplo 11
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Región (�0=0.1 m; �inc=135º)
1 2 3 �

�r 4 1 4 �
a �0/20 �0/20 0 5·�0

b 5·�0 5·�0 �0/20 �
�
n

90º 270º 360º 90º

VII.5.2.12.-Ejemplo 12
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Región (�0=0.1 m; �inc=135º)
1 2 3 �

�r 4 1 4 �
a �0/20 �0/20 0 7.5·�0

b 7.5·�0 7.5·�0 �0/20 �
�
n

90º 270º 360º 90º

VII.5.2.13.-Ejemplo 13
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VII.6.-Conclusiones

En este capítulo se ha iniciado una interesante línea de aplicación de la teoría planteada en esta
tesis. Se trata del estudio de la cuña dieléctrica, con sus importantes implicaciones en temas de actualidad
como la telefonía móvil.

El procedimiento ha consistido en plantear dos problemas distintos,  según la teoría circuital y
de segmentación aplicada y desarrollada en este trabajo. Por un lado está una zona circular exterior,
donde tenemos una solución modal clásica y bien conocida cuando las paredes de la cuña son eléctricas,
y por otro la zona interior del círculo que forma la cuña inhomogénea dieléctrica que se estudia por
técnicas circuitales con la ayuda del elemento básico sector circular dieléctrico desarrollado en el
capítulo 5.

Los resultados han sido validados con el propio procedimiento, cuando llevamos la cuña a
situaciones límite de pérdidas y radios.

Un siguiente paso en este trabajo sería la aceleración de estos métodos y la obtención de
coeficientes de difracción que puedan ser empleados por las técnicas clásicas de alta frecuencia y
procedimientos asintóticos, siempre teniendo en cuenta que las corrientes son conocidas tanto en las
zonas dieléctricas como en las zonas conductoras.
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VIII
Conclusiones y líneas

futuras

Llegados a este punto final, es necesario recapitular sobre las conclusiones a las que nos ha
llevado este trabajo y especificar desde donde se puede partir para posibles líneas futuras o ampliaciones
del trabajo

VIII.1.-Conclusiones

El principal objetivo de esta tesis consistía en desarrollar una metodología, basada en la teoría
circuital generalizada, que permitiera el análisis de problemas electromagnéticos en entornos abiertos
y cerrados. Posteriormente se debía aplicar esta teoría a problemas concretos, de tal forma que
estudiáramos el sector circular dieléctrico como un elemento básico a la hora de aplicar la segmentación
a problemas mayores. Por último se deseaba comprobar su utilidad en el análisis de la cuña dieléctrica.

Todos estos objetivos se han conseguido, según vamos a detallar seguidamente.
Inicialmente se ha desarrollado la teoría circuital que se debe aplicar a este tipo de problemas.

Esta es una generalización de la técnica de análisis de circuitos de microondas para estructuras
monomodo y multimodo. Destaca la idea de la segmentación de los problemas en otros más sencillos
de analizar por cualquiera de las técnicas numéricas disponibles y con la particularidad de que las
regiones en la que queda dividida la región global son, en su caracterización, totalmente independientes
de las restantes. Esto significa que, caso de haber cambios en alguna parte de la estructura global, no es
necesario en absoluto recalcular todo el problema, sino que es suficiente con recalcular una pequeña
parte.

Este desarrollo, llevado a cabo en los primeros 4 capítulos, se cierra con una serie de expresiones
recursivas que facilitan el estudio circuital de los problemas electromagnéticos y con una metodología
para el cálculo de las matrices de impedancias (o admitancias o de dispersión) a partir de diferentes
formulaciones.

Se ha analizado de forma exhaustiva la matriz de impedancias de un sector circular dieléctrico,
haciendo uso de técnicas modales. Este es un elemento en coordenadas cilíndricas que, unido de forma
apropiada con otras estructuras que podrían ser ella misma o bien otras obtenidas de la misma forma y
que supongan en suma una librería de elementos básicos, permite el estudio y análisis circuital de
estructuras bidimensionales de cualquier tamaño y forma.

Uno de los resultados más interesantes de este estudio han sido las funciones de Bessel de orden
complejo, que permiten ver cómo las ondas cilíndricas se atenúan en la dimensión en � de las
coordenadas cilíndricas.

El elemento sector circular dieléctrico se ha validado con numerosas aplicaciones disponibles
en la bibliografía, aplicaciones cuyos resultados, en general, han sido obtenidos por otros métodos que
no son los circuitales y la segmentación. Además, con este elemento y con esta metodología, se
comprueba que se pueden estudiar estructuras que son relativamente grandes eléctricamente hablando
sin un crecimiento excesivo del número de incógnitas.
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Se ha demostrado también la potencialidad del método para el análisis de estructuras complejas
como cilindros dieléctricos poligonales.

Por último, se ha terminado el trabajo, que no la línea de investigación, que no ha hecho nada
más que empezar, con el último de los objetivos planteados. Este objetivo consistía en la aplicación de
esta metodología circuital, junto con el elemento estudiado, al estudio de la cuña dieléctrica.

El estudio de los fenómenos de difracción en esquinas conductoras es un problema muy bien
estudiado en la bibliografía. Sin embargo cuando la esquina pasa a ser dieléctrica, incluyendo los casos
multicapa, el problema resulta difícilmente abordable. En esta tesis se ha iniciado una línea que permita
el estudio más exacto de estas estructuras, con la posibilidad de que se pueda combinar de forma
eficiente con técnicas de alta frecuencia para obtener resultados rápidos y enormemente precisos.

VIII.2.-Líneas futuras

Tras esta tesis se abren gran cantidad de nuevas líneas de investigación, siempre en el ámbito
de la aplicación de las técnicas de análisis circuital en problemas abiertos.

Uno de los problemas que aparecen con esta técnica son las resonancias. Este es un problema
general cuando se realiza el cálculo de estructuras y se imponen condiciones de contorno de pared
eléctrica o magnética. Sin embargo suelen evitarse con el cálculo directo de la matriz de dispersión. Así
pues, esta sería una primera línea de trabajo en el futuro.

Otra de las líneas abiertas es el estudio de la evaluación de las funciones de Bessel, considerando
órdenes y argumentos de valores grandes y complejos. Es este un problema muy actual, y que toma
especial relevancia en los problemas definidos en coordenadas cilíndricas.

Junto a esto, y vista la viabilidad del método, se debería investigar en la optimización de las
funciones base que definen los modos.

Otra línea a seguir es la ampliación de los elementos básicos que configuren una librería de redes
bidimensionales que permitan el estudio de estructuras grandes a partir de unas pocas estructuras básicas.

El último capítulo abre una nueva línea de trabajo sobre las cuñas dieléctricas. Las posibilidades
de éxito están íntimamente relacionadas con lograr los objetivos anteriores relacionados con la
evaluación de las funciones de Bessel y las operaciones con grandes matrices y con las posibilidades de
mezclar los resultados obtenidos con técnicas asintóticas o de alta frecuencia.

Y, por último, cabe mencionar una línea más a añadir a todas estas y es la ampliación de esta
técnica circuital a problemas tridimensionales, bien sea de forma directa o a partir de métodos
transformados, que parecen ser los más utilizados hasta ahora.
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A
Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel son un tipo de funciones que aparecen en la resolución de la ecuación
de onda en coordenadas cilíndricas y esféricas.

Son un tipo de funciones trascendentes que provienen, a su vez, de la resolución de una ecuación
diferencial y que han sido, y siguen siendo, estudiadas, obteniéndose cada vez nuevos y más interesantes
resultados. La principal línea de investigación en torno a estas funciones suele estar dirigida hacia una
correcta y rápida evaluación -desde el punto de vista computacional- de las propias funciones o de
integrales definidas o indefinidas en las cuales aparezcan las funciones de Bessel.

Desde el punto de vista teórico, la principal referencia sobre estas funciones es la proporcionada
por Watson [1], aunque también conviene destacar a J. Rey Pastor [2]. Desde el punto de vista de
evaluación de integrales y otro tipo de funciones en las cuales se vean involucradas estas funciones
podemos mencionar los libros de Gradshteyn [3], Abramovitz [4], Luke [5] y Wheelon [6], entre otros.

Desde el punto de vista de artículos, la lista sería interminable. Podemos destacar, por ejemplo,
los trabajos del siglo XIX de Bôcher [7], sobre el cual nos basaremos para descubrir los órdenes
complejos de las funciones de Bessel cuando plateamos problemas del tipo de Dirichlet o de Neumann.
Esto lo veremos en el apartado A.4.2.

Otros trabajos, también del siglo XIX, pueden ser los de Sonine [8] acerca de la resolución de
integrales o Lommel [9] sobre funciones de Bessel en general, introduciendo las funciones de orden
complejo. O, por último, Boole [10], sobre análisis matemático, donde aparece la ecuación diferencial
de Bessel y donde se propone un tipo de solución en forma de serie que Bôcher vuelve a utilizar en su
magnífico trabajo [7]. Esto lo veremos en el punto A.4.

Las restantes referencias [11-31] versan sobre diferentes temas de las funciones de Bessel: desde
métodos de evaluación de las funciones de Bessel de diferentes argumentos y órdenes hasta integrales
definidas e indefinidas, pasando por igualdades y desigualdades de interés.

En el punto A.4.1 haremos uso de los resultados obtenidos en [30] por Thompson que son de
sumo interés para la evaluación de funciones de Bessel de orden complejo.

Así pues, y vista la multitud de información de la cual podemos obtener datos sobre las funciones
de Bessel, vamos a pasar a hacer un breve resumen de determinadas propiedades, desarrollos, igualdades
y definiciones que nos serán de utilidad a la hora de evaluar las matrices de impedancia -o de admitancia-
del sector circular estudiado en esta tesis o, en general, de problemas en coordenadas cilíndricas.

Las funciones de Bessel son las soluciones de la ecuación diferencial siguiente:

ecuación diferencial también conocida como ecuación diferencial de Bessel.
La solución general se representa como una combinación lineal de funciones de Bessel de

primera y segunda especie de orden � y linealmente independientes entre sí:

donde tanto z como � pueden ser números complejos en general.
La función de Bessel de segunda especie también se puede escribir como:
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siempre y cuando � no sea un entero.
La expresión general de la función de Bessel de primera especie, en forma de serie, es:

y en su forma integral:

Otra forma muy usual de escribir la solución de la ecuación diferencial de Bessel es como
combinación de las funciones Hankel de primera y segunda especie, definidas, en función de las de
primera especie, como:

y la solución de la ecuación de Bessel es:

A.1.-Expresiones asintóticas

Algunas relaciones que nos pueden ser útiles al usar las funciones de Bessel son sus expresiones
asintóticas, tanto para valores grandes de su argumento como para valores grandes de su orden.

Las expresiones asintóticas de las funciones de Bessel de primera y segunda especie para valores
grandes del orden son:

Y siendo sus respectivas derivadas:

Y, por otra parte, para grandes valores del argumento tenemos:
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También es útil ver estas expresiones asintóticas para las funciones de Hankel:

Nótese que la función de Hankel de segunda especie es una onda progresiva en el sentido
positivo del eje z, y la de primera especie es una onda regresiva. Esto las convierte en funciones muy
útiles para usarse cuando estamos en espacio abierto.

Sin embargo, en las expresiones asintóticas de las funciones de Bessel de primera y segunda
especie se puede ver que su comportamiento es del tipo senoidal, por lo que son útiles para su uso como
ondas estacionarias.

A.1.1.-Casos particulares

Dentro del contexto de la tesis, nos aparecen determinadas funciones que son combinaciones
lineales de funciones de Bessel, y que en ocasiones resulta interesante evaluar para valores asintóticos,
tanto para valores grandes del orden como del argumento.

Otro tipo de combinaciones son aquellas en las que los valores de los argumentos, aunque
distintos, están muy cercanos, por lo que deberemos hacer uso del desarrollo en serie de Taylor. Estas
aparecen en el cálculo de la matriz de impedancias del elemento nodo, que se estudia en el anexo D con
detalle.

Por lo tanto, y dentro del estudio de valores asintóticos de las funciones de Bessel, vamos a
distinguir estos dos casos.

A.1.1.1.-Aproximación para órdenes grandes

En este caso, para evitar que los resultados se desvíen de su valor correcto por errores numéricos,
los problemas computacionales están íntimamente relacionadas con las funciones de Bessel y su
evaluación para valores muy grandes de los órdenes.

Para ello, y recordando las expresiones asintóticas del punto A.1, vemos el desarrollo de algunas
de estas expresiones:
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expresión que se encuentra acotada en el intervalo [0,1] para cualquier valor de r entre a y b (a�r�b).
Igual sucede con la siguiente expresión:

Otra expresión asintótica es:

Y su dual:

Nótese que la primera de estas dos últimas está acotada en su valor máximo a , y que la��� ���	
segunda de ellas tiende a cero cuando el orden � crece mucho.

Otras dos expresiones similares a estas dos son:

Y su dual:
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Otras expresiones asintóticas, para el caso de pared magnética, y similares a las anteriores, son:

A.1.1.2.-Aproximación para radios cercanos

En este caso, el problema está en la evaluación de las funciones para radios muy cercanos entre
sí, de tal forma que los radios a y b están distanciados entre sí un valor � muy pequeño: b=a+�.

Para su cálculo se ha hecho uso del desarrollo en serie de Taylor, de tal forma que tenemos:

Las expresiones que nos van a interesar son las siguientes, que son similares a las anteriores,
pero particularizadas para argumentos cercanos y no para órdenes grandes:



A-6 Aplicación de la teoría de análisis circuital generalizado ...

f
b
	

f )
b
	

�

J �	 �
J ) ��

Y ) ��
�Y �	

J ) �	 �
J ) ��

Y ) ��
�Y ) �	

� 1 � �1

	

2

�� 2

(A-22)

f
a
	

f )
a
�

�

J �	 �
J ) �	

Y ) �	
�Y �	

J ) �� �
J ) �	

Y ) �	
�Y ) ��

� 1 � 1

	

2

�� 2

(A-23)

f
a
�

f )
a
�

�

J �� �
J ) �	

Y ) �	
�Y ��

J ) �� �
J ) �	

Y ) �	
�Y ) ��

� 1 � 1

	

2

�� 2

(A-24)

J
%1 � �J

&

� � J � �J
& %1 � ��2 � sen �

��

J
%1 � �Y � � J � �Y

%1 � �
2
��

H (1)
%1 � �H (2) � � H (1) � �H (2)

%1 � �
�4 �
��

(A-25)

A.2.-Wronskianos

Los Wronskianos son unas relaciones de recurrencia muy útiles en determinadas ocasiones, ya
que significan una simplificación muy importante. Estas relaciones son las siguientes:

A.3.-Relaciones de recurrencia

Las relaciones de recurrencia son útiles para el cálculo de las funciones de Bessel de otros
órdenes en función de órdenes conocidos. Estas son:
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A.4.-Funciones de Bessel de orden complejo

En ocasiones puede resultar útil calcular el valor de las funciones de Bessel de orden complejo.
Estas funciones darán lugar a ondas que no se propagan, pero sí que almacenan energía.

La bibliografía sobre este tema no es muy amplia. Desde un punto de vista puramente
matemático podemos destacar los trabajos [7, 9, 10, 30], que son en los que nos basaremos
fundamentalmente para el desarrollo de este punto. Por otra parte, desde un punto de vista de aplicación
a la teoría electromagnética de las funciones de Bessel de orden complejo tenemos el propio trabajo de
Bôcher [7] y, más cercano en el tiempo, los trabajos de A. Y. Hu en [31, 32 y 33] donde aparecen
métodos aproximados para la evaluación de estos órdenes complejos en la evaluación de los modos que
aparecen en guías coaxiales descentradas, a las que llama guías en forma de luna.

Volviendo, pues, sobre el tema, y para centrarlo, podemos encontrar una primera expresión sobre
las funciones de Bessel de orden complejo debida a Lommel:

Donde cada término viene definido por:

y la función gamma es:

Si se cumple que el orden de las funciones de Bessel es imaginario puro, es decir, sin parte real,
tenemos otra solución de la ecuación diferencial de Bessel mucho mejor:
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Hj � �cos �Ln � �S1 � �sen �Ln � �S2 �
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�
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donde cada sumatorio S1 y S2 es:

y los valores iniciales en cada caso, esto es, a0 yb0, pueden ser cualquier valor. Los más normales son
a0=1 y b0=0.

De las dos funciones Hj<(z) e Ij<(z), podemos llegar a las funciones de Bessel de la siguiente
forma:

A.4.1.-Funciones de Coulomb

Resulta interesante también el cálculo de las funciones de Bessel de orden complejo a través de
las funciones de Coulomb [30].

Estas funciones son las soluciones de la siguiente ecuación diferencial:

Y la solución, en general, es una combinación lineal de las funciones de Coulomb:

Se puede comprobar, a partir de su definición, que existe una relación directa entre estas
funciones y las de Bessel, de tal forma que se cumple:

Para la primera de las dos ecuaciones, donde tenemos la función de Bessel de primera especie
en función de la función regular de Coulomb, podemos escribir esta última como:
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donde:

y donde  es la función hipergeométrica de índices (1,1)1 F1 	 ;� ;�

Luego, para el caso que nos ocupa de la función de Bessel de primera especie, tenemos:

Y a partir de ella podemos calcular la función de Bessel de primera y segunda especie sin
problemas.

A.4.2.-El problema de las condiciones de contorno de Dirichlet

Sabemos que al resolver la ecuación de onda en coordenadas cilíndricas obtenemos como
solución, en la coordenada radial r, una combinación lineal de funciones de Bessel, de la forma:

donde k es el número de onda en el medio dieléctrico, suponiendo un problema bidimensional, y una
función del mismo en el caso tridimensional. En cualquier caso se trata de una constante.

Cuando debemos resolver un problema cuyas condiciones de contorno son las de Dirichlet en
dos radios conocidos r1 y r2, debemos plantear la siguiente ecuación:

Esto nos lleva a resolver un problema del estilo:

donde la incógnita es el orden � de las funciones de Bessel, ya que, evidentemente, la constante de
amplitud A1 no puede ser cero ya que si lo fuera el campo se anularía en todo punto, teniendo la solución
trivial.

Si, en un primer planteamiento, suponemos que la constante k es real, se puede demostrar [7] que
la ecuación R(r=r1)=0 tiene un número finito de raíces reales �µ, número que va siendo mayor cuanto
mayor es la distancia entre los radios r1 y r2 o incluso cero si la distancia entre los radios es muy pequeña,
y, aparte de este número finito de raíces reales, un número infinito de raíces complejas j�µ. Estas raíces,
en cualquiera de los dos casos -raíces reales y complejas-, son discretas y no continuas.

Así pues, podemos escribir la solución de la ecuación como una serie de la siguiente forma:
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donde � es el número de ceros reales que aparecen, que, como se ha dicho, puede incluso ser cero, de
tal forma que todas las raíces sean complejas. Y la función  es la combinación lineal de funciones� � �


de Bessel:

de tal forma que, por definición, se cumple que, para µ��:

y para µ>�:

Además, hay que hacer notar dos casos particulares. El primero es aquel en el que el radio
superior r2 es infinito mientras que el menor r1 permanece finito, pero siempre distinto de cero.

Para este caso, el número de raíces reales y complejas aparecen en un número infinito de valores
y además continuo, ya que las funciones de Bessel tienen un número infinito de oscilaciones en el
infinito, de tal forma que la solución degenera desde un sumatorio a una integral, quedando:

Nótese que, en este caso, los coeficientes A
<
 pasan a ser funciones de la variable �, quedando

dos funciones A(�) y B(�).
El segundo caso particular es aquel en el que el radio superior r2 permanece finito mientras que

el inferior r1 se anula.
En este segundo caso el número de raíces reales es finito, pudiendo, como antes, incluso anularse

si la separación entre ambos radios es muy pequeña. Pero el número de raíces complejas, siendo también
infinito, es continuo, ya que, como se puede demostrar, el valor que toma la función R(r) en el origen
para órdenes complejos puede ser cualquier valor indefinido. Esto se debe a las infinitas oscilaciones que
tienen las funciones de Bessel de orden complejo en el origen. Pero, no obstante, el valor de la función
es finito y no infinito, por lo que la solución es válida para cualquier orden complejo. Nótese que en este
caso no se impone la condición de Dirichlet, ni ninguna otra, en el origen. Es decir, no se tiene porque
anular la función en el origen. La única condición, como se ha mencionado, es que no se haga infinito
el valor.

En este caso, la solución quedará, pues, de la siguiente forma:

De nuevo, en este caso, uno de los coeficientes del sumatorio se transforma en una función del
orden �: B(�).

Así pues, cuando tenemos un problema con condiciones de contorno de Dirichlet en dos radios
r1 y r2, el problema se reduce a calcular los órdenes de las funciones de Bessel, tanto los reales como los
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complejos. Pero, claro está, el problema no es trivial y en el siguiente punto trataremos de ver cómo
calcular estos, utilizando la artimaña de ver la ecuación de Bessel como un autosistema.

A.4.2.1.-Cálculo de los coeficientes

Antes de pasar a otro punto, conviene que nos detengamos un momento en el cálculo de los
coeficientes A

<
 que aparecen en la solución.

Para esto haremos uso de la ortogonalidad de las funciones de Bessel, que rescribimos aquí,
aunque esta está en el anexo dedicado a las integrales de utilidad que podemos aplicar en nuestro
problema:

siempre que se cumpla que  y  son sendos ceros de . Es decir, que .
�	 
�� f
q

 f

q
	 � f

q
� �0

También se cumple la condición de ortogonalidad si  y  son sendos ceros de . Es decir,
�	 
�� f )
q



que .f )
q
	 � f )

q
� �0

Si aplicamos esta propiedad al problema general siguiente:

donde F(r) es una función que se supone fuerza una determinada excitación o condición de contorno para
todo r dentro del intervalo [r1, r2] y  es una combinación lineal de funciones de Bessel quef

µ



satisfacen las condiciones de contorno en r1 y r2 de pared eléctrica o magnética. Y los órdenes �µ son
tanto los reales como los complejos.

Si aplicamos la ortogonalidad a dicha ecuación, obtenemos que los coeficientes A µ:

Hay que hacer notar que en el caso de que tengamos alguno de los casos particulares antes
comentados, en los cuales los sumatorios degeneran en integrales porque, o bien el radio mayor pasa a
ser infinito o bien el radio menor es cero, los coeficientes a calcular son funciones, de tal forma que, en
general, tendremos el siguiente problema:

En este caso no es nada obvio el cálculo de la función B(�), aunque en principio se podría poner
como:
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A.4.2.2.-El problema de las condiciones de contorno de Neumann

Por último, decir que todos estos razonamientos realizados para el caso de condiciones de
contorno de Dirichlet son igualmente aplicables al problema en el que tengamos las condiciones de
contorno de Neumann, que son aquellas en las que se anula la derivada de la función R(r) en los radios
r1 y r2, de tal forma que, en general, la solución será como antes:

donde � es de nuevo el número de ceros reales que aparecen, que, como se ha dicho, puede incluso ser
cero, de tal forma que todas las raíces sean complejas. Y la función  es la combinación lineal de� � �


funciones de Bessel:

de tal forma que, por definición, se cumple que, para µ��:

y para µ>�:

A.4.3.-La ecuación de Bessel como un autosistema

Sabemos que la ecuación de Bessel es la siguiente:

Esta ecuación podemos reescribirla, con operadores, de la siguiente manera:
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donde  es un operador definido como:�
N

Ya sabemos que la solución de la ecuación es una combinación lineal de funciones de Bessel de
primera y segunda especie. Pero vamos a pensar en encontrar una solución a dicha ecuación en forma
de serie de funciones, de tal manera que la solución sea [34]:

donde  son unos coeficientes a determinar en función de  y donde  son un conjunto de�
N

P � �
P

funciones base conocidas que cumplen las mismas condiciones de contorno que deben cumplir las
funciones de Bessel al resolver la ecuación diferencial.

Para calcular los coeficientes desconocidos transformaremos la ecuación de Bessel en un
autosistema de ecuaciones. Para ello definiremos, previamente, un producto interior de la forma:

Si aplicamos este producto interior a la ecuación de Bessel, y aplicando el método de Galerkin,
llegamos al siguiente autosistema lineal:

donde  y  son dos matrices cuyos elementos son:� �

Nótese que, entonces,  es un vector con los coeficientes del desarrollo en serie que resuelve�
la ecuación de Bessel y  es el cuadrado de los órdenes de las funciones de Bessel que resuelven la2

ecuación. Pero, a su vez,  y  son, respectivamente, los autovectores y autovalores del autosistema� 2

anteriormente planteado. Por ello, si somos capaces de encontrar un conjunto de funciones base que
cumplan las mismas condiciones de contorno que las funciones de Bessel de primera y segunda especie,
al resolver el anterior autoistema tendremos la solución que estamos buscando sin necesidad de evaluar
las funciones de Bessel de primera y segunda especie.

A.4.3.1.-Condiciones de contorno de Dirichlet

Como primer ejemplo de aplicación de este método supongamos que la solución de la ecuación
de Bessel debe cumplir la condición de contorno de anularse en los extremos del intervalo donde está
definida la solución y, por lo tanto, las funciones. Sean, por ejemplo, dichos límite a y b. Es decir, nuestra
función está definida en el intervalo [a,b] y en sus extremos la solución debe anularse.

Un buen conjunto de funciones base que cumplen esta condición es el siguiente:
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Por lo tanto, la solución de la ecuación de Bessel en dicho intervalo será:

donde los coeficientes  así como los órdenes  saldrán del autosistema  donde cada� N

P � ��� 2 �� ��

elemento de las matrices  y  viene dado por:� �

ya que las derivadas parciales de la función base que componen el término  son:�
N
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Esta última integral, como se puede comprobar, no es analítica, por lo que debe ser evaluada
numéricamente.

A.4.3.2.-Condiciones de contorno de Neumann

Como segundo ejemplo de aplicación de este método supongamos que la solución de la ecuación
de Bessel debe cumplir la condición de contorno de anularse su derivada en los extremos del intervalo
donde está definida la solución. De nuevo consideramos dichos límites como a y b. Es decir, nuestra
función está definida en el intervalo [a,b] y en sus extremos la derivada de la solución debe anularse.

Un buen conjunto de funciones base que cumplen esta condición es el siguiente -el caso
complementario del anterior-:

Por lo tanto, la solución de la ecuación de Bessel en dicho intervalo será:

donde los coeficientes  así como los órdenes  saldrán del autosistema  donde cada� N

P � ��� 2 �� ��

elemento de las matrices  y  viene dado por:� �

ya que las derivadas parciales de la función base que componen el término  son:�
N

y donde cada uno de los tres parámetros ,  y  son:� (1 )
U , W � (2 )

U , W � (3 )
U , W
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Y � ��
�Y � �	 �0 (A-78)

J ) � �	 �
J ) � ��

Y ) � ��
�Y ) � �	 �0 (A-79)

A.4.3.3.-Órdenes asintóticos

Relacionado con el punto en el que estamos, podemos notar que estamos calculando, en
definitiva, las soluciones a dos tipos de ecuaciones.

Para el caso de Dirichlet, estamos buscando soluciones a la siguiente ecuación:

Y para el caso de Neumann:

En cualquiera de los dos casos, buscamos el orden � de las funciones de Bessel. Como se ha visto
más arriba, estos órdenes resultan ser los autovalores de un autosistema, y pueden ser, en general,
complejos.

Cabría preguntarse, ahora, si podemos encontrar un valor asintótico de �. Para ello, bastará con
sustituir en las ecuaciones anteriores las funciones de Bessel por sus valores asintóticos, para grandes
órdenes �.
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Y así, por ejemplo para la primera de ellas, las condiciones de contorno de Dirichlet, tenemos:

donde operando:

y despejando el orden �, llegamos a:

Curiosamente, el valor del orden � para la ecuación en derivadas (condiciones de contorno de
Neumann) tiene el mismo valor asintótico. Evidentemente, aunque el parámetro p puede tomar valores
desde 0, debemos iniciar en un valor suficientemente grande para garantizar que se cumple la expresión
asintótica de las funciones de Bessel.

Por último, hacer notar también que el valor asintótico de los órdenes de las funciones de Bessel
es imaginario puro, tanto si el medio tiene pérdidas o no -es decir, tanto si el parámetro k

D
 es real o

complejo-.

A.5.-Series de Dini

Para terminar con este anexo dedicado a las funciones de Bessel, vamos a describir brevemente
un desarrollo en serie muy utilizado para caracterizar funciones caulquiera en serie de funciones de
Bessel. Este desarrollo es el de Dini, y es válido sólo en un período determinado.

La idea es conseguir un desarrollo como el siguiente:

donde, según vemos, el rango de validez del desarrollo es entre 0 y 1.
Los parámetros �m son los ceros, ordenados en orden ascendente, de la ecuación:

siendo  y H cualquier constante.	 1

2

Para este caso, los coeficientes del desarrollo son:

Por ejemplo, si hacemos �=0, tenemos el siguiente desarrollo:
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donde, según vemos, el rango de validez del desarrollo es, en este caso, entre 0 y b.
Y los parámetros �m son los ceros de la función de Bessel de primera especie y orden 1:

. Un desarrollo de estos ceros puede ser:J1 P
�0

y los coeficientes:
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B
Expresiones

generales de utilidad

En algunas de las expresiones vistas a la hora de crear los parámetros de admitancia Y o de
impedancia Z de nuestros elementos aparecían integrales que resultan ser analíticas y, por lo tanto, su
evaluación es mucho más eficiente si las tenemos previamente calculadas y no las realizamos
numéricamente. Seguidamente damos sus valores, de forma muy general, y a partir de las aquí indicadas
se pueden calcular otras más particulares. En [1, 2, 3] podemos, además, encontrar multitud de integrales
y relaciones de utilidad.

Por otra parte, y en el último punto, también daremos algunas identidades asintóticas útiles a la
hora de evaluar funciones trigonométricas de argumento complejo, que también aparecen con frecuencia
en el cálculo de las matrices de impedancia o admitancia.

B.1.-Ortogonalidad

Un primer conjunto interesante es la ortogonalidad de las funciones de Bessel y de las funciones
trigonométricas, dentro de un determinado intervalo. Gracias a ella podemos desarrollar en serie
diferentes funciones.

B.1.1.-Ortogonalidad de las funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad dentro del
intervalo [a,b]:

y donde la función �p toma los siguientes valores:
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B.1.2.-Ortogonalidad de las funciones de Bessel

La ortogonalidad de las funciones de Bessel, dentro de un intervalo cerrado [a,b] verifica la
siguiente condición:

siempre que se cumpla que  y  son sendos ceros de . Es decir, que .��� ��� f
q
� f

q
� � f

q
� �0

También se cumple la condición de ortogonalidad si  y  son sendos ceros de . Es decir,��� ��� f )

q
�

que .f )

q
� � f )

q
� �0

B.1.2.1.-Integral asintótica

La integral resultante de aplicar la ortogonalidad a las funciones de Bessel es, en principio,
imposible de calcular analíticamente, por lo que se deberá calcular numéricamente.

Sin embargo, para el caso en el que el orden � es muy grande, sabemos que la función de Bessel
que cumple las condiciones de la ortogonalidad se puede escribir de la siguiente forma:

ya que el orden de las funciones de Bessel sabemos que es -suponemos que es asintótico, por lo que el
módulo del orden es mucho mayor que el argumento de la función de Bessel-:

Y, por lo tanto, la integral de ortogonalidad es:

valor que, como se puede ver, es constante para todo orden �.
Lo mismo sucede para el caso de la derivada. Es decir, cuando los órdenes son los ceros de la

derivada de la función anterior. En este caso, podemos escribir:
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donde el orden asintótico es el mismo que antes. Y la integral de ortogonalidad también igual:

B.1.2.2.-Integral no asintótica

Como se ha comentado en el punto anterior, la integral de ortogonalidad se debe realizar de
forma numérica en general, utilizando las funciones de Bessel.

No obstante, cuando el orden � se obtiene a través de la resolución de un autosistema, como se
ha descrito en el anexo A destinado a las funciones de Bessel, se puede dejar en función de otras
integrales más sencillas, de tal forma que se simplifica su cálculo.

Recordemos que, en este caso, la función  se puede escribir como un desarrollo en serief
q
�

de la siguiente forma -para el caso de condiciones de contorno de Dirichlet-:

Por lo tanto, la integral de ortogonalidad queda:

donde se ha aplicado la siguiente relación:

Como se puede ver, la integral queda como una función coseno integral, que es bien conocida.
Cuando tenemos las condiciones de Neumann, la función  se puede escribir como unf

q
�

desarrollo en serie de la siguiente forma:

Por lo tanto, la integral de ortogonalidad queda:
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Quedando, pues, una integral similar a la anterior, que es la función coseno integral.

B.2.-Integrales generales

Otros tipos de integrales que aparecen son los productos de funciones trigonométricas. Estas las
podemos separar en dos tipos, que pasamos a mostrar.

B.2.1.-Integrales trigonométricas: Tipo 1

Dentro de este tipo tenemos las siguiente cuatro combinaciones, donde la función sinc(x) se ha

definido como ;sinc � �
sen �

�
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B.2.2.-Integrales trigonométricas: Tipo 2

Dentro de este tipo tenemos las siguientes posibilidades, utilizando la misma definición de la
función sinc(x):
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Para el caso particular en el que el parámetro � tiene el valor , donde , las�� �
n

n
� 2� 1

integrales anteriores pasan a valer:
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B.2.2.1.-Aplicación

Un ejemplo donde aparecen este tipo de integrales, es cuando hemos calculado las funciones de
Bessel que cumplen las condiciones de Dirichlet y Neumann. En este caso dichas funciones están
desarrolladas en forma de serie trigonométrica y aparecen integrales como estas:

B.2.3.-Integrales trigonométricas: Tipo 3

Y un último tipo de integrales, aunque se pueden considerar casos particulares de las de tipo 1,
tenemos:
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B.3.-Valores asintóticos en funciones trigonométricas

En ocasiones debemos utilizar las funciones trigonométricas de valores complejos. En general,
estas funciones tendrán el aspecto de , o expresiones similares con el coseno o la tangente.sin �� 
�

Son bien conocidas las técnicas de evaluación de estas expresiones. A modo de resumen
indicaremos el valor del seno y el coseno:

Los problemas numéricos aparecen cuando deseamos calcular dichas funciones trigonométricas,
más la tangente, para valores muy grandes, en valor absoluto, de la parte imaginaria del argumento de
la función.

Para estos casos resulta interesante realizar ciertas aproximaciones que nos proporcionen un
valor de las funciones suficientemente exacto y sin errores numéricos.

Debido a ello, y tras pequeñas manipulaciones de las expresiones arriba indicadas, llegamos a
las siguientes expresiones asintóticas para las funciones trigonométricas:
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C
Integral de funciones

oscilantes

En el desarrollo de la teoría hemos podido comprobar como nos aparecen multitud de integrales.
Alguna de ellas son analíticas, por lo que su evaluación resulta sumamente fácil, además de ser exacta,
y ya aparecen en el anexo B.

Otras muchas de ellas no tienen solución analítica, por lo que debemos recurrir a métodos
numéricos para su evaluación. Los métodos numéricos disponibles para la correcta evaluación de
integrales son numerosos, y entre ellos cabe mencionar, de manera destacada, el método de Gauss [1,
2], que es, sin duda, uno de los mejores. A modo de recordatorio decir que se basa en la evaluación de
la función subintegral en unos determinados puntos (N) del intervalo de integración, de tal forma que
si la función subintegral fuera un polinomio de grado (N) la integral numérica sería exacta.

Entre todas las funciones subintegrales que nos suelen aparecen, merecen un trato especial las
funciones que varían muy rápidamente. Es decir, aquellas que son rápidamente oscilantes en el intervalo
de integración. Para poder realizar correctamente su evaluación, los métodos clásicos, por ejemplo el de
Gauss o bien el de Simpson, trapecios, etc., necesitan conocer dónde están los ceros de la función
subintegral, de tal forma que el intervalo total de integración se divide en tantos subintervalos como
ceros haya. Y es dentro de los subintervalos creados entre ceros consecutivos donde se realiza la
integración por el método numérico que se haya seleccionado. De otra forma, la evaluación numérica
de la integral no será correcta.

Esto, evidentemente, resulta extremadamente complicado cuando la función subintegral es
rápidamente oscilante, ya que la cantidad de ceros que aparecen es muy grande y su evaluación puede
resultar, computacionalmente, muy costosa.

Es entonces cuando aparecen algunos métodos numéricos que están expresamente diseñados o
ideados para este tipo de situaciones [3-7].

Un ejemplo claro de este tipo de situación nos aparece, precisamente, al calcular la matriz de
impedancias del sector angular. Fijémonos en la siguiente integral:

En un caso como este, tanto m como l, índices de las funciones subintegral, tienen valores cada
vez más grandes, de tal forma que, claramente, estamos ante un caso como el planteado, en el que la
función varía cada vez de forma más rápida.

Como se ha dicho, una primera forma de resolver estas integrales, y la más habitual, es encontrar
los ceros de la función subintegral y aplicar un método clásico, como del de Gauss, a cada uno de los
períodos. Este método, sin embargo, es muy ineficiente, no tanto por el cálculo de los ceros, que puede
ser analítico, sino por el número de integrales que hay que hacer si tenemos en cuenta que la frecuencia
de variación es muy grande.

Para resolver de forma eficiente este problema, vamos a fijarnos especialmente en el método
propuesto por Levin [3], y luego veremos cómo aplicarlo a nuestro problema.
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C.1.-Método general

Vamos a considerar el siguiente problema:

donde hemos definido el producto interno <f,w> como el producto escalar entre el vector de funciones
ft(x) y el vector w(x).

El vector de funciones f(x) es: 

y se supone que son m funciones que no son rápidamente oscilantes.
Por otro lado, el vector w(x), definido como:

y se supone que son m funciones que sí son rápidamente oscilantes.
Además, vamos a suponer que el vector de funciones rápidamente oscilantes cumplen la

siguiente propiedad:

Es decir, que la derivada del vector de funciones se puede expresar como el producto de una
matriz A(x) -de dimensiones m x m- y consistente en funciones que no son rápidamente oscilantes y por
el propio vector de funciones w(x).

Cuando se cumplen estas condiciones, podemos asegurar que la integral objeto de estudio tiene
el siguiente valor:

donde p(n)(x) es un vector de m funciones, definido como:

donde, a su vez, cada una de las m funciones del vector es:

donde  es un conjunto de funciones base conocidas (o definidas de forma apropiada para cada caso,� L

N

normalmente un polinomio) y  de tal forma que los coeficientes se calculan de modo global para que el
vector de funciones p(n)(x) satisfaga la siguiente ecuación:
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para cada punto xj comprendido en el intervalo [a,b]. Nótese que n es el número de puntos que tomamos
entre a y b, para ajustar la solución a la ecuación diferencial planteada a través del operador L.

En este caso L[·] es un operador que se aplica sobre el vector, definido como:

Y donde f(x) es el vector definido inicialmente con funciones que no oscilan rápidamente.

C.2.-Aplicación del método

Vamos a proceder a aplicar el método propuesto de integración a la integral que nos interesa, que
volvemos a rescribir aquí:

Vamos ahora a calcular por el método antes descrito esta integral, pero que vamos a plantear de
otra forma, para poder aplicar el método anterior y de paso obtener otra integral dual a esta y que también
resulta de utilidad. Esta es:

Como puede verse la llamamos I
"
, de tal forma que su parte real es la integrarla planteada

inicialmente y su parte imaginaria nos da la misma, pero con la función seno en lugar del coseno.
Como curiosidad, mencionar que la máxima frecuencia de la función primera, la que varía según

el parámetro l, es l/(2a) y la máxima frecuencia para la función exponencial es m, recordando, además,
que ambos parámetros son grandes.

Para plantear nuestra integral como el modelo propuesto en el método, vamos a escribir I
"
 así:

Si identificamos términos, tenemos que el vector w(x) de funciones que varían rápidamente es:

y el vector de funciones lentas f(x):
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Y si calculamos la derivada de w(x), podemos encontrar la relación que liga esta derivada con
la propia función, de tal forma que:

Comparando estas expresiones con el método general, podemos ver que el valor del parámetro
m que indicaba el número de funciones de los vectores f(x) y w(x) es 2, por lo que sólo necesitaremos
dos funciones en el vector p(x), que quedarán así:

Y donde las funciones base que vamos a usar serán las mismas para las dos funciones y de valor:

Si ahora definimos, para simplificar, las siguientes variables:

de tal forma que la matriz A(x) queda:

Y si aplicamos el operador L al vector de funciones p(x), tenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:
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Este sistema se resuelve particularizando en un número n de puntos dentro del intervalo [a,b].
Finalmente, pues, la resolución de la integral quedará, según lo visto, como:

donde el vector de funciones p(x) se ha calculado previamente y el valor de w(a) y w(b) es:

Y por lo tanto la integral será:

C.2.1.-Integración para 2 puntos: n=2

Como ejemplo más particular, vamos a hacer los cálculos para el caso en el que tomamos dos

puntos en el intervalo [a,b], de tal forma que las funciones  serán:� Q

L 	

Sustituyendo estas funciones en la ecuación diferencial resultante de aplicar el operador L[·],
y particularizando para dos puntos, es decir para x=a y x=b, tenemos el siguiente sistema, para la primera

función :� 2
1 	

Por lo que, despejando, tenemos que los coeficientes de la función son:
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Haciendo lo mismo para la segunda función , llegamos a los siguientes coeficientes:� 2
2 	

Por lo que los valores de las funciones en el origen x=a y en el extremo del intervalo x=b son:

Y, finalmente, el valor de la integral I
"
:

C.2.1.1.-Estimación del error

Esta aproximación que hemos realizado se basa en aproximar la solución de una ecuación
diferencial -ecuación (C.10)- por una función polinómica, que, evidentemente, no es exacta.

Para podernos hacer una idea de la calidad de la aproximación, podemos coger la ecuación
diferencial, e integrando en ambos lados comprobar cuánto se parecen entre sí los valores y de esta forma
estimar el error cometido.

El sistema de ecuaciones diferenciales es:

Si integramos ambos miembros de la igualdad, por ejemplo de la primera, ya que la segunda será
igual, tenemos:
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Y, en la medida en que I1 e I2 se parezcan más, mejor será la aproximación a la solución real del
problema.

C.2.1.2.-Valores asintóticos

Por último, veamos qué sucede si el valor del parámetro l va creciendo, de tal forma que
podamos decir que .>> µ

Es este un caso real, ya que el parámetro m, que gobierna el valor de µ, suele ser un valor cuyo
valor máximo está fijado a priori por el número de modos que deseamos  considerar en los accesos del
problema, mientras que el valor de l, que gobierna el parámetro �, puede crecer hasta valores muy
grandes debido a la convergencia deseada del problema.

Para este caso, tenemos que los valores aproximados de los denominadores �1 y �2 tienden a
valer, ambos, �2, de tal forma que los coeficientes de las funciones auxiliares p(x) pasan a ser:

Y, si calculamos la integral I
"
 con estos valores, llegamos a:

Es importante destacar, de este resultado, que la integral es inversamente proporcional al
cuadrado del parámetro �.

C.2.2.-Integración para 3 puntos: n=3

De forma más compacta vamos a dar los resultados que se obitenen para el caso de considerar
3 puntos en el intervalo [a,b].

En este caso las funciones  serán:� Q

L 	
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Seguidamente sustituimos en la ecuación diferencial particularizando para tres puntos, es decir
para x=a, x=(a+b)/2 y x=b, y obtenemos el siguiente sistema, en este caso para la primera función

:� 3
1 	

Y despejando los coeficientes tenemos:

donde el denominador �1 vale:

Para el caso dual, es decir para la función , bastará con cambiar � por -�.� 2
2 	

Para caracterizar el error que cometemos, bastará con ampliar el método propuesto en el apartado
anterior.

C.2.2.1.-Estimación del error para N puntos

Vamos a ver la expresión general que tomaría esta estimación del error, para un número N de
puntos, cuyas coordenadas son:



Integral de funciones oscilantes C-9

�
Q
��� ��1 � ���

��1
(C-40)

� 1

1 	 ��1 	 ��
1

N'1

 1
N � 	� ���

2

N&1

(C-41)

� )

1 	 ��
1

N'2

 1
N � ��1 � 	� ���

2

N&2

(C-42)

� )

1 	 � µ �
	

��1 	 �
1
2

(C-43)

�1��
E

D

� )

1 	 �	��1 � ��1 � ��
1

N'1

 1
N � ���

2

N&1

�
���

2

N&1

(C-44)

�2�µ ��
E

D

�1 	 �	�µ ��
1

N'1

 1
N �

���
2

N

�
���

2

N

�
(C-45)

�3� ��
E

D

�1 	
�	
	
� ��

1

N'1

 1
N ��

E

D

	� ���
2

N �	
	

(C-46)

�4� ��
E

D

1
2

�	� ���
2

(C-47)

�
E

D

	� ���
2

N �	
	
�

���
2

N

�
���

2

N

�
�

���
2

��
E

D

	� ���
2

N&1 �	
	

(C-48)

Para ello, recordamos en primer lugar el valor de la función que nos sirve de aproximación

-usaremos la función  para nuestros cálculos, sabiendo que la segunda es igual, cambiando el� 1

1 	

signo del parámetro �-:

y su derivada es:

Y recordamos que la estimación del error la hacemos integrando los dos términos de la ecuación
diferencial siguiente:

Así pues, tenemos los siguientes términos:

Nótese que en la integral I3 tenemos otra integral que se puede calcular de forma recursiva de
la siguiente forma:



C-10 Aplicación de la teoría de análisis circuital generalizado ...

� ��
E

U'D

sen � � �
Ln E

U

Ln E

D

��
M @ 2 @ @P @

U&D

E&D � ��
�

(C-49)


 	 �
�

M @ @ O @
Ln E

[

Ln E

D

%2 @P @

[&D

E&D

��

& M @ @ O @
Ln E

[

Ln E

D

&2 @P @

[&D

E&D

(C-50)

� 	 �

1
2 � � �	

1
2 � � �	

(C-51)

� 	 �

� � � �

	 �Ln E

D

�
2 ��
���

0

0 � � �

	 �Ln E

D

�
2 ��
���

�

µ �
	

0

0 µ �
	

(C-52)

� � �1 � ��2 � �cos � � � �1 � ��2 � (C-53)

C.3.-Otra integral donde aplicar el método

Para terminar, daremos otro ejemplo de aplicación del método, pero más rápidamente y sin entrar
en muchos detalles.

La integral calcular es muy similar a la anterior:

Actuando de igual forma que antes, de tal forma que rescribimos la expresión subintegral como
la suma de dos exponenciales, tenemos que el vector w(x) es:

y el vector de funciones lentas f(x):

Y si calculamos la derivada de w(x), podemos encontrar la relación que liga esta derivada con
la propia función, de tal forma que:

utilizando los parámetros � y µ definidos anteriormente en la ecuación (C.19).
Y con estos valores, el resultado de la integral será:

C.3.1.-Integración para 2 puntos: n=2

Para el caso de considerar dos puntos, tenemos que las funciones auxiliares p1(x) y p2(x) toman,
en los límites del intervalo, los siguientes valores:
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Y con estos valores es inmediato el cálculo de la integral I
"
, a través de (C.53).

C.3.1.1.-Valores asintóticos

Si ahora, como antes, consideramos que el parámetro � crece lo suficiente como para despreciar
al parámetro µ, podemos ver que la integral I

"
 tiende a valer:

En esta expresión es importante notar que es inversamente proporcional al valor de �, y no a su
cuadrado como sucedía en el ejemplo anterior.

C.4.-Ejemplo numérico

Hemos visto hasta hora cómo se aplica el método. Pero vamos a ver ahora algunos resultados
numéricos, para ver la bondad del mismo.

Supondremos la siguiente ecuación, vista anteriormente:

Y sobre esta integral aplicaremos el método de integración, viendo en primer lugar un ejemplo
para una pareja de parámetros (l,m) y luego para varios valores.

C.4.1.-Ejemplo para m=l=20

En la siguiente figura tenemos representada la función subintegral, en su parte real y en su parte
imaginaria:
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Podemos ver que cumple la condición de que es rápidamente oscilante, por lo que, en principio,
es aplicable el método propuesto.

Si colocamos en una tabla los distintos valores que vamos obteniendo a medida que vamos
incrementando el número de puntos de interpolación desde 2 hasta 7, tenemos los siguientes coeficientes
de los polinomios -C1 y C2- y los resultados de las integrales de estimación de error Ia e Ib y, por
supuesto, el resultado de la integral I:

C1 C2 Ia Ib I

N

2
-0.0001- 0.0031i
0.0002+ 0.0101i

9.9862e-007-
7.3067e-004i
9.3395e-007

-6.8336e-004i

0.1849- 0.0009i 1400 0.0001+ 0.0026i

3
-0.0000- 0.0021i
0.0008+ 0.0100i
-0.0031- 0.0506i

1.0313e-006
-7.5455e-004i
-2.6257e-006
-6.8338e-004i

-0.0000+ 0.0012i

0.1424- 0.0001i 1400 0.0002+ 0.0026i

4

-0.0000-0.0021i
0.0005+0.0047i
-0.0079-0.0527i
0.0310+0.2661i

0.0000-0.0008i
-0.0000-0.0006i
0.0000+0.0012i
0.0000-0.0022i

0.1422-
0.0003i

1400 0.0003+ 0.0026i

5

-0.0000-0.0021i
0.0001+0.0044i
-0.0036-0.0213i
0.0653+0.2787i
-0.2648-1.4126i

0.0000-0.0008i
-0.0000-0.0006i
0.0000+0.0011i
-0.0000-0.0022i
-0.0001+0.0039i

0.1402- 0.0000i 1400 0.0004+ 0.0026i

6

-0.0000-0.0021i
0.0002+0.0051i
-0.0002-0.0195i
0.0228+0.0902i
-0.4905-1.4601i
2.0483+7.4543i

.0000-0.0008i
-0.0000-0.0006i
0.0000+0.0011i
-0.0000-0.0020i
-0.0000+0.0040i
0.0001-0.0071i

0.1403- 0.0001i 1400 0.0004+ 0.0025i
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C1 C2 Ia Ib I

7

-0.0000-0.0021i
0.0003+0.0051i
-0.0020-0.0260i
-0.0041+0.0831i
-0.1239-0.3496i
3.4539+7.5182i

-14.7559-38.7844i

0.0000-0.0008i
-0.0000-0.0006i
0.0000+0.0011i
-0.0000-0.0020i
0.0000+0.0036i
0.0000-0.0071i

-0.0004+0.0127i

0.1400- 0.0000i 1400 0.0004+ 0.0025i

C.4.2.-Ejemplo para "m" y "l" vectores

Sobre la misma función, vamos a suponer que variamos el parámetro m desde 60 hasta 80 y el
parámetro l desde 10 hasta 60.

Tras ejecutar varias veces el método, tenemos las siguientes gráficas logarítimicas donde
tenemos el error relativo cometido respecto del resultado correcto y donde podemos comprobar cómo
van mejorando los resultados a medida que tenemos más y más puntos de interpolación, en este caso
desde 2 puntos hasta 20 -los radios interior y exterior son, como antes, a=0.24; b=0.52-
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D
Matriz Z del

elemento nodo

En este anexo vamos a ver el cálculo de la matriz de impedancias del elemento nodo. Este
elemento nos permite conectar dos puerto en uno sólo, ya que consiste en un sector de grosor cero y con
un acceso por un lado y dos por el otro.

En las siguientes figuras podemos ver los dos casos que se nos pueden dar:

Podemos ver que la figura de la izquierda muestra un elemento nodo donde el acceso común está
en el interior (acceso con el número 1) y los dos a unir en el exterior (accesos con los números 2 y 3),
siendo cada uno de estos un acceso comprendido entre las fases �1 y �2 (acceso 2) y �2 y �3 (acceso 3),
de tal forma que el acceso común quedará entre las fases �1 y �3.

Puede notarse, al mismo tiempo, que el grosor del dieléctrico es �, valor que tenderá a cero, de
tal forma que no tendremos accesos en las paredes laterales ya que son de grosor nulo.

La figura de la derecha muestra el caso dual o complementario, donde el acceso común es el
exterior, que irá desde las fases �1 a �3 (acceso número 1) y consistirá en la unión de los accesos 2 y 3
que comprenden los intervalos [�1,�2] y [�2,�3] respectivamente.

El desarrollo en serie de los campos en cada uno de los puertos de acceso estará dado en función
de unas funciones base que serán, para el puerto común:
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Mientras que para los otros dos puertos tendremos:

Evidentemente, este procedimiento se puede generalizar para el caso en el que tengamos un
único acceso en un lado y N puertos por el otro, desde una fase �1 hasta �N+1, de tal forma que las
funciones base para los accesos sean:

D.1.-Red del tipo 1

En este apartado vamos a calcular la matriz de
impedancias de la red con un puerto por el interior común
y dos en el exterior, que se corresponde con la figura que
volvemos a presentar seguidamente.

El procedimiento de cálculo será el habitual, es
decir, para calcular cada una de las columnas de la matriz
de impedancias dejamos en circuito abierto (condiciones
de pared magnética) el resto de puertos excepto el
correspondiente a la columna objeto de cálculo, para,
finalmente, obtener la relación:

��1

��2

��3

�

	11 	12 	13

	21 	22 	23

	31 	32 	33

�

�
1

�
2

�
3

(D-4)

D.1.1.-Columna 1: parámetros Zi1

Cuando entramos a la red por el puerto 1 con un campo magnético, este campo excitación tiene
la siguiente forma:

Y el potencial en el interior del medio dieléctrico es:
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donde la función g
<
(r) es una combinación lineal de funciones de Bessel de tal forma que se satisfaga la

condición de contorno en las paredes magnéticas que, en este caso, están situadas en r=b. El orden �, por

conveniencia, lo tomaremos: �
2 � ��

3� 1

Por lo tanto:

Como los campos magnéticos deben ser iguales en el puerto de excitación, tendremos:

De esta ecuación, aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas podemos despejar
el valor de los pesos a

<
 y b

<
 del campo en el interior del sector:

D.1.1.1.-Parámetro Z11

El campo eléctrico en el puerto 1 será, calculado a partir del potencial en el interior del sector:

Este campo lo debemos poner como una serie en función de las funciones base del puerto, de tal
forma que:

Y aplicando de nuevo la ortogonalidad de las funciones trigonométricas:
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Como lo que nos interesa es la siguiente relación entre el campo incidente magnético en el puerto
1 y el eléctrico resultante el puerto 1, tenemos:

donde cada elemento de la matriz es:

D.1.1.2.-Parámetro Z21

El campo eléctrico en el puerto 2 será el siguiente, obtenido a partir del potencial en el interior
del sector:

Este campo debe ser rescrito en forma de serie de las funciones base del puerto 2, de tal forma
que:
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Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, teniendo en cuenta que la
expresión es únicamente válida en el intervalo [�1,�2]:

La relación entre el campo eléctrico en el puerto 2 y el magnético en el 1 nos dará el parámetro
que buscamos Z21, definido como:

donde cada elemento de la matriz es:
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D.1.1.3.-Parámetro Z31

Este caso es el dual del anterior, pero variando las fases entre �2 y �3, por lo que el
procedimiento de cálculo es igual que para el parámetro Z21, definiendo el campo en el puerto 3 como:

Y donde el parámetro Z31 nos relacionará los campos eléctricos y magnéticos en el puerto 3 y
1 de la siguiente forma:

donde cada elemento de la matriz es:

D.1.2.-Columna 2: parámetros Zi2

Ahora atacamos la red por el puerto 2 con un campo magnético de la siguiente forma:
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El potencial en el interior del medio dieléctrico es, de forma similar al caso anterior::

donde la función g
<
(r) es una combinación lineal de funciones de Bessel de tal forma que se satisfaga la

condición de contorno en las paredes magnéticas que, en este caso, están situadas en r=a para todo el

intervalo [�1,�3] y en r=b para el intervalo [�2,�3]. El orden � vuelve a ser: �
2 � ��

3� 1

Por lo tanto, para cumplir, en primer lugar, la condición de contorno en r=a:

Como los campos magnéticos deben ser iguales en el puerto de excitación, tendremos:

De esta ecuación, aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas podemos despejar
el valor de los pesos a

<
 y b

<
 del campo en el interior del sector, y de paso, por imponer la igualdad entre

ambas funciones, satisfacemos la segunda condición de contorno que todavía no estaba aplicada (pared
magnética en r=b, pero en el intervalo [�2,�3]):
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D.1.2.1.-Parámetro Z12

El campo eléctrico en el puerto 1 será:

Campo eléctrico que desarrollamos en serie de las funciones base, quedando:

Y aplicando la ortogonalidad:

La definición del parámetro Z12 será:

donde cada elemento de la matriz es, después de sustituir y simplificar:
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D.1.2.2.-Parámetro Z22

El campo eléctrico en el puerto 2 será el siguiente, expresión que será válida únicamente en el
intervalo [�1,�2]:

Este campo, puesto en forma de serie es:

Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, teniendo en cuenta que la
expresión es únicamente válida en el intervalo [�1,�2]:

La relación entre el campo eléctrico en el puerto 2 y el magnético en él mismo nos dará el
parámetro que buscamos Z22:
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donde cada elemento de la matriz es:
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D.1.2.3.-Parámetro Z32

El campo eléctrico en el puerto 2 será el siguiente, expresión que será válida únicamente en el
intervalo [�2,�3]:

Este campo, puesto en forma de serie es:
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Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, teniendo en cuenta ahora que la
expresión es únicamente válida en el intervalo [�2,�3]:

La definición de Z32 será entonces:

y donde cada elemento de la matriz es:
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D.1.3.-Columna 3: parámetros Zi3

Por último, cuando atacamos la red por el puerto 3, el campo magnético es:

El potencial en el interior del medio dieléctrico es:

donde la función g
<
(r) es una combinación lineal de funciones de Bessel que satisface la condición de

contorno en las paredes magnéticas que, en este caso, están situadas en r=a para todo el intervalo [�1,�3]

y en r=b para el intervalo [�1,�2]. El orden � vuelve a ser: �
2 � ��

3� 1

Por lo tanto, para cumplir, en primer lugar, la condición de contorno en r=a:

Como los campos magnéticos deben ser iguales en el puerto de excitación, tendremos:
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De esta ecuación, aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas podemos despejar
el valor de los pesos a

<
 y b

<
 del campo en el interior del sector, y de paso, por imponer la igualdad entre

ambas funciones, satisfacemos la segunda condición de contorno que todavía no estaba aplicada (pared
magnética en r=b, pero en el intervalo [�1,�2]):

D.1.3.1.-Parámetro Z13

El campo eléctrico en el puerto 1 será:

Campo eléctrico que desarrollado en serie de las funciones base es:

Y aplicando la ortogonalidad:
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La definición del parámetro Z13 será:

donde cada elemento de la matriz es, después de sustituir y simplificar:

D.1.3.2.-Parámetro Z23

El campo eléctrico en el puerto 2 será el siguiente, expresión que será válida únicamente en el
intervalo [�1,�2]:

Este campo, puesto en forma de serie es:
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Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, teniendo en cuenta que la
expresión es únicamente válida en el intervalo [�1,�2]:

La relación entre el campo eléctrico en el puerto 2 y el magnético en él mismo nos dará el
parámetro que buscamos Z23:

donde cada elemento de la matriz es:
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D.1.3.3.-Parámetro Z33

El campo eléctrico en el puerto 3 será el siguiente, expresión que será válida únicamente en el
intervalo [�2,�3]:

Este campo, puesto en forma de serie es:

Y aplicando la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, teniendo en cuenta ahora que la
expresión es únicamente válida en el intervalo [�2,�3]:
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La definición de Z32 será entonces:

y donde cada elemento de la matriz es:
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D.1.4.-Generalización y simplificaciones

Todos los resultados obtenidos anteriormente son perfectamente generalizables al caso de tener
un único puerto por un lado del sector y N por el otro, considerando el sector de grosor nulo, utilizando
la base en cada uno de los N puertos ya apuntada anteriormente:

No obstante, debido a la particularidad de que cuando utilizamos únicamente dos puertos por el

lado exterior tenemos que los parámetros , , , , , ,  y  son nulos,	
VF

22 	
FV

22 	
VF

32 	
FV

32 	
VF

23 	
FV

23 	
VF

33 	
FV

33

es más recomendable el uso de este nodo de tres puertos.

D.1.5.-Funciones de Bessel en la matriz de impedancias

En las expresiones calculadas anteriormente para cada una de las matrices de impedancias debe
hacerse notar la aparición de unos cocientes entre funciones de Bessel.

Estos cocientes son, básicamente, de cuatro tipos, que reproducimos seguidamente. Para los
parámetros Zi1:
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Y para los parámetros Zi2 y Zi3:

Debemos de tener en cuenta que el grosor del sector tiende a cero, de tal forma que el radio r=b
tiende a confundirse con el radio r=a, por lo que el cálculo de los cocientes debe realizarse con cuidado.

Estos resultados están en el anexo dedicado a las aproximaciones asintóticas y son, para los dos
primeros, válidos para los parámetros Zi1:

Y para los cocientes para los parámetros Zi2 y Zi3:

Nótese que los cuatro valores son idénticos, salvo el signo de los dos últimos.
En ambos casos llamamos � al grosor del sector, valor que tiende a cero, por lo que todos los

parámetros de la matriz de impedancias estarán divididos por dicho término, que podemos hacer tan
pequeño como deseemos, pero, y esto es lo importante, común para todos los parámetros Z del nodo.

Por ello, en general podremos escribir la matriz de impedancias del nodo de la siguiente forma:
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donde los parámetros subrayados se corresponden con el valor original del parámetro, obtenido en las
páginas anteriores y donde los cocientes de las funciones de Bessel se han sustituido por su valor
asintótico y extraído el término constante en todos �.

D.1.6.-Convergencia

Un último punto de interés en el cálculo de esta matriz es ver la convergencia de las series que
aparecen en el cálculo de todos y cada uno de los elementos que componen la matriz de impedancias.

El parámetro de variación de las series es � que, en todos los casos, vale: . Es decir,�
2 � ��

3� 1

es proporcional a un índice p que varía desde 0 hasta un valor indefinidamente grande.
Así pues, vamos a ir recorriendo cada uno de los parámetros en los que aparecen series infinitas

en � y vamos a ver cuál es el comportamiento asintótico de la función a sumar para grandes valores del
parámetro � o, en definitiva, para grandes valores del índice p.

Debemos recordar, antes que nada, que todas las series compartirán el cociente entre las
funciones de Bessel que hemos desarrollado anteriormente y cuyo comportamiento asintótico para
valores grandes de � es:

D.1.6.1.-Parámetro Z22

El parámetro Z22 está compuesto por cuatro submatrices de la forma:

donde cada una de las 4 submatrices está compuesta por sendos sumatorios o series infinitas en �.
El comportamiento asintótico de cada una de ellas es:

Podemos comprobar, pues, que las series serán convergentes en todos los casos ya que el
parámetro p varía con un exponente a la cuarta, valor que es mayor que 2.
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D.1.6.2.-Parámetros Z32, Z23 y Z33

Agrupamos ahora todos estos parámetros juntos porque los órdenes de variación de las series
que contienen son iguales, obteniendo también una variación en la cuarta potencia, por lo que podemos
garantizar la convergencia de las series:

D.2.-Red del tipo 2

En este apartado se quiere calcular la matriz de
impedancias de la red complementaria de la anterior.

En este caso el puerto común está en el exterior y
los dos restantes en el interior del sector, como se puede
ver en la figura.

El procedimiento de cálculo será el habitual y ya
empleado en la red anterior. No vamos a repetir todos los
cálculos y parámetros, aunque sabemos que el objetivo
será llegar a la siguiente relación entre los campos
eléctrico y magnéticos en cada uno de los tres puertos de
acceso:

��1

��2

��3

�

	11 	12 	13

	21 	22 	23

	31 	32 	33

�

�
1

�
2

�
3

(D-101)

Tras realizar los cálculos de cada elemento de forma similar al caso dual, podemos comprobar
que la matriz de impedancias es exactamente la misma pero cambiada de signo, de tal forma que si a la

matriz del caso anterior la denominamos , por tener el acceso común en el interior del sector y a	
'HQWUR

la del caso que nos ocupa en este apartado , por tener el acceso común en el exterior del sector,	
)XHUD

tenemos que se cumple:

D.3.-Conexión con un nodo

En este punto vamos a ver cómo podemos conectar entre sí dos redes, donde la primera será la
matriz de impedancias de un elemento nodo y la otra la matriz de impedancias de cualquier otra red.

La particularidad de esta unión, y por ello el hecho de separarlo de una conexión normal entre
puertos, es que la matriz de impedancias del nodo está dividida en todos sus términos por un término �
que representa el grosor del elemento y que tiende a cero, por lo que, en teoría, la matriz de admitancias
sería infinita -ver apartados anteriores-. Pero, como vamos a comprobar, esto no será problema ya que
esta indeterminación puede ser eliminada.
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D.3.1.-Problema en general

Vamos a ver en primer lugar el planteamiento del problema en general, para luego particularizar
al problema que nos preocupa.

En la figura adjunta tenemos dos redes
cuyas matrices de impedancias son conocidas: Z1 y
Z2, de tal forma que la primera tiene (N+�) nodos
y se corresponderá con la del nodo y la segunda
tiene (N+a) nodos y se corresponderá con una red
cualquiera.

Sus matrices de impedancias podemos
escribirlas, agrupando los nodos de interés, de la
siguiente forma:

Como podemos ver, cada matriz de admitancias la hemos subdividido en cuatro submatrices que
relacionan los puertos que quedan libres y los que se van a unir entre sí. Nótese que, según esto, es
fundamental reordenar bien la numeración de los accesos para poder realizar esta subdivisión.

El objetivo final será encontrar una matriz de impedancias que relacione entre sí los nodos que
quedan libres, quedando:

Para calcular la nueva matriz de impedancias, impondremos la condición de contorno resultante
de unir los nodos comunes, llamados N. Por lo tanto, las componentes de campo eléctrico y magnético,
que son las tangenciales en cada acceso, deben ser iguales.

Así pues, desarrollando las matrices de impedancias de cada una de las redes, tenemos:

De la segunda y cuarta ecuaciones, igualadas, obtenemos:
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Y ahora sólo resta sustituir en las ecuaciones primera y tercera para conseguir:

que puesto en forma matricial será:

D.3.2.-Problema particular

En el apartado anterior hemos visto cómo queda la matriz global después de la conexión de los
puertos comunes.

Pero ahora hemos de recordar que la matriz del primer circuito se corresponde con la de un nodo,
por lo que cada elemento de la matriz de impedancias está dividido por el término �, que tiende a cero
y que representa el grosor del anillo definido como nodo.

Por ello, cada submatriz de la matriz de impedancias del nodo la rescribimos así:

donde las submatrices con el símbolo de subrayado son finitas y el término � tiende a cero, de tal forma
que la matriz de impedancias sería infinita.

Podemos comprobar ahora que, sustituyendo esto en el resultado final del apartado anterior,
tenemos, en primer lugar, que el parámetro � es:

Y sustituyendo este resultado parcial en la matriz total obtenemos que cada submatriz de la
matriz total de impedancias es, tras tomar el límite cuando �
0, en las tres primeros de los cuatro
parámetros:
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Nótese que lo tres primeros términos no tienen ningún problema de indeterminación ni de
divergencias. Sin embargo, el cuarto término sí podría ser una indeterminación, caso de que el numerador
sea cero, o bien infinito en caso contrario.

Se puede comprobar que a la hora de calcular el numerador con las matrices obtenidas al calcular
el nodo, este se anula. Es decir, que se cumple que:

Por lo tanto, para poder calcular el último término de la nueva matriz de impedancias deberemos

resolver la indeterminación, ya que se cumple que 	 W
�

0

0

Para resolver esta indeterminación aplicaremos L’Hopital, de tal forma que debemos derivar el
numerador y el denominador respecto a la variable �.

La derivada del denominador es la unidad. La del numerador puede resultar algo más compleja,
y a ella vamos.

En primer lugar vamos aplicar un cambio de variable, de la siguiente forma:

donde hay que hacer notar que tanto f como Z son matrices, por lo que hay que ir con cuidado a la hora
de manipular estos valores.

Como estamos buscando precisamente la derivada de la función f, podemos hacer:

Luego:

Y, por lo tanto, el elemento  será:	 W
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D.3.2.1.-Campos en el interior

Como un problema adicional a este caso particular estaría el caso del cálculo de los campos en
los nodos comunes N cuando son conocidos los campos en el resto de puertos � y a.

En concreto, veremos que no nos hace falta siquiera conocer los campos en los nodos libres a
sino que nos bastarán los campos en el acceso que queda libre del nodo de grosor � (valor que, como se
recordará, tiende a cero).

Así pues, si planteamos el problema en general, tenemos, como ya se ha visto anteriormente:

Y, puesto que los campos en los accesos N son iguales, podemos calcular el campo en dichos
accesos así:

Pero como cada elemento de la matriz de impedancias del nodo la podemos reescribir como

, tenemos que el campo en los accesos comunes es:	 1
L M

�
	 1
L M

Y si ahora tomamos límites, ya que � tiende a cero:

O bien, recordando que se cumple , tenemos:	 1 �	 1
1
� 	 1

11

&1 �	 1
1
�0
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Procediendo de igual manera, podríamos calcular el campo eléctrico de los N puertos en función
del campo en el puerto común, llegando a:



Figura E-1.-Onda Plana genérica
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E
Incidencia de ondas

planas

En este anexo estudiaremos el cálculo del campo difractado por un elemento circular, del que
conozcamos su matriz de dispersión, cuando sobre dicho elemento incide una onda plana. Evidentemente
su aplicación es directa a los resultados obtenidos en el capítulo de resultados y del estudio de la cuña
dieléctrica, ya que del mismo se obtiene, también de forma inmediata, según vamos a ver, la sección
recta radar o RCS del objeto.

E.1.-Ondas planas

El problema de la onda plana sería el mostrado en la
figura adjunta, donde tenemos representada una onda plana que
incide desde un ángulo �0.

La expresión general de este campo es:

donde  es el vector posición del punto donde se evalúa el��
campo .���� � �̂�� � �̂

Por otra parte, k0 es el número de onda en el vacío,

definido como  y el vector  es el vector unitario�0� � µ � 0 �̂

que nos define la dirección desde la que viene la onda plana, de
tal forma que: �̂��cos �0 � �̂�sen �0 � �̂

Esta expresión general de la onda plana se puede reescribir en términos de la ondas cilíndricas
-funciones de Bessel- así:

Y con una serie de manipulaciones, para ver las ondas incidentes y reflejadas de la onda plana:
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Recordamos en este punto que las ondas asociadas a la función de Hankel de primer orden es
una onda incidente y la de segundo orden es reflejada.

Así pues, podemos escribir la onda plana incidente como la suma de dos vectores columna, uno
correspondiente a la onda regresiva o la asociada a la función de Hankel de primera orden y otro el vector
correspondiente a la función de Hankel de segundo orden. Por ello, tenemos:

donde se ha utilizado la siguiente nomenclatura para el vector incidente:

y para el vector reflejado:

donde el campo total de la onda plana sería:

y, por supuesto, donde el vector base es:

E.1.1.-Campo magnético

Como un subapartado de las ondas planas, vamos a ver cómo queda el campo magnético
asociado a una onda plana como la expresada antes en función de las funciones de Bessel.

Recordemos que el campo magnético es:
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donde �0 es la impedancia del medio, en este caso del vacío, y donde hemos supuesto que el campo
eléctrico sólo tiene la componente en z, como es el caso.

Si desarrollamos el campo magnético en coordenadas cilíndricas, tenemos:

Y tomando únicamente la componente en , que es la tangencial en los cilindros, podemos�̂

desarrollarla en funciones cilíndricas de la siguiente forma, recordando que :�
]
��0 ��

& M @N0 @ PU @ N̂

Y la función  está definida como: 
Q Q

�
1 	�0

0.5 	�0

E.2.-Campo difractado

Una vez visto el campo que incide sobre el cilindro del que conocemos su matriz de dispersión,
vamos a ver cuál es el campo difractado por dicho objeto.

Sabemos que la matriz de dispersión nos relaciona el campo total incidente, en el radio r=a, con
el reflejado así:

El objetivo será calcular el campo difractado , que será la suma de dos componentes, uno��
VF

incidente y otro reflejado:

La componente incidente  es cero, ya que desde el infinito no tendremos más aportación que�� L

VF

la de la onda plana incidente. La reflejada, que será en definitiva el objeto de nuestro problema, es:

Nótese, pues, que hemos denominado al vector de campo reflejado:
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Sustituyendo, pues, el campo total en la ecuación que nos relaciona el campo indicente y
reflejado a través de la matriz S, teniendo en cuenta que todos los campos están particularizados en r=a,
que es donde está definida la matriz de dispersión:

Despejando el campo difractado, y suponiendo, sin falta de generalidad, que E0=1:

E.2.1.-Caso particular 1: Conductor perfecto

Como ejemplo, vamos a suponer que el elemento del que conocemos su matriz de dispersión en
un conductor perfecto. En este caso, la matriz de dispersión es:

Si operamos, podemos comprobar que la onda difractada es:

Este valor coincide con los proporcionados en [1, 2]

E.2.2.-Caso particular 2: Cilindro dieléctrico

El segundo ejemplo sería el caso analítico ampliamente conocido de la difracción de un cilindro
dieléctrico de radio r=a.

Sabemos que la matriz de dispersión de este cilindro es:

Como la matriz es diagonal, es muy sencillo despejar el campo difractado, que resulta ser:
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donde el parámetro An vale:

expresión que coincide con la proporcionada en [1, 2].

E.3.-Sección recta radar (RCS)

La sección recta radar es un parámetro muy interesante en la teoría electromagnética y nos indica
el comportamiento de un determinado objeto cuando lo observamos desde lejos.

La definición de la misma, en el caso bidimensional, es:

Es decir, consiste en la relación entre el campo difractado por el objeto respecto del campo
incidente sobre el mismo, cuando el punto de observación está suficientemente alejado.

Recordamos que la expresión del campo difractado es:

Sobre esta ecuación debemos aplicar la expresión asintótica de la función de Hankel de segunda
especie, que como sabemos es:

Así pues, el campo difractado es:

Y por lo tanto la RCS será:
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Y, como en el caso que nos ocupa, el campo incidente es una onda plana, el denominador de la
expresión anterior es la amplitud E0 del campo, quedando, finalemente:

donde los coeficientes an y bn son, recordando la expresión anteriormente calculada:

donde se ha divido todo por la función , para que nos quede el cociente entre las funcionesH 2
n �0 �


de Hankel de primera y segunda especie, ya que caso de tener valores grandes del orden este cociente
es muy cómodo de calcular utilizando los valores asintóticos y evitando así los problemas numéricos
derivados del cálculo de la función de Bessel de segunda especie.

Esta expresión, en forma matricial, se puede poner como:
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