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Presentacion

La Universidad Espanola emprendié la década pasada una etapa inédita con
el denominado Plan Bolonia. En dicho plan el tiempo del que dispone el profeso-
rado para la imparticién de la docencia matematica se ha reducido drasticamente.
De esta manera la clasica clase magistral del siglo anterior se vuelve, en ocasiones,
menos expositiva y més orientada hacia la btisqueda de conocimientos en los que el
universitario debera involucrarse de una manera més activa.

El presente libro, que es una revisién del homénimo que los autores escribieron
en 2010, es un texto elemental sobre Algebra Lineal concebido para los alumnos de
Ingenieria que se graduaran en estos nuevos planes aunque basicamente el contenido
corresponde al curso que los autores han impartido en la Escuela Politécnica Superior
de Gandia en anteriores cursos académicos. El poco tiempo de que se dispone para
su imparticiéon queda patente, en cierta manera, en la ausencia de demostraciones
que sbélo aparecen esporadicamente en el desarrollo del capitulo, o en algiin ejercicio.
Ello, sin embargo, permite una lectura fluida del texto.

No obstante lo dicho en el parrafo anterior, y aun usando terminologia sen-
cilla, la argumentaciéon de los contenidos del texto es constante y rigurosa en su
exposicién. Los epigrafes que aparecen en letra pequena contienen demostraciones
o ponen énfasis en algunos aspectos matemaéticos, y su lectura no es imprescindible
para la comprension del texto. En ocasiones, el uso de la letra cursiva nos permite
eludir la formalizacién de conceptos, cuando éstos parecen intuitivos.

En esta nueva ediciéon, como en la primera, los autores se han esmerado so-
bre todo en la exposicién didactica del texto que han estructurado en capitulos. La
exposicién de resultados de cada capitulo se ilustra con ejemplos que aclaran los
conceptos. Al término de cada capitulo se dan una gran cantidad de ejercicios re-
sueltos con todo detalle, y después se proponen unos pocos que motiven al estudioso.
Acaba cada capitulo con la descripcién de algin “Proyecto” que es una extension o
aplicacién de la teoria del texto.

Los siete capitulos que componen el programa que se desarrolla, en este or-
den son: teoria de conjuntos, espacios vectoriales, matrices, aplicaciones lineales,
determinantes, sistemas de ecuaciones lineales y diagonalizacién de matrices.

Para la comprension del texto s6lo se requieren nociones elementales del Ana-
lisis Mateméatico y conocimientos basicos sobre los conjuntos de los niimeros reales
y complejos, aunque es esencialmente en los primeros, sobre los que se desarrolla la
teoria.

Los autores agradeceran, una vez mas, cualquier sugerencia tendente a mejorar
el presente texto en ediciones sucesivas.

Los autores.



NOTACION:

En este texto se ha evitado un lenguaje excesivamente simbdlico.

No obstante, el lector debe conocer la siguiente terminologia basica que se
usa en matematicas y ciencias tecnolédgicas:
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Cuantificador universal. Se lee “para todo” o “para cada’
Cuantificador existencial. Se lee “existe”

Equivalencia proposicional. Se lee “si y sélo si”
Abreviatura de “si y sélo si”

Equivalencia (se utiliza como cambio convencional de notacién)
Implicaciéon proposicional. La proposicién de la izquierda
implica la de la derecha. Se lee “implica”

Se lee “tal (tales) que”

Se lee “tal (tales) que”

Indica final de una demostracién

En latin id est y se lee “es decir”

Simbolo de pertenencia

Simbolo de inclusion

Simbolo de unién

Simbolo de interseccién

Conjunto de los nimeros naturales (incluye al cero)

El conjunto N sin el cero

El anillo de los niimeros enteros

El cuerpo de los ntimeros racionales

El cuerpo de los ntimeros reales

El cuerpo de los ntimeros complejos

Cuerpo (R 6 C, generalmente)
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Capitulo 1

TEORIA DE CONJUNTOS

En este capitulo se ofrece una (ingenua) introduccién a la teoria de
conjuntos que es suficiente para establecer y estudiar los conceptos que se
definen a lo largo del texto. Se ha puesto especial interés en los conceptos
de aplicacién y ley interna de un conjunto, para concluir con unas nociones
elementales de combinatoria.

El Principio de Induccién establece para una proposicion P, donde n € N, que:

[Py cierto y (P, — Pn+1) cierto | — (P, cierto ) Vn € N

El Principio se basa en la buena ordenacién de N (todo subconjunto de N posee
primer elemento), y en él se fundamentan las demostraciones por induccién y los conceptos
que se definen por recurrencia (o induccién).

En la préctica este Principio admite variantes.

En la prueba de P, — Pni1 se asume (hipdtesis) que P, es cierta. A ello se le
denomina hipé6tesis de induccién.

1.1 EL ALGEBRA DE BOOLE DE LA TEORIA
DE CONJUNTOS

1.1.1 Conjuntos

Un conjunto es una coleccién de elementos. Los conjuntos suelen de-
notarse con letras mayusculas. Cuando se explicitan sus elementos, éstos, sin
repetirse, se encierran entre llaves separados por comas. En ciertos contex-
tos se utilizan los términos sistema, coleccién y familia como sinénimos
de conjunto. Asi se habla de “familia de conjuntos” en vez de “conjunto de
conjuntos” y sistema de vectores en vez de conjunto de vectores.

Designaremos por N, Z, Q, R y C a los conjuntos de los niimeros natu-
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rales, enteros, racionales, reales y complejos, respectivamente. Asi, por ejem-
plo:
N={0,1,2,...} y Z={...,-2,-1,0,1,2,... }.

Un conjunto unitario es aquél que posee un tnico elemento. Esta
terminologia se extiende a conjuntos de dos o mas elementos, de manera
obvia.

Para expresar que un elemento a pertenece a un conjunto S (o que
estd en S) se escribe a € S. Si a no estd en S se escribe a ¢ S. Para expresar
que un conjunto A estd contenido (o incluido) en otro B (i.e., todo elemento
de A estd en B) se escribe A C B (o B D A), en tal caso se dice que A es un
subconjunto de B. Si A no estd incluido en B se escribe A ¢ B.

Se designa por () al conjunto vacio que no posee elementos. Todo
subconjunto no vacio S posee dos subconjuntos impropios: () y S. Los
demds subconjuntos de S se llaman propios.

Dos conjuntos A y B son iguales, y se escribe A = B, cuando poseen
los mismos elementos, lo cual sucede sii A C By B C A.

Un conjunto también se describe a través de una expresién caracteri-
zadora de sus elementos dentro de un contexto (conjunto referencial). Asi, el
conjunto {0,1,2,3,4} también se puede escribir de las dos formas siguientes:

{reN:2<5} o {xe€Z:0<xz<A4}

1.1.2 Ejemplos

(a) El conjunto V' de las vocales es V = {a,e,i,0,u} (o también V =
{e,i,a,0,u} pues el orden de aparicién de los elementos es irrelevante).

Se tiene que {a,e,0} C V pero {a,m} ¢ V puesm ¢ V.
(b) —2 € Z pero =2 ¢ N

(c) Se tienen las inclusiones numéricas N C Z, Z C Q,Q C Ry R c C. Sin
embargo las inclusiones contrarias no se verifican.

(d) El conjunto binario {—1,1} se puede escribir {x € Z : 1 < 2% < 2}.

(e) Se tiene que
{reR: 2?=—-1}=0.

Obsérvese que el conjunto () viene determinado por una condicién im-
posible de cumplir.
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(f) El conjunto {0,2,4, ...} que contiene el 0 y los pares es el conjunto {2n :
n € N} por lo que habitualmente se representa por 2N. Andlogamente si
p € N*, pN representa los naturales multiples de p, que también suelen
denotarse p.

1.1.3 Nota

Si a € S podemos escribir {a} C S pero la notacién a C S es incorrecta. En la
actualidad, en argumentaciones matemaéticas, se acepta la notacién a,b € S para indicar que

ambos elementos a y b pertenecen a S (aunque lo correcto algebraicamente es {a,b} C 5).

1.1.4 Representaciones graficas

En ocasiones los conjuntos se describen (definen) mediante graficos. Asi,
un diagrama de Venn es una representacion grafica plana de un conjunto,
en la que sus elementos quedan encerrados por una linea, como se muestra en
la figura siguiente en la que se representa el conjunto de vocales.

En un diagrama lineal los elementos del conjunto son los que resaltan
sobre el segmento o la recta donde se representan. Este tipo de representacion
es interesante cuando se desea entrever un orden entre los elementos. En la
figura inferior se representa en R el conjunto I que es el intervalo [1,2].

El gréfico siguiente muestra que A C B.

1.1.5 Unidn, interseccion y complementacién de conjuntos

Sean A y B dos conjuntos. Se define la unién de los conjuntos A y B,
y se denota AU B (se lee A unién B), como el conjunto

AUB={x:x€ A o x € B}.
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AU B es el conjunto rayado.

Grosso modo, A U B contiene los elementos de A o B (recordar que
la “0” légica no es excluyente). Este concepto se extiende de forma natural
a una familia cualquiera de conjuntos de manera que la unién de éstos estd
formada por los elementos que pertenecen a alguno de los conjuntos de la
familia. En particular, cuando la familia de conjuntos es infinita numerable,
por ejemplo Ay, As, As,... su unién se escribe A3 U Ay U A3U. .., o también
de las siguientes formas:

oo
U4, U4, Jlaii=12,3,.0 (J4i-ieN}, (4, A
1€N i=1 i>1 i

Se define la interseccién de los conjuntos A y B, que se denota AN B
(se lee A interseccién B), como el conjunto

ANB={z:2x€ Ay xe B}

AN B es el conjunto rayado.

Grosso modo, AN B contiene los elementos comunes a Ay a B. Si A
y B no tienen elementos comunes se dice que son disjuntos. Al igual que
antes este concepto se generaliza a una familia cualquiera de conjuntos.

De las definiciones se desprenden las siguientes propiedades inmediatas:

ACAUB,

ANB CA,

ACB& AUB=B< AnB=A

Si Ay B son conjuntos dentro de un referencial E, se define el comple-

mentario de A (respecto E), y se denota por A¢ (se lee A complementario),
como el conjunto formado por los elementos de E que no estdn en A. De
manera mas general se define el conjunto B — A (diferencia de B y A), como
el conjunto de los elementos de B que no estdn en A. Es facil observar que
B — A= BnN A°. En la siguiente figura B — A es el conjunto rayado.
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