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Introduccion

En este libro se presentan las préacticas a realizar por los alumnos en la
asignatura optativa de Métodos matriciales para la ingenieria, imparti-
da en la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, Canales
y Puertos (E.T.S.I.C.C.P.) de la Universidad Politécnica de Valencia.
Dichas practicas pretenden afianzar y reforzar los conocimientos tedri-
cos adquiridos en la asignatura. A tal fin se incluyen en el mismas una
serie de ejemplos completamente resueltos y actividades planteadas que
requieren el uso del programa informatico Mathematica para su completa
resolucién, [11, 17, 19]. El libro se divide en tres partes fundamentales.
La primera consiste en una introduccién al software Mathematica. La
segunda parte es el nucleo del libro y consta de cuatro préacticas com-
pletamente desarrolladas e ilustradas en las que se han anadido diversas
actividades a realizar por el lector. En la tercera y ultima parte, como
un anexo, se introducen las funciones de Mathematica utilizadas.

La primera préctica trata sobre matrices definidas. Sobre este tipo de ma-
trices pueden consultarse las referencias de teoria [2, 13, 3, 18, 20, 25, §]
de las que se han utilizado algunas ideas para el desarrollo de la practica
presentada.

La segunda practica versa sobre el calculo de funciones de una ma-
triz. Para seguir la practica presentada, son aconsejables las referencias



[5, 7, 14]. El célculo de funciones de matrices, sobre todo de la matriz
exponencial, es un campo de investigacion activo sobre el que el lector in-
teresado puede consultar, por ejemplo, las referencias clasicas, [9, 16, 15],
asi{ como libros recientes [12] y articulos de investigacién [23, 22] .

La tercera practica estudia la descomposicién en valores singulares y su
aplicacion a la compresiéon de iméagenes digitales, asi como se presen-
ta una breve introduccién al procesamiento de imagenes digitales. Este
constituye un campo especialmente rico para las aplicaciones del calculo
matricial, véanse por ejemplo las referencias [1, 10, 24]. Las iméagenes no
obtenidas mediante Mathematica en dicha préctica (por ejemplo las de
Lena) se han obtenido de Wikipedia y son de dominio publico.

La cuarta y tultima practica trata de inversas generalizadas y sus apli-
caciones a minimos cuadrados. Para la practica que presentamos puede
ser 1util la consulta de las siguientes referencias [3, 4, 21, 27, 26]. Una
aplicacion del método de minimos cuadrados a la dosificacién de aridos
para hormigones se encuentra en [6].

Se han dejado aparte numerosos areas que podrian consultarse por parte
del lector interesado, como por ejemplo métodos de algebra numérica
[21, 9, 28].

Esperamos que las practicas presentadas sean ttiles al estudiante y al
lector interesado en la aplicacion de técnicas matriciales a la ingenieria y
a la ciencia en general.

Valencia, Noviembre de 2012,

Emilio Defez Candel
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Practica 0

Breve introduccion a
Mathematica.

Mathematica® forma parte de lo que se conoce como “Programas de
Calculo Stmbolico” , siendo uno de los programas mas potentes y conoci-
dos que permiten dicho célculo.

Mathematica puede considerarse como:

= Una simple calculadora de tipo numérico. En efecto, uno puede
teclear operaciones simples o muy complicadas y Mathematica de-
vuelve el resultado de las mismas, de forma analoga a como lo hace
una simple calculadora de bolsillo. La gran diferencia con una cal-
culadora es que tiene mas funciones implementadas y se puede tra-
bajar con la precisién indicada por el usuario (incluyendo precisién

! Mathematica es una marca registrada de Wolfran Research, Inc., 100 Trade
Center Drive, Champaign, Illinois 61820-7237, USA. El programa Mathematica tiene
derechos de autor. Su distribucion se hace a través de los cauces normales, pero no
es gratuita. Se puede conseguir informacion acerca de Mathematica en la siguiente
direccién de Internet: www.wolfram.com. El Distribuidor oficial de Mathematica en
Espaiia es AddLink, Software Cientifico, sita en Rosellén 205, 42, 12, Barcelona

08008, con la que se puede contactar en www.addlink.es.



infinita y calculo simbdlico).

Un paquete de subrutinas para calculo numérico. Mathematica per-
mite realizar muchas operaciones que normalmente requieren la uti-
lizacién de funciones, subrutinas o procedimientos especiales. De
hecho, la integracion numérica, la optimizacién, la programaciéon
lineal, etc., estan ya implementadas y no hay més que utilizarlas
directamente.

Una calculadora simbolica. Mathematica permite trabajar con ex-
presiones simbdlicas, es decir, expresiones que conservan su signifi-
cado integro. Por ejemplo, uno puede definir una funcién de una
cierta variable x, quedando ésta almacenada tal como es y no en for-
ma de un algoritmo que pueda dar aproximaciones a dicha funcién
(método tradicional). Asi, pueden sustituirse valores de la variable
X no numeéricos, como expresiones, parametros, etc., de forma tal
que el sistema entienda y opere en forma simbdlica (exacta).

Una potente herramienta de calculo simbdlico. Mathematica per-
mite derivar e integrar funciones y resolver ecuaciones diferenciales
en forma simbélica. También puede calcular limites y manipular
series de potencias, utilizar transformadas integrales, etc.

Un potente programa grafico, que permite dibujar en dos o tres
dimensiones, elegir las perspectivas, los puntos de vista, el sistema
de representacion, el sistema de coordenadas, etc. Ademas permite
obtener animaciones.

Un lenguaje de programacion de alto nivel. Mathematica incluye
un lenguaje de programacion que permite realizar programacion a
tres niveles:

(a) Programacion de tipo procedural (uso de bloques, iteraciones
y ciclos, recursiones, etc.).



(b) Programacién funcional (con la posibilidad de definir funciones
puras, operadores funcionales, etc.).

(c) Programacién basada en reglas (suministrando reglas que in-
dican como operar o transformar las expresiones simbdlicas,
las funciones, etc.).

= Un sistema para crear documentos multimedia, es decir, que in-
cluyan texto, graficos, sonidos, animaciones, etc.

= Un sistema de apoyo a otros programas. Pueden exportarse graficos
y resultados para ser incorporados a otros programas, como por
ejemplo procesadores de textos como Word, etc.

= También Mathematica tiene paquetes especificos de aplicaciones a
la Optica, fractales, etc.

No es nuestra intencién presentar aqui un extenso resumen de las posi-
bilidades matematicas que encierra Mathematica, por lo que basicamente
se vera una breve descripcién del modo de trabajar con este programa
para realizar las practicas de Métodos matriciales.

Desde su aparicién en 1988 se han sucedido diversas versiones del pro-
grama Mathematica que incluian diversas diferencias y mejoras. En estas
practicas trabajaremos con la version 5.0 de Mathematica para Win-
dows?.

2Es importante resefiar que desde la versién 3.0, Mathematica presenta grandes
cambios respecto de las versiones anteriores. A dia de hoy (octubre de 2012) estdn
disponibles ya las versiones 7 y 8.
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0.1. Primeros pasos con Mathematica.

En el programa Mathematica se pueden distinguir dos partes. Una de
ellas, llamada nicleo® (KERNEL), es la encargada de ejecutar todos los

comandos y realizar los calculos. La otra consiste en la interface de
usuario (FRONT END).

3El ntcleo es comun para todas las versiones de Mathematica.
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1 Untitled-1

Las opciones del ment de Mathematica son:

File Edit Cell Format Input Kernel Find Window Help

Veamos a continuacién una breve descripcion de los més esenciales:

File: Mathematica nos permite, como en cualquier procesador de textos:
abrir, cerrar, salvar documentos,...

Edit: Para copiar, cortar, mover texto seleccionado, etc.

Mathematica es un programa interactivo, es decir, al recibir una instruc-
cién la evalia y devuelve su valor. Para indicarle al ordenador que una
orden ya escrita debe ser evaluada, se pulsa la tecla [Intro | o, de forma
alternativa, se oprimen a la vez las teclas [Shift | y [Enter]. El nucleo
del programa se carga en la memoria del ordenador automéaticamente al
realizar el primer calculo.

Mathematica asigna a cada entrada (instruccién) un ntmero de orden
que indica con ”"In/n/:=" y a cada respuesta con “Out/n/=". De esta
forma, se puede hacer referencia a resultados previos usando la expresién
“%n”. Por ejemplo:



In[i]:= 1+ 1
mut[i]= Z
Infz]:= 2- 3
mut[z]= -1
In[3]:= %1+ %2

ot 1

Se escribe “ %" para referirse a la expresion anterior.

Inf1]= 3
out[i]= 3
Iniz]:= %+ 9
Out[z]= 8

A la hora de escribir las instrucciones con Mathematica, habra sobre todo
que tener en cuenta las siguientes reglas :

(12) Mathematica diferencia entre las letras mintisculas y las maytsculas.

(29) Las expresiones algebraicas se escriben normalmente usando parénte-
sis “(1)”. Los corchetes “[ |” estén reservados para indicar los argu-
mentos de las funciones, y las llaves “{ }” para representar listas
de elementos separados por comas. Una matriz no es mas que una
lista de listas.

(39) Los espacios en blanco son interpretados por Mathematica como
el signo de multiplicar. Si un nombre de funcién consta de dos o



mas palabras yuxtapuestas, la primera letra de cada palabra va en
mayusculas, por ejemplo:
GraphicsArray , ComplexExpand , ListContourPlot

(42) Mathematica incorpora un comando de ayuda. Si se desea informa-
cién sobre alguna funcién interna, puede acudirse a dicho fichero
de ayuda o se puede pedir dicha informacion tecleando el signo “7”
seguido del nombre de la funcién sobre la que se desea tener infor-

macion. Por ejemplo:

?Det

Det[n] giwves the determinant of the sdquare matrix .

Mathematica realizara todos los calculos en forma exacta, a menos que se
le indique que se desea una aproximacion numérica. Para evaluar numéri-
camente, se utiliza “expresién//N” 6 también “N[expresién,m]”, siendo
m el nimero de decimales con los que se desea la aproximacion. Por
ejemplo:

In4= P1i

Out[d]=

InEl= HEPL, 12]

out[5]= 3. 14159265359

nGl= P1 ff H

out]= 3. 14159



Mathematica interpreta como simbolo cualquier palabra o letra que comience
por una letra y que no contenga espacios. También puede asignarse un
nombre a cualquier expresién para luego ser utilizada. Hay dos formas
de realizar esta asignacion:

= Asignacién inmediata. Se introduce el nombre y el valor que se le
13

quiere asignar con un signo “=". En este caso, Mathematica asigna
el nombre y evalua la expresion. Asi, por ejemplo:

In[fl=a=3

Out[fl= 3

= Asignacién diferida. Se introduce el nombre y el valor que se le
quiere asignar con un signo “:=". En este caso, Mathematica asigna
el nombre y no evalua la expresion hasta que no la utilize el usuario.
Asi por ejemplo:

Inf3l=a:=3

Obsérvese que en este caso no se produce Out [ |. Ahora Mathema-
tica tiene la instruccién en memoria y puede utilizarse:

In[@:= a+ 3

Out[E]= A

Es importante conocer algunas de las constantes incorporadas en Ma-

thematica y que por tanto son simbolos reservados por el programa. Por

ejemplo, como ya se ha observado, el simbolo “Pi”’para el ntimero 7, el

simbolo “E”para el ntimero e, el simbolo “I” para la unidad imaginaria ¢,

el simbolo “Infinity” para oo, el simbolo “Degree”para los angulos medi-
K

dos en grados (1 grado son 155 radianes).



Cuando una expresion depende de un simbolo y se desea cambiar ese
simbolo por un valor concreto, entonces se puede utilizar una regla de
sustitucién con el operador “/.”. Asi, por ejemplo, si se quiere reemplazar
en la expresién anterior x por 4, se escribe:

In[10]:= X+ ¥ "2

Out[i0]= X+ ¥

In[11]= X+¥"2f. Xx->4

o[l 4+ 7

donde la flecha se obtiene pulsaldo las teclas del guion y el “mayor que”.
Si en lugar de dar un unico valor a un simbolo se quiere sustituir una
lista de valores, entonces se introduce entre llaves la lista de sustituciones.
Se procede de la misma forma si se desea reemplazar mas de una variable.

In(12]= Xx+¥"2f. {x->4, ¥ -= 5}

Out[iz= 29

Mathematica tiene incoporadas una serie de funciones matematicas para
el tratamiento de funciones, gréaficos, listas, etc. Los nombres de fun-
ciones internas comienzan con letra maytscula, como “Sqrt[ |7, “Cos| |”,
“Sin[ ", “Exp| ", “Integrate[]”, “Solve[]”, ¢ Sqrt[] ”(raiz cuadrada)
etc. (Es importante prestar atencién a esta caracteristica de Mathemati-
ca puesto que como ya se ha dicho anteriormente el programa diferencia
las letras maytsculas de las mintsculas). Sin embargo, el programa tam-
bién permite que el usuario introduzca sus propias funciones. Para ello
basta escribir el nombre de la funcién y sus argumentos entre corchetes
y separados por comas. Asi por ejemplo, para introducir en Mathematica
la funcion



f(z,y,2) = 2* + cosyz ,
se procederia de la siguiente forma:
Inf12]= £[x , ¥ .2 ]:=x"2+Cos[¥z]
In(13]= E[1, ¥, 2]
out[13]= 1+ Cos[y¥ 2]

Para borrar cualquier funcién definida anteriormente se utiliza el coman-
do “Clear][ ]”sobre la funcién.

Clear[f]

Mathematica incluye un gran ntimero de ficheros o paquetes en los que se
encuentran definidas muchas funciones de gran utilidad. En las préacticas
siguientes se utilizara uno de estos ficheros. Todos estos ficheros llevan
la extensién .m. Para acceder a estas funciones, es necesario cargar en
la memoria del ordenador el fichero o paquete deseado utilizando la or-
den “<<”. Asi por ejemplo, si se desea dibujar un objeto en coordenadas
cilindricas, se precisara de la funcién “CylindricalPlot3D]]” que se encuen-
tra en el paquete “ParametricPlot3D.m”. Se procedera primero a cargar
el paquete, indicandole a Mathematica donde se encuentra el fichero que
debe cargar, y luego dibujar la figura deseada:

10



<< Graphics ParametricPlot3D’

CylindricalPlot3D| (Cos[4s])., {s, 0, Pi}, {phi, 0, 2Pi}]

Finalmente, para guardar en un fichero la practica realizada bastara con
ir al menu de Mathematica y pulsar con el raton sobre el comando File.
Una vez abierto este ment, basta seleccionar “ Save as 7, elegir el nom-
bre con el que se quiere salvar nuestro trabajo y donde se quiere salvarlo.
Mathematica guarda dicho fichero con la extension “nb”. Para volver a
reemprender el trabajo donde se dejé, basta abrir de nuevo Mathematica,
pulsar con el ratén sobre el comando File y una vez abierto este men,
seleccionar Open y elegir el nombre del fichero que se quiere abrir.

Es importante resenar que los paquetes de Mathematica que se han car-
gado en la memoria del ordenador para realizar una sesiéon no se cargan
de nuevo en la memoria del ordenador cuando, posteriormente, se vuelve
a abrir el fichero de trabajo correspondiente a dicha sesién. Por tanto,
es preciso previamente cargar en el ordenador dichos paquetes y después
abrir el fichero de trabajo.

11



0.2. Algebra lineal.

Como ya se ha senalado, Mathematica es una potente herramienta en
calculo matematico. Nos centraremos en esta seccion en algunas de sus
funciones para la dlgebra lineal que seran utilizadas en la resolucion de
problemas de Métodos matriciales.

Las operaciones basicas con escalares como la suma, resta, multiplicacion
y divisién se efectiian con los simbolos habituales: +, —, x, /.

Mathematica entiende que los vectores son [istas, listas incluidas entre
llaves { }, y que estén formadas por elementos separados por comas. Las
matrices son interpretadas como una lista cuyos elementos son listas (fi-

1 2
las) a su vez. Por ejemplo, la matriz ( 3 4 ) se escribiria:

In[(i17]= {{1, 2}, {3, 4}}

out[117= {41, 2}, {3, 4}}

A su vez, Mathematica dispone también de funciones especiales para
definir matrices.

Asi, para construir matrices diagonales se tiene DiagonalMatriz[v], donde

v es un vector formado por los elementos que se desea situar en la dia-
gonal principal de la matriz:

In[112):= DiagonalMatrix[{2, 3, 4}]

out[11g= {{z, O, O}, {0, 3, 0}, {0, 0, 4}}

12



y para la matriz identidad se tiene IdentityMatriz[n], donde n es el orden
de la matriz,

in[119]:= TdentityMatrix[4]
ou[i1a)= {{1,0, 0,0}, {0, 1, 0,0} {0,0,1, 0} {0,0,0,1}}

Las operaciones de adicién o sustraccién de vectores y matrices (con las
condiciones habituales sobre sus dimensiones?) se expresan mediante los
simbolos + y —. Asi, por ejemplo, para realizar las siguientes operaciones
con vectores:

se tiene:
n(20]= {1, 2} +{3, 4}- {3, -6}

outfzol= §{-1, 12}

y para realizar la siguiente adicién de matrices,

200 0 01
030 + -2 3 0
0 0 4 0 0 4

se tiene:

m(21]= {{2, 0, 0}, {0, 3,0}, {0,0,4}}+
{{0,0, 1}, {-2,3,0}, {0,0,4}}

Oufed}= {42, 0, 1}, {-2, &, 0}, {0, 0, 8}}

Para el producto escalar de vectores y para la multiplicacién de matrices
(siempre que sea posible) se utiliza el simbolo “.”. Asi, por ejemplo, para
realizar el siguiente producto escalar:

4En caso de error, Mathematica nos proporcionara un mensaje al respecto.

13



(1,2) . (3,4)
se tiene:
In[22]= {1, 2}. {3, 4}
Out[i]= 11

y para realizar el producto de matrices:
2 00 100
0 3 2 . 010
0 4 4 0 0 1
se tiene:
nfzz]= £{2, 0, 0}, {0, 3,2}, {0,424, 4}}.{{f0, 0, 1}, {0, 1,0}, {O,0,1}}
out[z3= {{0, O, 2}, {0, 3, 2}, {0, 4, 4}}

NOTA 0.2.1 Es importante recordar que el simbolo utilizado para la
multiplicacion de matrices es . y no * o un espacio en blanco. El simbolo
x 0 dejar un espacio en blanco entre dos matrices hace que Mathematica
multiplique ambas matrices componente a componente:

n(1z7]= ££2, 0, 0}, {0, 3,2}, {0, 4,4} }»{{1, 0,0}, {0,1,0}, {0, 0, 1}}

ow[iif]= {{2, 0, O}, {0, 3, 0}, {0, O, 4}}

Para multiplicar escalares por vectores o matrices se utiliza el simbolo x*:

Inf122]= I« {{2, 0, 0}, {0, 3, 2}, {0, 4, 1}}

owfize}= {{6, 0, 0}, {0, 3, 6}, {0, 12, 12}}

14



Otras operaciones con matrices.

* Transpose| ]. Con esta funcién se calcula la traspuesta de una matriz

nfl= {41, 2, 3, -1}, {4, 5, 6, -2}, {1, &, 9, -3}} /7 HatrixForm

Ot [} Matri Farm=

1 2 3 -1
4 5 6 —2]
T8 9 -3

n[z]= Transpose[{{1, 2, 3, -1}, {4, 5, 6, -2}, {1, §, 9, —33}] // MatrixForm

Ot [2]Mitrix Farm=

1 4 7
2 5 B
i o8 9
-1 -2 -3

* Det| ]. Con esta funcion se calcula el determinante de una matriz
In(1z9]= et [{{6, O, 0}, {0, %, 6}, {0, 12, 12}}]

Out[129]= 216

* Eigenvalues| ]. Con esta funcién calcularemos los valores propios de

una matriz
In[i30]= Eigenvalues[{{6, 0, 0}, {0, 9, 6}, {0, 12, 12}}]

oui30)= {6, % [?-*-,I"E], % [?+-,|"E]}

* Para calcular el producto vectorial de dos vectores, se utiliza la fun-
cién Cross| | 6 la funcién Det| |:
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Cross[{0, 1, 0}, {0, 1, 1}]

{1.0,0}

Det[{{i, ], k}, {0, 1,0}, {0, 1,1}}]

i

16



Practica 1

Matrices definidas.

La practica que vamos a comenzar con el asistente computacional Ma-
thematica tiene los siguientes apartados:

e Célculo de algunas factorizaciones (descomposiciones) de matrices.
e Inercia de Matrices.

e Cociente Rayleigh.

1.1. Factorizacion de matrices

e Para obtener la descomposicién LU de una matriz A, aunque
Mathematica tiene implementada la funcién LUDecomposition| |,
es mejor proceder utilizando las matrices elementales que a contin-
uacién se datallan:

P[i,j,n] permuta las filas i y j de la matriz de orden n.
Pt[i,j,t,n] a la fila i se le suma la fila j multiplicada por t.

Qli,s,n] multiplica la fila i por s.

17



La sintaxis que hay que introducir en Mathematica, y que teneis en el
fichero utilidades.tzt (no hay que teclearlas, sino usar el copiar y pegar)
es la siguiente:

Pli_, j_, n_] := Module[{B},B = IdentityMatrix[n];

BL[i, i1] = 0O;
BL[j, j1] =0;
BL[i, jl] = 1;
BL[j, 111 = BL[i, j11;B]

Pt[i_, j_, t_, n_] := Module[{B},B = IdentityMatrix[n];
B[[i, jl] = t;B]

Qli_, s_, n_] := Module[{B},B = IdentityMatrix[n];
B[[i, i]] = s;B]

EJEMPLO 1.1.1 Calculemos la factorizacion LU de la matriz

35 6
A = 21 -1
3 5 7

Para calcular esta factorizacion, procedemos del siguiente modo:
Una vez introducida la matriz en Mathematica, elegimos como pivote el

elemento a;y = 3, por lo que la premultiplicamos por la matriz Pt[2, 1, —%, 3],
obteniendo:

MatrixForm[PE[2, 1, -2/3, 3].0{3, 5, 6}, {2,121, -1}, {3, 5, 1}}]

3 5 &

0 -+ -f§
2

3 5 7

18



Premultiplicamos por la matriz Pt[3,1,—1,3], eliminando los elementos
de la primera fila salvo el pivote aiy:

MatrixForm[Pt[3, 1, -1, 3].Pt[2, 1, -2/3, 3].4{3, 5, 6}, {2, 1, -1}, {3, 5, T}}]

o o 1

3 5 6
U=1\|0-% -5
0 0 1

y la matriz L viene dada por:

MatrixForm[Inverse[Pt[3, 1, -1, 31.PL[2, 1, -2/3, 3111

1 00
£

= 10
2
1 01

Como puede comprobarse, se tiene ya la factorizacion LU de la matriz A:

100 3 5 &

Hatri}ﬂ:"nrm[%ll]].[ﬂ -% -5 (]
101 00 1

35 6

[21-1]

3 5 7

e Para obtener la descomposicién LDL! de una matriz A simétri-
ca, se procede a partir de la factorizacién LU de la matriz dada.

EJEMPLO 1.1.2 Calculemos la factorizacion LDL' de la matriz

19



1 2 3
A = 2 5 1
3 1 4

e}

Para calcular esta factorizacion, obtenemos primero la factorizacion LU

de A:

CALCULO DE U
Pt[3, 2, 5, 3]1.Pt[3, 1, -3, 3]1.Pt[2, 1, -2, 3]1.{{1, 2, 3}, {2, 5, 1}, {3, 1, 40}}
ff MatrixForm

1 2 3
[EI 1 —5]
0o 6

CALCULO DE L
Inverse[Pt[3, 2, 5, 3].Pt[3, 1, -3, 3]1.Pt[2, 1, -2, 3]] /f MatrixForm

1 0 0
[2 1 EI]
3 -51

COMPROBACION

[ ] [l] 1 —E]IIHatrixFum
3 -5 1

[2 5 1 ]
31 40
Formamos ahora la matriz D a partir de la diagonal de U sacando factor

comun a los elementos de dicha diagonal:

100 r1 2 3
[ ] [l] 1 l]] 01 —5] ff MatrixForm
-5 1

006! 0D 1

[251
3 1 40

20



obteniendo la factorizacion LDL' buscada.

e Para obtener la descomposiciéon de Cholesky de una matriz
simétrica definida positiva A, podemos proceder manualmente
de dos formas equivalentes:

Primera forma:

1) Obtener la factorizacién LU de A.

2) Construir la matriz diagonal D = (d;;) tal que d;; es la raiz cuadrada
positiva de ;.

3) Obtener H = LD, H' = D'U.
4) Se obtiene asi la factorizacién de Cholesky A = HH'.

Segunda forma:

1) Obtener la factorizacién LDL' de A.

2) Construir la matriz diagonal S = (s;;) tal que s;; es la raiz cuadrada
positiva de d;;.

3) Obtener H = LS.

4) Se obtiene asf la factorizacion de Cholesky A = HH'.

También podemos utilizar la funcién CholeskyDecomposition| | que ob-
tiene la descomposicién de Cholesky de una matriz. Da como resultado
una matriz r de forma que A = r'r. Esta funcién no se encuentra im-
plementada directamente en las versiones de Mathematica anteriores a la
version 5, por lo que previamente hay que cargar en el Kernel el package
“Cholesky”:
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EJEMPLO 1.1.3 Vamos a obtener la factorizacion de Cholesky de la
matriz

Es sencillo comprobar que A es simétrica definida positiva. El primer
paso es obtener la factorizacion LU de A:

r1 0 O 4 1 0
1 23

1 1 "-"T 1 | ;7 MatrixForm
0 1 0 0 2=

L 25 23

41 0

161

o1 9

El siguiente paso es formar la matriz diagonal D:

. _ 203 _
DiagonalMatrix[{2, Sgqrt[23 /4], Sq‘rt[ﬁ]}] // MatrixForm

2 1] 1]

iz
i

0 1oz
i3

1] 1]

[

y formar el producto LD :

22



1 0 2 1]
b
N p I
= 1
4
|
23 ;

? 1]
0 NE

Hatrixf‘urm[Inverse [ :
0 ]
z

|-
B
e
=

] ] 2 7
1 (] 0 203
4 23
0 n

f MatrixForm

y ya tenemos la factorizacion de Cholesky buscada:

23



I-Iatri}ﬂ:"um[

Ll L L

0
A 23
z

2
« 23

205
23

¥ 2 i n N
2
0 A 25 2
2 T ]
0 0 2035
25

l 61

4 1 0
EIlE']

Utilizando la funcion CholeskyDecomposition| | se obtiene:

l-IatrixFurm[Chuleskﬂ)ecunpusitiun[[1 6 1

1.2.

Es conocido [18] que el espectro de una matriz hermitica A es real, y a
partir de dicho espectro, se define la Inercia de A como el triplete {p, ¢, r},
siendo p el ntimero de valores propios positivos, ¢ el de negativos y r el

de nulos.

Utilizando Mathematica podemos determinar la inercia de una matriz de

dos formas:

&

S
&

a

&
T

iz

2

Inercia de Matrices.

24

4 1 0

]]]

019




e Calculando los valores propios de la matriz.

e Utilizando la factorizacién LDL! y aplicando la ley de inercia de
Sylvester.

Para calcular los valores propios de una matriz, utilizaremos la funcién
Figenvalues| |. Por ejemplo:

n[130]:= Eigenvalues[{{6, 0, 0}, {0, 9, 6}, {0, 12, 12}}]

ouftao= {6, % [?-ﬁ], % [?+-,-"E]}

Sin embargo, esta funcién tiene sus limitaciones, entre otros motivos
porque proporciona los valores propios exactos de la matriz. Cuando no
puede determinar estos valores propios, produce resultados de la forma:

-1 1 2 3 01 -1

1 -1 00 0 0 O

2 0 2000 O
Eigenvalues[| 3 0 0 3 0 0 0 []

0 0o 0000 0

1 0 0000 0

-1 0 0000 0

{0, 0, Root[-12+ 28 #1 + 37 #1° - 19 #1° —3#1%+ #1% 5, 1],
Root[-12 + 28 #1 +37 15 —19g1° — s g1t s 41° &, 2],
Root[-12 + 28 #1 +37 #1° - 19#1° - 3#1%+ #1° &, 3],
Foot[-12+ 28 #1 +37#1° —19#1° _3#1% 4 #1° 5, 4],
Root[-12 + 28 #1 +37 15 —19g1° —s g1t 4 41% &, 50

Nos tendremos que conformar en estos casos con calcular aproximaciones
de los valores propios. Estas aproximaciones las podemos obtener median-
te el comando N | aplicado a Figenvalues| |:
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-1 1 2 3 0 1 -1

1 -1 00 0 0 O

2 0 20 00 0
H[Eigenvalues[| 3 0 0 3 0 0 0 |]]

0 0 o0 0 00 0

1 0 00 0O O

-1 0 0 0 0O O O

10., 0., -3.86149, -0.840975, 0.317842, 2.27555, 5.10905}

De este modo observamos que esta matriz hermitica

-1 123 01 -1
1 -1 00 00 O
2 02000 O
3 003 00 O
0 0 0O0O0O0O O
1 000O0O0 O

-1 0 0 0O0O0 O

tiene 3 valores propios positivos, 2 negativos y 2 nulos, por lo que su
inercia es {3, 2, 2}.

Para calcular la inercia de una matriz mediante la ley de inercia de
Sylvester procedemos como en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1.2.1 Calcular la inercia de la matriz hermitica

1 2 1
2 -1 1
1 1 -1

Es sencillo obtener la factorizacién LDL', dada por:

1 2 1 100 1 0 0 121
2 -1 1] =1(210 0 -5 0 01 %
1 1 -1 1+ 1 0 0 -2 001



1 2 1 1 0 0
por lo que las matrices | 2 =1 1 |y | 0 =5 0 | son congru-
1 1 -1 0 0 -2
entes. Aplicando la ley de inercia de Sylvester, ambas tienen la misma
1 0 0
inercia. Como la inercia de | 0 —5 0 | es {1,2,0}, la inercia de
0 0 -2
1 2 1
2 -1 1 es también {1,2,0}.
1 1 -1

1.3. Cociente Rayleigh.

Para una matriz A hermitica y para © € C* ~ {0}, se define el cociente
Rayleigh como
o Az

xzHy

R(x) =
Son conocidos [18, pag. 280-281] los siguientes resultados:

TEOREMA 1.3.1 Se verifica:

e Si x es un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces

R(z) = A.

o Sico(A)={A\ >X>--->\,}, entonces

/\12R($)Z)\n, ZEGC”N{O} .
Vamos a calcular el cociente Rayleigh y a comprobar estas propiedades.

EJEMPLO 1.3.1 Se considera la funcion real de variable real de tres
variables:
F(x,y,2) = 2> + 2zy + 222 + 14yz .
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Determinar sus mdzrimos y minimos sobre la esfera unidad.

Determinar los mdzimos y minimos relativos de F(x,y, z) que verifican
la condicion x? + y*> + 22 = 1 es un problema de mdzimos y minimos
condicionados de primer curso. Observemos sin embargo que F(x,y, z)
puede escribirse de la forma:

F(z,y,2) = 2°+42zy+ 2wz + 14yz

1 11 T
(:Eyz)107 Y
B 1 70 z
(zy 2)|y

z
z
:R(t)at:y
z

sobre puntos de la esfera. Por tanto, el problema planteado se puede re-
solver utilizando las propiedades de cociente Rayleigh. En primer lugar

1 11
tenemos el espectro de la matriz [ 1 0 7
1 70
111
Eigenvalues[|1 0 7 I]
170

[-7,4-411, 4+ 411 )

y podemos calcular los vectores propios asociados mediante la funcion
Figenvectors] |:
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111
Eigen'.rec:turs[ | 107 I]
1 70

f{o, -1, 13, [-3-+11, 1,1}, [-3++11, 1, 1]}

FEs sencillo comprobar que el primer vector propio (0,—1,1)" esta asoci-
ado al valor propio —7 y asi sucesivamente.

Como el valor propio mds pequeno es —7 y el mds grande es 4+ /11, se
verifica por el teorema 1.3.1 que

44+V11> R(x) > -7, € C"~ {0} .
L (L3411, L0, —1,1) -
y como los vectores \/m( 3+ 1, 1) ﬂ(O, , 1)t son los vec

tores propios ortonormales asociados a estos valores propios, se verifica
por el teorema 1.3.1 que:

R <+(—3+\/ﬁ,1,1)t) = 4+4/11

22—6v11

R (\/%(0, 1, 1)t> - 7

como podemos comprobar con Mathematica:
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F[x , ¥ .2 ] :=x2+21:1'+2xz+141'z

J+y11 1 1

FullSimplify[F[ — ; : 11
Ao e11 A22-6+411 Ao22-e11
4+m
E[o, - 11 ]
A2 42
7

1 (— t
y por tanto el punto 22—6\/ﬁ( 3+V11,1,1)" es donde F(x,y, z) alcanza

su mdximo y el punto \%(O, —1,1)" es donde alcanza su minimo.
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Practica 2

Calculo de funciones
matriciales.

2.1. Preliminares teoricos.

e Calculo de funciones matriciales a partir de la reducida de
Jordan.

Un primer método para calcular funciones de matrices es utilizando la
forma candnica de Jordan de una matriz, a través del siguiente resultado:

TEOREMA 2.1.1 Sea A € C™", y sea

A = C diag{J\,J2,...,Jp} C7!

la forma candnica de Jordan de A (diagonal por blogques), donde

X 1 ein wwe [
A 1 :
Ji = ’ ' )
o
0 0 N
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es el i—ésimo bloque de Jordan, de dimensiones m;xm;. Entonces si f(x)
es una funcion analitica en un conjunto abierto que contiene el espectro
de A, se verifica que

f(A) = Cdmg{f <J1)7f(<]2)a"'7f(‘]p)}0_1 ) (21)
donde
(mi=1)(y.
FN) A0 e
0 )\Z :
oy - | 0T | 22
2 JARIOY)
0 o o0 f(\)

En el caso de que A sea una matriz diagonalizable, con matriz de cambio
de base P:
A=PDP,

con:
D = dzag {)\1, )\2, Ce >\n}

una matriz diagonal, y N; (1 < i <n) los valores propios de A, en-
tonces:

Se pueden entonces calcular funciones de matrices mediante la reducida
de Jordan siguiendo los pasos resumidos en el cuadro 2.1.

EJEMPLO 2.1.1 Para la matriz
0

o O O

oS O O =
o O = O
o = O O
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1° | Calcular la reducida de Jordan D = diag {1, A2, ..., \,} de A.
La funcién analitica f(z) debe estar definida para dichos
valores \;.

2° | Calcular las matrices de cambio de base P y P~L.

3° | Si A es diagonalizable, entonces f(A) viene dada por (2.3).
En caso de no ser diagonalizable, f(A) viene dada por (2.1)
donde cada f (J;) viene definida por (2.2).

Cuadro 2.1: Calculo de f(A) mediante reducida de Jordan

vamos a calcular e*. Observemos que en este caso o(A) = {0}, f(z) =
exp(x) es analitica y estd definida sobre el espectro de A, y que A no es
diagonalizable, por lo que utilizaremos (2.1). En este caso, A consiste en
un unico bloque de Jordan de dimensiones 4 X 4, por lo que tenemos que

calcular

fO) = 1)

fO0) =1

o0

(2)! ?

)
(3)! 6 )

11 35 3

011 %

A _ 2

por lo que por (2.2) e = 0011
00 01

e Funciones matriciales mediante el polinomio interpolador de
Lagrange-Sylvester.

El célculo de funciones matriciales mediante el polinomio interpolador
de Lagrange-Sylvester se basa en los siguientes resultados.
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DEFINICION 2.1.1 Sea A € C", sea 0(A) = {1, ..., A} su espec-
tro y supongamos que su polinomio minimo viene dado por:

o) = (=A™ = A=A

St para una funcion [ existen los valores:

{FO), F1 (A1), ™MD (N,

J02) F'Qa)s o 1000, (2.4)

O '), fm D (A6 }
se dice que la funcion f esta definida sobre el espectro de la matriz

A. Al conjunto de dichos valores se le denomina valores de f sobre el
espectro de A.

DEFINICION 2.1.2 Si la funcion f estd definida sobre el espectro de
la matriz A, entonces se define f(A) como:

f(A) = p(4), (2.5)

siendo p(A\) un polinomio arbitrario que toma, sobre el espectro de A, los
mismos valores que f(\).

Puede comprobarse que el polinomio que toma sobre el espectro de A los
mismos valores que f(A) no es tnico. Sin embargo, si que estd definido
univocamente si le imponemos la condicién de que su grado sea inferior al
del polinomio minimo de A, puesto que tiene que cumplir las condiciones
de interpolacién:

L (i=1,2,...,8).  (26)



Al polinomio 7(A) que verifique (2.6) se le denomina polinomio inter-
polador de Lagrange-Sylvester para f(\) sobre el espectro de A.

El polinomio interpolador de Lagrange-Sylvester admite una expresién
general, que es la siguiente:

TEOREMA 2.1.2 Sila funcion f(\) estd definida sobre el espectro de
A, cuyo polinomio minimo es:
eA) = A=A)"" (A =X)™ ... (A=),

siendo A1, Aa, ..., \s todos los valores propios distintos de A, el polinomio
interpolador de Lagrange-Sylvester viene dado por

S O N R N N OV (O T .
=2 [(A—AW [Z il o)L 0 ”

27)

Se pueden entonces calcular funciones de matrices siguiendo los pasos
resumidos en el cuadro 2.2

1° | Calcular el espectro de la matriz A.

2° | Calcular el polinomio minimo (grado m) de la matriz A.

3° | Calcular los valores de f(z) sobre el espectro de la matriz A.

4° | Calcular el polinomio interpolador de Lagrange-Sylvester r(\).

5° | Se tiene finalmente que f(A) = r(A).

Cuadro 2.2: Célculo de f(A) mediante el polinomio interpolador de
Lagrange-Sylvester
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EJEMPLO 2.1.2 Consideremos el mismo problema planteado en el ejem-
plo 2.1.1, dada

o O O O
o O O
o O = O
o = O O

calcular e?. En este caso la funcién escalar es f (\) = €. El polinomio
minimo de la matriz A es:

©(\) = A*.
Los valores de f(\) sobre el espectro de A son

f0) =1, f(0) =1, f(0) =1, f"0) =1.

El polinomio de interpolacion de Lagrange-Sylvester debe tener grado 3
(pues el polinomio minimal es de cuarto grado), y serd de la forma

r(A) = aX* + b\ + e\ + d,

y debe tomar los mismos valores que f sobre el espectro de A, es decir

r(A) = aX + b\? + c X+ d d =1

(A) = 3a)\ + 2bA + ¢ c =1
A=0

(A = 6ax + 2b — A=0 _

(X)) = 6a 6a = 1

sistema de ecuaciones que tiene por solucion:

a = -, b=—=-,c=1,d=1.

El polinomio de interpolacion de Lagrange-Sylvester es por tanto:
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1. 1
r(A):6A5+§)\2+>\+1,

y en consecuencia obtenemos

o O =

1 1
A 3 2
‘ ¢4 Tt AT

o

S O ==
O~ RN
—_ = N[O

resultado que evidentemente coincide con el calculado en el ejemplo 2.1.1.
También se podria haber calculado el polinomio interpolador de Lagrange-
Sylvester utilizando (2.7) directamente. En tal caso, como el polinomio
minimal es p(A) = (A —0)* y f(\) = ¢, se tiene:

m1:4,s:1,)\120,
y (2.7) da directamente:

N o) S A F) (A= A)™ n
rh) = ) [m Lz_% n! (d)\” ©(N) )Mi . ”

=1

3
= Y (aw), 00

n=0
1 1

= -\ —\2 A 1.
A DN A+

2.2. Practica con Mathematica.

Vamos a ver como realizar el calculo de funciones matriciales con el pro-
grama Mathematica.

37



2.2.1. Calculo de funciones matriciales a partir de
la reducida de Jordan.

Mathematica permite el calculo de la forma reducida de Jordan de una
matriz mediante el comando

JordanDecomposition [A]

que para la matriz A € C"*™ nos proporciona como resultado una lista
de la forma {S, J}, donde S es la matriz de cambio de base J es la forma
canénica de Jordan de A, verificindose SJS™! = A.

A partir de esta factorizacién es sencillo calcular la funcién f(A) apli-
cando (2.3) o (2.1), segun sea A diagonalizable o no diagonalizable.

EJEMPLO 2.2.1 Calcular e?, sen (A) y cos (A) de la matriz

24 -6 0
A — 4 6 -3 —4
00 4 0
0 4 -6 2

El primer paso serd calcular su forma canonica de Jordan. En este caso,
obtenemos:

JordanDecomposition[{{2, 4, -6, 0}, {4, 6, -3, -4}, {0, 0, 4, 0}, {0, 4, -6, 2}}]
1 1
it -5 0 1p {0, o8 1f 10,0, 2,00, 41, 0,00, 13,
{42, 1,0, 0}, {0, 2,0,0}, {0, 0, 4,0}, {0, 0,0, 6}}}

Podemos escribirnos estos resultados de forma matricial:
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MatrixForm[{{1, '%’ 0, 1}, {o, ;; 3,1}, {0, 0, 2,0}, {1,0,0, 1}}]

1 -2 o1
3
00X 31
4
0o 20
1 0o o1

MatrixForm[{{2, 1, 0, 0}, {0, 2, 0, 0}, {0, 0,41, 0}, {0,0,0, 6}}]

Lo T e O Y i
Lo T e I N I
Lo T OO o R o |
LT e R

Tenemos ya la forma candonica de Jordan de A, dada por la matriz J y
la matriz de cambio de base P

S O N
O O Bl

1
2
0

O = O O
S O O O
_ 0 O =
SN W O
—_ O = =

0 0

y se verifica trivialmente:

{{1, % 0, 1}, {o, % 3,1}, {0, 0, 2, 0}, {1, 0, 0, 1}}.

1 - 901
3
0 L 31
{f2,1, 0,0}, {0, 2, 0,0}, {0,0,4, 0}, {0,0,0, 6}}-InverSE[ 4
0 0 20
1 0 01

12,4, -6, 0}, {4, 6, -3, -4}, {0, 0,4, 0}, {0, 4, -6, 2}}

Observemos que la matriz A no es diagonalizable, por lo que para el cdlcu-
lo de las funciones matriciales utilizaremos (2.1). De la forma candnica
de Jordan se tiene que o(A) = {2,4,6} y que los subbloques de Jordan
son los siguientes J;, 1 =1,2,3:
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J1:(§;>,J2:(4),J3:(6),

e Cdlculo de e?.

En este caso, Ji es un bloque de Jordan de dimensiones 2 X 2,
asociado al valor propio A = 2, por lo que tenemos que calcular:

f2) = ¢

) = ¢

J e? e?
el =
0 e

Para los bloques Jy y J3 se tiene:

y se tiene por tanto

por lo que multiplicando por las matrices de cambio de base, se tiene

1 1
Matrixrorm|{{1, -5 1}, {o, 5 3 1}, o, 0, 2, 0}, {1, 0, 0, 13}.
{{e"2, e"2, 0, 0}, {0, e"2, 0, 0}, {0, O, €4, 0}, {0, 0, 0, e"6}].
1 1
Inverse[{{l, “ 2 o, 1}, {0, i 3, 1}; {o,0,2,0}, {1, 0,0, 1}}]]
“d el e _gligs Zn _30° 52 6
Z Z
_ez_‘_es es 3::;‘1 _Sms ez_es
Z Z
0 0 et 0
Z 5}
-5 gZ 4 gf _glygt 22 3o & e - g%



e Cdlculo de sen (A). Del mismo modo, en este caso se tiene:

Se1n = sen (2) oS (2) Sen = Sen Sen = Sen
(= (P Y sen () = (sen @) ) sen () = (sen6) ).

por lo que multiplicando por las matrices de cambio de base:

Fullsimplify[ Hatrixl:“urm[{{l, —%, 0, 1}, {o, % 3, 1}, {0, 0, 2,0}, {1, 0, 0, 1}}.

{{sin[2], cos[2], O, 0}, {0, Sin[2], O, 0}, {0, 0, Sin[4], 0}, {0, 0, 0, Sin[6]}]}.

Inverse|{{1, —%, 0,1}, {o, %, 3,1}, {0, 0, 2, 0}, {1, 0, 0, 1}}]]]
-4 Cos[Z] +8in[4] -3in(2] +8in[6] I (9in[2] -®in[6]) 4cCos[Z] +8in(Z] - #in[é]
-8in[Z] + 8in[&] gin[é] 2 (8in[4] - 8in[6]) gin[2] - 8in[&]
0 o Sin[4] 0
-4 Cos[2] - 9in(2] +98in[6] -2in[2] +8in[6] 2 (3in(2] -8in[6]) 4Cos[Z] +2 8in(Z] - Jin[6]

e Cdlculo de cos (A). De forma andloga,

o _ cos (2) —sen(2)
(71 ( 0  cos(2)

por lo que multiplicando por las matrices de cambio de base:

) ,cos (J2) = (cos(4) ), cos(Js3) = ( cos(6) )

Hatrix]:"urm[FullSimplify[{{l, —%, 0, 1}, {0, %, 3, 1}, {0, 0, 2,0}, {1, 0,0, 1}}.

{{Cos[2], -8in[2], O, 0}, {0, Cos[2], O, 0}, {0, O, Cos[4], 0}, {0, 0, 0, Cos[6]}}.

1 1
Inverse[{{l, -3 0, 1}, {0, i 3, 1}, {0, 0, 2,0}, {1, 0,0, 1}}]]]

Cos[6] +4 #in[Z] -Cos[Z] +Cas[8] ECos[2] 2in[Z]% Cos[2] - Cos[6] -4 81n[2)]
-Cos[Z] + Cos[6] Cos[&] % (Cos[4] -Cos[&]]) 4 Cos[2] 2in[z2]?
0 0 cos[4] i
-Coz[Z2] + Cos[6] +4 8in[2] -Cos[E] +Cos[é] & Cos[2] 8in[Z]% ZCo=s[2] -Cos[6] -4 8in[2]

2.2.2. Calculo de funciones matriciales mediante el
polinomio interpolador de Lagrange-Sylvester.

Para calcular la funciéon de una matriz A deberemos poder calcular el
polinomio minimal de una matriz. Para ello, primero calcularemos con
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Mathematica el polinomio caracteristico, mediante la funcién
PolinomioCaracteristico[ A, t]
que pasamos a definir:

PolinomioCaracteristicola_, t_] :=
Factor[Det[a - t*IdentityMatrix[Dimensions[a][[1]]]]]

y que calcula el polinomio caracteristico de A dependiendo de la variable
t. A continuacién, para calcular el polinomio minimal ¢(x) de A, partimos
de los divisores del polinomio caracteristico que tienen las mismas raices
y grado menor o igual que el polinomio caracteristico, y que anulan a la
matriz A. Para evaluar el polinomio ¢(A), podemos emplear la funcién
PolinomioMatricialp,n, a, t], donde

e p es el polinomio,
e n es el grado del polinomio,
e ¢ s la matriz,

e t es la variable del polinomio,
que pasamos a definir:

PolinomioMatricial[p_, n_, a_, t_] := Block[{cam, poli},
cam = O;
For[j = 0, j <= n, j++,
cam = cam + Coefficient[p, t, jl*MatrixPower[a, jlJ;
poli = Simplify[cam] // MatrixForm;

Return[poli]]

y que dado p(x) = Zozjxj, calcula p(A) = Zoszj LAY =1
=0

J=0
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EJEMPLO 2.2.2 Por ejemplo, supongamos que queremos calcular el
polinomio minimal de la matriz

A:

w o
— — o
N O O

En este caso se tiene:

PolinomioCaracteristico[{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {3, 1, 2}}, x]
—(-Z+x) (-1+x)°
Por lo que el polinomio caracteristico es —(x — 2)(z — 1)2. El polinomio

nimimal debe tener las mismas raices que el caracteristico y dividirlo,
luego tenemos como posibles candidatos:

e Opcion 1: p(x) = —(x — 2)(z — 1).
e Opcion 2: p(x) = —(z —2)(z — 1)2.

Para comprobar estas opciones, evaluamos @(A) en el primer caso:

PolinomioMatricial[-(-2+x) (-1+x), 2, {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {3, 1, 2}}, x]

o 0 a
[D o a
o 0 a

y en el sequndo

PolinomioMatricial[-(-2+x) (-1+3)%, 3, {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {3, 1, 231}, x]

0o o0 o

[DDD
0o o0 o

Observemos que como en el primer caso la matriz obtenida es ya la nula,
tenemos el polinomio minimal de A, que vendrd dado por

p(r) = —(z—2)(z - 1).
En el sequndo caso se tenia el propio polinomio caracteristico de A, que
sabemos que es anulador de A (Teorema de Cayley-Hamilton,).
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El siguiente paso es calcular el polinomio interpolador de Lagrange-
Sylvester, mediante la funcién pils(f, p, a, b, z], donde

e f es la funcién,
e p es el polinomio matricial,

e a es un vector donde se encuentran los valores propios de A, a =

{1, A},

e b es un vector donde se encuentran las multiplicidades respectivas
de los valores propios de A. Si a = {)\1,..., s}, entonces b =

{mq,...,ms}

e 1 es la variable de la funcién f y del polinomio p.
cuya definicion se tiene a continuacién:

pilslf_, p_, a_, b_, x_] :=

Sum[(p/((x - Part[a, i])~(Part([b, i])))*(Sum[(1/Factorial[n])
x*(D[(f * (x - Part[a, i])~(Part[b, il)/p),

{x, n}]/. x -> Partla, i])*((x - Partl[a, i])"n),

{n, 0, Part[b, i] - 1}]1),{i, 1, Dimensions[a] [[1]]1}]

Esta funcién debe utilizarse en el caso de que las multiplicidades respec-
tivas de los valores propios sean mayores que la unidad, ya que en otro
caso puede ocasionar errores en Mathematica

EJEMPLO 2.2.3 Calculemos Exp(A) de la matriz

21000
02000
A = 00110
00011
000O0T1



Calculamos en primer lugar el polinomio minimal, calculando primero el

caracteristico:

Polinomiocaracteristico|

{{2,1,I],I],I]},{I],Z,I],I],I]},{l],l],l,1,l]},{l],l],ﬂ,l,l},{ﬂ,l],l],l],l}},x]
—x- -1

Es sencillo comprobar que en este caso el polinomio caracteristico coin-
cide con el minimal. Calculamos el polinomio de interpolacion de Lagrange-

Syslvester:
pils[Ezp[=]. -(x-2) "2 (x-1) "3, {1. 2}. {3. 2}. =]
—(2e? -2 - ¥ (x— 1) —[—1—21 - 12 -3eG-D-e)x-27
y por ultimo evaluamos el polinomio matricial correspondiente a reem-

plazar la variable x por la matriz A, mediante la funcion PolinomioMa-

tricial:
Pulinulinl![atricial[—(z.g2 (2-2) —32) LE—1)3 B
(—1—21 . (3—1)2—3-@ (=-1) —e) ( =- 2)2' 4. {{2.1. 0.0, 0},

{0.2.0,0,0},{0,0,1,1,0},{0,0,0,1,1},{0,0,0,0,1}}.x]

e ¢ 00 0

0 ¢ 00 D
DD@’@%
0o 00e
0000 e
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2.2.3. Calculo directo de funciones matriciales con

Mathematica.
En esta seccion veremos como Mathematica tiene incorporadas funciones
que pueden ser aplicadas directamente sobre matrices y que permiten

obtener funciones de matrices. Estas funciones son MatrizPower[ |y
MatrizExp| ].

La funcién MatrizEzp/ |

Esta funcién calcula directamente e para cualquier matriz cuadrada

AeCvm,

MatrixForm|[

MatrixExp[{{2! 4.! _61 0}.! {4! 6.' _3! _4}! {0.' 0.! 4.! 0}.r {0.! 4.! _6! 2}}]]

-4 & +-':Z-:6 -& +-':E:6 —% (—:: +:::6:| 5::2—::6
-& +-::'6 ::6 —% (—-‘:C-:q+£-:6:| ::2—-'::-:6
0 0 et 0
-5e +::'6 —-'::-:2+::6 —% (—-‘::-:2+::6) 6::2—::5

También permite el calculo de et

MatrixForm|[
MatrixExp[{{2! 4.! _6! 0}.r {4! 6.! _31 _4}! {O.r 0.! 4.! 0}.’ {0! 4.! _61 2}}*t]]

e?F (et a4t e?f 1+t -%-ezt(-:u-e“) N o L L
€2t (L1 4e%t) L6t _%Eflt(_1+ﬁ2t) _elE (14 ett
0 0 ett 0
et (c1+efogt) eff(-1+eth —%-e.“(—l+-e‘“) A - I, L

En ocasiones, se debe utilizar junto con algunas opciones. Asi, por ejem-
plo, cuando Mathematica en su version 4 ha obtenido el resultado en
forma compleja, como ocurre por ejemplo con la matriz:

a=(07)
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donde Mathematica obtiene mediante Matriz Exp[A]:

(% 4 é) 6273% + (% _ %) e2+3i %&627# + %62+§i |
%62—31 _ %€2+3Z (% _ %) 62—31 + (% + %) 624—32 ’

se debe emplear la opcion ComplezFxpand para simplificar el resultado
obtenido:

MatrixForm|[MatrixExp[{{3, -5}, {2, 1}}] /7 ComplexExpand]

&Z ch[3]+%e2 Sin[3] —%ezﬂin[S]
%ezﬁin[S] eZCDS[S]—éez gin[3]

Sin embargo, estas opciones de simplificaciéon ya estan incorporadas di-
rectamente desde la versién 5 de Mathematica:

MatrixForm|[MatrixExp| : _15 )11

% (3efcos[3] +&%3in[3]) -% e’ 3in[3]

%miﬁin[S] % i3e’coz[3] -e’3in[3])

En ocasiones podemos obtener un resultado no deseado, como por ejem-
plo:
MatrixExp[{{0, 1, 0}, {0, 2, 1}, {2, 0, 0}}]

2 3
ghoot[-2-2 #4171 poor 2 2 #1%2 4 $#1% &, 2] Root[-2 - 2 #1% + #1% &, 3]
Root[-2 - 2 #1%Z + #13 &, 1] (-4 + 3Root[-2 -2 #12 + #13 &, 1])

2 3
ghoot[-2-2 #1419, 2] poor 22 #1%2 4 $1% &, 1] Root[-2 - 2 #1% + #1% &, 3]
Root[-2 -2 #1%Z + #13 &, 2] (-4 + 3Root[-2 -2 #12 + #13 &, 2])

2 3
gfoor[-2-2#1%4#1%5,3] poor o2 2 #1%2 4 $1% &, 1] Root[-2 - 2 #1% + #1% &, 2]
Root[-2 -2 #1%Z + #13 &, 3] (-4 + 3Root[-2 - 2 #12 + #13 &, 3])

.

Podemos en estos casos obtener el resultado utilizando opcién ToRadicals:
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MatrixExp[{{0, 1, 0}, {0, 2, 1}, {2, 0, 0}}] // ToRadicals
2 1 . 1/3 1 , 143
{{“E—g[l+1\/§) (35-3+129) —E[l—nﬁ] (35 +3+129 ) ]

(%_ Lo1-i+/3) (35-3v129)"° - L (1+1+3) (35+3 129)”3)

o |

&
oZ+3 (353128 V0 (asaa 129)”3J /
((3+£ (35-3 129]”3+£ (35+3 129]”3]
303 3

Para el célculo de et presentamos a continuacién dos alternativas.

e La primera alternativa para el cdlculo de la matriz exponencial e
es el uso de la transformada inversa de Laplace. Esto se consigue
mediante la funcion M Exponencial[A], cuya definicién se presenta

a continuacion:

MExponencialla_]:=
FullSimplify[MatrixForm[InverseLaplaceTransform[Inverse[
(sxIdentityMatrix[First[Dimensions[a]l]-a)],s,t]]]

que calcula directamente et

I-[Expunencial[{{Z, 4; _61 0}! {41 6; _31 _4}1 {01 0! 4; 0}! {01 4; _61 2}}]

R K- eZt (-1 +e%t] -Gttt Cosh[t] 8inh[t] %% (1-eft 4+ 4 +)
et -1+ et et t -3 &%t @inh[t] L
] 0 gt ]
eZt (~1+eft-41t) Tt (-1+e%t) -6e*® Cosh[t] @inh[t] &% (2 -eft+4 1)

e La segunda alternativa para el célculo de la matriz exponencial e es
a partir de sistemas de ecuaciones diferenciales, y se encuentra desa-
rrollada en [14]. Esto se consigue mediante la funcién Matriz ExpF[A]
que se ha implementado en Mathematica, cuya definicion se escribe

a continuacién, y que calcula directamente e*?:
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MatrixExpF[a_]:=Module[{ev, lambda, sigma, mu, functions,
alpha, system, subsystem, sol},

ev=Eigenvalues[a] ;lambda=Union[ev] ;sigma=Length[lambda];
mu=Map [Count [ev,#] &,lambda];
functions=Array[alpha,Length[a], 0];
system=Flatten[Table [t~ j*Exp[lambdal[[k]]*t]==
D[Sum[alpha[il*x~i, {i, O, Length[al-1}],
{x,j}]/.x->lambda[[k]],{k,sigma},{j,0,mul[k]]-1}1];
sol=Solve[system, functions];

functions=ComplexExpand [functions/.sol[[1]]]//Simplify;
Sum[functions[[i+1]]*MatrixPower([a,i],{1i,0,
Length[a]-1}]//FullSimplify]

MatrixForm[HatrixExpF[{{3, -5}, {2, 1}}11

1
3

- =
2

%EZtSin[St] %EZt(SCDS[St] - 8in[3 £])

€% (A Cos[3 ] + 3in[3 £]) e“t din |3 t]

Otra forma de calcular la exponencial de una matriz, utilizando la inversa
Drazin, puede verse en el corolario 4.3.1, en la préactica 4.

La funcién MatrizPower[a,n/

Esta funcion calcula directamente A™ para cualquier matriz cuadrada
AeCr .

MatrixForm[HMatrixPower[{{3, -5}, {2, 13}, 311

-43 -15
& -44
Cuando la matriz es invertible, si n = —1 se obtiene la inversa de A:
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MatrixForm[HatrixPower[{{3, -5}, {2, 1}}, -1]]

1 5
13 13
-2 =
1z 13

y cuando n es un entero negativo, se obtienen las distintas potencias de
la inversa.

Cuando n = %, se obtiene una raiz cuadrada de la matriz A:

MatrixForm|[MatrixPowexr[{{4, 2}, {0, -1}}, 1L/ 2]]
s & _ 21
0 1

Obsérvese que Mathematica ha calculado directamente sélo una de las
raices cuadradas de esta matriz. Todas las raices son:
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Practica 3

Descomposicion en valores
singulares. Aplicacion a
imagenes digitales.

3.1. Calculo de la descomposicién en
valores singulares SVD.

La descomposicién en valores singulares (SVD) de una matriz desempena
como se ha visto en teorfa un papel importante en teoria de Matrices, [18,
pag. 313]. Esta descomposicién puede calcularse utilizando el programa
Mathematica de forma directa.

La funcién SingularValues| | obtiene la descomposicion en valores singu-
lares de la matriz. Da como resultado una lista {u,v,w} de forma que
u 'y w son matrices, y v es la diagonal principal formada por los valores
singulares de la matriz, verificindose A = u Diag {v} w. La matriz de
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entrada debe estar dada de forma numérica. Por ejemplo, para la matriz

10
A = 01
11

O = =

obtenemos:

SinqularValues[{{1., 0., 1.}, {0., 1., 1.}, {1., 1., 2.}}]

{1/0.408245, 0.408245, 0.816497), {-0.707107, 0.707107, -4.26345 107711,
3., 1.3, {{0.408248, 0.405248, 0.516497}, {-0.707107, 0.707107, 3.0767x 10711}

Transpose [Conjugate [{{0.40824829046386313" , 0.40824829046386324"° , 0.8616496580927726" ),
{-0.7071067811865477", 0.70710678118654 78", -4.263450379568786° *~-171}]].
DiagonalMatrix[{3., 1.}1.{{0,.4082482004638631" , 0,4082482004638629" , 0, §164965609277259" },
£-0.7071067811865475° , 0. 707T1067811865474° , 3.076699832443805 %~-16))

i11., 1.22515x 10, 1.}, {2.405510°%%, 1., 1.3, {1., 1., 2.1}

Para simplificar el resultado puede utilizarse el comando Chop|] que
elimina términos cercanos a cero.

NOTA 3.1.1 (IMPORTANTE) Obsérvese que en algunos textos de
teoria de matrices, [18], la descomposicion en valores singulares de una
matriz A venia dada por dos matrices B y C' y un vector v de forma que:

A = C Diag(u) B",

mientras que con Mathematica se tiene

A = o Diag(u) w,

por tanto, para igualar los resultados dados en teoria se debe tomar
C=u! B =w.

Otra caracteristica importante en Singularvalues [ | es que no nos escribe
los valores singulares nulos. Asi, por ejemplo, para la matriz singular
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()

SingularValues | i ; 1

obtenemos:

{1{-0.707107, -0.70710711,
{3.162281, {{-0.447214, —0.894427111

Si deseamos que se escriban los valores singulares con los ceros , hemos
de anadir la opcion Tolerance — 0:

Singular‘l.l’alues[[ i ; ], Tolerance — 0]

{1{-0,707107, -0,707107}, {-0.707107, 0,70710711,
[3.16228, 0.1,
(1-0,447214, —0,8944271, [-0.8§94427, 0.447214111

Es sencillo comprobar que ahora:

—0,707107 —0,707107 3,16228 0 —0,447214 —0,894427
—0,707107  0,707107 0 0 —0,894427  0,447214

(10 20
~\ 10 20/
3.2. Aplicaciones a la compresién de imagenes.

Una fotografia en blanco y negro puede digitalizarse si se divide en una
matriz rectangular de celdas o pixels y se mide el nivel de gris de cada
celda. Se forma asi una matriz A (que podemos suponer cuadrada) de
tamano n X n, cuyas entradas son numeros no negativos que se corres-
ponden a las medidas de gris.
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IMAGEN MATRIZ

columnas

I ) I e s T 1

v
filas

En general, la calidad de la imagen (resolucién) depende del nimero de
pixeles que tenga,

Figura 3.1: Diversas resoluciones de una imagen

por lo que n puede ser muy grande, por lo que almacenar la matriz A o
trasmitirla puede ocasionar problemas.

Si A tiene una descomposicién en valores singulares UoV*, entonces A
se puede representar por medio de la expresion

A = qyuvl + ogunvh + L0+ opunnl . (3.1)

Por lo general, la matriz A tendra muchos valores singulares pequenos
(a partir de cierto umbral € > 0, los 0; < € se pueden considerar nulos)
y podremos aproximarla por A, que es la matriz més préxima de rango
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k y se obtiene truncando (3.1) después de los k primeros términos y
despreciando por tanto aquellos valores singulares menores que :

t t t
A = oyuv; + ogugvy + ...+ oRukyy

Para enviar A se deben enviar n? datos y para enviar A} tal sélo (2n)k.
Podemos elegir £ lo suficientemente pequeno y atn asi tener una imagen
muy proxima al original enviando menos datos.

Para realizar el experimento de compresion con Mathematica, sera nece-
sario primero seleccionar la imagen que queremos comprimir. En nuestro
caso, hemos seleccionado la siguiente, que hemos denominado ej.jpg:

Necesitaremos cargar un fichero de Mathematica de manipulacion de
datos:

<= 5tatistics DataManipulation”

e introducir en Mathematica las siguientes funciones:

DeImagenAMatriz[var_] := Module[{z, a, b},

z = ToString[InputForm[var]];
a = Flatten[StringPosition([z, "{{", 11];
b = Flatten[StringPosition[z, "}}", 1]];

Return[ToExpression[StringTake[z, {al[1]], b[[2]1]1}]1]]
]

Como indica el nombre de la funcién, DelmagenAMatriz [ ] convierte
una imagen en una matriz que Mathematica es capaz de manipular. Estas
iméagenes deben estar en escala de grises y en formato jpg.
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IMG[var_] :=

Module[{dim = Dimensions([var]},

Graphics[Raster[var, {{0, 0}, {dim[[1]], dim[[2]]}}, {0, 255},
ColorFunction -> GrayLevel], AspectRatio -> dim[[1]]/dim[[2]],
ImageSize -> {dim[[1]], dim[[2]]1}]

La funcién IMG || convierte una matriz en una imagen que podemos
visualizar.

Cargamos la imagen en el programa, por ejemplo desde la unidad A:

H=TImport["A: fei.ipg"1;

y la visualizamos:

Show[H]:

Podemos ya convertir esta imagen de prueba en una matriz:

& = DeImagenfiMatriz[Tmport["f: fej.ipg" 11

Tenemos ya nuestra imagen convertida en una matriz. Esta matriz es
muy grande para poder verla en los apuntes, pues sus dimensiones son
63 filas por 119 columnas:

Dimensions[H[GE]]

{63, 119}

56



Podemos ya calcular la descomposicion en valores singulares de nuestra
imagen:

fu, v, w}=5nmularValues[H[F]];
Los valores singulares de la imagen estan recogidos en el vector v:

T
{16436.2, 6512.14, 2089.03, 1278.21, 1137.86, 790.047, 583.933, 404,676, 388,609,
356.825, 311.286, 278, 446, 264,49, 241,885, 210.136, 178.825, 3.32778, 2.61657,
2.31785, 2.20147, 1.97829, 1.70237, 1.51316, 1.36103, 1.33583, 1.18581, 1.09337,

0.930853, 0.822753, 0.661473, 0.432517, 0.218066}

Podemos alterar estos valores singulares, por ejemplo convirtiendo en
cero aquellos menores de € = 0,5 (en este caso los dos tltimos valores
singulares). De este modo tenemos el vector y:

[16436.2, 6512, 14, 2089,03, 1278.21, 1137.86, 790.047, 583.933, 404.678, 388.609,

356,825, 311.286, 278.446, 264.49, 241.885, 210.136, 178.825, 3.32778, 2.61657,
2.31785, 2.20147, 1.97829, 1.70237, 1.51316, 1.36103, 1.33583, 1.18581, 1.09337,

0.930853, 0.822753, 0.661473, 0, 0}

y construimos nuestra matriz Aj:

z = Conjugate[Transpose[u]].MiagonalMatrix[y].w;

que tiene el mismo tamano que A. Una vez construida esta matriz, pode-
mos visualizar la imagen correspondiente:
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Show[IMG[z]]:

Obsérvese que practicamente no se observa diferencia alguna.

ACTIVIDAD 3.2.1 Obtener la representacion de la grdfica anterior
eliminando aquellos valores singulares menores de ¢ = 1 ye = 2. Con-
tinuar eliminando valores singulares hasta que se detecten variaciones
significativas en la imagen reconstruida a partir de Aj.

3.3. Tratamiento digital de imagenes.

Aunque no entra en el temario de la asignatura, vamos a realizar algunos
comentarios y practicas sencillos sobre tratamiento digital de imagenes
(DSP) utilizando matrices.

Tener imégenes de baja calidad es comun en las fotografias tomadas por
satélites no tripulados y vehiculos de exploracion espacial o por ejemplo
en medicina. El tratamiento digital de imdgenes (DSP) puede mejorar la
calidad de las imagenes tomadas en varias formas, como brillo y ajuste de
contraste, perfilado (deteccion de bordes), reduccién de ruido, enfoque,
reduccion del difuminado por movimiento (fotos movidas), etc.

Trabajaremos con imagenes en escala de grises de 8 bits, esto es, en
el intervalo [0,255] que se supone que estan en formato de una matriz
rectangular cuyas entradas estéan en el rango [0,255], 0 para el negro y
255 para el blanco. Normalmente, tendremos que normalizar en caso de
salirnos del rango [0, 255], es decir, cada una de las entradas de la matriz

o8



original deben cumplir 0 < a;; < 255, y las entradas por una funcién
transformadora f que actia sobre las entradas de la matriz deben veri-
ficar también 0 < f (a;;) < 255.

Normalizar[x_] :=
Which[x >= 255, 255, x <=0, 0, 0 < x < 255, x]

Podemos dar la siguiente definicién:

Imagen: Descripcion de como un parametro varia sobre una superficie.
Es una senal distribuida en dos dimensiones en lugar de una. Cada mues-
tra tomada de la imagen se le llama pixel (del inglés picture element).

Una imagen digital tipica, suele ser de un tamano de 500 x 500. Es-
ta es la calidad de imagen para television, aplicaciones en ordenadores
e investigacion cientifica. Menor tamano implica resolucién més pobre,
aunque cuando una tecnologia esta empezando y hasta que madure, suele
utilizar resoluciones mas pobres. Por otra parte, imagenes de mas de
1000 x 1000 son consideradas excepcionalmente buenas. Esta es la cali-
dad de lo mejores ordenadores graficos y peliculas de 35mm.

Hay también imagenes que precisan incluso resoluciones de varios miles
de pixeles por lado, como las imagenes de rayos X digitalizadas, fo-
tografias espaciales, y las fotos de publicidad en las revistas de papel
couché. La motivacién mas fuerte para la utilizacion de imagenes con
baja resolucién es que hay menos pixeles que manejar. Esto no es triv-
ial porque una de las mayores dificultades en procesado de imagenes es
manejar masivas cantidades de datos. Por ejemplo, un segundo de audio
digital requiere sobre 8K B. Un segundo de TV precisa 8M B. Transmitir
una imagen 500 x 500 por un médem de 33'6K Bs cuesta aproximada-
mente un minuto. Considerar una imagen 1000 x 1000 cuadruplica los
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problemas.

Es habitual que en la imégenes digitales se utilice escala de grises con
256 niveles (niveles de quantizacién) correspondiente a un sélo bit por
pixel. Hay diversas razones para ello:

e Un sélo bit por pixel es conveniente para el manejo de los datos.

e El gran numero de pixeles en una imagen es compensado con que
haya pocos niveles de quantizacién (256). Por ejemplo, imaginemos
un grupo de puntos adyacentes alternando valores entre 145 y 146.
El ojo humano percibe la regiéon como si tuviera 145’5. En otras
palabras, las imagenes son muy difuminadas.

e El salto de nivel de quantizacion es de ﬁ ~ 0’39 % que es menor que
la que el ojo humano puede percibir, luego una imagen que tenga
que ver un humano no mejorara utilizando mas de 256 niveles de
grises. Aun asi, hay imégenes que precisan més de 8 bits por pixel
(28 = 256), pues puede ser necesario realizar andlisis de la imagen

que no dependan del aspecto visualizado por el ojo humano.

El valor de cada pixel en una imagen digital representa una pequena
region en la imagen continua que esta siendo discretizada, es decir, hace
un muestreo (recordemos las imagenes con diferente resolucién vistas
anteriormente en la figura 3.1). El color se anade a las imédgenes digitales
utilizando tres nimeros para cada pixel que representan la intensidad de
los tres colores primarios: rojo, verde y azul. Mezclando estos tres colores
se generan todos los posibles colores que el ojo humano puede percibir.
Un solo bit se utiliza para guardar cada intensidad de color.
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3.3.1. Negativo. Ajustes de brillo y contraste.

Para comenzar nuestro tratamiento digital de imagenes mediante matri-
ces vamos a comenzar obteniendo el negativo de una imagen en escala de
grises. Para ello utilizaremos la funcién

nel[x_] := 265 - x

que como vemos cambia cada entrada x por 255 — x. De este modo lo
negro (x = 0) pasard a blanco (ne[0] = 255) y lo blanco (z = 255) a
negro (ne[255] = 0). Para aplicar la funcién a todas las entradas de la
matriz definimos la funcion

negativo[ imagen_] := Map[Normalizar, ne[imagen], {23}]

que aplica la funcién ne[z] a todas las entradas de la matriz, aplicando
la funcién Normalizar para no salirse de rango.

Por ejemplo, cargamos en Mathematica la siguiente imagen de Lena desde
la unidad F mediante el comando Import y la visualizamos mediante el
comando Show, llamando H a dicha imagen:

H=Import["F:ejemplolena.jpg”];

Show [H]
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Esta imagen (“LENA”) es muy utilizada en el dambito del tratamiento
de imagenes digitales. Lo primero que debemos hacer es convertir esta
imagen H en una matriz sobre la que Mathematica pueda trabajar. Para
ello utilizamos la funcién DelmagenAMatriz obteniendo una matriz (que
en este caso denominamos G) de dimensiones 187 x 190:

G = DeImagenAMatriz [Import["F:ejemplolena.jpg”]1];

Dimensions [G]

{187, 150}

Show [IMG [G] ]

Estamos ya en condiciones de calcular su negativo, visualizando el resul-

tado junto con la imagen original mediante el comando GraphicsRow:
GraphicsRow[{Show [IMG [negativeo[G]]], H}]
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Trivialmente, aplicar dos veces la funciéon negativo a una matriz la deja
invariante.

Como ejemplo de las operaciones o transformaciones que podemos re-
alizar aplicando una funcién a cada uno de los pixeles de la imagen,
consideremos las siguiente:

pruebalx_] := x"2/300

que reemplaza cada valor del pixel x por x2/300 y
apruebal[x_] := Map[Normalizar, pruebal[imagen], {2}]
Veamos su aplicacion sobre nuestra imagen de prueba:

pruebalx_] := x*2 /300
aprobar [ imagen_] := Map [Normalizar, pruebal[imagen], {2}]

GraphicsRow [{Show [IMG [aprobar[G]]], H}]

Una aplicacion de este tipo de operaciones es introducir brillo y contraste
en una imagen. Una imagen debe tener, para verse correctamente el brillo
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y el contraste adecuado.
El brillo se refiere a la luminosidad u oscuridad global de la imagen.

Aumentaremos la luminosidad de la imagen (mds brillo) aumentando
todos los valores de los pixeles una cantidad constante, y aumentaremos
la oscuridad de la imagen (menos brillo) restando una cantidad constante.

Brillo[valorAumento_, imagen_] :=
Map [Normalizar, valorAumento + imagen, {2}]

Vamos a hacer la imagen de Lena més oscura y mas clara, por ejemplo,
en un factor de 75, visualizando el resultado junto con la imagen original
mediante el comando GraphicsRow:

GraphicsRow[{IMG [Bxille[-75, G]], IMG[Bxillo([75, G]], H}]

El contraste es la diferencia de brillo entre objetos o regiones.

Por ejemplo, mientras un conejo blanco corriendo sobre la nieve tiene un
contraste pobre, un punto negro sobre la nieve tiene un buen contraste.

Variar el contraste consiste en diferenciar pixeles o regiones de pixeles
que estan cercanos y no podemos distinguirlos adecuadamente. Para ello
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se elige un valor para contraste y un factor de contraste, aunque pueden
saturarse los pixeles extremos.

Para calcular el contraste en nuestra imagen definimos

Contraste[imagen_, punto_, factor_] :=
factor*imagen + (127 - factor*punto)

Veamos el efecto de aplicarlo a diferentes puntos de una imagen, com-
parando con la imagen original y aplicando el mismo factor 5 de contraste:

GraphicsRow[{Show[IMG [Contraste[G, 10, 5]]1, H}]

GraphicsRow [ {Show [IMG [Contraste[G, 220, 5]]], H}]

Obsérvese como llega a saturarse la imagen en este caso.
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GraphicsRow[{Show[IMG [Contraste[G, 50, 5]]1, H}]

GraphicsRow[{Show[IMG [Contraste[G, 110, 5]]1], H}]

3.3.2. Una aplicacion: Un morphing.

Un morphing es un efecto especial que consiste en transformar la ima-
gen fotogréafica de un objeto en la imagen fotografica de otro objeto. Se
utiliza sobre todo para crear la ilusién de la transformacién de una cosa
en otra, como por ejemplo la metamorfosis de un hombre lobo. Ha sido
utilizado en peliculas y series de televisién, e incluso en videos musicales,
como por ejemplo en el videoclip de la cancién Black or White de Michael
Jackson. En dicho videoclip varias personas cambian de rostro por el de
otras de distintas etnias, y al final del video el propio Michael se termina
transformando en una pantera negra. Usualmente es utilizado con fines
humoristicos, sobre todo cuando se utilizan imagenes de personales del
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ambito politico de cada pais. Podemos crear nosotros mismos, utilizando
matrices, un morphing casero. Basta para ello considerar dos imagenes,
My y M, tales que vienen definidas por dos matrices mg y m; respecti-
vamente, ambas del mismo tamano para que pueda operarse con ellas.
Consideremos ahora las matrices definidas por

mli] =i*xmo+ (1 —i)*my, i €[0,1]. (3.2)

Cuando i = 0 obtenemos la matriz m[0] = mg, y cuando ¢ = 1 obtenemos
la matriz m[1] = m;. Si consideramos las imdgenes asociadas a las ma-
trices mli] para 0 < ¢ < 1, vamos obteniendo una sucesién de imagenes
que pasan de la primera M, a la ultima M; de manera continua. Repi-
tiendo estas imdgenes a la suficiente velocidad (un minimo 24 imdgenes
por segundo) se obtiene el video con el morphing deseado.

Vamos a realizar un morphing con dos imagenes geométricas. La primera

es un cuadrado y la segunda una estrella. Para ello cargamos en Mathe-
matica la primera imagen y la convertimos en una matriz manipulable:

obteniendo una matriz G de dimensiones 352 x 404, y luego la del segun-
do, procediendo de igual modo:
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obteniendo una matriz g de dimensiones 366 x 414. Como para un mor-
phing deben tener ambas matrices las mismas dimensiones, vamos a mo-
dificar ambas imagenes eliminando las filas y columnas que sean nece-
sarias. En este ejemplo, como la matriz g tiene mas filas y columnas que
la matriz G, eliminaremos las filas y las columnas de g. Para este fin
son utiles las funciones TakeRows| | y TakeColumns| | de Mathematica.
Observemos que las matrices a utilizar, G y g2 tienen ahora las mismas
dimensiones:

gl = TakeRows [g, 352];
g2 = TakeColumns [gl, 404];

{Dimensions [G], Dimensions[g2]}

{{352, 404}, {352, 404}}

y podemos ver que practicamente no hay diferencia entre g2 y la matriz
de partida g:
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Show[GraphicsArray [{IMG[g] , IMG[g2]}]1]

Procedemos ahora a generar las matrices m|i] definidas por (3.2) usando
la funcién Table| | y tomando ¢ desde 0 hasta 1 a pasos de amplitud 0,01
(cien pasos):

mor[£_ ] := Map [Normalizar, Chop[£*G + (1 - £) »g2], {2}]

tabla = Table[mox[t], {t, 0, 1, 0.013}]:

En el vector tabla tenemos almacenadas todas las matrices. Para realizar
el morphing tenemos que tener en cuenta la versiéon de Mathematica que
se esta empleando.

e Si trabajamos con versiones hasta la version 5, hay que generar todas
las imagenes mediante el comando:

Table [Show[IMG [tabla[[t]]]], {t, 1, 101}]

Se obtiene de este modo una sucesién de filas de imagenes. Seleccionando
todas y pulsando < CONTROL > — <Y > se repiten todas las gréficas
una tras otra para formar una animaciéon. En la parte inferior izquierda

69



de la pantalla se tiene el cuadro de mandos:

[a]&v|n]=|=]

que permite reproducir la animacién de delante a atras, de atras adelante,

acelerarla o ralentizarla, asi como detenerla en pausa. Puede apreciarse de
este modo la transformacion de un personaje en otro y se ha conseguido
el efecto del morphing.

e Si trabajamos con la versién 6, podemos crear el video mediante la
funcién ListAnimate] |:

ListAnimate [Table [Show[IMG [tabla[[3]1]1], {3, 1, 101}]1]

obteniendo el video deseado:

— ) als] ]

3.3.3. Otras transformaciones.

Otras transformaciones en el dominio de la imagen o en el dominio de la
frecuencia (después de aplicar una transformacién de Fourier a la imagen
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se trabaja en el dominio de la frecuencia, lo que resulta muy 1til para
utilizar filtros a la imagen mediante el producto de convolucién) pueden
consultarse en las referencias: [1, 10, 24].

Como actividades el lector puede variar el brillo y el contraste de diver-
sas imagenes, ver como actian diversas funciones definidas componente
a componente de una matriz e incluso observar el efecto que produce
trasponer una matriz en la imagen asociada correspondiente.

3.3.4. La imagen como senal y el histograma.

Como senales que son, las imagenes se pueden representar como un grafi-
co en el que en el eje de las X estan los pixeles de la imagen numerados
correlativamente, y el valor que tiene el pixel (en [0, 255] para escala de
grises) se representa en eje de las Y.

Sefial [imagen_] := ListPlot[Flatten[imagen],
AxesOrigin -> {0, 0%},
PlotRange -> {0, 255},
AxesLabel -> {"Pixel", "Valor que toma el pixel"},
PlotStyle -> PointSize[0.008]]

El histograma también es un grafico 1util para el procesado de iméagenes.
El histograma es un grafico que representa en el eje de las X los valores
que puede tomar un pixel, es decir, [0,255], y en el eje de las Y la fre-
cuencia de aparicion de cada uno.

Histograma[imagen_] :=
Module[{max, min, frec = Frequencies[Flatten[imagen]], xx},
xx = TakeColumns[frec, 1];
max = Max[xx];
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min = Min[xx]; ListPlot[Map[Reverse, frec],
AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> {{0, 255}, {min, max}},
AxesLabel -> {"Valor pixel", "Frecuencia"l}]]

Las funciones de transformacion de intensidad basadas en la informa-
cion extraida de los histogramas de intensidad juegan un papel bésico en
procesado de imagenes, en areas tales como realce, segmentacién, etc.
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Practica 4

Minimos cuadrados. Inversas
generalizadas.

4.1. Minimos cuadrados

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales:

Ar=b, ~AeC™" peCm, (4.1)

Si (4.1) es incompatible, podemos buscar vectores u que hagan el valor
Au —b “tan pequeno” como sea posible. Es lo que conocemos como solu-
cion de minimos cuadrados, que viene definida como la solucién del
sistema de ecuaciones normales:

(A'A)z = A'D . (4.2)

El sistema (4.2) es siempre compatible y la solucién es unica si Rango(A) =
n. Veamos un ejemplo.
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EJEMPLO 4.1.1 Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

3\

2c—y = 5
r+2y =7
ox—y = 0
Tvr+3y = 2
r+y =1

7

Es sencillo comprobar que este sistema de ecuaciones es incompatible. En

efecto:
Solve[{2x-v==5,x+2y==7, bx-y==0, Tx+3y==2, x+v==1}, {x, v}]
{1

por lo que se va a determinar su solucion de minimos cuadrados. En
forma matricial, el sistema se escribe Ax = b donde

2 -1 3
1 2 7
A=| 5 -1 [,b=1] 0
7 3 2
1 1 1

Se observa fdcilmente que la matriz A € R>*? verifica Rango(A) = 2
como puede verse utilizando la funcion RowReduce de Mathematica:

2 -1
1 2
RaneducE[ 5 -1 ] ff MatrixForm
T 3
1 1

Lo Y e I o O Y S
o N I o O E Y |
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por lo que aplicando (4.2) se tiene el sistema de ecuaciones normales:

80x + 17y = 32
172+ 16y = 16

que tiene por solucion:
Solve[{B80x+ 17 v =32, 17T x+16v ==16}, {x. v}]

240 736
‘H}H TR A EH‘

NOTA 4.1.1 Recordemos que la traspuesta de una matriz puede obte-
nerse con Mathematica mediante la funcion Transpose:

Transpnse[ ( ; ;_ ] ] /f HatrixForm
1 3
1 5]
4.1.1. Ajuste de funciones.

Consideremos el siguiente problema:

“Dados una serie de datos experimentales

{($17y1) ) ($27y2) 3ty (xmyn)} )

encontrar una funcion y = f(x,a1,as,...,a,) que depende de
los pardmetros {ay,as, ..., a,}, que mejor ajuste a los datos
considerados.”

El problema asi planteado se denomina problema de ajuste, donde
nuestras incégnitas son los parametros {as,as,...,a,}, y su eleccion se
realiza de forma que la suma de las diferencias:
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sea minima.

Asi, por ejemplo, podemos considerar que tenemos una nube de puntos

{(Ilvyl) ) (anyQ) I (xmyn)}

y pretendemos ajustar una recta de ecuacion

y = ar+b.

De este modo y = f(x,a,b) y los parametros a determinar son los valores

a” y “b”(ajuste lineal o recta de regresién). Puede demostrarse que la
eleccion se corresponde con la solucién de minimos cuadrados del sistema

ary +b = 1y
ars +b = 1y

ar, +b = y,

que puede escribirse de forma matricial como Az = b, siendo:

T 1
2y 1 hn a
Sl o= (1)

y el error del ajuste viene determinado por:

n

2
E = Z(yl — (az; +0))" .
i=1
De igual forma, si consideramos que tenemos una nube de puntos

{(mlayl) ) (372>y2> [ (wmyn)}
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y pretendemos ajustar un polinomio de ecuacion

—1
y = apr’ +ap 2"+ +ar+ag,

se tendria y = f(z,ap,ap_1,...,a1,a0) y los pardmetros a determinar

son los valores {a,, a,—1,...,a1,a0} (ajuste polindmico). Cuando el poli-

nomio considerado es de segundo grado, al ajuste se le denomina “ajuste
parabolico”, cuando es de tercer grado “ajuste ciubico”, etc. Puede de-
mostrarse que la eleccion se corresponde con la solucién de minimos
cuadrados del sistema

p p—1 —
apxy + ap1xy - t+arr+a =
P p—1 —
apTy + ap_ 1Ty ~ +---+ar2+ag = Yo

ap®® +a, 2Pt + -+ gz, Fag =
Pn p—1+n 14n 0 Yn

que puede escribirse de forma matricial como Az = b, siendo:

—1
R U R | a,
p p-1 Y1
.TQ 332 o .. 1'2 1 &p,1
_ o Yn
O A M | agp

Observar que cuando p = n — 1, la matriz anterior A es cuadrada, y se
corresponde con una matriz de Vandermonde, que es invertible si z; # z;,
para i # j, [18, pag. 121]. En este caso nos encontramos ante un sistema
de ecuaciones que tiene solucién tnica, que es el polinomio interpolador
de la nube de puntos dada.

EJEMPLO 4.1.2 Se considera la nube de puntos experimentales dada
por la siguiente tabla:

6.8 10.2 | 12.8| 15.9 | 20.1
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Encontrar su ajuste lineal y parabdlico, comparando los resultados.

e AJUSTE LINEAL. En este caso el sistema considerado es

\

atb = 68 11 6,8
%2 +b = 102 2 1 10,2
Sa+b = 128 » = A=|3 1 |, b=] 128 x—(Z)
da+b = 159 41 15,9
Sa+b = 20,1 5 1 20,1

Vs

Planteamos el sistema de ecuaciones normales:

2

{{35, 15}, {15, 5}}

Transpuse[

ok W R
Ll T T T ]
ok LM
ol B B T )

Transpose| |.{{6.83, {10.2}, {12.8}, {15.9}, {20.1}}

ok WM
I I i ]

[{229.7}, {65.81}

obteniendo el sistema de ecuaciones normales:

550+ 15b = 2297
15a+5b = 658

que podemos resolver en Mathematica, tanto con la funcion Solve| | como
con la funcion LinearSolve] |:
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Solve[{55a+15b ==229.7, 15a + 5h = 65.8}, {a, b}]

{1a=+3.23, b=3.47}7}

LinearSolwe[{{55, 15}, {15, 51}, {229.7, 65.8}]

[3.23, 3.47}

Luego la recta de ajuste es y = 3,23z + 3,47. El error del ajuste viene
determinado por:

n

E =) (y — (az;i+0))* .

=1

En nuestro caso, introducimos una matriz con los datos de la tabla:
patos = {{1, 6.8}, {2, 10.2}, {3, 12.8}, {4, 15.9}, {5, 20.1}}
({1, 6.8}, {2, 10.2}, {3, 12.8}, {4, 15.9}, {5, 20.1}}

y podemos definir la funcion de ajuste lineal:

lineal[x ] :=3.23x + 3.47
con un error total dado por:

Error = FullSimplify[Sum|[ (Patos[[i, 2]] -lineal[Datos[[i, 1]]])"2, {i, 1, 5}]]

0.683

Podemos representar ahora los datos con el ajuste dado:
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Show[ListPlot[Datos, PlotStyle - PointSize[0.02]], Plot[lineal[x], {x, 0, 5}]]

Z0 L
17.5
15
1z.5
10
7.5
1 2 & 4 5

e AJUSTE PARABOLICO. En este caso el sistema considerado es

a+b+c = 68 111 6,8
da+2b+c = 102 2 1 10,2

9a+3b+c = 128 » = A=| 9 3 1 |, b=| 128 [ .2=1]
16a+4b+c¢ = 159 16 4 1 15,9 c
250 +5b+c¢ = 20,1 | 25 5 1 20,1

Planteamos el sistema de ecuaciones normales:

1 11 1 11
4 2 1 4 2 1
Transpuse[ 2 31 ] .19 3 1
16 4 1 16 4 1
25 5 1 25 5 1

({979, 225, 55}, {225, 55, 15}, {55, 15, 5}}

111
a1 21

Transpose[ | @ 3 1|].{{6.8}, {10.2}, {12.8}, {15.9}, {20.1}}
16 4 1
25 5 1

[{919.7}, {229.7}, {65.8}}

30



obteniendo el sistema:

979a + 2250+ 55¢ = 919,7
225a + H5db + 15¢ = 229,7
55a 4+ 15b+5¢c = 65,8

que al resolver, obtenemos:

Solve[{979a+225h + 55 ¢c ==919.7, 225a+55hb + 15 ¢ == 229.7,
55a + 15b + 5¢c ==65.8}, {a, b, c}]
{{a->0.15, b>2.33, ¢ »4.52}}

Linearsolve[{ {979, 225, 55}, {225, 55, 15}, {55, 15, 51}},
{919.7, 229.7, 65.8}]

{0.15, 2.33, 4.52}
Luego la pardbola de ajuste es y = 0,152 + 2,33z + 4,52. El error del
ajuste viene determinado por:

n

2
E =) (y — (01527 + 233z, +452))" .
i=1
Ahora, utilizando la misma de datos, podemos definir la funcion de ajuste
parabdlica:
parabola[x ] :=0.15x"2+2.33x +4.52

con un error total dado por:

Exrror = FullSimplify[Sum[ (Patos[[i, 2]] -parabola[Patos[[i, 1]]]1)"2, {i, 1, 5}11

0.368

Notemos la mejora en la calidad del ajuste al comparar con el ajuste lin-
eal. Podemos representar ahora los datos con el ajuste dado:
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Show[ListPlot[Datos, PlotStyle -+ PointSize[0.02]], Plot[parabola[x], {x, 0, 5}1]1
20

17.5

15

1TZR1S

10

7.3

Mathematica tiene una funcién que permite obtener el ajuste por mini-
mos cuadrados directamente. Se trata de la funcién FIT] .

Fit[datos, funciones,variables| encuentra el ajuste de minimos cuadra-
dos de la lista de datos como una combinacién lineal de las funciones de
las variables. En este caso, se entiende que los datos vienen dados por
el vector {f1, fa,...fn}, donde cada f; es el valor del dato experimental
correspondiente a los valores ordenados de la variable independiente x
paraz =1,2,...,n.

Asi, por ejemplo, Fit[{ f1, fa, ... fu}, {1, z, 2%}, 2] obtiene el ajuste cuadratico
de la secuencia de valores {fi, fa,...fn}. El resultado es un polinomio
cuadratico de la forma ag + a;x + asz?, donde los coeficientes a; € R.

Veamos como realizar mediante la funcién Fit el ejemplo 4.1.2.

En el ejemplo 4.1.2 se consideraba la nube de puntos experimentales dada
por la siguiente tabla:

y[681]10.2]12.8]15.9 | 20.1
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y se pedia encontrar su ajuste lineal y parabdlico. En este caso, utilizando
la funcion F'it para el ajuste lineal, se tiene:

Fit[{6.8, 10.2, 12.8, 15.9, 20.1}, {1, x}, x]
3.47 +3.23 x

que podemos comparar con el resultado obtenido anteriormente y =
3,23z + 3,47.

Anélogamente para el ajuste cuadratico:

Fit[{6.8, 10.2, 12.8, 15.9, 20.1}, {1, x, x™2}, x]
4.52 +2.33 x+0.15 =

que podemos comparar con el resultado obtenido anteriormente y =
0,152% 4 2,33z + 4,52.

NOTA 4.1.2 Es importante observar que para utilizar la funcion Fit
los datos deben ir dados de la forma {(1, f1),(2, f2),...,(n, fn)}. Silos
datos no vienen dados para valores consecutivos de la variable x NO debe
utilizarse la funcion Fit.

Ajuste no polinémico.

Existen algunas situaciones en las que sin embargo la funcién de ajuste
elegida no es de forma polinémica, ya sea por el rapido crecimiento o
decrecimiento de los datos, perioricidad, etc.

En algunos casos se puede reducir el problema a un ajuste lineal®. Su-
pongamos por ejemplo que tenemos una serie de datos {(z;,v;)}._,, con
y; > 0,7 =1,...,n, a los que ajustar una funciéon y = f(z, k,c) dada
por:

'Por ejemplo, cuando las funciones de ajuste vienen dadas por: f(x) = kz™, f(z) =
keet, f(z) = § +0, f(z) = 55
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flz) = ke™ .

En este caso el ajuste es claramente no lineal ni polinémico. Sin embargo,
si consideramos el sistema que se obtiene al sustituir los datos:

ket = 1
ke = 1y,
ke =y,

y tomamos logaritmos en todas las igualdades,

log (k) + cxy = log(y1)
log (k) + cxa = log(y2)

log (k) + cx, = log(y,)

obtenemos un sistema que puede escribirse de forma matricial por Ax =

b, siendo:
r1 1
' log (y1)
i) 1 C
e R R I I
Do 1 log (k)
e 1 0g (Yn)

que puede resolverse como los anteriores buscando su solucion de mini-
mos cuadrados. Una vez determinadas las incégnitas ¢ y log (k), tomando
antilogaritmos se determina k.

Hasta ahora, en los problemas que se han resuelto, la solucién de minimos
cuadrados era tnica ya que Rango(A) = n, sin embargo, la solucién
de minimos cuadrados no tiene por qué ser tnica, como veremos en el
siguiente ejemplo:
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EJEMPLO 4.1.3 Se considera el sistema de ecuaciones lineales

r+2y+z = 1
rt+y =
—2r—2z =1

Es sencillo comprobar que este sistema de ecuaciones es incompatible:

Solve[{3x+2yv+z2 =1, x+y¥==0, -2x-2=z =1}, {x, v. 2}1]
{1

Si se determina su sistema de ecuaciones normales, se obtiene

e +Ty+72 = 1
Tr+d5y+2z = 2
Tr+2y+52 = —1

que tiene infinitas soluciones dependientes de un pardmetro:

Solve[{1dx+Ty+Tz==1, Tx+5y+22 =2, Tx+2y+5h==-1}, {x, v, =}]

Solve::svars : Egquations may not give solutions for all "solve™ wvarisbkles.

{-[x—)—%—z, y—>l+z}]-

De este modo las soluciones del sistema de ecuaciones normales son:

4 3
Ao —A—S—A), A .

DEFINICION 4.1.1 Supongamos que A € C™" y b e C™. Entonces
un vector u € C" es una solucién de minimos cuadrados de Ax = b
si |[Au — b|| < ||Av = b|| para todo v € C™. Diremos que u es solucién
de minimos cuadrados minimal de Ax = b si u es una solucion de
minimos cuadrados de Az = b y ||[u]| < ||w|| para todas las demds w
soluciones de minimos cuadrados.
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Si minimizamos la norma euclidea de un vector genérico solucién de
minimos cuadrados obtenido, podemos obtener la solucién de minimos
cuadrados minimal. Para ello introducimos en Mathematica la solucion
genérica (dependiendo del pardmetro \):

{A, 4F7T -4, -3F7 -4}
y calculamos su norma euclidea al cuadrado:

FullSimplify[{X, 477 -2, -3/7-2}.{X, 4/7 -2, -3/7 -2}]

Se trata de encontrar el minimo de la funcién

25 22
minima[ A ]| 1= —— -

19 F)

+ 322

por lo que derivamos la funcién
Dminima[ A], { A, 1}]
z
-— + 64
-

e igualamos la derivada a cero, usando el comando Solve para resolver la
ecuacion resultante:

s.:lve[—; +BA =0, .1]

{{rs =1

Obtenemos el valor A = i Sustituyendo ahora en la derivada segunda:
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D[minimal[ 1], { &, 2}]
&

€1
21
se alcanza un minimo. La soluciéon de minimos cuadrados minimal es por

vemos que como el valor de esta derivada es positivo, en el valor A =

tanto:

1
(A, 477 -2, -3/7 -4} /. l—}H

1 11 10
{21’ 21’_21}

ACTIVIDAD 4.1.1 Encontrar la solucion de minimos cuadrados mi-
nimal del sistema

r+y+z+t = 1
rT+y+z+t = 2

obteniendo la solucion general del sistema de ecuaciones normales, y mi-
nimizando el cuadrado de su norma euclidea.

4.2. Inversas generalizadas y minimos
cuadrados.

La inversa Moore-Penrose verifica la siguiente propiedad que la relaciona
con la solucién de minimos cuadrados minimal:

TEOREMA 4.2.1 Supongamos que A € C™" yb € C™. Entonces ATh
es la solucion de minimos cuadrados minimal de Ax = b.

87



EJEMPLO 4.2.1 En el ejemplo 4.1.3 se partia del sistema incompati-
ble:

3x+2y+z = 1
T+y
—2r—2z =1

cuyo sistema asociado de ecuaciones normales

e +Ty+72 = 1
Tr+5y+2z =
Tv+2y+52 = —1

tiene infinitas soluciones dependientes de un pardmetro:

4 3
(125 22) aee)

También podemos obtener esta solucion minimal mendiante el teorema
4.2.1. En este caso, el sistema planteado es (en forma matricial):

1 x 1
11 0 Yy = 0 — Az =10,
-2 0 -2 z 1

y la inversa Moore-Penrose de la matriz de los coeficientes es

11 2
'i‘ 57 241 2%
Al = ST
32 1 s
21 7 21

de donde la solucion de minimos cuadrados minimal viene dada por

1 1 _ 2 1
9 M W R B U O
z ST T 1 —a1

que coincide con la calculada anteriormente.
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Para calcular la inversa Moore-Penrose en el paquete informéatico Mathe-
matica podemos proceder de tres formas:

e La funcién Pseudoinverse. La funcién Pseudoinverse[A] proporciona

la inversa Moore-Penrose de una matriz. Asi, en el ejemplo 4.2.1,
se tiene:

PseudoInverse[{{3, 2, 1}, {1, 1, 0}, {-2, 0, -2}}] // HatrixForm

L 1 _Z
7 z1 z1
S 4 Z
zl zl 7
-2 _1 _&
zl 7 z1

e La funcién MoorePenrose. Esta funcién utiliza la capacidad que posee
Mathematica para el calculo simbdlico y el siguiente resultado:

TEOREMA 4.2.2 ([26]) Sea A € C™*". Entonces

Al = lm (A*A — 2I) 7" A* = lim A* (AA* —21)7" .

z—0 z—0

Para utilizar este teorema debemos introducir las siguientes fun-
ciones en Mathematica:

DimensionFilas[a_] :=First[Dimensions[a]]
Hermiticala_] :=Conjugate[Transpose[a]]

MoorePenroseAuxiliar[a_,z_]:=
Hermiticala] .Inversel[a. Hermiticala]
- z IdentityMatrix[DimensionFilas([a]]]

39



MoorePenrosel[a_] :=
MatrixForm[Limit [MoorePenroseAuxiliar([a,z], z->0]]

Asi, en el ejemplo 4.2.1 | se tiene:

MoorePenrose[{{3, 2, 1}, {1, 1, 0}, {-2, 0, -2}}] // HatrixForm

1 1 _Z
7 z1 z1
= 4 Z
z1 z1 7
-2 _1 _=&8
21 7 21

e Utilizando la descomposicién en valores singulares de la matriz (intro-
ducida en modo numérico). Si la descomposicién en valores singu-

lares de A es A = wDiag {u} u'?, siendou = (01,09,...,0,,0,...,0)
entonces AT = uDiag {t} w!, siendo t = (Ull, g 00, O)

Asi por ejemplo,

PsewdoInverse[{{1, 1, 2}, {1, 1,2}, {1, 1, 2}}]
1 1 1 1 1 1 1 1 1
s wwrisg s wrisessl
{u, v, w}=5ingularValues[H[{{1, 1, 2}, {1, 1, 2}, {1, 1, 2}}]1]

[{{-0.57735, —-0.57735, —0.5773511, {4.24264],
{{-0.408248, -0.408248, -0.816497}}}

Conjugate [Transpose[{{-0.5773502691896257" , -0, 5773502691896258 " ,
~0.5773502691896258° }}]]. DiagonalMatrix[{4.242640687119286" }].
({-0.40824829046386296° , -0.40824829046386296°, —0.§16496580927726° })

(i1l 1,20, {1, 1, 20}, {1, 1., 223}

Vamos a resolver la actividad 4.1.1 utilizando la inversa Moore-Penrose.
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EJEMPLO 4.2.2 En la actividad 4.1.1 se pedia encontrar la solucion
de minimos cuadrados minimal del sistema de ecuaciones lineales:

r+y+z+t = 1 4 1 1 11 - 1 .
r+y+z+t = 2 ~\1111)" \2)"7

Por el teorema 4.2.1, la solucion de minimos cuadrados minimal viene

SRS I ]

dada por x = A'b. En este caso, podemos calcular la inversa Moore-
Penrose con Mathematica, obteniendo:

MoorePenrose[{{1, 1, 1, 1}, {1, 1, 1, 1}}]

o ol o~ o~
N o T N L i

[
[

PseudoInverse[{{1, 1%, §1, 1,1, 11}] /f HatrixForm

L T o N P T
L A T A N

por lo que

Al =

00| 00| Q0| Qo |+
00| 00| 00| 0O |

y por tanto la solucion de minimos cuadrados minimal viene dada por:
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-{{1}, {2}}

NN P A A

NN P A A

!

{=h {121 120 (21

4.3. Inversas generalizadas de matrices.

Una matriz A% se denomina inversa generalizada de A si cumple:

AAA = A.

omando como una inversa generalizada de A, el conjunto de inversas
T do A€ lizada de A, el tod
generalizadas de A podemos escribirlo de la siguiente forma:

S = {AY; AA° A = A} . (4.3)

El conjunto S asf definido tendrd un tnico elemento (A~!) cuando A sea

cuadrada y no singular. En general S tendra mas de un elemento, como
puede verse en el ejemplo 4.3.1.

10 . 10 1 1
EJEMPLO 4.3.1 PamA—(O 0>,lasmatmces<0 0),(0 0),

1 11
( 1 8 ) Y ( 11 ) son inversas generalizadas de A. En efecto:
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(ul 3]-(.,1 “1][“1 3]”1-!'.atriﬂ‘um
(6 o)
(nl 3](.,1 3](“1 g)HHatrixFurm
(5 o)
[“1 z){i z]-[ul z]ffl-[atrixf'urm
(5 o)
(ul 3)(1 i][ﬂl 3]”1-!'.atriﬂ‘um
(5 o)
Como ejemplo de inversa generalizada se tiene la inversa Moore-Penrose,

que recordemos que dada A € C™" es aquella tinica matriz Af que
cumple:

HNAAtA = A |

(

(2) At A AP = Af

(3) (A AT = A Al
(4) (AT A)" = AT A .

y que hemos calculado mediante las funciones Moore Penrose y Pseudolnverse
de Mathematica.

Vamos a ver la aplicacion de las inversas generalizadas (y en particular
de la inversa Moore-Penrose) a la resolucién de sistemas de ecuaciones
compatibles. Esta aplicacién viene dada por el teorema de Mitra:

93



TEOREMA 4.3.1 (Teorema de Mitra)
Sea A € C™" y A9 € C™™ es una inversa generalizada de A. Sea
b € C™ un vector, entonces el sistema

Axr =b
es compatible si y solo si
AAD = b,
y en este caso la solucion general de Az = b viene dada por

v = A% + (I, — A°A) =,

con z € C™ arbitrario.
EJEMPLO 4.3.2 Consideremos el sistema de ecuaciones

2r—y+z+t = 5
r+2y—2z4+2t = 7
or—y+z+3t = 0

Vamos a estudiar su compatibilidad utilizando el teorema de Mitra. La
matriz de coeficientes del sistema viene dado por:

2 -1 11
A = 1 2 -1 2
5 -1 1 3

Calculamos una inversa generalizad de A, por ejemplo, su inversa Moore-
Penrose:
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2 -1 1 1
HuurePenruse[ [1 2 -1 2
A -1 1 3

i 5 10
13 13 13
2 i _ 5
13 26 26
25 2 _1ls
1z 13 1z
13 s _ 17
13 z6 Z6
y comprobamos si el sistema es compatible (AASh = b):
AT 5 0 10
13 13 13
2 -1 1 1 2 a1 9 5
13 26 26 .
i 2 -1 2]. 35 & 16 [T]IIHatrlenrm
5 -1 1 3 13 13 13 0
i3 s _ 17
13 26 26 |
a
7
]

El sistema dado es compatible, luego su solucién general (A%b + (In — AGA) z)
viene dada por:
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17 _ 5 10
13 13 13
211 _ 9 [2-1 1 1]

13 26 26 I.[T]+‘Identityﬂatrix[4] 35 8 16 ||t 212

an 5w

35 8 16
13 13 12 5-11 3
19 15 17

13 13 13 13 13
147 + 3a b 3c _ =2d
ZE 13 4 13 4
231 + Za + 3b 2c _ 3d
1z 13 13 13 13
285 _ 3a _8b _3c . 24
ZE 13 26 13 26

por tanto la solucion general del sistema viene dada por:

= 120—1— a—|—13b+—c—3d

T
y = %67—!— a—|—26b+—c—9d
z = %4—— b+—c—3d
t = 223 a——b Sc+ 2d

26 13 1367 26

con a,b,c,d € R.

EJEMPLO 4.3.3 Consideremos el sistema de ecuaciones

2r—y+z+t = 1
dr —2y+22+2t = —1
dr—y+z+3t = 1

Vamos a estudiar su compatibilidad utilizando el teorema de Mitra. La

matriz de coeficientes del sistema viene dado por:

2 -1 11
A = 4 =2 2 2
5 -1 1 3

Calculamos una inversa generalizad de A, por ejemplo, su inversa Moore-

Penrose:
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2 -1 1 1
HnnrePenrnse[ [4 -2 2 2 ]
h -1 1 3
S S
45 45 z7
L -
45 45 27
i 14 _ 8
45 45 z7
-1 _Z £
15 15 )
y comprobamos si el sistema es compatible (AASh = b):
i _2 5
45 45 27
2 -11 1 2 12 8 1
[4 -2 2 2. :5 ::15 2; . [ -1| // MatrixForn
5 -11 3 rr 1
i _ 2 2
15 15 3
L
E
£
5
1

Por tanto el sistema dado es incompatible.

4.3.1.

Inversa Drazin

Otra inversa importante (y que no siempre se corresponde con una inversa
generalizada) en la inversa Drazin. Se define unicamente para matrices
cuadradas y su cdlculo (a diferencia de la inversa Moore-Penrose) no
puede realizarse directamente con Mathematica. Para calcular la inversa

Drazin utilizaremos el siguiente resultado:

TEOREMA 4.3.2 ([26]) Sea A € C"*™. Entonces
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AP = 1im (A”H — z[n)fl

z—0

A" (4.4)

y la capacidad que posee Mathematica para el calculo simbdlico. Para
utilizar este teorema debemos introducir las siguientes funciones:

DrazinAuxiliari[a_,z_]:=

Inverse[MatrixPower[a, DimensionFilas[a]+1]-

z IdentityMatrix[DimensionFilas([a]]].MatrixPower [a,
DimensionFilas([a]]

Drazin[a_] :=MatrixForm[Limit [DrazinAuxiliari[a,z], z->0]]

Asi por ejemplo:

2 -1 1
Drazin[[E -1 1 ]
A -1 1
o -1 L
3 2
o -1 L
3 3
1 X _1
3 3

Aplicaciéon de la inversa Drazin: funciones matriciales.

Si f(A) es una funcién analitica definida en un entorno de los valores
propios de la matriz A € C"*", el siguiente resultado nos proporciona
un método alternativo para obtener funciones matriciales en términos de
la inversa Drazin al visto en la practica 2. Denotaremos por Ind(B) el
indice de la matriz B.

TEOREMA 4.3.3 Supongamos que A € C"*™ tiene r valores propios
distintos {1, Ao, ..., Ar}, que Ind(A — NI) = k;, y que f(\) es analitica
en un entorno de \;. Entonces
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f >A ND)™I — (A= NDP(A—=NI)). (4.5)

En particular, para la matriz exponencial se tiene:

COROLARIO 4.3.1 Sea A como en el teorema 4.5.3. Entonces

r .

M =" Z f: (A= XND)"™I — (A= NDP(A=NI))| Mt (4.6)

i=1 [m=0
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Apéndice A
Funciones de Mathemat:ica.

En este apéndice se han incluido los listados de las diferentes funciones
de Mathematica utilizadas a lo largo de las practicas anteriores.

P[i_, j_, n_] := Module[{B},
B = IdentityMatrix[n];

B[[i, il] = 0;

BL[j, j11 = 0;

BL[i, j11 = 1;

BL[j, i11 = BL[i, j11;
B]

Pt[i_, j_, t_, n_] := Module[{B},
B = IdentityMatrix[n];
BL[i, jl1 = t;
B]

Qli_, s_, n_] := Module[{B},
B = IdentityMatrix[n];
B[[i, il1] = s;

B]

DimensionFilas[a_]:=First[Dimensions[a]]
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Hermiticala_]:=Conjugate[Transpose[al]

MoorePenroseAuxiliar[a_,z_]:=
Hermiticala] .Inversel[a. Hermiticala]
-z IdentityMatrix[DimensionFilas[a]]]

MoorePenrose([a_]:=
MatrixForm[Limit [MoorePenroseAuxiliar([a, z], z -> 0]]

DrazinAuxiliari[a_,z_]:=

Inverse[MatrixPower[a, DimensionFilas[a]+1]-

z IdentityMatrix[DimensionFilas[a]]].MatrixPower [a,
DimensionFilas([a]]

Drazin[a_] :=MatrixForm[Limit [DrazinAuxiliari([a,z], z->0]]

MatrixExpF[a_] :=Module[{ev, lambda, sigma, mu,
functions, alpha, system, subsystem, sol},
ev=Eigenvalues[a] ; lambda=Union[ev] ;sigma=Length[lambda];
mu=Map [Count [ev,#] &,lambda];
functions=Array[alpha,Lengthl[a], 0];
system=Flatten[Table [t~ j*Exp[lambdal[[k]]*t]==
D[Sum[alpha[i]*x~i,{i, 0, Length[a]l-1}],
{x,j}1/.x->1lambda[[k]],{k,sigma},{j,0,mul[k]]1-1}]1];
sol=Solve[system, functions];

functions=ComplexExpand [functions/.sol[[1]]]//Simplify;
Sum[functions[[i+1]]*MatrixPower[a,i],{i,0,Length[a]l-1}]
//FullSimplify]

MExponencialla_]:=
FullSimplify[MatrixForm[InverseLaplaceTransform[
Inverse[(s*IdentityMatrix[First[Dimensions[al]l]l-a)],s,t]]]

PolinomioCaracteristicola_,t_]:=
Factor[Det [a-t*IdentityMatrix[Dimensions[a] [[1]]]1]]
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PolinomioMatriciall[p_, n_, a_, t_] := Block[{cam, poli},
For[ J = O, J <= n, j++’

cam = cam + Coefficient[p, t, j]*MatrixPowerl[a, jl];
poli = Simplify[cam]//MatrixForm;

Return[poli]]

pils[f_,p_,a_,b_,x_]:=Sum[(p/((x-Part[a,i]) ~(Part[b,i])))*(
Sum [ (1/Factorial[n])*(
DL((f * (x-Part[a,i])~(Part([b,i]))/p),{x,n}1/.x
\[Rule]Part[a,i])*((x-Part[a,i]) "n),{n,0,Part([b,i]l-1}1),{1i,
1,Dimensions[a] [[1]]3}]

DeImagenAMatriz[var_] :=

Module[{z, a, b}, z = ToString[InputForm[var]];

a = Flatten[StringPosition[z, "{{", 11];

b = Flatten[StringPosition[z, "}}", 1]];
Return[ToExpression[StringTake[z, {al[[1]], b[[2]]1}]1]]
]

IMG[var_] :=

Module[{dim = Dimensions[var]},

Graphics[Raster[var, {{0, 0}, {dim[[1]], dim[[2]]}}, {0, 255},
ColorFunction -> GrayLevel], AspectRatio -> dim[[1]]/dim[[2]],
ImageSize -> {dim[[1]], dim[[2]]}]

]

Normalizar([x_] := Which[x>=255,255,x<=0,0,0<x<255,x]

Brillo[valorAumento_, imagen_] :=
Map [Normalizar, valorAumento + imagen, {2}]

Sefial [imagen_] := ListPlot[Flatten[imagen],
AxesOrigin -> {0, 0%},
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PlotRange -> {0, 255},
AxesLabel -> {"Pixel", "Valor que toma el pixel"},
PlotStyle -> PointSize[0.008]]

Histograma[imagen_] :=
Module[{max, min, frec = Frequencies[Flatten[imagen]], xx},
xx = TakeColumns[frec, 2];

Max [xx] ;

min = Min[xx]; ListPlot[Map[Reverse, frec],

AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> {{0, 255}, {min, max}},
AxesLabel -> {"Valor pixel", "Frecuencia"}]]

max

Contraste[imagen_, punto_, factor_] :=
factorximagen + (127 - factor*punto)

ne[x_] := 265 - x

negativo[ imagen_] := Map[Normalizar, ne[imagen], {2}]
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