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Resumen

El presente Trabajo de Investigacion aborda el andlisis modal de tres
sistemas presentes en el campo de la aerondutica. Antes del estudio de las
estructuras, se realiza una introduccién teérica de todos los procedimientos
que se aplican en este tipo de ensayos que abarca una gran parte del trabajo.
Ademsds, también se describen los procedimientos y herramientas empleadas
en los ensayos de vibracién en tierra (GVT). Los ensayos GVT tienen lugar
en las fases finales del diseno de aeronaves y su compromiso con la seguridad
estructural es muy critico. En lo que se refiere al estudio modal experimen-
tal, el objetivo siempre ha sido la obtencién de las frecuencias naturales y
los modos de vibracién. Finalmente, también se han buscado evidencias de
dichas estimaciones son correctas y, por tanto, tengan algin fin dentro del
mundo de la ingenieria.
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Introduccion al Analisis Modal

Durante los ultimos veinte afios, el analisis modal se ha convertido en
una tecnologia de mayor importancia a la hora de determinar, mejorar y
optimizar las caracteristicas dinamicas de las estructuras en el mundo de la
ingenieria. Ademas de tener una vital importancia en los ambitos del auto-
movilismo y la aerondutica, el analisis modal también tiene aplicaciones en
estructuras civiles, actstica de instrumentos, estructuras espaciales e incluso
biotecnologia. Los actuales y complejos disenos de las estructuras mecanicas,
aeronauticas o civiles requieren un menor peso con una mayor flexibilidad
estructural sin penalizar la resistencia de dicha estructura. Por ejemplo, en el
ambito espacial, las antenas de los satélites deben ser lo mas ligeras posibles
con el fin de minimizar sus propiedades inerciales durante las operaciones.
Estas rigurosas demandas favorecen la aparicién de vibraciones no deseadas
en la estructura. Otro hecho relevante en la vida moderna es el aumento de
demanda en la seguridad y fiabilidad sobre las nuevas estructuras a través
de las regulaciones de los gobiernos actuales. Este ultimo tipo de demandas
son debidas a la poblacién y consumidores.

Todo esto ha dado lugar a nuevos desafios cientificos que necesitan de un
mayor conocimiento del mundo estructural. El reto descansa en una mejor
comprension de las propiedades dinamicas de dichas estructuras a través
de los estudios analiticos, numéricos, experimentales o una combinacién de
los mismos. Estas caracteristicas dinamicas se han convertido en una de las
principales consideraciones en los nuevos disefios y gracias al desarrollo del
andlisis mediante elementos finitos se ha logrado estimar la dindmica de la
estructuras en las fases de disenio. Este andlisis numérico necesita un riguro-
so fundamento tedrico para la validacién de los resultados obtenidos. Esta
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responsabilidad descansa en el andlisis modal.

Cabe senialar que el analisis numérico por si solo no es capaz de prede-
cir completamente el comportamiento de las estructuras a causa de ciertas
propiedades dindmicas, como el amortiguamiento o la no linealidad, que
requieren de un estudio especializado. Por otro lado, es necesario estable-
cer unas condiciones de contorno no conocidas a priori que complemente el
modelado estructural. Es en este punto cuando los anélisis experimentales
son imprescindibles para la obtencién completa de las propiedades dindmi-
cas. Los estudios experimentales estan alimentados por la teoria de andlisis
modal que ha sido desarrollada gracias a la transformada de Fourier.

1.1. ; Qué es el analisis modal?

El andlisis modal es el conjunto de la determinacién de la propiedades
dindmicas inherentes de un sistema en forma de: frecuencias naturales, fac-
tores de amortiguamiento y forma de los modos de vibracién; y el empleo
de ellas para la creacién de modelos matematicos que predigan el comporta-
miento dindmico de una estructura. El modelo matematico que se formulara
esta referido al modelo modal del sistema y la informacién acerca de sus
caracteristicas se denomina como datos modales.

El andlisis modal esta basado en el hecho de que la respuesta vibratoria
de un sistema dindmico lineal estacionario puede ser expresada como una
combinacién lineal de movimientos armonicos simples llamados modos natu-
rales de vibracion. Este concepto es similar al empleado en la superposicién
de Fourier (ondas senos y ondas cosenos) para la representaciéon de ondas
de forma compleja. Cada modo de vibracion se describe de forma modal,
es decir, a través de su: frecuencia natural, factor de amortiguamiento y
caracteristicas de su patrén de desplazamiento (forma del modo). La forma
modal puede ser real o incluso compleja y esta correspondida a una frecuen-
cia natural. El grado de contribucion de cada modo a la respuesta vibratoria
del sistema viene determinado por el tipo de excitacién realizada y la forma
que tenga dicho sistema.

El modelo fisico de un sistema dindmico viene recogido mediante su ma-
sa, su rigidez y su amortiguamiento, previamente fijados por un andlisis
tedrico modal. Esta propiedades pueden venir dadas en forma de ecuaciones
diferenciales. Una evidencia de esto es la ecuacién de vibracion uniforme de
una cuerda establecida a partir de su distribucién de masa y propiedades
elasticas. La solucién de dicha ecuacién proporciona la frecuencia natural y
la forma de los modos de la cuerda, ademads de su respuesta forzada. Sin em-
bargo, si se desease tener un modelo mucho mas realista se deberia tener en
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consideracion la distribucién espacial de la masa, rigidez y amortiguamiento
por lo que seria necesario el empleo de matrices. Estas matrices dan lugar a
un conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el movimiento del sis-
tema. El principio de superposicién de sistemas dinamicos lineales permite
la transformacion de dichas ecuaciones en un problema de autovalores. La
resolucién de este problema dard lugar a los datos modales del sistema.

La discretizacién de casi cualquier sistema dinamico lineal vino impulsa-
da por el andlisis de elementos finitos moderno. Este hecho produjo una gran
mejora en la capacidad y alcance de la teoria de andlisis modal. Por el con-
trario, cabe resaltar que al ambito de andlisis experimental se le denomina
ensayo modal.

1.2. ; Qué son los ensayos modales?

Los ensayos modales son una técnica experimental usada a partir del
modelo modal de un sistema lineal estacionario. Las bases tedricas de esta
técnica aseguran establecer una relacién entre la respuesta vibratoria en un
punto del sistema y la excitacién en el mismo o otro punto del sistema como
una funcién de excitacién en frecuencia. Dicha relacién, que en la mayoria
de los casos sera una relacién matemaética compleja, se conoce como funcién
de respuesta en frecuencia, o abreviado, FRF. Es muy frecuente que dichas
funciones se representen en una matriz que englobe todo el sistema. Dicha
matriz se caracteriza por ser simétrica, demostrando asi el principio de re-
ciprocidad de Maxwell.

La realizacion de los ensayos modales conlleva la medicién de las FRF de
una estructura. La forma mas sencilla de medir una FRF es a través de la
introduccion de una excitacion determinada en un punto determinado de la
estructura y la medicién de la respuesta vibratoria en uno o varios puntos.
Es muy importante que durante el ensayo exista ausencia de excitaciones
externas. La excitacion a introducir puede ser a una frecuencia determina-
da, una funcién sinusoidal escalonada, una senal aleatoria o ruido blanco.
La excitacién suele ser cuantificada mediante un transductor de fuerza en el
punto de excitacién mientras que las respuestas vibratorias son recogidas a
través de acelerémetros o sondas. Tanto excitacion como respuestas llegan
al analizador que se encarga del cdlculo de las FRF.

Una consideracién practica es el numero de FRF necesarias para poder
estimar adecuadamente el modelo modal del sistema dindamico ensayado. Por
ejemplo, en el caso de que la excitacién sea un impulso (ensayo con martillo)
lo mas frecuente es medir la respuesta vibratoria del sistema en el mismo
punto e ir cambiando los puntos de excitacién. El conjunto de FRF medidas
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conformara una matriz fila y tedricamente sera suficiente para determinar el
modelo modal buscado. Con los datos necesarios, el analisis numérico sera
capaz de hallar los parametros modales mediante curvas de ajuste.

En resumen, los ensayos modales engloban 3 fases destacables: el test
de preparacién para ensayo, la medicién de las respuestas en frecuencia y
la identificacion de los parametros modales. El test preparatorio abarca: la
seleccién del tipo de soporte que tendra la estructura durante el ensayo, el
tipo de fuerza de excitacién que se sometera, los puntos de excitacién donde
se aplicaran las perturbaciones, el hardware a utilizar para medir la excita-
cién y respuestas, establecimiento de los nodos que conformaran el sistema
(discretizacion) e identificacién de posibles mecanismos que conduzcan a im-
precisiones en las medidas. Al final del ensayo modal, las FRF recogidas nos
permitiran realizar la identificacion de los parametros modales del sistema
analizado.

1.3. Aplicaciones del analisis modal

Antes de abordar las aplicaciones que podria tener un andlisis de estas
caracteristicas, es importante recordar los dos caminos de donde procede el
analisis modal. El teoria modal se basa en la descripcién de las propiedades
fisicas de donde derivara el modelo modal. Esta descripciéon del sistema
normalmente contendra las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez de
tal forma que se conecta el modelo espacial del sistema con el modelo modal.
Los anélisis experimentales determinan el modelo modal a partir de las FRF
medidas como se ha comentado anteriormente. De esta manera, se conectan
los datos de respuesta con el modelo modal. A continuacién, se revisaran
algunas de las aplicaciones del andlisis modal.

1.3.1. Correccién de problemas

El anélisis experimental modal es muy frecuente utilizar sistemas dindmi-
cos que resultan problematicos con el fin de obtener una mejor comprension
de los posibles fallos que el sistema pueda poseer. Esta ha sido una des sus
aplicaciones mas populares desde su comienzo. A través de este andlisis se
calculan las frecuencias naturales, factores de amortiguamiento y modos de
vibracion del sistema y, con ellos, es posible en la mayoria de los casos de-
terminar el factor causante de los problemas que pueda tener dicho sistema.

1.3.2. Correlacién entre elementos finitos y resultados expe-
rimentales

Una de las aplicaciones mas extendidas de este tipo de andlisis es la co-
rroboracién de un modelo matematico que se aproxime al comportamiento
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dindmico de una estructura. La amplia mayoria de modelos matematicos se
estiman mediante el método de los elementos finitos (FEM) basados en las
matrices de masa y rigidez. Los elementos finitos son muy utilizados en la
etapa de disefio pues permiten realizar variaciones en la masa y rigidez del
sistema con el fin de optimizar las propiedades dinamicas de un sistema sin
la necesidad de construir un prototipo. Sin embargo, este método necesita
de una validacién para poder ser empleado por los disenadores. Para escla-
recer que dicho modelo representa fielmente la realidad son necesarios unos
ensayos experimentales sobre un modelo que certifiquen la existencia de una
correlacion entre ambos.

1.3.3. Sensibilidad del analisis

El modelo modal de un sistema dindmico puede ser utilizado para prede-
cir la sensibilidad de los parametros modales frente a cambios en los parame-
tros fisicos. La principal ventaja de este método es la identificacion de los
cambios fisicos mas efectivos que producen un desplazamiento (retraso) de
la frecuencia natural del sistema. Este tipo de analisis es muy 1til en tareas
de rediseno de las estructuras con el fin de optimizar, en todo lo posible, sus
parametros modales de la manera mas eficiente.

1.3.4. Reduccién de los modelos matematicos

En el diseno en elementos finitos (FEM), el tamano del modelo viene
dado por el numero de puntos impuestos en la discretizacion del sistema.
Aunque el utilizar un mayor numero de puntos no siempre asegura una
mayor precision en la respuesta del modelo, siempre es recomendable usar
un numero elevado sin comprometer mucho a la carga de calculo de la CPU.
En los casos que se desee estudiar el comportamiento de un sistema en un
bajo rango de frecuencias es interesante usar un modelo matemadtico lo mas
simplificado posible.

1.3.5. Identificacién de fuerzas

En la practica, las fuerzas que inducen vibraciones no son siempre me-
dibles. Sin embargo, mediante la medicién de la respuesta del sistema y
un modelo modal es posible identificarlas. Por ejemplo, la perdida de un
rodamiento en un turbo reactor puede dar lugar a una fuerza que origine
excesivas vibraciones (llegando a comprometer la integridad del motor).

1.3.6. Prediccion de la respuesta

Una vez estimado adecuadamente el modelo modal de un sistema, es
posible estimar la respuesta que tendria dicho sistema ante la combinacién
de varias fuerzas de excitacién. Ademads, el estudio de los esfuerzos de un
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sistema durante sus ciclos de vida puede ser decisivo en la estimacion de la
vida a fatiga del componente estudiado.

1.3.7. Acoplamiento subestructural

Es muy frecuente en el mundo de la ingenieria el estudio del comporta-
miento de una estructura completa conociendo el comportamiento individual
de cada uno de los componentes que la integran. Este fenémeno se conoce
como el estudio del acoplamiento subestructural. Dada la complejidad de
este acoplamiento, normalmente se suelen estudiar los componentes analiti-
camente de forma aislada lo cual resulta mas sencillo y el conjunto de la
estructura se suele ensayar de forma experimental.

1.3.8. Deteccion de danos estructurales

La deteccion de danos estructurales no visibles siempre ha sido una prio-
ridad de la industria, sobretodo en los sectores aeronduticos y espaciales.
La base tedrica de esta aplicacién descansa en la variacién de la respuesta
dindmica de los sistemas cuando se encuentran danados. Este hecho otorga
un margen de error a los usuarios antes de que se produzca un fallo ca-
tastrofico. Para que este método funcione es imprescindible tener las ”hue-
llas dactilares”de la estructura cuando se encuentra en perfectas condiciones
como modelo a tener en cuenta. De esta forma, los técnicos pueden hacer
una valoracion objetiva de la salud estructural del sistema.

1.4. Aplicaciones practicas del analisis modal

Durante los préximos anos se espera una expansién de las aplicaciones
del analisis modal a diversos ambitos. La mayoria de casos han sido vistos
en la ingenieria de la automocién, la aeronautica y la mecanica en particular.

En la ingenieria automovilistica, la gran demanda de seguridad en este
sector ha obligado al rediseno de muchos vehiculos con el fin de optimizar
las propiedades dindmicas de éstos. Tiene mucho interés el estudio analitico
(FEM) y experimental (andlisis modal) sobre los componentes del automévil.
La tendencia de los coches futuros es una reduccién de peso (menor consu-
mo) y una mejora en la resistencia de los materiales (mayor seguridad). El
andlisis modal es empleado como una herramienta para comprender mejor
transmisién del sonido y vibraciones a la cabina del vehiculo. De esta ma-
nera, es posible aislar mejor al pasaje y hacer un automovil mas confortable.

El estudio de la dinamica de las estructuras de aviones y naves espaciales
ha sido un catalizador en el desarrollo del andlisis modal. Estas estructuras
tienen unos requerimientos muy estrictos y estdn altamente penalizadas por
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el peso, por lo que siempre deben ser lo mas ligeras posibles. El andlisis
modal ha sido el principal medio de verificacién de los modelos matematicos
de estas estructuras con la realidad. Las grandes amplitudes de las fuerzas
de excitacion y las respuestas vibratorias debido a las grandes dimensiones
llevan al limite la teorfa modal. Se hace necesario el estudio de la dindmica
no lineal y del acoplamiento subestructural. Ademas, el andlisis modal ha
hecho posible la comprensién de fenémenos aeroelasticos como la divergen-
cia y el flameo.

El empleo del analisis modal en la ingenieria civil ha sido creciente con
los afios, un ambito donde el andlisis estructural es critico. La gran preocu-
pacion del comportamiento dinamico de las estructuras civiles bajo seismos
y cargas aerodindmicas justifican la introduccién del analisis modal en es-
te campo. El andlisis modal ha sido utilizado como un efectivo método no
destructivo para localizar rdpidamente la presencia de fallos criticos. Esta
informacién resulta muy util a la hora de establecer planes de mantenimien-
to en puentes y a la hora de realizar presupuestos de reparacion.

Cabe destacar el uso de andlisis modal en otros campos fuera de la inge-
nierfa. Un buen ejemplo de ello es el estudio de la actstica en instrumentos
musicales. Esta técnica ha sido utilizada para el estudio de instrumentos,
como la guitarra y el violin. Este estudio arroja luz sobre el tema de calidad
de los instrumentos de una manera mas cientifica frente a la subjetividad
de los artesanos que fabricaban los instrumentos. En adicién, la industria
musical es capaz de establecer un método cientifico para evaluar los instru-
mentos fabricados.

Para este capitulo se han usado las siguientes referencias bibliogréficas:
[1], [2], 3], [4] v [5].



Matematica empleada en Analisis Modal

El anélisis modal depende de las matematicas para el establecimiento de
los modelos modales de los sistemas dinamicos y poder analizar los datos
obtenidos. Estas matematicas engloban un rango amplio dado que se ana-
lizan los dominios de tiempo y frecuencia. Este analisis tiene que lidiar con
sistemas dindamicos discretos y estructuras continuas. Los anélisis analiticos
y numéricos abarcan el tratamiento de curvas de ajuste, manipulacién de
matrices, identificacion de parametro, etc.

La transformada de Fourier es fundamental en el procesamiento de senales.
Es habitual pensar que la transformada de Fourier es el punto de referencia
del desarrollo de la tecnologia de andlisis modal. Sin ella, el andlisis modal
seguiria en un plano académico.

2.1. Conceptos basicos de matrices

La teoria matricial resulta fundamental en la teoria de anélisis modal. A
continuacién, se refrescaran algunos conceptos.

2.1.1. Traza de una matriz

La traza de una matriz se trata de una funcién escalar. Para una matriz
[A] de dimensiones n x n, su traza se denota como tr[A] y es definida:

tT[A] = Z (077} (2‘1)
=1

15
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Las siguientes relaciones para la traza de una matriz se pueden verificar
facilmente.

tr([A] 4+ [B]) = tr[A] + tr[B| (2.2)
tr([A][B]) = tr([B][A]) (2.3)
tr([A]T) = tr[A] (2.4)
tr(cx*[A]) = c(tr[A]) (2.5)

donde ¢ es una constante.

2.1.2. Determinante de una matriz

El determinante de una matriz cuadrada [A] de dimensiones n X n se
denota como | [A] |. Es inmediato mostrar que:

= |[AJl[[B]| (2.6)
1Al = I[A1"] (2.7)
Un menor [M];; del elemento a;; en la matriz [A] es un determinante de

la matriz original eliminando la fila i-esima y la columna j-esima. El cofactor
[C];; del elemento a;; se define por:

[Clij = (1) [M]; (2.8)
Por ejemplo
2 15
A= l4 2 1
2 0 3
M = g 5] 3 [Clal = (=121 ¢ [M]] = =3

De esta forma, el determinante de una matriz [A] de dimensiones n X n,
seleccionando la fila r-esima, se puede expresar como:

[A]] = Zairuc]ir‘ (2.9)

2.1.3. Norma de una matriz

El nombre técnico de la magnitud de una matriz [A] se llama norma
y se denota como ||[A]||. La estimacién de la norma de una matriz puede
parecerse a la norma de un vector cuya funcién asigna al vector un numero
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real positivo. Normalmente, la p-norma de un vector x de dimensiones n x 1
se define como:

n

lzll, = (3 JzilP)7 (2.10)

=1

Se pueden definir varias normas a partir de la anterior definicién:

n
|zl = Zm, Suma de magnitudes (2.11)
i=1
n
l|lz]|2 = fo Norma euclidea (2.12)
i=1
|lz||s = max(|z|;) Norma de maxima magnitud (2.13)

La norma de [A] se puede desarrollar tomando como referencia las nor-
mas de vectores mencionadas.

n
I[A]|l1c = maz Z|aij] ; donde 1 < j <n (Maxima suma por columna)
i=1

(2.14)

n
I[A]|l1r = max Z\am ; donde 1 < i <n (Mazxima suma por fila)
j=1
(2.15)

Z Z a?j (Norma euclidea) (2.16)
i=1 j=1

ITAllle =

Por ejemplo, considerando la matriz:

5 -5 -7
A =|-4 2 -4
-7 —4 5

tendremos las siguientes normas:
ITAllle = 16, [[[A]ll1r = 17, [[[A]]le = 15

2.1.4. Rango de una matriz

Una matriz no singular es aquella cuyo determinante no es nulo. El ran-
go de una matriz [A] es igual al orden de la submatriz mas grande de [A].
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Por lo tanto, una matriz no singular de dimensiones n x n tendra rango n.
Ademsds, una matriz no singular también es conocida como una matriz de
rango maximo. Para una matriz no cuadrada [A] de m x n, donde m > n,
tener rango maximo significaria que las n sean independientes entre si.

El rango de una matriz producto de varias matrices nunca excederd el
rango de las matrices individuales que la conforman.

2.1.5. Similitud de matrices

Dos matrices reales [A], [B] son similares si existe una matriz no singular
[P] que cumpla

[PI~HA)[P] = [B] (2.17)

Se puede verificar que las matrices que sean similares tendréan los mismos
autovalores.

2.2. Ecuaciones lineales simultaneas

La resolucién de un sistema de ecuaciones lineales es el nucleo del algebra
lineal. El problema del que se parte es un sistema lineal de ecuaciones de la
forma:

a11T1 + a2 + ... ATy = b1

a21T1 + a22%2 + . .. Aoy = bo

(2.18)
Am1T1 + Q2T + . .. ATy = by
En este sistema, hay n incégnitas (z1,x2,...,2n); m X n coeficientes
aij (1,2,...,n,1,2,...,m) y m constantes (b1,bs,...,by). El sistema se
puede simplificar de la siguiente forma:
[A}mxn{x}nxl = {b}mxl (2.19)
donde
a1 a2 ... Qip
a1 a2 ... Q9
A= " (2.20)
aml am2 ... Omn
T1
€2
=9 . (2.21)
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b= (2.22)

Dependiendo del numero de columnas y filas, y la condicién de [A]; hay
3 tipos de sistemas lineales algebraicos de ecuaciones:

m = n solucion unica
m > n sistema indeterminado
m < n sistema incompatible

El anélisis modal se basara primordialmente en el sistemas de solucion
Unica.

2.3. Inversién de matrices

La inversion de matrices es un problema muy usual en el mundo de
la ingenieria. Por ejemplo, en el andlisis de elementos finitos estéticos, la
inversa de la matriz de rigidez es necesaria para obtener los resultados de los
analisis estructurales. La matrices empleadas pueden ser reales no singulares,
complejas cuadradas o singulares.

2.3.1. Inversién de matrices no singulares

Si el producto de dos matrices cualquier da lugar a la matriz identidad

[1], se dice que una matriz es la inversa de la otra y, por tanto, son matrices
invertibles. Si [A][B] = [I], entonces [A]™! = [B] y [B]™! = [A].

La inversa de una matriz se puede calcular:

1l
A7 = (2.23)

donde [a] es la adjunta de la matriz [A]. Sin embargo, esta formula solamente
es empleada para matrices pequenas. Cuando se requieran invertir matrices
mayores este método se vuelve ineficiente y se suele plantear el siguiente
sistema de ecuaciones:

[A][X] =[] (2.24)

donde [X] es la matriz inversa buscada.
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2.3.2. Inversiéon de matrices cuadradas complejas

Una matriz compleja [C] se puede invertir usando el mismo procedi-
miento de inversién que para matrices reales. La idea es aplicar el mismo
sistema de ecuaciones que iguale a la identidad la matriz real y anule la
matriz imaginaria.

[C] = [A] +4[B] (2.25)
(€71 = [X] + Y] (2.26)

El sistema de ecuaciones a resolver del producto de las dos matrices es:

{[A] X~ [BI[Y] = I (2.27)

Alternativamente, las matrices [X] y [Y] se pueden determinar directa-
mente de la definicién de matriz inversa. Si [A] es no singular, se llegaria

(X] = ([4] + [B][4]7 )" 025)
Y] = —[A]7[BI([A] + [B][A] ' [B])~ '

Si [B] es matriz no singular, se llegarfa a:
[X] = [BI7HAI([B] + [Al[B] 1A~ (2.29)
Y] =—(B]+ [Al[BI7[A)~ '

Si [A], [B] son ambas matrices no singulares, las ecuaciones (2.28,2.29)
son ambas validas también.

2.3.3. Pseudo-inversa de una matriz

Cuando una matriz no es cuadrada, de rango maximo o ambas, la inversa
de una matriz vista no se puede aplicar. Se requiere el uso de una pseudo-
inversa. El caso mas simple de pseudo-inversa ocurre cuando se resuelve un
sistema de ecuaciones del tipo:

[Almxn{ztnxi = {b}mx1 param >n (2.30)

Si las columnas de [A] son independientes, la solucién es facil de obtener.
Premultiplicando por [A]7 a ambos lados de la ecuacién.

(A [A{=} = [A)" {0} (2.31)
Como [A]T[A] es invertible, la solucién al sistema se simplifica a:

{a} = (A" [A) AT {0} (2.32)
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Por lo tanto, la pseudo-inversa de [A], denotada como [A]T, se puede
calcular mediante:

(A" = ([A]"[A]) A" (2.33)

De la misma forma, la pseudo-inversa de [A] de dimensiones m xn, donde

m < n, y rango m viene dada por:

[A]* = (A ([A[A]) ™ (2.34)

2.4. Descomposicion de matrices

2.4.1. Descomposicién LU

La descomposiciéon LU consiste en la transformacion de una matriz cua-
drada en un producto de matrices triangulares superior e inferior. Esta des-
composicién puede obtener de la eliminacién gaussiana la solucién de siste-
mas de ecuaciones lineales.

[A] = [ZL][U] (2.35)

donde [L] es una matriz diagonal inferior y [U] es una matriz diagonal su-
perior.

2.4.2. Descomposiciéon QR

La descomposiciéon QR de una matriz cuadrada [A] de dimensiones p x p
y rango p consiste en:

[A] = [QI[R] (2.36)

donde, [Q] es una matriz ortogonal p x p de rango méximo y [R] es una
matriz diagonal superior de dimensiones p X p y rango méaximo también.

En el caso de que la matriz [A] sea no cuadrada o no tenga rango maximo,
la descomposicién QR sigue siendo posible. Asumiendo que la matriz [A] sea
en este caso de dimensiones p X ¢ y rango k. La descomposicion QR dara
lugar a una matriz ortogonal [@] de dimensiones p X k y una matriz diagonal
superior [R] de dimensiones k X ¢ y rango k.

2.4.3. Descomposicion submatricial

La descompsiciéon submatricial es muy empleada en analisis modal pa-
ra descubrir o utilizar la conectividad estructural del sistema dinamico. El
concepto de aproximacion suubmatricial se puede aplicar a un sistema de 3
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masas y 3 muelles (3 grados de libertad).

La matriz de rigidez se puede descomponer usando los 3 valores de las
rigideces de cada muelle:

kq -k 0
(K] = |—-k1 ki+ky —ko| =[K]1+[K]2+ [K]3 (2.37)
0 —ko k3

donde las 3 submatrices son:

1 -10
[Kli=k |-1 1 0 (2.38)
0 0 0
0 0 0
[Kla=ky [0 1 -1 (2.39)
0 -1 1
000
[K]3=ks |0 0 0 (2.40)
00 1

La ventaja de la descomposicién matricial es obvia. Desde que se ha
factorizado la conectividad estructural, la matriz [K] viene determinada por
3 rigideces de los muelles (k1, k2, k3) mientras que sin conocer la conectividad
se tendrian que calcular 7 valores no nulos de la matriz.

2.5. El problema matricial de autovalores

Los problemas de autovalores son muy frecuentes encontrarlos en el ambi-
to de la ingeniera, pero sobretodo son muy comunes en el analisis modal. La
solucién del problema de autovalores proporciona informacién importante
sobre la dinamica del sistema. Se considerara primero un problema estandar
( v el mas simple) de autovalores. Una matriz real [A] de n x n de rango
méximo posee autovalores A, y autovectores {p}, (r =1,2,...,n) distintos
de cero, si:

([A] = Al {w}r = {0} (2.41)

Del algebra lineal, se conoce que la ecuacién (2.41) se cumple si:

ai] — )\1 a2 . A1n

a1 a22—)\2 aon
A=A =] T =0 (2.42)

anl an2 et Qun — An
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Este determinante puede expandirse hasta formar un polinomio de orden
n-esimo para \. Las raices de este polinomio serén los autovalores de [A]. La
ecuacién (2.42) sostiene que [A] siempre deberd tener n (no necesariamente
distintos de cero) autovalores. Para cada autovalor \ le corresponde un au-
tovector {¢} que se puede calcular de la ecuacién (2.41). De esta manera,
[A] tiene n autovectores.

Si [A] es un sistema matricial de un sistema de varios grados de libertad
no amortiguado ([M]~1[K]), las raices cuadradas de los autovalores seran las
frecuencias naturales del sistema y los autovectores representaran los modos
de vibracién de la estructura. Un autovalor nulo indicara que se trata de un
modo de vibracion del tipo solido rigido. Si algin autovalor se repite habra
modos de vibracién idénticos.

Si se anade un termino 7{p}, donde 7 es una constante, a ambos lados
de la ecuacién, se obtiene:

([A] + 7lID{e} = (A + 1) {p} (2.43)

Los autovalores de [A] han cambiado con la adicién de 7, sin embargo
los autovectores se mantienen constantes. Este hecho es una importante ca-
racteristica a tener en cuenta para resolver los problemas de autovalores.
Los métodos LR y QR preservan la similitud de la matriz y quizas son los
mejores métodos actuales para la resolucién de los autovalores. El metodo
LR requiere que la matriz se descomponga en un producto de matrices trian-
gulares inferior y superior ([L], [R]).

El método LR es notablemente ficil de implementar. Cuando los auto-
valores no estéan bien separados, la descomposicién de [A] en matrices trian-
gulares se convierte dificil numéricamente. Para solventar este problema, se
modifica el método cambiando la matriz [L] por una matriz ortogonal [Q].
Con operaciones similares, el método QR también sera capaz de hallar los
autovalores de [A].

La obtencién de los autovectores es mucho mas sencilla. Mediante la sus-
titucién de los autovalores obtenidos en la ecuacién (2.41) se obtienen las
soluciones no triviales del vector {p},.

Para un sistema de varios grados de libertad sin amortiguamiento con
la matriz masa [M] y rigidez [K], el problema de autovalores derivado de la
ecuacion diferencial es:

[Kl{e} = AIM{p} (2.44)

Esto es conocido como el problema de autovalores general. Si [M] es
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positiva definida, se puede descomponer mediante raices cuadradas como
[M] = [L][L]T. La ecuacién (2.44) se puede remodelar a:

(L] KL AL o)) = AL {0}) (2.45)
Ahora, el problema generalizado de autovalores para [M], [K] se convier-
te en un problema estdndar de autovalores para ([L]~'[K][L]~T).

2.6. Derivadas de matrices

Una matriz [A] de dimensiones mxn con elementos a;;(i = 1,2,...,myj =
1,2,...,n) dependientes del tiempo ¢, su derivada temporal se define como:
dai1 dai2 dain
0 e i
a1 a2 a2n
dA] | "a i (2.46)
dt : : .. : ’
dam1 dam2 damn
dt . dt

Las siguientes propiedades elementales se pueden deducir:

d((A] £ [B]) _ d[4] | d[B]

@i d Tt (2.47)
d([A][B]) _ d[4] d[B]
it = [B] + [A]F (2.48)
En particular,
d([A[A]™Y) _ d[A], .- diA™Y 1]
o = 1414 =3 =" (2.49)

Basdndose en la ecuacién (2.49), se puede expresar la derivada de una
matriz inversa como:
d[A]"!
dt

_ 1d[A]L -
= -l A (2.50)

2.7. Perturbaciones

Para una variable x, su perturbacién se denota como ex. De tal forma,
€ es una constante escalar de valor muy inferior a la unidad y se le conoce
como factor de perturbacion. La teoria de perturbaciones apunta al estudio
del comportamiento de un sistema sometido a pequenas perturbaciones sin
tener que resolver el problema con una nueva variable x + ex. De hecho, la
teoria trata la desviacion de la solucién del sistema a medida que la variable
se va perturbando mas. A partir del sistema (2.19), la nueva solucién exacta
del sistema perturbado es:
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([A] + €[A]1){x}nueva = {b} + E{b}l (251)

La teoria de perturbaciones asume que la nueva solucién se puede expre-
sar como una convergencia de la serie de factor €. Por lo tanto, se tiene:

{2} nueva = {2} + e{z} + E{a}o + ... (2.52)

Sustituyendo la ecuacién (2.52) en la ecuacién (2.51) y agrupando térmi-
nos, se obtienen las siguientes soluciones:

{z}1 = —[A] " ([Al{z} — {b})
{z}o = —[A] Al {z}h

: (2.53)
{z}nt1 = —[A] 7 [Al {z}n

Desde que se ha obtenido la solucién para {z} y, por tanto, la inver-
sa [A]7!, la solucién dada por la ecuacién (2.53) es mucho mas simple y
econémica que resolver el sistema (2.51). La misma solucién se puede apli-
car a los problemas de autovalores.

2.8. El método de minimos cuadrados

El método de los minimos cuadrados esta detras de muchas investigacio-
nes numeéricas y analiticas de analisis modal. Asumiendo una variable y que
posee una relacion lineal con n variables independientes x; (i = 1,2,...,n)
de manera que:

y = {a}{z} donde (2.54)

{a} ={ai,aq,... ,an}T y{z} ={z1,29,... ,xn}T

{a} es un vector de constantes mientras {x} es un vector dependiente del
tiempo. Para m diferentes observaciones, la ecuacién anterior puede ser usa-
da m veces para formar la ecuacién matricial:

{y} = [X{a} donde [X] = [{z(1)}, {z(2)},... {x(m)}]" (2.55)

Si el numero de mediciones m excede el numero de variables en {z},
entonces hay que determinar un conjunto de constantes en {a} del tal forma
que el error predecido por los minimos cuadrados y las observaciones sean el
menor posible. El error entre las predicciones y las observaciones se define:
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{e} = {y} = [X{a} (2.56)

El error total se calcula como:
E={eT{e} (2.57)
Para minimizar el error total, se deriva respecto {a} y se iguala a cero.
57ay = 27 (0} + 2X][X]{a) =0 (258)

De esta manera se llega a la estimacién del vector {a} mediante minimos
cuadrados.

{a} = (X" X)~HXT {y} (2.59)

2.9. Expansion parcial de fracciones

Cuando se tiene un cociente entre dos funciones polinémicas f(s), g(s) en
el dominio de Laplace y el orden del denominador es mayor que el numerador,
se puede expresar el cociente como una suma de 2 o mas cocientes mas
simples. Por ejemplo:

f(s)  bos™ +bis™ 4 F by 15+ by
q(s) "+ ars" T a1+ ap
bos™ + b1s™ L 4 b1 + by

= (8+51)(s+52)p(s2—I—as—l—b)(82+c5+d)q (n>m) (260)

De tal forma que la expansion de fracciones sera:

f(S) A1 Bl B2 Bp
= + + N A 2.61
g(s)  s+s1 (s+s2  (s+ s2)? ((s+ s2)P ( )
Cis+ Dy Fis+ F EqS—I—Fq (2.62)

Prastb (Prast02 T (@ tastby

donde Ay, By,...,Bp;C1,D1; Eq, Fy ..., Ey, F, son constantes cuyos va-
lores habra que determinar.

Existen 2 metodos para calcular las constantes de las fracciones. El pri-
mer metodo esta basado en las ecuaciones (2.60 y 2.61) que son identicas.
Dando valores a s o igualando coeficientes se puede determinar el valor de
dichas constantes. El segundo metodo esta basado en los residuos de cada
termino y en la mayoria de los casos es mucho mas sencillo de calcular a
diferencia del primer metodo. Ademads, es posible realizar una combinacion
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de ambos metodos. Se realizara un ejemplo para mostrar ambas formas de
resolver el problema.

Por la primera forma:

(s2+2s—5 A B C D
== + +
s(s+1)(s+5)2 s s—1 s+5 (s+5)?

A(s+1)(s+5)2+ Bs(s+5)>+Cs(s+1)(s +5) + Ds(s + 1)

s(s +1)(s +5)?

Planteando la siguiente igualdad e identificando terminos se hallan los
valores de las constantes.
s24+25—5 = A(s+1)(s+5)2+Bs(s+5)2+Cs(s+1)(s+5)+Ds(s+1) (2.63)

Para la segunda manera:

f(s) f(s)

= 2.64
g(s)  (s+s1)(s+ s2)(s+ s3)k (2.64)
La expansién en fracciones seria:
S A B C C
/) - = + b (2.65)
(s+s1)(s + s2)(s + s3) S+s1 s+s2 s+ 83 (s+ s3)
donde A, B,C1,...,Ck son denominados residuos. Mediante las siguientes

operaciones es inmediato hallarlos:

A= 31)(8{1—(2)(5 e Ot =
B = (s+s1)(3]ji-(88)2)(8+33)k(8+82)S_82
Or =G sl)(si(sslxs ey its 5) lo=sg
Cr-1 = %( (s + sl)(si(ss)a)(s + s3)F (5 55)")ammsg

En el caso de que se tengan nimeros complejos, los polinomios como
52 + cs + d se pueden factorizar de la forma (s + x + jy)(s +x — jy). Asi, el
polinomio g(s) se convertird en un producto de primer orden solamente.
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2.10. Transformada de Laplace y funciones de trans-
ferencia

En analisis modal, la transformada de Laplace es una técnica sistematica
muy util para encontrar la solucién de ecuaciones diferenciales. Para una
funcién en el dominio del tiempo, f(t), la transformada se denota por:

n

F(s)=L(f(t)) = lim f(t)e stdt (2.66)

n—oo 0
En el contexto de las vibraciones y el analisis modal, este limite existe. De
hecho, la integracién constituye una transformacion del dominio del tiempo
(t) al dominio de Laplace (s). Las actuales transformadas de Laplace se
realizan mediante las tablas de transformacién de Laplace. Algunas de las

propiedades de Laplace mas interesante son:

Linealidad L(c1f1(t) + caf2(t)) = c1Fi(s) + caFa(s)

Primer teorema de traslacién L(e® f(t)) = F(s — a)

Escalado L(f(at)) = %F(i)

Derivada £(%1) = sF(s) — F(0)

Integral £(f f(h)dh) = £

S

Cabe destacar que las propiedades se pueden emplear también en sentido
inverso, con el fin de poder realizar la antitransformada de Laplace.

Un importante uso de la transformada de Laplace en anilisis modal es
la conversion de una ecuacién diferencial en una ecuacién algebraica. Por
ejemplo, para un sistema de 1 grado de libertad:

La ecuacién del movimiento se puede escribir como:

mé + i + ka(t) = P(t) (2.67)

Asumiendo condiciones iniciales nulas y aplicando la transformada de
Laplace, la respuesta del sistema es:

1
ms2+cs+k
La funcién de transferencia del sistema, que define la relacion entre la
fuerza y el desplazamiento del sistema se puede estimar facilmente.

X(s) = P(s) (2.68)

_X6) ! (2.69)

Gs) P(s) ms?+es+k
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Si la funcién de transferencia se expresa en el dominio de la frecuencia
donde solo se considera la parte imaginaria de s.

X(jw) 1

Gljw) = P(jw)  —mw?+cjw+k

(2.70)

Este es el mismo resultado que se habria obtenido si se resolviese la
ecuacion diferencial del movimiento. La transformada de Laplace también
se puede aplicar a sistemas de varios grados de libertad.

2.11. Series de Fourier y transformada de Fourier

Las series de Fourier son una ingeniosa representacién de una funciéon
periddica. Para una funcién periédica en el tiempo z(t) con periodo T, se
tiene:

z(t) = z(t +nT) (2.71)

Matemadaticamente se puede mostrar que z(t) consiste un numero de si-
nusoidales con frecuencias multiples de la frecuencia de fundamental. Esta
frecuencia fundamental f es dictada por un periodo tal T' = % La contribu-
j2mkt

T

cién a z(t) por un sinusoidal de frecuencia fi es X (fx)e
del sinusoidal k-esimo se puede determinar por:

. La amplitud

T
—j2mkt

X(fk):;/_ix(t)e g (2.72)

Este componente normalmente es una numero complejo con su amplitud
y su fase. El termino e~ 7 representa el vector unitario rotando a una

frecuencia _Tk Esta integral muestra que el componente en senal x(t) que
tiene una frecuencia kf = % serda congelado a la frecuencia rotatoria del

vector unitario, por lo tanto el valor no serd nulo después de la integracién.

Una senal periddica consiste en una suma de componentes a todas las
frecuencias:

00 00 T
j 27kt 1 —j2nkt 2wkt
x(t) = Z X(fk>6]2Tk = Z <T /2T x(t)e S dt)ejQTk (2.73)
k=—00 k=—oc0 2

Cada componente en frecuencia X (f;) es un numero complejo. Sin em-
bargo, z(t) es un numero real. Esto es porque X (f;) y X (—fx) son nimeros
complejos conjugados respectivamente. El producto de ambos da lugar a la
fuerza de la senal que tiene a la frecuencia fy.
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Px (fi) = X(fi) X (= frx) = X(fr) X" (fr) (2.74)

La sumatoria de todas las fuerzas a cada una de las frecuencias da lugar
a la fuerza total de la sefial. Cada fuerza tendra solo informacién de ampli-
tud, la informacién acerca de la fase desaparece.

Una senal cuyo periodo se aproxima a infinito, se dice que z(t) se convier-

te en una senal no periddica. Las series de Fourier definidas en la ecuacién
(2.72) dan lugar a la transformada de Fourier:

X(f) = /_OO x(t)e 92 gy (2.75)

Si se separa en parte real e imaginaria:

Re(X(f)) = /00 x(t)cos(2m ft)dt ; Im(X(f)) = /00 x(t)sin (2w ft)dt
- - (2.76)
La inversa de la transformada de Fourier se define:
x(t) = /(><> X (f)ed?™Itaf (2.77)

2.12. Polos y ceros en funciones polinémicas

Los polos y los ceros de una funcién polinomica determinan su compor-
tamiento. Las funciones mas frecuentes en los sistemas dindmicos son: la
FRF (con w como variable) o la funcién de transferencia (con la variable de
Laplace s). Los polos de una FRF son las raices del numerador de dicha fun-
cion (las frecuencias naturales). Los ceros son las raices del numerador de la
misma funcién (FRF) que determinan la proximidad de un nodo del sistema.

Analiticamente se puede mostrar que tras una expansion en fracciones,
los polos de una FRF de un sistema dindmico siguen siendo los mismos
mientras que los ceros se modifican. Esto es:

N(w) _ N(w)  Nao(w)
D) = Dla) T (2.78)
(

Hiw)= ()

D
Las raices de N(w) son diferentes de N (w), Na(w). Solo N1 (w) + Na(w)
dard lugar a las raices de N(w).
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2.13. Concepto de Espacio-Estado

El modelo de espacio de estados es una diferente representacién de la re-
lacién entrada-salida en comparacién con las funciones de transferencia o las
FRF. Este modelo fue desarrollado en los anos 60 para satisfacer los estrictos
requisitos necesarios para el estudio computacional de sistemas dindamicos
de gran escala.

El estado de un sistema dindmico es el menor conjunto de variables (va-
riables de estado), que ligado a las entradas del nuevo sistema podrén deter-
minar el comportamiento dindamico del sistema. Es decir, el estado en tiempo
t solo vendra determinado por estado a tiempo ¢y y las entradas a t > ¢y y
sera, por tanto, independiente del estado y las entradas para tiempo ante-
riores a tg. Mediante este sistema se pueden representar las caracteristicas
internas del sistema y resulta sencillo optimizar el propio sistema dinamico.

Resulta conveniente usar como ejemplo un sistema de 1 grado de libertad
para ilustrar el establecimiento del espacio de estado. El sistema dinamico
es gobernado por:

my + cj + ky = f(t) (2.79)
Operando

mij = £() - cij — ky (2.80)
Usando la transformada de Laplace y considerando condiciones iniciales

nulas, se llega a:

Y(s) 1

F(s) ms2+cs+k

G(s) = (2.81)

Esta es la clasica representacion de un sistema dinamico. Sin embargo,
tomando 2 nuevas variables como: z1(t) = y(t) , x2(t) = Z1(t), la ecuacion
(2.80) se convierte en:

a(t) = (1)~ Saalt) — (1) (2.82)

Usando las ecuaciones, que solo poseen derivadas de primer orden, se
puede representar el sistema dinamico. A estas ecuaciones se les llama ecua-
ciones de estado.

o et v R AT

v =1 o |20 (284)
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Este ejemplo ensena los pasos a seguir para establecer el modelo de
espacios de estado. Para un sistema de varias entradas y salidas se pue-
de definir n variables de estado z1(t),x2(t),...,x,(t). Ademas, si asumi-
mos que el sistema tiene r entradas como wuq(t),ua(t),...,ur(t) y p salidas
y1(t),y2(t), ..., yp(t), se puede contruir el siguiente sistema de ecuaciones de
estado:

{2(t)} = [Al{z(0)} + [Bl{u(t)} (2.85)
{y(®} = [CHz®)} + [DI{u(t)} (2.86)

Donde, {z(t)} es un vector de estado n x 1; [A] es la matriz del sistema
n X n;[B] es la matriz de entradas del sistema n x r; {u(t)} es el vector de
entradas r x 1; {y(t)} es el vector de salidas p x 1; [C] es la matriz de salida
del sistema p x n; [D] es la matriz de complamiento entre salidas y entradas
del sistema p X r.

2.14. Analisis de series temporales

El andlisis de series temporales es una alternativa al andlisis espectral.
Para algunos estudios de vibraciones, el andlisis de espectros podria ser per-
judicado por un tiempo corto de observacion o por la energia de leakage
al implantar ventanas temporales. Se introducird primeramente el modelo
lineal de regresién de datos.

Un modelo de regresién lineal de dos grupos de medidas revela la corre-
lacion que hay entre ellas. El modelo mas simple de correlacion entre salidas
y entradas es el lineal.

yi = Bo + Pra; + € (2.87)

Donde, el residuo (¢; = 1,2,..., N) merece atencién especial. Primera-
mente, son independientes unos de otros. Segundo, son independientes de
la variable x;. Tercero, se asume que es una variable aleatoria con una dis-
tribucién normal. Cuando €; se convierte en cero, se ve una relacién lineal
entre las salidas y las entradas. La solucién de minimos cuadrados para los
parametros del modelo es:

N . .
> i1 (z — )
Bo=7— Pz (2.89)
El modelo descrito en la ecuacién (2.87) puede extenderse si la variable
Unica z; se convierte en multivariable (14, x2;, ..., xp;)
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Yi = Bo + Briwii + Baizai + - + Brixri + € (2.90)

La salida y; también consiste en 2 partes: la parte determinada por
B1ix1i + Poixe; + -+ + Brixr; vy la parte aleatoria ¢;. Cuando €; se vuelve
nulo, la solucién de los pardmetros por el método de minimos cuadrados es:

{8} = (X7 IX)) XY} (2.91)
donde
Y1
(vy={" (2.92)
yn
1 211 o1 ... T
S 299)
| oy way .
@1
Br=4" (2.94)
B

2.14.1. Modelo AR

Considerando un proceso aleatorio por una serie en el tiempo z;(i =
1,2,...,N) usando solo la correlacién de datos en serie, la ecuacién (2.87)
se puede reescribir como:

Ty = g1Ti—1 + a; (2.95)

Esta ecuacién aunque guarde cierto parecido con la ecuacion (2.87) repre-
senta un cambio crucial. Esta nueva ecuacién describe la correlacién dinami-
ca interna de un proceso aleatorio. Es una ecuacién tipica de diferencias
finitas. A este modelo se le conoce como auto-regresién (AR). El coeficiente
de autorregresion ¢; es una constante. El residuo a; (i = 1,2,...,N) es in-
dependiente adentro de la serie {a;} y otra serie del tiempo {x;}. Usando el
operador de regresién B tal que z;—1 = Bx;, la ecuacién (2.95) se convierte
en:

B 1

“1-¢B"
Este es el equivalente a un sistema de primer orden con ruido blanco de

entrada a; y salida aleatoria x;. La funcién de transferencia del sistema es

(2.96)

T
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_1
1—¢:B

El modelo AR(1) puede ser extendido si z; esta correlacionado con gra-
baciones anteriores a la ultima. Por ejemplo, un modelo AR(2) significa que
x; esta correlacionado con x;—1 y x;—2:

T = Q1Ti—1 + Poxi—2 + a; (2.97)

2.14.2. Modelo ARMA

El modelo AR(1) fue disenado para distribuciones suaves y normales de
series temporales de media nula {z;}. Asume que un momento dado en la
serie temporal, x; solo esta correlacionado con el valor anterior (z;_1). Si z;
no esta solo correlacionado con z;_1 o el residuo de la serie {a;} no es ruido
blanco, el modelo AR(1) se vuelve invalido.

Si x; esta esta correlacionado con z;_1, pero también con x; o, estara
también correlacionado con a;_1. Por lo tanto, esta vez se puede expresar x;
como:

Ti = P1%i-1 + ¢2Ti—2 — bhai-1 + a; (2.98)
Ti — P1%i—1 — Pazi—2 = —01a;-1 + (2.99)

La ecuacién (2.99) muestra que el valor z; en la serie temporal depende
de 2 valores inmediatamente previos (x;—1,x;—2), y de 2 residuos (a;—1, a;).
La parte de la izquierda de la igualdad (2.99) es un modelo AR con ¢1, ¢2
de coeficientes de regresién. La parte derecha de la ecuacién (2.99) se llama
modelo moving average (MA) con 6y de coeficiente de media mévil. Si z;
esta correlacionado con 2 valores anteriores y 1 residuo, el modelo ARMA
correspondiente serd ARMA(2,1).

La inclusién del termino —61a;_1 significa un cambio fundamental res-
pecto el modelo AR. Esto significa para el sistema dindmico que en el inter-
valo (i — 1,1), el sistema es capaz de memorizar las entradas que han tenido
lugar en i — 1’. Como resultado, la salida ya no depende solo de a;, sino
también de a;_1. De esta manera, se puede concluir que el modelo ARMA
posee memoria en el pasado.

El modelo ARMA(2,1) puede ser expandido hasta un modelo ARMA
(n,m) caracterizado por la siguiente ecuacién:

n m
Ti = GpTir— Y Osis+a; (2.100)
r=1 s=1
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La funcién de transferencia para el ARMA (n,m) resulta:

11—, 0,B°
[ SN

Como se menciono anteriormente, el modelo descompone la respuesta
x; en 2 partes: una parte determinada y dependiente caracterizada por
E:}:l OrLi_p — Zg;l fsa;_s y una parte aleatoria e independiente corres-
pondiente a a;.

T = (2.101)

2.15. Transformada Z

La transformada Z toma senales discretas en el dominio del tiempo y las
convierte al dominio complejo de la frecuencia. Inicialmente fue propuesta
para resolver ecuaciones diferenciales lineales y constantes para senales o se-
cuencias. Con la mejora de la computacion, la transformada Z encontrd una
utilidad en el mundo de la ingenieria. Se define z como una variable compleja.

La funcién f(t) puede ser vista como una serie de impulsos. Por lo tanto,
la funcién discretizada f(t) puede representarse como:

x(t) = f(0)5(t) + fF(1)6(t — 1) + f(2)6(t —2) + -+ + f(n)d(t —n) (2.102)

Realizando la transformada de Laplace de dicha funcién.

X(s) = /OO e stdt = Z f(n)e st (2.103)

—00

Se hace el cambio z = e~ 5t

— Z f(n)z™" (2.104)
n=0

Esta es la transformacién Z de la funcién f(t). Por lo tanto, se define la
transformacién Z de una serie temporal z(n) como:

Z{z(n)} =X(2) = Y x(n)z™" (2.105)

n=—oo

Si la funcién temporal fuese causal (la mayoria de senales de sistemas
dindmicos son causales), la transformada Z se simplificaria a:

Z{x(n) i a( (2.106)
n=0
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Teoria basica de vibraciones

3.1. Modelizacién de problemas vibratorios a través
de modelos matematicos

Es muy poco frecuente que la teoria de vibraciones se pueda aplicar di-
rectamente a una estructura real, a excepcién de aquellas estructuras cuya
dindmica se pueda describir con precision mediante un numero finito de
ecuaciones diferenciales parciales. Este hecho es causado por la aplicacién
de la teoria analitica a un caso idealizado derivado del caso real a estudiar
(idealizacién). Los modelos ideales que se pueden obtener a partir de una
estructura son variados. La necesidad de un modelo ideal, simple y efectivo
supone un reto en la comprensién de la dindamica estructural. Normalmente
el modelo es representado por un numero de ecuaciones diferenciales ordina-
rias lo que remarca la importancia del algebra matricial en el andlisis modal.
La finitud de los modelos matematicos también explica la dependencia del
andlisis modal con la teoria de sistemas de varios grados de libertad.

3.2. Conceptos basicos de vibracién

La vibracién es un movimiento que se repite por si mismo. Dicha repe-
ticion puede perdurar o no en el tiempo. Contrariamente a la percepcion
general, los elementos vitales de las vibraciones no son la presencia de ele-
mentos inerciales o elasticos como masas o muelles. La vibracién se puede
ver como un intercambio de energia cinemadtica y potencial, por tanto un sis-
tema vibratorio ha de incluir un medio de almacenaje y liberacién de dicha
energia. El almacenaje normalmente es realizado por las masas del sistema

37
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y la liberacién de energia es producida por los muelles.

Un péndulo también es un ejemplo tipico de sistema vibratorio. Este sis-
tema no tiene un muelle para la energia potencial del sistema. De hecho, la
masa del péndulo tiene un papel con doble funcién para la energia cinética
y potencial.

Para poder realizar un estudio vibratorio de un sistema dindmico, es
esencial conocer los grados de libertad del sistema antes de hacer cualquier
andlisis. El numero de grados de libertad de un sistema es definido como el
numero de coordenadas independientes necesarias para determinar el movi-
miento de todas las partes del sistema en cualquier instante de tiempo.

Existen diferentes maneras de clasificar los tipos de vibracion:

» Segin la excitacién: pueden ser vibraciones libres (solo hay una ex-
citacion en el instante ¢ = 0) o vibraciones forzadas (las vibraciones se
ven afectadas por fuerzas externas continuas en el tiempo).

= Segun el amortiguamiento: pueden ser amortiguados o no amorti-
guados.

» Segun la linealidad: un sistema es lineal (si el principio de superpo-
sicién es valido) o no lineal en caso contrario.

» Segiin la previsibilidad: los sistemas pueden ser determinados (si se
conoce en todo momento el valor de la vibracién) o aleatorio (en caso
de que solo se conozcan las propiedades estadistica de la vibracién).

3.3. Vibraciones libres en un sistema de 1 GDL

Para el estudio de las vibraciones libres en un sistema de 1 GDL se puede
comenzar con la ecuacién del movimiento. Se analiza el sistema masa-muelle
de la figura (3.1).

Con el desplazamiento x, la segunda ley de Newton se puede escribir
como:

mi(t) = —kx(t)
mi(t) + kx(t) =0 (3.1)

La frecuencia natural del sistema se define:

wo = \/z [rad/s] (3.2)
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x(t) _>|

Figura 3.1: Sistema masa-muelle

Aunque pueda parecer correcto, no es preciso decir que la frecuencia na-
tural de un sistema dependa de su masa y su rigidez. En efecto, la frecuencia
depende del cociente de ambas. Por lo tanto, dos sistemas que poseen di-
ferentes masas y rigideces pueden llegar a tener la misma frecuencia natural.

La ecuacién (3.1) es posible obtenerla mediante energias. Un sistema
que no tenga disipacién de energia, la cantidad total de energia es constante
en todo momento. La energia cinética se aproxima T = %mdﬁZ y la energia
potencial a U = %k::nQ. De esta manera, se llega a:

1

1
§ma:2 + ikxz = constante (3.3)

Derivando la ecuacién (3.3) respecto del tiempo conduce a la ecuacién
(3.1). La respuesta libre de un sistema de 1 GDL viene determinada por el
desplazamiento (x(0)) y velocidad inicial (£(0)).

(0
x(t) = @sin(wot) + 2(0)cos(wot) (3.4)
wo

La solucién muestra que el sistema de 1 GDL siempre escoge su frecuencia
natural para las vibraciones libres.

3.4. Vibraciones armonicas en un sistema de 1 GDL

La vibracién armoénica de un sistema de 1 GDL es el tipo de vibracion
mas fundamental y el componente de vibraciones mucho mas sofisticadas.
De las series de Fourier se conoce que una vibracion periddica consiste en
un numero finito de armdnicos simples cuyas frecuencias son multiplos de
la frecuencia fundamental. De la transformada de Fourier se puede apreciar
que una vibracién no periddica, que se puede ver como una vibraciéon cuyo
periodo es infinito, consiste en un numero infinito de arménicos cubriendo
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cada frecuencia dentro del rango.

Antes de profundizar acerca de la vibracién arménica de un sistema de 1
GDL puede ser 1til refrescar una par de caracteristicas que poseen las senales
armonicas simples. En el dominio del tiempo, una senal arménica z(t) con
un periodo Ty frecuencia w = 2% puede ser vista como una proyeccion en
el eje del tiempo y longitud del vector X rotando en sentido anti horario,
como se puede ver en la figura (3.2).

»

bx (£)

wt

v

Figura 3.2: Senal arménica generada por un vector rotatorio
Esta senal en el dominio del tiempo puede expresarse como:

z(t) = Xsin(wt) = Xsin(wt+nT) n=1,2,... (3.5)

Si x(t) representa el desplazamiento vibratorio de la senal, la velocidad
y la aceleracién pueden obtenerse simplemente derivando una o dos veces el
desplazamiento respecto el tiempo.

La vibracién armonica pura de un sistema de 1 GDL puede darse en 2
casos. El primero es la vibracién libre de un sistema 1 GDL sin amortigua-
miento (por lo tanto no hay disipacién de energia). Este caso ya ha sido
resuelto. El segundo es una vibracion cuando el sistema esta sometido a una
fuerza externa armonica. Se asumird para este caso un amortiguador viscoso
de constante c. El sistema se representa en la figura (3.3).

La ecuacion del movimiento se puede estimar como:

mi(t) + ci(t) + kx(t) = Fysin(wt + @) (3.6)

La solucién para esta ecuacién para el desplazamiento es una funcién
armonica de la forma:

z(t) = Xsin(wt + ¢) (3.7)
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.

o kxT ch
- l

X lFO sin wt

ng sin wt

Figura 3.3: Sistema 1 GDL sometido a una fuerza externa armédnica

La ecuacion (3.6) se puede interpretar como una suma de vectores. En
la figura (3.4) se representa dicha suma.

mw?X

cwX

Fa

P

Figura 3.4: Diagrama de vectores de una vibracién arménica

La amplitud de desplazamiento X y el desfase relativo entre la fuerza
externa y la respuesta vibratoria ¢ se puede determinar a partir del diagrama
de vectores. El desplazamiento de un sistema 1 GDL con una fuerza externa
armonica se convierte en:

Fo
V= ma?)? + (w)?
El amortiguamiento estructural es un modelo alternativo de amortigua-
miento usado en el analisis modal. Este amortiguamiento es originario de la

histéresis que sufren los materiales al estar sometidos a esfuerzos. La ecua-
cién (3.6) se convierte en:

cw

x(t) = sin(wt + tan~( ) (3.8)

k — mw?

mi(t) + kx(t) + jha(t) = Fyel*t (3.9)

donde j es la unidad imaginaria. Se puede definir (k+jh) como la rigidez
compleja k. del sistema. La ecuaciéon iltima se simplifica a:
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mi(t) + kex(t) = Fyel*! (3.10)

3.5. Vibracion de un sistema de 1 GDL debido a
una fuerza arbitraria

Los sistemas de 1 GDL podrian estar sometidos fuerzas de excitacion
no armoénicas. Existen varios métodos matematicos para determinar la res-
puesta vibratoria del sistema en ese caso. El mas conveniente de ellos es la
transformada de Laplace. Para una fuerza arbitraria f(¢), la ecuacién del
movimiento se define:

mi(t) + ci(t) + kz(t) = £(t) (3.11)

Tomando la transformada de Laplace y considerando condiciones inicia-
les nulas, la solucion del desplazamiento vibratorio en el dominio de Laplace
se muestra a continuacion.

Fs)  _
ms2+cs+k
Esta es la tipica ecuacién de un sistema dindmico lineal donde G(s) es la
funcion de transferencia del sistema. La vibracion del sistema en el dominio

del tiempo puede ser hallada mediante la inversa de la transformada de
Laplace de X(s).

X(s) = G(s)F(s) (3.12)

3.6. Vibracion libre y forzada de un sistema de
varios GDL

El estudio de vibraciones libres de un sistema de multiples GDL comienza
con las ecuaciones del movimiento, al igual que pasaba con los sistemas de 1
GDL. Por simplicidad, se analizara un sistema de 2 GDL como se muestra
en la figura (3.5).

Cuando seleccionamos las coordenadas x1, zo para describir el desplaza-
miento de todo el sistema, las ecuaciones del movimiento que se establecen
son:

(3.13)

mix1 + (k?l + kz)xl —koxo =0
mody + (k2 + k3)za — kax1 =0

Combinando ambas ecuaciones diferenciales se consigue un sistema ma-
tricial tal que:

A G
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—» X4 — X2

A—NWAV— M WA T2 MWW—
(OX©) QO

Figura 3.5: sistema de 2 GDL

Esta ecuacion matricial tiene la forma general matricial de un sistema

de varios GDL:

[M{#} + [K]{xz} = {0} (3.15)

La solucién de vibraciones libres es la solucién no trivial matematica de
la ecuacién (3.15). Deberia tener la siguiente forma:

{z} = {X}sin(wt) (3.16)

Este tipo de solucién substituido en la ecuacién (3.15) cambia dicha
ecuacién a un problema simple algebraico matricial.

(IK] - *[M]){X} =0 (3.17)

Para que esta ecuacién tenga solucién, la matriz ([K] — w?[M]) debera
ser singular.

K] - w?[M]| = 0 (3.18)

La ecuacién (3.18) es la ecuacién caracteristica del sistema. Las solu-
ciones a esta ecuacion son las frecuencias naturales. Los autovalores son el
cuadrado de las frecuencias naturales del sistema y el autovector es la forma
del modo. Continuando con el sistema de 2 GDL usado como ejemplo:

k‘l + kg - w2m1 —k‘g Xl o 0
[ —ko ko + kg — w2m2 X 0 (3'19)

La forma de los modos pueden ser determinadas como:

(1) ki+ko—w?m
Xy S
=) .-
x® btk —whm

= 3.21
{Xéz) 2 (3.21)
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El sistema de vibraciones libres se convierte en:

{a:l(t) = Xl(l)sin(wlt) + Xz(l)sin(wgt) (3.22)

x9(t) = X1(2)Sin(W1t) + XQ(Q)sin(wgt)

Esta vibracién libre es una combinacién lineal de 2 armonicos de fre-
cuencias wi,ws. Las amplitudes XZ-(]) (i,j = 1,2) en la ecuacién (3.22) no
estan totalmente determinadas. Estas amplitudes estaran cuantificadas con
las condiciones iniciales. Es posible disenar unas condiciones iniciales tales
que solo uno de los modos sea excitado.

Una vez tratadas las vibraciones libres, se analizaran las vibraciones for-
zadas de sistemas de varios GDL. Existen varias variaciones en lo que se
refiere a vibraciones forzadas. Existe la posibilidad de que las fuerzas excita-
doras aplicadas tengan diferentes frecuencias naturales, desfase, amplitudes
o incluso una combinacién de lo anterior. Para la comprensién de las vibra-
ciones forzadas, se considerard un caso simple donde las funciones fuerza
tengan la misma frecuencia y el desfase entre ellas sea nulo. Esto no excluye
el caso de que algunas fuerzas puedan tener amplitud cero.

La ecuacién del movimiento de un sistema de varios GDL con un conjunto
de fuerzas de misma frecuencia w y desfase nulo se escribe:

[M{z} + [K){z} = {F}sin(wt) (3.23)

donde {F'} contiene las amplitudes de las funciones fuerza. La respuesta
forzada del sistema es:

{e(t)} = ([K] - w?[M)) " {F}sin(wt) (3.24)

3.7. Aproximacion energética

La aproximacién por energias es una alternativa a la aproximacién por
fuerzas en el estudio de vibraciones de sistemas dindamicos. Mientras la apro-
ximacién por fuerza esta basada en la segunda ley de Newton, las aproxima-
cion energética se basa en el principio de conservacién de la energia. Para
poder entender dicha aproximacion, se comenzara con la teoria de equilibrio
de sistemas dinamicos. El principio de trabajos virtuales es esencialmente
una declaracién para la definicién de equilibrio de un sistema dindamico.

En este andlisis es conveniente escribir en negrita los vectores para
contrastarlos con los escalares. Los desplazamientos virtuales de un sistema
son definidos como cambios infinitesimales y arbitrarios en las coordenadas
del sistema. Son infinitesimales porque conservan las restricciones del sistema,
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y también son arbitrarios al no ser desplazamientos reales y no variar en el
tiempo.
3.7.1. Principio de trabajos virtuales

Para un sistema de n GDL que se encuentre en equilibrio estatico, se
pueden dividir las fuerzas que actian en el grado de libertad & en dos grupos
(fuerzas aplicadas Fy, y fuerzas de restriccion fy):

Ry=F;+1f; (3.25)

Los desplazamientos reales (no los virtuales) de coordenada k en términos
de coordenadas generalizadas son:

ry = (qlaq27"'aqnat) (326)

El trabajo realizado por todas las fuerzas en los desplazamientos virtuales
dr(k=1,2,...,n) sera:

SW = Rydry (3.27)
k=1

Para un sistema conservativo, las fuerzas de restriccién no deberian ha-
cer colectivamente ningiin trabajo en los desplazamientos virtuales. Por lo
tanto, el principio de trabajos virtuales establece que un sistema esta en
equilibrio si y solo si el trabajo total realizado por todas las fuerzas sobre
los desplazamientos virtuales es cero.

SW = Fpdry =0 (3.28)
k=1

El trabajo virtual también puede expresarse en coordenadas generaliza-
das. El desplazamiento virtual para un desplazamiento ry es:

ory,
or = 0q; 2
Tk 2 9q, q (3.29)
n n n 8I‘k
oW = For, = F.—q¢; 3.30
kZZI k0T ;; k@qi q ( )

Intercambiando el orden de los sumatorios:

SW = i Zn: Fk%5q¢ (3.31)

Definiendo las fuerzas generalizadas como:
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ory,

Qi =

(3.32)

El principio de trabajos virtuales se puede escribir de la siguiente forma:

W =) Qifg; =0 (i=1,2,...,n) (3.33)

Esto significa que un sistema estando en equilibrio estatico es equivalente
al trabajo de total virtual realizado por las fuerzas generalizadas y es cero.

3.7.2. Principio D’Alembert

El principio de D’Alembert extiende el trabajo virtual para equilibrio
estatico al reino del equilibrio dindmico. Este hecho sugiere que la suma
de fuerzas en un k GDL genera una aceleraciéon ¥, la aplicacion de una
fuerza ficticia (—myiy) produciria un estado de equilibrio. Se trata de una
interpretacion diferente de la segunda ley de Newton.

oW = Z(Fk - mkrk)érk =0 (335)
k=1

Esta ecuacién es la expresion analitica del principio de D’Alembert. Este
principio forma la base tedrica de la ecuacién de Lagrange.
3.7.3. Enmergia cinética

Se sabe de la seccién anterior que n coordenadas generalizadas se pueden
emplear para describir el movimiento de un sistema de n GDL. La velocidad
generalizada del sistema dinamico es:

= @y Q2 Gy t) (3.36)
La energia cinética total del sistema dindamico se calcula como:
1 n
= 5 Z mkr'kr’k (3.37)
k=1

Si las restricciones fisicas del sistema son invariantes en el tiempo, se
tiene que:

Ory, Or .
S 5 Bg, (3.38)

=1 j=1
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Y por tanto la energia cinética del sistema puede escribirse de la siguiente
manera.

1 — & ory Ory . .
T=5) md Y oo hids (3-39)
k=1 i=1 j=1 4 945
Intercambiando el orden de los sumatorios:
1 e e ory Ory . . .
T=33 30 mig 5 s (3.40)
2 i=1 j=1 k=1 04; 0q;

Si a la expresién dentro del paréntesis se le denomina masa generalizada
y se denota como m;;, por tanto

N 8rk 3I‘k
mij = Zk:mk 9a: 0, (3.41)

La energia cinética puede escribirse finalmente como:
1 n n
=1 j=

Si la matriz de masas y el vector generalizado de velocidades se definen:

mi1 Mmi2 ... Mip
ma1 M2 ... M2y
M]=| . o . (3.43)
mnpi mMnp2 . Myn
g1
) G2
{at =9 . (3.44)
Gn

La energia cinética podria escribirse en forma matricial.

T = )T (M){a} (3.45)

Como la energia cinética es siempre positiva, la matriz de masas sera
siempre una matriz definida positiva.

3.7.4. Enmergia potencial

En un sistema conservativo, la energia potencial U es una de coordenadas
generalizadas ¢;.

U=U(q1,q2---,qn) (3.46)
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El trabajo realizado por las fuerzas conservativas es equivalente a la
energia potencial negativa:

W =-U(q1,q2,---,qn) (3.47)

Cuando una coordenada g; varia por dg;, la correspondiente energia po-
tencial varia:

dU = —dW = Zaq (3.48)

Si dg; es escogido como desplazamiento virtual, de la ecuaciéon Q; = 0
se tiene:

= Qidg; (3.49)
i=1
Q--Y (i=1,2,...,n) (3.50)

dq;

Esto quiere decir que las fuerzas generalizadas correspondientes a las
fuerzas conservativas son equivalentes a las derivadas parciales de la energia
potencial de un sistema respecto de sus coordenadas generalizadas. Un sis-
tema en equilibrio cumple la siguiente ecuacién:

oU
0q;

=0 (i=1,2,...,n) (3.51)

Su energia potencial alcanza un maximo o un minimo. Para un sistema
de n coordenadas generalizadas, expandiendo U en una serie de Taylor, su
posicién de equilibrio conduce a:

= OU
U=Uy+ Z(aiq')o(]z ZZ 8(] 0 OQZC]] (3'52)
i=1

7,1]1

Al encontrarse la energia potencial en el punto de equilibrio se sabe que
Up = (2%) = 0. Por tanto:

9q;
1 o0*U

. .. . 02U . .
Se denomina rigidez generalizada a k;; = (m)o. La energia potencial
puede escribir en forma matricial de tal forma:

U = 5o} [K]{a} (354
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donde la matriz de rigideces y el vector de coordenadas generalizadas
son:

ki1 ki ... FEin
g (3.55)
S
q1
fay={" (3.56)
An

3.7.5. Ecuacion de Lagrange

La ecuacién de Lagrange esta basada en el principio de D’Alembert,
ecuacién (3.34). Hay dos partes de trabajo virtual en esa ecuacién. Una
primera parte realizada por las fuerzas aplicadas que se puede estimar con
la ecuacién (3.31). La segunda parte es el trabajo virtual por las fuerzas
inerciales. El trabajo virtual puede ser calculado por:

. d T T
S sy = Y [ () — 2-10a 3.57
g METEOTE izl[dt(aq'i) 8%] q (3.57)
Insertando las ecuaciones (3.34,3.57) en la ecuacion (3.36) se llega a:

n

doT oT
——— —— —Q;]dg; =0 3.58
> lirag ~ oq ~ (3.58)
La ecuacion de Lagrange es:
AOT_OT o dOT 0T U

dtd¢; 0q; 0Oqg;

Introduciendo el lagrangiano como L = T'—U y suponiendo que la energia
cinética no depende la velocidad generalizada, la ecuacién de Lagrange se

simplifica.
d oL 0L

dtdog  Oq
Esta es la forma compacta de la ecuaciéon de Lagrange para sistemas

conservativos. Para el uso de la ecuacién de Lagrange en la resolucién de
problema se suele seguir los siguientes pasos:

0(i=1,2,...,n) (3.60)

1. Identificar los GDL del sistema y seleccionar las coordenadas genera-
lizadas
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2. Calcular la energia cinética T' en términos de las velocidades generali-
zadas

3. Calcular la energia potencial U en términos de las coordenadas gene-
ralizadas

4. Substituir T'y U en la ecuacién de Lagrange para estimar la ecuacion
diferencial del movimiento del sistema dindmico

Para este capitulo se han usado las siguientes referencias bibliograficas:
[11], [12], [13], [14] y [15].



A .M. sistema n GDL amortiguado

El andlisis modal para sistemas no amortiguados de varios GDL es so-
lo aplicable a estructuras que posean un amortiguamiento despreciable. Sin
embargo, se necesita un mayor tratamiento matematico para el estudio de
sistemas amortiguados de varios GDL. Existen dos modelos de amortigua-
miento empleados en analisis modal: el modelo de amortiguamiento viscoso
y el modelo de amortiguamiento estructural. Son los mismos modelos que
se emplean para los sistemas amortiguados de 1 GDL. Ahora, la distribu-
cién y magnitud son una propiedad importante a tener en cuenta de dichos
sistemas.

4.1. Modelos de amortiguamiento proporcional

Un modelo de amortiguamiento proporcional es el primer modelo analiti-
co usado por el estudio de un sistema de varios GDL. A diferencia de la masa
y rigidez, el amortiguamiento no siempre se puede modelar. Esto se convier-
te en un obstaculo en el andlisis de sistemas amortiguados de varios GDL.
La proposicién de un amortiguamiento proporcional permite que el analisis
pueda proceder.

En la teoria de andlisis modal, la utilidad del amortiguamiento propor-
cional sera evidente. Un sistema con amortiguamiento proporcional tendra
los mismos modos de vibracién que un sistema no amortiguado homologo.

Se comenzara el andlisis con el estudio de las vibraciones libres. Si la

distribucién de amortiguamiento del sistema de n GDL con amortiguamiento

o1
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proporcional se denota como una matriz [C], la ecuacién de matrices del
movimiento se convierte en:

[M]{#} + [CH{a} + [K]{z} = {0} (4.1)

Donde, la matriz [C] se define positiva o semipositiva. La excepcional
distribuciéon de amortiguamiento permite la diagonalizacién de las matri-
ces de masa, rigidez y amortiguamiento. Sin necesitar un mayor tratamien-
to matematico, una estructura con amortiguamiento proporcional se puede
analizar utilizando la teoria de sistemas no amortiguados. Rayleigh indicé
que si el matriz de amortiguamiento viscoso [C] es proporcional a la matrices
de masa y rigidez, se puede descomponer en:

[C] = o[M] + BIK] (4.2)

Donde «, 8 son constantes positivas. Substituyendo en la ecuacién del
movimiento (4.1) se obtiene:

[M]{#} + (a[M] + BIK]){i} + [K]{z} = {0} (4.3)

Repitiendo el proceso de desacoplamiento para el caso de no amortigua-
miento usando los modos de vibracién no amortiguados de la matriz [®] se
llega a las ecuaciones desacopladas:

[mel{p} + [erl{p} + [kpl{zr} = {0} (4.4)

La matriz diagonal [c,] se llama matriz de amortiguamiento generaliza-
da del sistema. Obviamente, la matriz de modos no amortiguados [®] puede
diagonalizar las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento. Por lo tanto,
[®] es la matriz de modos de un sistema con amortiguamiento proporcional.
Para el andlisis modal, esta es una de las propiedades mas importantes del
amortiguamiento proporcional.

La ecuacion (4.4) consiste en un conjunto de n ecuaciones desacopladas.
Usando la teoria de un sistema de 1 GDL con amortiguamiento proporcio-
nal, las frecuencias naturales amortiguadas del modo r-esimo, w,., se pueden
estimar mediante:

Wy = Wry 1- X% (45)

« Buw,
= 4.6
2w, + 2 (4.6)

Xr

La ecuacién (4.6) muestra que el amortiguamiento relativo del sistema
depende de cada modo.
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El amortiguamiento proporcional no es el inico modelo que facilita el
desacoplamiento de las ecuaciones. Un modelo de amortiguamiento mas ge-
neral es:

[K)[M]7HC) = [Cl[M] K] (4.7)

Esto se puede estimar suponiendo que [¥]7 [C][¥] es una matriz diagonal.
La ecuacion del movimiento de un sistema de n GDL con amortiguamiento
estructural viene dado:

[M]{i} + [K|{z} + j[H]{z} = {0} (4.8)

Donde [H] es la matriz de amortiguamiento estructural y j es la unidad
de imaginaria. Si la matriz de amortiguamiento [H] es proporcional a las
matrices de masa y rigidez, se puede descomponer la matriz en:

[H] = p[M] + v[K] (4.9)
Donde, u,v son constantes positivas. La frecuencia natural del sistema
viene dada por:
AF = wr (1 + ) (4.10)
I
= — 4.11
Nr =0V + o2 ( )

r

7y se define como el factor de perdida de amortiguamiento para el r-esimo
modo de vibracién. La ecuacién (4.11) muestra que el factor de perdida de
amortiguamiento es diferente para cada modo de vibracién. Si la matriz
de amortiguamiento es solo proporcional a la rigidez (u = 0), el factor de
amortiguamiento sera igual a v.

4.2. Modelo de amortiguamiento viscoso no pro-
porcional

Cuando el modelo de amortiguamiento viscoso de un sistema de n GDL
es no proporcional, la solucién de la ecuacién (4.1) es de la forma:

{z(t)} = {X}e* (4.12)

Donde {X} es un vector complejo de amplitudes de desplazamiento.
Realizando la transformada de Laplace a la ecuacion (4.1) se llega a:

(s*[M] + s[C] + [K){X} = {0} (4.13)

Esto es un problema de autovalores mas complejo y de mayor orden a
los vistos hasta ahora. La soluciéon de este problema descansa en la teoria
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de espacios de estados vista en el capitulo (1). Esta aproximacién inventa
un nuevo vector de desplazamientos definido por:

{y} = {z}%ﬂ (4.14)

Con este nuevo vector, la ecuacién (4.1) se puede transformar en una
nueva ecuacién matricial del doble de tamano.

(€] : [M]{y} + (K] - [0]{y} = {0} (4.15)
Junto con la siguiente identidad:
[(M] = [0]{g} +[[0] - [-M]{y} = {0} (4.16)

La ecuacién (4.1) se transforma en:
cC M
M 0

w+ls N w-o e

:|2n><2n :|2n><2n

Simplificando la notacion a:

[Al{g} + [B{y} = {0} (4.18)

La ecuacién (4.18) es un problema normal de autovalores y su solu-
cién consiste en 2n autovalores complejos A, (en parejas conjugadas) y los
correspondientes 2n autovectores 6, asociados a cada autovector. Dichos
autovectores satisfacen:

(\[A] + [BD{6,} = {0} (r=1,2,...,2n) (4.19)

Los autovectores pueden ser agrupados en una matriz [#] de forma as-
cendente en funcion del autovalor correspondiente . Las propiedades de or-
togonalidad aplicadas al problema de autovalores se pueden expresar como:

(017 [A][6] = [-ai-] (4.20)
(0] [B[6] = [-bi"] (4.21)
[bi][-ai]" = [-Ai] (4.22)

Estas soluciones indican que existen modos naturales de amortiguamien-
to. Sin embargo, estos modos no son los mismos que los modos naturales
no amortiguados (cuyos elementos estén en fase o desfasados 180° entre si).
Para sistemas con amortiguamiento no proporcional, existen diferencias de
fase entre distintas partes del sistema dando lugar a modos complejos de
vibracion. Esta diferencia se manifiesta por el hecho que, en un sistema no
amortiguado todos los puntos pasan por su punto de equilibrio simultdnea-
mente, y para los modos complejos esto no es cierto. Por lo tanto, los modos
de vibracion sin amortiguamiento tienen nodos bien definidos mientras que
los modos complejos no tienen lineas nodales estacionarias.
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4.3. Modelo de amortiguamiento estructural no
proporcional

Recordamos del capitulo (4.1) las siguientes ecuaciones:

[M{i} + [K{z} + j[H]{z} = {0} (4.23)
[K]e = [K] + j[H] (4.24)

La solucién de la ecuacién (4.23) se puede asumir mateméticamente co-
mo:

{e(t)} = (X} (4.25)

Donde A es la frecuencia compleja y {X} es el vector complejo de am-
plitudes de desplazamiento. Esta forma de solucion conduce al problema
complejo de autovalores:

([Ke] = X[MD{X} = {0} (4.26)

La ecuacién (4.26) producird una matriz diagonal de autovalores [-A\2:] y
una matriz de autovectores [¥]. El autovalor \? esta relacionado con la fre-
cuencia natural w, y al factor de perdida de amortiguamiento 7, del sistema
de la forma:

M =W 1 +jn) (r=1,2,...,n) (4.27)

Donde A, es también conocida como la frecuencia natural compleja del
sistema. La matriz [-A,-| es la matriz de frecuencias naturales del sistema y
[¥] es la matriz de modos del sistema. El modo complejo del modo r-esimo
{¥} no es tnico, lo serdan todos los miltiplos que satisfagan la ecuacién
(4.26). La ortogonalidad del sistema revela:

(O] [M[¥] = [m,] (4.28)
[0 [M]e[¥] = [ k] (4.29)
[KrJlme ] ™ = [AY] (4.30)

La masa modal m, y la rigidez modal k, son ambas complejas. Es evi-
dente del andlisis realizado en las secciones (4.2,4.3) que el amortiguamiento
estructural requiere un tratamiento analitico mucho mas simple que tenien-
do un modelo viscoso de amortiguamiento. En el analisis modal es mucho
mas conveniente el uso de modelos de amortiguamiento estructural.

4.4. Modos con masa normalizada

Para un sistema con amortiguamiento estructural, el procedimiento de
obtencién de los modos de vibracién es idéntico al procedimiento para sis-
temas no amortiguados, con la excepciéon que se estan manejando nimeros
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imaginarios. La matriz de modos de masa normalizada ([¥] se puede definir:
(] = [my ]2 + (7] (4:31)

Si se usa la matriz anterior para la ortogonalidad de un sistema de varios
GDL, se tiene:

[@]" [M][@] = [1] (4.32)
@] [K][®] = [-A}] (4.33)

T
La ecuacion (4.32), la matriz de masas se puede apreciar que se trata de
una matriz compleja con parte imaginaria nula.
Con la matriz de masa normalizada, es posible diagonalizar la matriz de
FRF de un sistema de varios GDL con amortiguamiento estructural.

(@] (K] + j[H] = X[M])[®] = [(\] - w)] (4.34)

Esta descomposicién puede ser til para la adquisicion de la composicion
modal de FRF complejas.

4.5. Funciones de respuesta en frecuencia

4.5.1. Matrices de rigidez y receptancia

La matriz de rigidez dindmica [Z(w)] y la matriz de receptancia de FRF
[a(w)] de un sistema de n GDL amortiguado se puede definir exactamente
de la misma manera que en el caso de un sistema no amortiguado.

[Z(w)] = [K]e = w’[M] = [K] - w?[M] + j[H] (4.35)
()] = ([K]e - w?[M]) ™ (4.36)

En resumen, o(w);; representa el cociente de la respuesta de despla-
zamiento en el GDL ¢ y solo una fuerza actuando en el GDL j. Con la
existencia del amortiguamiento, la FRF es ahora una funcién en frecuencia
compleja con parte imaginaria no nula. La FRF no tiende a infinito en este
caso cuando se encuentra en la frecuencia natural del sistema.

4.5.2. Composicién de la receptancia (FRF)

La obtencién de la matriz de receptancia FRF mediante la inversién de
la matriz de rigidez no es un procedimiento practico en la realidad. Con en
el caso sin amortiguamiento, la matriz de receptancia de un sistema de n
GDL con amortiguamiento estructural se puede determinar a partir de los
datos modales.

[a(w)] = [@][(\2 —w?) ] [@)" (4.37)
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Se puede apreciar que la matriz [a(w)] es compleja, simétrica y siempre
de rango méximo. El mismo razonamiento se puede tener para cada elemento
de la matriz.

¢jn¢kn

2 2
A2 —w

_ 9ndi n Gj20k2

_)\%—wQ )\%—w2+.n+

ajk(w) (4.38)
Los numeradores de las fracciones (los modos vibracién) son nimeros
complejos. También son niimeros complejos las frecuencias naturales de los

denominadores.

Usando la constante modal, se puede reescribir la ecuacion (4.38) como:

" rAg 1
ajk(w) = ¥ —Jw2 = {Ajk}T{iAZ - w2} (4.39)
r=1"T r

Por lo tanto, la p-esima columna de la matriz {a;,(w)}, se puede definir
de la siguiente manera:

g (W)p1

=1 Lt (4.40)

ik (W)pn
Donde:
Pp1P11 Pp2012 - PpnPin

¢p1:¢21 ¢p21¢22 ¢pn:¢2n (4.41)

¢pn¢n1 ¢p2¢n2 s ¢pn¢nn
La matriz [A,] es llamada la matriz de constante modal para la columna
p-esima de la matriz de receptancia [oj;(w)]. Cada columna de [oyj;(w)] tiene
su propia constante modal.

4.5.3. Diagramas y propiedades de FRF

Al igual que en los sistema de 1 GDL, la FRF de sistemas de n GDL
tiene varias formas de representarse graficamente con el fin de mostrar todas
las caracteristicas. Cabe destacar que en un sistema de 1 GDL no se puede
realizar un diagrama de nyquist puesto que la parte imaginaria es siempre
nula. Se usara como sistema de ejemplo a representar un sistema de 4 GDL
con las siguientes matrices:

100 0 2000 —1000 0 0
0100 ~1000 2000 —1000 0
IMI=1o 0 1 ol B BI=1 0" 1000 2000 —1000] /™
000 1 0 0  —1000 2000

(4.42)
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N/m (4.43)

o O ot o
o O O O
o O o O

Diagrama Amplitud-Fase

El diagrama de amplitud-fase consiste en un grafico que representa la
amplitud y la fase del sistema frente frecuencia. La figura (4.1) representa
la amplitud y la fase de la movilidad Y71(w) de los 4 GDL del sistema en
escala lineal. Como se esperaba, el grafico de la amplitud esta dominado por
las resonancias. El diagrama de la fase muestra la existencia de modos de
vibracién al haber un cambio brusco en la fase a determinadas frecuencias.

N

T
h
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)
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L

0
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T

. . . .
0 20 40 60 80 100
Frequency (Hz)

Figura 4.1: Movilidad Y71 (w)

Como en los casos que no hay amortiguamiento, un mejor uso de la
amplitud es utilizar la escala de decibelios (dB). La receptancia a1 (w) se
muestra en escala de decibelios en la figura (4.2).

Claramente se pueden apreciar en ellas las 4 resonancias que posee el
sistema, pero también las antiresonancias y la minima. Estos son unos re-
sultados que no se pueden ver con la escala lineal.

Diagrama Real-Imaginario

Los graficos real-imaginario consisten en dos partes: la parte real de
la FRF frente a la frecuencia y la parte imaginaria de la FRF frente la
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Receptance (dB)

Frequency (Hz)

Figura 4.2: Movilidad Y7;(w) en escala decibelios

frecuencia también. Para un sistema de varios GDL la parte real e imaginaria
de la FRF se pueden estimar analiticamente de la siguiente manera.

Relau(w)] = B[y 0] (1.44)
r=1"T

Imlajp(w)] = Im[y_ f;””_ ¢’5;2] (4.45)
r=1"T

Las figuras (4.3,4.4) muestran la parte real e imaginaria de la FRF del
sistema de 4 GDL.

0.03 : : :

0.02 - -

0.01 e

o) ! |

_002 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100
Frequency (Hz)

Red part

Figura 4.3: Parte real de la FRF
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Figura 4.4: Parte imaginaria de la FRF

Diagrama de Nyquist

El principal beneficio del uso de diagramas de Nyquist para un sistema
de 1 GDL proviene de la propiedad de circularidad en el plano complejo.
Esta propiedad sigue siendo valida para los sistemas de varios GDL. No se
puede aplicar exactamente dado que un modo de vibracién se verd influido
por los otros modos de vibracién del sistema. Sin embargo, en las cercanias
de una resonancia (o modo de vibracién), se podra asumir que la FRF estd
dominada solo por ese modo.

Real
(]
T
1

0
Imaginary

Figura 4.5: Diagrama de Nyquist de la FRF
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Los puntos obtenidos no forman un circulo perfecto debido a la resolu-
cion de la frecuencia. El dominio local de un modo de vibracién y la casi
circularidad de los diagramas de nyquist permite el uso de la teoria de un 1
GDL en el anélisis.

Diagrama de rigidez

Para sistemas de 1 GDL, este tipo de graficos se caracteriza por una
gran simplicidad y facilidad para expresar los pardmetros modales con los
parametros espaciales. Sin embargo, para sistemas de n GDL las ventajas
de este método se ven fuertemente reducidas. La siguiente inecuacién indica
que la rigidez dindmica de un sistema de n GDL no se parecera al sistema

de 1 GDL.

£y = (4.46)

La dificultad de obtener la sencillez para los sistemas 1 GDL reside en
la complejidad de los numeradores (constantes modales). Esta complejidad
distorsiona los graficos real-imaginario de las FRF de manera que cuando
un modo tenga dominio local no se pueden separar dichas partes. Aunque
para la misma FRF, la informacién deberia ser idéntica. Es importante hacer
cierta informacién mas visible y, por lo tanto, mas ttil para el analisis modal.

x 10%
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Figura 4.6: Diagrama de rigidez dinamica
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4.6. Respuesta en el tiempo

Como las FRF de sistemas de 1 GDL, las FRF de sistemas amortiguados
de n GDL se pueden escribir en forma de raices complejas y residuos.

rAik r Al
iy : 4+ (——= 4.4
avij(w) E (Jw—/\r (jw—)\;':) (4.47)

T

Las raices complejas (A\r, \¥) son pares conjugados. También los son los
residuos (,A;g,r A%.). Utilizando ka transformada de Laplace se puede lle-
gar a una expresién mas general para la funcién de transferencia entre las
coordenadas i y k.

rAz'k rA;k
aij(w) = Z(jw ot (jw —ks:) (4.48)
Spy s = —&wr £/1 — Ewrj (4.49)

En general, la respuesta en vibraciones libres de un sistema de n GDL en
la coordenada ¢ es una superposiciéon de respuestas temporales de cada modo
de vibracion. Este fenémeno es muy similar al de la contribucién modal de
cada uno de los modos de vibracién. La respuesta puede ser escrita:

2n
ni(t) = e (4.50)
r=1
Los elementos ;. (r = 1,2,...,2n) son los elementos i-esimos de la

columna r-esima de la matriz de modos 2n x 2n. La ecuacion del movimiento
de un sistema bajo fuerzas externas arbitrarias es:

[M{i} + [CHa} + [K{z} = {f(1)} (4.51)

Aplicando la transformada de Laplace y suponiendo condiciones iniciales
nulas se llega a:

{X(5)} = (s°[M] + s[C] + [K]) T {F(s)} (4.52)

La inversa de la transformada de Laplace dara lugar a la respuesta tem-
poral del sistema.

{z®)} = L7H{X ()} = L7 (s*[M] + 5[C] + [K])"{F(s)}]  (4.53)

Esta antitransformada requiere informacién de las condiciones iniciales
del sistema.
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4.7. Observaciones acerca de los modos complejos

Para el andlisis modal, quizas el resultado mas importante de tener un
sistema con amortiguamiento no proporcional es la obtenciéon de modos com-
plejos de vibracion. Cuando un modo de vibracién se vuelve complejo, varios
puntos de la estructura dejan de moverse en un patrén claro ya estén en fase
0 no.

Matematicamente, se es capaz de interpretar el origen de los modos com-
plejos. Si un sistema dindmico es modelado como un sistema de varios GDL
con matrices de masa, amortiguamiento y rigidez, es facil ver que los autova-
lores del sistema se volveran complejos cuando: una o varias de las matrices
no sea simétrica o la matriz de amortiguamiento no sea diagonalizable segin
los modelos de amortiguamiento. En el primer caso, aunque no existan térmi-
nos de amortiguamiento, el problema de autovalores conducirda a modos de
vibracién complejos. En el segundo caso, si el amortiguamiento no es pro-
porcional, los autovalores automaticamente serdn complejos.

Los modos complejos de vibraciones comparten algunas caracteristicas
con los modos reales. Cuando se emplea el amortiguamiento estructural, los
modos complejos son ortogonales entre si respecto de las matrices de masa y
rigidez. Por otro lado, cuando se usa el amortiguamiento viscoso, los modos
complejos vuelven a ser ortogonales entre si respecto de las matrices [A], [B]
definidas. Dada estas propiedades de ortogonalidad, los modos complejos
desacoplan las ecuaciones del movimiento (amortiguamiento estructural) o
reconstruyen dichas ecuaciones (amortiguamiento viscoso).

A diferencia de los modos reales, los elementos de un sistema bajo un
modo complejo poseen un desfase entre ellos entre 0° y 180°. Esto significa
que los puntos de la estructura no pasan por el punto de equilibrio al mismo
tiempo, aunque comparten la frecuencia de oscilacion. Como resultado, los
nodos del sistema no estan bien definidos. Estos puntos se mueven con cierto
periodo dictado por la complejidad del modo.

La verdadera dificultad de los modos complejos no reside en el estudio
y la simulacién de ellos. La tarea mas ardua es la identificacién de estos
modos y el uso de la teoria modal sobre ellos. Por ejemplo, si 2 modos reales
cercanos no son analizados correctamente o precisamente, la soluciéon que se
obtiene es un modo complejo.

La cantidad de modos complejos que existen en una estructura no es
sencilla por lo que se necesita el uso de un parametro que permita el andlisis
de los modos complejos (factor de complejidad). Este factor cuantifica la
desviacion de fase normalizada de un modo complejo a través del calculo del
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valor medio de diferencia de fase de todos los elementos del sistema. El por-
centaje del cociente entre este valor medio y el valor maximo de desviacién
(90°) indica el grado de complejidad del sistema.

Para este capitulo se han usado las siguientes referencias bibliograficas:
[16], [17], [18], [19], [20], [21] ¥ [22].



Medida de la respuesta en frecuencia

5.1. Introduccion

La medicién de un analisis modal consiste en adquirir la funcion de res-
puesta en frecuencia de una estructura a partir de un test. Existen muchos
métodos disponibles para llevar a cabo las mediciones, aunque solo se ex-
plicara un método muy simple. Este método trata de excitar la estructura
mediante una unica fuerza conocida y medir la fuerza y la respuesta en la
estructura. Como resultado, se obtienen datos para un grupo de FRF que
pueden ser empleadas mas tarde para derivar el modelo modal de la estruc-
tura.

El andlisis experimental no es mas que un sistema de identificacién. La
estructura se puede representar como una ” caja negra” que necesita ser des-
cifrada. Las aproximaciones tradicionales perturban la caja negra con una
entrada conocida, miden la respuesta y proceden con la identificacién. La
fuerza de excitacion puede ser aleatoria, sinusoidal, periédica o impactos.
Tedricamente, el tipo de fuerza de excitacion no afecta a la FRF pues viene
definida como un cociente entre la respuesta y la fuerza. Siempre se quiere
emplear una fuerza con la suficiente energia y componentes en frecuencia con
el fin de excitar todos los modos de vibracién de interés y alcanzar el menor
error en el procesamiento de la senial. También hay que tener en cuenta las
posibles limitaciones que pueda plantear el hardware utilizado en el ensayo.

La hipétesis de que el test estructural se comporta de forma lineal es

esencial para alcanzar medidas precisas de las FRF. La comprobacién de
la linealidad no es una tarea dificil de hacer. Para una estructura que no

65



CAPITULO 5. MEDIDA DE LA RESPUESTA EN FRECUENCIA 66

sigue un comportamiento lineal exactamente, se sabe perfectamente que el
modelo derivado de las FRF medidas serd un modelo matematico lineal de
la estructura. Otra hipodtesis esencial es la reciprocidad de la estructura.
Una vez mas, esta hipétesis es sencilla de chequear. En adicion, la medicién
de FRF no estara bien realizada si las propiedades dindmicas de estructura
varian durante las mediciones. Por este motivo, la estructura debe ser inva-
riante en el tiempo.

La rapida mejora del hardware de medida y las capacidades de compu-
tacion durante las ultimas décadas permiten la mediciéon de FRF en distintos
puntos de la estructura con varias fuerzas de excitacién repartidas de for-
ma simultanea. Con varias fuerzas como entrada, es mas facil provocar la
vibraciéon de la estructura bajo amplitudes razonables antes que tener que
excitar con una unica fuerza a una gran amplitud.

Las FRF no son los dnicos datos que se buscan obtener en los analisis
modales. Como se sabe, una categoria especial de andlisis modales necesita
el historia temporal de respuestas del sistema ya sean vibraciones libres o
impulsos.

5.2. Medidas generales de instalacién

La mediciéon tipica de instalaciéon en un laboratorio debe tener 3 partes
bien diferenciadas. El caso mas simple de una entrada y una salida se tomara
como ejemplo. La primera parte es responsable de generar las fuerzas de
excitacion y aplicarlas al test estructural. La segunda parte consiste en la
medicién y adquisicién de los datos de la respuesta dindmica del sistema.
Finalmente, la ultima parte realiza el procesamiento de la senal de respuesta
y estima las FRF.

5.2.1. Mecanismos de excitacion

La primera parte de las mediciones de instalacién son las fuerzas de ex-
citacién que aplican una fuerza con la suficiente amplitud y contenido en
frecuencia a la estructura. Hay diversos equipos de excitacion a la hora de
excitar una estructura. Los 2 mas comunes son los martillos y los agitadores.

Un martillo es un aparato que produce una fuerza de excitaciéon de tipo
impulso. Sus partes son: la punta del martillo, el transductor de fuerza, el
contrapeso y el mango. La cabeza del martillo se puede cambiar con el fin
de alterar la dureza. Los materiales mas frecuentes empleados son goma,
plastico y acero. La dureza de la punta del martillo determina directamente
el rango de las frecuencias que se excitan.
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Un agitador electromagnético es tipico agitador que suele emplear en los
andlisis modales. Consiste en un iman, una masa moévil y una bobina en
el imédn. Cuando una corriente eléctrica pasa del generador de senales a la
bobina dentro del agitador, una fuerza proporcional a la corriente y al flujo
magnético mueven la masa mévil. Un agitador electromagnético posee un
amplio rango de frecuencias y amplitudes. Para bajas frecuencias y grandes
amplitudes se puede emplear un agitador electrohidraulico.

5.2.2. Acelerémetros

Un acelerémetro es el sensor mas comun para los ensayos modales. Es
capaz de medir la aceleracién de la estructura en un punto y da como salida
una senal en forma de voltaje. La senal sera transformada por un acondi-
cionador de senales antes de ser procesada por el analizador de senales. Los
acelerémetros no asumen las propiedades de la estructura como lineales. Un
acelerometro preciso solo graba fielmente la aceleracién en un tnico punto
de la estructura.

Hay 2 aspectos fundamentales en la medicion de aceleraciones que un
sensor necesita tratar. Una es la frecuencia y la otra es la amplitud. Ambas
estan reflejadas en la relacion entrada-salida del sensor. Un acelerémetro
ideal deberia tener una relacién entrada-salida para asegurar que el conte-
nido en amplitud a diferentes frecuencias es verdaderamente grabado.

La mayoria de acelerémetros viene con tablas de relacién amplitud-
frecuencia y fase-frecuencia para mostrar sus caracteristicas. En la figura
(5.1) se muestra una cuerva tipica de respuesta de un acelerémetro.

Sensitivity™ Phase [degrees]
[dB]
30
20 \
10 ,/
/|
; e 10
Amplitude |1
0 G T o e 0
Phase T ~10
e
-10 3 -20
AY
1 2 5 10 20 50 100 kHz

Figura 5.1: Tipica tabla de un acelerémetro
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Las caracteristicas de un acelerémetro son su potencial. Pueden medir
con total precision si se encuentran unidos rigidamente al sistema. En la
realidad, este no sera el caso. Un acelerémetro tiene que ser montado de
forma no rigida para medicién.

i
. L

|Structure

Structure

W

Figura 5.2: Modelo de 1 GDL de un acelerémetro y montaje

La precision del acelerémetro depende en gran parte al montaje de éste,
que es modelado con un muelle y un amortiguador. El acelerémetro es, por
supuesto, mas que un bloque de masa. En la figura (5.1) se puede apreciar
que tiene su propia frecuencia natural. Sin embargo, esta frecuencia suele
ser mucho mayor que la frecuencia natural del sistema dindmico completo.

El modelo mas comtun de acelerémetro es el piezoeléctrico, ilustrado en
la figura (5.3). En este tipo un cambio en las tensiones inducidas provoca un
cambio en la forma del cristal, que conlleva un cambio en la carga eléctrica.
A la hora de seleccionar el tipo de acelerémetro, varios aspectos deben ser
tratados antes de proceder. Los principales parametros que afectan al acele-
rometro piezoeléctrico son: las propiedades de la respuesta en frecuencia; la
sensibilidad y la estabilidad frente cambios de temperatura; la sensibilidad
axial y los esfuerzos en la base.

Las propiedades de respuesta en frecuencia determinan la linealidad del
sensor. La sensibilidad de un acelerémetro dicta el ruido de las senales. Una
gran estabilidad significa una gran precision en las medidas. La sensibilidad
axial conlleva errores en las medidas. Los esfuerzos en la base vienen esta-
blecidos por la flexibilidad de la base del acelerémetro interactuando con la
superficie no rigida del sistema.

5.2.3. Transductores de fuerza

El transductor de fuerza es otro tipo de sensores usados en los ensayos
modales. Al igual que los acelerémetros, un transductor piezoeléctrico gene-
ra una salida en forma de voltaje que es proporcional a la fuerza aplicada.
Sin embargo, los transductores no anaden propiedades inerciales al elemento
que estan colocados. El transductor tiene que ser comprimido o presionado
para generar la sefial de salida. Para test de agitacién, un transductor de
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Figura 5.3: Diagrama de un acelerémetro piezoeléctrico

fuerza tiene que colocarse entre la superficie de la estructura y el agitador.
Para un test de martillo, el transductor se coloca en la cabeza del martillo
y es comprimido al impactar.

La forma en que las caracteristicas del transductor afecta a las medicio-
nes en muy similar al caso del acelerémetro. Estos incluyen caracteristicas de
respuesta en frecuencia, sensibilidad y sensibilidad axial. La principal consi-
deracion a la hora de elegir el tipo de transductor reside en la comprensién
de la interaccién del sistema y el agitador. Por ejemplo, en el caso de un
ensayo de martillo, la variacion de la cabeza de martillo o de la masa del
mango del martillo pueden causar diferentes fuerzas de calibracién para el
transductor.

5.3. Preparacién para el ensayo estructural

Una estructura real la mayoria de veces esta conectada con sus alrede-
dores. Por lo tanto, sus caracteristicas dinamicas in situ son determinadas
por las condiciones de contorno al igual que por si mismo. Cuando se lleva
a cabo la medicién de FRF, la pregunta que necesita ser contestada son:
Bajo qué condiciones queremos analizar la estructura, aislada o in situ? La
respuesta de esta pregunta depende de 2 consideraciones cuando se prepare
la estructura para el ensayo: (1) si se necesita el modelo modal de la estruc-
tura aislada o cuando esté en funcionamiento; y (2) si es realista ensayar la
estructura ¢n situ o en el laboratorio.

Teniendo en consideracién (1), la respuesta es que depende que se nece-
site obtener del modelo modal. Para algunas estructuras, se necesita conocer
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su comportamiento dindmico exactamente en sus condiciones de trabajo o
con su ambiente. Para la consideracién (2), es necesario asesorarse sobre la
viabilidad de que la estructura sea analizada bajo las condiciones deseadas.
Algunas estructuras no pueden ser ensayadas in situ por carencia de tecno-
logia o inaccesibilidad. Es vital el uso de un modelo modal obtenido de las
mediciones en laboratorio para simular y analizar como seria el comporta-
miento in situ. Otras estructuras no caben en el ambiente de un laboratorio
y no queda mas remedio que analizarlas in situ. Para ambos casos, es vital
asegurar que las condiciones de ensayo son estables y repetibles de forma
que las mediciones de FRF son fiables y representativas.

Es imposible simular las condiciones de contorno libre o empotrado. Es-
tas condiciones solo pueden ser aproximadas en un laboratorio con una pre-
cision razonable. La condicién de contorno libre es simulada mediante la
sujecion de la estructura con materiales blandos, como por ejemplo muelles.
En la figura (5.4), se aprecia una placa sujetada por muelles en cada una de
Sus esquinas.

Figura 5.4: Una placa simple soportada por 4 muelles

Las condiciones de empotramiento son mas dificiles de aproximar en el
laboratorio. Teéricamente, la condiciéon de contorno de empotramiento res-
tringe los 6 grados de libertad posibles. Esto en realidad casi nunca se puede
conseguir. En los ensayos modales, normalmente se suele fijar la estructura
a analizar a otra estructura mucho mas pesada.

5.4. Seleccidon de las fuerzas de excitacion

Aunque tedricamente los datos de FRF no deberian variar con el tipo de
excitacion (y respuesta), en la practica la precisién y calidad de los datos
depende, entre muchos factores, del tipo de excitacién elegida. Las restric-
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ciones temporales a menudo suponen un factor paralelo al hardware. Los
diferentes objetivos de los ensayos conducen a diferente cantidades de tiem-
po requeridas. A continuacidn, se realizara solo una breve descripcién de las
fuerzas de excitacién mas comunes.

5.4.1. Excitacion sinusoidal

La excitacion de tipo sinusoidal son el método mas tradicional de los
ensayos modales. Hoy en dia, sigue siendo uno de los mas populares. La
fuerza contiene solo una frecuencia en cada instante de tiempo y la excita-
cién cambia de una frecuencia a otra siguiendo un paso, permitiendo a la
estructura comprometerse a una sola vibracién armonica a cada instante.
Este tipo de excitacién resulta efectivo para excitar estructuras con un alto
nivel de vibraciones, para caracterizar la no linealidad del sistema, y excitar
modos normales de vibracién de estructuras con amortiguamiento.

La excitaciéon mediante una nica entrada de fuerza puede llegar a consu-
mir mucho tiempo, a pesar de que tiene una efectividad superior. La llegada
de los ensayos MIMO (miiltiples entradas y salidas) permiten la reduccién
de tiempo de los ensayos. Con la habilidad de estimar las FRF en tiempo
real en muchos canales, las excitaciones sinusoidales se convierten tan rapi-
das como fiables para los ensayos modales.

Cuando el sistema se encuentra en las cercanias de la frecuencia natural,
la respuesta estructural se encuentra dominada por un modo de vibracién.
Esta segregacién natural provee una avenida directa para la identificacién
de parametros con un ratio de ruido satisfactorio. Esta es una posibilidad
Unica que ofrecen las excitaciones sinusoidales.

5.4.2. Excitacion aleatoria

La senal de la fuerza de una excitacion aleatoria es estacionaria aleatoria
con una distribucion gaussiana. Contiene a todas las frecuencias dentro de un
rango de frecuencias. Para una estructura que no se comporta linealmente,
las excitaciones aleatorias tienen la tendencia a linealizar el comportamiento
de las mediciones. La FRF derivada de las mediciones sera lineal y, aunque
no contenga mucha informacién de la no linealidad, es una funcién muy ttil
al ser la mejor FRF que se pueda estimar para la estructura. Esta funcién
correctamente modela la disipaciéon de energia de la estructura durante la
vibracion.

El hecho de que, para excitaciones aleatorias, ni la senal de la fuerza ni
la respuesta tengan un periodo infinito hace que se cometa un error llamado
error de leakage.
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5.4.3. Excitacion pseudo-aleatoria

La senal de fuerza en esta excitacién es estacionariamente aleatoria y
consiste en unas frecuencias discretizadas formadas por multiples enteros
de la frecuencia de resolucion usada por la transformada de Fourier. Es una
senal periédica con amplitud y distribucion de fase aleatoria. Esta senal tiene
la ventaja de que no posee el error de leakage mencionado anteriormente.
Sin embargo, las senales pseudo-aleatorias requieren de aparatos especiales
para generar tales senales y requieren un mayor tiempo de implementacién
que una senal aleatoria.

5.4.4. Excitacién de impacto

El dominio temporal de la senal de fuerza de un impulso tiene un conteni-
do en frecuencia incontrolable. En lo que se refiere al hardware, la excitacién
por impacto es una técnica mucho mas simple que con una excitacién a través
de un agitador. Debido a que no existe conexién fisica entre la excitacién y
la estructura, los ensayos de impacto evitan el problema de interaccién entre
ellos.

Las grandes desventajas de los ensayos de este tipo son tan notables co-
mo las ventajas. Resulta muy dificil controlar el nivel de la fuerza o rango
en frecuencia del impacto. Esto puede afectar al ratio de ruido de las me-
didas, produciendo datos de peor calidad. Ademas, algunas estructuras son
demasiado delicadas como para ser golpeadas por un martillo.

5.5. Diferentes estimaciones de FRF y efecto del
ruido

Para cualquier medida, existe ruido tanto en las entradas y en las sali-
das. Para frecuencias cercanas a la resonancia, la respuesta vibratoria es tan
significante que el ruido de la salida se puede despreciar. Para frecuencias
cercanas a la antiresonancia, la senal de excitacién es tan significante que el
ruido de la entrada se puede despreciar. Para otras frecuencias, es de esperar
que exista ruido tanto en las entradas como en las salidas que afecte a la
estimacién de la FRF. Esto provoca el esfuerzo de buscar estimadores de
FRF que deriven la FRF mas precisa con la presencia del ruido.

Del anélisis espectral de doble canal una FRF es definida como el espectro-
cruzado de la excitacién y respuesta dividido por el auto-espectro de la ex-
citacién. Esto conduce al siguiente estimador de FRF:
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Donde, Spx(w) es el espectro-cruzado de la excitacién y respuesta y
Srr(w) es el auto-espectro de la excitacién. Se ha descubierto en el anélisis
espectral que se puede estimar la misma FRF del cociente del auto-espectro
de la excitacion y el cociente del espectro-cruzado de excitacién y respuesta.

Sxx(w)
Sxr(w)
Cuando el test de estructural satisface todas las hipdtesis y cuando el

ruido y los errores de las medidas no existen, los estimadores de la FRF
deben ser iguales.

Hy(w) = (5.2)

Hl(w) = Hg(w) = H(w) (53)

En realidad, es imposible que las medidas de FRF estén libres de ruidos.
La figura (5.5) muestra que la medida de fuerza F'(w) es una combinacién
de la fuerza F'(w) y el ruido de la entrada M (w). Estos dos normalmente son
inseparables en el dominio del tiempo, pero no estan correlacionados. Por
lo tanto, tenemos Sy;r(w) = 0. Esta propiedad es muy 1til en la estimacién
de FRF. En la salida ocurre un proceso similar. La respuesta medida X (w)
engloba la respuesta X (w) y el ruido de la salida N(w). Tampoco estén
correlacionadas, luego Syx = 0.

Flw)

H(w)

| System X(w)

M(w) . N(w) .
F(w) X(w)

Figura 5.5: Estimacién de FRF con ruido en la entrada y salida

La FRF, usando X (w) y F'(w), se puede estimar de la siguiente manera:

- Srx (W) _ e Sum (W) 1
. Sxx(w) " Snn(w), —

Ninguno estimador calcula exactamente la FRF. En términos de ampli-
tud, Hy(w) es un subestimador y Hs(w) es un sobreestimador.

En una resonancia, la interaccién entre el agitador y la estructura nor-
malmente es una muesca en la senal de la fuerza. Esto permite el dominio del
ruido en la entrada resultando significante Sysps(w) comparada con Spp(w).
En consecuencia, el estimador H;(w) subestima la verdadera FRF H(w) y el
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estimador Hs (w) es muy preciso. En un ensayo modal bajo estas condiciones
el estimador Ha(w) deberia escogerse sobre Hi(w).

)l cimancin = 5o = H@)1L+ 220 < @) (56)
Halresmancia = 253 = HE@)(1+ XTI~ HE) ()

En una anti-resonancia, la respuesta de la estructura es usualmente insig-
nificante respecto la entrada de la fuerza. Esto permite que el ruido domine
la salida. De esta manera Syy(w) es significante comparada con Sy x(w) y
pequenia con Sprps(w). Como resultado, se tienen las siguientes estimaciones:

FII (Wﬂantiresonancw = m = H(w)(l + Sk;,]‘;{f(ij))) ! ~ H(W) (58)
ﬁ? (w)’antiresonancia = gm = H(w)(l + ggiéi;) H(w) (59)

Los dos estimadores estan relacionados entre si mediante la funcién de
coherencia y2(w). Para la entrada f(t) y la salida x(t), la coherencia se define

como: ) S r(w)?
7%7')( (w) - SFF(W)SXX (w)

Fisicamente, la coherencia refleja la causalidad y la relacién lineal entre la
salida x(t) y la entrada f(t). Por lo tanto, y?(w) es igual a 0 cuando la salida
no es debida a la entrada y v?(w) es igual a 1 cuando la salida es solamente
debfia a la entrada. De las definiciones anteriores de los estimadores, se llega
a:

(5.10)

Hy(w)
Ha(w)

Existe otro tipo de error que se comete en las mediciones de FRF que
no es debido al ruido. Se trata del error de leakage en la transformada de
Fourier. Leakage ocurre cuando las vibraciones libres de una resonancia se
truncan prematuramente. Como resultado, los espectros Sx x(w) y Sxr(w)
contendran error. Solo el espectro Spp(w) permanecerd inalterado. Final-
mente, se llega a la conclusiéon de que el estimador ﬁl(w) estaria bajo los
efectos del error de los espectros, mientras que el estimador H, (w) serd pre-
ciso al no tener error.

Trx (W) = (5.11)

5.6. Dos imperfecciones de la medicion de datos

Teoéricamente, una estructura tiene infinitos grados de libertad, y por lo
tanto, modos de vibracién. Ninguna medida es capaz de medirlos todos. Des-
de este punto de vista, la FRF medida del sistema esta siempre incompleta.
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Cuando se trata con una estructura discretizada por un modelo analitico
como el modelo de los elementos finitos, el nimero de grados de libertad
aplicados suele ser mayor que el numero de puntos donde se toma medidas.
En este caso, la FRF también vuelve a estar incompleta.

Primero, los datos medidos solo pueden cubrir un rango de medida limi-
tado en frecuencia, dando lugar solo a unos modos de vibraciéon determina-
dos. Por lo tanto, de los datos obtenidos solo se puede derivar un numero
incompleto de modos. El rango de frecuencia cubierto durante el ensayo
viene determinado por el interés, por la limitaciéon del hardware como el
montaje de acelerémetros o por el rango de frecuencias donde la estructura
tiene un comportamiento modal. Esta imperfeccién se puede llamar imper-
feccidn en frecuencia.

Segundo, el numero de coordenadas empleadas en la medicién de FRF es
casi siempre menor que el numero de grados de libertad del modelo analitico.
Esto significa que la descripcién espacial de los modos no esta completa (im-
perfeccion espacial). El numero de coordenadas empleadas en las mediciones
viene determinado por el coste y el tiempo que conllevan, la accesibilidad a
los puntos de medicién o la habilidad para medir dichos puntos. Para modos
de vibraciéon bajos, un numero modesto de coordenadas resulta suficiente
para la representacién de los modos. Para modos de alta frecuencia, el nu-
mero de coordenadas necesarias es mucho mas elevado, pudiendo llegar a
causar errores del tipo aliasing si no son suficientes.

Measured
\ Frequency
~ ////I ncompleteness
Spatial
incompleteness\“-*\
Nx N

Figura 5.6: Estimaciéon de FRF con ruido en la entrada y salida
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5.7. Evaluacion inicial de las mediciones FRF

La calidad del andlisis modal recae criticamente en la calidad de las me-
didas de las FRF. Aunque el andlisis modal puede intentar minimizar la
imprecisién que llevan los datos medidos, ningiin método es capaz de rec-
tificar los errores fundamentales cometidos en el analisis. Las propiedades
modales derivadas de las erréneas mediciones de FRF son susceptibles a
errores inaceptables.

La evaluacién de las medidas realizadas es basicamente determinada por
dos cosas: (1) la estructura satisface las hipdtesis que el andlisis modal re-
quiere; y (2) los errores humanos y sisteméticos son minimizados o elimi-
nados. Principalmente, la estructura necesita cumplir las propiedades de
reciprocidad, invariante en el tiempo y linealidad. Si estas propiedades no
son verificadas, la veracidad de los datos medidos se vera reducida.

Aunque hay métodos que ayudan a identificar errores potenciales en
las mediciones, algunos de ellos no se pueden identificar. Por ejemplo, si
las medidas del sistema no estdan propiamente calibradas, serd imposible
detectar este fallo a partir de las observaciones realizadas.

5.7.1. Chequeo de repetitividad

La evaluacién mas sencilla, pero no la menos 1til, de las medidas FRF
es la comprobacién de la repetitividad de las medidas. Esto se realiza prin-
cipalmente para asegurar que el comportamiento dindmico de la estructura
y la medidas son invariantes en el tiempo. Tipicamente, algunas medidas
de FRF previamente seleccionadas se ejecutan antes y después del ensayo
modal. Este proceso trivial ayuda a la comprobacion de la constancia del
comportamiento dindmico de la estructura y las condiciones de ensayo.

5.7.2. Chequeo de reciprocidad

Una estructura lineal e invariante en el tiempo honra a la propiedad de
reciprocidad. Para una tnica entrada, significa que la FRF medida en un
punto A de la estructura cuando es excitada en un punto B debe permanecer
constante que cuando se mide la respuesta en el punto B y se excita en el
punto A. Esta propiedad es la responsable de que la matriz FRF deba ser
simétrica.

5.7.3. Chequeo de linealidad

Quizas la hipotesis mas importante asumida en un andlisis modal es el
comportamiento lineal del sistema dindmico. Sin esta hipdtesis el andlisis
modal realizado no tendria ningin valor.
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5.7.4. Caracteristicas especiales de FRF

De la teoria modal, se pueden derivar ciertas caracteristicas de las FRF
y usarlas para evaluar la fiabilidad de las mismas. Esta evaluacion tiene la
capacidad de detectar errores en las medidas o en el montaje.

La primera caracteristica es que para un punto de la estructura donde se
mide y excita unicamente al mismo tiempo, se espera ver una antiresonan-
cia entre dos resonancias seguidas. Por lo tanto, si en la representacion de
la FRF frente la frecuencia no se observa dicho fenémeno, resulta probable
que los transductores de fuerza y/o respuesta no estén funcionando correc-
tamente.

Receptance (dB)

0 Frequency (log)

Figura 5.7: FRF medida en un punto, estructura empotrada
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Figura 5.8: FRF medida en un punto, estructura borde libre

Para una estructura empotrada, a una frecuencia muy baja, la carac-
teristica predominante es la rigidez estatica estructural. De esta manera, al
comienzo de la FRF se debe de apreciar una linea constante antes de que
aparezca la primera resonancia del sistema. Por otro lado, para estructuras
de bordes libres, la caracterisitica prevalente es la masa y inercia para ba-
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jas frecuencias. Esto significa que se deberia apreciar una linea de masa al
principio de la FRF. Las figuras (5.7,5.8) ilustran estos dos casos.

Para este capitulo se han usado las siguientes referencias bibliogréficas:
[23], [24], [25], [26], [27], [28], [29], [30] v [31]



Dominio de la frecuencia

6.1. Introduccion

El andlisis modal es un proceso de extraccién de parametros modales
(frecuencias naturales, factores de pérdida de amortiguamiento y constantes
modales) de las vibraciones observadas. Desde que los datos medidos pueden
estar en forma de FRF o en respuesta de impulso, hay andlisis modales en
el dominio de la frecuencia como en el dominio del tiempo.

Las curvas de ajuste empleadas en los andlisis estan basadas en modelos
matematicos predefinidos. Este modelo asume el numero de grados de liber-
tad, el tipo de amortiguamiento y el posible numero de modos de vibracién
de la estructura dentro del rango de frecuencias establecido. En consecuen-
cia, los siguientes trabajos seran una curva de ajuste que intente derivar
todos los pardmetros modales a través de formulas matematicas.

La precisién del ensayo modal no es un cuestién simple sobre como una
medida de FRF se ajusta mejor a la curva en un sentido matematico puro.
Obviamente, cuanto mas precisas sean las mediciones mejor seran las curvas
de ajuste obtenidas. En matemaéticas, la precision o éxito del ajuste de una
curva se suele valorar definiendo una funcién de error y minimizandola. Si
se usa un modelo matemadtico incorrecto, las curvas que se obtengan como
resultado seran erréneas légicamente, aunque la funcién error este bien mi-
nimizada numéricamente.

Asumiendo una estructura discretizada como un sistema de N grados de

79
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libertad. La expresion analitica de una FRF puede ser:
N

aij(w) = Z TAij 2 (61)

w2 — w? + winj

r=1

Si solo se tienen en cuenta los ”m” primeros modos de vibracién dentro
del rango de frecuencias, la expresién seria:

() & 3 i (6.2)
Y ~ w? —w?+ W%nrj ‘

r=1

Se estdan excluyendo los modos mas allé del rango de frecuencias, por eso
no es una igualdad. Desde que esos modos no son medidos, no hay datos con
los que se puedan analizar. Una soluciéon que se puede escoger es convertir
esos modos invisibles en un residuo de alta frecuencia R;;(w).

m
A
r4lij
a;i(w) = -+ Rii(w 6.3
0 = X gy ) (63)

Este termino residual normalmente es una funcién lineal asi que el siste-
ma la puede tener en cuenta sin muchos problemas adicionales. Sin embargo,
esta solucién resalta el hecho de que el modelo matematico del sistema posee

cierta deficiencia.

Como cualquier curva de ajuste en andlisis numérico, la funcién de error
es normalmente definida como una diferencia entre la FRF estimada de la
identificacién de modos y la FRF medida.

eij(w) = @ij(w) — ay5(w) (6.4)

Donde @;j(w) es la FRF medida. Como se debatira adelante, la validez
y exactitud de los resultados depende no solo en la precisién de los datos
medidos, sino también en la validez de la expresién analitica de la FRF

aij(w).

6.2. Deteccion de los modos de vibracion

No importa que método de ensayo modal se este utilizando, una cuestiéon
muy esencial durante el analisis es cuantos modos de vibracion dentro del
rango de frecuencias seleccionadas se estan considerando, y, si un pico en la
FRF representa un modo de vibracion. Hay un dilema intrinseco aqui. Con
la teoria de capitulos anteriores, se conoce la existencia de diversas maneras
de representar una FRF. Algunas de ellas son ttiles a la hora de identificar
los modos de vibracién.
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La grafica de modulo y frecuencia de una FRF a veces es crucial para
la identificacién de los modos al manifestar picos en las resonancias. Esta
falacia no es verdad en dos escenarios: (1) no todos los modos apareceran
en todas las FRF medidas; y (2) no todos los picos de una FRF son modos
de vibracién. Por ejemplo, la figura (6.1) representa una estructura formada
por vigas. Contiene varios picos que son debidos al ruido y otros que son
debidos a modos invisibles dentro del rango de frecuencias.

40

24+

Accelerance (dB)

_24 1

—40 + + +
0 400 800 1200 1600
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Figura 6.1: Modulo FRF de una estructura de vigas

La identificacién de los modos de vibracién anterior al andlisis necesita
ser basada en varias curvas de FRF. Una solucion conveniente es superponer
todas las curvas FRF en escala de decibelios. Esto asegurard que los mo-
dos de vibracién se volveran mas notorios. Es simplemente un tratamiento
matematico puro. No es una cuestién de si todos los picos notorios corres-
ponden a modos de vibracién aunque los picos falsos no prevaleceran en la
simulacién.

El grafico de fase puede aportar cierta ayuda con la identificaciéon. Teori-
camente se sabe que un modo de vibracién causa un cambio de fase de 180°.
Con la presencia de amortiguamiento, este cambio ya no se hace de forma
tan clara. Para medidas reales, este grafico es muy sensible al ruido. Por
lo tanto, a veces habra cambios de fase por otros motivos diferentes a la
presencia de una resonancia. En estos casos, los graficos de fase dejan de ser
de ayuda.

Hay otros métodos como el basado en SVD. Todos los métodos pueden
fallar cuando dos modos se encuentren muy préximos entre si. Esta situacién
suele pasar porque muchas estructuras presenta una simetria geométrica. La
presencia de esta simetria conducird analiticamente a una pareja de modos
idénticos. Las imperfecciones estructurales o los errores en las medidas son
capaces de convertir esta pareja de modos en dos modos muy cercanos. En
na curva FRF, cada pareja parece un modo simple.
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Los graficos de Nyquist pueden también ayudar con la identificacién de
los modos. Un modo genuino deberfa mostrar el ”sintoma”de un circulo en
el diagrama de Nyquist. Un pico falso de resonancia serd una simple linea
recta en el diagrama.
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Figura 6.2: Gréfico de fase una FRF

6.3. Obtencién de datos modales a partir de FRF

En esta introduccién solo se abordaran los casos de sistemas con varios
grados de libertad.

6.3.1. Fracciones racionales polinémicas

El método de las fracciones racionales polinémicas se utiliza para la me-
dicién de las FRF en sistemas de n grados de libertad, siempre n > 1. La
idea de este procedimiento es expresar las FRF en términos de fracciones
polinémicas , y a través de manipulaciones matematicas, los coeficientes de
dichos polinomios se pueden estimar. La relacién entre estos coeficientes y
los parametros modales se pueden establecer. Basicamente, podria decirse
que se trata de una identificacién de estos pardmetros.

La descripcién de este método comienza con la funciéon de transferencia
de un sistema de varios GDL. Al tratarse de una funcién de transferencia se
puede expresar en el dominio de Laplace.

(s) N(s) ag+ais+azs®+ -+ aps™
Q41 S = =
" D(s) bo + b1s + bas? + -« + s"

(6.5)

Aqui el orden del denominador n es mas alto que el del numerador m
por 2. Por simplicidad, se adopta la siguiente notacién:

pO(S) =1, pl(s) =5, p2(8) = 32a ) pm(s) =s" (66)
w(s) =1, qi(s) = s, g2(s) = 5°, ..., Gu(s) = 5" (6.7)
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Entonces, se llega a:

_ ZZZZO ak:pk(s)
Zzzo kak(s)

Cuando se esta tratando con las funciones de respuesta en frecuencia, la
ecuacién se convierte en:

a(s) donde b, =1 (6.9)

_ ZZI:() APk (]w)
k=0 brar (jw)

Para seguir con el andlisis asumiremos que hay ”p”’medidas correspon-
dientes a las frecuencias wy,ws, ..., w,. También se asumird hay ”p”medidas
de frecuencias negativas wp,wp—1, ...,w_1. La FRF en frecuencias negativas

se puede expresar comao:

a(jw) donde b, =1 (6.10)

a(jw_;) = a(—jw;) = o (Jw;) 1=1,2,...,p (6.11)

El propésito de usar frecuencias negativas quedara claro a medida que
se prosiga con el andlisis. Se comenzard con el error definido de la siguiente
manera:

eij(w) = aij(w) — a5 (w) (6.12)

Substituyendo la ecuacién (6.10), se tiene:

Yo axpr(jw)

eij(jw) = S beasw) @ij (jw) (6.13)

Este error no es una funcién lineal de coeficientes ay y bg. Para facilidad
y precisién de los resultados, se puede definir una nueva funcién error.

n m n—1
é(jw) = e(jw) Y bpae(jw) =Y _ arpr(iw) — a(jw) (Y brae(jw) + gn(jw))
k=0 k=0 k=0
(6.14)
El error total con respecto a toda la columna de FRF se convierte en:
{E} = {eij(w—p), s &ij(wo), ij(wn)s - €3(wp)} T (6.15)
{E} = [UKA} - [V{B} —={W} (6.16)
donde _ _
po(jw—p) pP1(jw—p) ... Puliw—p)
_{poGen) ) e palionn)
U= peon)  paGiwn) . palion) (6:-17)
_pO(J:wp) pl(jwp) pn(jwp) ]
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[ (jw—p)ao(jw—p) @ij(Jw—p)q1(jw—p) ... Wij(jw_p)gn-1(jw_p)
] = aij(jwfleO(jwfl) aij(jwflj%(jwfl) aij(jwfl)énfl(jwfl)
@ij(jwi)qo(jwr) @i (Jw)q (Gwr) .o @ (Jwi)gn—1(jwr)

L az‘j(jij%(jwp) aij(jij@h(jwp) az'j(jwp)énq(jwp) ]
(6.18)
{A} = {ao, a1, .., am}" (6.19)
{B} = {bo, b1, ..., bp1}" (6.20)

(W) = {@ij (jw—p)an(Gw—p), - -, Qi (Fw—1)gn (Gw—1), @i (jer)gn(Gwr), - - -, Wi (Jep)gn (Gwp) }
(6.21)
La desviacién total del error es definida:

J={E}Y{F} (6.22)

Para determinar los coeficientes de los vectores {A},{B} se tendrd que
minimizar la desviacion, mediante derivadas parciales e igualando a cero.

oJ oJ

oA}~ a(B} (629

6.3.2. Estructuras ligeramente amortiguadas

Cuando una estructura tiene un ligero amortiguamiento, se convierte
muy dificil la obtenciéon de FRF precisas en frecuencias cercanas a la reso-
nancia. Los analisis modales que residen su validez en la medicion correcta
de FRF cercana a la resonancia no son ya vélidos. Se propone un método al-
ternativo en el que se emplea solamente FRF medidas lejos de la resonancia
(y por tanto, precisas). La obtencién de un modelo matematico se realiza a
continuacién. Usando el modelo estructural del amortiguamiento, la FRF se
puede escribir como:

N
aijw) =3 rAjk (6.24)
! r=1 w% - w2 + .7777“("}72*

Debido a la presencia insignificante del amortiguamiento, la expresion se

puede simplificar a:
N

A
~ Z riljk
— T

r=1

Esta aproximaciéon conduce a un camino conveniente para estimar las

constantes modales de la FRF. A una frecuencia medida 2;, la FRF se
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puede representar:

A
1 1 1 } 2435k (6.26)

ajk(Ql):{iwf—Q% P R p 14

Usando FRF medidas a diferentes frecuencias, se puede construir la si-
guiente ecuacién matricial:

1 1
() FE F@ | (14
Oéjk@2) =\Zw - 24;% (6.27)
O simplificando
{ar(Q)} = [R(Q){Ajr} (6.28)
A partir de esta ecuacion las constantes modales pueden calcularse como:
{Aj} = [RO)] Heyn()} (6.29)

El procedimiento de este método es como sigue:

1. Medir las FRF sobre el rango de frecuencias de interés
2. Localizar las resonancias graficamente

3. Seleccionar los N puntos para analizar los N modos
4. Computar las N constantes modales

5. Regenerar las FRF para comprobar la precisiéon de estimacién de los
datos modales

Para este capitulo se han usado las siguientes referencias bibliogréficas:
[32], [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39] v [40].



Dominio del tiempo

7.1. Breve Resumen

Los métodos del dominio del tiempo pertenecen a otra categoria de méto-
dos de analisis modal. Los andlisis modales basados en el dominio de la
frecuencia se basan en las funciones de respuesta en frecuencia (FRF). Los
analisis modales en el dominio del tiempo usan los registros de respuesta
temporales. Estos procedimientos fueron desarrollados con las ventajas de
la teoria de control moderno y tecnologia computacional.

Los datos FRF no son medidas que se obtengan directamente, sino que
necesitan un procesamiento matematico. Estas funciones son el resultado
de transformaciones de las respuestas temporales medidas al dominio de la
frecuencia. Los datos obtenidos directamente de los transductores son las
aceleraciones y fuerzas en tiempo real. Se sabe a través de la teoria de anali-
sis espectral que las FRF y las funciones impulso de respuesta (IRF) de una
estructura son transformadas de Fourier. Por lo tanto, si se puede deducir
la informacién de respuesta en impulso de las medidas temporales o de las
FRF, es posible extraer los pardmetros modales.

Los analisis modales en el tiempo usan los datos de respuesta ya sea de
fuentes de excitacién conocidas o de excitaciones del ambiente. Los datos
de las excitaciones procedentes del ambiente se emplean cuando la estruc-
tura es imposible de excitar en un laboratorio mediante otras fuentes. Estas
excitaciones ambientales, que son casi siempre inmedibles, se convierten en
la Unica fuente de excitacién de la estructura. Este tipo se situaciones hace
que muchos métodos de dominio en frecuencia no se puedan utilizar. Por
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ejemplo: la vibracién de un puente es posible medirla usando el trafico del
propio puente como excitacién. Las olas del mar seran la excitaciéon que sufre
un barco o un edificio alto sufrird la perturbacién de las fuerzas debidas al
viento. Todas estas excitaciones mencionadas no se pueden cuantificar. La
independecia de algunos métodos, basados en el dominio del tiempo, con las
excitaciones permite su uso en casos especiales.

Los analisis modales en el dominio del tiempo poseen ciertas ventajas
respecto los analisis homdlogos en el dominio de la frecuencia. Ya se ha
mencionado que no dependen ni de las excitaciones ni de los equipos exci-
tadores de la estructura, Generalmente, necesitan pocos datos de respuesta.
Sin embargo, estos analisis no muestran de forma clara informacién modal,
como las resonancias, a diferencia de las FRF. El ruido experimentado en las
mediciones supone un problema mayor ya que no se posee la capacidad de
usar las mediciones en resonancias o antiresonancias (donde el ruido es muy
pequeno). Modos con poca vibracién pueden verse inundados por el ruido y
no ser percibidos. Finalmente, estos hechos hacen que se requiera mejoras
en los algoritmos con el fin de hacer los resultados mas precisos.

Para este capitulo se han usado las siguientes referencias bibliograficas:
[41], [42] y [43].



Métodos de analisis MIMO

8.1. Introduccion

Durante el desarrollo de estos capitulos, se han estudiado ensayos mo-
dales que consistian en una entrada (fuerza) y una salida (respuesta). Estos
tipos de ensayo se pueden aplicar a estructuras pequenas y medianas. Sin
embargo, para muchas estructuras grandes como: aeronaves, barcos, misiles,
maquinas de mineria o vehiculos espaciales; una tnica excitacion no es sufi-
ciente para dar la energia vibratoria suficiente como para obtener resultados
utiles. Las respuestas obtenidas es puntos lejanos al punto de excitacion se
desvanecen. En general, las mediciones obtenidas suelen tener un ruido muy
alto y si se aumentase la amplitud de la excitacién, se podrian llegar a ob-
servar fenémenos de no linealidad. Adem4s, cuando la excitacién tiene lugar
un nodo estructural la vibracién se vuelve invisible. Asi mismo, los datos
usados en el andlisis modal solo son 1 columna de la matriz FRF. Por tanto,
esto limita la precisién del ensayo y obstaculiza la capacidad de deteccién
de modos de vibracién cercanos. Estos motivos son la principal causa del
desarrollo de los andlisis tipo MIMO (Multi-Inpunts & Multi-Outputs).

Los ensayos tipo MIMO se pueden aplicar tanto en el dominio de la fre-
cuencia como en el tiempo. Por un lado, en el dominio de la frecuencia el
ensayo MIMO mas tipico es el método de la poli-referencia. Por otro lado, en
el dominio del tiempo existen varios métodos: la poli-referencia exponencial
compleja, identificacién directa de parametros o la realizacién de un auto-
sistema. Todos los métodos MIMO estan basados en la identificaciéon global
y simultanea. Esto permite obtener parametros modales mas consistentes y
reducir las decisiones humanas.
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Las secciones siguientes introducen varios métodos de estimaciéon de

FRF.

8.2. Estimacién FRF mediante ensayo MIMO

Para un sistema de varios GDL con P fuerzas de entrada y L respuestas
de salida, los espectros de las entradas y salidas se pueden denotar respec-
tivamente como Fi(w), Fa(w),..., Fp(w) v Xi(w), Xa(w),..., X (w). Estos

espectros contienen ruido. Los espectros del ruido a la entrada se denotan

M (w), Ma(w), ..., Mp(w) y los espectros de ruido a la salida Ny (w), Na(w), . ..

Las espectros de entradas y salidas libres de ruido se pueden denotar co-
mo Uj(w), Us(w),...,Up(w) vy Vi(w), Va(w), ..., VL(w) respectivamente. Es-
tas cantidades se pueden agrupar juntas en los siguientes vectores:

{F} = {Fi(w), B(w),.., Fp(w)}" (8.1)
(X} = {X1(w), X2(w), ..., Xp(w)}" (8.2)
{M} = {My(w), My(w), ..., Mp(w)}" (8.3)
{N} = {N1(w), Na(w), ..., Np(w)}T (8.4)

(U} = {Uy(w), Us(w), ..., Up(w)}T (8.5)

{(V} = {Vi(w),a(w),..., Vp(w)}T (8.6)

Un sistema MIMO con estas cantidades se puede mostrar en la figura
(8.1).

Cuando no existe ruido, la salida del sistema en la coordenada i-esima
es:

Xi(w) = Vi(w) = > Hij(w)Fj(w) (8.7)

Sin embargo, en el caso de que el sistema tuviese ruido, la respuesta
seria:

p p

,NL(w).

Xi(w) = Vi(w)+Ni(w) = Y Hyj(w) Fj(w)=M;(w)+Ni(w) = Y Hij(w) Fj(w)+Ei(w)

J J

(8.8)

Donde Ej(w) es el error total de la medicién en la coordenada i-esima

que contiene los errores de medidas a la entrada y salida causados por el

ruido en el ensayo, errores de procesamiento de senal (leakage, truncamien-

tos...) y errores de induccién de linealidad. Cuando se emplean las ecuaciones

(8.7,8.8) para la estimacién de FRF, la precisién viene determinada por los

errores asumidos y como estan cuantificados. La mayor precision se obtendra

al tener en cuenta todos los errores conocidos y minimizarlos, aunque en la
realidad nunca se llegue a conseguir.
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Xi() X (@)
Nile) ol Nt@)
Vi(w) Vi(w)
System
Us(w) Up(w)
— — ) e |
M () Mp (@)

Fi(e) l l Fp(w)l

Figura 8.1: Diagrama de un sistema MIMO

8.2.1. Sin ruido a la entrada - [H;(w)] modelo

Este tipo de estimacién asume que no existe ruido a la entrada ({M} =
{0}) y el ruido a la salida no esté correlacionado con las entradas del sistema.
La respuesta del sistema sera el resultado de las fuerzas y el ruido:

{X (@)}t = [H(W)]Lxp {F(W)}px1 + {N(w)}rx1 (8.9)

Figura 8.2: Un caso con solo ruido a la salida

Postmultiplicando a ambos lados de la ecuacién (8.9) por {F(w)}, los
valores de las respuestas estan en la forma de potencia de los espectros.

(Gxr(w)]oxp = [H(W)]Lxp [GFF(w)]pxp + [GNF(W)]LxP (8.10)
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Donde, las potencias de los espectros son respectivamente:

[GxFr(w)]Lxp potencia cruzada espectral de la entrada F' y salida X
[Grr(w)]pxp potencia espectral de la entrada F
[GNnF(w)]Lxp potencia cruzada espectral de la entrada F' y ruido N

Cuando no existe ninguna correlacién entre la entrada F' y el ruido N,
[Gnr(w)]Lxp es nulo. Esto conduce a la estimacién de la matriz FRF de la
siguiente manera:

[H(w)]oxp = [Gxr(w)|Lxr [Grr(w)]pkp (8.11)

Esta estimacién es conocida como [H;(w)] para la matriz FRF. [H;(w)]
es el tradicional subestimador visto con anterioridad. De la ecuacion () es
evidente que la matriz [Grrp(w)]pxp necesita ser invertible. Sin embargo,
esta matriz no siempre es invertible. Existen diversos motivos por lo que la
matriz puede ser singular:

= Cuando una de las fuerzas Fj(w) es cero, la j-esima fila y columna de
la matriz [Grprp(w)]pxp estardn llenas de ceros. La matriz por tanto
sera singular

= Cuando 2 o mas fuerzas sean dependientes entre ellas, el rango de la
matriz [Gpp(w)]pxp no serd maximo.

De esta manera, el éxito de la estimacion de la FRF depende primor-
dialmente de la invertibilidad de [I:I 1(w)]. Resulta muy importante asegurar
que las fuerzas sean independientes entre si. Para un sistema MIMO, unos
pocos tipos de funciones de coherencia pueden ser de ayuda para una mayor
seguridad en la estimacién de la FRF.

Funcion de coherencia ordinaria

La funcién de coherencia ordinaria es definida como la medida de la
relacion causal entre dos sefiales con la presencia de otras senales. Para un
sistema MIMO, la funcién de coherencia es idéntica al caso de un sistema
con un grado de libertad. Para la salida i-esima y la entrada j-esima, la
funcién ordinaria de coherencia es:

*J GFF(’L’]) GXX(Z7])
Cuando la funcién de coherencia es igual a 1, las dos senales estan com-

pletamente relacionadas. En ese caso, esto obstaculizaria la estimacion de la
FRF.

(8.12)
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Funcién de coherencia multiple

La funcién de coherencia multiple describe la linealidad y causalidad
entre una sefial de la salida y todas las senales de entrada conocidas. Se
emplea para conocer la influencia de entradas no conocidas (como ruido) en
una salida. Si la funcién es igual a 1, la salida esta correlacionada con todas
las entradas. Si la funcién es 0, la salida es debida a entradas no conocidas
como el ruido.

La coherencia miltiple es definida como el cociente entre la potencia de
dos espectros. Estos espectros son la potencia del espectro cruzado entre
la salida y las entradas conocidas y la potencia del espectro de la salida.
Fisicamente, este cociente representa la proporcion de salida debida a las
entradas.

P
9 . Zj:l Hij GXi,Fj . (GNZNZ)mm

Para el calculo de la funcién de coherencia, se define una matriz de
potencia de espectros cruzados.

GXiXi GXiFl GX¢F2 ce GXZ'FP_
Grx, Grnrn Grr ... GrFp
Gx,rr] = |GRx, Grr Grr - Girp (8.14)
|Grex: Grer Grpry, oo GEprp ]

La parte inferior derecha de la matriz es la matriz de fuerza de los es-
pectros cruzados, se denota como:

GF1F1 GFng GFIFP
G G ... G

[Grr] = F:QFl F:QFQ . F?FP (8.15)
Grpor, Grppy, - Grprp

De la ecuacién (8.13) se obtiene:

P
j=1
I[Gx,rr| = GN,N; [[GFF]| (8.17)

De esta forma, finalmente la funcién de coherencia queda:

I[Gx,FF|

, o Gxrrl 8.18
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8.2.2. Sin ruido a la salida - [H,(w)] modelo

Cuando se emplea este modelo para estimar la matriz FRF, se asume
que no existe ruido alguno en la salida, como se muestra en la figura (). El
ruido de la entrada no esta correlacionado con la salida.

Figura 8.3: Un caso con solo ruido a la entrada

El espectro de salida se calcula como:
(X (w)] = [HW)([F ()] — [M(w)]) (8.19)
Postmultiplicando ambos lados de la igualdad por [X (w)]¥ se obtiene:
[Gxx(w)] = [Hw)] [Grx(w)] (8.20)
Despejando [H(w)] se consigue un nuevo estimador.
[Ha(w)] = [Gxx ()] [Grx(w)] ™ (8.21)

Esta solucién es valida cuando la matriz [Grx(w)] es invertible. Cuan-
do el numero de excitaciones P es menor que los puntos de respuesta L,
[Grx(w)] no se puede invertir. En este caso se tendria que emplear una
pseudo-inversa. [Hy(w)] es el sobreestimador visto anteriormente.

La estimacién [Hz(w)] es muy sensible al ruido en la salida. Particular-
mente, es muy impreciso en frecuencias proximas a las antiresonancias. Sin
embargo, es el estimador mas preciso cuando se analizan las resonancias. Si
existe ruido a la entrada y la salida, los estimadores [H(w)], [Ha(w)] son
parciales. Su exactitud depende en las proporciones de ruido en la salida y
entrada. De tal forma que:

[Ha(w)] = [H(w)] = [Hi(w)] (8.22)

8.2.3. Con ruido a la entrada y salida - [H;(w), Hy(w)], modelo

En las situaciones que exista ruido tanto a la salida como la entrada,
parece légico estimar [H (w)] mediante una media los estimadores anteriores
([H1(w)], [H2(w)]). Dependiendo de la media, habré diferentes estimaciones.
Todas ellas para sistemas MIMO.
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Media aritmética

Hy(w) = 5 (Hi(w) + H(w)) (8.23)
Media geométrica
Ha(w) = B (@) + B>(w) (8.24)
Es facil mostrar que:
[Ho(w)| > [Hs(w)| > [Ha(w)| > [Hi ()] (8.25)

8.3. Método poli-referencia (frecuencia)

El método poli-referencia en el dominio de la frecuencia utiliza datos
FRF de un ensayo MIMO para identificar los pardmetros modales de una
estructura. Desde que el método procesa todas las entradas y salidas si-
multdneamente, la identificacién puede llegar a ser mas precisa y consistente
a la hora de obtener los parametros modales. Hay varios métodos basados
en la poli-referencia. A continuacion, se introducird uno de ellos.

La ecuacién del movimiento de un sistema de n GDL sujeto a fuerzas
externas es:

M N v {X s + [Clvxn {X Inxt 4+ [Kvxn{X s = {FYnx1 (8.26)

Para P fuerzas de excitacién, la matriz de impulso respuesta del sistema
es:
[n(1)] = [W]el™ (L] (8:27)

Donde, [¥]nx2n es la matriz de modos complejos. [Alanxan es la matriz
compleja de autovalores. [L]on« p es la matriz de participacién de los modos,
mientras que N son los GDL del sistema.

La transformada de Laplace de la parte izquierda de la ecuacién (8.27)
es la matriz FRF [a(s)]. Lo que conduce a:

()] = [®)(s[1] — [A]) ' [L] (8.28)

[T(s)] = (sl1] = [A]) (L] (8.29)

La correspondiente matriz de movilidad se puede escribir como:

Y (s)] = [a(s)] = [A(D)] i=0= s[a(s)] — [W][L]
= s[U][T(s)] = [W](s[1] — [AD[T'(s)] = [PIAJ[T ()] (8.30)



CAPITULO 8. METODOS DE ANALISIS MIMO 95

Por lo tanto, se puede construir el siguiente sistema de ecuaciones:

L[[O(;(z)ﬂ INxP {[‘IE](][}L]}ZNXp - {[qg\]lj[k]}QNXp [T'(s)] (8.31)

Esta ecuacién se puede simplificar a:

o] = {af e 3

Donde, [Y(s)] es la funcién de transferencia de la movilidad. Ahora, se
deriva una solucién para la matriz de autovalores [A] y autovectores [¥] del
sistema. El problema de autovalores es:

[AI[w] — [¥][A] = 0 (8.33)

Donde, la matriz [A] no es conocida, pero puede construirse con los datos
de FRF medidos. Primero se convierte la ecuacién (8.33) en:

{[A] = I} nxon {[\Igﬂ]}w T [0] (8.34)

Postmultiplicando la ecuacién por la matriz [T'(s)] se llega a:

-m{ gy rel=ga-m |, SO ) =0
o (8.35)
Denotando [B] = [V][L], la ecuacién (8.35) se convierte en:
[Alla(s)] = sla(s)] — [B] (8.36)
Realizando el cambio s = —jw, se obtiene:
[Alla(jw)] = —jwla(jw)] - [B] (8.37)

Esta ecuacién usada m veces para m medidas en frecuencia tal que:

[A][a(jw1)] = —jwi[a(jwr)] — [B]
[A]la(jwa)] = —jwa[a(jw2)] — [B] (8.38)

[Alle(jwm)] = —jwmla(jom)] — [B]

Estas ultimas ecuaciones se pueden combinar para formar la siguiente
ecuacién matricial:

)+ Bl | SO G g

= [jwila(iun)] jwala(iws)] .. wmla(iom)]] v, ,.p (8.39)
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Llegados a este punto, es posible estimar las matrices [A], [B] usando
la pseudo-inversa. Las matrices [A], [B] se pueden substituir en la ecuacién
(8.39) de tal forma que se pueden calcular los autovalores y autovectores.

Para una estructura real, dentro del rango de frecuencias medidas, el nu-
mero de modos n, es normalmente menor que el numero de modos derivados
der modelo analitico. Cuando el numero de localizaciones n es mayor que
2n., las matrices [A], [B] obtenidas de la ecuacién (8.39) producirdn modos
computacionales. Para evitar este problema, se requiere una descomposicién
matricial para reducir la matriz FRF [a(jw)],xp a [@(jw)]n. xp. Asumiendo
que existe la transformacién:

[@(jwW)]nexp = [Qlnexn [a(jw)]nxp (8.40)

Se puede definir la desviacién como:
[SP] = Re[la(jw)][a(jwi)] " Jnxn (8.41)
i=1

La descomposicion singular conduce a:
[SP) = [U]"[Z][U] (8.42)

Donde la matriz singular serd una matriz diagonal con valores singulares
descendientes

%] =diag[o1 o2 ... oc 0 ... 0] (8.43)

El primer n, vector en la matriz [U], que se corresponde con el primer
n. autovalor, formard la matriz [Q]. La ecuacién se convierte en:

[@(jw)] = [Qllatjw)] = [QI[W]e™ (L] = [W]eM[L] (8.44)

La matriz [V],,, xn, €s una matriz que contiene n. modos efectivos.

Para finalizar, el procedimiento del método poli-referencia en el dominio
de la frecuencia es como sigue:

1. Seleccionar el modelo de estimacion de FRF y a partir de los datos
medidos construir la matriz [a(jw)].

2. Usar la ecuacién (8.42) para estimar la matriz [SP], encontrar su des-
composicién en valor simple (SVD) para obtener la matriz [Q)].

3. Usar [@(jw)] para reemplazar a [a(jw)] en la ecuacion (8.39) y obtener
las matrices [A], [B].

4. Obtener la matriz autovalores [A] y la matriz autovectores [¥]
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5. De la transformacién, hallar la matriz autovectores [¥],xn, -

6. Computar la frecuencia natural y el amortiguamiento de la diagonal
de la matriz [A] como:

wr = VRINE T TR y ¢ = — o] (8.45)

Wr

7. Estimar la matriz de participacién de los modos [L] = [B][¥]~!.

Para este capitulo se han usado las siguientes referencias bibliograficas:
[44], [45], [46], [47], [48], [49], [50] y [51].



Modificaciones Locales Estructurales

9.1. Objetivos

Las modificaciones estructurales como aplicacién del analisis modal es
una técnica que estudia el efecto de cambios en pardmetros fisicos de una
estructura y como afecta a su comportamiento dindmico (frecuencias natu-
rales y modos de vibracién). Estas modificaciones son desarrolladas usando
las matrices de masa y rigidez del sistema, por lo que los parametros fisicos
que se suelen alterar son la propia masa y rigidez del sistema. Para un sis-
tema masa-muelle, los pardmetros fisicos son de hecho la propia masa y el
muelle. Para un sistema continuo, por ejemplo: un voladizo, los pardametros
fisicos son el espesor y la longitud de la viga. No son estrictamente una masa
y un muelle, pero un cambio en ellos afecta la masa y rigidez de la viga. En
una estructura real, como el chasis de un coche, los parametros pueden ser la
area de la seccién transversal del chasis o la soldadura de un refuerzo entre
dos puntos.

El objetivo de la modificacién estructural es mejorar las propiedades
dindmicas de un sistema. Cambiar la frecuencia natural es quizas el proposi-
to mas comun. Una frecuencia natural, que coincida o se encuentre en los
alrededores, de la frecuencia de vibracién ambiente es una fuente muy pro-
bable para que se produzca un fallo estructural. Asumiendo que no se pue-
de realizar ningin cambio en la vibracién ambiente, una solucién obvia al
problema seria el desplazamiento de la frecuencia natural mediante modi-
ficaciones estructurales. Alternativamente, una modificacién local es capaz
de mover la anti-resonancia a la frecuencia de excitaciéon ambiente, creando
asi un punto nodal en la estructura en la localizacién deseada.

98
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9.2. Cambios en la masa y rigidez

Acorde a su complejidad, es posible clasificar la modificacién estructu-
ral como una modificacion unica (de masa o rigidez). La complejidad se
ve reflejada en la formulacién analitica. La modificacién Unica permite una
solucién explicita algebraica para el problema de modificacién estructural.
Los cambios de masa y rigidez se pueden formular como un problema de
autovalores o ecuaciones lineales simultaneas. Para ambos casos, existen so-
luciones matematicas al problema. La modificacién de pardmetros fisicos es
mas realista para las estructuras. Casi cualquier modificacién conduce a un
cambio en la masa o rigidez del sistema. La formulacién matematica de las
modificaciones requiere de un riguroso tratamiento analitico y, aun asi, no
esta garantizada la exactitud de la solucidn.

-

Figura 9.1: Estructura con modificacién de la rigidez
A continuacidn, se explicard en consiste la modificacion dnica

9.2.1. Modificacion tnica

La modificacién unica consiste en el cambio de la masa o rigidez de un
solo elemento de toda la estructura. Esto normalmente se consigue anadiendo
una masa puntual a un grado de libertad o uniendo con un muelle 2 grados
de libertad. Teoricamente, una modificacién de la masa o rigidez cambiaria
las matrices de la siguiente manera:

0 0
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Ak

—Ak

—Ak

Ak

En la figura(9.1) se muestra una estructura antes y después de que se
le realice una modificacién estructural. Contrariamente a su apariencia, la
modificacion tnica es bastante dificil de conseguir. Por ejemplo, es imposi-
ble afiadir una masa puntual que solo afecte a la vibracién en una direccidn.
Solo en los casos que sea posible considerar las vibraciones en otras direc-
ciones despreciables es correcto la formulacién de la modificacién unica. La
comprension de estas modificacion ayudar a tener percepciones fisicas de los

cambios.

Para este capitulo se han usado las siguientes referencias bibliogréficas:
[52], [53], [54], [55], [56], [57], [58], [59], [60], [61] y [62].
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Ensayos GVT

10.1. Introduccion

A lo largo del desarrollo de cualquier aeronave moderna se llevan a cabo
multiples ensayos vital importancia cuyo objetivo consiste en la validez de los
modelos tedricos supuestos, durante el diseno, para dicha aeronave. Dentro
del a&mbito de la dindmica estructural, los mas importantes son:

» Ensayo de vibracién en tierra o GVT (Ground Vibration Test): se
comprueba la validez del modelo estructural de la aeronave realizado
con elementos finitos. Tiene lugar en un hangar y el avién se encuentra
suspendido en el aire para simular las condiciones de vuelo.

» Ensayos de vibracién en vuelo o FVT (Flight Vibration Test): este
ensayo es posterior al GVT y se realiza en los primeros vuelos de
la aeronave. El objetivo es validar el modelo aeroelastico supuesto
durante el disenio del avién.

Ambos ensayos se llevan a cabo en etapas muy avanzadas de la fabrica-
cion de la aeronave pues es necesario que el modelo se encuentre en condicién
de ”listo para volar”. Es decir, todos los equipos deben encontrarse ya ins-
talados y la configuracién de la aeronave debe ser la que tendria el avién
de serie. De esta forma se asegura que los resultados obtenidos sean lo mas
préximos a la realidad. En el caso de que el avién tuviese miiltiples configu-
raciones habria que realizar ensayos con todas y cada una de ellas.

El estudio se centrara a continuacién en los ensayos GV'T por su gran
relevancia con el objetivo de este trabajo.
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10.1.1. Definicién y fundamentos

El ensayo GVT tiene una vital importancia en la etapa de certificacion
de las nuevas aeronaves. Como se ha mencionado anteriormente, su principal
funcién es corroborar que el comportamiento del modelo ensayado se corres-
ponde con el modelo estructural tedrico. Para ello, se realiza un mallado
general de toda la estructura refindndolo en las superficies de sustentadoras
y de control (alas, estabilizador horizontal y vertical y alerones). En los no-
dos de dicha malla se colocan acelerémetros que medirdn los desplazamientos
en dichos puntos a partir de una fuerza excitadora. También se colocan ace-
lerémetros en los motores para determinar el comportamiento de la unién
motor-ala o motor-fuselaje (dependiendo de la configuracién de la aeronave).

Figura 10.1: Setup tipico de un A380

A partir de los datos obtenidos por los acelerémetros se construyen las
funciones de transferencia del sistema y se obtienen las frecuencias natura-
les. Mediante el tratamiento de datos es posible representar la forma modal
de los modos de vibracién y estimar un calculo del amortiguamiento modal.
Los modos de vibracién de mas baja frecuencia son los mas interesantes de
visualizar, pues serian los primeros que alcanzaria la aeronave en vuelo. Hay
que tener en cuenta que cualquier estructura posee un numero infinito de
modos de vibracién y frecuencias naturales. Sin embargo, no todos los mo-
dos tienen la misma participacion en la respuesta vibratoria del sistema por
ello se define un coeficiente de peso de cada modo que determinard la impor-
tancia de cada modo. Al final, por simplificacién, se acaban solo teniendo
en cuenta los modos mas importantes (coeficiente de peso mas grande).
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Los parametros mas importantes de cualquier estructura son:
= La masa: representa la resistencia de la estructura a un cambio.
» La rigidez: simboliza la resistencia de la estructura a la deformacién.

» El amortiguamiento: tendencia por parte de la estructura a regresar a
su estado de equilibrio tras una perturbacién.

Cabe mencionar que para el calculo de todos los pardmetros anteriores se
aplicara el analisis modal que conlleva las siguientes hipdtesis establecidas:

1. El sistema es lineal, es decir,la vibracién total de la estructura sera
una superposicién de los modos de vibracion estimados anteriormente.

2. La frecuencia, el amortiguamiento y los modos de vibracién no depen-
den del tiempo.

3. El sistema es observable, dicho de otra forma, las medidas de entrada
y salida poseen la informacion suficiente para caracterizar el compor-
tamiento de la estructura.

Finalmente, con el fin de que los resultados del ensayo se asemejen los
mas posible a la realidad es necesario recrear las condiciones de vuelo de
la aeronave. De esta forma, se suspende el tren del avién unos centimetros
del suelo sobre unas camaras de aire, cumpliendo la condicién de contorno
? libre-libre” .

10.1.2. Historia, retos y tendencias

En los primeros ensayos GVT se buscaba una optimizan del tiempo me-
diante el desarrollo de nuevos hardwares y estrategias mas eficaces que redu-
jesen el tiempo de la aeronave en tierra. El sistema de validez de los modelos
aeroelasticos seguido durante los anos y en la actualidad es el mostrado en
la figura (10.2):

Hoy en dia, cada vez mas se estdn empleando los materiales compuestos
en la industria aerondutica llegando a representar aproximadamente un 40 %
del material total empleado en las nuevas aeronaves. Sin embargo, se dispo-
ne de muy poca informacién sobre la respuesta del material compuesto en
las estructuras por que se necesitan un mayor numero de ensayos adicionales.

Por otro lado, la reduccion de la duracién de los ensayos en la actualidad
tiene las siguientes tendencias:

= Aplicacién de sensores inaldmbricos. Para la realizacién de un ensayo
GVT se utilizan alrededor de 900 sensores (25Km de cableado) que
l6gicamente requiere una organizacién extra en la fase de instalacion.
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Calculation of Flutter

FE-Model Modal Data Updating (UPD) of x
Generation from GVT Initial FE Model > Sl e it
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Certification FE-Model FE-Model by Flight Tests
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Figura 10.2: Procedimiento de los ensayos GVT

= Empleo de sistemas o procedimientos de medida épticos. El uso de
estas técnicas podria reducir el numero de sensores necesarios para el
ensayo.

= Conversion de la informacién analdgica-digital en los propios sensores.
Esta mejora reduciria los célculos que tendrian que usar las unidades
de tratamiento de dato, ahorrando tiempo.

= Empleo de plataformas moviles en vez de andamios. Se evitarfan todas
las tareas de montaje y desmontaje que conlleva el uso de andamios.

» Uso de sensores TEDS ( Transducter Electronic Data Sheet). Estos sen-
sores poseen un dispositivo de memoria en el cual se almacena informa-
cion relativa al fabricante, datos de calibracién y datos de correccion.
De esta manera posibilitan el ahorro de tiempo que conllevaria la ca-
libracién de todos los sensores empleados en el ensayo.

= Reduccién del numero de sensores en el ensayo. En el caso de que se
requiera un estudio de los primeros modos (y mas importantes) de
vibracion de la estructura, se podria hacer una reduccién de los sen-
sores dando lugar a una malla menos refinada. Todo esto seria posible
siempre y cuando los modos que queramos observar tenga frecuencias
relativamente bajas (< 10H z).

10.2. Normativa aplicable

Dependiendo de la zona donde se lleve a cabo el ensayo habra que cumplir
una normativa u otra. En el ambito europeo, los ensayos GVT se rigen por
la normativa EASA CS-25, mientras que en los EEUU la normativa a seguir
es la dictada por la FAR Parte 23.
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10.2.1. Normativa europea EASA CS-25

En el 4mbito europeo, EASA (European Aviation Safety Agency) de-
termina la necesidad de corroborar la validez de los modelos estructurales
para las aeronaves de grandes dimensiones. Sin embargo, no establece el
GVT como un proceso obligatorio para validar dicho modelo. La normativa
que aborda este tema es la CS-25, concretamente en los AMC (Acceptable
Means of Compliance) donde se tratan los requisitos a cumplir. A continua-
cién se muestran traducidos algunos parrafos interesantes de la normativa
traducidos:

5.2.3 Ensayos de vibracién en tierra (GVT)

5.2.3.1 Los ensayos GVT o ensayos de respuesta modal normalmente seran
llevados a cabo sobre la aeronave completa. Un ensayo GVT podra ser
usado para comprobar el modelo matematico estructural del avién.
Se permite el uso de informacién modal de ensayos aeroelasticos en
lugar de informacién modal analitica, siempre cuando este fijada la
precision de dichos datos. No sera obligatorio un ensayo GVT tras una
modificacion estructural o de la inercia de una aeronave si se observa
que los cambios no afectan a la estabilidad aeroelastica del avién.

5.2.3.2 La mejor manera de apoyar el avién es aquella en la cual se desacoplen
los modos vibracién de solido rigido de los modos de vibracién elasticos
(suspendido en el aire). Alternativamente, se puede utilizar un apoyo
en que dichos modos se encuentren acoplados siempre cuando dichos
modos puedan desacoplarse analiticamente. Se prefiere el uso de este
ultimo método sobre los GVT en general y sera obligatorio en caso de
que haya ausencia de andlisis de vibraciones.

5.2.3.3 Los métodos de excitacién de la aeronave deben tener la suficiente
potencia y rango de frecuencias para excitar todas las resonancias sig-
nificativas. La masa efectiva, rigidez y hardware adjunto al excitador
no deben distorsionar la respuesta modal del avién. Podra ser nece-
sario la colocacién de varios excitadores a lo largo de la aeronave con
el fin de excitar todos los modos de vibracién representativos. El em-
pleo de varios excitadores también sera necesario en estructuras con
amortiguamiento interno significativo para evitar niveles de respuesta
bajos y cambios de fase en puntos de la estructura distantes al punto
de excitacion. La senales de excitacion podran ser sinusoidales, alea-
torias, pseudo-aleatorias, transitorias o cualquiera no estacionaria de
corta duracién. Para superficies de ensayo pequenas se deberd tener
en consideracién la masa del sensor en el andlisis de respuesta en fre-
cuencia.
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5.2.3.4 La minima medida de respuesta modal debera consistir en una medida
de aceleracién (o velocidad) y fase relativa en un numero suficiente de
puntos de la estructura de la aeronave que precisamente describa la
respuesta o forma de los modos mas significativos estructuralmente.
Ademas, se debera estimar el amortiguamiento de cada modo.

10.2.2. Normativa americana FAR Parte 23

Las FAR (Federal Aviation Regulations) son las normas dictadas con la
autoridad americana FAA (Federal Aviation Agency). Dentro de la parte 23
de estas regulaciones se trata en la subparte D la normativa de diseno y
construccion referente al fenémeno de flameo (seccién 23,629). Sin embargo,
no existe normativa que regule los ensayos GVT.

La tnica restriccion que se impone son unos criterios de estabilidad aero-
elastica en cuanto al flameo expresado en un rango de velocidades y alturas.

10.3. Metodologia

10.3.1. Instrumentacién y configuracion de equipos

A continuacién se abordaran todos los equipos/instrumentos necesarios
para la realizacion de un correcto ensayo GV'T. Se trataran los sistemas de
amortiguacién de la aeronave, los acelerémetros empleados y los excitadores
posibles que se pueden utilizar. Ademas, también se detallaran otros aspectos
relacionados con la calibracién de los sensores y procesamiento de datos
obtenidos por ellos.

Suspensiéon de la aeronave

Como se ha explicado con anterioridad, es muy importante recrear la
condicion de contorno libre-libre con el fin de obtener resultados que se ase-
mejen a la realidad en vuelo. Ademas, también es interesante la busqueda
del desacoplamiento de los modos de vibracion solido rigido y modos de vi-
bracién elasticos. Idealmente se trata de conseguir que la frecuencia de los
modos solido rigido sean un 15 % menor que la frecuencia del primer modo
elastico.

Los sistemas de suspensién mas empleados son:

1. Sistema neumdético: El tren de aterrizaje sin ruedas y con los amorti-
guadores bloqueados se apoya sobre un sistema neumatico. Con este
sistema se tiene la capacidad de regular el peso que soporta cada pata
del tren.
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2. Sistema de gomas eldsticas: se sujeta el tren (en el caso de querer
ensayar el avién al completo) o el componente a analizar con unas
gomas elasticas enganchadas a un andamiaje. Existe un compromiso
entre la rigidez de la suspensién y el numero de gomas. Un gran numero
de gomas puede crear una rigidez muy alta produciendo un aumento
de las frecuencias de los modos solido rigido. Por otro lado, un bajo
numero de gomas pueden producir que el tren toque el suelo y las
medidas no sean validas.

3. Desinflar parcialmente los neumaticos del tren

4. Suspender el avién sobre ”jack points”

Los métodos 1 y 2 son las mas efectivos y utilizados.

Acelerémetros

Su principal funcién es detectar y cuantificar las aceleraciones que sufre
la estructura en el punto que estdn colocados. Gracias a ellos, es posible
determinar los desplazamientos que tienen lugar y poder hacer una estima-
cién de las frecuencias naturales y los modos de vibracion. Estos sensores
suelen ser triaxiales, es decir, detectan aceleraciones en las 3 direcciones del
espacio. La colocacién de los acelerémetros a lo largo de la estructura es una
de las tareas mas complejas y largas del GVT. Una buena colocacién es fun-
damental para obtener una buena transformacién de los modos de vibracion.

Para determinar la colocacién de los acelerémetros se presta atencion
comunmente a la distribucion de la malla realizada para el analisis de ele-
mentos finitos. Ademas, también se tienen en cuentas aspectos como los
planos estructurales de la aeronave o datos 3D.

A causa de la alta carga de trabajo que supone esta parte del ensayo, se
proponen los siguientes consejos:

= Predeterminar la ubicacién de los sensores con generosa tolerancia.

= Medir con la precision adecuada la ubicaciéon y la orientacién de los
sensores mediante fotogrametria

Para obtener datos ttiles de los acelerémetros es necesaria su calibracion.
Lo mas recomendable es la calibracion de relacion, que permite ajustar 2
sensores simultaneamente. El tinico inconveniente es el requerimiento de una
masa conocida colgada con el acelerémetro en un extremo. La calibracién
individual no se suele emplear pues se introducen errores acumulativos entre
sensores y ,como ya se ha mencionado con anterioridad, en estos ensayos el
numero de acelerémetros es muy elevado.
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Figura 10.3: Configuraciéon para una calibracién de relacién

Para la calibracion de relacién de los acelerémetros es necesario un mar-
tillo que posea una célula de carga que mida la fuerza de impulso que otorga.
Conociendo la masa del cuerpo colgante (m), la relacién de ganancias de los
amplificadores del par acelerémetro-célula de carga (ky¢/k,) y la relacién de
los voltajes de salida del acelerémetro-célula de carga (E,/Ef) es posible
conocer la relacién de calibracién (R) mediante la siguiente ecuacion:

Eq

ky
Ey

ka

Una vez estimada la relacién de calibracién (R), es posible calcular la
inertancia (a/F') y con ella las aceleraciones.

R=(=)*(=)*m (10.1)

a E, k

&Rl Zey (N 10.2

F (Ef )medzda (ka ) ( )
De esta manera, la calibracién del acelerémetro permite las medidas de

respuesta en frecuencia de la célula de carga y acelerémetro en una relaciéon

fisica de la inertancia.

Finalmente, como referencia se muestran algunos de los valores estandar
de los acelerémetros.

Frecuencia de medida | 0,02 Hz a 3 kHz
Rango de medida 50 — 100g (g = 9,81 m/s?)
Masa 5 — 50 gramos

Cuadro 10.1: Propiedades generales de los acelerometros
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Excitadores

Son los encargados de producir las perturbaciones que mediran los ace-
lerémetros. Sus principales componentes son: véstago, alargador, fusible
mecanico, transductor de fuerzas (sensor de medicién de fuerza) y rotula. La
rotula se encuentra en contacto con la estructura del avién y se recomien-
da situarla en una zona con rigidez suficiente para evitar modos locales de
pandeo de paneles.

Figura 10.4: Excitador electrodindmico Briiel & Kjaer

Los excitadores pueden ser de varios tipos:

= Mecanicos: producen las excitaciones mediante la rotaciéon de una ma-
sa no contrapesada. La fuerza de excitacién esta relacionada con la
frecuencia y se encuentra limitada por la masa rotativa. Son poco
efectivos a bajas frecuencias.

= Electrodinamicos: se basan en el movimiento de una masa por campos
electromagnéticos. La frecuencia y amplitud tienen un control inde-
pendientes. Son los mas utilizados.

= Electrohidraulicos: la excitacién es realizada mediante un actuador
hidraulico. Se emplean sobretodo en estructuras muy flexibles en las
que es necesario que el excitador tenga mucho recorrido. Estan limita-
dos para altas frecuencias.

10.3.2. Procedimiento PRM

El método de resonancia de fase (” Phase Resonance Method”) ha sido el
procedimiento mas utilizado durante los primeros ensayos GV'T. Hoy en dia,
su uso sigue siendo muy interesante al permitir separar modos de vibracién
muy préximos entre si. Se caracteriza por emplear varias fuerzas sinusoida-
les coherentes a la estructura y de la misma frecuencia que la resonancia.
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Al seleccionar la posicién de los excitadores y la relacién de fase entre las
senales de excitacién sinusoidal, la respuesta vibratoria de la aeronave solo
contiene informacion de modo vibratorio de interés. Por lo tanto, es posible
lograr una separacion fisica de los modos de vibracién y poder observarlos
en su forma mas pura posible sin recurrir a separaciones matematicas.

Control Surface Constraints ]

Electric Pump

Il

Dynamic Signal Analyzer 4-Channel Oscilloscope

Figura 10.5: Configuracién inicial para el GVT

Por otro lado, la aplicacién de este método conlleva una configuracién de
excitacion especifica para cada modo vibratorio con el fin de que compense
los fenémenos de amortiguacion interna y permita la visualizacién de los
modos.

Generalmente, la ecuacién de movimiento para un sistema de N grados
de libertad es la siguiente:

Mii+ Ci+ Ku=F (10.3)

donde: M es la matriz de masas, C' es la matriz de amortiguamiento, K es
la matriz de rigidez y u es el vector de grados de libertad.

Para simplificar el andlisis se puede considerar un comportamiento de
amortiguacién proporcional y la matriz de amortiguamiento se vuelve una
matriz diagonal. Normalmente, estas matrices no serdn matrices diagonales
produciendo por tanto el acoplamiento de las N ecuaciones. El objetivo del
método de resonancia de fase consiste en desacoplar las N ecuaciones men-
cionadas, permitiendo la identificacion de los modos. El test de resonancia
de fase asume que las formas de los modos {¢, } son valores reales, de mane-
ra que cualquier movimiento arbitrario {u} es una combinacién lineal de N
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formas de modos, donde los coeficientes de ponderacién de esta suma vienen
dados por el vector de participacién modal {g}.

{u} = [¢l{d} (10.4)

Se pueden diagonalizar las matrices de masa, rigidez y amortiguamien-
to teniendo en cuenta que son ortogonales. De esta forma, la ecuacion del
movimiento queda:

(0] M[9)G + [#]TCldld + [¢)TK[¢plg = [#]TF = Q (10.5)

donde ¢ es el vector de fuerzas generalizadas.

En este punto, el tinico acoplamiento existente entre las N ecuaciones se
encuentra en el lado derecho de la ecuacién (10.5). El propésito de las prueba
de separacion de fase es hallar de forma iterativa la distribucién de fuerzas
que consiga que el vector de fuerzas generalizadas sea nulo para todos los
modos excepto el buscado.

F = aM{¢n} (10.6)

Si la estructura esta excitada con una serie de fuerzas sinusoidales todas
de la misma frecuencia y con distribuciones de amplitud proporcionales a
una de las formas de modo ponderadas por la matriz de masas, resulta un
vector de fuerzas generalizadas () con valores nulos para todos los elementos
excepto el correspondiente a la forma del modo seleccionado. Las ventajas
que este método confiere son:

1. Los modos reales de la estructura no amortiguada correspondientes se
miden directamente

2. Todos los vectores propios se excitan a un nivel de energia elevado

3. La linealidad de los ensayos se puede conseguir facilmente

Sin embargo, el gran inconveniente de este método es gran coste y tiempo
que requiere. Por este motivo, se han desarrollado técnicas de separacién de
fase matematicamente.

10.3.3. Procedimiento PSM

El método de separacién de fases (” Phase Separation Method”) consiste
en la excitaciéon simultanea de todos los modos de la estructura y median-
te algoritmos matematicos obtener las funciones de transferencia (FRF). A
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través de las FRF es posible estimar el amortiguamiento y frecuencia natu-
ral de los modos de vibracion.

Cabe destacar que los modos criticos se identifican mediante el ” Normal
Mode Testing”. Un modo se considera critico:

= cuando difieren significativamente las predicciones
= cuando muestran un comportamiento no lineal

= cuando son influyentes en el comportamiento en alabeo

En este tipo de ensayos se usan senales de excitacién de tipo aleatorio o
sinusoidal. Las mediciones de las FRF resultantes permiten extraer los datos
modales necesarios a través de curvas de ajuste. A diferencia del método de
resonancia de fase en el cual los modos se separaban fisicamente, en el méto-
do de separacién de fases los modos se separan matematicamente mediante
curvas de ajuste.

Existen 2 técnicas fundamentales para la extraccién de datos modales:
el SDoF (” Single Degree of Freedom”) y el MDoF (” Multiple Degree of Free-
dom”), siendo el ultimo es mas empleado.

Para el calculo de las FRF en un sistema lineal de N grados de libertad
y con amortiguamiento estructural, se utiliza la siguiente ecuacion:

N . 2N—1 . Nk
A, +iwB, Yo ar(iw)
Hw) =) = = g (10.7)
wi = w A anpwy ST b (iw)”

donde: A, y B, son constantes, 7). es el coeficiente de amortiguamiento y
a,b son los coeficientes de la fraccion racional.

10.3.4. Determinacién de la frecuencia de excitacion

A priori como no se conocen las frecuencia naturales de la estructura,
se establece un rango inicial de frecuencias de excitaciones muy amplio y
de pequenia resolucién. A medida que se vayan detectando las posibles re-
sonancias, se va reduciendo el rango de excitacion lo que produce también
un aumento de resolucién de los modos. Una vez estimado el rango de fre-
cuencias para el cual aparecen las frecuencias naturales mas significativas,
se determina el rango final de frecuencias que obtenga la mayor parte de los
modos.

Ademas, las frecuencias naturales son independientes de la localizacion
de los excitadores. Esto convierte en una tarea muy sencilla la determinacién
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de un rango de frecuencias para un ensayo GVT. Sin embargo, la posicién
de los excitadores influye en la frecuencia de excitacién alcanzada en la es-
tructura por ello resulta necesario calcular las FR en varias configuraciones
de las estructuras antes de determinar el rango de frecuencias que se va a
excitar. También se debe de asegurar que las medidas no fueron tomadas en
los nodos estructurales.

Normalmente, el agitador se coloca en un nodo de la estructura, pues la
forma del modo correspondiente a ese nodo tendra excitacion nula, y si se
pusiera un acelerémetro en dicho punto no habria vibracién en dicho punto.

En conclusién, el mejor método para estimar las frecuencias modales de
una estructura es tomar varias medidas tanto para los acelerémetros como
los excitadores. De esta forma se identifica la frecuencia modal de manera
mas efectiva. Finalmente, el excitador se posiciona en el lugar para el cual
produce una excitaciéon para todas la frecuencias modales.

10.3.5. Determinacion de la disposicién nodal

Para determinar las formas de los modos de vibracién es necesario cono-
cer el movimiento de niimeros puntos de la estructura a partir de aceleréme-
tros. Es evidente que a mayor numero de acelerémetros, mejor resoluciéon de
los modos obtendremos. Sin embargo, la colocacion, calibracién y empleo de
muchos acelerémetros es costosa en tiempo y dinero. Por ello, la determina-
cion de los puntos en los que se colocaran dichos acelerémetros es de gran
importancia y se conoce cominmente como disposicién nodal.

Una buena selecciéon de puntos permite la obtencién de datos FR de
cada punto discreto y, a la vez, la informaciéon necesaria de los modos y
parametros modales de la estructura. Una configuraciéon inadecuada puede
conducir a estimaciones erréneas de las formas modales y de sus parametros.
Por tanto, la experiencia de los ingenieros con este tipo de ensayos resulta
un aspecto fundamental a tener en cuenta.

En la siguiente figura se muestran dos disposiciones nodales diferentes,
una adecuada y otra no. Se visualizan la conexion entre los puntos discretos
con el fin de apreciar el aliasing espacial derivado de una mala disposicién
nodal. Por tanto, hay que seleccionar una solucién entre el compromiso de
la exactitud de la representaciéon de los modos y el tiempo necesario para el
calculo.

10.3.6. Test de la reciprocidad de Maxwell

Ya con anterioridad se ha hecho referencia a que las frecuencias naturales
de una estructura lineal son independientes de la ubicacién de los excitado-
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Figura 10.6: Ejemplos de elecciéon de disposicién nodal
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res. Asumiendo esta hipétesis de linealidad, un tnico punto de excitacién
seria suficiente para la excitacién de toda la estructura y la obtencion de las

frecuencias naturales, amortiguacién y los modos de vibracién.

El teorema de reciprocidad de Maxwell establece que una excitacién en un
punto x genera una respuesta en un punto y que es igual a la obtenida en el
punto x cuando la excitacion tiene lugar en el punto y. Este teorema permite
validar la hipdtesis de linealidad en los ensayos GVT y hard que la matriz

de funciones de transferencia sea una matriz simétrica.

Maxwell’s
Reciprocity
Test

Accelerometer

Shaker
—

Figura 10.7: Reciprocidad de Maxwell

Para este capitulo se han usado las siguientes referencias bibliograficas:

[63], [64], [65], [66], [67] v [68].



Ensayo I

Tras haber realizado satisfactoriamente la introduccién teérica del pre-
sente trabajo de fin grado, se comenzard la narracién de varios ensayos
realizados en el laboratorio basados en la teoria del andlisis modal. En to-
tal, se han llevado a cabo tres experiencias: una viga unidimensional, una
placa rectangular y el estabilizador horizontal del Mirage F1 (situado en el
Hangar Pedro Duque de la universidad). La primera experiencia que se ex-
plicard serd la viga unidimensional. No se debe perder nunca de vista que el
objetivo principal de todos estos ensayos es la estimacion de las frecuencias
naturales y obtencién de los modos de vibracién. Para este ensayo se han
utilizado tres acelerémetros y un martillo como fuente de excitacion.

11.1. Geometria / Planos

La viga a ensayar en este experimento destaca por ser un cuerpo esbelto
(una de sus medidas es mucho mayor que las otras). Este hecho permite
considerar que los nodos del cuerpo tendran nada mas que un grado de
libertad. Cabe mencionar que la viga es de acero. La viga se ha ensayado
en condiciones de contorno libre-libre. Para conseguirlo, se ha construido
un cajon metalico de soporte y la viga se encuentra suspendida a través de
unas cuerdas elasticas que imitan dichas condiciones de contorno. La viga
se ha colocado en posicion horizontal. Las medidas de la viga ensayada son
1000 x 35 x 6 mm (Largox AnchoxEspesor).

115
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11.2. Discretizacion nodal

Para el estudio modal de la viga, ésta se ha descompuesto en nueve no-
dos a lo largo de su longitud. Para una mayor comodidad se han colocado
los acelerémetros en la parte inferior de la viga, de forma que se excite so-
lamente la parte superior de la viga. En la figura (11.1) se puede apreciar
como quedaria el experimento una vez montado.

Figura 11.1: Montaje del equipo en la viga

Los acelerémetros y el martillo se conectan a una hardware de adquisi-
cién de datos (mddulo LAN-XT) y éste al ordenador. Mediante el programa
Pulse Reflex se construye la malla discretizada con el nimero de nodos y
sus correspondientes grados de libertad. En la figura (11.2) se muestra co-
mo quedaria la viga discretizada en el programa y donde se encuentran los
acelerémetros ubicados con sus direcciones de medida.

11.3. Pre-Test Excitadores

Antes de comenzar a tomar medidas, es necesario configurar el excitador
que se va a utilizar (un martillo). La excitaciéon provocada por un golpe de
martillo se caracteriza por tener contenido en frecuencia en un rango muy
amplio. Sin embargo, se realiza una calibracion previa del martillo median-
te golpes de prueba con el fin de determinar unos criterios para un golpe
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Figura 11.2: Discretizacién y ubicacién de acelerémetros de la viga

apropiado. En funcion de las frecuencias que se quiera excitar se tendra una
referencia de la fuerza a la que se tiene que golpear la estructura, gracias
al programa de analisis; y mas importante ain, se seleccionard el material
de la punta del martillo. Dependiendo del material, se tendra un rango de
excitacion diferente. En la figura (11.3) se muestra el rango de frecuencias
de excitacién del martillo (Impact Hammer 8206 — 002) con las 3 cabezas
diferentes que se pueden colocar.

Force/N dB

350 . - 5
Aluminium Tip Aluminium Tip

300 Plastic Tip 0 \ W
230 ® \P]astic Tip \ \

200 -10 \
150 ST Rubber Tip—»\\ \ \
100 S -20 \ \
Rubber Tip ) \ \ \
50 / § -25
[r— 5 | | |
0 v Y y T v —> -30
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 5 5 500 70500
050058 Frequency/Hz 050059

Figura 11.3: Funciones de coherencia

También, el programa Pulse Reflex nos permite sacar las medidas de la
coherencia de los golpes de martillo. Se recuerda que la coherencia era la
medicién de [0,1] de la cantidad de respuesta debido a la excitacién intro-
ducida. Esto significaba que un valor de 1 indica que toda la respuesta se
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debfia al golpe de martillo y al contrario si fuese de valor 0. Por lo tanto, al
observar las graficas de coherencia lo ideal es que se situasen en el valor 1
para todas las frecuencias. En la figura (11.4) se muestran las coherencias
para 3 golpes durante el ensayo.

Coherencia de los golpes de martillo

0 100 200 300 400 500 600 700
Frecuencia (Hz)

Golpe 1 Golpe 2 Golpe 3

Figura 11.4: Funciones de coherencia

Al analizar las gréaficas se puede apreciar que practicamente en la tota-
lidad del rango de frecuencias, el valor de la coherencia es 1. Claramente,
habra zonas donde no valga la unidad debido a la presencia del ruido en
las medidas. Sin embargo, este hecho no compromete gravemente a la preci-
sién de las medidas. Normalmente, las zonas de baja coherencia suelen ser
las frecuencias donde tienen lugar las anti-resonancias del sistema. La res-
puesta del sistema en una anti-resonancia es muy pequenia, por lo que una
pequena variacion de la respuesta puede dar lugar a un error grande. Este
hecho explica las caidas que puede tener la coherencia a lo largo del rango
de frecuencias.

11.4. Set-Up acelerémetros

Una vez calibrado el martillo, el siguiente paso serd indicar al programa
en que puertos se encuentran conectados los acelerémetros y el martillo en el
hardware de adquisicién de datos. También es importante especificar en que
nodos se encuentran ubicados los acelerémetros. Con todo esto ya realizado,
se podria comenzar ya a tomar las medidas.

Ademss, el programa posee la capacidad de seleccionar el nimero de
golpes que se desee a la hora de estimar la FRF en un punto. La FRF final
serd siempre una media de todas las medidas adquiridas teniendo en cuenta
los impactos medidos por el martillo. Para todos los ensayos el ntimero de
repeticiones ha sido 3.



CAPITULO 11. ENSAYO I 119

11.5. Resultados

Finalmente, el dltimo paso de esta experiencia es el andlisis de los re-
sultados obtenidos. Las caracteristicas mas importantes del sistema son las
frecuencias naturales y los modos de vibracién. Ademsds, las gréaficas de las
FRF y AutoMAC (ortogonalidad de los modos) son de gran ayuda a la ho-
ra de fundamentar los resultados. Para el rango de frecuencias estudiado,
[0,700]Hz, se han encontrado seis modos de vibracién. En el cuadro (11.1)
se muestran las caracteristicas de cada uno de ellos.

Modos | Frecuencia[Hz|, w | Amortiguamiento[ %], £ | Complejidad
1 30.99 0.186 0.005
2 84.64 1.261 0.009
3 165.49 0.523 0.022
4 276.12 0.280 0.050
5 411.21 0.071 0.005
6 574.21 0.330 0.038

Cuadro 11.1: Caracteristicas de los modos

Para la representacién de los modos se han tomado capturas gracias al
programa Pulse Reflex. En las siguientes figuras (11.5,11.6,11.7,11.8,11.9 y
11.10) se visualizan los seis modos de la viga. En caso de que se deseasen ver
mas modos se tendria que aumentar el numero de nodos de la discretizacién
nodal y el rango de frecuencias estudiado.

Figura 11.5: Primer modo de la viga

Aparte de visualizar los modos de vibracién, las graficas mas importan-
tes para la validaciéon de resultados son las FRF. Las FRF extraidas del
programa Pulse Reflex son sintetizadas, esto quiere decir que son las FRF
experimentales ponderadas con funciones de ajuste para hacer mas limpias
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Figura 11.6: Segundo modo de la viga

Figura 11.7: Tercer modo de la viga

las mediciones. El eje de amplitudes (eje y) se encuentra en escala logaritmi-
ca. Por ello, cuando la frecuencia es 0 Hz, el valor que se obtiene es la rigidez
estética del sistema. Ademads, debido al ajuste de las FRF sintetizadas en el
limite del rango de frecuencias estudiado, la funcién tiende a —oo (al estar
en escala logaritmica en realidad tiende a 0) y pierden validez las medidas.

Se recuerda que la numeracién de los puntos es creciente de izquierda a
derecha, siendo el punto 1 el extremo izquierdo de la viga. Lo primero que
llama la atencién es que los modos de vibracién impares son modos simétri-
cos, mientras que los modos pares son anti-simétricos. Por lo tanto, el punto
5 (centro de la viga) solo vibrard en los modos impares. Para los modos
anti-simétricos (o pares) serda un nodo del modo y no estaré perturbado. De
esta manera, la FRF del punto 5 solo deberia tener tres picos, figura (11.11).

Por otro lado, las FRF medidas en los puntos 3 y 7 deberian contener
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Figura 11.8: Cuarto modo de la viga

Figura 11.9: Quinto modo de la viga

todos los modos de vibracién. Sin embargo, en el primer modo de vibracién,
estos puntos no poseen la maxima amplitud. Este es el motivo por el cual
no es tan visible el pico del primer modo, pero si presta atencién si que
aparece. En las figuras (11.12 y 11.13) se puede ver las FRF anteriormente
mencionadas.

Al representar todas las FRF en una misma gréfica, figura (11.14), se
ven con total claridad los seis modos de vibracién de la viga a las frecuencias
naturales ya mencionadas en el cuadro (11.1).

Otra forma de validar los modos de vibracién es a través de la matriz
AutoMAC. Esta matriz representa la ortogonalidad de los modos en un
intervalo [0, 1], siendo 0 el valor correspondiente a dos modos totalmente
ortogonales y 1 el valor para dos modos idénticos. En la figura (11.15) se
representa la matriz AutoMAC en un gréfico 3D.
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Figura 11.10: Sexto modo de la viga
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Figura 11.11: FRF medida en punto 5

Analizando el gréafico se puede corroborar que los modos obtenidos son
bastante limpios, en el sentido que son practicamente ortogonales todos ellos
entre si. Los modos mas similares serian el primero y tercero con una orto-
gonalidad de 0,13 la cual indica una similitud despreciable.

11.6. Solucion Analitica

Al tratarse de un problema de relativa sencillez, es posible calcular la
solucién de forma analitica sin requerir un gran esfuerzo matematico. La
solucion se ha encontrado en la referencia bibliografica [69] y consta de las
frecuencias naturales y representacion de los modos. No ha sido posible el
calculo del factor de amortiguamiento.
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Figura 11.12: FRF medida en punto 3

Para la estimacion de las frecuencias naturales se ha definido la siguiente
funcién:

2

fi(HZ) — 2;‘22(ﬂ>1/2
donde: x es la coordenada longitudinal de la viga, L es la longitud de la

viga,m es la masa, E es el modulo de Young, I es el momento de inercia en

el eje y y \; depende del modo de vibracion.

1=1,2,3,... 11.1
m 30 ) “y )y ( )

4,73004074

7,85320462

10,9956078

A=1Q (11.2)
14,1371655

17,2787597

(2i+1)Z;i>5

Mediante el uso del programa Mathematica se ha construido la tabla
(11.2) comparatoria de las frecuencias naturales tanto analiticas como ex-
perimentales.

Observando la tabla, el error entre el modelo analitico y experimental
es muy pequeno (+3Hz). De esta forma se pueden validar los datos experi-
mentales quedando pendiente verficar los modos de vibracién. Para dibujar
los modos de viibracion se tiene la siguiente funciéon de forma:
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Figura 11.13: FRF medida en punto 7

[im/s"2)/N]
}
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Figura 11.14: FRF en puntos 3, 5, 7

w;i(z/L) = cosh(%‘_]x) + cos(

0; =

)\ix

7 )) — oi(sinh(

(0,082502215
1,000777312
0,999966450
1,000001450
0,999999937
~1;i>5

)\i.CC

L

)+

sin(

donde o; es un factor de correccién dependiente del modo tal que

3L

L

)
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(11.3)

(11.4)



CAPITULO 11. ENSAYO I 125

AutoMAC

1,000
0,900
0,800
0,700
0,600
0,500

0,400

0,300

0,200

0,100

0,000 -

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5 Modo 6

B Modo 1 1,000 0,007 0,130 0,001 0,074 0,007
u Modo 2 0,007 1,000 0,018 0,059 0,011 0,060
= Modo 3 0,130 0,018 1,000 0,011 0,063 0,015
= Modo 4 0,001 0,059 0,011 1,000 0,024 0,008
= Modo 5 0,074 0,011 0,063 0,024 1,000 0,030
B Modo 6 0,007 0,060 0,015 0,008 0,030 1,000

Figura 11.15: Matriz AutoMAC

Modos | w analitica[Hz| | w experimental [Hz]]|
1 31.90 30.99
2 87.93 84.64
3 166.30 165.49
4 279.46 276.12
5) 414.48 411.21
6 576.39 574.21

Cuadro 11.2: Comparativa de las frecuencias naturales

Finalmente, representando los modos de vibracion con la ayuda de Mat-
hematica se obtienen los siguientes graficos de los modos.

Comparando los modos de vibracién analiticos y experimentales se pue-
de apreciar una gran similitud entre ellos, de tal forma que se validan los
resultados obtenidos en el ensayo. Por tanto, se puede concluir que el ensayo
ha sido un éxito.
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Modo 1
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Figura 11.16: Modo 1 analitico

Modo 2

Figura 11.17: Modo 2 analitico
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Modo 3
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Figura 11.18: Modo 3 analitico
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Figura 11.19: Modo 4 analitico
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Modo 5
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Figura 11.20: Modo 5 analitico
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Figura 11.21: Modo 6 analitico



Ensayo II

El segundo ensayo llevado a cabo en el presente trabajo de fin de grado
es el analisis modal de una placa metéalica. La placa estudiada esta hecha de
acero y la meta principal de esta experiencia vuelve a ser la obtencién de las
frecuencias naturales y modos de vibracién de la misma. Para este ensayo
se han utilizado un acelerémetro y un martillo como fuente de excitacion.

12.1. Geometria / Planos

La placa empleada se caracteriza principalmente por no ser cuadrada.
Sus dimensiones son 25 x 34 x 0,35 cm (AnchoxLargoxEspesor). Para este
caso, solo se considerard que los nodos de la estructura tendran un tnico
grado de libertad, perpendicular a la superficie mas grande de la placa. Las
condiciones de contorno de la placa son bordes libres y se recrean de la
misma forma realizada que en el ensayo de la viga anterior. En la figura
(12.1) se aprecia lo mencionado con anterioridad.

L

Figura 12.1: Orientaciéon y Ubicacién del acelerémetro en la placa
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12.2. Discretizacion nodal

El modelo discreto que se ha planteado para el analisis de placa consiste
en nueve puntos repartidos en forma de cuadricula. Cabe mencionar el em-
pleo de un tunico acelerémetro en todo el ensayo colocado en el punto 3 de
la placa. Al igual que en el ensayo de la viga, el acelerémetro se ha colocado
en la cara inferior de la placa con el fin de tener una mayor comodidad a la
hora de excitar la placa con el martillo.

En la siguiente figura se puede apreciar la discretizacién tomada:

Figura 12.2: Discretizacién nodal de la placa

Los apartados de Pre-Test de excitadores y set-up de acelerémetros se
han realizado de la misma forma que se detalla en las secciones (11.3 y 11.4)
del ensayo I. En la figura (12.3) se muestra una imagen de como quedaria
el montaje final, se recuerda que las condiciones de contorno de la placa
vuelven a ser libre-libre.

12.3. Resultados

Con todas las medidas obtenidas, se puede comenzar con el andlisis de
resultados del ensayo. Para el rango de frecuencias seleccionado, [0,600] Hz,
se aprecian cuatro modos de vibracién. En el cuadro (12.1) se muestran sus
caracteristicas.

Para la visualizacién de los modos se han hecho varias capturas de las
animaciones de cada uno de ellos. En las figuras (12.4,12.5,12.6 y 12.7) se
muestran las secuencias:
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Modos | Frecuencia[Hz], w | Amortiguamiento[ %], & | Complejidad
1 156.87 1.209 0.031
2 183.97 0.365 0.004
3 346.95 0.669 0.023
4 367.90 0.151 0.011

Cuadro 12.1: Caracteristicas de los modos

Los modos representados son los cuatro modos de menor frecuencia que
posee la placa. Con el fin de corroborar la validez de los modos ensenados,
se procedera con un andlisis de las FRF obtenidas por el programa Pulse
Reflex. Teéricamente, las FRF de los vértices de la placa deben mostrar las
cuatro resonancias de los modos. Concretamente, la FRF(3Z+,3Z+) mos-
trard una antiresonancia después de cada resonancia al excitar y medir en
el mismo punto.

En la figura (12.8) se ven claramente cuatro picos en las frecuencias co-
rrespondientes a cada uno de los modos de la estructura. Sin embargo, si se
representase la FRF medida en el punto 5 (centro de la placa), no se verian
todos los modos de vibracién. Esto se debe a que el punto 5 es un nodo del
primer y tercer modo de vibracién, y por tanto no vibra.

Como se puede ver en la figura (12.9), solo hay dos picos en lugar de
cuatro. Ademads, estos picos estan en las frecuencias de los modos segundo y
cuarto. El mismo fenémenos es visible para puntos colocados en las aristas.
En los puntos 4 y 6 sélo deberian manifestarse el segundo y tercer modo,
mientras que en los puntos 2 y 8 el iinico modo que no podra verse seria el
primer modo. Todo lo mencionado anteriormente se justifica en las figuras
(12.10,12.11).

Finalmente, también se ha representado la matriz AutoMAC de la orto-
gonalidad de los modos de vibracién. Analizandola rapidamente es evidente
que todos los modos son practicamente ortogonales entre si viendo los bajos
valores de los elementos fuera de la diagonal. De esta manera, se puede con-
firmar que las medidas han sido tomadas correctamente. En la figura (12.12)
se ve representada la matriz AutoMAC.

12.4. Solucion Analitica

Al igual que pasaba con el primer ensayo, por la sencillez del problema
a tratar tambien se ha podido calcular la solucién analitica gracias a la refe-
rencia bibliografica [69]. Las frecuencias naturales se han hallado mediante
el uso de la siguiente funcidn:
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= )\?j [ ER?
2ma? " 12y(1 — v?)
donde a es la longitud de la placa, b es el ancho, E es el modulo de
Young, v es la densidad por el espesor de la placa y v es coeficiente de
Poisson. Cabe senalar que los valores de )\;; depende de la relacién de los
lados de la placa (a/b). Como en el anterior ensayo se ha construido una
tabla similar comparativa de las frecuencias naturales.

fij V2 i=1,2,3,... (12.1)

Modos | w analitica[Hz| | w experimental [Hz]
1 153.41 156.87
2 181.77 183.97
3 344.22 346.95
4 365.50 367.90

Cuadro 12.2: Comparativa de las frecuencias naturales

La diferencia entre el modelo analitico y experimental es de +3Hz.
Por lo tanto, los resultados en lo que se refiere a las frecuencias natura-
les se pueden considerar validos. Por idltimo tambien se han representado
los modos de vibracién obtenidos de forma analitica, mostrados en las figu-
ras (12.13,12.14,12.15 y 12.16)

Observando detenidamente los modos tanto analiticos como experimen-
tales se puede apreciar una clara similitud entre ellos. Se ha de tener en
cuenta que en por el bajo numero de puntos tomado a la hora de discretizar,
hay muchos detalles de los modos analiticos que no se pueden apreciar en los
modos experimentales. Es por este motivo que resulta tan fundamental una
buena discretizacién de la estructura a la hora de ejecutar ensayos modales.
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Figura 12.3: Montaje del equipo en la placa

Figura 12.4: Primero Modo de la Placa
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Figura 12.14: Modo 2 analitico
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Modo 3

Figura 12.16: Modo 4 analitico



Ensayo 111

El tercer ensayo y 1iltimo ensayo realizado en el presente trabajo de fin de
grado es el andlisis modal del estabilizador horizontal de la aeronave Dassault
Mirage F1, situado en el hangar Pedro Duque de la Universidad Politécnica
de Valencia. El Mirage F1 es un caza de superioridad aérea fabricado por la
empresa francesa Dassault Aviation. Se caracteriza por tener un ala flecha y
con diedro negativo que mejora notablemente sus actuaciones en despegues
y aterrizajes de pequena distancia. Actualmente se encuentra en servicio en
los paises: Gabon, Iran, Libia y Marruecos.

13.1. Geometria / Planos

El estabilizador horizontal del Mirage F'1 se caracteriza por ser una placa
moévil con forma trapezoidal. Por motivos de operatividad actual, no ha sido
posible conseguir los planos de la estructura del estabilizador horizontal en
detalle (distribucién de costillas, larguerillos, cajén de torsién,.. ., etc.) En
la figura (13.1) se muestran las vistas generales de la aeronave y se senala
el estabilizador que se analizard en el ensayo.

Las medidas del estabilizador se muestran en el plano de la siguiente
figura (13.2):

139
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Mirage F1-C

Estabilizador

Horizontal

Figura 13.1: Vistas del Mirage F1

13.2. Discretizacion nodal

El estabilizador horizontal del Mirage F1 se ha descompuesto en vein-
ticinco nodos distribuidos en forma de cuadricula segiin se muestra en la
figura (13.3). Para las mediciones se han empleado tres acelerémetros colo-
cados en el borde marginal del estabilizador. Concretamente, en los nodos
21,23 y 25.

Para una mayor comodidad a la hora de tomar las medidas, los ace-
lerémetros se han colocado sobre el extradds del estabilizador. De tal forma
que las excitaciones se han realizado con el martillo golpeando la parte del
intradés del estabilizador. Para saber exactamente los puntos donde se tenia
que golpear con ayuda de una tiza y un flexémetro se ha dibujado la malla
sobre el propio estabilizador. En la figura (13.4) se muestra la malla dibu-
jada sobre el estabilizador.

Cabe mencionar que para este andlisis se han empleado, al igual que en
los otros ensayos, unos acelerémetros uniaxiales. Este tipo de acelerémetros
solo mide las aceleraciones en una de la direcciones del espacio y, en este caso,
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Figura 13.2: Plano del estabilizador Mirage F'1, cotas en milimétros

se ha elegido medir las aceleraciones verticales que sufre el estabilizador.
Para el estudio modal de la estructura se han colocado tres acelerémetros
en los puntos 21, 23 y 25. Los apartados de Pre-Test de excitadores y set-up
de acelerémetros se han realizado de la misma forma que se detalla en las
secciones (11.3 y 11.4) del ensayo I.

13.3. Resultados

Llegados a este punto, todos los aparatos del sistema deberian estar ya
montados y calibrados. En el momento del ensayo se ha tomado una foto que
muestra la disposicion del equipo antes de comenzar la toma de medidas,
figura (13.5).

Una vez finalizado el ensayo, habiendo excitado todos los puntos del mo-
delo discretizado, se obtienen las frecuencias naturales y modos de vibracién
del estabilizador horizontal del Mirage F1. En el cuadro (13.1) se muestran
las caracteristicas mas importantes de los modos. El rango de frecuencias
que se ha elegido para el estudio es [0,800] Hz y se han encontrado ocho
modos de vibracién diferentes.
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Figura 13.3: Discretizaciéon nodal del estabilizador

Modos | Frecuencia[Hz], w | Amortiguamiento[ %], & | Complejidad
1 115.58 3.083 0.216
2 147.54 2.883 0.035
3 189.90 0.564 0.009
4 254.19 0.574 0.016
) 323.70 1.092 0.226
6 376.15 1.567 0.834
7 486.76 0.455 0.105
8 743.10 0.272 0.296

Cuadro 13.1: Caracteristicas de los modos

Observando el cuadro (13.1) se puede apreciar que todos los modos tienen
un porcentaje bajo de amortiguamiento. Sin embargo, llama la atenciéon la
elevada complejidad del modo 6 (0,834). Se recuerda que un modo complejo
los puntos de la estructura pueden llegar a tener un desfase entre 0° y 180°.
Una de las causas de la aparicién de modos complejos es la proximidad en-
tre dos modos de vibracién normales que no son detectados apropiadamente.
Esta puede ser una de las razones de la existencia de este modo. A continua-
cién, se muestran en las figuras (13.6, 13.7, 13.8, 13.9, 13.10, 13.11, 13.12 y
13.13) los ocho modos detectados del estabilizador horizontal del Mirage F1.

Para este caso, debido a la forma de los modos de vibracién, la matriz
AutoMAC resulta fundamental a la hora de elegir los modos del estabili-
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zador. A priori se han llegado a encontrar catorce modos diferentes. Para
descartar los posibles modos parecidos se ha usado la matriz AutoMAC y
se ha tomado como valor maximo aceptable 0,3 de ortogonalidad. De esta
manera, se han descartado seis de los catorce modos iniciales. En la figu-
ra (13.14) se muestra la matriz AutoMAC en 3D de los ocho modos restantes.

Una vez analizada la matriz AutoMAC y comprobada la ortogonalidad
de los modos de vibracion, se comienza el analisis de las FRF obtenidas.
Dado el nimero elevado de puntos del sistema, se ha simplificado el estudio
del estabilizador a los puntos que componen el borde de fuga (1, 6, 11, 16 y
21), que la parte mas excitada con diferencia de todo el estabilizador; y el
borde marginal (21, 22, 23, 24 y 25), que empieza a tener relevancia a partir
del quinto modo. En la figura(13.15) se representa la FRF obtenida en el
borde de fuga tomando las medidas obtenidas del acelerémetro colocado en
el punto 21. Para tener una mejor claridad se han sefialado los picos de cada
modo de vibracién en la grafica

Observando detenidamente la figura (13.15) se visualizan diferentes de-
talles. El primer modo de la estructura es el de menor amplitud con respecto
los otros modos. Los modos tercero, cuarto, séptimo y octavo estan clara-
mente representados en la grafica al tener al menos tres de los cinco puntos
del borde de fuga la maxima deformacion del modo, lo que provoca un pico
bien definido. En cambio, el segundo, quinto y sexto modo pueden identifi-
carse por la gran amplitud de un punto respecto los otros. Guidndose por la
leyenda del grafico y las capturas de los modos tomados es inmediato que
los modos y las FRF se corresponde adecuadamente.

Por otro lado, también se ha estudiado la FRF obtenida de los puntos
que conforman el borde marginal del estabilizador. Para el andlisis modal se
han tomado las senales que ha captado el acelerémetro ubicado en el punto
23 (justo en el centro del borde marginal). En la figura (13.16) se muestra
la FRF mencionada.

Como se habia comentado anteriormente, el borde marginal apenas se
encuentra excitado en los cuatro primeros modos del estabilizador. Aunque
al tener en cuenta el punto 21, que pertenece tanto al borde marginal como
de fuga, es posible visualizar la posiciéon de dichos modos. En el ambito
general, los modos que excitan al borde marginal son el quinto y octavo
modo. Es facil ver que guardan cierta similitud con los modos obtenidos en
el borde de fuga. En un ensayo real, los modos que poseen mayor importancia
son los modos de menor frecuencia ya que son los primeros en aparecer. Por
tanto, la zona interesante de estudio y donde deberia haberse colocado los
acelerometros es el borde de fuga. Para finalizar, llama la atencion la casi
nula perturbacién que sufre el borde de ataque y el encastre del estabilizador.
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Al no poseer los planos, la deduccién mas légica es pensar en la existencia
de una elevada rigidez en dichas zonas. En el encastre, al ser punto de unién
del estabilizador al fuselaje, habrd un gran numero de refuerzos que eviten
las vibraciones. En el borde de ataque, por otro lado, lo més seguro que es
exista la presencia de un cajon de torsién que proteja la estructura y evita
la maxima deformacién posible de ella.
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Figura 13.4: Malla dibujada en el estabilizador
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Figura 13.5: Montaje del equipo en el estabilizador
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Figura 13.11: Sexto Modo del Estabilizador
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Figura 13.12: Séptimo Modo del Estabilizador

Figura 13.13: Octavo Modo

del Estabilizador
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Matriz AutoMAC

Modo 6
0,067
0,165
0,032
0,087
0,045
1,000
0,050
0,142

Modo 7
0,040
0,168
0,243
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0,015
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*  Modo 8

Modo 7
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Modo 5

Modo &
0,122
0,271
0,078
0,001
0,039
0,142
0,104
1,000

Figura 13.14: Matriz AutoMAC del Estabilizador Mirage F1
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Figura 13.16: FRF en el borde marginal del Estabilizador



Pliego de Condiciones

14.1. Introduccion

El pliego de condiciones es un documento de una gran relevancia en la
fase de ejecucion de los ensayos modales llevados a cabo en el presente tra-
bajo de fin de grado. Su contenido abarca la metodologia a seguir en las
experiencias modales con el fin de que los resultados obtenidos pueden con-
siderarse validos.

A causa de las caracteristicas de este proyecto, se describird brevemente
una serie de apartados a tener en cuenta suficientes para validar los resul-
tados. Sin embargo, en un ensayo de vibracién en tierra de una aeronave se
tendria que acatar toda la normativa (europea o americana) mencionada en
el apartado (10.2).

14.2. Recomendaciones durante el ensayo

En la sala de experimentacion es de vital importancia comprobar el co-
rrecto funcionamiento de la misma. De lo contrario, no se estan eliminando
ciertas incertidumbres (ruidos) que pueden llegar a falsear los resultados
de la prueba. Sobretodo, cabe destacar el gran papel de aislante que tiene
la sala de experimentacién. A la hora de realizar un ensayo modal es muy
importante la inexistencia de perturbaciones externas que influyan en las
respuestas vibratorias del sistema.

Para tener una buena precisién en estos ensayos es fundamental tener los
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equipos de medida correctamente calibrados. Por ello, antes de cada expe-
riencia se realizan los pre-test ya mencionados. Ademads, siempre hay estar
vigilando que todos los acelerémetros estén fijados a la estructura, puede
darse el caso que algunos de ellos se despeguen por las vibraciones inducidas.

En el ambito de la seguridad, es muy importante preservar la integri-
dad fisica de los operarios y ser capaces de anticipar posibles accidentes. En
los ensayos llevados a cabo en el presenta trabajo de fin de grado, el tnico
ensayo que podria ocasionar lesiones es el ensayo III (GVT). Uno de los
principales riesgos son la colocacion de los acelerémetros en el extradds del
estabilizador. Estos deben colocarse mediante la ayuda de una escalera y
otro operario o bien el uso de un arnés de seguridad. Por otro lado, se debe
tener precaucion a la hora de moverse en los alrededores y debajo del caza
Mirage F1. Hay un montén de salientes (antenas, tomas de tierra, compuer-
tas, etc.) con las que se podria uno golpear y llegar a lesionarse incluso.

La repetitividad es un factor muy a tener en cuenta a la hora de reali-
zar un ensayo. A la hora de interpretar los resultados se tiene que asegurar
la repeticién de los mismos bajo las mismas condiciones. Por tanto se de-
be tener un riguroso control de las condiciones en la sala de experimentacion.

Atendiendo a la accesibilidad, se debe procurar colocar todos los elemen-
tos en lugares accesibles que faciliten una rapida actuacién y sustitucién de
los mismos.

Dejando a un lado los aspectos relacionados con la mediciones e ins-
talacién de la sala, se debe tener en mente todas las tareas relativas al
mantenimiento de la sala. Las operaciones de mantenimiento se procura que
sean sencillas y eficaces. Un descuido en estas tareas conlleva un deterioro
rapido de la sala y de la precision de las mediciones.
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Presupuesto

15.1. Introduccion

En el siguiente apartado se abordara un estudio simplificado acerca de
los costes econémicos tenidos durante la ejecucién del presente proyecto. Por
un lado se llevaran los gastos asociados a la mano de obra, que consiste en
un director del proyecto (Mario Lazaro Navarro) y un graduado en inge-
nieria aeroespacial. De forma separada también se calculara los costes de
amortizacién de los equipos electrénicos utilizados.

Sumnado estos presupuestos parciales y contabilizando el 21 % de incre-
mento debido al Impuesto sobre el Valor Anadido (IVA). El proyecto se ha
realizado durante un periodo de 2 meses. Considerando 20 dias laborales
al mes con una jornada laboral de 7h; da lugar a un total de 280 horas de
trabajo para finalizar el proyecto. Cabe mencionar que cada ensayo experi-
mental propiamente se realiza en una sesion diaria; incluyendo el montaje,
mediciones y desmontaje.

15.2. Consideraciones Presupuestos

A continuacién se tendrd en cuenta cudles son los costes por hora de
trabajo de los trabajadores, con sus tareas y responsabilidades particulares
en el proyecto. Ademads, también se detallardn los modelos y periodos de
amortizacién que se han empleado para este Documento. No olvidar tam-
poco el coste de las licencias del software de analisis que se ha empleado
durante todo el trabajo.
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La mano de obra comprende el coste de los operarios que trabajan en
el proyecto, 47€/h para el director del proyecto y 21€/h para el graduado
en ingenieria aeroespacial. Tampoco se debe olvidar la amortizaciéon y los
costes de los equipos electrénicos.

15.3. Presupuesto parcial en mano de obra

Se ha supuesto que el directo ha trabajado un total de 20h en el proyecto.
A continuacion se muestra en detalle el presupuesto parcial de la mano de
obra.

Cantidad Categoria Coste (€/h) | Tiempo dedicado (horas) | Coste Total (€)
1 Director de Proyecto 47 20 940
1 Ingeniero 21 280 5880
y Subtotal (€) \ 6820 \

Cuadro 15.1: Presupuesto parcial en mano de obra

15.4. Presupuesto parcial de adquisicién y amor-
tizacion de equipos electronicos

Para este presupuesto se asumird una amortizacion de los equipos electroni-
cos en un periodo de 3 anos por la que se dividira el precio total del conjunto
electrénico. Dentro del conjunto de los equipos electrénicos empleados se ha
incluido: 3 acelerémetros uniaxiales Bruel Kjaer, 1 martillo excitador Bruel
Kjaer y un médulo de adquisiciéon de datos Bruel Kjaer LAN XI. Todos los
equipos traen su cableado propio y soportes de colocacion en la estructura.
Los precios de cada elemento se recojen en el cuadro (15.2).

Cantidad Categoria Coste unidad (€) | Coste Total (€)
3 Acelerémetros 900 2700
1 Martillo Excitador 900 900
1 Modulo LAN XI 1800 1800
Coste del conjunto (€) 5400
Anos de amortizacion 3
Subtotal (€) 1800

Cuadro 15.2: Presupuesto parcial en equipos electronicos
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15.5. Presupuesto parcial en licencias de software

Para la ejecucion del presente trabajo fin de grado han sido necesarios
un software de analisis modal (Pulse Reflex 20) y otro software de procesa-
miento matematico ( Wolfram Mathematica 10). A continuacién en el cuadro
(15.3).

Cantidad Licencia Coste/ano (€)
1 Pulse Reflex 20 1490
1 Wolfram Mathematica 10 1270
] Subtotal (€) \ 2760 \

Cuadro 15.3: Presupuesto parcial licencias de software

15.6. Presupuesto Total

Sumando todos los presupuestos parciales y afiadiendo el Impuesto sobre
el Valor Anadido (IVA) se obtiene el presupuesto total del presente trabajo
fin de grado. Todos los detalles estan recojidos en el cuadro (15.4).

Presupuesto Parcial Subtotal (€)
Mano de Obra 6820
Equipos Electronicos 1800
Licencias 2760
Subtotal (€) 11380
VA 21% (€) 2380.8
PRESUPUESTO TOTAL (€) 13769.80

Cuadro 15.4: Presupuesto total del proyecto

El coste total del presente Trabajo Fin de Grado: Andlisis Modal Ez-
perimental e Introduccion a los Ensayos de Vibracion en Tierra asciende a
la cantidad de: 13,769.80 € (Trece mil setecientos sesenta y nueve
euros con ochenta céntimos)
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