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Prodlogo

Este libro ha sido planteado para los alumnos que deban cursar la asignatura Mateméticas
I para el Grado de Ingenieria en Telecomunicacién. El objetivo es recoger y presentar
de manera organizada todo el material que los alumnos necesitan para poder seguir la
asignatura de forma autocontenida.

El libro contiene la teoria necesaria y una lista de problemas en cada uno de los temas de
modo que el alumno pueda practicar al finalizar cada uno de los capitulos. Los ejercicios
marcados con asterisco se consideran optativos. Puesto que la asignatura cuenta con 7°5
créditos ECTS, incluyendo 1’5 créditos de las précticas de laboratorio, no hay tiempo
suficiente para desarrollar los temas con profundidad por lo que se ha optado por no
incluir las demostraciones de los resultados aunque si se los ha intentado organizar de la
manera que resulte lo mds intuitiva posible.

Consta de cuatro bloques teméticos. En ellos se repasan ciertos conceptos introducidos
en secundaria y se amplian algunos de ellos; luego se introducen y desarrollan otros
que resultaran nuevos para los alumnos. Especificamente, los bloques tematicos que se
desarrollan en este libro los siguientes:

= Numeros complejos.
= Funciones reales de una variable.
= Sucesiones y series numéricas.

= Funciones reales de dos variables.

En el bloque de funciones reales de una variable se desarrollan los temas de continuidad,
derivacién (con sus aplicaciones) e integracién; mientras que en el bloque correspondien-
te a funciones reales de dos variables se trata la continuidad, la derivacién parcial y
direccional y la diferenciacién.

Se han incluido una gran cantidad de figuras que el alumno podra reproducir con el
software MATLAB con los conocimientos que adquiera en las préacticas de laboratorio.

Para realizar cualquier comentario o sugerencia pueden escribir al correo electrénico
njthome@mat .upv.es. Todos ellos serdn bien recibidos.

El autor
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PARTE 1

NUMEROS COMPLEJOS






Capitulo 1

Niuimeros complejos

1.1 Conjuntos numéricos

A lo largo de todo el libro serd necesario tratar con los diferentes conjuntos numéri-
COS.

1.1.1 De los nimeros naturales a los nimeros reales

A continuacién se indicard la notacién utilizada para cada uno de los conjuntos
numéricos.

» Nimeros naturales: N = {1,2,3,...} = Z*.

En N no tiene solucién la ecuacién
n+rx=m, nmeN sim<n

pues z =m —n ¢ N.
= Niimeros enteros negativos: Z~ ={...,—3,-2,—1}.
» Nimeros enteros: Z = Z~ U{0} UZ™.

En Z no tiene solucién la ecuacién

nc=m, nmeZ n#0, n#l, m#*n

pues x = " ¢ 7 (m # n se lee: m no es un miltiplo de n).

» Niimeros racionales: Q = {2 : m,n € Z,n # 0}.

En Q no tiene solucién la ecuacién z2 = 2, ya que se puede probar que

VZ¢Q.



Capitulo 1. Numeros complejos

» Niimeros irracionales: 1. Ejemplos: v/2, e, m ¢ Q.

» Nimeros reales: R = QU .
En R no tiene solucién la ecuacién 2% +1 =0 ya que z = +v/—1 ¢ R.

Por tanto, serd necesario ampliar al conjunto de los niimeros complejos.

1.2 Definiciéon y propiedades de los niimeros complejos

De teoria de conjuntos es conocido que el producto cartesiano R x R se define como
el conjunto de todos los pares ordenados (a,b) de nimeros reales, es decir:

R xR ={(a,b): a,beR}.

1.2.1 Definicién de niimero complejo

Definicién 1.1 El conjunto C = RxR junto con las operaciones binarias definidas
en C como sigue:

= Suma: (a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d)
= Multiplicacion: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

se llama sistema de los nimeros complejos.

Escrito de manera compacta, el sistema de los ntimeros complejos consta de un
conjunto y dos operaciones binarias, es decir:

({(a,b) : a,b e R}, +,)

Algunas observaciones que se pueden realizar sobre los nimeros complejos son las
siguientes:

(a) Si se representa por ¢ = (0,1) entonces

i =(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+1-0) = (~1,0).

(b) Los ntimeros complejos de la forma (a,0) se identificardn con el nimero real
a. Por tanto se llama unidad imaginaria a i satisfaciendo 4% = —1.



1.2 Definicion y propiedades de los numeros complejos

(¢) Todo nimero complejo de la forma z = (a,b) € C se puede escribir como
= (avb) = ((L,O) +(0ab) = ((1,0) + (b,O) ’ (071) =a+bi

A @+ bi se la llama la forma binémica de z = (a,b) € C. Se llama parte real
de z a a y se denota por Re(z) y parte imaginaria de z a b y se denota por

Im(z). Se debe observar que se llama parte imaginaria de z sélo a b (y no a
bi).

La forma binémica junto a la propiedad de la unidad imaginaria permiten recordar
facilmente la regla de la multiplicacién pues

(a,b) - (c,d) = (a+bi)-(c+di)=ac+ adi+ bci + bdi*
= (ac—bd)+ (ad + be)i = (ac — bd, ad + be)

Definicién 1.2 Se dice que los niimeros complejos en forma binomica z = a + bi
yw =c+di son iguales sia=c yb=d.

1.2.2 Propiedades de los niimeros complejos

En el siguiente resultado se presentan alguna propiedades basicas de los niimeros
complejos.

Teorema 1.1 FEl sistema de los nimeros complejos satisface las siguientes pro-
piedades:

(a) z+w=w+z, VzweC.

(b) (z+v)+w=z+@w+w), VzuvweC.

(c) Existe n € C tal que z+n = 2z, ¥V z € C. Ademds, n = (0,0) y se llama
elemento neutro.

(d) Para todo z € C, existe w € C tal que z+w =n = (0,0). Se denota: w = —z
y se llama simétrico u opuesto de z.

(e) zw=wz, V zweC.
(f) zv)w = z(vw), V z,v,weC.

(9) Existe u € C tal que zu =z, V z € C. Ademds, u = (1,0) y se llama elemento
unitario.

(h) Para todo z € C — {(0,0)}, existe w € C tal que zw = u = (1,0). Se denota
por w =z~ ' y se llama inverso de z.

(i) zv+w)=zv+ 2w, VzvweC.
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Se puede comprobar (hacerlo como ejercicio) que a partir de la forma binémica de
un ntmero complejo no nulo z = a + bi se puede obtener su inverso como

-1 a b

= (1.1)

A partir del simétrico y del inverso de un nimero complejo se pueden definir la
resta y la division de los ntimeros complejos z y w como sigue:

» Resta: z —w =z + (—w).

C ey, z -1 .
= Divisién: — = z.w™! siempre que w # (0,0).

g

1.3 Conjugado y médulo de un nimero complejo

1.3.1 Conjugado de un nimero complejo

Definicién 1.3 Se llama conjugado de un nimero complejo z = a+ bi al nimero
complejo
Z=a—0bi

Se llama imaginario puro a todo nimero complejo z tal que Re(z) = 0 que a veces
se denota por z € iR.

Teorema 1.2 Las propiedades del conjugado de un nimero complejo son:

(a) Zz=2, VzeC.

(b)) z+w=z+4+w, Vz,weC. En consecuencia, —z = -2, Vze€C.
(¢) zZw=Zw, VzweC.

z z
(d) (E) == Vz,w € C tales que w # (0,0).

(e) z+Z=2Re(z), VzeC.
(f) z—z=2Im(z)i, VzeC.
(9) Z=z<= z€R.

(h) Z= —z < z € iR (es decir, z es imaginario puro).



1.8 Congugado y mddulo de un nimero complejo

Geométricamente, como C = R x R, las partes real e imaginaria de un nimero
complejo son las coordenadas cartesianas del vector de R? asociado al ntmero
complejo. Los nimeros complejos se representan en el plano complejo o también
llamado plano de Argand. Al punto del plano que representa a un niimero complejo
se lo llama afijo de dicho ntimero. Se llama ¢je real al eje de las X y eje imaginario
al eje de las Y.

Como ejercicio interpretar en el plano complejo las propiedades enumeradas en el
teorema anterior (excepto (¢) y (d)) considerando ntiimeros complejos arbitrarios.

1.3.2 Moddulo de un nimero complejo

Teniendo en cuenta la interpretacién geométrica de los nimeros complejos aparece
de manera natural otro elemento que sera su distancia al origen de coordenadas.

Definicién 1.4 Se llama médulo de un nidmero complejo z = a + bi al nimero
real positivo o nulo

|z] = +Va? + b?
Teorema 1.3 Las propiedades del modulo de un nimero complejo son las sigu-
tentes:
(a) 2] =|—z| =2, VzeC.
(b) 2z =1z?, VzeC.
(c) |z >0, VzeC.
(d) |2 =0<+= 2=0.
(¢) [Re(2)| < 2], VzeC.
(f) Mm(z)| < |z, VzeC.
(9) |2122] = |z1l|22|, V21,22 € C.

z
= %, Vz1,20 € C, 29 750

| 22|

(h)

21
Z2

(Z) |21+Zz|§|21|+‘22|, Vz1,29 € C.

() llz1] = |22l| < |21 — 22|, V21,22 € C.

Con las nociones de conjugado y médulo de un ntimero complejo se puede reescribir
la definicién de divisién de la siguiente manera.
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Sean z € Cyv=a+bi € C—{(0,0)}. De (1.1) se tiene que

1 a b v v
v =

a2+62_a2+bzlzw_v~ﬁ

entonces la divisién entre z y v se puede calcular como

v

I\
|
—

I\

De aqui, que una regla para dividir un ntimero complejo por otro (no nulo) puede
ser la de multiplicar numerador y denominador por el conjugado del denominador.

1.4 Forma trigonométrica o polar de un nimero complejo

Siguiendo con la geometria de un nimero complejo, asi como se ha definido su
distancia al origen de coordenadas, también se puede definir el angulo que forma
dicho ntimero con el eje real (positivo).

1.4.1 Argumento de un nimero complejo

Por el teorema de Pitagoras es ficil ver que [Re(2)]? + [Im(z)]? = |2|?. Ahora bien,

si z # 0 se tiene que , )
Re(2) Im(2)]"
S Ein

Luego, existe 6 € R tal que

cos(f) = R|ez(|2) y sen(f) = ——~

Definicién 1.5 Al dngulo 0 € [0,2x[, dnico en las condiciones anteriores, se lo
llama argumento (principal) de z y se lo denota por § = Arg(z).

El nidmero complejo z = 0 = 0 + 0¢ se representa por |z| = 0 (no estd definido su
argumento).

1.4.2 Forma trigonométrica o polar de un nimero complejo

Si en la expresién bindémica de un niimero complejo no nulo z = a+bi se reemplazan
a y b por sus valores en funcién del médulo y del argumento se obtiene

z = |z|]cos(0) + |z|sen(0)i = |z|(cos(f) + isen(6))



1.5 Operaciones con numeros complejos en forma polar

Definicién 1.6 La expresion z = |z|(cos(9) + isen(d)) se llama forma trigonomé-
trica o polar de z y se la denota por z = |z|g.

1.5 Operaciones con nimeros complejos en forma polar

Es posible realizar la multiplicacion y la division de nimeros complejos dados en
forma polar.

Sean
z = |z|(cos(0) + isen(h)) = |z|g
y
w = |w|(cos() + isen(p)) = |wl,

donde 6 y ¢ representan sus argumentos (principales). Entonces:

= Multiplicacion: zw = (|z||w|)g+

= Divisién: = = ('Z|> siw# 0
w |w‘ Q—Lp

También es posible definir la potenciacién de nimeros complejos.

Siz e CyneN se define:
2= 2

2= 7y

y se extiende a un exponente entero negativo como sigue:

N =1

2= (aH T, sizA0,n€eZT

El siguiente resultado se conoce con el nombre de Férmula de DeMoivre.

Teorema 1.4 Si z € C yn € Z entonces

2" = (lzlo)" = (I2[")g

Al realizar la multiplicacién, divisién y potenciaciéon de nimeros complejos se
han obtenido los argumentos 6 + ¢, 6 — ¢ y nf, respectivamente. Para que todos
ellos correspondan a argumentos principales se deberan representar en el intervalo
[0, 27].

Por otra parte, la radicacion de niimeros complejos presentara novedades respecto
a la radicacién estudiada de niimeros reales.
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